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Capítulo 1

Introducción

Esta tesis está dedicada al estudio de soluciones de ecuaciones que involucran al laplaciano
fraccionario de orden 2s, con s ∈ (0, 1), denotado por (−∆)s. La referencia principal en la que
nos basaremos es el artículo “Hitchhiker’s guide to the fractional Sobolev spaces” [13]. En
este trabajo demostraremos a detalle algunos de los resultados más importantes de [13], buscando
presentar cada prueba lo más auto-contenida posible. Además, se darán explicaciones detalladas
para que cualquier persona con conocimientos básicos de análisis sea capaz de entender dichas
demostraciones sin mucho esfuerzo.

El laplaciano fraccionario (−∆)s es un operador pseudo-diferencial y no local. En efecto, éste es
pseudo-diferencial ya que podremos escribir al laplaciano fraccionario en términos de la transformada
de Fourier y es no local ya que el valor de éste no solamente depende del valor de u en un punto
en el espacio, sino que el valor del laplaciano fraccionario depende de todos los valores de u en todo
punto del espacio en el que se está trabajando.

Para demostrar la existencia y unicidad de soluciones de estas ecuaciones, utilizaremos teoremas
de representación en espacios de Hilbert. El propósito principal de esta tesis es demostrar las propie-
dades básicas de los espacios de Sobolev fraccionarios, analizar algunas propiedades del laplaciano
fraccionario que explican por qué puede considerarse como un operador fraccionario a nivel intuitivo
y la existencia y unicidad de soluciones a problemas lineales con condiciones de Dirichlet. Para ser
más precisos, dada una función f adecuada, buscamos una solución lo suficientemente regular (en
especifico u ∈ C2s+α(Ω) ∩ Cs(Rn), aunque esto lo veremos en su debido momento) de la ecuación

(−∆)su(x) = f(x) para todo x ∈ Ω, u = 0 en Rn\Ω. (1.1)

Donde el laplaciano fraccionario (−∆)s será definido en el Capítulo 4, específicamente en la Defini-
ción 4.1.

Para demostrar esta ecuación, como ya se mencionó anteriormente, usaremos un acercamiento
de espacios de Hilbert y se evita usar cualquier resultado de la teoría de interpolación.

Comenzamos por motivar la importancia del laplaciano fraccionario (−∆)s y entender su origen.
El laplaciano fraccionario es un operador que generaliza al laplaciano usual y sirve para modelar
difusiones anómalas, por ejemplo, movimientos mediante saltos. Para apreciar la universalidad de
los procesos difusivos, comenzaremos por discutir la importancia del laplaciano en la ciencia.

9



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

1.1. La importancia del laplaciano

A través de la historia reciente, el mundo de las matemáticas y el mundo de la física han estado
íntimamente entrelazados, a tal punto que en muchas ocasiones teorías matemáticas completas han
surgido por la necesidad de herramientas para poder explicar sucesos físicos. Un gran ejemplo de esta
simbiosis es el operador de Laplace o mejor conocido como el laplaciano, pero ¿qué es el laplaciano?

En pocas palabras el laplaciano se define como la divergencia del gradiente de una función esca-
lar; éste, por definición, es un operador diferencial. En principio esta definición no es muy concisa
para entender qué representa el laplaciano. Entonces, para dejar más clara esta idea, primero vea-
mos la expresión matemática del laplaciano, después las definiciones de gradiente y divergencia por
separado y posteriormente tratemos de darle sentido a la definición del laplaciano.

Sea f : Rn −→ R una función escalar, entonces su laplaciano se define como

∆f := div(∇f) =
n∑

i=1

∂2f

∂x2i
. (1.2)

Por un lado tenemos que el gradiente de una función escalar f es un campo vectorial que apunta
en la dirección donde la razón de cambio de una función es mayor, i.e. si f describe una densidad,
entonces ∇f es un vector que apunta hacia la región de mayor densidad. Por otro lado la divergencia
de un campo vectorial es una función escalar que mide la diferencia entre el flujo saliente y el flujo
entrante en un dominio. Notemos que, por el teorema de la divergencia, para cualquier dominio con
frontera suave V ⊂ Rn, ∫

∂V
∇f · ν dσ =

∫
∂V

∂νf dσ =

∫
V
∆f(x) dx,

donde ν es el vector normal unitario exterior sobre ∂V . Esto nos indica que una función es armónica
(∆u = 0) si y sólo si el flujo asociado a la densidad u está en equilibrio (pues el flujo entrante y
saliente alrededor de cualquier frontera ∂V es cero en promedio). De igual modo, si el laplaciano es
positivo (∆u > 0), entonces el flujo neto es en promedio positivo.

Mencionado lo anterior, la pregunta que surge es ¿para qué sirve el laplaciano? Este operador ha
sido utilizado a lo largo de la historia para describir fenómenos como difusión (de calor o en dinámica
de fluidos), potenciales eléctricos y muchas propiedades que surgen en la mecánica cuántica. Mas
adelante en esta sección veremos ejemplos concretos de esto.

Una vez que ya está clara la definición del laplaciano y tenemos una idea de su utilidad, debemos
hablar de su origen, ya que éste surge a partir de un problema físico y posteriormente éste se extiende
al campo de las matemáticas donde también se estudia de manera independiente.

Este operador fue usado por primera vez por el matemático Pierre-Simón Laplace en su trabajo
Traité de mécanique céleste [30] en donde usa el laplaciano para estudiar al potencial gravita-
cional que a su vez describe cómo las fuerzas gravitatorias varían dependiendo de la posición de un
objeto en un sistema de varias masas. Al usar al laplaciano de este modo, Laplace pudo simplificar
al potencial gravitacional de tal modo que pudo describir el movimiento de los planetas de manera
precisa y determinar la distribución de masa y estabilidad del sistema solar.

A partir del trabajo de Laplace, el laplaciano se comenzó a usar en muchos otros campos de
la física. Fourier, por ejemplo, lo utilizó para su teoría de conducción de calor, lo cual consolidó la
utilidad de este operador de manera más robusta [23].
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1.2. EL LAPLACIANO FRACCIONARIO

Posteriormente este operador se comenzó a usar para modelar diferentes fenómenos que hasta
ese entonces permanecían sin explicación. Esto ha llevado a que el laplaciano sea una herramienta
básica de muchos campos de las matemáticas, la física, la química, la biología, la ingeniería y otras
disciplinas de la ciencia, por lo tanto sus aplicaciones han sido muy amplias.

Una de estas aplicaciones está en el campo de la termodinámica donde el laplaciano se utiliza para
calcular de manera correcta la conducción transitoria de calor en cuerpos de composición homogénea
y no homogénea [38]. Al igual, el laplaciano es útil para el estudio de campos magnéticos. Un buen
ejemplo de esta aplicación está en la referencia [17], donde se usa al laplaciano para saber de
manera precisa el efecto que tiene un campo magnético en la transferencia de calor cuando tenemos
nanotubos de carbono suspendidos en nanofluidos. En otros campos de la ciencia, el laplaciano
también ha sido útil ya que éste es utilizado en el procesamiento de imágenes para la detección de
ruido en ellas [39] y detección de zonas desenfocadas/borrosas [7].

Por otro lado una aplicación interesante del laplaciano es la que surge en la mecánica cuánti-
ca, pues una de las ecuaciones fundamentales de la mecánica cuántica es la ecuación de onda de
Schrödinger, la cual es una ecuación diferencial parcial lineal.

iℏ
∂

∂t
Ψ(r, t) = − ℏ

2m
∆Ψ(r, t) + VΨ(r, t),

(ver,[22, Chapter 3, (3.50)])
Notemos que podríamos decir que esta ecuación es una versión cuántica de la segunda Ley de

Newton en el sentido de que la ecuación de Schrödinger, a partir de ciertas condiciones iniciales,
nos dice cómo la ecuación de onda de un sistema cuántico cambia a través del tiempo. El laplaciano
aparece en esta ecuación como un operador espacial para ecuaciones de onda en dos dimensiones o
más y ayuda a modelar el comportamiento de dicha ecuación a través del tiempo.

Para aquellos que estén interesados en adentrarse más en el tema se les recomienda consultar [22],
que explica de manera precisa la misma ecuación de Schrödinger, sus interpretaciones y soluciones;
también para aquellos que estén interesados en saber cómo se derivó dicha fórmula, una buena
referencia es [40]. Notemos que el laplaciano no sólo aparece en la ecuación de onda de Schrödinger,
sino que éste también es usado para el cálculo de niveles de energía de un sistema cuántico, como se
puede ver en la referencia [8]. Los niveles de energía se determinan encontrándole a la ecuación de
Schrödinger una solución que está determinada por ciertas condiciones de frontera. Estas soluciones
generalmente son eigenfunciones donde sus eigenvalores son los niveles de energía.

Los fenómenos discutidos previamente (y muchos otros) están vinculados por la noción de difu-
sión incorporada en el modelo a través del laplaciano. Existen, sin embargo, variantes más complejas
de estos fenómenos que involucran difusiones anómalas. Una manera de incorporar en los mode-
los a este tipo de difusiones es mediante el uso del laplaciano fraccionario, el cual discutiremos a
continuación.

1.2. El laplaciano fraccionario

El laplaciano fraccionario se representa con el símbolo (−∆)s y se define como

(−∆)su(x) = C(n, s)P.V.

∫
Rn

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dy

= C(n, s) ĺım
ϵ−→0+

∫
Rn\Bϵ(x)

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dy,

11



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

donde Bϵ(x) se refiere a la bola de radio ϵ centrada en x.
Primero notemos que el exponente s indica la potencia del laplaciano. Se puede considerar

cualquier número real positivo para s (ajustando pertinentemente la definición, ver [1]), pero en
esta tesis sólo trabajaremos con s ∈ (0, 1), el cual es el caso más estudiado.

Por otro lado tenemos una constante C(n, s) la cual depende de la dimensión del espacio y del
grado del operador, ésta tiene una forma muy específica, la cual se puede ver en el Capítulo 4,
identidad (4.3). Esta constante sirve para consolidar el comportamiento asintótico del laplaciano
fraccionario. En particular, veremos en la Proposición 4.11 que

(−∆)s
s−→1−−−→ (−∆) y (−∆)s

s−→0−−−→ Id.

Otra hecho que salta a la vista es el término P.V. , el cual es una abreviación de la frase In the
Principal Value Sense. Éste es importante para que la integral esté bien definida en el punto de
singularidad del núcleo |x− y|−n−2s. Para entender mejor cómo funciona el P.V. se recomienda ver
la Observación 4.2.

La noción del laplaciano fraccionario aparece de forma natural en la teoría de procesos estocás-
ticos, pues (−∆)s es el generador infinitesimal de un proceso de Lévy con saltos (también llamados
α-estables). Por esto, recomendamos ver los primeros capítulos de [10].

El laplaciano fraccionario sirve también para modelar flujos con difusión anómala, procesos de
difusión debidos a desplazamientos aleatorios, modelos de olas de agua [10, Chapter 4], modelo
del flujo turbulento [19], dislocación cristalina o defecto cristalino [14, 15, 10], difusión anómala
o difusión por procesos de saltos aleatorios [34, Capítulo 1.4] y planteamiento de ecuaciones no
locales de tipo Schrödinger [10, Capítulo 7], entre muchas aplicaciones más. Entre estas aplicaciones,
una que es particularmente interesante es el modelaje del flujo turbulento a través del laplaciano
fraccionario [19]. Esto es interesante, ya que se trata de resolver un problema fundamental que tiene
la dinámica de medios deformables, llamado el problema de cerradura, en dónde hay más incógnitas
que ecuaciones.

Veamos que el problema de cerradura es el principal motivador para usar al laplaciano fraccio-
nario como una herramienta para modelar este flujo, de manera breve, veamos porque. Primero
notemos que el problema de cerradura aparece al tratar de modelar al flujo turbulento a partir
de modelos que usan a las ecuaciones de Navier-Stokes u otros modelos similares que se basan en
ellas, ver [32]. Esto sucede ya que cualquier método que parta de estas ecuaciones siempre se va
a encontrar con que hay mas incógnitas que ecuaciones a resolver. Ante esto, se han tratado de
hacer modelos numéricos para tratar de verificar si Navier-Stokes sirve para modelar este flujo, el
problema es que dichos modelos numéricos tardarían mucho en completarse con la tecnología actual.
Por esta razón en los últimos años se han hecho modelos que incluyen difusiones anómalas (y por
ende al laplaciano fraccionario), para así poder dar un sistema de ecuaciones que describa a dicho
flujo y además carezca del problema de cerradura.

Éstas son solo algunas de las muchas aplicaciones que tiene el laplaciano fraccionario. Este
operador ha empezado a ser más popular en los últimos años, debido a que anteriormente se usaba
la teoría de interpolación. El problema es que esta teoría es muy compleja y requiere mucho estudio
previo. Afortunadamente, en los últimos años se logró ver que se puede estudiar al laplaciano
fraccionario, en ciertos casos, evitando parte de esta teoría y que, en su lugar, se puede usar un
acercamiento más directo. Uno de los artículos principales que hacen esto es [13] y por esa razón
lo tomamos como referencia principal de esta tesis. Dicho lo anterior y considerando que ya hemos
dado una motivación para el laplaciano fraccionario pasamos a ver los resultados principales de esta
tesis.
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1.3. RESULTADOS PRINCIPALES

1.3. Resultados principales

En esta sección veremos como esta organizada esta tesis y discutiremos algunos resultados y su
importancia para así motivar este trabajo.

Como se comentó al principio de esta introducción uno de los resultados principales es probar
la existencia y unicidad de soluciones de (1.1). Para ello primero necesitamos desarrollar la teoría
que rodea al espacio de Sobolev fraccionario.

Tomando esto en cuenta veamos que el espacio fraccionario de Sobolev se define como

W s,p(Ω) :=

{
u ∈ Lp(Ω) :

|u(x)− u(y)|
|x− y|

n
p
+s

∈ Lp(Ω× Ω)

}
con s ∈ (0, 1).

Éste, al ser un espacio de Sobolev tiene una norma, la cual se definirá en el Capítulo 3, Definición 3.1,
por lo pronto no es necesario ver la forma especifica de esta norma. Pero lo que si es importante,
es entender que con ésta podremos probar un resultado importante, el cual dice que el espacio
fraccionario de Sobolev es un espacio de Banach y de Hilbert (dándole un producto escalar adecuado
y tomando que p = 2), esto se demostrará en el Capitulo 3, Proposición 3.2.

El siguiente resultado importante que demostraremos es un tipo de encaje de Sobolev, el cual
es continuo, para ser precisos lo que se va a demostrar es que si tomamos s ≤ s′ con s ∈
(0, 1) entonces W s′,p(Ω) ⊆ W s,p(Ω). Este resultado es importante ya que nos deja ver que el
comportamiento de estos espacios fraccionarios es similar al comportamiento para el espacio de
Sobolev usual. Posteriormente podremos generalizar este resultado al caso donde s > 1. Todo esto
se verá en el Capítulo 3, sección 3.1.

Una vez que los resultados anteriores se demuestren se pasará a probar que el espacio de funciones
con soporte compacto C∞

c (Rn) es denso en W s,p(Rn). Este es un resultado de densidad y uno de
los teoremas mas importantes de esta tesis. Además, vale la pena comentar que este resultado en el
caso del espacio de Sobolev usual no es muy complicado de probar, pero para el caso fraccionario si
lo es, como se verá al final del Capítulo 3, sección 3.1.

Con el teorema anterior, veremos que para una Ω arbitraria no siempre podremos garantizar
que el espacio de funciones con soporte compacto será denso en W s,p(Rn), este hecho motiva definir
al siguiente espacio

W s,p
0 (Ω) :

{
u ∈ W s,p(Rn) : u(x) = 0 para x ∈ Rn \ Ω

}
,

el cual se demostrará que también es de Hilbert (cuando p=2) , como se puede ver en el Capítulo 3,
Teorema 3.10. Este espacio es importante ya que incorpora las condiciones de frontera de Dirichlet,
las cuales están presentes en el Problema (1.1).

Una vez que se defina al espacio W s,p
0 (Ω) el siguiente resultado importante de esta tesis es

la desigualdad de Poincaré, Capítulo 3, sección 3.3. La importancia de este resultado es que nos
va a ayudar a dar equivalencias entre las normas del espacio W s,p

0 (Ω) y el espacio de Sobolev
fraccionario W s,p(Rn). Posteriormente pasamos a demostrar el teorema de representación de Fréchet-
Riesz (Corolario 3.18) para el espacio H s

0 (Ω) = W s,p
0 (Ω) con p = 2, el cual ayuda a dar una relación

entre el espacio de Hilbert H s
0 (Ω) y su espacio dual. Este es un resultado importante, ya que es

útil para argumentar que existen soluciones débiles al problema de Poisson fraccionario.
Por otro lado, el Capítulo 4 esta dedicado en su mayoría a la definición del laplaciano fraccionario

y la consolidación de su comportamiento. Los resultados mas importantes son:
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

1. La definición del laplaciano fraccionario y su explicación extensa para entender todos los
elementos de su definición.

2. Una herramienta que sirve para evitar el uso del Valor principal en la definición del laplaciano
fraccionario, Capítulo 4, Lema 4.3.

3. Un resultado de limites que consolida el comportamiento del laplaciano fraccionario cuando s
tiende a cero por la izquierda y s tiende a uno por la derecha. De manera mas precisa

Sea n > 1, entonces si u ∈ C∞
c (Rn) los siguientes argumentos se cumplen:

(i) ĺıms−→0+(−∆)su = u,

(ii) ĺıms−→1−(−∆)su = −∆u.

El cual se demuestra en el Capítulo 4, Proposición 4.11.

Por último en la tesis (y al final del Capítulo 4) demostramos el siguiente teorema.

Teorema 1.1. (Equivale al Teorema 4.13 del Capítulo 4)
Sean s, α ∈ (0, 1). Dada f ∈ L2(Ω) existe un único u ∈ H s

0 (Ω) tal que

C(n, s)

2

∫
Rn

∫
Rn

(u(x)− u(y))(φ(x)− φ(y))

|x− y|u+2s
dx dy =

∫
Rn

f(x)φ(x) dx, para toda φ ∈ C∞
c (Ω).

Más aún, si u ∈ C2s+α(Ω) ∩ Cs(Rn), entonces

(−∆)su(x) = f(x) para todo x ∈ Ω.

Una vez que se demuestre este resultado, se concluirá la tesis. Es importante notar que todos
los resultados que aquí se demostrarán no hacen uso de teoría de interpolación y solamente usamos
herramientas básicas de análisis y análisis funcional.

Para concluir, mencionaremos un par de observaciones respecto al Teorema 1.1. Como la exis-
tencia de la solución está garantizada por el Teorema de representación de Fréchet-Riesz, el lado
derecho f también puede tomarse en el espacio H s

0 (Ω)
∗, es decir, en el espacio dual de H s

0 (Ω).
Además, si se supone que f ∈ Cβ(Ω), entonces por la teoría de regularidad elíptica de problemas
fraccionarios, se sabe que la solución satisface que u ∈ C2s+α(Ω) ∩Cs(Rn) para algún α > 0, véase
[35, Lemma 2.2 y Lemma 2.3].

14



Capítulo 2

Resultados preliminares

En este capítulo daremos definiciones y resultados que serán de utilidad para la tesis, sin ahondar
en las definiciones. En caso de que el lector quiera saber mas sobre los resultados y definiciones
individuales de este capítulo se recomienda consultar las referencias proporcionadas.

2.1. Espacios y funciones

Definición 2.1.
Sea X un espacio vectorial y ∥ · ∥ su norma correspondiente. Decimos que (X, ∥ · ∥) es de Banach si
es completo, (ver [11, Definición 5.5]).

Definición 2.2.
Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H con un producto escalar ⟨·, ·⟩ que es completo
respecto a la norma inducida || · || =

√
(·, ·), (ver [11, Definición 15.5]).

Definición 2.3.
Un espacio de medida (Ω,A, µ), es un espacio que esta compuesto por Ω un conjunto, A una
σ-álgebra en el conjunto Ω y µ la medida en (Ω,A), (ver [37, Chapter 1]).

Definición 2.4.
Sea (Ω,A, µ) un espacio de medida, por lo tanto definimos al espacio de Lebesgue Lp(Ω,A, µ) (o
Lp(Ω) para facilitar la notación) como un espacio de Banach en donde tenemos que si 1 ≤ p < ∞,
entonces se cumple que ∫

Ω
|f(s)|p dµ(x) < ∞,

donde f es una función. Ahora, si f ∈ Lp(Ω) y 1 ≤ p < ∞ se define la norma Lp del siguiente modo

∥f∥Lp(Ω) =

(∫
Ω
|f(s)|p dµ(x)

) 1
p

(Ver [37, Chapter 1]).
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Definición 2.5.
Para n ∈ N tomemos una función f : Rn −→ R integrable. Decimos que f es rápidamente decreciente
si para todo γ = (γ1, . . . , γn) ∈ Nn la función producto

x −→ xγf

es acotada, donde xγ = (x1)
γ1 . . . (xn)

γn es cualquier producto dado por las potencias de las funciones
de coordenadas canónicas.

Ahora veamos la siguiente definición que se relaciona con lo anterior:
Para n ∈ N tomemos una función suave f : Rn −→ R, decimos que f tiene derivadas parciales

rápidamente decrecientes si el valor absoluto del producto de cualquier derivada parcial ∂βf de f
con cualquier función polinomio está acotado para algunas constantes positivas Kγ,β es decir

∀γ, β ∈ Nn sup
x∈Rn

||xγ∂βf(x)|| < Kγ,β.

(Ver [27, Definition 7.1.2]).

Definición 2.6.
Sea n ∈ N, entonces el espacio de Schwartz S (Rn) es un espacio vectorial topológico que cumple
lo siguiente

Su espacio vectorial subyacente es un subespacio de C∞(Rn) sobre las funciones con derivadas
parciales que decaen rápidamente.

Su topología esta inducida por las semi-normas dadas por pγ,β(f) := ||xγ∂βf(x)||.
(Notemos que ésta es la forma general, más adelante definiremos de manera más especifica
qué funciones usaremos en la semi-norma)

Un espacio que cumpla esto es llamado un espacio de Schwartz y lo denotamos por

S (Rn) = {f ∈ C∞(Rn)|∀γ, β ∈ Nn : sup
x∈Rn

||xγ∂βf(x)|| < Kγ,β < ∞}.

(Ver [27, Definition 7.1.2]).

Definición 2.7.
Dado un espacio vectorial V , definimos a su espacio dual V ∗, como el espacio que contiene al
conjunto de todas las transformaciones lineales continuas g tales que g : V −→ K donde K es un
campo.

En este caso el espacio dual del espacio de Schwartz sería

S ∗(Rn) = {g ∈ S (Rn) −→ R : g es lineal y continuo}.

(Ver [20, Appendix D]).

Definición 2.8. (Notación de multi-índice)

Un vector de la forma α = (α1, . . . , αn), donde αi es un entero no negativo, es llamado un
multi-índice de orden

|α| = α1 + · · ·+ αn.
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Dado un multi-índice de orden α definimos

Dαu(x) =
∂|α|u(x)

∂xα1
1 . . . ∂xαn

n
.

Si k es un entero no negativo entonces,

Dku(x) := {Dαu(x) : |α| = k}.

Definimos a α! como

α! = α1!α2! . . . αn!

Definimos a (x− a)α como

(x− a)α = (x− a)|α|.

(Ver [20, Apendix A, Notation for derivatives]).

Definición 2.9.
Sea u ∈ L1

loc(Ω). Decimos que u es débilmente diferenciable en Ω si existen v1, . . . , vn ∈ L1
loc(Ω)

tales que ∫
Ω
u
∂φ

∂xα
+

∫
Ω
vφ = 0 ∀φ ∈ C∞

c (Ω),

para toda α = 1, . . . , n y donde C∞
c (Ω) es el espacio de todas las funciones infinitamente diferen-

ciables con soporte compacto en Ω (a estas se comúnmente se les llama funciones de prueba).
Si lo escribimos en notación de índices tenemos∫

Ω
uDαφ+

∫
Ω
vφ = 0 ∀φ ∈ C∞

c (Ω).

Por lo que decimos que la función v es la derivada débil de la función u, (ver [11, Definición 16.2]).

Definición 2.10.
Sea el Ck(Ω) el espacio compuesto por todas las funciones k-veces continuamente diferenciables en
Ω, donde Ω es acotado. La norma de este espacio es

∥u∥Ck(Ω) =
∑
|α|≤k

∥Dαu∥∞,

donde α es un multi-índice en Nn, (ver [20, Section 5, Subsection 5.1]).

Definición 2.11.
Sea Ω ∈ Rn un conjunto abierto y acotado. Definimos al espacio de funciones Hölder continuas como

Cm,γ(Ω) :=
{
u ∈ Cm(Ω) : Dαu ∈ C0,γ(Ω) donde |γ| = m

}
,

donde α es un multi-índice en Nn, (ver [20, Section 5, Subsection 5.1]).
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Definición 2.12.
Una función u pertenece al espacio C0,γ(Ω), con γ ∈ [0, 1] y Ω ⊂ Rn un abierto, si se cumple que

[u]C0,γ(Ω) := sup
x,y∈Ω,x ̸=y

u(x)− u(y)

|x− y|γ
< ∞. (2.1)

Cuando (2.1) se cumple con γ = 1, decimos que u es Lipschitz continua en Ω, (ver [20, Section 5,
Subsection 5.1]).

Definición 2.13.
Sea Ω ⊆ Rn un abierto, p ∈ [1,∞] y k ∈ N0, entonces el espacio de Sobolev W k,p(Ω) es el espacio
de todas las funciones u ∈ Lp(Ω) que tienen derivadas parciales débiles y que pertenecen al espacio
Lp(Ω). Esto se cumple para todo multi-índice α tal que |α| ≤ k. Escrito de otra manera tenemos:

W k,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) : u es débilmente diferenciable en Ω y Dαu ∈ Lp(Ω) ∀|α| ≤ k}

Para k ∈ N0 definimos: Hk(Ω) := W k,2(Ω), (ver [11, Definición 16.11]).

Definición 2.14.
La transformada de Fourier es un operador continuo F : L1(Rn) −→ L∞(Rn) el cual se define de la
siguiente manera.

Si u ∈ L1(Rn) entonces la transformada de Fourier Fu = û esta dada por

û(y) :=
1

(2π)
n
2

∫
Rn

e−ix·yu(x) dx ∀y ∈ Rn,

y la inversa F−1u = ǔ esta dada por

ǔ(x) :=
1

(2π)
n
2

∫
Rn

eix·yu(x) dx ∀y ∈ Rn,

Si u, v ∈ L1(Rn) la transformada cumple las siguientes propiedades:

La transformada de Fourier es una aplicación lineal: F (au+ bv) = aF (u) + bF (v) con a y b
números complejos cualquiera.

La transformada de Fourier da un cambio de escala: F{u(ax)}(y) = 1
|a|F{u}(ya), con a un

real distinto de cero.

La transformada de Fourier da traslaciones: F{u(x−a)}(ξ) = eiy·aF{u}(y) para todo número
real a. Éste sería un cambio en el tiempo o una traslación en la variable temporal.

La transformada de Fourier da traslaciones en la variable transformada. La cual sería una
traslación en la variable frecuencia: F{u}(y − a) = F{eix·af(x)}(y).

Cumple lo siguiente para convoluciones: F{u ∗ v}(y) = F{u}(y)F{v}(y) y F{uv}(y) =
(F{u} ∗ F{v})(y).

Además recordemos que podemos extender a la transformada de Fourier de S (Rn) a S ∗(Rn),

(Ver [20, Section 4, Subsection 4.3.1]).
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Definición 2.15.
Definimos a la función Gamma Γ(z) : {Re(z) > 0} ⊂ C −→ C como la función integral

Γ(z) =

∫ ∞

0
tz−1e−tdt,

donde esta integral converge absolutamente para Re(z) > 0. Algunas propiedades útiles son:

Γ(n+ 1) = n! para n ∈ N.

Γ(z + 1) = zΓ(z)

Γ(z + n) = Γ(−z)Γ(1+z)
Γ(1+n−z) para n ∈ Z

(Ver [6, Section 18.2]).

Definición 2.16.
Definimos a la función Beta como la función integral

B(z1, z2) =

∫ 1

0
tz1−1(1− t)z2−1dt,

con z1, z2 ∈ C tal que Re(z1), Re(z2) > 0.
Además es importante notar que la función B es simétrica para todo z1, z2 ∈ C y se relaciona con
la función Gamma mediante la propiedad

B(z1, z2) =
Γ(z1)Γ(z2)

Γ(z1 + z2)
.

(Ver [5, Chapter 2 ]).

2.2. Teoremas importantes

Definición 2.17.
Un espacio de probabilidades (Ω, A, µ), es un espacio medible (Ω, µ) con la σ-álgebra A, donde la
medida µ es una distribución de probabilidad, i.e. µ debe de cumplir que∫

Ω
dµ = 1.

(Ver [12, Section 1.1, Subsection 1.1.1]).

Lema 2.18.
Sea (Ω, A, µ) un espacio de probabilidades y tomemos una función f : Ω −→ R tal que sea medi-
ble respecto a la medida µ y una función φ : R −→ R tal que sea convexa. Entonces la siguiente
desigualdad se cumple.

φ
(∫

Ω
fdµ

)
≤
∫
Ω
φ ◦ fdµ.

A esta desigualdad se le llama la Desigualdad de Jensen, (ver [16, Theorem 1.5.1]).
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Lema 2.19. (Lema de Fatou)
Dado un espacio de medida (Ω,A, µ) y un conjunto X ∈ A, tomemos {fn} una sucesión (A,BR≥0)-
medible y no negativa de funciones fn : X −→ [0,∞] tal que f : X −→ [0,∞] donde

f(x) = ĺım inf
n−→∞

fn(x) para cualquier x ∈ X,

entonces f es (A,BR≥0)-medible y además la siguiente desigualdad se cumple.∫
X
fdµ ≤ ĺım inf

n−→∞

∫
X
fndµ,

donde BR≥0 denota a la σ-álgebra de los conjuntos de Borel en [0,+∞] y ĺım infn−→∞ fndµ ≤ ∞,
(ver [20, Appendix E, Theorem 3]).

Definición 2.20.
Una sucesión regularizante (o de Dirac) (ρϵ)ϵ∈(0,1) es una familia de funciones ρϵ ∈ C∞

c (Rn) (espacio
de las funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto) donde supp ρϵ ⊆ Bϵ(0) que
satisface las siguientes propiedades.

1. (ρϵ) ≥ 0 para toda ϵ.

2.
∫
Rn ρϵ(t)dt = 1 para toda ϵ.

3. Para todo r > 0 y δ > 0 existe ϵ ∈ (0, 1) tal que∫
Rn\Br(0)

ρϵ(t)dt < δ.

(Ver [31, Theorem 2.16]).

Teorema 2.21.
Sea (ρϵ)ϵ∈(0,1] una sucesión regularizante (o de Dirac) y f ∈ L1

loc(Rn).

1. Si f ∈ Lp
loc(R

n) para p ∈ [1,∞), entonces ρϵ ∗ f ∈ C∞(Rn) con Dα(ρϵ ∗ f) = (Dαρϵ) ∗ f para
α ∈ Nn. Además tenemos que ρϵ ∗ f −→ f en Lp

loc(R
n) para ϵ −→ 0.

2. Si f ∈ Lp(Rn) para 1 ≤ p < ∞ entonces se cumple que ĺımϵ−→0 ∥ρϵ ∗ f − f∥p = 0.

(Ver [31, Theorem 2.16] y [20, Appendix C, Theorem 7]).

Teorema 2.22. (Radon-Riesz)
Sea (X, ∥ · ∥) un espacio normado y (xm) una sucesión en X. Decimos que el espacio X tiene la
propiedad de Radon-Riesz si se cumple lo siguiente:

Si (xm) ⇀ x ∈ X y ĺımm−→∞ ∥xm∥ = ∥x∥, entonces tenemos que

ĺım
m−→∞

∥xm − x∥ = 0.

(Ver [33, Definition 2.5.26]).
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Teorema 2.23.

i) Sea f : Rn −→ R una función continua y sumable. Entonces∫
Rn

f dx =

∫ +∞

0

(∫
∂B(x0,r)

f dS

)
dr, (2.2)

para cada x0 ∈ Rn.

ii) En particular

d

dr

(∫
B(x0,r)

f dx

)
=

∫
∂B(x0,r)

f dS, (2.3)

para cada r > 0, (ver [20, Appendix C, Theorem 4]).

Lema 2.24. (Teorema Fundamental de Cálculo de variaciones)
Si dos funciones continuas f(x) y g(x) en un conjunto abierto Ω ⊂ Rn cumplen la igualdad∫

Rn

[f(x)− g(x)]φ(x) dx = 0,

para toda función de prueba φ ∈ Ω, entonces g(x) es diferenciable y cumple que la derivada de g(x)
es igual a la función f(x), (ver [25, Chapter 5, first lemma]).

Teorema 2.25. (Taylor en varias variables)
Sea f : Rn −→ R una función que es k veces continuamente diferenciable en un punto a ∈ Rn,
entonces existen funciones hα : Rn −→ R que cumplen que

f(x) =
∑
|α|≤k

Dαf(a)

α!
(x− a)α +

∑
|α|=k+1

hα(x)(x− a)α

con ĺım
x−→a

hα(x) = 0,

donde la función hα(x) está definida como

hα(x) =
|α|
α!

∫ 1

0
(1− t)|α|−1Dαf(a+ t(x− a)) dt

y |α| = k, (ver [29, Abschnitt 2.4]).

Corolario 2.26.
Sea u ∈ C3(Rn) una función u : Rn −→ R que cumpla las hipótesis del Teorema 2.25, entonces

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x) = D2u(x)y · y +R(y),

donde x, y ∈ Rn y |R(y)| ≤ C∥u∥C3(Rn)|y|3 para alguna C > 0 independiente de u.
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Demostración.
Primero definamos la siguiente función. Sea f(y) = u(x+ y) con y ∈ Rn, x ∈ Rn fija y notemos que
la expansión de Taylor de segundo orden (con a = 0) es

f(y) = u(x+ y) = u(x) +
∑
|α|=1

∂αu(x)(y)α +
∑
|α|=2

∂αu(x)

α!
(y)α

+
∑
|α|=3

|α|
α!

∫ 1

0
(1− t)|α|−1Dαf(yt)dt(y)α. (2.4)

Tomando la definición de la función hα(y) tenemos

f(y) = u(x+ y) = u(x) +
∑
|α|=1

∂αu(x)(y)α +
∑
|α|=2

∂αu(x)

α!
(y)α +

∑
|α|=3

hα(y)(y)
α. (2.5)

Ahora notemos que f(−y) = u(x− y) y su expansión de Taylor de segundo orden es

f(−y) = u(x− y) = u(x)−
∑
|α|=1

∂αu(x)(y)α +
∑
|α|=2

∂αu(x)

α!
(y)α

−
∑
|α|=3

|α|
α!

∫ 1

0
(1− t)|α|−1Dαf(yt)dt(y)α. (2.6)

Tomando la definición de la función hα(y) definimos ĥα(y) = −hα(y), entonces

f(−y) = u(x− y) = u(x)−
∑
|α|=1

∂αu(x)(y)α +
∑
|α|=2

∂αu(x)

α!
(y)α +

∑
|α|=3

ĥα(y)(y)
α. (2.7)

Dado lo anterior sumamos las ecuaciones (2.5) y (2.7) y obtenemos lo siguiente:

u(x+ y) + u(x− y) = 2u(x) +
∑
|α|=2

2

α!
∂αu(x)(y)α +

∑
|α|=3

2

α!
[ĥα(y) + hα(y)](y)

α.

Por lo tanto,

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x) =
∑
|α|=2

2

α!
∂αu(x)(y)α +R(y), R(y) :=

∑
|α|=3

2

α!
[ĥα(y) + hα(y)](y)

α.

Veamos que para calcular la suma que está arriba necesitamos tomar en cuenta que, como |α| = 2,
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tenemos las siguientes opciones

α =



(2, 0, . . . , 0) representa y21∂11u(x);
...
(0, . . . , 0, 2) representa y2n∂nnu(x);

(1, 1, 0, . . . , 0) representa y1y2∂12u(x) y y2y1∂21u(x);
...
(1, 0, . . . , 0, 1) representa y1yn∂1nu(x) y yny1∂n1u(x);

(0, 1, 1, 0, . . . , 0) representa y2y3∂23u(x) y y3y2∂32u(x);
...
(0, 1, 0, . . . , 0, 1) representa y2yn∂2nu(x) y yny2∂n2u(x);

(0, 0, 1, 1, 0 . . . , 0) representa y3y4∂34u(x) y y4y3∂43u(x);
...
(0, 1, 0, . . . , 0, 1) representa y2yn∂2nu(x) y yny2∂n2u(x);
...
(0, . . . , 1, 1) representa yn−1yn∂(n−1)nu(x) y ynyn−1∂n(n−1)u(x).

Por lo tanto obtenemos lo siguiente.

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x) = y21∂11u(x) + y1y2∂12u(x) + y2y1∂21u(x) + · · ·+ y2n∂nnu(x) +R(y)

= y21∂11u(x) + 2y1y2∂12u(x) + · · ·+ y2n∂nnu(x) +R(y). (2.8)

Ahora por otro lado analicemos la parte derecha de la ecuación. Específicamente veamos la expresión
para D2u(x)y · y.

D2u(x)y · y =

∂11u(x) . . . ∂1nu(x)
...

. . .
...

∂n1u(x) . . . ∂nnu(x)


y1

...
yn

 · y

=

y1∂11u(x) + · · ·+ yn∂1nu(x)
...

y1∂n1u(x) + · · ·+ yn∂nnu(x)


y1

...
y2


= y21∂11u(x) + y1y2∂12u(x) + y2y1∂21u(x) + · · ·+ y2n∂nnu(x). (2.9)

A la ecuación anterior le sumamos el residuo R(y) y entonces vemos que ésta será exactamente la
ecuación (2.8), que es lo que se quería demostrar.
Veamos ahora la cota para el residuo. Primero veamos que como |α| = 3, la función hα(y) tiene la
cota

|hα(y)| =

∣∣∣∣∣ |α|α!

∫ 1

0
(1− t)|α|−1Dαu(x+ ty)dt

∣∣∣∣∣≤ 3

∫ 1

0
||u||C3dt = 3||u||C3 , (2.10)
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hacemos un proceso análogo para hα y con esto podemos acotar a R(y) como

|R(y)| =

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=3

2

α!
[hα(y) + hα(y)](y)

α

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2∥u∥C3

∑
|α|=3

|y|3 = C∥u∥C3 |y|3. (2.11)

para alguna constante C > 0 independiente de u.
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Capítulo 3

El espacio de Sobolev fraccionario

Este capítulo está dedicado a definir al espacio de Sobolev fraccionario W s,p(Ω), ver sus propie-
dades y demostrar algunos resultados importantes que lo involucran. Empezaremos demostrando
resultados que en el caso del espacio de Sobolev usual son básicos, pero para el caso fraccionario
estos resultados no son tan directos u obvios. Esto se debe a que en este caso estamos trabajando
con una noción de derivada fraccionaria débil.

Esto nos ayudará como un fundamento para poder después trabajar con resultados más comple-
jos. No es inmediato entender porque las funciones en W s,p(Ω) pueden interpretarse como “derivadas
fraccionarias débiles”. Esto quedará más claro hacia el final de la tesis, pero por lo pronto basta
decir que es un espacio funcional adecuado para estudiar el problema (1.1) de forma variacional, en
particular el operador (−∆)s no se utiliza de forma directa en las pruebas de existencia y unicidad
(de soluciones débiles) sino que se emplea una forma bilineal asociada a (−∆)s (a través de una
fórmula de integración por partes) la cual está bien definida en espacios de Sobolev fraccionarios.
Una vez que acabemos con estos resultados básicos pasaremos a algunos más importantes, entre
ellos veremos encajes de Sobolev para este espacio y resultados de densidad. Todo esto es con el
propósito de llegar a la Desigualdad de Poincaré y al Teorema de Representación de Fréchet-Riesz.

3.1. Resultados para espacios de Sobolev fraccionarios

Definición 3.1. (Espacios de Sobolev Fraccionario)
Sea Ω ⊆ Rn un abierto, p ∈ [1,∞) y s ∈ (0, 1). Definimos el espacio de Sobolev fraccionario W s,p(Ω)
como:

W s,p(Ω) :=

{
u ∈ Lp(Ω) : (x, y) 7→ |u(x)− u(y)|

|x− y|
n
p
+s

∈ Lp(Ω× Ω)

}
.

A este espacio lo dotamos con la siguiente norma (probaremos que en efecto ésta es una norma en
la Proposición 3.2).

||u||W s,p(Ω) :=

(∫
Ω
|u|pdx+

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy

) 1
p

.
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Notemos que si solamente tomamos al segundo término de la suma anterior podemos definir una
semi-norma para u, que se llama la semi-norma de Gagliardo (ver [24]) para u:

[u]W s,p(Ω) :=

(∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy

) 1
p

.

Veamos que esta seminorma cumple [u]W s,p(Ω) < ∞, ya que si no fuese este el caso, la norma
||u||W s,p(Ω) no tendría sentido.

Con lo anterior ahora veamos el siguiente resultado que nos garantiza que W s,p(Ω) es un espacio
de Hilbert cuando p = 2.

Proposición 3.2.
Sea Ω ⊆ Rn un abierto, p ∈ [1,∞) y s ∈ (0, 1). Entonces, el espacio W s,p(Ω) es un espacio de
Banach con la norma de la Definición 3.1. Además, el espacio W s,2(Ω) = Hs(Ω) es un espacio de
Hilbert con el producto escalar

⟨u, v⟩Hs(Ω) = ⟨u, v⟩+ ⟨u, v⟩s, donde ⟨u, v⟩s =
∫
Ω

∫
Ω

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s
dx dy

y ⟨u, v⟩ es el producto escalar en L2(Ω).

Demostración.
Primero veamos que en W s,p(Ω) es un espacio normado.

∥u∥W s,p(Ω) = 0 si sólo si u(x) = 0:

∥u∥W s,p(Ω) =

(∫
Ω
|u|pdx+

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy

) 1
p

= 0

⇐⇒
∫
Ω
|u|pdx = 0 y

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy = 0

⇐⇒ u ≡ 0.

El último si solo si, para la norma de u en Lp(Ω) se cumple ya que para que una integral
con integrando no negativo sea cero se necesita que el integrando no negativo sea cero en casi
todas partes.

∥βu∥W s,p(Ω) = |β|∥u∥W s,p(Ω) para todo β ∈ R y todo u ∈ W s,p(Ω):

∥βu∥W s,p(Ω) =

(∫
Ω
|βu|pdx+

∫
Ω

∫
Ω

|βu(x)− βu(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy

) 1
p

=

(
|β|p∥u∥pLp(Ω) + |β|p

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy

) 1
p

= |β|

(
∥u∥pLp(Ω) +

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy

) 1
p

= |β|∥u∥W s,p(Ω).
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∥u+ v∥W s,p(Ω) ≤ ∥u∥W s,p(Ω) + ∥v∥W s,p(Ω) para todo u, v ∈ W s,p(Ω).

Para la función u : Ω −→ Rn, definimos una función γu(x, y) : Ω× Ω −→ Rn dada por

γu(x, y) =
|u(x)− u(y)|
|x− y|

n
p
+s

.

Ahora, por la desigualdad del triangulo tenemos

γu+v(x, y) =
|(u+ v)(x)− (u+ v)(y)|

|x− y|
n
p
+s

≤ |u(x)− u(y)|
|x− y|

n
p
+s

+
|v(x)− v(y)|
|x− y|

n
p
+s

= γu(x, y) + γv(x, y),

para todo x, y ∈ Ω.

Entonces, como definimos a la función γu(x, y), su norma es ∥γu(x, y)∥Lp(Ω×Ω) = [u]W s,p(Ω).
Por lo que si aplicamos la desigualdad de Minkowski,

[u+ v]W s,p(Ω) = ∥γu+v∥Lp(Ω×Ω) ≤ ∥γu + γv∥Lp(Ω×Ω)

≤ ∥γu∥Lp(Ω×Ω) + ∥γv∥Lp(Ω×Ω) = [u]W s,p(Ω) + [v]W s,p(Ω).

Por lo que,

∥u+ v∥pW s,p(Ω) =

∫
Ω
|u+ v|pdx+

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y) + v(x)− v(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy

= ∥u+ v∥pLp(Ω) + [u+ v]pW s,p(Ω)

≤ ∥u∥pLp(Ω) + [u]pW s,p(Ω) + ∥v∥pLp(Ω) + [v]pW s,p(Ω)

= ∥u∥pW s,p(Ω) + ∥v∥pW s,p(Ω).

Por lo tanto,

∥u+ v∥W s,p(Ω) ≤ (∥u∥pW s,p(Ω) + ∥v∥pW s,p(Ω))
1
p ≤ ∥u∥W s,p(Ω) + ∥v∥W s,p(Ω).

Veamos que W s,p(Ω) es completo. Para ello tomemos una sucesión (uN )N ⊂ W s,p(Ω) que sea de
Cauchy. Entonces en particular notemos que (uN )N será de Cauchy en Lp(Ω) y por ende se cumple
que existe u ∈ Lp(Ω) tal que ĺımN−→∞ uN = u.

Tomemos a la seminorma del espacio W s,p(Ω), a N,m ∈ N y por el Lema 2.19 tenemos

[u]W s,p(Ω) ≤ ĺım inf
N−→∞

[uN ]W s,p(Ω) ≤ sup
N∈N

[uN ]W s,p(Ω) < ∞,

por lo que u ∈ W s,p(Ω). Ahora si aplicamos de nuevo el Lema 2.19 obtenemos que

∥um − u∥W s,p(Ω) ≤ ĺım inf
N−→∞

∥um − uN∥W s,p(Ω) ≤ sup
N≥m

∥um − uN∥W s,p(Ω)

Lo que indica que ĺımm−→∞ ∥um − u∥W s,p(Ω) = 0 ya que la sucesión (uN )N es de Cauchy.
Con esto demostramos que todas las sucesiones de Cauchy en W s,p(Ω) son convergentes en este

espacio, por lo que podemos concluir que W s,p(Ω) es de Banach. Si tomamos a p = 2 tenemos
un espacio de Hilbert dotando al espacio W s,2(Ω) = Hs(Ω) con el producto escalar ⟨u, v⟩Hs(Ω) =
⟨u, v⟩+⟨u, v⟩s. Para ver esto sólo falta comprobar que el producto escalar definido en la Proposición
3.2 cumple las propiedades del producto escalar usual. Notemos que ⟨u, v⟩Hs(Ω) usa en su definición
al producto escalar usual en L2(Ω). Por lo tanto, basta con analizar las propiedades de ⟨u, v⟩s.
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⟨u, u⟩s ≥ 0 para todo u ∈ Hs(Ω) y ⟨u, u⟩s = 0 si y sólo si u es constante.

i)⟨u, u⟩s = 0 ⇐⇒ 2

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|2

|x− y|n+2s
dx dy = 0 ⇐⇒ u(x) es constante.

Veamos que en este caso, como el integrando es positivo, la única forma para que la integral
sea cero es que el integrando sea cero para todo x y y. Esto se cumple si u es constante.

ii)⟨u, u⟩s =
∫
Ω

∫
Ω

(u(x)− u(y))(u(x)− u(y))

|x− y|n+2s
dx dy ≥ 0.

Notemos que esto implica ⟨u, u⟩Hs(Ω) = 0 ⇐⇒ u = 0.

⟨β(u+ f), v⟩s = β(⟨u, v⟩s + ⟨f, v⟩s)

⟨β(u+ f), v⟩s =
∫
Ω

∫
Ω

β(u(x) + f(x)− u(y)− f(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s
dx dy

= β

(∫
Ω

∫
Ω

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s
dx dy

+

∫
Ω

∫
Ω

(f(x)− f(y)−)(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s
dx dy

)
= β(⟨u, v⟩s + ⟨f, v⟩s).

⟨u, v⟩s = ⟨v, u⟩s

⟨u, v⟩s =
∫
Ω

∫
Ω

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|n+2s
dx dy

=

∫
Ω

∫
Ω

(v(x)− v(y))(u(x)− u(y))

|x− y|n+2s
dx dy = ⟨v, u⟩s.

Ahora, ya que tenemos la definición del espacio de Sobolev fraccionario y su norma asociada,
veamos que la siguiente proposición asegura que si se cumple que s ≤ s′ entonces el espacio W s′,p(Ω)
se encaja de manera continua en el espacio W s,p(Ω). Cuando s y s′ son números enteros este resultado
es bien conocido, por ende nuestro propósito es ver que al igual aplica cuando tenemos exponentes
fraccionarios.

Proposición 3.3.
Sea Ω un conjunto abierto en Rn, p ∈ [1,∞) y 0 < s < s′ < 1. Ahora, si tomamos una función
u ∈ W s,p(Ω), entonces se cumple que

||u||W s,p(Ω) ≤ C||u||W s′,p(Ω),

donde C es una constante positiva que depende de n, s y p (i.e C = C(n, s, p) ≥ 0). En particular,

W s′,p(Ω) ⊆ W s,p(Ω),

es continua.
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Demostración.
Primero notemos que en la definición de norma que estamos usando para espacios de Sobolev frac-
cionarios (Definición 3.1), tenemos dos términos que se suman, primero trabajemos con el segundo
termino y solamente con un sumando de la fracción: |u(x)|p

|x−y|n+sp . Esto lo hacemos para poder dar
una cota superior a la integral de la fracción anterior ya que esto será útil posteriormente. Dicho lo
anterior y considerando al cambio de variable |x− y| = |z| y aplicando el Teorema 2.23 obtenemos∫

Ω

∫
Ω
⋂
{|x−y|≥1}

|u(x)|p

|x− y|n+sp
dx dy ≤

∫
Ω

(∫
|z|≥1

1

|z|n+sp
dz

)
|u(x)|pdx

=

∫
Ω

(∫ ∞

1

∫
∂B1(0)

(ρω)−n−spρn−1 dω dρ

)
|u(x)|pdx.

Veamos que en la desigualdad anterior usamos el Teorema de Fubini, sacamos al término |u(x)|p de la
primera integral y después aplicamos el cambio de variable z = x−y solamente a la primer integral.
Mientras, en la igualdad anterior consideramos al cambio de variable anteriormente comentado y
aplicamos el Teorema 2.23.

∫
Ω

(∫ ∞

1

∫
∂B1(0)

(ρω)−n−spρn−1 dω dρ

)
|u(x)|pdx =

∫
Ω

(
|∂B1(0)|

∫ ∞

1
ρ−n−spρn−1 dρ

)
|u(x)|pdx

≤ C(n, s, p)||u||pLp(Ω). (3.1)

Veamos que en la igualdad anterior estamos integrando para así obtener la medida de la esfera, cuyo
valor es |∂B| = nπ

n
2

Γ(n
2
)+1 = 2π

n
2

Γ(n
2
) (ver [20, Appendix A]).

Por último, en la desigualdad vemos que n ≤ n+ sp por lo tanto, esa integral existe, por lo que
podemos acotar por una constante que depende de n, s y p multiplicada por la norma de u(x) en
Lp(Ω).

Ahora, considerando lo anterior veamos lo siguiente:∫
Ω

∫
Ω∩{|x−y|≥1}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy ≤ 2p

∫
Ω

∫
Ω∩{|x−y|≥1}

|u(x)|p + |u(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy

≤ 2p

(∫
Ω

∫
Ω∩{|x−y|≥1}

|u(x)|p

|x− y|n+sp
dx dy +

∫
Ω

∫
Ω∩{|x−y|≥1}

|u(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy

)
≤ 2p+1(C(n, s, p)||u||pLp(Ω) + C(n, s, p)||u||pLp(Ω)) = 2pC(n, s, p)||u||pLp(Ω). (3.2)

Notemos que, en el desarrollo anterior, obtenemos la primera desigualdad por una desigualdad básica
de números reales |f(x) + g(x)|p ≤ |2máx{|f(x)|p, |g(x)|p}| ≤ 2p(|f(x)|p + |g(x)|p). Posteriormente
vemos que en lo que resta del desarrollo simplemente separamos la suma de las integrales para así
poder aplicar el resultado que se obtuvo al principio de esta demostración.

Ahora, por otro lado como 0 < s < s′ < 1 es fácil ver que∫
Ω

∫
Ω∩{|x−y|≤1}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy ≤

∫
Ω

∫
Ω∩{|x−y|≤1}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+s′p
dx dy. (3.3)
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Ahora si combinamos las ecuaciones (3.2) y (3.3) obtenemos:∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy ≤≤ 2pC(n, s, p)||u||pLp(Ω) +

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+s′p
dx dy. (3.4)

Ahora notemos que por la norma presente en la Definición 3.1 y por las ecuaciones (3.3) y (3.4) la
siguiente desigualdad es inmediata.

||u||pW s,p ≤ 2p+1C(n, s, p)||u||pLp(Ω) + ||u||pLp(Ω) +

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+s′p
dx dy

= (2p+1C(n, s, p) + 1)||u||pLp(Ω) +

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+s′p
dx dy

= C1(n, s, p)

[
||u||pLp(Ω) +

1

C1(n, s, p)

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+s′p
dx dy

]
≤ C1(n, s, p)||u||pW s′,p(Ω)

. (3.5)

Por lo tanto vemos que se cumple que ||u||W s,p(Ω) ≤ C||u||W s′,p(Ω), lo que concluye esta demostración.

Ahora lo que buscamos es que el resultado anterior igual se cumpla para el caso límite donde
s′ = 1. Antes de ver esto, tenemos que pedirle cierta regularidad a la frontera ∂Ω. Ya que si no la
pedimos, podremos tomar casos donde este resultado no será cierto (ver [13, Example 9.1]).

Para ello definamos los siguientes conjuntos:

Q :=

{
x = (x′, xn) ∈ Rn−1 × R : |x′| < 1 y |xn| < 1

}
, (3.6)

Q+ :=

{
x = (x′, xn) ∈ Rn−1 × R : |x′| < 1 y 0 < xn < 1

}
, (3.7)

Q0 :=

{
x ∈ Q : xn = 0

}
, (3.8)

para k ∈ N y α ∈ (0, 1],
Decimos que un dominio (un conjunto abierto y conexo) Ω es de clase Ck,α si existe M ≥ 0 tal

que para cualquier x ∈ ∂Ω exista una bola B = Br(x) con radio r mayor a cero y un difeomorfismo
T : Q −→ B que cumplan lo siguiente:

1) T ∈ Ck,α(Q), T−1 ∈ Ck,α(B) y ||T ||Ck,α(Q) + ||T−1||Ck,α(B) ≤ M ,

2) T (Q+) = B ∩ Ω y T (Q0) = B ∩ ∂Ω.

Ya que definimos lo anterior, vale la pena tomarnos unos párrafos para aclarar la importancia esto.
Primero notemos que cuando decimos que un dominio Ω es de clase Ck,α, además de usar

la caracterización anteriormente comentada, tambien estamos usando la Definición 2.11. Esto es
importante ya que esto nos permite darle el siguiente tipo de regularidad a Ω.

Notemos primero que el conjunto Q es un cilindro, el conjunto Q+ es la parte superior del cilindro
Q y Q0 es un hiperplano que pasa por la mitad del cilindro Q. Entonces como Ω es un espacio de
Hölder resulta que tenemos a un difeomorfismo T que cumple las propiedades mencionadas arriba.
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Estas propiedades garantizan que el difeomorfismo mande al conjunto Q a toda la bola B que
intersecta a Ω. Específicamente, T manda a Q+ a la parte de la intersección de B y Ω, a Q0 lo manda
a la parte que intersecta a B y ∂Ω y lo que resta lo manda a la parte de B que no intersecciona a
Ω. Para poder entender esto de manera más sencilla, podemos ver la siguiente imagen.

En la siguiente imagen dejamos ejemplos de los dominios de clase C0, 1
2 , C0,1, C0,∞, respectiva-

mente.
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Proposición 3.4.
Sea p ∈ [1,∞), s ∈ (0, 1), Ω ∈ Rn un conjunto abierto de clase C0,1 que cumpla que su frontera

esté acotada y sea u una función en W s,p(Ω). Entonces,

||u||W s,p(Ω) ≤ C||u||W 1,p(Ω), (3.9)

donde C = C(n, s, p) ≥ 0 es una constante positiva que depende de n, s y p. En particular,

W 1,p(Ω) ⊆ W s,p(Ω), (3.10)

es continua.

Demostración.

Tomemos una función u ∈ W 1,p(Ω) y notemos que como consideramos que Ω es un conjunto con
frontera acotada, entonces podemos extender (véase [20, Theorem 1, Section 5.4]) u a la función
∽
u : Rn −→ R tal que ∽

u ∈ W 1,p(Rn), u =
∽
u en Ω y

||∽u||W 1,p(Rn) ≤ C||u||W 1,p(Ω),

donde C = C(Ω) > 0 es una constante positiva que sólo depende del dominio Ω.
Al igual que en la Proposición 3.3 la desigualdad (3.2) también se cumple, por lo tanto tenemos

que: ∫
Ω

∫
Ω∩{|x−y|≥1}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy ≤ C(n, s, p)||u||pLp(Ω). (3.11)

Ahora lo que nos falta es ver la desigualdad para Ω ∩ {|x − y| ≤ 1}. Para demostrar esta
desigualdad los dos elementos principales que usaremos son el cambio de variable z = x − y y la
desigualdad de Hölder/Jensen, pero veamos paso a paso el desarrollo.∫

Ω

∫
Ω∩{|x−y|≤1}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy ≤

∫
Ω

∫
B1(0)

|u(x)− u(z + x)|p

|z|n+sp
dz dx

=

∫
Ω

∫
B1(0)

|u(x)− u(z + x)|p

|z|n+sp+p−p
dz dx

=

∫
Ω

∫
B1(0)

1

|z|p
|u(x)− u(z + x)|p

|z|n+(s−1)p
dz dx.

En la primera desigualdad hicimos un cambio de variable y en lugar de tomar la intersección de Ω
con |x− y| ≤ 1 tomamos la bola de radio uno como dominio de integración, posiblemente haciendo
la integral más grande.

Después las dos igualdades siguientes son un desarrollo aritmético simple, cuyo propósito es
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obtener el resultado de la integral de |∇u(x+ tz)|. Una vez que tenemos esto, veamos que∫
Ω

∫
B1(0)

1

|z|p
|u(x)− u(z + x)|p

|z|n+(s−1)p
dz dx. ≤

∫
Ω

∫
B1(0)

1

|z|p

(∫ 1

0

|∇u(x+ tz)||z|
|z|

n
p
+(s−1)

dt

)p

dz dx

=

∫
Ω

∫
B1(0)

(∫ 1

0

|∇u(x+ tz)|
|z|

n
p
+(s−1)

dt

)p

dz dx

≤
∫
Rn

∫
B1(0)

∫ 1

0

|∇∽
u(x+ tz)|p

|z|n+(s−1)p
dt dz dx.

En la desigualdad anterior aplicamos el Teorema Fundamental del Cálculo, pero notemos que aquí
hay una desigualdad ya que en este caso elevamos el término que resulto del Teorema Fundamental
del Cálculo [4, Theorem 5.3] y la desigualdad del triángulo.

La segunda desigualdad se cumple por la desigualdad de Hölder y por la desigualdad de Jensen,
cualquiera de las dos funciona. Veamos cada caso:

Para el caso de la desigualdad de Jensen (Lema 2.18), tomamos a f(t) = |∇u(x+tz)|
|z|

n
p +(s−1) dt y a

φ(t) = tp vemos que la desigualdad que se cumple es la siguiente:

(∫ 1

0

|∇u(x+ tz)|
|z|

n
p
+(s−1)

dt

)p

≤
∫ 1

0

|∇u(x+ tz)|p

|z|n+(s−1)p
dt ≤

∫ 1

0

|∇∽
u(x+ tz)|p

|z|n+(s−1)p
dt.

Aquí la primer desigualdad es la de Jensen y la segunda se da gracias a que ∽
u es la extensión de u.

Ahora, por otro lado si queremos hacer esto con la desigualdad de Hölder tomemos f(t) =
|∇u(x+tz)|
|z|

n
p +(s−1) dt y a g(t) = 1 entonces la desigualdad se reduce a lo siguiente:

||f(t)||1 ≤ ||f(t)||p||1||q.

Sustituyendo y elevando a la p obtenemos:(∫ 1

0

|∇∽
u(x+ tz)|

|z|
n
p
+(s−1)

dt

)p

≤

(∫ 1

0

|∇∽
u(x+ tz)|p

|z|n+(s−1)p
dt

) p
p
(∫ 1

0
1q

) p
q

=

∫ 1

0

|∇∽
u(x+ tz)|p

|z|n+(s−1)p
dt.

Ya que tenemos claro el paso anterior con ambas desigualdades, seguimos con el resto de la demos-
tración.

∫
Rn

∫
B1(0)

∫ 1

0

|∇∽
u(x+ tz)|p

|z|n+(s−1)p
dt dz dx ≤

∫
B1(0)

∫ 1

0

||∇∽
u||pLp(Rn)

|z|n+(s−1)p
dt dz

≤ C1(n, s, p)||∇
∽
u||pLp(Rn)

≤ C1(n, s, p)

(
||∇∽

u||pLp(Rn) + ||∽u||pLp(Rn)

)
= C1(n, s, p)||

∽
u||p

W 1,p(Ω)
.
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En la primera desigualdad anterior usamos el teorema de Fubini para cambiar el orden de integración
y aplicamos la integral para obtener la norma de ∇∽

u.
La segunda desigualdad es obvia, pero vale la pena explicar cómo se ve la constante que aparece

ahí. Notemos que la constante viene de integrar al kernel en el dominio B1 respecto a z y usando el
Teorema 2.23,

∫
B1(0)

|z|−n−(s−1)pdz = |∂B1(0)|
∫ 1

0
ρ−n−(s−1)pρn−1 dz

= |∂B1(0)|
ρ(1−s)p

(1− s)p

∣∣∣∣∣
1

0

=
|∂B1(0)|
(1− s)p

.

Ahora notemos que |∂B1(0)| es la medida de la esfera, cuyo valor es |∂B| = nπ
n
2

Γ(n
2
)+1 = 2π

n
2

Γ(n
2
) (ver [20,

Apendix A]). Entonces tenemos que C1 =
|∂B1(0)|
(1−s)p por lo que es una constante que solo depende de

la dimensión, p y s.
La tercera desigualdad se cumple ya que le estamos sumando el término C1(n, s, p)||

∽
u||pLp(Ω) y

la igualdad se cumple ya que esa es la definición de norma en el espacio de Sobolev. Con esto solo
nos queda la siguiente desigualdad, que es la última.

C1(n, s, p)||
∽
u||p

W 1,p(Ω)
≤ C2(s, p,Ω)||u||pW 1,p(Ω)

.

Donde usamos que ||∽u||W 1,p(Rn) ≤ C||u||W 1,p(Ω) [20, Theorem 1, Section 5.4].

Con esto obtenemos que∫
Ω

∫
Ω∩{|x−y|≤1}

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy ≤ C2(s, p,Ω)||u||pW 1,p(Ω)

. (3.12)

Entonces, tomamos las ecuaciones (3.11) y (3.12) y obtenemos que

||u||pW s,p(Ω) ≤ C3(n, s, p)||u||pLp(Ω) + C2(n, s, p)||u||pW 1,p(Ω)
≤ C4(n, s, p)||u||pW 1,p(Ω)

. (3.13)

De este modo obtenemos lo que estábamos buscando, así concluyendo nuestra demostración.

Vale la pena comentar que el resultado anterior no será válido siempre. Basta con tomar un
dominio que no sea Lipschitz para ver que esto no se cumple (ver [13, Example 9.1]).

Veamos cómo sería la definición para espacios que tienen a s > 1 y s /∈ N. Primero notemos que
podemos reescribir a s como s = b + β donde b es la parte entera de s y β es la parte decimal de
s. En este caso el espacio W s,p(Ω) depende de las clases de equivalencia de funciones que cumplan
u ∈ W b,p(Ω) y que además tenga que sus derivadas débiles Dαu, con |α| = b, pertenezcan al espacio
W β,p(Ω),

W s,p(Ω) :=

{
u ∈ W b,p(Ω) : Dαu ∈ W β,p(Ω) para |α| = b

}
. (3.14)
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y éste es un espacio de Banach con la norma:

||u||W s,p(Ω) :=

(
||u||p

W b,p(Ω)
+
∑
|α|=b

||Dαu||p
Wβ,p(Ω)

) 1
p

. (3.15)

Corolario 3.5.
Sea p ∈ [1,∞) y s, s′ > 1. Ahora tomemos un conjunto abierto Ω ∈ Rn que sea de clase C0,1. Si
s ≤ s′ entonces

W s′,p(Ω) ⊆ W s,p(Ω),

es continua.

Demostración.
Primero reescribamos a s y a s′ como s = b+ β y s′ = b′ + β′, donde b, b′ ∈ N y β, β′ ∈ (0, 1). Si se
cumple que b = b′ entonces basta con usar la Proposición 3.3 para obtener lo que queremos, ya que
solo tendríamos que trabajar con la parte no entera β y β′ y ese caso es precisamente la Proposición
3.3.

Si lo anterior no se cumple y tenemos que b+1 ≤ b′, hacemos uso de las Proposiciones 3.3 y 3.4
y obtenemos:

W b′+β′,p(Ω) ⊆ W b′,p(Ω) ⊆ W b+1,p(Ω) ⊆ W b+β,p(Ω).

Por lo tanto,

W s′,p(Ω) ⊆ W s,p(Ω). (3.16)

Lo que concluye la demostración.

Un resultado básico de espacios de Sobolev con s = q un entero, es que toda función en el espacio
W q,p(Ω) puede ser aproximada por una sucesión de funciones suaves con soporte compacto. Esto
es cierto para una s ∈ (0, 1). Esto se demostrará en el Teorema 3.8, pero antes veamos unos lemas
previos.

En el siguiente lema veremos una serie de propiedades que se cumplen para el espacio de Sobolev
fraccionario.

Lema 3.6.
Sea u ∈ W s,p(Rn) y p ∈ [1,∞], entonces los siguientes enunciados se cumplen:

1. Si g ∈ C0,1(Rn)(el espacio de todas las funciones Lipschitz), entonces [g(u)]W s,p(Rn) < ∞.

2. Sea T := Rn −→ Rn dado por Tx := Ax+ c, con A una matriz ortogonal y c ∈ Rn. Entonces se
cumple que [u◦T ]W s,p(Rn) = [u]W s,p(Rn). En particular, [·]W s,p(Rn) y ∥·∥W s,p(Rn) son invariantes
ante traslaciones y transformaciones ortogonales.

3. Se cumple que C0,1
c (Rn) ⊂ W s,p(Rn) (donde C0,1

c (Rn) es el espacio de todas las funciones
Lipschitz).

4. Si φ ∈ C0,1
c (Rn) entonces uφ ∈ W s,p(Rn) y

∥φu∥W s,p(Rn) ≤ C∥u∥W s,p(Rn),

donde C = C(n, s, ∥φ∥C0,1(Rn)) > 0.

35



CAPÍTULO 3. EL ESPACIO DE SOBOLEV FRACCIONARIO

5. Si u± ∈ W s,p(Rn) (la parte positiva y negativa de la función u, respectivamente) y |u| ∈
W s,p(Rn) entonces se cumple [u±]W s,p(Rn) ≤ [u]W s,p(Rn) y [|u|]W s,p(Rn) ≤ [u]W s,p(Rn).

Demostración.
Inciso 1.

Como g ∈ C0,1(Rn), existe C > 0 tal que

|g(x)− g(y)| ≤ C|x− y| < ∞ para toda x, y ∈ Rn.

Por lo que,

|g(u(x))− g(u(y))| ≤ C|u(x)− u(y)| < ∞

y entonces

[g(u)]W s,p(Rn) =

(∫
Rn

∫
Rn

|g(u(x))− g(u(y))|p

|x− y|n+sp
dx dy

) 1
p

≤ C

(∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy

) 1
p

< ∞, (3.17)

pues u ∈ W s,p(Rn).

Inciso 2.
Sea T como en las hipótesis. Entonces,

[u ◦ T ]W s,p(Rn) =

(∫
Rn

∫
Rn

|(u(Ax+ c)− u(Ay + c)|p

|x− y|n+sp
dx dy

) 1
p

=

(∫
Rn

∫
Rn

|u(A(x))− u(A(y))|p

|x− y|n+sp
dx dy

) 1
p

=

(∫
Rn

∫
Rn

|u(∽x)− u(
∽
y)|p

|∽x− ∽
y|n+sp

d
∽
x d

∽
y

) 1
p

. (3.18)

Detallemos los pasos anteriores
En la primera igualdad se usó la definición de seminorma y que u◦T = u(A(x)+c). En la segunda

igualdad se hizo un cambio de variable (una traslación) y en la tercera igualdad se hizo otro cambio
de variable ∽

x = A(x) y ∽
y = A(y). Además, cómo la transformación cumple que A ∈ O(n) entonces

se cumple que d
∽
x = dx y |A(x)−A(y)| = |x− y|.
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Inciso 3.
Sea φ ∈ C0,1

c (Rn). Recordemos que ∥φ∥W s,p(Rn) = (∥φ∥pLp(Rn) + [φ]pW s,p(Rn))
1
p , entonces para la

norma en Lp(Rn) sabemos que

∥φ∥pLp(Rn) < ∞, (3.19)

porque φ es acotada y tiene soporte compacto K ⊂ BR−1(0) ⊂ Rn para alguna R > 1. Además,

[φ]pW s,p(Rn) =

∫
Rn

∫
Rn

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy

=

∫
BR(0)

∫
BR(0)

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy + 2

∫
Rn\BR(0)

∫
BR−1(0)

|φ(x)|p

|x− y|n+sp
dx dy. (3.20)

Veamos por separado que los dos sumandos de (3.20) son finitos. Para el primer sumando si tomamos
un cambio de variables en coordenadas polares (ver Teorema 2.23) y cambiamos el centro de la bola
de la primer integral a y (veamos que cambiar el centro de la bola me obliga a cambiar el radio de
la misma, ya que si no lo hacemos puede pasar que x /∈ BR(y). En este caso, el radio nuevo será
2R, esto garantizará que x siempre este contenido en la bola), tenemos que∫

BR(0)

∫
BR(0)

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy ≤

∫
BR(0)

∫
B2R(y)

|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy

≤ 2∥φ∥∞
∫
BR(0)

∫
B2R(y)

|x− y|−n−sp+p dx dy

= C1

∫
BR(0)

∫ 2R

0
ρ(1−s)p−1 dρ dy

= C1|BR(0)|
ρ(1−s)p

(1− s)p− 1

∣∣∣∣∣
2R

0

< ∞.

Como (1−s)p siempre es positivo, el último término será finito. Ahora, para el segundo sumando
de (3.20) observemos que |x− y| ≥ |y| − |x| ≥ |y| − (R − 1) para x ∈ BR−1(0) y y ∈ BR(0), por lo
tanto∫

Rn\BR(0)

∫
BR−1(0)

|φ(x)|p

|x− y|n+sp
dx dy ≤ ∥φ∥∞

∫
Rn\BR(0)

∫
BR−1(0)

(|y| −R+ 1)−n−sp dx dy

= |BR−1(0)|∥φ∥∞
∫
Rn\BR(0)

(|y| −R+ 1)−n−sp dy

= |BR−1(0)||∂B1(0)|∥φ∥∞
∫ ∞

R
(r −R+ 1)−n−sprn−1 dr < ∞,

ya que ∫ ∞

R
(r −R+ 1)−n−sprn−1 dr =

∫ ∞

1
r−1−sp (r +R− 1)n−1

rn−1
dr

≤ sup
ρ>1

(ρ+R− 1)n−1

ρn−1

∫ ∞

1
r−1−sp dr

= sup
ρ>1

(ρ+R− 1)n−1

ρn−1

r−sp

−sp

∣∣∣∣∣
r=∞

r=1

< ∞.
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Inciso 4.
Veamos que la norma ∥φu∥W s,p(Rn) es finita. En efecto, por un lado tenemos que

∥φu∥W s,p(Rn) =

(∫
Rn

|φu|pdx+

∫
Rn

∫
Rn

|φu(x)− φu(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy

) 1
p

. (3.21)

El primer sumando es finito,∫
Rn

|φu|pdx ≤ ∥φ∥pL∞(Rn)∥u∥
p
Lp(Rn) ≤ ∥φ∥p

C0,1(Rn)
∥u∥pW s,p(Rn) < ∞. (3.22)

El segundo sumando lo podemos separar en dos términos más,∫
Rn

∫
Rn

|φu(x)− φu(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy =

∫
Rn

∫
Rn

|φ(x)(u(x)− u(y)) + u(y)(φ(x)− φ(y))|p

|x− y|n+sp
dx dy

≤ 2p

(∫
Rn

∫
Rn

|φ(x)|p|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy +

∫
Rn

∫
Rn

|u(y)|p|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy

)
. (3.23)

Al primer término le aplicamos el Teorema de Fubini-Tonelli y lo acotamos del siguiente modo∫
Rn

∫
Rn

|φ(x)|p|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dy dx =

∫
Rn

|φ(x)|p
∫
Rn

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dy dx

≤ ∥φ∥pL∞(Rn)[u]
p
W s,p(Rn) < ∞. (3.24)

Al segundo término lo acotamos de la siguiente forma: (En el siguiente desarrollo las constantes
C1, . . . , C4 > 0 dependen a lo más de n, p, s y ∥φ∥C0,1(RN ).)∫

Rn

∫
Rn

|u(y)|p|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy

≤ C1

(∫
Rn

∫
B1(y)

|u(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy +

∫
Rn

∫
Rn\B1(y)

|u(y)|p|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy

)

≤ C2

(∫
Rn

|u(y)|p
∫ 1

0
ρ(1−s)p−1 dρ dy

+

∫
Rn

∫
Rn\B1(y)

|u(y)|p|φ(x)|p

|x− y|n+sp
dx dy +

∫
Rn

∫
Rn\B1(y)

|u(y)|p|φ(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy

)
.

(3.25)

Veamos que en la segunda desigualdad, en el primer término sacamos a |u(y)|p de la integral ya
que no depende de x y aplicamos un cambio de variable, como los de los otros incisos. El segundo
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término sólo lo separamos. Siguiendo con el desarrollo obtenemos la siguiente desigualdad.

C2

(∫
Rn

|u(y)|p
∫ 1

0
ρ(1−s)p−1 dρ dy

+

∫
Rn

∫
Rn\B1(y)

|u(y)|p|φ(x)|p

|x− y|n+sp
dx dy +

∫
Rn

∫
Rn\B1(y)

|u(y)|p|φ(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy

)

≤ C3

(
∥u∥pLp(Rn) + ∥u∥pLp(Rn)∥φ∥

p
L∞(Rn) +

∫
Rn

|u(y)|p|φ(y)|p
∫ ∞

1
ϱ−sp−1 dx dy

)
.

En donde vemos que al integrar ρ(1−s)p−1, parte de lo que vamos a obtener es ρ(1−s)p. Veamos que
(1−s)p es siempre positivo por lo que podemos acotar por una constante y la norma de u en Lp(Rn).
Mientras, el segundo sumando de esta desigualdad se obtiene de acotar a∫

Rn

∫
Rn\B1(y)

|u(y)|p|φ(x)|p

|x− y|n+sp
dx dy

Con una constante y ∥u∥pLp(Rn)∥φ∥
p
L∞(Rn). Veamos que este lo podemos acotar de este modo ya que

la singularidad no es parte del dominio de integración, por lo que la norma de u, en Lp(Rn) y φ
en L∞(Rn) bastan. El tercer sumando de esta desigualdad surge de sacar a |u(y)|p| y |φ(y)|p de la
integral y después aplicar un cambio de variable a coordenadas polares. Siguiendo tenemos,

C3

(
∥u∥pLp(Rn) + ∥u∥pLp(Rn)∥φ∥

p
L∞(Rn) +

∫
Rn

|u(y)|p|φ(y)|p
∫ ∞

1
ϱ−sp−1 dx dy

)

≤ C3

(
∥u∥pLp(Rn) + ∥u∥pLp(Rn)∥φ∥

p
L∞(Rn) + ∥u∥pLp(Rn)∥φ∥

p
L∞(Rn)

)
≤ C4∥u∥pLp(Rn) < ∞,

Aquí, en la primera desigualdad solo acotamos al tercer sumando de la linea anterior con la norma
de u en Lp(Rn) y φ en L∞(Rn). El procedimiento para hacer esto es análogo a los pasos anteriores,
específicamente al acotamiento del segundo sumando de la ecuación (3.25) y al acotamiento del
primer sumando de la ecuación (3.25).

En la última desigualdad, acotamos con una constante que dependerá de ∥φ∥pL∞(Rn), n y s.
Por lo que obtenemos,∫

Rn

∫
Rn

|u(y)|p|φ(x)− φ(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy ≤ C4∥u∥pLp(Rn) < ∞ (3.26)

Juntando las ecuaciones (3.22), (3.24) y (3.26) tenemos que φu ∈ W s,p(Rn) y

∥φu∥W s,p(Rn) ≤ C5∥u∥W s,p(Rn) (3.27)

para una constante C5 > 0 que depende de n, p, s y ∥φ∥C0,1(RN ).
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Inciso 5.
Definamos a la función

g(t) :=

{
t si t > 0;

0 si t < 0.

Además, veamos que g(t) es Lipschitz

|g(x)− g(y)| =


|x− y| si x, y ≥ 0;

|y| ≤ |x− y| si x ≤ 0, y ≥ 0;

|x| ≤ |x− y| si y ≤ 0, x ≥ 0;

0 ≤ |x− y| si x, y ≤ 0.

Entonces, u+ = g(t) y por (3.17) se obtiene que [u+]W s,p(Rn) ≤ [u]W s,p(Rn). Argumentos análogos se
usan para probar que [u−]W s,p(Rn) ≤ [u]W s,p(Rn) y [|u|]W s,p(Rn) ≤ [u]W s,p(Rn).

Lema 3.7.
Sea u ∈ W s,p(Rn), p ∈ [1,∞). Entonces para todo ϵ > 0 existe una φ ∈ C0,1

c (Rn) (el espacio de
todas las funciones Lipschitz con soporte compacto) que cumple que

∥u− φu∥W s,p(Rn) < ϵ.

Demostración.
Empecemos tomando m ∈ N y definamos φm ∈ C0,1

c (Rn) de tal modo que esta sea radialmente
simétrica y cumpla que

φ ≡ 1 en Bm(0), φm ≡ 0 en Bm+1(0)
c, 0 ≤ φm ≤ 1 en Rn,

Sin perdida de generalidad, podemos asumir que [φm]C0,1(Ω) = 1.
Entonces por el Lema 3.6 sabemos que existe una constante C = C(m, s) > 0 que cumple que

∥φmu∥W s,p(Rn) ≤ C∥u∥W s,p(Rn) para toda m ∈ N. (3.28)

Ahora definamos um := φmu y sin pérdida de generalidad tomemos que u ≥ 0. Como 0 ≤ φm ≤ 1
en Rn, 0 ≤ u− um ≤ u en Rn y u− um = 0 en Bm(0) porque φm = 1 en Bm(0). Por convergencia
dominada, ĺımm−→∞ ∥u − um∥Lp(Rn) = 0; análogamente, [u − um]W s,p(Rn) −→ 0 cuando m tiende a
infinito.

Por lo tanto, dado ϵ > 0 existe m ∈ N tal que

∥u− φmu∥W s,p(Ω) =
(
∥u− φmu∥pLp(Rn) + [u− φmu]pW s,p(Rn)

) 1
p ≤ ϵ, (3.29)

que es exactamente lo que queríamos demostrar.
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Teorema 3.8.
Para toda s > 0, el espacio de funciones suaves con soporte compacto C∞

c (Rn) es denso en W s,p(Rn),
i.e. W s,p(Rn) = C∞

c (Rn)
∥·∥Ws,p(Rn).

Demostración.
Sea u ∈ W s,p(Rn) y tomemos a φm ∈ C0,1

c (Rn) para m en los números naturales. Considerando
el Lema 3.7 podemos tomar una φm que cumpla que ∥u− φmu∥W s,p(Rn) <

1
m . Entonces definimos

vm := φmu ∈ W s,p(Rn) donde existe una Rm > 0 tal que vm ≡ 0 en Rn \ BRm(0). Ahora sea
(ρϵ)ϵ∈[0,1) una sucesión regularizante y denotemos a vm,ϵ := ρϵ ∗ vm como el mollificador de vm,
notemos que gracias al mollificador podemos afirmar que vm,ϵ ∈ C∞

c (Rn). Entonces por el inciso 3)
del Lema 3.6 sabemos que vm ∈ W s,p(Rn) y por ende podemos concluir que vm,ϵ ∈ W s,p(Rn) para
todo m ∈ N y ϵ ∈ (0, 1] (ver Afirmación 1 abajo). Con esto usamos la desigualdad del triangulo
para obtener

∥u− vm,ϵ∥W s,p(Rn) = ∥u− vm,ϵ + vm − vm∥W s,p(Rn)

≤ ∥u− vm∥W s,p(Rn) + ∥vm − vm,ϵ∥W s,p(Rn)

≤ 1

m
+ ∥vm − vm,ϵ∥W s,p(Rn). (3.30)

Entonces para demostrar este teorema basta ver que vm,ϵ −→ vm en W s,p(Rn) cuando ϵ −→ 0. Primero,
si tomamos R = Rm > 0 con vm = vm,ϵ = 0 en Rn \ BR(0) la convergencia vm,ϵ −→ vm se cumple
en Lp(Rn) cuando ϵ −→ 0 en virtud del Teorema 2.21, el cuál, además, garantiza la convergencia
puntual casi dondequiera. Por lo tanto solo queda probar la convergencia [vm−vm,ϵ]W s,p(Rn) cuando
ϵ −→ 0. Con este fin, demostraremos primero algunas afirmaciones.

Afirmación 1: Se cumple que [vm,ϵ]W s,p(Rn) ≤ [vm]W s,p(Rn).
En efecto, sean ϱ = tp y a f = vm(x−z)−vm(y−z). Usando la desigualdad de Jensen (Lema 2.18),

[vm,ϵ]
p
W s,p(Rn) =

∫
Rn

∫
Rn

|vm,ϵ(x)− vm,ϵ(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy

=

∫
Rn

∫
Rn

∣∣∣∣∣
∫
Rn

ρϵ(z)vm(x− z)dz −
∫
Rn

ρϵ(z)vm(y − z)dz

∣∣∣∣∣
p

1

|x− y|n+sp
dx dy

=

∫
Rn

∫
Rn

∣∣∣∣∣
∫
Rn

ρϵ(z)[vm(x− z)− vm(y − z)]dz

∣∣∣∣∣
p

1

|x− y|n+sp
dx dy

=

∫
Rn

∫
Rn

ϱ

(∫
Rn

f ρϵ(z)dz

)
1

|x− y|n+sp
dx dy

En las primeras tres igualdades solo estamos usando las definiciones de semi-norma, de vm,ϵ y
factorizando.

En la cuarta igualdad definimos a ϱ = tp, f = vm(x− z)− vm(y− z) y dµ = ρϵ(z)dz para poder
reescribir lo que teníamos con la composición de funciones presente en esa igualdad y así poder
hacer uso de la desigualdad de Jensen.

∫
Rn

∫
Rn

ϱ

(∫
Rn

f ρϵ(z)dz

)
1

|x− y|n+sp
dx dy ≤

∫
Rn

∫
Rn

∫
Rn

(ϱ ◦ f)ρϵ(z) dz
1

|x− y|n+sp
dx dy
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Como ya se había comentado en el paso anterior se uso la desigualdad de Jensen. Veamos que en
principio no es muy claro que estamos en un espacio de probabilidad (una de las hipótesis para que
la desigualdad de Jensen se cumpla), pero notemos que al tener a dµ = ρϵ(z)dz nos garantiza que
la medida es igual a uno, por lo que Rn es un espacio de probabilidades con dµ.

Ya que aclaramos el paso anterior regresamos a la demostración.

∫
Rn

∫
Rn

∫
Rn

(ϱ ◦ f)ρϵ(z) dz
1

|x− y|n+sp
dx dy

=

∫
Rn

∫
Rn

∫
Rn

ρϵ(z)[vm(x− z)− vm(y − z)]pdz
1

|x− y|n+sp
dx dy

=

∫
Rn

ρϵ(z)

∫
Rn

∫
Rn

[vm(x− z)− vm(y − z)]p

|x− y|n+sp
dx dy dz

= ∥ρϵ∥1[vm]W s,p(Rn) = [vm]W s,p(Rn).

Aquí en la segunda igualdad aplicamos el Teorema de Fubini para cambiar el orden de integración,
lo cual da la definición de semi-norma de vm y la norma de ρϵ en L1(Rn).

Por lo que obtenemos,

[vm,ϵ]
p
W s,p(Rn) ≤ [vm]W s,p(Rn). (3.31)

Con esto queda demostrada la afirmación 1.

Ahora, tomemos Vm , Vm,ϵ ∈ Lp(Rn × Rn) dado por

Vm(x, y) :=
vm(x)− vm(y)

|x− y|
n
p
+s

y Vm,ϵ(x, y) :=
vm,ϵ(x)− vm,ϵ(y)

|x− y|
n
p
+s

.

Con lo anterior podemos ver que

∥Vm − Vm,ϵ∥pLp(Rn×Rn) =

∫
Rn

∫
Rn

|vm(x)− vm,ϵ(x)− (vm(y)− vm,ϵ(y))|p

|x− y|n+sp
dx dy = [vm − vm,ϵ]

p
W s,p(Ω).

Afirmación 2: La convergencia ∥Vm,ϵ∥Lp(Rn×Rn) −→ ∥Vm∥Lp(Rn×Rn) se cumple cuando ϵ −→ 0.
En efecto, recordemos que por el Teorema 2.21 sabemos que vm,ϵ −→ vm punto a punto para casi

todo x ∈ Rn cuando ϵ −→ 0. Ahora tomando la afirmación anterior y el Lema 2.19 tenemos

∥Vm∥pLp(Rn×Rn) ≤ ĺım inf
ϵ−→0

∥Vm,ϵ∥pLp(Rn×Rn) ≤ ĺım sup
ϵ−→0

∥Vm,ϵ∥pLp(Rn×Rn) ≤ [vm]W s,p(Ω) = ∥Vm∥pLp(Rn×Rn).

(3.32)

Lo cual implica esta afirmación.

Afirmación 3: Vm,ϵ ⇀ Vm (Vm,ϵ converge débilmente a Vm) en Lp(Rn × Rn), cuando ϵ tiende a
cero.
En efecto, sea U(x, y) ∈ Lp′(Rn × Rn) donde p′ = p

p−1 es el conjugado de p. Ahora, definimos

Um(x, y) :=

{
U(x, y) para x, y ∈ Bm(0) tal que |x− y| ≥ 1

m con m ∈ N;
0 para cualquier otro caso.

(3.33)
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Primero es importante notar que esta función garantiza que no va a haber ninguna singularidad al
integrar esta función multiplicada por |x − y|−n−sp, ya que la definición de la misma la elimina, y
que vamos a tener integrabilidad al infinito. Además si usamos convergencia dominada tenemos que
Um converge a U en Lp′(Rn × Rn) cuando m tiende a infinito.

Una vez dicho lo anterior, definimos las funciones hm1 , hm2 : Rn −→ R dado por

hm1 (x) =

∫
Rn

|x− y|−
n
p
−s

Um(x, y) dy y hm2 (y) =

∫
Rn

|x− y|−
n
p
−s

Um(x, y) dx. (3.34)

Es importante destacar que por la forma en que las dos funciones anteriores están definidas, estas
pertenecen al espacio Lp′(Rn) para m ∈ Rn y además tienen soporte compacto. Siguiendo un proceso
parecido al de las dos afirmaciones anteriores notamos que como vm,ϵ converge puntualmente en casi
todos lados a vm entonces, para m ∈ N,

ĺım
ϵ−→0

∫
Rn

∫
Rn

Vm,ϵ(x, y)Um(x, y)dx dy = ĺım
ϵ−→0

∫
Rn

∫
Rn

[vm,ϵ(x)− vm,ϵ(y)]
Um(x, y)

|x− y|
n
p
+s

dx dy

= ĺım
ϵ−→0

∫
Rn

vm,ϵ(x)h
m
1 (x)dx− ĺım

ϵ−→0

∫
Rn

vm,ϵ(y)h
m
2 (y)dy

=

∫
Rn

vm(x)hm1 (x)dx−
∫
Rn

vm(y)hm2 (y)dy

=

∫
Rn

∫
Rn

[vm(x)− vm(y)]
Um(x, y)

|x− y|
n
p
+s

dx dy

=

∫
Rn

∫
Rn

Vm(x, y)Um(x, y)dx dy. (3.35)

Detallemos el procedimiento anterior.

En la primera igualdad solo estamos usando la definición de la función Vm,ϵ, notemos que la
definición anterior combinada con la función Um(x, y) nos da las definiciones de las funciones hm1 y
hm2 que es lo que se está utilizando en la segunda igualdad. Aquí se están separando las integrales
y límites, los cuales existen por como se definió la función Um(x, y).

Posteriormente en la tercera igualdad se aplica la convergencia puntual de vm,ϵ, esto por el
Teorema de Convergencia Dominada.

En la cuarta igualdad sólo volvemos a juntar las integrales para que, en la quinta igualdad,
podamos reescribir la ecuación con la definición de la función Vm.

Nota:Veamos que el paso anterior da la convergencia débil de Vm,ϵ con una función Um(x, y) que
excluye a la singularidad en cero. Esto todavía no es suficiente para demostrar la afirmación ya que
la función no es lo suficientemente general, por lo tanto veamos los siguientes pasos.

Ahora, ya comentado lo anterior veamos que tenemos la siguiente cota, dada una m ∈ N arbi-
traria.

Primero veamos que la siguiente igualdad se cumple al sumar el cero
∫
Rn

∫
Rn [Vm,ϵ(x, y) −
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Vm(x, y)]Um(x, y) dx dy.

ĺım supϵ−→0

∣∣∣∣∣
∫
Rn

∫
Rn

[Vm,ϵ(x, y)− Vm(x, y)]U(x, y) dx dy

∣∣∣∣∣
= ĺım sup

ϵ−→0

∣∣∣∣∣
∫
Rn

∫
Rn

[Vm,ϵ(x, y)− Vm(x, y)]U(x, y)

−
∫
Rn

∫
Rn

[Vm,ϵ(x, y)− Vm(x, y)]Um(x, y) dx dy

∣∣∣∣∣.
Después, obtenemos la siguiente igualdad factorizando.

ĺım supϵ−→0

∣∣∣∣∣
∫
Rn

∫
Rn

[Vm,ϵ(x, y)− Vm(x, y)]U(x, y)−
∫
Rn

∫
Rn

[Vm,ϵ(x, y)− Vm(x, y)]Um(x, y) dx dy

∣∣∣∣∣
= ĺım sup

ϵ−→0

∣∣∣∣∣
∫
Rn

∫
Rn

[Vm,ϵ(x, y)− Vm(x, y)](U(x, y)− Um(x, y)) dx dy

∣∣∣∣∣.
Ahora, obtenemos la siguiente desigualdad usando la desigualdad de Hölder y la segunda desigual-
dad, aplicando la Afirmación 2. Esta última, nos da la cota que buscamos.

ĺım sup
ϵ−→0

∣∣∣∣∣
∫
Rn

∫
Rn

[Vm,ϵ(x, y)− Vm(x, y)](U(x, y)− Um(x, y)) dx dy

∣∣∣∣∣
≤ ĺım sup

ϵ−→0
∥Vm,ϵ − Vm∥Lp(Rn×Rn)∥U − Um∥Lp′ (Rn×Rn)

≤ 2∥Vm∥Lp(Rn)∥U − Um∥Lp′ (Rn×Rn),

Ahora usando la cota anterior, tomando a m −→ ∞ y consideramos la convergencia de Um a U
en Lp′(Rn × Rn) se sigue que

ĺım
ϵ−→0

∫
Rn

∫
Rn

[Vm,ϵ(x, y)− Vm(x, y)]U(x, y) dx dy = 0, (3.36)

Lo cual es la definición de convergencia débil para el espacio Lp(Rn × Rn).
Por último si tomamos la ecuación (3.32) de la Afirmación 2 que garantiza la convergencia de

la norma de Vm,ϵ, la ecuación (3.36) de la Afirmación 3 que da la convergencia débil de Vm,ϵ, la
propiedad de que los espacios Lp son uniformemente convexos para p ∈ (1,∞) (ver [9, Chapter 4])
y el Teorema de Radon-Riesz podemos concluir que

ĺım
ϵ−→0

[vm − vm,ϵ]W s,p(Rn) = 0, (3.37)

lo cual implica que vm,ϵ converge a vm en el espacio W s,p(Rn). Por lo que tenemos

∥u− vm,ϵ∥W s,p(Rn) ≤
1

m
. (3.38)

Por ende tenemos que la sucesión vm,ϵ ∈ C∞
c (Rn) es tal que vm,ϵ −→ u en la norma ∥ · ∥W s,p(Rn), por

lo que podemos afirmar que W s,p(Rn) = C∞
c (Rn)

∥·∥Ws,p(Rn) , como queríamos.
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Nota: El teorema anterior se cumple para p = 1, para ver esto lo único que hay que notar es que
las afirmaciones uno y dos implican la convergencia en L1.

3.2. El espacio W s,p
0 (Ω)

Con el resultado anterior ya demostrado vale la pena comentar lo siguiente: Notemos que el
espacio W s,p

c (Ω) denota la cerradura del espacio de las funciones de prueba C∞
c (Ω) con la norma

dada en la Definición 3.1. Dicho esto y en vista del teorema anterior se puede ver que W s,p(Rn) =
W s,p

c (Rn) pero esto es muy específico de Rn ya que esto no lo podemos asegurar para una Ω ⊂ Rn

arbitraria, ya que C∞
c (Ω) no es denso en W s,p(Ω) en general, para ver esto con mas detalle se

recomienda consultar [3, Theorem 3.31]. Esto motiva la siguiente definición.

Definición 3.9.
Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y tomemos p ∈ (1,+∞) y s ∈ (0, 1). Entonces, definimos el espacio

W s,p
0 (Ω) :=

{
u ∈ W s,p(Rn) : u(x) = 0 para x ∈ Rn \ Ω

}
. (3.39)

El espacio W s,p
0 (Ω) nos servirá para encontrar soluciones débiles de problemas diferenciales frac-

cionarios con condiciones de frontera de Dirichlet. En particular, el espacio W s,p
0 (Ω) es el análogo

fraccionario del espacio homogéneo de Sobolev usual W 1,p
0 (Ω).

En el siguiente teorema veremos que el espacio que se acaba de definir es un espacio de Banach
para p ≥ 1 y de Hilbert para p = 2, al igual daremos una igualdad útil que ayudará a entender mejor
al conjunto W s,p

0 (Ω). Este será el primer paso para poder después pasar a resultados de existencia
al problema (1.1).

Teorema 3.10.
Sean Ω ⊂ Rn un conjunto abierto, p ∈ (1,+∞) y s ∈ (0, 1). El espacio W s,p

0 (Ω) es un espacio de
Banach con la norma definida en la Definición 3.1. En particular, para p = 2, H s

0 (Ω) := W s,2
0 (Ω)

es un espacio de Hilbert con el producto escalar ⟨·, ·⟩Hs(Rn).

Demostración.
Por la Proposición 3.2, el espacio W s,p(Rn) es un espacio de Banach y, por el Teorema 3.8,
W s,p(Rn) = C∞

c (Rn)
∥·∥Ws,p(Rn) es cerrado, por lo que falta ver que el espacio W s,p

0 (Ω) es cerra-
do y esta contenido en W s,p(Rn).

Primero veamos, que por la Definición 3.9 tenemos que W s,p
0 (Ω) ⊂ W s,p(Rn). Ahora, veamos que

W s,p
0 (Ω) es cerrado. Para ello tomemos una sucesión (un)n ⊂ W s,p

0 (Ω) tal que un −→ u ∈ W s,p(Rn)
y probemos que u ∈ W s,p

0 (Ω).
Como (un)n −→ u en W s,p(Rn), en particular (un)n −→ u en Lp(Rn). Entonces, (un)n −→ u para

casi todo punto en Rn. Además, como (un)n ⊂ W s,p
0 (Ω) tenemos que un(x) = 0 para todo x ∈ Rn\Ω

y como (un)n −→ u, entonces u(x) = 0 para toda x ∈ Rn \ Ω. Por lo tanto (un)n −→ u en W s,p
0 (Ω).

Con esto podemos concluir que el espacio W s,p
0 (Ω) es cerrado.

Con lo anterior, podemos ver que el espacio W s,p
0 (Ω) es un subespacio cerrado y lineal de

W s,p(Rn), que es un espacio de Banach; por lo tanto también W s,p
0 (Ω) es de Banach, véase [11,

Proposición 5.9]
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Un argumento similar se usa para ver que H s
0 (Ω) es un espacio de Hilbert con el producto

escalar de Hs(RN ). Como Hs(RN ) es de Hilbert y H s
0 (Ω) es un subespacio cerrado de W s,p(Rn)

entonces H s
0 (Ω) es de Hilbert (ver [11, Proposición 5.9]).

Observación: Para todo Ω ⊆ Rn abierto, se cumple que

W s,p
0 (Ω) = C∞

c (Ω)
∥·∥Ws,p(Rn)

.

Esta igualdad se demuestra de forma similar al Teorema 3.8, en el sentido de que se usan trunca-
mientos y regularizaciones. Sin embargo, esta demostración es más delicada y técnica, ya que se
necesita que el soporte de la regularización esté contenido en Ω. Debido a que en esta tesis no usare-
mos este resultado de densidad, sólo nos limitaremos a dar una referencia donde se puede consultar
una prueba detallada que no usa teoría de interpolación (ver [21, Theorem 6]).

Lema 3.11.
Sea Ω ⊂ Rn un subconjunto abierto y u ∈ W s,p(Rn), entonces:

1) Si φ ∈ C∞
c (Ω), entonces φu ∈ W s,p

0 (Ω).

2) Si g ∈ C0,1(R) con g(0) = 0, u ≡ 0 en Rn \ Ω y Ω acotado , entonces g(u) ∈ W s,p
0 (Ω).

3) Si (±1)u ≥ 0 en Rn \ Ω, entonces u∓ ∈ W s,p
0 (Ω).

4) Si U ⊂ Ω es abierto, entonces W s,p
0 (U) ⊂ W s,p

0 (Ω).

Demostración.
Este lema es una consecuencia directa de la definición de W s,p

0 (Ω) y del Lema 3.6.

3.3. Desigualdad de Poincaré y Teorema de Fréchet-Riesz

Definición 3.12.
Sea Ω ⊂ Rn un subconjunto abierto con x ∈ Ω. Entonces, definimos la siguiente función como

κΩ,s,p(x) :=

∫
Rn\Ω

1

|x− y|n+sp
dy.

Nota: A esta función se le llama la “Killing measure” y generalmente se usa para incorporar las
condiciones de frontera de Dirichlet en cálculos que involucran la norma.

Lema 3.13.
La función κ cumple lo siguiente:

1) Si 0 < |Ω| < ∞, entonces ω
1+

sp
n

n
sp (n|Ω|)−

sp
n ≤ κΩ,s,p(x) para toda x ∈ Ω, donde ωn es la medida

de la esfera de radio uno en Rn.

2) Si Ω = (−a, b) × Rn−1 para alguna b, a > 0, entonces para toda x = (x1, x2) ∈ Ω con
x1 ∈ (−a, b) tenemos que

κΩ,s,p(x) =
π

n−1
2 Γ(1+sp

2 )

spΓ(n+sp
2 )

[(b− x1)
−sp + (x1 + a)−sp]. (3.40)
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En particular, para Ω = (0,∞)× Rn−1 tenemos que κΩ,s,p(x) =
π

n−1
2 Γ( 1+sp

2
)

spΓ(n+sp
2

)
x−sp
1

Demostración.
Empecemos demostrando el punto 1): Primero, es importante notar que como la medida de Ω es
positiva y finita entonces podemos tomar un radio r > 0 tal que |Ω| = |Br(0)|; donde el radio tiene
la forma de r = (n|Ω|

ωn
)
1
n , vemos que al definir al radio de esta manera nos aseguramos de que Br(0)

tenga el mismo volumen Ω.
Con lo anterior podemos ver que para cada y ∈ Rn tenemos

|Ω \Br(y)| = |Ω| − |Ω ∩Br(y)| = |Br(y)| − |Ω ∩Br(y)| = |Br(y) \ Ω|. (3.41)

Entonces, si tomamos un x ∈ Ω tenemos

κΩ,s,p(x) =

∫
Rn\Br(x)

1

|x− y|n+sp
dy +

∫
Br(x)\Ω

1

|x− y|n+sp
dy −

∫
Ω\Br(x)

1

|x− y|n+sp
dy. (3.42)

Ahora tomemos cada uno de los sumandos anteriores y analicémoslos.
En el primer término notemos que tomamos el cambio de variable z = x−y y centramos la bola

al origen, dando la igualdad

ωn

∫ ∞

r
t−1−spdt =

∫
Rn\Br(0)

1

|z|n+sp
dz =

∫
Rn\Br(x)

1

|x− y|n+sp
dy. (3.43)

Donde ωn es la medida de la esfera de radio uno en Rn.
Para el segundo y tercer término se cumple que

1

|r|n+sp
(|Br(x) \ Ω|) =

1

|r|n+sp

∫
Br(x)\Ω

dy ≤
∫
Br(x)\Ω

1

|x− y|n+sp
dy (3.44)

y

− 1

|r|n+sp
(|Ω \Br(x)|) = − 1

|r|n+sp

∫
Ω\Br(x)

dy ≤ −
∫
Ω\Br(x)

1

|x− y|n+sp
dy. (3.45)

Sumando las ecuaciones (3.43), (3.44) y (3.45) obtenemos

ωn

∫ ∞

r
t−1−spdt+

1

|r|n+sp
(|Br(x) \ Ω|)−

1

|r|n+sp
(|Ω \Br(x)|) =

ωn

sp
r−sp. (3.46)

Por lo tanto juntando las ecuaciones (3.42) y (3.46) obtenemos

ωn

sp
r−sp ≤ κΩ,s,p(x). (3.47)

Lo cual demuestra el primer inciso.
Para el segundo inciso, analicemos la función κΩ,s,p(x). Para esta demostración estaremos con-

siderando una dimensión n ≥ 2, ya que para el caso de dimensión uno el procedimiento es análogo
y más sencillo.
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Si escribimos x = (x1, x
′) ∈ (−a, b) × Rn−1 y y = (y1, y

′) ∈ Rn con y1 ∈ R, y′ ∈ Rn−1 y si,
además, usamos el Teorema de Fubini y la función Beta (ver Definición 2.16), lo siguiente es cierto

κΩ,s,p(x) =

∫
R\(−a,b)

∫
Rn−1

[|x1 − y1|2 + |x′ − y′|2]−
n+sp

2 dy′ dy1

=

∫
R\(−a,b)

|x1 − y1|−n−sp

∫
Rn−1

(
1 +

∣∣∣ z′

|x1 − y1|

∣∣∣2)−n+sp
2

dz′ dy1

=

∫
R\(−a,b)

|x1 − y1|−1−sp

∫
Rn−1

(
1 + |ν ′|2

)−n+sp
2

dν ′ dy1

Como mencionamos anteriormente, como tenemos que x = (x1, x
′) ∈ (−a, b)×Rn, y = (y1, y

′) ∈ Rn

y v = (x1−y1, x
′−y′) con v2 =

∑2
k=0 v

2
k, entonces, la primera igualdad parte del siguiente desarrollo,

|x− y|−n−sp = |x− y|
2
2
(−n−sp) = |(x− y)2|−

n+sp
2 =

∣∣[(x1, x′)− (y1, y
′)]2
∣∣−n+sp

2

=
∣∣(x1 − y1, x

′ − y′)2
∣∣−n+sp

2 =
∣∣(x1 − y1)

2 + (x′ − y′)2
∣∣−n+sp

2 .

La segunda igualdad, solo factorizamos al termino |x1 − y1|2 y tomamos el cambio de variable
z′ = |x′ − y′|.

La tercera igualdad se toma el cambio de variable ν ′ = z′

|x1−y1| , esto genera que el exponente del
primer término cambia de −n − sp a −1 − sp por el jacobiano en Rn−1 que sale por el cambio de
variable.

Ya que aclaramos los pasos anteriores seguimos con la demostración.

κΩ,s,p(x) =

∫
R\(−a,b)

|x1 − y1|−1−sp

∫
Rn−1

(
1 + |ν ′|2

)−n+sp
2

dν ′ dy1

= ωn−1

(∫ ∞

b
|y1 − x1|−1−sp dy1 +

∫ −a

−∞
|x1 − y1|−1−sp dy1

)∫ ∞

0

tn−2

(1 + t2)
n+sp

2

dt

=
ωn−1

2

(∫ ∞

b−x1

t−1−sp dt+

∫ ∞

a+x1

t−1−sp dt

)∫ ∞

0

τ
n−1
2

−1

(1 + τ)
n+sp

2

dτ.

Detallando los pasos previos, en la segunda igualdad, integramos en coordenadas esféricas al
término

(
1 + |ν ′|2

)−n+sp
2 lo cual da la medida de la esfera de radio uno ωn−1. Esto, además, genera

que la integral anterior salga como constante, quedando así el producto que se ve en esa igualdad.
En la tercera igualdad hacemos uso del cambio de variable |x1 − y1| = t y τ = t2. Con esto

aclarado seguimos,

κΩ,s,p(x) =
ωn−1

2

(∫ ∞

b−x1

t−1−sp dt+

∫ ∞

a+x1

t−1−sp dt

)∫ ∞

0

τ
n−1
2

−1

(1 + τ)
n+sp

2

dτ

=
ωn−1

2sp
B
(1 + sp

2
,
n− 1

2

)[
(b− x1)

−sp + (x1 + a)−sp
]

=
π

n−1
2 Γ(1+sp

2 )

spΓ(n+sp
2 )

[(b− x1)
−sp + (x1 + a)−sp]. (3.48)
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En la segunda igualdad, primero sustituimos a las integrales en paréntesis por la definición de
la función Beta, mientras que a la integral que se encuentra sola la resolvemos. Por último en la
igualdad final usamos la definición alterna de la función Beta que usa a la función Gamma, ver
Definición 2.15 y Definición 2.16.

Con lo anterior se obtiene lo que se quería demostrar en el segundo inciso y de este modo
finalizamos la demostración.

Pasemos al siguiente resultado que es fundamental para la última parte de este trabajo.

Teorema 3.14. (Desigualdad de Poincaré)
Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto tal que al menos una de las siguientes condiciones se cumpla:

1. Existe una a > 0 tal que Ω ⊂ (−a, a)×Rn−1, i.e, el conjunto Ω es delgado en la dirección x1.

2. |Ω| < ∞.

Entonces, existe C ′ = C ′(n, s, p) tal que

C∥u∥Lp(Ω) ≤ [u]W s,p(Rn) para todo u ∈ W s,p
0 (Ω), (3.49)

con

C =

{
C ′as, si se cumple la hipótesis 1,
C ′|Ω|−

s
n , si se cumple la hipótesis 2.

(3.50)

Demostración.
Para el primer caso, basta suponer que Ω = (−a, a)×Rn−1. Usaremos el inciso 4 del Lema 3.11. Si
tomamos a u ∈ W s,p

0 (Ω), tenemos que

[u]pW s,p(Rn) =

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy + 2

∫
Ω
|u(x)|p

∫
Rn\Ω

1

|x− y|n+sp
dy dx

≥
∫
Ω
|u(x)|pκΩ,s,p(x) dx. (3.51)

En la ecuación anterior primero se toma la Definición 3.1 con Ω = Rn y luego esa norma se
descompone en varias integrales, una de ellas sobre Ω× Ω mientras que el termino

2

∫
Ω
|u(x)|p

∫
Rn\Ω

1

|x− y|n+sp
dy dx,

es lo que sobra.

Ahora, por la definición de Ω, caemos en el caso 2 del Lema 3.13 lo cual da (3.40) como una
definición alterna para la función κΩ,s,p(x). De este modo podemos acotar a κΩ,s,p(x) con por abajo
por una constante, obteniendo

[u]pW s,p(Rn) ≥
∫
Ω
|u(x)|pκΩ,s,p(x) dx ≥ C∥u∥pLp(Ω), (3.52)

49



CAPÍTULO 3. EL ESPACIO DE SOBOLEV FRACCIONARIO

donde C =
π

n−1
2 Γ( 1+sp

2
)

spΓ(n+sp
2

)
[́ınfz1∈(−a,a){(a− z1)

−sp + (a+ z1)
−sp}].

Para el segundo caso procedemos de manera similar. Supongamos que |Ω| < ∞ y que u ∈
W s,p

0 (Ω). Entonces

[u]pW s,p(Rn) =

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|n+sp
dx dy + 2

∫
Ω
|u(x)|p

∫
RnΩ

1

|x− y|n+sp
dy dx

≥
∫
Ω
|u(x)|pκΩ,s,p(x) dx ≥ ω1+ sp

n

sp
(n|Ω|)−

sp
n ∥u∥pLp(Ω) = C∥u∥pLp(Ω), (3.53)

por el Lema 3.13.

Una razón por la cual resulta tan importante la desigualdad de Poincaré es que sirve para poder
dar equivalencias entre normas, esto es un resultado muy usado para el caso del espacio de Sobolev
usual y cabe recalcar que esto no será una excepción para el caso del espacio de Sobolev fraccionario.

Observación 3.15.
Concretamente, notemos que la Desigualdad de Poincaré nos servirá para dos cosas.

La primera, será ver que la seminorma [·]W s,p(Rn) es una norma en el espacio W s,p
0 (Ω) la cual

es equivalente a la norma ∥ · ∥W s,p(Rn). La segunda será ver que H s
0 (Ω), al ser un espacio de Hilbert

con el producto escalar definido en la Proposición 3.2, induce una norma equivalente a la norma
∥ · ∥W s,2(Rn).

Observación 3.16.
A partir de ahora, al espacio H s

0 (Ω) lo dotaremos con el producto escalar (equivalente al producto
definido en la Proposición 3.2)

⟨u,w⟩H s
0 (Ω) =

C(n, s)

2

∫
Rn

∫
Rn

(u(x)− u(y))(w(x)− w(y))

|x− y|n+2s
dx dy, u, w ∈ H s

0 (Ω),

y con la norma ∥u∥H s
0 (Ω) := ⟨u, u⟩

1
2

H s
0 (Ω). Aquí, C(n, s) es una constante positiva explícitamente

dada por

C(n, s) =

(∫
Rn

1− cos(ζ1)

|ζ|n+2s

)−1

> 0.

Cuya definición es motivada por el Lema 4.5.

Ahora podemos pasar a enunciar el Teorema de representación de Frechet-Riesz. Primero dare-
mos el enunciado general y después daremos la versión para el caso del espacio de Hilbert fraccio-
nario.

Teorema 3.17. (Fréchet-Riesz)
Sea H un espacio de Hilbert y T : H −→ Rn una función lineal y continua. Entonces existe un único
u ∈ H tal que

Tw = ⟨u,w⟩ =: Tuw para todo w ∈ H. (3.54)

Más aún, la función ι : H −→ L(H;R) dada por ιu := Tuw es un isomorfismo lineal y una isometría.
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Demostración.
Este es un resultado clásico de análisis funcional, y la demostración se puede consultar, por ejemplo,
en [11].

Corolario 3.18.
Sea H s

0 (Ω) el espacio de Hilbert definido en el Teorema 3.10 con el producto escalar ⟨·, ·⟩H s
0 (Ω) y

T ∈ (H s
0 (Ω))

∗ una función lineal y continua. Entonces existe un único elemento u ∈ H s
0 (Ω) tal

que

Tφ = ⟨u, φ⟩Hs(Ω) =
C(n, s)

2

∫
Rn

∫
Rn

(u(x)− u(y))(φ(x)− φ(y))

|x− y|n+2s
dx dy =: Tuφ, (3.55)

para todo φ ∈ H s
0 (Ω). □

Este Corolario nos será muy útil posteriormente para poder argumentar que existen soluciones
para el problema de Poisson con el laplaciano fraccionario, el cual se discutirá a fondo en el siguiente
capítulo.
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Capítulo 4

El laplaciano fraccionario

Este capítulo lo dedicaremos a estudiar al laplaciano fraccionario. Comenzaremos viendo su
definición, qué tipo de operador es y posteriormente pasaremos a consolidar algunos resultados
importantes de este operador. Uno de los resultados centrales de este capítulo es establecer que
el laplaciano fraccionario tiene un comportamiento regular, el cual, bajo ciertos límites tendrá el
mismo comportamiento que el laplaciano usual (ver Proposición 4.11).

Posteriormente pasaremos al otro resultado central del capítulo, el cual es también el último
resultado de esta tesis y el resultado principal de todo el trabajo. En éste, demostraremos la exis-
tencia y unicidad de soluciones a problemas lineales con condiciones de Dirichlet usando al laplaciano
fraccionario (ver Teorema 4.13).

Dicho lo anterior, empecemos por la definición del laplaciano fraccionario.

4.1. Definición y resultados del laplaciano fraccionario

Definición 4.1.
Tomemos a u ∈ S (Rn) (véase la Definición 2.6) con s ∈ (0, 1), entonces el laplaciano (−∆)s se

define como

(−∆)su(x) = C(n, s)P.V.

∫
Rn

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dy = C(n, s) ĺım

ϵ−→0+

∫
Rn\Bϵ(x)

u(x)− u(y)

|x− y|n+2s
dy, (4.1)

donde las letras P.V. son la abreviación de la frase en inglés “In the Principal Value Sense”. El
“Principal Value” o valor principal especifica la forma en la que la integral está definida cerca de
la singularidad del kernel |x − y|−n−2s. El valor principal nos dice que la integral se acerca a la
singularidad de forma simétrica:

P.V.

∫
Rn

u(x) dx = ĺım
ϵ−→0

∫
Rn\Bϵ(x)

u(x) dx.

Esto no garantiza que la integral siempre exista, sólo resuelve una posible ambigüedad en su defini-
ción. Para entender esto de mejor manera veamos la siguiente observación.
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Observación 4.2.
Consideremos la integral ∫ 1

−1

1

x
dx.

Lo primero que podemos observar es que esta integral no es absolutamente convergente, pues sucede
que

∫ 1
−1

∣∣ 1
x

∣∣ dx = ∞. Sin embargo, es posible determinar esta integral en el valor principal. Notemos
que

P.V.

∫ 1

−1

1

x
= ĺım

ϵ−→0

(∫ −ϵ

−1

1

x
dx+

∫ 1

ϵ

1

x
dx

)
= 0.

De esta forma, le hemos asignado un valor a la integral. Observemos que si tomamos el límite de
otra manera, podríamos llegar a un valor distinto, por ejemplo

ĺım
ϵ−→0

(∫ −2ϵ

−1

1

x
dx+

∫ 1

ϵ

1

x
dx

)
= ĺım

ϵ−→0

(
−
∫ 1

2ϵ

1

x
dx− ln(ϵ)

)

= ĺım
ϵ−→0

(
ln(2ϵ)− ln(ϵ)

)
= ĺım

ϵ−→0
ln(2) + ln(ϵ)− ln(ϵ) = ln(2).

Por lo tanto, el valor principal es una elección que permite asignarle un valor (posiblemente infinito)
a una integral que no converge absolutamente. Para más información, ver [28].

El símbolo Bϵ(x) se refiere a la bola de radio ϵ centrada en x, al igual es importante comentar
que “kernel” en el contexto de este texto no es lo mismo que “kernel” en el contexto de la Álgebra
Lineal. Aquí por “kernel” nos referiremos a la función |x− y|−n−2s.

Ya aclarado todo lo anterior procedamos a clarificar la definición de (−∆)s. Notemos que el
laplaciano común que conocemos se define como

∆u(x) =
n∑

i=1

∂2u

∂x2i
(x).

Las diferencias fundamentales entre el laplaciano usual y el fraccionario, es que el laplaciano
usual es un operador local y diferencial mientras que el fraccionario es un operador no local y
pseudo-diferencial.

Primero entendamos por qué es pseudo-diferencial. Un operador pseudo-diferencial es una ge-
neralización de los operadores diferenciales. La motivación para este tipo de operadores surge de
manera natural por problemas físicos y probabilísticos. Éstos se definen a partir de la transformada
de Fourier y de hecho se cumple que

(−∆)su(x) = F−1(|ξ|2sFu)(x) con u ∈ S (Rn) (ver Lema 4.5). (4.2)

Como un buen punto de comparación el laplaciano usual al igual es un operador pseudo-diferencial,
considerando que F (∂i∂iu(ξ)) = (iξi)

2Fu(ξ) (ver [20, Chapter 4.3, Theorem 2]) veamos que el
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laplaciano usual satisface la siguiente ecuación.

F (∆u(x)) = F

(
n∑

i=1

∂2u

∂x2i
(x)

)
=

n∑
i=1

F

(
∂2u

∂x2i
(x)

)
=

n∑
i=1

ξ2i F (u(x)) = |ξ|2Fu(x).

Por lo tanto,

−∆u(x) = F−1(|ξ|2Fu)(x).

Ahora entendamos por qué el laplaciano fraccionario es un operador no local. Este operador es no
local, ya que el valor de éste no solamente depende del valor de u en un punto en el espacio, sino
que el valor del laplaciano fraccionario depende de todos los valores de u en todo punto del espacio
en el que se está trabajando. Esto es lo que hace al laplaciano fraccionario un operador no local.
Para ver esto más a fondo una buena referencia es [26].

Además, otro término que salta a la vista en la Definición 4.1 es la constante C(n, s). Ésta
depende de la dimensión n y de s. De manera más específica es útil definir la constante del modo
siguiente

C(n, s) =

(∫
Rn

1− cos(ζ1)

|ζ|n+2s
dζ

)−1

> 0. (4.3)

La forma de ésta constante es motivada por el Lema 4.5. Esta constante servirá para darle al
laplaciano fraccionario un comportamiento asintótico consistente (ver Proposición 4.11).

El siguiente lema nos da una forma de escribir al laplaciano fraccionario sin el valor principal
cuando la función involucrada sea lo suficientemente suave. Como se verá en la demostración, la
parte derecha de (4.4) sí es absolutamente integrable, y por lo tanto no requiere de una integral en
valor principal.

Lema 4.3.
Sea s ∈ (0, 1) y tomemos al laplaciano fraccionario (−∆)s definido en (4.1). Entonces para cualquier
u ∈ S (Rn) se cumple que

(−∆)su(x) = −1

2
C(n, s)

∫
Rn

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|n+2s
dy para todo x ∈ Rn. (4.4)

Demostración.
Para demostrar el lema procedemos mediante un cambio de variable: tomando a z = y−x notamos
que:

(−∆)su(x) = −C(n, s)P.V.

∫
Rn

u(y)− u(x)

|x− y|n+2s
dy

= −C(n, s)P.V.

∫
Rn

u(x+ z)− u(x)

|z|n+2s
dz. (4.5)

Ahora tomemos ∽
z = −z y sustituyamos esto en lo anterior. Obtenemos entonces que:

(−∆)su(x) = −C(n, s)P.V.

∫
Rn

u(x− ∽
z)− u(x)

|∽z|n+2s
d
∽
z. (4.6)
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Ahora notemos que si renombramos a ∽
z como z lo siguiente se cumple:

2P.V.

∫
Rn

u(x+ z)− u(x)

|z|n+2s
dz

= P.V.

∫
Rn

u(x+ z)− u(x)

|z|n+2s
dz + P.V.

∫
Rn

u(x− ∽
z)− u(x)

|∽z|n+2s
d
∽
z

= P.V.

∫
Rn

u(x+ z)− u(x)

|z|n+2s
dz + P.V.

∫
Rn

u(x− z)− u(x)

|z|n+2s
dz

= P.V.

∫
Rn

u(x+ z) + u(x− z)− 2u(x)

|z|n+2s
dz. (4.7)

Ahora en lo último de arriba volvemos a renombrar a z como y y entonces podemos escribir al
laplaciano como:

(−∆)su(x) = −1

2
C(n, s) P.V.

∫
Rn

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|n+2s
dy. (4.8)

Notemos que esta forma de escribir al laplaciano es muy útil ya que por un lado nos mueve la
singularidad al origen y por el otro nos permite quitar al valor principal, veamos por qué.

Por el Corolario 2.26,∣∣∣∣∣u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|n+2s

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣D2u(x)y · y +R(y)

|y|n+2s

∣∣∣∣∣ (4.9)

donde |R(y)| ≤ C∥u∥C3 |y|3 y C > 0 es una constante positiva. Por (2.9),

|D2u(x)y · y| = |y21∂11u(x) + y1y2∂12u(x) + y2y1∂21u(x) + · · ·+ y2n∂nnu(x)|
≤ |y21∂11u(x)|+ |y1y2∂12u(x)|+ |y2y1∂21u(x)|+ · · ·+ |y2n∂nnu(x)|
≤ |y|2(|∂11u(x)|+ |∂12u(x)|+ |∂21u(x)|+ · · ·+ |∂nnu(x)|)
≤ n2|y|2∥D2u∥∞

donde ∥D2u∥∞ := máxi,j=1,...,n supx∈Rn |∂xixju(x)|. Entonces,∣∣∣∣∣u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|n+2s

∣∣∣∣∣≤ C1

(
1

|y|n+2s−2
+

1

|y|n+2s−3

)
=: L(y), (4.10)

para alguna C1 > 0 que depende de n, ∥D2u∥∞ y ∥u∥C3 .
Notemos que la función L es integrable cerca del cero para cualquier s ∈ (0, 1) fija, pues, pasando

a coordenadas esféricas,∫
B1(0)

L(y) dy = C2

∫ 1

0

(
1

rn+2s−2
+

1

rn+2s−3

)
rn−1 dr = C2

∫ 1

0
r−2s+1 + r−2s+2 dr < ∞,

para alguna constante C2 > 0. Ahora, como la derivada de u ∈ S (Rn) decrece rápidamente, existe
una constante C3 > 0 tal que∫

Rn\B1(0)

∣∣∣∣∣u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|n+2s

∣∣∣∣∣ dy ≤
∫
Rn\B1(0)

∣∣∣∣∣u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

∣∣∣∣∣ dy < ∞.
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Por lo tanto, el integrando en (4.6) es absolutamente integrable y esto nos permite quitar el valor
principal. Luego,

(−∆)su(x) = −1

2
C(n, s)

∫
Rn

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|n+2s
dy. (4.11)

Observación 4.4.
En general (−∆)su(x) se puede calcular si u es C2s+ϵ en x para algún ϵ > 0 y si

∫
Rn

|u(y)|
1+|y|n+2s dy <

∞.

Ya que acabamos de analizar al laplaciano fraccionario veamos que éste se relaciona con el
espacio de Sobolev Hs(RN ).

Lema 4.5.
Sea s ∈ (0, 1) y (−∆)s : S (Rn) −→ L2(Rn) el laplaciano fraccionario de la Definición 4.1. Entonces,
para cualquier u ∈ S (Rn) se cumple

(−∆)su(x) = F−1(|ξ|2sFu)(x) para todo ξ ∈ Rn.

En esta tesis no daremos una demostración detallada de este resultado (la cual se puede consultar
en [13, Proposicion, 3.3]) pero daremos una idea de la demostración.

Usando el Lema 4.3, tomamos la parte derecha de la ecuación (4.4) y la denotamos por L u

L u = −1

2
C(n, s)

∫
Rn

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|n+2s
dy,

donde L es un operador lineal.
Lo que se busca hacer es encontrar el “símbolo” de este operador, el cual será una función

S : Rn −→ R que debe de cumplir la propiedad L u(x) = F−1(S(·)Fu)(x) para x ∈ Rn.
A partir de la definición de la transformada de Fourier, junto con sus propiedades básicas (ver

la Definición 2.14), se puede probar que

F (L u)(ξ) = C(n, s)

∫
Rn

1− cos(ξ · y)
|y|n+2s

dy (Fu)(ξ) =: S(ξ)(Fu)(ξ).

Luego, cálculos directos muestran que

S(ξ) = C(n, s)

∫
Rn

1− cos(ξ · y)
|y|n+2s

dy = |ξ|2s.

Para la demostración completa ver [13, Proposicion, 3.3].
El siguiente resultado establece una relación entre el símbolo de Fourier y la norma del espacio

de Sobolev fraccionario.
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Lema 4.6.
Sea s ∈ (0, 1), entonces el espacio de Sobolev fraccionario Hs(Rn) de la Proposición 3.2 cumple que

Hs(Rn) =

{
u ∈ L2(Rn) :

∫
Rn

(1 + |ξ|2s)|Fu(ξ)|2 dξ < +∞

}
.

En particular para cualquier u ∈ Hs(Rn) tenemos

[u]2Hs(Rn) = 2C(n, s)−1

∫
Rn

|ξ|2s|Fu(ξ)|2 dξ,

donde C(n, s) es la constante definida en la ecuación (4.3).

Sólo daremos una idea de la prueba de este resultado (la demostración completa se puede
consultar en [13, Proposicion, 3.4]). Si tomamos a la seminorma [u]2W s,2 de la Definición 3.1, le
aplicamos el cambio de variable z = x − y, y se usa la formula de Plancherel (ver [20, Section 4.3,
Theorem 1]), para obtener que

[u]2W s,2 =

∫
Rn

∥∥∥∥∥F
(
u(z + ·)− u(·)

|z|
n
2
+s

)∥∥∥∥∥
2

L2(Rn)

dz.

Tomamos el término anterior y usando las propiedades de la transformada de Fourier y la igualdad

C(n, s)

∫
Rn

1− cos(ξ · y)
|y|n+2s

dy = C(n, s)−1|ξ|2s,

que se obtuvo en el Lema 4.5, llegamos a que

[u]2W s,2 = 2C(n, s)−1

∫
Rn

|ξ|2s|Fu(ξ)|2 dξ.

La siguiente proposición establece un vínculo entre la norma del espacio de Sobolev fraccionario
y el laplaciano fraccionario.

Proposición 4.7.
Sea s ∈ (0, 1) y tomemos una u ∈ Hs(Rn) entonces se cumple que

[u]2Hs(Rn) = 2C(n, s)−1∥(−∆)
s
2u∥2L2(Rn), (4.12)

donde la constante C(n, s) es la definida en (4.3).

Demostración.
Este teorema es consecuencia de los Lemas 4.5 y 4.6. En efecto,

∥(−∆)
s
2u∥2L2(Rn) = ∥F (−∆)

s
2u∥2L2(Rn) = ∥ |ξ|sFu∥2L2(Rn) =

1

2
C(n, s)[u]2Hs(Rn). (4.13)

Es decir, [u]2Hs(Rn) = 2C(n, s)−1∥(−∆)
s
2u∥2L2(Rn).
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En la siguiente definición veremos dos funciones que serán de gran utilidad a la hora de carac-
terizar el comportamiento del laplaciano fraccionario.

Definición 4.8.
Definamos A(n, s) y B(s) dos funciones tales que

A(n, s) =

∫
Rn−1

1

(1 + |η′|2)
n+2s

2

dη′, (4.14)

y

B(s) = s(1− s)

∫
R

1− cot t

|t|
n+2s

2

dt, (4.15)

que vienen de aplicar el cambio de variable η′ = ζ′

|ζ1| a la constante definida en (4.3), para ver los
pasos mas a detalle ver [13, Chapter 4].

Ya que tenemos las funciones definidas estas tendrán el comportamiento siguiente.

Proposición 4.9.
Para cualquier n > 1, si tomamos las funciones A(n, s) y B(s) como en (4.14) y (4.15) respectiva-
mente, los argumentos siguientes se cumplen

i) ĺıms−→1− A(n, s) = ωn−2

∫ +∞
0

ρn−2

(1+ρ2)
dρ < +∞;

ii) ĺıms−→0+ A(n, s) = ωn−2

∫ +∞
0

ρn−2

(1+ρ2)
dρ < +∞;

ii) ĺıms−→1− B(s) = 1
2 ;

iv) ĺıms−→0+ B(s) = 1,

donde ωn−2 denota a la medida (n− 2)-dimensional de la esfera unitaria Sn−2 ∈ Rn. Como conse-
cuencia obtenemos,

ĺım
s−→1−

C(n, s)

s(1− s)
=

(
ωn−2

2

∫ +∞

0

ρn−2

(1 + ρ2)
n
2
+1

dρ

)−1

(4.16)

y

ĺım
s−→0+

C(n, s)

s(1− s)
=

(
ωn−2

∫ +∞

0

ρn−2

(1 + ρ2)
n
2

dρ

)−1

. (4.17)

Nota: La demostración de esta proposición es muy extensa y sale del propósito de esta tesis por
lo que se recomienda ver [13, Proposition 4.1].

Una vez definidas las funciones A(n, s) y B(s) y a su comportamiento, podemos pasar al siguiente
corolario y la siguiente proposición que tienen dos propósitos: El primero es entender porqué fue útil
definir la constante C = (n, s) de esa forma en (4.3) y el segundo, es ver qué pasa con el laplaciano
fraccionario cuando lo sometemos bajo ciertos límites.
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Corolario 4.10.
Si C(n,s) es la constante definida como en (4.3), entonces para cualquier n > 1 se cumplen los
siguientes limites.

(i) ĺıms−→1−
C(n,s)
s(1−s) =

4n
ωn−1

,

(ii) ĺıms−→0+
C(n,s)
s(1−s) =

2
ωn−1

,

donde ωn−1 denota la medida (n− 1)-dimensional de la esfera unitaria Sn−1 ∈ Rn

Demostración.
Para cualquier θ ∈ R que cumpla θ > n− 1 definamos la siguiente función.

En(θ) =

∫ +∞

0

ρn−2

(1 + ρ2)
θ
2

dρ.

Notemos que al pedirle a θ la condición de θ > n − 1 garantizamos que la integral converge.
Calculemos ahora la integral usando integración por partes.

En(θ) =

∫ +∞

0

ρn−2

(1 + ρ2)
θ
2

dρ

= (n− 1)−1

[
ρn−1

(1 + ρ2)
θ
2

]+∞

0

+
θ

n− 1

∫ +∞

0

ρn

(1 + ρ2)
θ−2
2

dρ

=
θ

n− 1

∫ +∞

0

ρn

(1 + ρ2)
θ−2
2

dρ =
θ

n− 1
En−2(θ + 2). (4.18)

Con esto definimos las siguientes funciones para facilitar la notación en esta demostración.

I(1)n := En(n+ 2) =

∫ +∞

0

ρn−2

(1 + ρ2)
n
2
+1

dρ, (4.19)

I(0)n := En(n) =

∫ +∞

0

ρn−2

(1 + ρ2)
n
2

dρ. (4.20)

Ahora notemos que lo siguiente es cierto.

I(1)n =
ωn−1

2nωn−2
, (4.21)

I(0)n =
ωn−1

2ωn−2
. (4.22)

Para demostrar las dos propiedades anteriores procederemos por inducción. Para ello veamos que
la base inductiva en efecto se cumple ya que tenemos lo siguiente para I

(1)
n .

I
(1)
2 =

∫ +∞

0

1

(1 + ρ2)2
dρ =

π

4
, I

(1)
3 =

∫ +∞

0

ρ

(1 + ρ2)
5
2

dρ =
1

3
.
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Ahora veamos que igual se cumple para I
(0)
n

I
(0)
2 =

∫ +∞

0

1

(1 + ρ2)
dρ =

π

2
, I

(0)
3 =

∫ +∞

0

ρ

(1 + ρ2)
3
2

dρ = 1.

Ahora, si usamos las ecuaciones (4.19) y (4.20) respectivamente veamos que para ver que la inducción
se cumple es suficiente probar la siguiente igualdad.

ωn+1

ωn
=

n− 1

n

ωn−1

ωn−2
. (4.23)

Notemos que la ecuación anterior viene de la clásica formula recursiva

ωn =
2π

n− 1
ωn−2. (4.24)

Ahora, probemos que la ecuación 4.24 realmente es válida. Cabe mencionar que hay varias formas
para probar este resultado, la más obvia sería tratar de calcular a ωn de manera directa. El problema
de hacer esto es que como ωn es la medida n-dimensional de la esfera Sn tenemos que trabajar con
integrales en variedades, lo cual no es nada sencillo además es un proceso largo. Por lo tanto
procederemos con el procedimiento que se presenta abajo, el cual es más sencillo.

Para ello denotemos a la medida de Lebesgue de la bola unitaria con dimensión n con ωn. Del
mismo modo, tomemos la siguiente notación x = (

∽
x, x′) ∈ Rn−2 × R2. Entonces para probar la

ecuación (4.24) primero integremos en Rn−2 y después hagamos un cambio de coordenadas polares
en R2:

ωn =

∫
|x|2≤1

dx =

∫
|x′|≤1

(∫
|∽x|2≤1−|x′|2

d
∽
x

)
dx′

= ωn−2

∫
|x′|≤1

(1− |x′|2)
(n−2)

2 dx′

= 2πωn−2

∫ 1

0
ρ(1− ρ2)

(n−2)
2 dρ =

2πωn−2

n
. (4.25)

Ahora, por coordenadas polares en Rn tenemos

ωn =

∫
|x|≤1

dx = ωn−1

∫ 1

0
ρn−1dρ =

ωn−1

n
. (4.26)

Entonces si tomamos (4.25) y (4.26)

ωn−1 = nωn = 2πωn−2 =
2πωn−3

n− 2
.

Por lo que si intercambiamos a n por n − 1 obtenemos (4.24), confirmando que esta ecuación en
efecto es válida. Dicho lo anterior, podemos concluir que como (4.24) es cierta entonces, (4.23),
(4.22) y (4.21) al igual son ciertas.
Por último usamos las ecuaciones (4.21) y (4.22) y la Proposición 4.9 para concluir lo siguiente.

ĺım
s−→1−

C(n, s)

s(1− s)
=

2

ωn−2I
(1)
n

=
4n

ωn−1
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y

ĺım
s−→0+

C(n, s)

s(1− s)
=

1

ωn−2I
(0)
n

=
2

ωn−1
,

que es lo que queríamos demostrar.

Ahora veamos la siguiente proposición, para la cual solamente necesitaremos el Lema 4.3.

Proposición 4.11.
Sea n > 1. Entonces, para cualquier u ∈ C∞

c (Rn) se cumple que

(i) ĺıms−→0+(−∆)su = u;

(ii) ĺıms−→1−(−∆)su = −∆u.

Demostración.
Sea x ∈ Rn y tomemos una R0 > 0 tal que cumpla que suppu ⊆ BR0(0) o en otras palabras tenemos
que tomar una R0 > 0 que asegure que el soporte de u quede contenido en la bola de radio R0

centrada en 0. Además, definamos a R = R0 + |x|+ 1. Seguiremos el argumento del Lema 4.3 para
obtener ∣∣∣∣∣

∫
BR0

(0)

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|n+2s
dy

∣∣∣∣∣ ≤ ∥u∥C2(Rn)

∫
BR0

(0)

|y|2

|y|n+2s
dy

≤ ∥u∥C2(Rn)

∫ R

0

∫
Sn−1

1

ρ2s−1
dθdρ

= ωn−1∥u∥C2(Rn)

∫ R

0

1

ρ2s−1
dρ

=
ωn−1R

2−2s

2(1− s)
∥u∥C2(Rn). (4.27)

Detallemos las identidades y desigualdades anteriores.
La primera desigualdad se cumple por la ecuación (4.10) ya que estamos tomando la norma

∥ · ∥C2 para una función u la cual esta definida en la Definición 2.10.
En la segunda desigualdad, tomamos el cambio de variable a coordenadas esféricas ρn−1 = |y|,

además en la primer igualdad notemos que este cambio de variable arroja al termino ωn−1 = |Sn−1|.
Por último integramos de manera usual y obtenemos la última igualdad.

Ahora, |y| ≥ R nos da que |x± y| ≥ |y| − |x| ≥ R− |x| > R0 y, por ende, tenemos que u(x± y) = 0
pues |x± y| no está en el soporte de u. Entonces

−1

2

∫
Rn\BR

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|n+2s
dy = u(x)

∫
Rn\BR

1

|y|n+2s
dy

= ωn−1u(x)

∫ +∞

R

1

ρ2s+1
dρ

=
ωn−1R

−2s

2s
u(x). (4.28)
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Ahora tomemos la ecuación (4.27) y el Corolario 4.10 y veamos que con esto es fácil ver que
asintóticamente no hay contribuciones en la bola BR:

ĺım
s−→0+

−C(n, s)

2

∫
BR

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|n+2s
dy (4.29)

≤

∣∣∣∣∣ ĺıms−→0+

C(n, s)ωn−1R
2−2s

4(1− s)
∥u∥C2(Rn)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣ ĺıms−→0+

(C1 + 1)s(1− s)ωn−1R
2−2s

4(1− s)
∥u∥C2(Rn)

∣∣∣∣∣= 0. (4.30)

En el desarrollo anterior es fácil ver que la primera desigualdad se da por la ecuación (4.27).
Mientras la segunda desigualdad se da considerando el Corolario 4.10, que en resumen dice que
si ĺıms−→0+

C(n,s)
s(1−s) = C1. De este modo, sabemos que existe un ϵ > 0 tal que si 0 < s < ϵ entonces

C(n, s)

s(1− s)
≤ C1 + 1.

Por lo tanto

C(n, s) ≤ (C1 + 1)s(1− s).

Por otro lado si tomamos en cuenta la ecuación (4.28), el Corolario 4.10 y el Lema 4.3 veamos que
lo que pasa fuera de la bola BR es

ĺım
s−→0+

(−∆)su = ĺım
s−→0+

−C(n, s)

2

∫
Rn\BR

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|n+2s
dy

= ĺım
s−→0+

C(n, s)ωn−1R
−2s

2s
u(x)

= ĺım
s−→0+

C(n, s)ωn−1R
−2s(1− s)

2s(1− s)
u(x) = u(x). (4.31)

Lo cual prueba el inciso (i).
Para el inciso (ii) haremos algo muy similar.
Primero es importante notar que cuando s tiende a 1 no van a existir contribuciones fuera de la

bola unitaria. Concretamente:∣∣∣∣∣
∫
Rn\B1

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|n+2s
dy

∣∣∣∣∣ ≤ 4∥u∥L∞(Rn)

∫
Rn\B1

1

|y|n+2s
dy

≤ 4ωn−1∥u∥L∞(Rn)

∫ +∞

1

1

ρ2s−1
dρ

=
2ωn−1

s
∥u∥L∞(Rn). (4.32)

La justificación para el paso anterior es completamente análoga a las que se hicieron para el inciso
(i).
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De igual manera que en el inciso anterior, tomamos en cuenta el Corolario 4.10 y la ecuación
(4.32). Entonces, obtenemos que no hay contribuciones fuera de la bola unitaria, es decir

ĺım
s−→1−

−C(n, s)

2

∫
Rn\B1

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|n+2s
dy

≤ ĺım
s−→1−

−C(n, s)(1− s)ωn−1

s(1− s)
∥u∥L∞(Rn) = 0 (4.33)

Ahora, veamos qué pasa en la bola unitaria. Para ello primero calculemos lo siguiente, donde ·
denota producto punto.∣∣∣∣∣

∫
B1

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)−D2u(x)y · y
|y|n+2s

dy

∣∣∣∣∣ ≤ ∥u∥C3(Rn)

∫
BR0

|y|2

|y|n+2s
dy

≤ ωn−1∥u∥C3(Rn)

∫ 1

0

1

ρ2s−1
dρ

=
ωn−1

3− 2s
∥u∥C3(Rn). (4.34)

El resultado anterior se resuelve con métodos análogos a los resultados obtenidos en el inciso (i).
Usando a (4.34) y al Corolario 2.26 obtenemos que

ĺım
s−→1−

−C(n, s)

2

∫
B1

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|n+2s
dy

= ĺım
s−→1−

−C(n, s)

2

∫
B1

D2u(x)y · y +R(y)

|y|n+2s
dy

= ĺım
s−→1−

−C(n, s)

2

∫
B1

D2u(x)y · y
|y|n+2s

dy + ĺım
s−→1−

−C(n, s)

2

∫
B1

R(y)

|y|n+2s
dy

= ĺım
s−→1−

−C(n, s)

2

∫
B1

D2u(x)y · y
|y|n+2s

dy, (4.35)

donde hemos usado que∣∣∣∣ ĺım
s−→1−

C(n, s)

2

∫
B1

R(y)

|y|n+2s
dy

∣∣∣∣ ≤ ĺım
s−→1−

C(n, s)

2

∫
B1

∥u∥C3(Ω)|y|3

|y|n+2s

= ĺım
s−→1−

C(n, s)

2

∫
B1

∥u∥C3(Ω)|y|3

|y|n+2s

= ĺım
s−→1−

C(n, s)∥u∥C3(Ω)

2

∫ 1

0
ρ3−n−2s

=
∥u∥C3(Ω)

2
ĺım

s−→1−
C(n, s) = 0.

Ahora, tomémonos el tiempo para analizar bien la expresión D2u(x)y · y. Notemos que buscamos
ver qué partes de esta expresión son las que van a ser cero y cuales sí van a contar en la suma. Para
ello tomemos la expresión componente a componente específicamente veamos que si i ̸= j,∫

B1

∂iju(x)yiyj dy = −
∫
B1

∂iju(x)
∼
yi

∼
yj dy, (4.36)
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donde ∼
yk = yk para cualquier k ̸= j y ∼

yj = −yj y por ende obtenemos que∫
B1

∂iju(x)yi · yj = 0. (4.37)

Esto se debe a la simetría de la bola en la que estamos trabajando. Ahora veamos las componentes
que no son cero.

Para ello consideremos todas las permutaciones para cualquier i fija, para ello veamos lo siguien-
te.

∫
B1

∂iiu(x)y
2
i

|y|n+2s
dy = ∂iiu(x)

∫
B1

y2i
|y|n+2s

dy =
∂iiu(x)

n

n∑
k=1

∫
B1

y2k
|y|n+2s

dy

=
∂iiu(x)

n

∫
B1

n∑
k=1

y2k
|y|n+2s

dy =
∂iiu(x)

n

∫
B1

|y|2

|y|n+2s
dy

=
∂iiu(x)ωn−1

n

∫
B1

1

|ρ|2s−1
dy =

∂iiu(x)ωn−1

2n(1− s)
. (4.38)

Detallemos los pasos anteriores.
La primera igualdad solamente sacamos al termino ∂iiu(x) de la integral, ya que no tiene de-

pendencia de y.
En la segunda igualdad multiplicamos por el uno 1

n

∑n
k=1 1

En la tercera igualdad, vemos que arriba en la demostración determinamos que |y| > R > 0
en particular observemos que se cumple que yk > 0 por lo tanto aquí aplica el Teorema de Fubini-
Tonelli. Con este podemos intercambiar la suma y la integral.

En la cuarta igualdad sólo aplicamos la suma, después en la quinta igualdad hacemos el mismo
cambio de variable que hemos estado aplicando en esta prueba ρn−1 = |y|. Mientras que en la última
igualdad solo se aplica la integral.

Ahora por último, usando el Lema 4.3, el Corolario 4.10 y las ecuaciones (4.33), (4.35), (4.37) y
(4.38) concluimos que

ĺım
s−→1−

(−∆)su = ĺım
s−→1−

−C(n, s)

2

∫
B1

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|n+2s
dy

= ĺım
s−→1−

−C(n, s)

2

∫
B1

D2u(x)y · y
|y|n+2s

dy

= ĺım
s−→1−

−C(n, s)

2n

n∑
i=1

∫
B1

∂2
iiu(x)y

2
ii

|y|n+2s
dy

= ĺım
s−→1−

−C(n, s)ωn−1

4n(1− s)

n∑
i=1

∂2
iiu(x)

= −∆u(x). (4.39)

Para entender lo que sucedió en el desarrollo anterior demos la siguiente explicación.
En la primera igualdad tomamos el Lema 4.3 y en la segunda igualdad se hace uso de la ecuación

(4.35).
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En la tercer igualdad tomamos a la ecuación (4.37) para una i fija, mientras que en la cuarta
igualdad se aplica la ecuación (4.38).

Por último en la igualdad final aplicamos la suma y el Corolario 4.10. Lo cual demuestra el inciso
(ii).

La proposición anterior es muy importante ya que nos deja ver cómo se comporta el laplaciano
fraccionario y cómo éste, al aplicar los limites, coincide perfectamente con el laplaciano usual. En
otras palabras el comportamiento del laplaciano fraccionario es completamente regular ya que el
comportamiento asintótico que tiene en el cero y en el uno coincide con el laplaciano usual.

4.2. Teorema de existencia y unicidad

Por ahora en este capítulo solamente hemos estado trabajando con el laplaciano fraccionario,
pero para el siguiente teorema regresaremos a usar resultados del capítulo anterior. Cabe recalcar
que este teorema será el más importante de esta tesis, ya que engloba muchos de los resultados más
importantes que hemos visto y es el que concluye este trabajo.

En el capítulo anterior el Corolario 3.18 garantiza la existencia y unicidad de soluciones en el
espacio de Sobolev fraccionario, ahora este corolario lo usaremos para poder garantizar la existencia
de soluciones al problema de Poisson en el espacio H s

0 (Ω). Pero primero veamos el siguiente Lema.

Lema 4.12.
Si u ∈ C2s+α(Ω) entonces

∥(−∆)su∥Cα(Ω′) ≤ C∥u∥C2s+α(Ω), (4.40)

para alguna C(Ω′,Ω, α, s) > 0 y Ω′ ⊂ Ω.

La demostración de este lema hace uso de conceptos que salen del propósito de esta tesis. Por
esa razón se le recomienda al lector consultar [1, Lemma 1.1].)

Este lema será de gran utilidad para concluir el Teorema central de esta sección. Por otro lado
es importante dar la siguiente definición.

Si β > 1 y β ̸∈ N, definimos Cβ(Ω) := C⌊β⌋,β−⌊β⌋(Ω), donde ⌊β⌋ representa el piso de β, es decir,
su parte entera. Con esto ahora si veamos el teorema.

Teorema 4.13. (Teorema de existencia y unicidad para u ∈ H s
0 (Ω))

Sean s, α ∈ (0, 1). Dada f ∈ L2(Ω) existe un único u ∈ H s
0 (Ω) tal que

C(n, s)

2

∫
Rn

∫
Rn

(u(x)− u(y))(φ(x)− φ(y))

|x− y|u+2s
dx dy =

∫
Rn

f(x)φ(x) dx, para toda φ ∈ C∞
c (Ω).

(4.41)

Si u ∈ C2s+α(Ω) ∩ Cs(Rn), entonces

(−∆)su(x) = f(x) para toda x ∈ Ω. (4.42)
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Demostración.
El Corolario 3.18 garantiza la existencia de una solución débil u ∈ H s

0 (Ω) que satisface (4.41). Por
lo tanto, sólo resta ver que si u es lo suficientemente suave, entonces u es una solución clásica, es
decir, que satisface (4.42) punto a punto.

Sean u ∈ C2s+α ∩ Cs(Rn) y φ ∈ C∞
c (Ω), entonces

C(n, s)

2

∫
Rn

∫
Rn

(u(x)− u(y))

|x− y|u+2s
(φ(x)− φ(y)) dx dy

=
C(n, s)

2

[∫
Rn

P.V.

∫
Rn

(u(x)− u(y))

|x− y|u+2s
φ(x) dx dy −

∫
Rn

P.V.

∫
Rn

(u(x)− u(y))

|x− y|u+2s
φ(y) dx dy

]

Antes de seguir con el desarrollo, es importante entender lo que pasa en esta igualdad. Veamos que
al principio hacemos el producto que está dentro de la integral del lado izquierdo, posteriormente
separamos la suma de integrales, lo cual da la suma del lado derecho de la igualdad. Notemos que en
este paso aparece el Valor Principal, esto sucede ya que en el lado izquierdo de la igualdad tenemos
el producto de los términos (u(x)−u(y)) y (φ(x)−φ(y)) donde u ∈ C2s+α ∩Cs(Rn) y φ ∈ C∞

c (Ω).
Dada a la naturaleza de ambas funciones el producto de los términos mencionados arriba logra
“quitar” la singularidad que puede aparecer en el denominador, pero al separar la suma de las
integrales nos quedamos sin este producto. Entonces, para compensar el hecho de que la función u
quizá no sea lo suficientemente regular para que el termino (u(x)−u(y)) “elimine” a la singularidad
que puede aparecer en el denominador, se pone el término P.V. y de este modo garantizamos que
la integral siempre estará bien definida.

Mencionado lo anterior seguimos con el desarrollo.

C(n, s)

2

[∫
Rn

P.V.

∫
Rn

(u(x)− u(y))

|x− y|u+2s
φ(x) dx dy −

∫
Rn

P.V.

∫
Rn

(u(x)− u(y))

|x− y|u+2s
φ(y) dx dy

]

=

∫
Rn

C(n, s)

2
P.V.

∫
Rn

(u(x)− u(y))

|x− y|u+2s
φ(x) dx dy −

∫
Rn

C(n, s)

2
P.V.

∫
Rn

(u(x)− u(y))

|x− y|u+2s
φ(y) dx dy

En le paso anterior solo distribuimos la constante y la metemos a la primera integral en ambos
casos. Continuando la demostración tenemos,∫

Rn

C(n, s)

2
P.V.

∫
Rn

(u(x)− u(y))

|x− y|u+2s
φ(x) dx dy −

∫
Rn

C(n, s)

2
P.V.

∫
Rn

(u(x)− u(y))

|x− y|u+2s
φ(y) dx dy

=

∫
Rn

C(n, s)

2
P.V.

∫
Rn

(u(x)− u(y))

|x− y|u+2s
dy φ(x) dx−

∫
Rn

C(n, s)

2
P.V.

∫
Rn

(u(x)− u(y))

|x− y|u+2s
dxφ(y) dy.

Veamos que en este paso, en la primera doble integral aplicamos el Teorema de Fubini para
cambiar el orden de las integrales, una vez hecho esto sacamos a la función φ(x) de la primer
integral ya que esta no depende de y. En la segunda doble integral solamente sacamos a φ(y) ya
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que ésta no depende de x. Siguiendo con la demostración tenemos,∫
Rn

C(n, s)

2
P.V.

∫
Rn

(u(x)− u(y))

|x− y|u+2s
dy φ(x) dx−

∫
Rn

C(n, s)

2
P.V.

∫
Rn

(u(x)− u(y))

|x− y|u+2s
dxφ(y) dy

=

∫
Rn

C(n, s)P.V.

∫
Rn

(u(x)− u(y))

|x− y|u+2s
dy φ(x) dx =

∫
Rn

(−∆)su(x)φ(x) dx.

Aquí a la primera doble integral la dejamos sola y en la segunda doble integral renombramos a las
variables x y y de tal modo que x ahora es y y vice versa. Con esto nos damos cuenta que tenemos
la misma integral dos veces, por lo que sumamos y nos quedamos sin el termino 1

2 . De aquí nos
damos cuenta que ya obtuvimos la definición del laplaciano fraccionario, por lo que en la última
igualdad solo hacemos uso de la definición, así obteniendo lo que se deseaba.

Con esto obtenemos

C(n, s)

2

∫
Rn

∫
Rn

(u(x)− u(y))(φ(x)− φ(y))

|x− y|u+2s
dx dy =

∫
Rn

(−∆)su(x)φ(x) dx, (4.43)

Y por ende también se cumple∫
Rn

(−∆)su(x)φ(x) dx =

∫
Rn

f(x)φ(x) dx. (4.44)

y por lo tanto ∫
Rn

[(−∆)su(x)− f(x)]φ(x) dx = 0 para todo φ ∈ C∞
c (Ω). (4.45)

Como u ∈ C2s+α(Ω) ∩ Cs(Rn), tenemos que (−∆)su ∈ Cs(Ω) (ver Lema 4.12 ). Entonces por el
Lema 2.24 tenemos

(−∆)su(x) = f(x) para todo x ∈ Ω, (4.46)

que es exactamente lo que se buscaba demostrar.
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