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Capitulo 1

Introduccion

Esta tesis estda dedicada al estudio de soluciones de ecuaciones que involucran al laplaciano
fraccionario de orden 2s, con s € (0,1), denotado por (—A)*. La referencia principal en la que
nos basaremos es el articulo “Hitchhiker’s guide to the fractional Sobolev spaces” [13]|. En
este trabajo demostraremos a detalle algunos de los resultados més importantes de [I3], buscando
presentar cada prueba lo més auto-contenida posible. Ademas, se daran explicaciones detalladas
para que cualquier persona con conocimientos bésicos de anilisis sea capaz de entender dichas
demostraciones sin mucho esfuerzo.

El laplaciano fraccionario (—A)® es un operador pseudo-diferencial y no local. En efecto, éste es
pseudo-diferencial ya que podremos escribir al laplaciano fraccionario en términos de la transformada
de Fourier y es no local ya que el valor de éste no solamente depende del valor de u en un punto
en el espacio, sino que el valor del laplaciano fraccionario depende de todos los valores de u en todo
punto del espacio en el que se esta trabajando.

Para demostrar la existencia y unicidad de soluciones de estas ecuaciones, utilizaremos teoremas
de representaciéon en espacios de Hilbert. El propésito principal de esta tesis es demostrar las propie-
dades basicas de los espacios de Sobolev fraccionarios, analizar algunas propiedades del laplaciano
fraccionario que explican por qué puede considerarse como un operador fraccionario a nivel intuitivo
v la existencia y unicidad de soluciones a problemas lineales con condiciones de Dirichlet. Para ser
més precisos, dada una funcién f adecuada, buscamos una solucion lo suficientemente regular (en
especifico u € C?5+2(Q) N C*(R™), aunque esto lo veremos en su debido momento) de la ecuacion

(—=A)’u(x) = f(x) para todo x € €2, u=0 en R"\. (1.1)

Donde el laplaciano fraccionario (—A)® sera definido en el Capitulo 4, especificamente en la Defini-
cion 11

Para demostrar esta ecuaciéon, como ya se menciond anteriormente, usaremos un acercamiento
de espacios de Hilbert y se evita usar cualquier resultado de la teoria de interpolacion.

Comenzamos por motivar la importancia del laplaciano fraccionario (—A)® y entender su origen.
El laplaciano fraccionario es un operador que generaliza al laplaciano usual y sirve para modelar
difusiones anémalas, por ejemplo, movimientos mediante saltos. Para apreciar la universalidad de
los procesos difusivos, comenzaremos por discutir la importancia del laplaciano en la ciencia.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.1. La importancia del laplaciano

A través de la historia reciente, el mundo de las matematicas y el mundo de la fisica han estado
intimamente entrelazados, a tal punto que en muchas ocasiones teorias mateméticas completas han
surgido por la necesidad de herramientas para poder explicar sucesos fisicos. Un gran ejemplo de esta
simbiosis es el operador de Laplace o mejor conocido como el laplaciano, pero ;qué es el laplaciano?

En pocas palabras el laplaciano se define como la divergencia del gradiente de una funcién esca-
lar; éste, por definicién, es un operador diferencial. En principio esta definicién no es muy concisa
para entender qué representa el laplaciano. Entonces, para dejar mas clara esta idea, primero vea-
mos la expresion mateméatica del laplaciano, después las definiciones de gradiente y divergencia por
separado y posteriormente tratemos de darle sentido a la definicién del laplaciano.

Sea f : R™ — R una funcién escalar, entonces su laplaciano se define como

ox?’
i=1 i

Af:=div(Vf) = (1.2)

Por un lado tenemos que el gradiente de una funcién escalar f es un campo vectorial que apunta
en la direccién donde la razoén de cambio de una funcién es mayor, i.e. si f describe una densidad,
entonces V f es un vector que apunta hacia la regién de mayor densidad. Por otro lado la divergencia
de un campo vectorial es una funciéon escalar que mide la diferencia entre el flujo saliente y el flujo
entrante en un dominio. Notemos que, por el teorema de la divergencia, para cualquier dominio con
frontera suave V C R",

Vf-vdo= / Oy fdo = / Af(z)dz,

ov oV \%

donde v es el vector normal unitario exterior sobre OV. Esto nos indica que una funcién es armonica
(Au = 0) si y solo si el flujo asociado a la densidad u esta en equilibrio (pues el flujo entrante y
saliente alrededor de cualquier frontera V es cero en promedio). De igual modo, si el laplaciano es
positivo (Au > 0), entonces el flujo neto es en promedio positivo.

Mencionado lo anterior, la pregunta que surge es ;para qué sirve el laplaciano? Este operador ha
sido utilizado a lo largo de la historia para describir fendmenos como difusion (de calor o en dindmica
de fluidos), potenciales eléctricos y muchas propiedades que surgen en la mecanica cuantica. Mas
adelante en esta seccién veremos ejemplos concretos de esto.

Una vez que ya esta clara la definicion del laplaciano y tenemos una idea de su utilidad, debemos
hablar de su origen, ya que éste surge a partir de un problema fisico y posteriormente éste se extiende
al campo de las mateméticas donde también se estudia de manera independiente.

Este operador fue usado por primera vez por el mateméatico Pierre-Simén Laplace en su trabajo
Traité de mécanique céleste [30] en donde usa el laplaciano para estudiar al potencial gravita-
cional que a su vez describe cémo las fuerzas gravitatorias varian dependiendo de la posiciéon de un
objeto en un sistema de varias masas. Al usar al laplaciano de este modo, Laplace pudo simplificar
al potencial gravitacional de tal modo que pudo describir el movimiento de los planetas de manera
precisa y determinar la distribucién de masa y estabilidad del sistema solar.

A partir del trabajo de Laplace, el laplaciano se comenzé a usar en muchos otros campos de
la fisica. Fourier, por ejemplo, lo utiliz6 para su teoria de conduccién de calor, lo cual consolidé la
utilidad de este operador de manera mas robusta [23].
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1.2. EL LAPLACIANO FRACCIONARIO

Posteriormente este operador se comenzé a usar para modelar diferentes fenémenos que hasta
ese entonces permanecian sin explicaciéon. Esto ha llevado a que el laplaciano sea una herramienta
bésica de muchos campos de las matematicas, la fisica, la quimica, la biologia, la ingenieria y otras
disciplinas de la ciencia, por lo tanto sus aplicaciones han sido muy amplias.

Una de estas aplicaciones esta en el campo de la termodindmica donde el laplaciano se utiliza para
calcular de manera correcta la conduccién transitoria de calor en cuerpos de composicién homogénea
y no homogénea [38|. Al igual, el laplaciano es util para el estudio de campos magnéticos. Un buen
ejemplo de esta aplicacion esta en la referencia [I7], donde se usa al laplaciano para saber de
manera precisa el efecto que tiene un campo magnético en la transferencia de calor cuando tenemos
nanotubos de carbono suspendidos en nanofluidos. En otros campos de la ciencia, el laplaciano
también ha sido ttil ya que éste es utilizado en el procesamiento de imégenes para la detecciéon de
ruido en ellas [39] y deteccion de zonas desenfocadas/borrosas [7].

Por otro lado una aplicacién interesante del laplaciano es la que surge en la mecanica cuanti-
ca, pues una de las ecuaciones fundamentales de la mecénica cuantica es la ecuaciéon de onda de
Schrédinger, la cual es una ecuacién diferencial parcial lineal.

ihgtlll(r,t) = —%A\If(r,t) + VU(r,t),
(ver,|22, Chapter 3, (3.50)])

Notemos que podriamos decir que esta ecuaciéon es una versioén cuantica de la segunda Ley de
Newton en el sentido de que la ecuacién de Schrodinger, a partir de ciertas condiciones iniciales,
nos dice como la ecuacién de onda de un sistema cuantico cambia a través del tiempo. El laplaciano
aparece en esta ecuaciéon como un operador espacial para ecuaciones de onda en dos dimensiones o
mas y ayuda a modelar el comportamiento de dicha ecuaciéon a través del tiempo.

Para aquellos que estén interesados en adentrarse mas en el tema se les recomienda consultar [22],
que explica de manera precisa la misma ecuaciéon de Schrodinger, sus interpretaciones y soluciones;
también para aquellos que estén interesados en saber como se derivo dicha férmula, una buena
referencia es [40]. Notemos que el laplaciano no s6lo aparece en la ecuaciéon de onda de Schréodinger,
sino que éste también es usado para el cilculo de niveles de energia de un sistema cuantico, como se
puede ver en la referencia [8]. Los niveles de energia se determinan encontrandole a la ecuacion de
Schrodinger una solucion que esta determinada por ciertas condiciones de frontera. Estas soluciones
generalmente son eigenfunciones donde sus eigenvalores son los niveles de energia.

Los fenomenos discutidos previamente (y muchos otros) estan vinculados por la nocion de difu-
sién incorporada en el modelo a través del laplaciano. Existen, sin embargo, variantes mas complejas
de estos fendbmenos que involucran difusiones anémalas. Una manera de incorporar en los mode-
los a este tipo de difusiones es mediante el uso del laplaciano fraccionario, el cual discutiremos a
continuacion.

1.2. El laplaciano fraccionario

El laplaciano fraccionario se representa con el simbolo (—A)?® y se define como

(—A)*u(z) = C(n,s) P.V. /R ) wdy
u(x) — u(y)

=C(n,s) lim e Y,

e—0t R7\ B () |l‘—

11



CAPITULO 1. INTRODUCCION

donde B.(z) se refiere a la bola de radio € centrada en x.

Primero notemos que el exponente s indica la potencia del laplaciano. Se puede considerar
cualquier nimero real positivo para s (ajustando pertinentemente la definicion, ver [1]), pero en
esta tesis solo trabajaremos con s € (0, 1), el cual es el caso mas estudiado.

Por otro lado tenemos una constante C'(n, s) la cual depende de la dimension del espacio y del
grado del operador, ésta tiene una forma muy especifica, la cual se puede ver en el Capitulo 4,
identidad . Esta constante sirve para consolidar el comportamiento asintotico del laplaciano
fraccionario. En particular, veremos en la Proposicion que

(—A)* 2 (—A) y (A o 1,

Otra hecho que salta a la vista es el término P.V. | el cual es una abreviacion de la frase In the
Principal Value Sense. Este es importante para que la integral esté bien definida en el punto de
singularidad del nticleo |z — y|~"72%. Para entender mejor cémo funciona el P.V. se recomienda ver
la Observacion {2

La nocion del laplaciano fraccionario aparece de forma natural en la teoria de procesos estocas-
ticos, pues (—A)* es el generador infinitesimal de un proceso de Lévy con saltos (también llamados
a-estables). Por esto, recomendamos ver los primeros capitulos de [10].

El laplaciano fraccionario sirve también para modelar flujos con difusién anémala, procesos de
difusion debidos a desplazamientos aleatorios, modelos de olas de agua [10, Chapter 4|, modelo
del flujo turbulento [19], dislocacion cristalina o defecto cristalino [14, [I5] [10], difusion anémala
o difusién por procesos de saltos aleatorios [34, Capitulo 1.4] y planteamiento de ecuaciones no
locales de tipo Schrodinger [10, Capitulo 7|, entre muchas aplicaciones méas. Entre estas aplicaciones,
una que es particularmente interesante es el modelaje del flujo turbulento a través del laplaciano
fraccionario [19]. Esto es interesante, ya que se trata de resolver un problema fundamental que tiene
la dindmica de medios deformables, llamado el problema de cerradura, en déonde hay mas incégnitas
que ecuaciones.

Veamos que el problema de cerradura es el principal motivador para usar al laplaciano fraccio-
nario como una herramienta para modelar este flujo, de manera breve, veamos porque. Primero
notemos que el problema de cerradura aparece al tratar de modelar al flujo turbulento a partir
de modelos que usan a las ecuaciones de Navier-Stokes u otros modelos similares que se basan en
ellas, ver [32]. Esto sucede ya que cualquier método que parta de estas ecuaciones siempre se va
a encontrar con que hay mas incégnitas que ecuaciones a resolver. Ante esto, se han tratado de
hacer modelos numeéricos para tratar de verificar si Navier-Stokes sirve para modelar este flujo, el
problema es que dichos modelos numeéricos tardarfan mucho en completarse con la tecnologia actual.
Por esta razon en los ultimos afios se han hecho modelos que incluyen difusiones anémalas (y por
ende al laplaciano fraccionario), para asi poder dar un sistema de ecuaciones que describa a dicho
flujo y ademés carezca del problema de cerradura.

Estas son solo algunas de las muchas aplicaciones que tiene el laplaciano fraccionario. Este
operador ha empezado a ser mas popular en los tltimos anos, debido a que anteriormente se usaba
la teoria de interpolaciéon. El problema es que esta teoria es muy compleja y requiere mucho estudio
previo. Afortunadamente, en los tltimos afios se logré ver que se puede estudiar al laplaciano
fraccionario, en ciertos casos, evitando parte de esta teoria y que, en su lugar, se puede usar un
acercamiento méas directo. Uno de los articulos principales que hacen esto es [13] y por esa razon
lo tomamos como referencia principal de esta tesis. Dicho lo anterior y considerando que ya hemos
dado una motivaciéon para el laplaciano fraccionario pasamos a ver los resultados principales de esta
tesis.

12



1.3. RESULTADOS PRINCIPALES

1.3. Resultados principales

En esta seccién veremos como esta organizada esta tesis y discutiremos algunos resultados y su
importancia para asi motivar este trabajo.

Como se comentd al principio de esta introducciéon uno de los resultados principales es probar
la existencia y unicidad de soluciones de (1.1)). Para ello primero necesitamos desarrollar la teoria
que rodea al espacio de Sobolev fraccionario.

Tomando esto en cuenta veamos que el espacio fraccionario de Sobolev se define como

WP(Q) = {u e LP(Q) : M e LP(Q x Q)} con s € (0, 1).
T —y|r

Este, al ser un espacio de Sobolev tiene una norma, la cual se definira en el Capitulo 3, Deﬁnicién
por lo pronto no es necesario ver la forma especifica de esta norma. Pero lo que si es importante,
es entender que con ésta podremos probar un resultado importante, el cual dice que el espacio
fraccionario de Sobolev es un espacio de Banach y de Hilbert (dandole un producto escalar adecuado
y tomando que p = 2), esto se demostrara en el Capitulo 3, Proposicion

El siguiente resultado importante que demostraremos es un tipo de encaje de Sobolev, el cual
es continuo, para ser precisos lo que se va a demostrar es que si tomamos s < s/ con s €
(0,1) entonces W*P(Q) C W*P(). Este resultado es importante ya que nos deja ver que el
comportamiento de estos espacios fraccionarios es similar al comportamiento para el espacio de
Sobolev usual. Posteriormente podremos generalizar este resultado al caso donde s > 1. Todo esto
se vera en el Capitulo 3, seccién 3.1.

Una vez que los resultados anteriores se demuestren se pasaré a probar que el espacio de funciones
con soporte compacto C2°(R™) es denso en W*P(R"). Este es un resultado de densidad y uno de
los teoremas mas importantes de esta tesis. Ademas, vale la pena comentar que este resultado en el
caso del espacio de Sobolev usual no es muy complicado de probar, pero para el caso fraccionario si
lo es, como se vera al final del Capitulo 3, secciéon 3.1.

Con el teorema anterior, veremos que para una () arbitraria no siempre podremos garantizar
que el espacio de funciones con soporte compacto sera denso en W*P(R"), este hecho motiva definir
al siguiente espacio

Wyt () : {U € WHP(R") : u(z) = 0 para x € R™ \ Q},

el cual se demostrara que también es de Hilbert (cuando p=2) , como se puede ver en el Capitulo 3,
Teorema [3.10] Este espacio es importante ya que incorpora las condiciones de frontera de Dirichlet,
las cuales estan presentes en el Problema .

Una vez que se defina al espacio #;"(€) el siguiente resultado importante de esta tesis es
la desigualdad de Poincaré, Capitulo 3, seccién 3.3. La importancia de este resultado es que nos
va a ayudar a dar equivalencias entre las normas del espacio %S’p (Q) y el espacio de Sobolev
fraccionario W*P(R"™). Posteriormente pasamos a demostrar el teorema de representacion de Fréchet-
Riesz (Corolario para el espacio J () = #,7P(Q2) con p = 2, el cual ayuda a dar una relacion
entre el espacio de Hilbert J2°(2) y su espacio dual. Este es un resultado importante, ya que es
atil para argumentar que existen soluciones débiles al problema de Poisson fraccionario.

Por otro lado, el Capitulo 4 esta dedicado en su mayoria a la definicion del laplaciano fraccionario
y la consolidaciéon de su comportamiento. Los resultados mas importantes son:

13



CAPITULO 1. INTRODUCCION

1. La definicién del laplaciano fraccionario y su explicacién extensa para entender todos los
elementos de su definicion.

2. Una herramienta que sirve para evitar el uso del Valor principal en la definicion del laplaciano
fraccionario, Capitulo 4, Lema [4.3]

3. Un resultado de limites que consolida el comportamiento del laplaciano fraccionario cuando s
tiende a cero por la izquierda y s tiende a uno por la derecha. De manera mas precisa

Sea n > 1, entonces si u € C°(R™) los siguientes argumentos se cumplen:

()l e (—A)°
() lim, - (~A)"
El cual se demuestra en el Capitulo 4, Proposicion

U,

U
u = —Au.

Por ultimo en la tesis (y al final del Capitulo 4) demostramos el siguiente teorema.

Teorema 1.1. (Equivale al Teorema del Capitulo 4)
Sean s,a € (0,1). Dada f € L?(Y) existe un inico u € S (Q) tal que

Cn s /n /n uy)((z) = e(y)) dxdy = - f(z)p(z) dz, para toda ¢ € C°().

!x -yl

Mds atin, siu € C*T*(Q) N C*(R"), entonces
(—=A)’u(x) = f(x) para todo x € €.

Una vez que se demuestre este resultado, se concluira la tesis. Es importante notar que todos
los resultados que aqui se demostraran no hacen uso de teoria de interpolacién y solamente usamos
herramientas béasicas de analisis y andlisis funcional.

Para concluir, mencionaremos un par de observaciones respecto al Teorema Como la exis-
tencia de la solucién estd garantizada por el Teorema de representaciéon de Fréchet-Riesz, el lado
derecho f también puede tomarse en el espacio J7°(£2)*, es decir, en el espacio dual de ().
Ademas, si se supone que f € CB(Q), entonces por la teoria de regularidad eliptica de problemas
fraccionarios, se sabe que la solucion satisface que v € C?7%(Q) N C*(R") para algtn a > 0, véase
[35, Lemma 2.2 y Lemma 2.3].

14



Capitulo 2

Resultados preliminares

En este capitulo daremos definiciones y resultados que seran de utilidad para la tesis, sin ahondar
en las definiciones. En caso de que el lector quiera saber mas sobre los resultados y definiciones
individuales de este capitulo se recomienda consultar las referencias proporcionadas.

2.1. Espacios y funciones

Definicién 2.1.
Sea X un espacio vectorial y || - || su norma correspondiente. Decimos que (X, || - ||) es de Banach si
es completo, (ver [11, Definicion 5.5|).

Definicién 2.2.
Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H con un producto escalar (-,-) que es completo
respecto a la norma inducida || - || = /(+,-), (ver |11}, Definicién 15.5]).

Definicién 2.3.
Un espacio de medida (€2, A, 1), es un espacio que esta compuesto por 2 un conjunto, A una
o-algebra en el conjunto 2 y p la medida en (§2,.4), (ver [37, Chapter 1]).

Definiciéon 2.4.

Sea (2, A, 1) un espacio de medida, por lo tanto definimos al espacio de Lebesgue LP(Q, A, 1) (o
LP(Q) para facilitar la notacién) como un espacio de Banach en donde tenemos que si 1 < p < oo,
entonces se cumple que

/ FEIP dulz) < oo,
Q

donde f es una funcion. Ahora, si f € LP(Q) y 1 < p < oo se define la norma LP del siguiente modo

1wy = ( /Q )P du<m>> '

(Ver [37, Chapter 1]).

15



CAPITULO 2. RESULTADOS PRELIMINARES

Definicion 2.5.
Paran € N tomemos una funcién f : R® — R integrable. Decimos que f es rapidamente decreciente
si para todo v = (71, ..,7) € N" la funcién producto

x— 2 f

es acotada, donde 7 = (1) ... (z,)" es cualquier producto dado por las potencias de las funciones
de coordenadas canonicas.

Ahora veamos la siguiente definicién que se relaciona con lo anterior:

Para n € N tomemos una funciéon suave f : R® — R, decimos que f tiene derivadas parciales
rapidamente decrecientes si el valor absoluto del producto de cualquier derivada parcial dgf de f
con cualquier funcién polinomio estd acotado para algunas constantes positivas K, g es decir

Vy,B € N Sup 27 0sf (@) < Ky
TER™

(Ver [27), Definition 7.1.2]).

Definicion 2.6.
Sea n € N, entonces el espacio de Schwartz .(R™) es un espacio vectorial topolégico que cumple
lo siguiente

= Su espacio vectorial subyacente es un subespacio de C°°(R™) sobre las funciones con derivadas
parciales que decaen rapidamente.

= Su topologia esta inducida por las semi-normas dadas por p, g(f) := ||[z705f(2)||.

(Notemos que ésta es la forma general, més adelante definiremos de manera mas especifica
qué funciones usaremos en la semi-norma)

Un espacio que cumpla esto es llamado un espacio de Schwartz y lo denotamos por

S(R") ={f € C*(R")[vVy,8€N" : Sup 127051 (2)]] < Ky 3 < oo}
TER™

(Ver [27, Definition 7.1.2]).

Definicién 2.7.
Dado un espacio vectorial V', definimos a su espacio dual V*, como el espacio que contiene al
conjunto de todas las transformaciones lineales continuas ¢ tales que g : V' — K donde K es un
campo.

En este caso el espacio dual del espacio de Schwartz seria

L*(R") ={g € S (R") - R: g es lineal y continuo}.
(Ver |20, Appendix DJ).
Definicion 2.8. (Notaciéon de multi-indice)

» Un vector de la forma a = (a1,...,q,), donde «; es un entero no negativo, es llamado un
multi-indice de orden

‘a‘:al—i-_'_an
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2.1. ESPACIOS Y FUNCIONES

s Dado un multi-indice de orden « definimos

olelu(x)

D~ =
u@) ozt ... 0z

= Si k es un entero no negativo entonces,

DFu(z) := {D%(z) : |a| = k}.

= Definimos a a! como

al = oqlag! ... ay!

» Definimos a (z — a)® como

(z—a)* = (z —a)l.

(Ver |20, Apendix A, Notation for derivatives]).

Definicién 2.9.
Sea u € Li,.(2). Decimos que u es débilmente diferenciable en (2 si existen vy,...,v, € L} ()
tales que

_r — 20 (()
/uaxa—l—/vgo 0 VeelX(Q),

para toda a = 1,...,n y donde C°(2) es el espacio de todas las funciones infinitamente diferen-
ciables con soporte compacto en 2 (a estas se comunmente se les llama funciones de prueba).
Si lo escribimos en notacién de indices tenemos

/uDagD—l—/vgpz() Vo € C°(9).
Q )

Por lo que decimos que la funcion v es la derivada débil de la funcion wu, (ver [II Definicion 16.2]).

Definicién 2.10.
Sea el Ck(Q) el espacio compuesto por todas las funciones k-veces continuamente diferenciables en
Q, donde €2 es acotado. La norma de este espacio es

lullory = D I1D%ulloo,

|| <k
donde « es un multi-indice en N, (ver [20, Section 5, Subsection 5.1]).

Definicién 2.11.
Sea 2 € R™ un conjunto abierto y acotado. Definimos al espacio de funciones Hoélder continuas como

cm™(Q) = {u € C™(Q) : D% € C%7(Q) donde || = m},
donde « es un multi-indice en N”, (ver [20), Section 5, Subsection 5.1|).
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CAPITULO 2. RESULTADOS PRELIMINARES

Definicién 2.12.
Una funcién u pertenece al espacio C%7(€2), con v € [0,1] y Q C R™ un abierto, si se cumple que

[u]con(q) == sup ulz) = uly) < 0. (2.1)

z,yEQ,x Yy ’x - y|’Y

Cuando ({2.1)) se cumple con v = 1, decimos que u es Lipschitz continua en €, (ver [20, Section 5,
Subsection 5.1]).

Definicién 2.13.

Sea 2 C R™ un abierto, p € [1,00] y k € Ny, entonces el espacio de Sobolev W*?(Q) es el espacio
de todas las funciones u € LP(2) que tienen derivadas parciales débiles y que pertenecen al espacio
LP(Q). Esto se cumple para todo multi-indice « tal que |a| < k. Escrito de otra manera tenemos:

WEP(Q) := {u € LP(Q) : u es débilmente diferenciable en Q y D% € LP(Q) V|a| < k}
Para k € Ny definimos: H*(Q) := W*2(Q), (ver [LT] Definicion 16.11]).

Definicién 2.14.
La transformada de Fourier es un operador continuo .% : L'(R") — L>(R") el cual se define de la
siguiente manera.

Si u € L'(R™) entonces la transformada de Fourier .#u = @ esta dada por

1 .
w(y) := = / e "Yu(x) dv Yy eR",
(2m)2 Jrn
y la inversa .# ~'u = @ esta dada por
g 1 i
u(x) == = / e Yu(x) dr Yy e R",
(27‘(‘)5 n

Si u,v € LY(R") la transformada cumple las siguientes propiedades:

» La transformada de Fourier es una aplicacion lineal: .7 (au + bv) = a.% (u) + b.% (v) con a y b
nimeros complejos cualquiera.

» La transformada de Fourier da un cambio de escala: .#{u(az)}(y) = ﬁﬁ{u}(%), con @ un
real distinto de cero.

= La transformada de Fourier da traslaciones: . {u(z—a)}(¢) = €% *.Z {u}(y) para todo ntimero
real a. Este serfa un cambio en el tiempo o una traslacion en la variable temporal.

s La transformada de Fourier da traslaciones en la variable transformada. La cual seria una
traslacion en la variable frecuencia: F{u}(y — a) = Z{e™*f(z)}(y).

» Cumple lo siguiente para convoluciones: F{u x v}(y) = F{u}(y)F{v}(y) y F{uwv}(y) =
(F{u}x F{v})(y)-

» Ademés recordemos que podemos extender a la transformada de Fourier de . (R™) a .#*(R"),

(Ver |20, Section 4, Subsection 4.3.1]).
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2.2. TEOREMAS IMPORTANTES

Definicién 2.15.
Definimos a la funciéon Gamma I'(z) : {Re(z) > 0} € C — C como la funcion integral

F(z):/ t*~le~tat,
0

donde esta integral converge absolutamente para Re(z) > 0. Algunas propiedades ttiles son:
» I'(n+1) =n! paran € N.
» D(z+1) = 2I'(2)

- D(z+n) = S

paran € Z

(Ver [6l, Section 18.2]).

Definicién 2.16.

Definimos a la funcién Beta como la funcién integral

1
B(Zl,ZQ) :/ tZl_l(]_ —t)ZQ_ldt,
0

con zi1, 22 € C tal que Re(z1), Re(z2) > 0.
Ademas es importante notar que la funcién B es simétrica para todo z1, 20 € C y se relaciona con
la funcion Gamma mediante la propiedad

B(z1,22) =

(Ver [5, Chapter 2 ).

2.2. Teoremas importantes

Definicién 2.17.
Un espacio de probabilidades (€2, A, i), es un espacio medible (€2, ) con la o-algebra A, donde la
medida p es una distribucion de probabilidad, i.e. i debe de cumplir que

/duzl.
Q

(Ver [12], Section 1.1, Subsection 1.1.1]).

Lema 2.18.
Sea (Q, A, i) un espacio de probabilidades y tomemos una funcion f : Q — R tal que sea medi-
ble respecto a la medida p y una funcion ¢ : R — R tal que sea convexa. Entonces la siguiente

desigualdad se cumple.
o [ san)< [ oo san.
Q Q

A esta desigualdad se le llama la Desigualdad de Jensen, (ver [16, Theorem 1.5.1]).

19



CAPITULO 2. RESULTADOS PRELIMINARES

Lema 2.19. (Lema de Fatou)
Dado un espacio de medida (2, A, 1) y un conjunto X € A, tomemos { f,,} una sucesion (A, Br>o)-
medible y no negativa de funciones f, : X — [0,00] tal que f: X — [0, 00] donde

flx) = lirginf fn(x)  para cualquier x € X,

n o0

entonces f es (A, Br>o)-medible y ademds la siguiente desigualdad se cumple.

fdu < h’minf/ fndu,
/)‘{ n—oo Jx

donde PBr>o denota a la o-dlgebra de los conjuntos de Borel en [0,+00] y liminf, s fndp < oo,
(ver [20, Appendiz E, Theorem 3/).

Definicién 2.20.

Una sucesion regularizante (o de Dirac) (pe)ee(o,1) es una familia de funciones p. € C2°(R") (espacio
de las funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto) donde supp pe € Be(0) que
satisface las siguientes propiedades.

1. (pe) > 0 para toda e.
2. [gn pe(t)dt =1 para toda e.

3. Para todor >0y 6 > 0 existe € € (0, 1) tal que

/ pe(t)dt < 6.
R™\ B (0)

(Ver |31, Theorem 2.16]).

Teorema 2.21.
Sea (pe)ec(o,1] una sucesion regularizante (o de Dirac) y f € L} (R™).

1. Si f € L (R™) para p € [1,0), entonces pe x f € C®(R™) con D*(pe * f) = (D%p¢) * f para

loc

a € N, Ademds tenemos que pe* f — f en L (R"™) para € — 0.
2. Si f € LP(R™) para 1 < p < oo entonces se cumple que limc—q ||pe * f — f|lp = 0.
(Ver [31, Theorem 2.16] y [20, Appendiz C, Theorem 7]).

Teorema 2.22. (Radon-Riesz)

Sea (X, -]|) un espacio normado y (x,,) una sucesion en X. Decimos que el espacio X tiene la
propiedad de Radon-Riesz si se cumple lo siguiente:
Si () = 2 € X ylimy—oo [|[Tm]| = ||2||, entonces tenemos que
mlg)nOO |xm — z|| = 0.

(Ver [33, Definition 2.5.26]).
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2.2. TEOREMAS IMPORTANTES

Teorema 2.23.

i) Sea f:R"™ = R una funcion continua y sumable. Entonces

“+o00
- fdx = /0 (/HB@M) de) dr, (2.2)

para cada xg € R™.

ii) En particular

d
@ / fdx :/ fds, (2.3)
dr B(zo,r) OB (zo,r)

para cada r > 0, (ver [20, Appendixz C, Theorem 4]).

Lema 2.24. (Teorema Fundamental de Cdlculo de variaciones)
Si dos funciones continuas f(x) y g(z) en un conjunto abierto Q C R™ cumplen la igualdad

[ 1#(@) = g@e(o)dz =0,

para toda funcion de prueba ¢ € ), entonces g(x) es diferenciable y cumple que la derivada de g(x)
es igual a la funcion f(x), (ver [25, Chapter 5, first lemmal).

Teorema 2.25. (Taylor en varias variables)
Sea f : R" — R una funcion que es k veces continuamente diferenciable en un punto a € R",
entonces existen funciones hy : R™ — R que cumplen que

foy =3 2D et S @) - o

al
lo| <k la|=k+1
con lim hy(x) =0
T—>a a( ) ’

donde la funcion hq(x) estd definida como

o) = 19 [ a-0empe et tte - apar

yla| =k, (ver [29, Abschnitt 2.4]).

Corolario 2.26.
Sea u € C3(R™) una funcion u: R* — R que cumpla las hipdtesis del Teorema entonces

u(z +y) +ulz —y) = 2u(z) = D*u(x)y -y + R(y),
donde z,y € R" y |R(y)| < Cllullcsmn)lyl® para alguna C > 0 independiente de u.
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CAPITULO 2. RESULTADOS PRELIMINARES

Demostracion.
Primero definamos la siguiente funciéon. Sea f(y) = u(x +y) con y € R™, € R" fija y notemos que
la expansion de Taylor de segundo orden (con a = 0) es

F0) =+ ) =u@) + 3 Cu@))+ Y A ()

lal=1 |a|=2 ol
+ Y j.‘ 1 oD snarty 2.0
laj=3

Tomando la definicion de la funcion h(y) tenemos

F) =u(z+y) =u(@)+ Y u@)(y)*+ > aame) W)*+ > haly)m)™  (25)

|al=1 |or|=2 la|=3

Ahora notemos que f(—y) = u(x — y) y su expansion de Taylor de segundo orden es

fw) = ule ) = ule) — 3 Pu@)) + Y L)

lal=1 |a|=2
-y la] 1(1—t)|a"1D°‘f( t)dt(y)® 2.6
laj=3 70
Tomando la definicion de la funcion hy(y) definimos ﬁ;(y) = —hq(y), entonces

Few) =ue—) =) — Y @@+ Y T ey Y e @)

la|=1 |or|=2 |a|=3

Dado lo anterior sumamos las ecuaciones (2.5)) y (2.7) y obtenemos lo siguiente:

u(@+y) +u(z —y) =2u(z) + » 53“ *+ Z ' ha ()] (y)"-

laj=2 jal=3 *

Por lo tanto,

—

u(@+y) +ule —y) - 2ulx) = Y aaa u(@)(y)* + R(y), Ry) =Y %[ha(y) +ha(y)](y)".
|a|=2 |a|=3

Veamos que para calcular la suma que esta arriba necesitamos tomar en cuenta que, como |a| = 2,
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2.2. TEOREMAS IMPORTANTES

tenemos las siguientes opciones

(2,0,...,0) representa y3011u(z);

(0,...,0,2) representa y20p,u(z);

(1,1,0,...,0) representa y1y2012u(x) y yoy1021u(x);
(1,0,...,0,1) representa y1ynO01,u(x) ¥ Yny10n1u(z);
(0,1,1,0,...,0) representa y2y3dazu(x) y y3y2032u(x);

(0,1,0,...,0,1) representa Yoy, d2nu(x) ¥ Yny20n2u(x);
(0,0,1,1,0...,0) representa y3y4034u(x) ¥ yay30s3u(z);

(0,1,0,...,0,1) representa Yoy, Gonu(x) ¥ Yny20n2u(x);

(0,...,1,1) representa Yn—1Yn0m—1)n¥(T) ¥ YnYn—10n(n—1)u().

Por lo tanto obtenemos lo siguiente.

u(r +y) +u(z —y) — 2u(x) = Y201 u(r) + y1y2012u(x) + yoy1Ga1u(x) + - - + Y2 Opnu(z) + R(y)
= y2onu(x) + 2y1y2012u(x) + - - - + Y2 0umu(z) + R(y). (2.8)

Ahora por otro lado analicemos la parte derecha de la ecuacion. Especificamente veamos la expresion
para D?u(z)y - y.

811U($) - 31nu(x) Y1
D?u(z)y -y = : : Y
Onu(z) ... Oppu(z) Un
y1011u(x) + - - - + ypOru(x) Y1

ylanlu(x) + -+ ynannu(x) Y2
= yf(?uu(x) + y1y2812u(x) + y2y1821U($) + -+ y?lamu(x). (2.9)

A la ecuacion anterior le sumamos el residuo R(y) y entonces vemos que ésta seré exactamente la
ecuacion (2.8), que es lo que se queria demostrar.

Veamos ahora la cota para el residuo. Primero veamos que como |a| = 3, la funcion hq(y) tiene la
cota

lel

1 1
o)l = [ / (1 - )1 Du(a + ty)dt|< 3 / ullcsdt = 3llullos, (2.10)
- JO 0
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CAPITULO 2. RESULTADOS PRELIMINARES

hacemos un proceso anélogo para h, y con esto podemos acotar a R(y) como

2 — @
[R)| ={D ~ilha(y) +haWI()®| < 2lullos > 1yl = Cllulles|yl®. (2.11)
=3 la]=3
para alguna constante C' > 0 independiente de u. O
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Capitulo 3

El espacio de Sobolev fraccionario

Este capitulo esta dedicado a definir al espacio de Sobolev fraccionario W*P(2), ver sus propie-
dades y demostrar algunos resultados importantes que lo involucran. Empezaremos demostrando
resultados que en el caso del espacio de Sobolev usual son bésicos, pero para el caso fraccionario
estos resultados no son tan directos u obvios. Esto se debe a que en este caso estamos trabajando
con una nocién de derivada fraccionaria débil.

Esto nos ayudara como un fundamento para poder después trabajar con resultados méas comple-
jos. No es inmediato entender porque las funciones en W*P(2) pueden interpretarse como “derivadas
fraccionarias débiles”. Esto quedara maés claro hacia el final de la tesis, pero por lo pronto basta
decir que es un espacio funcional adecuado para estudiar el problema de forma variacional, en
particular el operador (—A)® no se utiliza de forma directa en las pruebas de existencia y unicidad
(de soluciones débiles) sino que se emplea una forma bilineal asociada a (—A)® (a través de una
formula de integracion por partes) la cual estd bien definida en espacios de Sobolev fraccionarios.
Una vez que acabemos con estos resultados basicos pasaremos a algunos més importantes, entre
ellos veremos encajes de Sobolev para este espacio y resultados de densidad. Todo esto es con el
proposito de llegar a la Desigualdad de Poincaré y al Teorema de Representaciéon de Fréchet-Riesz.

3.1. Resultados para espacios de Sobolev fraccionarios

Definiciéon 3.1. (Espacios de Sobolev Fraccionario)
Sea 2 C R™ un abierto, p € [1,00) y s € (0, 1). Definimos el espacio de Sobolev fraccionario W*P(£2)
como:

WHP(Q) 1= {u e LP(Q) : (z,y) — w e LP(Q x Q)}.
T —y|P

A este espacio lo dotamos con la siguiente norma (probaremos que en efecto ésta es una norma en

la Proposiciéon .

|—

[[ullywsp ) : (/ \u|pdw+/ A \u|($)_ |n5rs])0|p dxdy)p.
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CAPITULO 3. EL ESPACIO DE SOBOLEV FRACCIONARIO

Notemos que si solamente tomamos al segundo término de la suma anterior podemos definir una
semi-norma para u, que se llama la semi-norma de Gagliardo (ver [24]) para u:

1
- [u(@) — uly)P ’
[ulws») = (/Q o T — g drdy | .

Veamos que esta seminorma cumple [u]ws,p(g) < 00, ya que si no fuese este el caso, la norma
|[u||ws.p(0) no tendria sentido.

Con lo anterior ahora veamos el siguiente resultado que nos garantiza que W*P(2) es un espacio
de Hilbert cuando p = 2.

Proposicion 3.2.

Sea Q C R™ un abierto, p € [1,00) y s € (0,1). Entonces, el espacio W*P(Q) es un espacio de
Banach con la norma de la Definicion . Ademds, el espacio W*2(Q)) = H*(Q) es un espacio de
Hilbert con el producto escalar

(u,v) grs() = (u,v) + (u,v)s, donde (u,v)s= / / )W) = v(y)) dx dy

\fc - y\”“s

y {u,v) es el producto escalar en L*().

Demostracion.
Primero veamos que en W*P({2) es un espacio normado.

» [Jullyspq) = 0 si solo si u(z) = 0:

1
u p P
Y ——— ( [ [ [0l dy) o

_ P
= /u\pdx:()y/ dedyzo
Q QJQ

oy
<— u=0.

El altimo si solo si, para la norma de u en LP(£2) se cumple ya que para que una integral
con integrando no negativo sea cero se necesita que el integrando no negativo sea cero en casi
todas partes.

» [|Bullwsr) = 1B]l|lullwsr@) para todo 8 € Ry todo u € W*P(£):

g\

|Bullwsr) = (/Q|5u|pdac+/Q s |5u|i$)_ yﬁzgg” dxdy)
by O\
- (wwnun ey +187 [ [ dedy>

1
|u(z) —u(y)” '
=181 Ilu|?, +/ ) = I gz d
’ ‘(H HL (Q) oo ]x—y|”+5p Yy

= [Blllullwsr@)-
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3.1. RESULTADOS PARA ESPACIOS DE SOBOLEV FRACCIONARIOS

» flu+vlwse@) < ullwse@ + [[vlwse @) para todo u,v € WP(Q).
Para la funcion u : Q — R”™, definimos una funcion ,(z,y) : Q x Q@ — R™ dada por
ju() — uly)|
o —y[» "
Ahora, por la desigualdad del triangulo tenemos
|(u+0)(x) = (u+0)(y)| _ Juz) - u(y)l L (@) —v(y)]

o — gy " T ooyl T z— gyt

'YU(x? y) =

Yuto(T,Yy) = = (T, y) + (7, y),

para todo x,y € (.

Entonces, como definimos a la funcion v, (z,y), su norma es ||vu(z,y) | r(ax0) = [Ulws»r@)-
Por lo que si aplicamos la desigualdad de Minkowski,

[u + U]Wép = ||’Yu+vHLP axQ) < (o +'Yv||LP(Q><Q)
< vullze@xe) + 1wllze@xe) = [Wwse@) + Rlwseq)-
Por lo que,
|u(z y) +o(z) —v(y)l?
Hu—l—vHWsp / |u—|—v|pdx—|—/ / |x— == dx dy

= |lu+ UHL,, () + [u + 'U]Wsp(g)
< ||u||Lp(Q) + [u }Wep(g) + HUHLp + [U]gvs,p(g)
= lullysni) + I IFyen

Por lo tanto,

3=

lu + vllwsri) < (ullfyesq) + 1015s@)? < lullwsr@) + lvllnerg)-

Veamos que W*P(Q) es completo. Para ello tomemos una sucesion (uy)y C W*P(Q) que sea de
Cauchy. Entonces en particular notemos que (uy )y serda de Cauchy en LP(2) y por ende se cumple
que existe u € LP(Q) tal que limy—so uy = u.

Tomemos a la seminorma del espacio W*P(2), a N,m € Ny por el Lema tenemos

S < 1, ] f S < S
[Wlwsr (o) < Hminflunlwer@) ;%%[UN]W »(Q) < 00,

por lo que u € W*P(Q). Ahora si aplicamos de nuevo el Lema obtenemos que

e (0 < im0y < 50D [l — v -0

Lo que indica que lim;,—co [[tm — ullwsr@) = 0 ya que la sucesion (uy)y es de Cauchy.

Con esto demostramos que todas las sucesiones de Cauchy en W#P(£)) son convergentes en este
espacio, por lo que podemos concluir que W*P(Q2) es de Banach. Si tomamos a p = 2 tenemos
un espacio de Hilbert dotando al espacio W52(€2) = H*(Q2) con el producto escalar (u,v) ) =
(u,v) 4 (u,v)s. Para ver esto solo falta comprobar que el producto escalar definido en la Proposicion
cumple las propiedades del producto escalar usual. Notemos que (u, v) gs(q) usa en su definicion
al producto escalar usual en L?(€2). Por lo tanto, basta con analizar las propiedades de (u,v)s.
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CAPITULO 3. EL ESPACIO DE SOBOLEV FRACCIONARIO

s (u,u)s > 0 para todo u € H*(Q) y (u,u)s = 0 si y solo si u es constante.

_ 2
i)(u,u)s =0 <= 2/ Jutz) = u(y) drdy =0 <= u(x) es constante.
olo lz—y["t>

Veamos que en este caso, como el integrando es positivo, la tnica forma para que la integral
sea cero es que el integrando sea cero para todo x y y. Esto se cumple si u es constante.

= [ [ SO 1) 4,

Notemos que esto implica (u,u)gsq) =0 <= u=0.

» (Blu+ f),v)s = B((w,v)s + (f,v)s)
Bl 1= [ [ A0 J000) = D),

|z — gyt

R
/ / ‘x __y)g(i) —v®) .. dy)

—ﬁuﬂ> <f7>)

v (u,v)s = (v, u)s

o= [ [0 ﬁiﬁl_“(y” dz dy
// |x_y(|12(+$21_u(y>) dz dy = (v, u)s.

O

Ahora, ya que tenemos la definicién del espacio de Sobolev fraccionario y su norma asociada,

. . o o, . . /
veamos que la siguiente proposicion asegura que si se cumple que s < s’ entonces el espacio W*P(Q)
se encaja de manera continua en el espacio W*P(Q). Cuando s y s’ son niimeros enteros este resultado

es bien conocido, por ende nuestro proposito es ver que al igual aplica cuando tenemos exponentes
fraccionarios.

Proposicién 3.3.

Sea Q un conjunto abierto en R™, p € [1,00) y 0 < s < s’ < 1. Ahora, si tomamos una funcion
u € W*5P(Q), entonces se cumple que

lullwes@y < Cllullyroey,
donde C' es una constante positiva que depende de n, s yp (i.e C = C(n,s,p) > 0). En particular,
Ws’,p(Q) C W*P(Q),

es continua.
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Demostracion.

Primero notemos que en la definicién de norma que estamos usando para espacios de Sobolev frac-

cionarios (Definicion [3.1]), tenemos dos términos que se suman, primero trabajemos con el segundo
[u(z)[P

Tomy [ Esto lo hacemos para poder dar

una cota superior a la integral de la fraccion anterior ya que esto seré util posteriormente. Dicho lo

anterior y considerando al cambio de variable |z — y| = |z| y aplicando el Teorema [2.23] obtenemos

P
// ulx )|+ dmdyg/ / 1+ dz ||u(z)Pdx
QM{Jo—y|>1} [T — Y|P o\ Jjzz>1 [2[" TP
:/(/ / (pw) P pt dwdp>|u(x)|pda:.
Q 1 0B1(0)

Veamos que en la desigualdad anterior usamos el Teorema de Fubini, sacamos al término |u(x)[P de la
primera integral y después aplicamos el cambio de variable z = x — y solamente a la primer integral.
Mientras, en la igualdad anterior consideramos al cambio de variable anteriormente comentado y
aplicamos el Teorema [2.23]

/ ( | e dp> )i = | <|aBl<o>| [ o dp> ju(e)Pda

S C(n757p)‘|u’|ip(g) (31)

termino y solamente con un sumando de la fraccion:

Veamos que en la 1gualdad anterlor estamos integrando para asi obtener la medida de la esfera, cuyo
valor es |0B| = ”’T)QH = 12?32 (ver [20, Appendix Al).

Por dltimo, en la desigualdad vemos que n < n + sp por lo tanto, esa integral existe, por lo que
podemos acotar por una constante que depende de n, s y p multiplicada por la norma de u(x) en

L7(9).

Ahora, considerando lo anterior veamos lo siguiente:

// Ju(z) —u@)l” dy<2p// ()P + |u(y)|P dr dy
ON{|z—y[>1} |56—y|"+8p Qﬂ{|m yI>1} |9C—y|"+8p

p
< 2P // _Ju@)” dwdy—l—// _luw)? dz dy
( an{lz—y|>1} 1T — y\"“” an{lz—y|>1} T — y["HeP

< 2771 (C(n, 5, p)[ull7p () + Cln s, D) [ull ) = 2°C (0, 5,p)[ullf, (3-2)

Notemos que, en el desarrollo anterior, obtenemos la primera desigualdad por una desigualdad bésica
de nameros reales |f(z) + g(z)[P < [2max{|f(x)|P,|g(z)[P} <2P(|f(x)|P + |g(x)|P). Posteriormente
vemos que en lo que resta del desarrollo simplemente separamos la suma de las integrales para asi
poder aplicar el resultado que se obtuvo al principio de esta demostracion.

Ahora, por otro lado como 0 < s < s’ < 1 es facil ver que

// Ju(@) = ul)” ) dy<// Ju@) = uW)I” ) g (3.3)
Qn{lz—y|<1} |4U— |”+3p Qn{lz—y|<1} !96— y|rtep
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Ahora si combinamos las ecuaciones (3.2)) y (3.3]) obtenemos:

u(z) — u(y)[? » P u(@) — u(y)?
/Q del‘dy SS 2 C(n,s,p)HuHLp(Q) + 0 de.ﬁdy (34)
Ahora notemos que por la norma presente en la Definicién y por las ecuaciones (3.3)) y (3.4) la
siguiente desigualdad es inmediata.

|u(z) — uly)l”

o |z—yrtsr dody

[ullfysn < 2771C(n, 5, D)l o) + [l o) + /Q

_ p
= 2p+10n’87p +1 'LLp +/ ded
@05+ Dl + [ [ 0

1 lu(z) —u(y)|
_ p - L S ol
= Ci(n,5,p) [HuHL”(Q) + Ci(n, s, p) /Q Q |z—y["teP drdy

< Cr(ny s, )l - (3.5)

)

Por lo tanto vemos que se cumple que [[u|ys.r(q) < Cllully v .p(q)- 1o que concluye esta demostracion.
O

Ahora lo que buscamos es que el resultado anterior igual se cumpla para el caso limite donde
s’ = 1. Antes de ver esto, tenemos que pedirle cierta regularidad a la frontera 9§2. Ya que si no la
pedimos, podremos tomar casos donde este resultado no sera cierto (ver [13, Example 9.1]).

Para ello definamos los siguientes conjuntos:

Q= {x = (2, 2,) ER"IXR: 2| <1y |z,] < 1}, (3.6)
Qi = {x:(x’,xn)eR”‘lxR:]x’|<1y0<xn<1}, (3.7)
Qo := {zGQ:xn:O}, (3.8)

para k € Ny a € (0,1],

Decimos que un dominio (un conjunto abierto y conexo) 2 es de clase C* si existe M > 0 tal
que para cualquier z € 92 exista una bola B = B,.(x) con radio r mayor a cero y un difeomorfismo
T : @ — B que cumplan lo siguiente:

1) T € Ck’a(@), T_l S Ck,oz(?) y ||T||Ck,a(@) + ||T_1Hck,a(§) S M,
2) T(Q+) =BnNQyT(Qo) = BnNoN.

Ya que definimos lo anterior, vale la pena tomarnos unos parrafos para aclarar la importancia esto.
Primero notemos que cuando decimos que un dominio Q es de clase C*®, ademéas de usar
la caracterizaciéon anteriormente comentada, tambien estamos usando la Definicion Esto es
importante ya que esto nos permite darle el siguiente tipo de regularidad a Q.
Notemos primero que el conjunto @ es un cilindro, el conjunto @ es la parte superior del cilindro
@ y Qo es un hiperplano que pasa por la mitad del cilindro ). Entonces como ) es un espacio de
Holder resulta que tenemos a un difeomorfismo 7' que cumple las propiedades mencionadas arriba.

30
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Estas propiedades garantizan que el difeomorfismo mande al conjunto @) a toda la bola B que
intersecta a 2. Especificamente, T' manda a @)+ a la parte de la intersecciéon de By €2, a Qg lo manda
a la parte que intersecta a B y 0 y lo que resta lo manda a la parte de B que no intersecciona a
Q). Para poder entender esto de manera mas sencilla, podemos ver la siguiente imagen.

En la siguiente imagen dejamos ejemplos de los dominios de clase C%2, C%1 €0 respectiva-

mente.
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Proposicion 3.4.
Sea p € [1,00), s € (0,1), 2 € R un conjunto abierto de clase C%' que cumpla que su frontera
esté acotada y sea u una funcion en W*P(Q). Entonces,

ullwsr) < Cllullwrr@), (3.9)
donde C = C(n, s,p) > 0 es una constante positiva que depende de n, s y p. En particular,
WP(Q) C W*P(Q), (3.10)
es continua.
Demostracion.
Tomemos una funcion u € WHP() y notemos que como consideramos que 2 es un conjunto con
frontera acotada, entonces podemos extender (véase [20, Theorem 1, Section 5.4|) u a la funcién

u:R* = R tal quew € WYP(R?), u=uen Qy

HUHWLP(R") < C||U||W1,p(g),
donde C'= C'(2) > 0 es una constante positiva que sélo depende del dominio §2.

Al igual que en la Proposicién la desigualdad (3.2) también se cumple, por lo tanto tenemos
que:

|u(z) —uly)”
dedy < C(n,s,p)||u 3.11
//Qﬂ{x y>1} \37— y|tsp ( etz (3.11)

Ahora lo que nos falta es ver la desigualdad para Q@ N {|z —y| < 1}. Para demostrar esta
desigualdad los dos elementos principales que usaremos son el cambio de variable z = x — y y la
desigualdad de Hélder/Jensen, pero veamos paso a paso el desarrollo.

// ) vl da:dy<// 7) —ulz+ ) dz dx
Qn{|z—y|<1} ’«T— |"+5p B1(0 |Z!”+Sp
_ p
// u(z + )] & di
B1(0 ’Z‘n+8p+p D
_ p
// 1 |u(z) —u(z + x)| & de.
Byo) 2P !Z\”* s=p

En la primera desigualdad hicimos un cambio de variable y en lugar de tomar la interseccion de §2
con |z —y| <1 tomamos la bola de radio uno como dominio de integracion, posiblemente haciendo
la integral méas grande.

Después las dos igualdades siguientes son un desarrollo aritmético simple, cuyo propésito es

32



3.1. RESULTADOS PARA ESPACIOS DE SOBOLEV FRACCIONARIOS

obtener el resultado de la integral de |Vu(x + tz)|. Una vez que tenemos esto, veamos que

// x) —u(z + x)|P ds de. <// / |Vu(a:—|—tz)||z|dt & di
By(o) 12 |Z|"+(S bp B1(0) Z|p 0 |z|ptED
p
// /'V““tf)'dt dz dz
B \Jo |zptD
// /'V““Ltf’ dt dz dz.
" Bl 0) Z|n+s

En la desigualdad anterior aplicamos el Teorema Fundamental del Calculo, pero notemos que aqui
hay una desigualdad ya que en este caso elevamos el término que resulto del Teorema Fundamental
del Célculo [4, Theorem 5.3| y la desigualdad del triangulo.
La segunda desigualdad se cumple por la desigualdad de Holder y por la desigualdad de Jensen,
cualquiera de las dos funciona. Veamos cada caso:
Para el caso de la desigualdad de Jensen (Lema [2.18), tomamos a f(t) =

|Vu(z+tz)|
R Ay a

o(t) = tP vemos que la desigualdad que se cumple es la siguiente:
1 p 1 P 190 p
|Vu£1: +tz)] at) < |Vu(z +tz)| it < |Vu(z + tz)] gt
0 ’Z‘;*F(S*l) 0 |Z|n+(sfl)p 0 |Z‘n+(571)p

Aqui la primer desigualdad es la de Jensen y la segunda se da gracias a que u es la extension de wu.

Ahora, por otro lado si queremos hacer esto con la desigualdad de Hoélder tomemos f(t) =
|[Vu(z+tz)|

RECy dt y a g(t) = 1 entonces la desigualdad se reduce a lo siguiente:
z| P

@Ol < [LF@OI]pl 14

Sustituyendo y elevando a la p obtenemos:

1o p 1o 5 1 i 190
Vu(x 4tz Vu(x + tz)|P Vu(x +tz)|P
[l V([T ) () [ e,
0o |z|» o |7l P 0 o |2l P
Ya que tenemos claro el paso anterior con ambas desigualdades, seguimos con el resto de la demos-
tracion.

t2) || Vulf ")
/ / / [Vu( proe el f dt dz dz </ / e gt
n JBy(0) | 2|t (s B1(0) |z[nt(s=Dp

< Ci(n,s p)HquLp Rn)

< Cx(m5.0) (19 + [l

= Ci(n, 57}7)”&”%/1,;7(9)-
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En la primera desigualdad anterior usamos el teorema de Fubini para cambiar el orden de integraciéon
y aplicamos la integral para obtener la norma de V.

La segunda desigualdad es obvia, pero vale la pena explicar como se ve la constante que aparece
ahi. Notemos que la constante viene de integrar al kernel en el dominio B; respecto a z y usando el

Teorema [2.23]

/ |Z| n—(s— lpdz_|8Bl ‘/ —n—(s—1)p pnildz
B1(0)

(1=s)p
P 1081 (0)]
= |0B1(0 = .
OO | = Ao
Ahora notemos que |0B1(0)]| es la medida de la esfera, cuyo valor es |0B| = (”57)%_1 = 1%?—2 (ver [20,
Apendix A]). Entonces tenemos que C = ‘?13 1(? ) por lo que es una constante que solo depende de

la dimensioén, p y s.

La tercera desigualdad se cumple ya que le estamos sumando el término Cy(n, s, p)HaHip @ Y
la igualdad se cumple ya que esa es la definicién de norma en el espacio de Sobolev. Con esto solo
nos queda la siguiente desigualdad, que es la tltima.

Ca(m, 5, DIl 1m0y < o2, D0l
Donde usamos que ||a‘|W1,p(Rn) < Cllullw1r@) [20, Theorem 1, Section 5.4].

Con esto obtenemos que

/ / [ule) =wl)f 4, 4y < Co(s,, S) [T (3.12)
O {jz—y|<1} |95 — y[ntep
Entonces, tomamos las ecuaciones (3.11]) y (3.12]) y obtenemos que
lullfyen(@) < Ca(ny s, p)lull] gy + Cans s, P)l|ullfrp ) < Calns s, D)l[ullfp, ) (3.13)
De este modo obtenemos lo que estdbamos buscando, asi concluyendo nuestra demostracion. O

Vale la pena comentar que el resultado anterior no serd vélido siempre. Basta con tomar un
dominio que no sea Lipschitz para ver que esto no se cumple (ver |13, Example 9.1]).

Veamos como serfa la definicion para espacios que tienen a s > 1y s ¢ N. Primero notemos que
podemos reescribir a s como s = b+ 8 donde b es la parte entera de s y 8 es la parte decimal de
s. En este caso el espacio W*P () depende de las clases de equivalencia de funciones que cumplan
u € WPP(Q) y que ademés tenga que sus derivadas débiles D®u, con |a| = b, pertenezcan al espacio
won(q),

WHP(Q) == {u e WP(Q) : D € WPP(Q) para |a| = b}. (3.14)
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y éste es un espacio de Banach con la norma:

P
lullwesiey = (Huuevb,p(m S ||Dau||€w,p(m> . (3.15)
|a|=b

Corolario 3.5.
Sea p € [1,00) y 5,8 > 1. Ahora tomemos un conjunto abierto Q € R™ que sea de clase C%'. Si
s < s entonces

WeP(Q) C WP (Q),
es continua.

Demostracion.
Primero reescribamos a s y a ' como s =b+ fy s = + ', donde b,/ € Ny 3,5 € (0,1). Si se
cumple que b = b’ entonces basta con usar la Proposicién para obtener lo que queremos, ya que
solo tendriamos que trabajar con la parte no entera 3y 3’y ese caso es precisamente la Proposicion
9.0l

Si lo anterior no se cumple y tenemos que b+ 1 < ', hacemos uso de las Proposiciones y
y obtenemos:

W) C WY P(Q) € whHhP(Q) € WhAR(Q).
Por lo tanto,
W*'P(Q) C WP(Q). (3.16)
Lo que concluye la demostracion. O

Un resultado basico de espacios de Sobolev con s = g un entero, es que toda funciéon en el espacio
WeP() puede ser aproximada por una sucesion de funciones suaves con soporte compacto. Esto
es cierto para una s € (0, 1). Esto se demostrara en el Teorema pero antes veamos unos lemas
previos.

En el siguiente lema veremos una serie de propiedades que se cumplen para el espacio de Sobolev
fraccionario.

Lema 3.6.
Sea u € WHP(R™) y p € [1,00], entonces los siguientes enunciados se cumplen:

1. Si g € COYR™) (el espacio de todas las funciones Lipschitz), entonces [g(u)]ys.pgn) < 00.

2. Sea T :=R"™ — R"™ dado por Tx := Ax+c, con A una matriz ortogonal y ¢ € R™. Entonces se
cumple que [uoT |yys.prny = [U]wspmn). En particular, [lwspmn) ¥ || [lwsr@ny son invariantes
ante traslaciones y transformaciones ortogonales.

3. Se cumple que COM(R™) € WSP(R") (donde C2™'(R™) es el espacio de todas las funciones
Lipschitz).

4. Si p € COHR™) entonces up € WSP(R™) y
lullwsr@ny < Cllullwsp@ny,

donde C = C(n, s, [|¢|lco.1gn)) > 0.
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5. 8iut € WP(R™) (la parte positiva y negativa de la funcion u, respectivamente) y |u| €
WS,p(RTL) entonces se Cumple [Ui]Ws,p(Rn) S [U]Ws,p(Rn) Yy HUHWs,p(]Rn) S [U]Ws,p(]Rn).

Demostracion.
Inciso 1.
Como g € C%1(R"), existe C' > 0 tal que

lg(x) —g(y)| < Cloz —y| < oo para toda z,y € R".
Por lo que,
lg9(u(z)) — g(u(y))| < Clu(z) —u(y)| < oo

y entonces

e ( [, [ etuen—stunr dwdy>;
(/n /n o —y |n+sp|p d$d9>;< 00, (3.17)

pues u € WP(R").

Inciso 2.
Sea T' como en las hipdtesis. Entonces,

u(Az + ¢) — u(Ay + »
[wo Tlwspmn) = (/n /n |z —y |n4£sp o o dy)
u(A(y)[” ’
(/n /n ‘x_ ‘n—&-Sp d$dy

1
[u(@) —u@)P o \7
/ / ’ ’ " dedy | . (3.18)
n n Tr—y n=Tsp
Detallemos los pasos anteriores

En la primera igualdad se us6 la definicion de seminorma y que uoT" = u(A(z)+c). En la segunda
igualdad se hizo un cambio de variable (una traslacion) y en la tercera igualdad se hizo otro cambio

-

de variable z = A(z) y y = A(y). Ademas, como la transformacion cumple que A € O(n) entonces
se cumple que dz = dz y |A(z) — A(y)| = |z — y|.

36



3.1. RESULTADOS PARA ESPACIOS DE SOBOLEV FRACCIONARIOS

Inciso 3.
1
Sea ¢ € CP(R™). Recordemos que llellwsrmny = (HcpHip(Rn) + [cp]’évs,p(Rn))P, entonces para la
norma en LP(R™) sabemos que

112 gy < o0 (3.19)
porque @ es acotada y tiene soporte compacto K C Br—1(0) C R™ para alguna R > 1. Ademas,

le(@) =Wl ,
Wsp(Rn n Jpn \x— \N+Sp Yy

/ / J(r 2l d:L‘dy+2/ / %dwdy. (3.20)
Br(0) /Bgr(0) ’Jj_ ’n °p "\Bgr(0) /Br_1( ‘CU— ’TL P

Veamos por separado que los dos sumandos de (|3 son finitos. Para el primer sumando si tomamos
un cambio de variables en coordenadas polares (Ver Teorema y cambiamos el centro de la bola
de la primer integral a y (veamos que cambiar el centro de la bola me obliga a cambiar el radio de
la misma, ya que si no lo hacemos puede pasar que = ¢ Br(y). En este caso, el radio nuevo sera
2R, esto garantizara que T siempre este contenido en la bola), tenemos que

/ / lel@) =) dy </ / (@) = o@)I” ()|pdxdy
Br(0) J Br(0) |$—y|"+5p Br(0) J Bon(y) |7 —y["teP
<ol [ [ eyl
Br(0)
2R
—Cl/ / (1—s)p— ldpdy
Bgr(0

pl s)p

= C1[Bg(0 )\m
0

< oQ.

Como (1—s)p siempre es positivo, el tltimo término sera finito. Ahora, para el segundo sumando

de (3.20]) observemos que |z —y| > |y| — || > |y| — (R — 1) para € Bgr_1(0) y y € Br(0), por lo
tanto

_e@P gy < —R+1)"""*"dzd
PO gy dy < lploo (lyl — R+ 1) dz dy
M\ Br(0) JBr_1(0) 12 — Yl "\Br(0) JBr_1(0)

= 1BraOllel [ (= R 1)y

BRr(0)

= IBR1(0)|!331(0)|H<PHOO/ (r—=R+1)7""Pr"hdr < oo,
R

yva que
—1
Ryt [ TEEZDT
R 1 rn—1
R—1 n—1 [e’s)
S Sup(p—i_)/ T,*lfsp dr
n—1
p>1 P 1
(p+R—1)n"Lyp=sp =
= sup 1 < 0.
p>1 p" —Sp 1
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Inciso 4.
Veamos que la norma |[¢ul|ys»gny es finita. En efecto, por un lado tenemos que

1
pu 2l ’
lpullws»@ny = (/R @ulpda:+/n /n‘ ’m_y’nﬁ(p)‘ d:vdy) : (3.21)

El primer sumando es finito,

/R lpulPdx < H‘PHpoo Rn)H“HLp Rn) < ”@Hcfo 1(Rn) Hu”Wsp (R™) < o0. (3.22)

El segundo sumando lo podemos separar en dos términos més,

lpu(x) — pu(y)| —u(y)) +uy)(e(@) — v))P
/n o dd—/n/n dx dy

|x_y|n+sp ‘x_y‘n—ksp

x)[P|lu(z U u(y)[P P
<W</«/n mt|wwy d‘”*/}/f Uf|wiw”dmw><a%>

Al primer término le aplicamos el Teorema de Fubini-Tonelli y lo acotamos del siguiente modo

) Plu(z) — u(y)[” _ o [ lul@) = u(y)P
/n /n |z — ‘n+8p dy dz = n"P(fU)’ nmdyda:

< ol oo (g [Uljyrs.p ey < 00 (3.24)

Al segundo término lo acotamos de la siguiente forma: (En el siguiente desarrollo las constantes
C1,...,Cy > 0 dependen a lo més de n, p, sy [l¢llco1@yy-)

y)IPle(x) — o)l
dz d
/n/n ‘l’—y’nJrSp T ay
Y)IPle(@) —p(y)|?
<C / / dxdy—i—/ / dx dy
1( n31|x—|%w o Jem Tyl

1
<Cz</ Ju(y )!p/ p =L dp dy

0

// Y)IPlp(z ‘pdg:der// !p|80()|pdxdy.
n JR\ By (y) |~’U— |mtsp n JR\ By (y) |f€— |mtsp

Veamos que en la segunda desigualdad, en el primer término sacamos a |u(y)[P de la integral ya
que no depende de x y aplicamos un cambio de variable, como los de los otros incisos. El segundo

(3.25)
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término solo lo separamos. Siguiendo con el desarrollo obtenemos la siguiente desigualdad.

1
C (/ July )\p/O PP dpdy
-y G
n n\ By (y) ’:E— |n+sp n n\ B () |$— ‘n—&-sp

sc*g(\\uufzp(w Nl ey 1 e ey + /}R uly)Plew)P /1 o dxdy)

En donde vemos que al integrar p(lfs)pfl, parte de lo que vamos a obtener es p(lfs)p . Veamos que

(1—s)p es siempre positivo por lo que podemos acotar por una constante y la norma de u en LP(R").
Mientras, el segundo sumando de esta desigualdad se obtiene de acotar a

p p
[ orear,,
n Rn\Bl( ) |x - |n Sp

Con una constante y [ul7, &™) lell® so(rn)- Veamos que este lo podemos acotar de este modo ya que
la singularidad no es parte del dominio de integracion, por lo que la norma de u, en LP(R") y ¢
en L>°(R") bastan. El tercer sumando de esta desigualdad surge de sacar a |u(y)|P| y |¢(y)[P de la
integral y después aplicar un cambio de variable a coordenadas polares. Siguiendo tenemos,

Cs { ullFpgny + 1l @y |01 o ny + | Tu@Plo@)P [ 0~ dwdy
@) @) GO . )

<C3 <||UHLP gy + (Ul @y 121 oo gy + Ul H@Hpoo(Rn))
< C4||“Hip(Rn) < 00,

Aqui, en la primera desigualdad solo acotamos al tercer sumando de la linea anterior con la norma
de u en LP(R™) y ¢ en L*°(R™). El procedimiento para hacer esto es analogo a los pasos anteriores,
especificamente al acotamiento del segundo sumando de la ecuacion (3.25)) y al acotamiento del
primer sumando de la ecuacion (|3.25)).
En la ultima desigualdad, acotamos con una constante que dependera de ||g0H’2w(Rn), nys.
Por lo que obtenemos,

)P p
/ / WiPle() — o)l dr dy < C4HuH’£p(Rn) < 00 (3.26)

e

Juntando las ecuaciones (3.22)), (3.24) y (3.26) tenemos que pu € W*P(R") y

loullwsr@ny < Csllullwsrwn) (3.27)

para una constante Cs > 0 que depende de n, p, s y ||<,0HCO,1(RN).
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Inciso .
Definamos a la funcion

0si ¢t <0.

tsit > 0;
g(t) 22{

Ademas, veamos que ¢(t) es Lipschitz

lw—y|siz,y = 0;

lyl <lz—ylsi <0,y >0;
lz| <|z—y|si y <0,z > 0;
0<|z—y|si z,y <O0.

l9(z) — g(y)| =

Entonces, u™ = g(t) y por (3.17) se obtiene que [u+]W5,p(Rn) < [u]ys.p(rn). Argumentos anédlogos se
usan para probar que [u” Jyysp@rn) < [Uwermn) ¥ [[ullwer@e) < [ulwse@n).- O

Lema 3.7.
Sea u € WSP(R"), p € [1,00). Entonces para todo € > 0 existe una ¢ € COH(R™) (el espacio de
todas las funciones Lipschitz con soporte compacto) que cumple que

|u = pullwsrrny <e.

Demostracion.
Empecemos tomando m € N y definamos ¢, € 0871(]11{”) de tal modo que esta sea radialmente
simétrica y cumpla que

=1 en By,(0), ©om =0  en By,+1(0)¢, 0<pn<1 enR"

Sin perdida de generalidad, podemos asumir que [¢m]|co.1 () = 1.
Entonces por el Lema sabemos que existe una constante C' = C(m, s) > 0 que cumple que

lomullwse@mny < Cllullysp@n para toda m € N. (3.28)

Ahora definamos u,, := ppu y sin pérdida de generalidad tomemos que u > 0. Como 0 < ¢, < 1
en R", 0 <u—upy <uenR"yu—uy,=0en B,(0) porque ¢, =1 en B,,(0). Por convergencia
dominada, 1imy,— oo || — U/ Le@ny = 0; andlogamente, [u — py]yws»@ny — 0 cuando m tiende a
infinito.

Por lo tanto, dado € > 0 existe m € N tal que

D=

llu — SDmUHWSvP(Q) = (Hu - @mu”ip(]}gn) + [u — ‘Pmu]g{/s,p(ﬂgnﬂ <, (3.29)

que es exactamente lo que queriamos demostrar. O
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Teorema 3.8.
Para toda s > 0, el espacio de funciones suaves con soporte compacto C°(R™) es denso en W*P(R™),

ie. Ws7p(Rn) _ CCOO(RTL)”'HWS,P(Rn)‘

Demostracion.

Sea u € WHP(R™) y tomemos a ¢, € Co’'(R") para m en los ntmeros naturales. Considerando
el Lema podemos tomar una @, que cumpla que ||u — @pullysp@rn) < L Entonces definimos
Um = pmu € W9P(R™) donde existe una R,, > 0 tal que v,, = 0 en R" \ Bpg,, (0). Ahora sea
(Pe)eeo,1) una sucesion regularizante y denotemos a v e := pe * vy como el mollificador de vy,
notemos que gracias al mollificador podemos afirmar que vy, € C2°(R™). Entonces por el inciso 3)
del Lema sabemos que v, € W*P(R") y por ende podemos concluir que vy, . € W*P(R") para
todo m € Ny e € (0,1] (ver Afirmacion 1 abajo). Con esto usamos la desigualdad del triangulo
para obtener

[t = Om,ellwor@n) = [u = Ve +Vm = vmllwsr@n)

< lu— Um”WSvP(R”) + lom — ”m,e”W&P(Rn)

IN

1
E + HUm - P (R")- (330)

Entonces para demostrar este teorema basta ver que vy, ¢ — vy, en WP(R™) cuando € — 0. Primero,
si tomamos R = R, > 0 con v, = vy = 0 en R" \ Br(0) la convergencia vy, . — vy, se cumple
en LP(R™) cuando € — 0 en virtud del Teorema el cuél, ademas, garantiza la convergencia
puntual casi dondequiera. Por lo tanto solo queda probar la convergencia [v,, — Um@]ws,p(Rn) cuando
€ — 0. Con este fin, demostraremos primero algunas afirmaciones.

Afirmacion 1: Se cumple que [Vp, e]wsp@n) < [Um]wse@®n)-
En efecto, sean o = tP y a f = v (v — z) — v (y—2). Usando la desigualdad de Jensen (Lema ,

|Um,e () — Vm,e(y)|”
[Um€ W, p(Rn /n/n |$— |TL+5p dﬂjdy
/ / [ pe(z)dz B
n n Rn pe |ﬂj‘ ‘n+5p z y

En las primeras tres igualdades solo estamos usando las definiciones de semi-norma, de vy, y
factorizando.

En la cuarta igualdad definimos a ¢ = tP, f = v, (x — 2) — v (y — 2) ¥ du = pe(2)dz para poder
reescribir lo que tenfamos con la composiciéon de funciones presente en esa igualdad y asi poder
hacer uso de la desigualdad de Jensen.

1
0 f pe(2)dz d:vdy</ / / 00 f)pe dx dy
/M/n<Rn ) )!mmw g S0P BT
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dx dy

/Rn pe(2)om(z — 2)dz — /n pe(2)om(y — 2)dz

p

o=y

dx dy

/ pe(2)[vm(z — 2) — v (y — 2)]dz
RTL

o =y
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Como ya se habfa comentado en el paso anterior se uso la desigualdad de Jensen. Veamos que en
principio no es muy claro que estamos en un espacio de probabilidad (una de las hipotesis para que
la desigualdad de Jensen se cumpla), pero notemos que al tener a du = p(z)dz nos garantiza que
la medida es igual a uno, por lo que R™ es un espacio de probabilidades con du.

Ya que aclaramos el paso anterior regresamos a la demostracion.

1
o e

1
pe(2)[vm(z — 2) — v (y dzi dx dy

_ Um(T = 2) — vm(y — 2)]P
_/npe /n /n ]a:— IR dr dydz

= llpelli[vmlwsr@ny = [Om]wer@n).-

Aqui en la segunda igualdad aplicamos el Teorema de Fubini para cambiar el orden de integracion,
lo cual da la definicién de semi-norma de vy, y la norma de p. en L!(R").
Por lo que obtenemos,

[Um,E]gvs,p(Rn) < [”m]WSvP(]Rn)- (3.31)
Con esto queda demostrada la afirmacién 1.
Ahora, tomemos V,,, , Vp, c € LP(R™ x R™) dado por

Um e(x) Um e(y)

z —y|» T

U () — v (y
L’”.‘_E) y Vm’e(x’y) =
|z —y|?

Vin(z,y) =
Con lo anterior podemos ver que

[V (%) = Vme(T) = (Vi (y) — Vm,e(y))|P
HVm - Vm,&”ip(RnXRn) = /n /n ‘.’L‘ _ y‘n—l—sp dx dy = ['Um — /Um,€:|%/s,p(9).

Afirmacion 2: La convergencia ||Vin e|l o (rnxrr) = [|VinllLr(®n xmny se cumple cuando € — 0.
En efecto, recordemos que por el Teorema sabemos que v, c — vy, punto a punto para casi
todo x € R™ cuando € — 0. Ahora tomando la afirmacion anterior y el Lema tenemos

[Vim HLP (RrxRr) = hmmf ||Vm6HLP (RrxRr) = leljgp ||Vm,€H1£p(Rann) < [vmlwsr@) = IIlelﬁp(Rann).

(3.32)

Lo cual implica esta afirmacion.

Afirmacion 3: Vi e = Vi, (Vi e converge débilmente a Vy,,) en LP(R™ x R™), cuando € tiende a
cero.
En efecto, sea U(x,y) € LY (R™ x R") donde p/ = I% es el conjugado de p. Ahora, definimos

Uy (1) = {U(J:,y) para z,y € B,,(0) tal que |[x —y| > % conm € N; (3.33)

0 para cualquier otro caso.
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Primero es importante notar que esta funciéon garantiza que no va a haber ninguna singularidad al
integrar esta funcién multiplicada por |z — y|7"7*P, ya que la definiciéon de la misma la elimina, y
que vamos a tener integrabilidad al infinito. Ademas si usamos convergencia dominada tenemos que
Uy, converge a U en L¥' (R™ x R™) cuando m tiende a infinito.

Una vez dicho lo anterior, definimos las funciones h*, h3' : R™ — R dado por

n

W () = / @y Uy dy  y R (y) = / @y Ul y) de. (334)

Es importante destacar que por la forma en que las dos funciones anteriores estan definidas, estas
pertenecen al espacio v (R™) para m € R™ y ademas tienen soporte compacto. Siguiendo un proceso
parecido al de las dos afirmaciones anteriores notamos que como v,  converge puntualmente en casi
todos lados a v, entonces, para m € N,

i =i Um(ilf,y)
Elg%/n /n Vin,e(@,y)Un(, y)da dy = Elgrb/n /n[vm,E(l‘) _Um,e(y)]mdfﬁdy
= Eh_% o Um,e(2)h7" () dz — Ell_fglo - Um,e(y)h3' (y)dy

_ / (@) ) — / om(y)E (y)dy
_/n/n[vm(x)_um(y)]mczxdy

|z =y
:/n/nvm(:ﬁ,y)Um(x,y)dwdy. (3.35)

Detallemos el procedimiento anterior.

En la primera igualdad solo estamos usando la definicién de la funcién V;, ¢, notemos que la

definicién anterior combinada con la funcién Uy, (x,y) nos da las definiciones de las funciones A" y

5" que es lo que se estd utilizando en la segunda igualdad. Aqui se estan separando las integrales
y limites, los cuales existen por como se definio6 la funcion Uy, (x,y).

Posteriormente en la tercera igualdad se aplica la convergencia puntual de v, esto por el
Teorema de Convergencia Dominada.

En la cuarta igualdad sblo volvemos a juntar las integrales para que, en la quinta igualdad,
podamos reescribir la ecuacion con la definicién de la funciéon V,.

Nota:Veamos que el paso anterior da la convergencia débil de V;,  con una funciéon Uy, (x,y) que
b
excluye a la singularidad en cero. Esto todavia no es suficiente para demostrar la afirmaciéon ya que
la funcién no es lo suficientemente general, por lo tanto veamos los siguientes pasos.

Ahora, ya comentado lo anterior veamos que tenemos la siguiente cota, dada una m € N arbi-
traria.

Primero veamos que la siguiente igualdad se cumple al sumar el cero [pn [pn[Vine(z,y) —
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Vin(z, y)|Up (2, y) dx dy.

lim supe—so

/n /n[Vm’f(‘”’y) — Vin(z,9)]U (2, y) dx dy

/n /H[Vm,e(%y) — Vi, )]U (2, )

= limsup
e—0

; /n /n[Vm’E(x’y) — Vin(@, Y)|Um (2, y) dz dy

Después, obtenemos la siguiente igualdad factorizando.

lim supe—sg

/n /n[vmﬁ(“”y) — Vin(z, y)IU (2, y) — /n /H[Vm,e(w,y) — Vi@, 9)|Unm (2, ) da dy

= lim sup
e—0

[ [ W) = Vil U ) = Ul s dy

Ahora, obtenemos la siguiente desigualdad usando la desigualdad de Holder y la segunda desigual-
dad, aplicando la Afirmacion 2. Esta tltima, nos da la cota que buscamos.

lim sup
e—0

L] Wonelas) = Vi) U a,) = U)o dy

< h’mj})lp va,e - VmHLP(R"XR”) HU - UmHLP'(]Rnx]Rn)
<2Vl Lo @) 1U = Ul o7 (g ) »

Ahora usando la cota anterior, tomando a m — oo y consideramos la convergencia de Uy, a U
/ .
en LP (R™ x R™) se sigue que

Lo cual es la definicion de convergencia débil para el espacio LP(R™ x R™).

Por dltimo si tomamos la ecuacién de la Afirmacion 2 que garantiza la convergencia de
la norma de V¢, la ecuacion de la Afirmacion 3 que da la convergencia débil de V,, , la
propiedad de que los espacios LP son uniformemente convexos para p € (1,00) (ver [9, Chapter 4])
y el Teorema de Radon-Riesz podemos concluir que

EH_I;]Q[UW - 'Um75]Ws,p(]Rn) = O, (337)

lo cual implica que v, ¢ converge a vy, en el espacio W*P(R™). Por lo que tenemos

= Vel we gy < (3.38)
m
Por ende tenemos que la sucesion vy, . € C2°(R™) es tal que vy, — u en la norma || - [|yys.p(rn), por
lo que podemos afirmar que W*P(R"™) = C'° (R”)”.”W&”Rn), como queriamos.
O
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Nota: El teorema anterior se cumple para p = 1, para ver esto lo tinico que hay que notar es que
las afirmaciones uno y dos implican la convergencia en L!.

3.2. El espacio #;7"(Q)

Con el resultado anterior ya demostrado vale la pena comentar lo siguiente: Notemos que el
espacio WP (Q) denota la cerradura del espacio de las funciones de prueba C2°(£2) con la norma
dada en la Definicion Dicho esto y en vista del teorema anterior se puede ver que W*P(R™) =
WP(R™) pero esto es muy especifico de R™ ya que esto no lo podemos asegurar para una  C R
arbitraria, ya que C2°(£2) no es denso en W*P(Q) en general, para ver esto con mas detalle se
recomienda consultar [3 Theorem 3.31|. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 3.9.
Sea 2 C R™ un conjunto abierto y tomemos p € (1,4+00) y s € (0,1). Entonces, definimos el espacio

WP (Q) = {u € WHP(R") : u(z) = 0 para x € R" \ Q} (3.39)

El espacio #;;"(€) nos servira para encontrar soluciones débiles de problemas diferenciales frac-
cionarios con condiciones de frontera de Dirichlet. En particular, el espacio #;7(Q) es el andlogo
fraccionario del espacio homogéneo de Sobolev usual I/VO1 P(Q).

En el siguiente teorema veremos que el espacio que se acaba de definir es un espacio de Banach
para p > 1y de Hilbert para p = 2, al igual daremos una igualdad ttil que ayudara a entender mejor
al conjunto #{"(Q2). Este sera el primer paso para poder después pasar a resultados de existencia
al problema (|1.1]).

Teorema 3.10.

Sean Q@ C R™ un conjunto abierto, p € (1,400) y s € (0,1). El espacio #;" () es un espacio de
Banach con la norma definida en la Definicion . En particular, para p = 2, J5(Q) = %8’2(9)
es un espacio de Hilbert con el producto escalar (-, ) grs(mn)-

Demostracion.
Por la Proposicion el espacio W*P(R™) es un espacio de Banach y, por el Teorema

WeP(R") = C(Rn) """ ™) es cerrado, por lo que falta ver que el espacio WP (Q) es cerra-

do y esta contenido en W*P(R"™).

Primero veamos, que por la Deﬁniciéntenemos que #;°P(2) € WHP(R™). Ahora, veamos que
#; P (Q) es cerrado. Para ello tomemos una sucesion (uy,), C #4577 (2) tal que u, — u € W5P(R")
y probemos que u € #;°" ().

Como (up)n — u en W*P(R™), en particular (u,), — u en LP(R™). Entonces, (uy), — u para
casi todo punto en R™. Ademés, como (uy,), C #; () tenemos que u, (z) = 0 para todo z € R™\
y como (), — u, entonces u(x) = 0 para toda z € R™ \ Q. Por lo tanto (uy), — u en #5°7 ().
Con esto podemos concluir que el espacio #;77(2) es cerrado.

Con lo anterior, podemos ver que el espacio #;7() es un subespacio cerrado y lineal de
W*P(R"), que es un espacio de Banach; por lo tanto también #{""(Q2) es de Banach, véase |11
Proposicion 5.9|
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Un argumento similar se usa para ver que #°(£2) es un espacio de Hilbert con el producto
escalar de H*(RY). Como H*(R¥) es de Hilbert y () es un subespacio cerrado de W*P(R™)
entonces J7;° (€2) es de Hilbert (ver [I1, Proposiciéon 5.9]). O

Observacion: Para todo €2 C R™ abierto, se cumple que
() =T T,

Esta igualdad se demuestra de forma similar al Teorema [3.8] en el sentido de que se usan trunca-
mientos y regularizaciones. Sin embargo, esta demostracién es més delicada y técnica, ya que se
necesita que el soporte de la regularizaciéon esté contenido en 2. Debido a que en esta tesis no usare-
mos este resultado de densidad, s6lo nos limitaremos a dar una referencia donde se puede consultar
una prueba detallada que no usa teoria de interpolacion (ver [2I, Theorem 6]).

Lema 3.11.
Sea Q@ C R™ un subconjunto abierto y u € WP(R™), entonces:

1) Sip € CX(Q), entonces pu € #yP(Q).

2) Sige CUYR) con g(0) =0, u=0 en R\ Q y Q acotado , entonces g(u) € #y 7 ().
3) Si (£1)u >0 en R™\ Q, entonces u™ € #;" ().

4) SiU C Q es abierto, entonces #5F'(U) C #5F(9).

Demostracion.
Este lema es una consecuencia directa de la definicién de #;°"(2) y del Lema O

3.3. Desigualdad de Poincaré y Teorema de Fréchet-Riesz

Definicién 3.12.
Sea €2 C R™ un subconjunto abierto con x € 2. Entonces, definimos la siguiente funcién como

1

Nota: A esta funcion se le llama la “Killing measure” y generalmente se usa para incorporar las
condiciones de frontera de Dirichlet en célculos que involucran la norma.

Lema 3.13.
La funcion k cumple lo siguiente:
1422 s
1) Si0 < || < oo, entonces “”T(MQD_T? < ka,sp(T) para toda x € Q, donde wy, es la medida
de la esfera de radio uno en R™.

2) 8i Q = (—a,b) x R"! para alguna b,a > 0, entonces para toda x = (x1,72) € Q con
x1 € (—a,b) tenemos que

n'r T(e)

) [(b—21) " + (21 + a)~*P]. (3.40)
2

HQ,s,p(x) =
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—1
7r7L2 F(LQSP)

En particular, para Q = (0,00) x R"™! tenemos que rq s p(z) = le—sp
2
Demostracion.
Empecemos demostrando el punto 1): Primero, es importante notar que como la medida de Q es
positiva y finita entonces podemos tomar un radio » > 0 tal que |Q2| = |B,(0)|; donde el radio tiene

la forma de r = (L) =, vemos que al definir al radio de esta manera nos aseguramos de que B, (0)
tenga el mismo volumen Q.
Con lo anterior podemos ver que para cada y € R"™ tenemos

[\ Br(y)| = 19 = 120 B (y)| = |Br(y)| = 120 B (y)| = |Br(y) \ Q- (3.41)

Entonces, si tomamos un x € {2 tenemos

1 1 1
KQ,s.p(T —/ _ dy—l—/ ——dy —/ ———dy. (3.42
() R\ B, (x) [T — y[" TP Br(x)\Q [T — y[" TP O\B,(x) [T — y[" TP )

Ahora tomemos cada uno de los sumandos anteriores y analicémoslos.
En el primer término notemos que tomamos el cambio de variable z = z —y y centramos la bola
al origen, dando la igualdad

o0 1 1
wn |t = / - g= / W 3.43
/r R\ B, (0) |2"TP R\ B, (z) |7 — Y|P (3.43)

Donde w,, es la medida de la esfera de radio uno en R™.
Para el segundo y tercer término se cumple que

1 1 1
S 0 / dy < / —  _dy 3.44
|7"|n+3p(| ( ) \ |) |r|n+sp B (2)\Q B (2)\Q |$ _y|n+sp ( )

1 1 1
 —_(|Q\ B,(z :—/ dyg—/ . 3.45
|7“|"+Sp(| \ Br ()] 7" 5P Jo\ B, (2) O\B,(z) |7 — y|" TP (3.45)

Sumando las ecuaciones (3.43)), (3.44) y (3.45]) obtenemos

_ 1 1 Wn _
o / O e (B @)\ D) T (9N By@)) = e (3.46)
Por lo tanto juntando las ecuaciones (3.42)) y (3.46) obtenemos
w
P— bsn

Lo cual demuestra el primer inciso.

Para el segundo inciso, analicemos la funcion kg s (). Para esta demostracion estaremos con-
siderando una dimensién n > 2, ya que para el caso de dimensién uno el procedimiento es analogo
y mas sencillo.

47



CAPITULO 3. EL ESPACIO DE SOBOLEV FRACCIONARIO

Si escribimos z = (z1,2") € (—a,b) x R" 'y y = (y1,9') € R" con y; € R, 3 € R*! y si,
ademas, usamos el Teorema de Fubini y la funcién Beta (ver Definicion [2.16), lo siguiente es cierto

soap@ = [ [ e Pl -y P
R\(—a,b) JRA—1
' 9\ _ntsp
:/ |x1—y1|”s”/ <1+‘27‘ ) *dd dy
R\(—a,b) Rn—1 |[,U1 — y1|

_ n+sp

:/ |21 —y1|_1_5p/ (1 + |V,’2) AV dy
R\(—a,b) Rn—1

Como mencionamos anteriormente, como tenemos que z = (z1,2') € (—a,b) xR™, y = (y1,y') € R
yv = (z1—y1,2 —y') conv? = 22:0 v?, entonces, la primera igualdad parte del siguiente desarrollo,

n+

> dy dy

—n— 2(_ __n+sp _ ntsp
o=y = =y = [ =)’ = (e, 2) = ()P
_n+sp _n+sp
:‘(xl_ylaxl_y/)2| 2 Z‘(xl—y1)2+($/—y,)2‘ 2.
’2

La segunda igualdad, solo factorizamos al termino |x; — y1
2=l =]
La tercera igualdad se toma el cambio de variable v/ =

y tomamos el cambio de variable

z/

[z1—y1|’
primer término cambia de —n — sp a —1 — sp por el jacobiano en R”™! que sale por el cambio de

variable.

esto genera que el exponente del

Ya que aclaramos los pasos anteriores seguimos con la demostracion.

_ n+sp

KQ,s.p(T) = / |21 — ?Jl‘_l_Sp/ (1 + ‘V/P) AV dy
R\(—a,b) Rn-1

0 1 —a 1 [e%s) tn72
= Wp—1 / ly1r — x| P dy +/ lz1 — 1| P dyr / ——ag @t
b —c0 0 (1+1t2) 2

o0 0 o) n=l_j
_ Yol / £ 4 / 15 gt / L —
2 b—x1 a+x1 0 (1 + T)T

Detallando los pasos previos, en la segunda igualdad, integramos en coordenadas esféricas al
_n+tsp
término (1 + |V |2) 2 lo cual da la medida de la esfera de radio uno w,_;. Esto, ademas, genera

que la integral anterior salga como constante, quedando asi el producto que se ve en esa igualdad.
En la tercera igualdad hacemos uso del cambio de variable |z — yi| = t y 7 = t2. Con esto
aclarado seguimos,

n—1
[e) o) o) T_l
Kasp(z) = 2nt t—imsPat + t—17sP dt S —
or 2 b + 0 (1+7)"%"
—X1 a+x1 T

Wn—1B<1 +sp n— 1) [(b — 1) + (21 + a)—sp}

2sp 2 72
a1 1+sp

= —— g b= 21) P+ (z1+ a) ] (3.48)
spl("52)
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En la segunda igualdad, primero sustituimos a las integrales en paréntesis por la definicién de
la funcién Beta, mientras que a la integral que se encuentra sola la resolvemos. Por ultimo en la
igualdad final usamos la definicién alterna de la funcién Beta que usa a la funciéon Gamma, ver

Definicion [2.15] y Definicion [2.16]

Con lo anterior se obtiene lo que se queria demostrar en el segundo inciso y de este modo
finalizamos la demostracion. O

Pasemos al siguiente resultado que es fundamental para la tltima parte de este trabajo.

Teorema 3.14. (Desigualdad de Poincaré)
Sea Q2 C R™ un conjunto abierto tal que al menos una de las siguientes condiciones se cumpla:

1. Eriste una a > 0 tal que Q2 C (—a,a) x R"™! i.e, el conjunto Q) es delgado en la direccion x1.
2. 19| < 0.

Entonces, existe C' = C'(n, s,p) tal que

Cllullr) < [ulwse@n para todo uw € W' (), (3.49)
con
_ C'a®, ) s.z' se cumple la h.ipo’tes.is 1, (3.50)
C'|Q ™, si se cumple la hipdtesis 2.
Demostracion.

Para el primer caso, basta suponer que ) = (—a,a) x R"~1. Usaremos el inciso 4 del Lema Si
tomamos a u € #;"(Q), tenemos que

_ p 1
Wy = | Mw)u(y)'dxdwaQ/ W@ [ dyde
[ ]W ,p(]R ) oo |x_y‘n+sp Q‘ ( )‘ R"\Q |x_y|n+sp
> / u(2)[Pra,sp(2) dz. (3.51)
Q

En la ecuacién anterior primero se toma la Definicion [3.1] con Q = R" y luego esa norma se
descompone en varias integrales, una de ellas sobre €2 x ) mientras que el termino

1
2/ u(x p/ ————dydx,
Q’ @) rRe\Q |2 — y["TeP

es lo que sobra.

Ahora, por la definicién de €2, caemos en el caso 2 del Lema lo cual da (3.40) como una
definicion alterna para la funcion kg s p(). De este modo podemos acotar a kg s () con por abajo
por una constante, obteniendo

oy > [ ) Preepo)do = Clull (3.52)
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=)
donde C - W[lnlee( aa){(a - Zl) 5P + (a/ + Zl) SP}]

Para el segundo caso procedemos de manera similar. Supongamos que || < oo y que u €
#;°"(Q). Entonces

. [u(@) - u(y)P? / [
= _ 2 P -
[U]W“’(R”) / a |z —y[rtee dx dy + |u(z)]| g |7 — y|eP dy dx

/ lu(x)|Pra,sp(x) dr > > Y

por el Lema O

mm>ww$@=awm@, (3.53)

Una razén por la cual resulta tan importante la desigualdad de Poincaré es que sirve para poder
dar equivalencias entre normas, esto es un resultado muy usado para el caso del espacio de Sobolev
usual y cabe recalcar que esto no sera una excepcién para el caso del espacio de Sobolev fraccionario.

Observacion 3.15.
Concretamente, notemos que la Desigualdad de Poincaré nos servird para dos cosas.
. . . . s,p
La primera, serd ver que la seminorma [|yysprny €s una norma en el espacio %" () la cual
es equivalente a la norma || - |y s.prny. La segunda serd ver que H3°(S2), al ser un espacio de Hilbert
con el producto escalar definido en la Proposicion mduce una norma equivalente a la norma

|- llws2@ny-

Observacion 3.16.
A partir de ahora, al espacio F° () lo dotaremos con el producto escalar (equivalente al producto

definido en la Proposicion

b = 57 [ [ COOEGT D ey, ww e A7)

Ifﬂ -yl

1
y con la norma ||ull s ) = <u,u>;%8(m. Aqui, C(n,s) es una constante positiva explicitamente

-1
1 —cos
C(n,s) = (/nwggl)> > 0.

Cuya definicion es motivada por el Lema [{.5

dada por

Ahora podemos pasar a enunciar el Teorema de representaciéon de Frechet-Riesz. Primero dare-
mos el enunciado general y después daremos la version para el caso del espacio de Hilbert fraccio-
nario.

Teorema 3.17. (Fréchet-Riesz)
Sea H un espacio de Hilbert yT' : H — R™ una funcion lineal y continua. Entonces existe un unico
u € H tal que

Tw = (u,w) =: T,w para todo w € H. (3.54)

Mads ain, la funcion v : H — L(H;R) dada por wu := Ty,w es un isomorfismo lineal y una isometria.
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Demostracion.
Este es un resultado clésico de analisis funcional, y la demostracién se puede consultar, por ejemplo,
en [I1]. O

Corolario 3.18.

Sea Y () el espacio de Hilbert definido en el Teorema con el producto escalar (-,-) s () Y
T e (AP (Q))* una funcion lineal y continua. Entonces existe un unico elemento u € () tal
que

To = (u,0)ps) = C(Z’ ) /n /n (ule) - T;s(y_));rigl = ¢) dx dy =: Ty, (3.55)

para todo ¢ € 3 (Q). O

Este Corolario nos seréd muy tutil posteriormente para poder argumentar que existen soluciones
para el problema de Poisson con el laplaciano fraccionario, el cual se discutira a fondo en el siguiente
capitulo.
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Capitulo 4

El laplaciano fraccionario

Este capitulo lo dedicaremos a estudiar al laplaciano fraccionario. Comenzaremos viendo su
definicién, qué tipo de operador es y posteriormente pasaremos a consolidar algunos resultados
importantes de este operador. Uno de los resultados centrales de este capitulo es establecer que
el laplaciano fraccionario tiene un comportamiento regular, el cual, bajo ciertos limites tendra el
mismo comportamiento que el laplaciano usual (ver Proposicion .

Posteriormente pasaremos al otro resultado central del capitulo, el cual es también el dltimo
resultado de esta tesis y el resultado principal de todo el trabajo. En éste, demostraremos la exis-
tencia y unicidad de soluciones a problemas lineales con condiciones de Dirichlet usando al laplaciano
fraccionario (ver Teorema [4.13]).

Dicho lo anterior, empecemos por la definicién del laplaciano fraccionario.

4.1. Definicién y resultados del laplaciano fraccionario

Definicion 4.1.
Tomemos a u € . (R") (véase la Definicion con s € (0,1), entonces el laplaciano (—A)*® se
define como

u(z) — u(y) ) u(z) — u(y)
—A)u(z) =C(n,s P.V./ dy = C(n,s) lim dy, 4.1
ayute) = PV [ By = s i [ SOy

donde las letras P.V. son la abreviacion de la frase en inglés “In the Principal Value Sense”. El
“Principal Value” o valor principal especifica la forma en la que la integral esta definida cerca de
la singularidad del kernel |x — y|~"~2%. El valor principal nos dice que la integral se acerca a la
singularidad de forma simétrica:

P.V./ u(z) dx = lim u(z) dz.
n e—0 R\ B ()

Esto no garantiza que la integral siempre exista, s6lo resuelve una posible ambigiiedad en su defini-
cion. Para entender esto de mejor manera veamos la siguiente observacion.
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CAPITULO 4. EL LAPLACIANO FRACCIONARIO

Observacion 4.2.
Consideremos la integral

1
1
/ —dzx.
1z
Lo primero que podemos observar es que esta integral no es absolutamente convergente, pues sucede
1 1 . . . . L
que f_l ‘5‘ dx = 00. Sin embargo, es posible determinar esta integral en el valor principal. Notemos

que
1 —€ 1
1 1 1
P.V./ :11’m</ dm+/ dx)zO.
1z e—0 1 x e T

De esta forma, le hemos asignado un valor a la integral. Observemos que si tomamos el limite de
otra manera, podriamos llegar a un valor distinto, por ejemplo

~2¢ q 14 14
lim / —dz + / —dx lim | — / —dz — In(e)
e—=0\J_ 1 « e T e—0 2 T

= 6h’_>rn (ln(26) - ln(e)> = 611'_1r§10 In(2) + In(e) — In(e) = In(2).

0

Por lo tanto, el valor principal es una eleccion que permite asignarle un valor (posiblemente infinito)
a una integral que no converge absolutamente. Para mds informacion, ver [28)].

El simbolo B.(z) se refiere a la bola de radio € centrada en x, al igual es importante comentar
que “kernel” en el contexto de este texto no es lo mismo que “kernel” en el contexto de la Algebra
Lineal. Aqui por “kernel” nos referiremos a la funcion |z — y|~"25.

Ya aclarado todo lo anterior procedamos a clarificar la definicion de (—A)®. Notemos que el
laplaciano comin que conocemos se define como

n
9%u

Au(x) = ]
P ox;

().

Las diferencias fundamentales entre el laplaciano usual y el fraccionario, es que el laplaciano
usual es un operador local y diferencial mientras que el fraccionario es un operador no local y
pseudo-diferencial.

Primero entendamos por qué es pseudo-diferencial. Un operador pseudo-diferencial es una ge-
neralizacion de los operadores diferenciales. La motivacién para este tipo de operadores surge de
manera natural por problemas fisicos y probabilisticos. Estos se definen a partir de la transformada
de Fourier y de hecho se cumple que

(=A)*u(z) = .F 1€ Fu)(x) con u € .(R"™) (ver Lema [4.5)). (4.2)

Como un buen punto de comparacion el laplaciano usual al igual es un operador pseudo-diferencial,
considerando que 7 (0;0;u(€)) = (i&)2Fu(&) (ver [20, Chapter 4.3, Theorem 2|) veamos que el
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laplaciano usual satisface la siguiente ecuacion.

" 9%u n 2,, n
F(Bu(r) = ﬁ( gx2<x>) -y f(gxm) = Y@ (ule) = P Fu(z).
=1 4 g =1

i=1
Por lo tanto,
—Au(z) = F (¢ Fu)(@).

Ahora entendamos por qué el laplaciano fraccionario es un operador no local. Este operador es no
local, ya que el valor de éste no solamente depende del valor de v en un punto en el espacio, sino
que el valor del laplaciano fraccionario depende de todos los valores de u en todo punto del espacio
en el que se estd trabajando. Esto es lo que hace al laplaciano fraccionario un operador no local.
Para ver esto méas a fondo una buena referencia es [26].

Ademas, otro término que salta a la vista en la Definicion es la constante C'(n,s). Esta
depende de la dimension n y de s. De manera mas especifica es tutil definir la constante del modo
siguiente

—1
Cln, s) = (/ W dC) > 0. (4.3)

La forma de ésta constante es motivada por el Lema [£.5] Esta constante servira para darle al
laplaciano fraccionario un comportamiento asintotico consistente (ver Proposicion [4.11)).

El siguiente lema nos da una forma de escribir al laplaciano fraccionario sin el valor principal
cuando la funcién involucrada sea lo suficientemente suave. Como se verd en la demostracion, la
parte derecha de si es absolutamente integrable, y por lo tanto no requiere de una integral en
valor principal.

Lema 4.3.
Sea s € (0,1) y tomemos al laplaciano fraccionario (—A)* definido en (4.1). Entonces para cualquier
u € . (R™) se cumple que

(—A)°u(x) = —%C(n, s) /n uz+y) +|Z|(:+;sy) — 2ulz) dy para todo x € R"™. (4.4)

Demostracion.
Para demostrar el lema procedemos mediante un cambio de variable: tomando a z = y —  notamos
que:

(—A)u(x) = —C(n,s) PV. / uly) — ul@) .

ge |z —y[?t2s

u(z + 2) — u(x)
|Z|n+25

=—C(n,s) P.V./ dz. (4.5)

n
Ahora tomemos z = —z y sustituyamos esto en lo anterior. Obtenemos entonces que:

u(z — 2) —u(z) -~
n |2|n+2s ’

(—A)u(z) = —C(n, s) P.V. / (4.6)
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Ahora notemos que si renombramos a z como z lo siguiente se cumple:

u(z + 2) — u(zx)
2P.V./n PR dz

= P.V./ ule + Z)+; o) gy py, [ M2 —u@) o
n |Z’n s R™ |Z‘n+23

= P.V./n wetz) —u@), | P.V./nu(x_z)_u(x)dz

’z’n+2$ |Z|n+2s

_ P.V./ u(r 4+ z) +u(z — z) — 2u(x)d2.
n |Z’n+2s

(4.7)
Ahora en lo ultimo de arriba volvemos a renombrar a z como y y entonces podemos escribir al
laplaciano como:

u(r +y) + u(z —y) — 2u(x)
|y|m+2s

(—A)u(z) = —%C(n, s) PV. / dy. (4.8)

Notemos que esta forma de escribir al laplaciano es muy util ya que por un lado nos mueve la
singularidad al origen y por el otro nos permite quitar al valor principal, veamos por qué.

Por el Corolario [2.26]

u(@ +y) +u(z —y) — 2u(x)
|y’n+23

_ |D?u(z)y -y + R(y)
ly|nt2e

donde |R(y)| < C|lul|lcs|y)> y C > 0 es una constante positiva. Por (2.9)),

|D>u(z)y - y| = [yionu(@) + y1y20i2u(z) + yoy1921u(z) + - + Yo Oppuu(2)|
< yionu(@)| + [y1y2012u(x)| + [y2y10210(2)| + - - - + Y2 Onnu()]
< |yl*(|1011u(z)| + [r2u(@)] + [O21w(@)] + - - + |Onnu(2)])

< n?ly | D?ull

donde || D?u|s := max; j—1,...n SUP,cRn |Or,z,u(x)|. Entonces,

u(z +y) + u(x — y) — 2u(x)
|y

1 1
<o (,y‘n%_z ; y|n+25_3) — L(y), (4.10)

para alguna C; > 0 que depende de n, || D?ul|s v ||u|/cs.
Notemos que la funcion L es integrable cerca del cero para cualquier s € (0, 1) fija, pues, pasando
a coordenadas esféricas,

1 1
1 1
) d C n—1 d C —2s+1 —2s+42 d <
/131(0) (v) dy 2/0 (rn+2s—2 rn+28—3>r r 2/0 r r r< oo,

para alguna constante Co > 0. Ahora, como la derivada de u € .%(R"™) decrece rapidamente, existe
una constante C3 > 0 tal que

/Rn\Bl<o>

u(r +y) + u(r —y) — 2u(x)
|y

u(z +y) +ulr —y) —2u(z)| dy < oo.

dy < /
R7\B1(0)
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Por lo tanto, el integrando en (4.6]) es absolutamente integrable y esto nos permite quitar el valor
principal. Luego,

(—A)u(z) = —%C’(n, 5) / ) uz+y) ﬂ;ﬁ;w = 2u@) 4, (4.11)

O

Observacion 4.4.

En general (—A)*u(x) se puede calcular si u es C**7¢ en x para algin e >0 y si [p, IJJ@(‘% dy <
00.

Ya que acabamos de analizar al laplaciano fraccionario veamos que éste se relaciona con el
espacio de Sobolev H*(RY).

Lema 4.5.
Sea s € (0,1) y (—A)* : S (R") — L?(R") el laplaciano fraccionario de la Definicion . Entonces,
para cualquier u € /' (R™) se cumple

(=A)u(z) = F Y€ Fu)(z) para todo € € R™.

En esta tesis no daremos una demostracion detallada de este resultado (la cual se puede consultar
en [13 Proposicion, 3.3]) pero daremos una idea de la demostracion.
Usando el Lema tomamos la parte derecha de la ecuacion (4.4) y la denotamos por Zu

u(r +y) +u(z —y) — 2u(x)
|y

Lu = f%C’(n, s)/ dy,

donde .Z es un operador lineal.

Lo que se busca hacer es encontrar el “simbolo” de este operador, el cual serd una funcién
S :R™ — R que debe de cumplir la propiedad Zu(z) = .Z~1(S(-).Fu)(x) para x € R".

A partir de la definicién de la transformada de Fourier, junto con sus propiedades bésicas (ver
la Definicién , se puede probar que

1 —cos(¢ - y)

F(Lu)(€) = Cln.s) / e dy (Fu)(€) = SO(Fu)(E).

n

Luego, calculos directos muestran que

56 = Clns) [ Lo cosC-y) 4 e,

ol

Para la demostracion completa ver [13, Proposicion, 3.3].
El siguiente resultado establece una relacién entre el simbolo de Fourier y la norma del espacio
de Sobolev fraccionario.
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Lema 4.6.
Sea s € (0,1), entonces el espacio de Sobolev fraccionario H*(R™) de la Pmposicio’n cumple que

H*R") = {u € L*(R") : / (1 + [£*)|Fu(®))? d¢ < +oo}.
Rn
En particular para cualquier v € H*(R™) tenemos

2S N =920 ’ —1 2s| gr 2d ’
iy =200, [l IFuO de

donde C(n,s) es la constante definida en la ecuacion .

Solo daremos una idea de la prueba de este resultado (la demostracion completa se puede
consultar en [I3, Proposicion, 3.4]). Si tomamos a la seminorma [u]?,,, de la Definicion le
aplicamos el cambio de variable z = x — y, y se usa la formula de Plancherel (ver [20, Section 4.3,

Theorem 1|), para obtener que
2
[+ —u()
FEE

iy = [
" L2(R")

Tomamos el término anterior y usando las propiedades de la transformada de Fourier y la igualdad

dz.

ctns) [ Locoslev) gy — cn, s) e,

|y|t2s

que se obtuvo en el Lema [£.5] llegamos a que

lfyes = 2C005) 7" [ [P Fue) P .

La siguiente proposiciéon establece un vinculo entre la norma del espacio de Sobolev fraccionario
y el laplaciano fraccionario.

Proposicion 4.7.
Sea s € (0,1) y tomemos una u € H*(R™) entonces se cumple que

[u]%{S(R”) = 20(”73)_1||(_A)§u”%2(Rn)> (412)

donde la constante C(n, s) es la definida en (4.5).

Demostracion.
Este teorema es consecuencia de los Lemas [4.5 y [4.6] En efecto,

s s s 1
I(=2)2ull o = 1 F (=8 2ullfage = | €1 Fullfagn) = 5O, )l @, (4.13)
Es decir, [u]%{s(Rn) =2C(n, 5)_1||(_A)%“”%2(R")' -
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En la siguiente definiciéon veremos dos funciones que serédn de gran utilidad a la hora de carac-
terizar el comportamiento del laplaciano fraccionario.

Definicién 4.8.
Definamos A(n, s) y B(s) dos funciones tales que

1
A(n,s :/ _ dn', 4.14
" o W .
y
1 —cott
B(s) = s(1 —s) / Lo cott (4.15)
R |t] 2

que vienen de aplicar el cambio de variable 1’ = ﬁ a la constante definida en 1} para ver los
pasos mas a detalle ver [13, Chapter 4].

Ya que tenemos las funciones definidas estas tendran el comportamiento siguiente.

Proposicion 4.9.
Para cualquier n > 1, si tomamos las funciones A(n,s) y B(s) como en Y respectiva-

mente, los argumentos siguientes se cumplen

n—2

i) lmy—y;- A(n, ) = wp_a [ (1p+7p2) dp < +o0;

+00 pn—2

ZZ) lfms_>0+ A(TL, S) = Wn-2 Jo (1+0%)

dp < 4o00;
i) lim—y1- B(s) = 3;
i) lim,_yq+ B(s) =1,

donde wy,_o denota a la medida (n — 2)-dimensional de la esfera unitaria S"~2 € R™. Como conse-
cuencia obtenemos,

C(n,s) Whg [T P2 -1
lim - / —dp (4.16)
s—1- s(1 —s) 2 Jo @Q+4p2)2tt
Y
C(n,s) +oo n—2 -1
lfm wn_g/ ) . (4.17)
s—ot s(1 —s) o (1+p2)2

Nota: La demostracion de esta proposicién es muy extensa y sale del propésito de esta tesis por
lo que se recomienda ver [I3| Proposition 4.1].

Una vez definidas las funciones A(n, s) y B(s) y a su comportamiento, podemos pasar al siguiente
corolario y la siguiente proposicién que tienen dos propésitos: El primero es entender porqué fue ttil
definir la constante C' = (n, s) de esa forma en y el segundo, es ver qué pasa con el laplaciano
fraccionario cuando lo sometemos bajo ciertos limites.
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Corolario 4.10.
Si C(n,s) es la constante definida como en , entonces para cualquier n > 1 se cumplen los
siguientes limites.

C(n,s) 4n

(i) Hm,—y ;- s(l—s) — wn_1’

" z C(TL,S) — 2
(”) 11m5_>0+ s(I=s) — wn_1’

donde wy—1 denota la medida (n — 1)-dimensional de la esfera unitaria S"~! € R™

Demostracion.
Para cualquier € R que cumpla 6 > n — 1 definamos la siguiente funcioén.

+oo pnf2
R A
0 (L+p%):2

Notemos que al pedirle a 0 la condicién de 8 > n — 1 garantizamos que la integral converge.
Calculemos ahora la integral usando integracion por partes.

+o00 n—2
Ea(6) = /0 (”dp

1+p2)%
n—1 oo 400 n
=(n-1)7 L + / / — P dp
Q+p)2], "=l (a+p)7
0 oo " 0
-7 / P gdp= ———FE, 2(0 +2). (4.18)
n—1J (14 p2) = n—1

Con esto definimos las siguientes funciones para facilitar la notacién en esta demostracion.

) +oo pn—2
I =F 2) = n d7 4.19
W= v 2) = [ oy (4.19)
) +o00 pn72
I’ :=E,(n) = ——dp. 4.20
O ran = [ s (4.20
Ahora notemos que lo siguiente es cierto.
N = 2::*12, (4.21)
e
10 = 2‘27‘12. (4.22)
n

Para demostrar las dos propiedades anteriores procederemos por induccién. Para ello veamos que
. . . 1
la base inductiva en efecto se cumple ya que tenemos lo siguiente para Lg ).

teo g m +eo 1
I(l):/ ——dp=-, Iﬁ“:/ L P—
2T AR T P h armEi 3
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Ahora veamos que igual se cumple para L(lo)

+00 +o0
(o>_/ 1 o <o>_/ P _
9 = — dp==, IV= P ap=1.
27y AT 2 S SO

Ahora, si usamos las ecuaciones (4.19)) y (4.20)) respectivamente veamos que para ver que la induccion
se cumple es suficiente probar la siguiente igualdad.

Wn+1 n—1lwp1

= . (4.23)
Wn, n  wp—2
Notemos que la ecuacion anterior viene de la clésica formula recursiva
27

Ahora, probemos que la ecuacién realmente es valida. Cabe mencionar que hay varias formas
para probar este resultado, la més obvia seria tratar de calcular a w,, de manera directa. El problema
de hacer esto es que como w, es la medida n-dimensional de la esfera S™ tenemos que trabajar con
integrales en variedades, lo cual no es nada sencillo ademas es un proceso largo. Por lo tanto
procederemos con el procedimiento que se presenta abajo, el cual es mas sencillo.

Para ello denotemos a la medida de Lebesgue de la bola unitaria con dimensién n con @w,,. Del
mismo modo, tomemos la siguiente notaciéon r = (E,m’ ) € R""2 x R2. Entonces para probar la
ecuacion primero integremos en R"~2 y después hagamos un cambio de coordenadas polares

en R2:
Wy = / dr = / / dr | dx'
|z[2<1 l2/|<1 \J|z[2<1—[a’|?

(n—2)
—wa [ -
|z'|<1
1 J—
(n—2) 27—
- 2mn_2/ p(1—p?) "7 dp = =2, (4.25)
0 n
Ahora, por coordenadas polares en R™ tenemos
! 1 Wn—1
Wn, :/ dr = wn_l/ Pt dp = ——. (4.26)
|z|<1 0 n
Entonces si tomamos (4.25)) y (4.26))
2wy, 3

Wno1 = MWy = 2TWpHp_9 = .
n—2

Por lo que si intercambiamos a n por n — 1 obtenemos (4.24]), confirmando que esta ecuacion en
efecto es vélida. Dicho lo anterior, podemos concluir que como (4.24) es cierta entonces, (4.23)),

(4.22) y (4.21) al igual son ciertas.
Por ultimo usamos las ecuaciones (4.21)) y (4.22)) y la Proposicion para concluir lo siguiente.

i C(n,s) 2 _4n
m 5= o=
s—1-s(l—s) oI¢ Wn—1
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y
C(n, 1 2
m S8 _ -
s=0ts(1—s) 0 10 wp
que es lo que querfamos demostrar. O

Ahora veamos la siguiente proposicion, para la cual solamente necesitaremos el Lema [4.3]

Proposicioén 4.11.
Sea n > 1. Entonces, para cualquier u € C°(R™) se cumple que

(i) T,y (~A)*u = u;
(71) limg—y;- (—A)Su = —Au.

Demostracion.

Sea z € R" y tomemos una Ry > 0 tal que cumpla que suppu C Bp,(0) o en otras palabras tenemos
que tomar una Ry > 0 que asegure que el soporte de u quede contenido en la bola de radio Ry
centrada en 0. Ademas, definamos a R = Rg + |x| + 1. Seguiremos el argumento del Lema para
obtener

u(z +y) + u(x —y) — 2u(z)
n+2s dy
Br, (0) |y

- yl*
< lullg2 @ o) U y
R

0
R 1
HUH(ﬂ(R")/O /Sn_l Fdedﬂ

L
— el zgeny /0 o

wn_1R2723

= WHUHCZ(RH)- (4.27)

IN

Detallemos las identidades y desigualdades anteriores.

La primera desigualdad se cumple por la ecuacién yva que estamos tomando la norma
| - ||c2 para una funcién u la cual esta definida en la Definicion [2.10}

En la segunda desigualdad, tomamos el cambio de variable a coordenadas esféricas p"~! = |y,
ademés en la primer igualdad notemos que este cambio de variable arroja al termino w, 1 = |[S"71|.

Por dltimo integramos de manera usual y obtenemos la tltima igualdad.

Ahora, |y| > R nos da que |z £y| > |y| — || > R—|z| > Ro vy, por ende, tenemos que u(x £y) =0
pues |z + y| no esté en el soporte de u. Entonces

1 —y)—2 1
R T PRy Ly
2 Jrn\Bg |y|t2s R\ By Y[

too 1
= wnlu(;r)/R —5er1dp

p

wn_lR_2s

= . 4.2
Sia— (1.29
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Ahora tomemos la ecuacion (4.27) y el Corolario y veamos que con esto es facil ver que
asintoticamente no hay contribuciones en la bola Bg:

o Clns) / u(@ +y) +ulz - y) —2ul@), (4.29)
s—0+ 2 Br [y|nr2e
’ C(TL, S)Cun—lRQiQS
< Sl_1>r18+ 11—+ HUHC?(Rn)
. (C1+1)s(1 = s)w, 1 R*™>*
<. 41— s) lellcem) |= O (4.30)

En el desarrollo anterior es facil ver que la primera desigualdad se da por la ecuacion (4.27)).

Mientras la segunda desigualdad se da considerando el Corolario que en resumen dice que

silimgy_yo+ 2(1712)) = (1. De este modo, sabemos que existe un € > 0 tal que si 0 < s < € entonces

C(n,s)

5(1—5)_Cl+1

Por lo tanto
C(n,s) < (C1+1)s(1—s).

Por otro lado si tomamos en cuenta la ecuacion (4.28)), el Corolario v el Lema veamos que
lo que pasa fuera de la bola Bpg es

lim (=A)*u = lim _CWS)/ u(@+y) +ul@—y) = 2u()
R™\Bg

s— 0+ s—0+ 2 |y’n+23
—2s
= lim Cln, s)on 1 R u(z)
s—0+ 2s
C(n, s)wy—1R725(1 — s)
= i = . 4.31
0 2s(1 —s) u(w) = u(z) (431)

Lo cual prueba el inciso (7).

Para el inciso (i7) haremos algo muy similar.

Primero es importante notar que cuando s tiende a 1 no van a existir contribuciones fuera de la
bola unitaria. Concretamente:

u(z +y) + u(z —y) — 2u(z) !
dy| < 4]|ul| oo rn s Y
/Rn\Bl |y|n+25 ®") R7\ By |y|n+28
+oo 1
< 4Wn1||u||L°°(R")/1 de
2Wn—1
= 20 e 432

La justificacién para el paso anterior es completamente anéloga a las que se hicieron para el inciso

(i)
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De igual manera que en el inciso anterior, tomamos en cuenta el Corolario y la ecuacion
(4.32). Entonces, obtenemos que no hay contribuciones fuera de la bola unitaria, es decir

lim _C(nys) / u(z +y) + u(a:+; y) — 2u(x) dy
s—1- 2 R7\ By |y|” $
. C(n,s)(1— s)wn—1
< sl—l>nll_ - S(]_ — S) ||UHL°°(]R") =0 (433)

Ahora, veamos qué pasa en la bola unitaria. Para ello primero calculemos lo siguiente, donde -
denota producto punto.

< lullo ot
> flu Cs(Rn) Br |y‘n+23 Y
0

|
Sw—1|UCBRn/_d,0
n—1full ( )0 p2s—1

Wn—1
= 3 2g HUHC3(R") (434)

u(z +y) + ulx —y) — 2u(z) — D?u(z)y -y
/31 |y|2s 4y

El resultado anterior se resuelve con métodos analogos a los resultados obtenidos en el inciso (i).

Usando a ([4.34) y al Corolario obtenemos que

I _C’(n,s)/ u(x+y)+u(x;y)—2u($)dy
s—1— 2 B ’y|n+ s
- C(ns) [ Du(z)y-y+ R(y)
= lim — 5 dy
s—>1— 2 By ’y|n+ S
C(n,s) [ D’u(a)y-y C(n, S)/ R(y)
= lim — d lim — d
-2y e YT T [
C(n,s) [ D*u(x)y-y
= lim — 4.35
S_1>Hll— 2 By |y|n+23 ’ ( )

donde hemos usado que
U
s—1- 2 By ly[nT2s s—1- B lylnt2s
i C(n,s)/ [ulls @2
s—r1— 2 By |y‘n+28

~ lim C(mS)HUHc@(Q) /1p3_”_25
s—1— 2 0

HUHC3(Q)
=—— lim C(n,s) =0.
o)

Ahora, tomémonos el tiempo para analizar bien la expresion D?u(zx)y - y. Notemos que buscamos
ver qué partes de esta expresion son las que van a ser cero y cuales si van a contar en la suma. Para
ello tomemos la expresion componente a componente especificamente veamos que si i # j,

/ Oiju(x)yiyj dy = —/ &Ju(x)y:ywj dy, (4.36)
Bl Bl
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donde y;, = y), para cualquier k # j y yNj = —y; y por ende obtenemos que

By

Esto se debe a la simetria de la bola en la que estamos trabajando. Ahora veamos las componentes
que no son cero.

Para ello consideremos todas las permutaciones para cualquier i fija, para ello veamos lo siguien-
te.

Oiiu(w )y 3/'2 zzu
/Bl ey = “’“(3“")/3 |y\n12s = 2/ \y|n+2s

_ ”U / o 8”u(3:)/ |y‘2 dy
: N |y!"+25 nJp ly[rtes

. aiiu(x)wn_l/ 1 &-iu(x)wn_l
B p

- ’25_1dy = ol —s) " (4.38)
Detallemos los pasos anteriores.

La primera igualdad solamente sacamos al termino d;u(x) de la integral, ya que no tiene de-
pendencia de y.

En la segunda igualdad multiplicamos por el uno % Yol

En la tercera igualdad, vemos que arriba en la demostracion determinamos que |y| > R > 0
en particular observemos que se cumple que y; > 0 por lo tanto aqui aplica el Teorema de Fubini-
Tonelli. Con este podemos intercambiar la suma y la integral.

En la cuarta igualdad s6lo aplicamos la suma, después en la quinta igualdad hacemos el mismo
cambio de variable que hemos estado aplicando en esta prueba p"~! =
igualdad solo se aplica la integral.

Ahora por ultimo, usando el Lema el Corolario y las ecuaciones (4.33)), (4.35)), (4.37) y

(4.38) concluimos que

= |y|. Mientras que en la ultima

C(n,s) / u(z+y)+ulx—y)— 2u(a:)dy
By

|y|t2s
gy O [ DGy
s—1— 2 Bl ‘y’n—i_ s
y
— 1 'L'L
1 By |y!"+25
n S wn 1
-1 o
R Z
= —Au(x). (4.39)

Para entender lo que sucedi6é en el desarrollo anterior demos la siguiente explicacion.
En la primera igualdad tomamos el Lema[4.3]y en la segunda igualdad se hace uso de la ecuacion
(14.35]).

65



CAPITULO 4. EL LAPLACIANO FRACCIONARIO

En la tercer igualdad tomamos a la ecuacion (4.37) para una ¢ fija, mientras que en la cuarta
igualdad se aplica la ecuacion (4.38)).

Por ultimo en la igualdad final aplicamos la suma y el Corolario[4.10] Lo cual demuestra el inciso
(it). O

La proposicién anterior es muy importante ya que nos deja ver coémo se comporta el laplaciano
fraccionario y como éste, al aplicar los limites, coincide perfectamente con el laplaciano usual. En
otras palabras el comportamiento del laplaciano fraccionario es completamente regular ya que el
comportamiento asintético que tiene en el cero y en el uno coincide con el laplaciano usual.

4.2. Teorema de existencia y unicidad

Por ahora en este capitulo solamente hemos estado trabajando con el laplaciano fraccionario,
pero para el siguiente teorema regresaremos a usar resultados del capitulo anterior. Cabe recalcar
que este teorema serd el més importante de esta tesis, ya que engloba muchos de los resultados mas
importantes que hemos visto y es el que concluye este trabajo.

En el capitulo anterior el Corolario [3.18| garantiza la existencia y unicidad de soluciones en el
espacio de Sobolev fraccionario, ahora este corolario lo usaremos para poder garantizar la existencia
de soluciones al problema de Poisson en el espacio 7;°(€2). Pero primero veamos el siguiente Lema.

Lema 4.12.
Siu € C*7(Q) entonces

[(=A)ull ey < Cllullcasta(qy, (4.40)
para alguna C(Q',Q, a,s) >0y QY C Q.

La demostracion de este lema hace uso de conceptos que salen del proposito de esta tesis. Por
esa razon se le recomienda al lector consultar [I, Lemma 1.1].)

Este lema serd de gran utilidad para concluir el Teorema central de esta secciéon. Por otro lado
es importante dar la siguiente definicion.
Si B> 1y &N, definimos C#(Q) := CBA-18)(Q), donde | 8] representa el piso de 3, es decir,

su parte entera. Con esto ahora si veamos el teorema.

Teorema 4.13. (Teorema de existencia y unicidad para u € H(2))
Sean s,a € (0,1). Dada f € L*(0) existe un tinico u € HF(Q) tal que

C(?;, ) /n /n (ufz) = u)(#(z) — #(y)) dx dy = - f(@)p(x)dz, para toda ¢ € CZ(Q).

|z — y[ut?e
(4.41)

Siu € C?1(Q) N C*(R™), entonces
(—A)°u(x) = f(x) para toda x € €. (4.42)
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Demostracion.
El Corolario garantiza la existencia de una solucién débil u € J;°(Q2) que satisface (4.41)). Por

lo tanto, s6lo resta ver que si u es lo suficientemente suave, entonces u es una soluciéon clésica, es

decir, que satisface (4.42) punto a punto.
Sean u € C?T* N C%(R") y ¢ € C°(1), entonces

n \gg — yu+25))( (z) — ¢(y)) dz dy

nPV/n . ‘u+25)) (x)dxdy—/nP.V/anp(y)dxdy

n

"I'LS

Antes de seguir con el desarrollo, es importante entender lo que pasa en esta igualdad. Veamos que
al principio hacemos el producto que esté dentro de la integral del lado izquierdo, posteriormente
separamos la suma de integrales, lo cual da la suma del lado derecho de la igualdad. Notemos que en
este paso aparece el Valor Principal, esto sucede ya que en el lado izquierdo de la igualdad tenemos
el producto de los términos (u(z) —u(y)) y (¢(z) — ¢(y)) donde u € C*T¥NC*(R™) y ¢ € C(Q).
Dada a la naturaleza de ambas funciones el producto de los términos mencionados arriba logra
“quitar” la singularidad que puede aparecer en el denominador, pero al separar la suma de las
integrales nos quedamos sin este producto. Entonces, para compensar el hecho de que la funcién u
quiza no sea lo suficientemente regular para que el termino (u(x) —u(y)) “elimine” a la singularidad
que puede aparecer en el denominador, se pone el término P.V. y de este modo garantizamos que
la integral siempre estara bien definida.

Mencionado lo anterior seguimos con el desarrollo.

P\ Loy [ e s - [ e [ SR (y)dxdy]

—/n C(Z’S)P.V./n (u(x)_u(y))@(x)dxdy—/n C(Z’S)P-V/n M@(y)d“@

‘x_y‘u—i—?s ‘x_y‘u+2s

TLS

En le paso anterior solo distribuimos la constante y la metemos a la primera integral en ambos
casos. Continuando la demostracién tenemos,

[ G py [ OOy gegy— [ Cpy [ D0 ) g,

‘l._y’u—l-Qs ‘m_y‘u—i&s
= /n C(?;, S)P.V. - Wdyg@(x) dr — /n C(Z’S>P.V/n Wdﬂ? o(y) dy.

Veamos que en este paso, en la primera doble integral aplicamos el Teorema de Fubini para
cambiar el orden de las integrales, una vez hecho esto sacamos a la funcion ¢(z) de la primer
integral ya que esta no depende de y. En la segunda doble integral solamente sacamos a ¢(y) ya
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que ésta no depende de z. Siguiendo con la demostracion tenemos,

/ CWP_V/ (“m_u(y))dw(x)dx—/ C(Z’S)P.V. () = 9)) 4, o) ay

2 o — g2 e Jo — g

de@) do= [ (A u()¢o) do

n

= | C(n,s)PV. /

R

n

Aqui a la primera doble integral la dejamos sola y en la segunda doble integral renombramos a las
variables x y y de tal modo que x ahora es y y vice versa. Con esto nos damos cuenta que tenemos
la misma integral dos veces, por lo que sumamos y nos quedamos sin el termino % De aqui nos
damos cuenta que ya obtuvimos la definicién del laplaciano fraccionario, por lo que en la tdltima
igualdad solo hacemos uso de la definicion, asi obteniendo lo que se deseaba.

Con esto obtenemos

c(zs)/n / (@) —u))le@) = eW) ;4 :/ (—=A)*u(z) p(x) d, (4.43)

|z —y|u+

Y por ende también se cumple
| caru@ e@ie= [ @) d. (1.44)

y por lo tanto
/ [(=A)u(@) ~ f@))e(a)dz =0 para todo ¢ € C(Q). (4.45)

Como u € C?*1%(Q) N C*(R™), tenemos que (—A)u € C*() (ver Lema ). Entonces por el
Lema [2.24] tenemos

(—A)’u(x) = f(x) para todo = € Q, (4.46)

que es exactamente lo que se buscaba demostrar. O
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