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Capitulo 1
Introduccion

1.1. Estrellas de Proca

Hasta el momento, la totalidad de ondas gravitacionales (OGs) detectadas han
sido identificadas como emisiones de fusiones orbitales de sistemas binarios de agu-
jeros negros (ANs) o de estrellas de neutrones. Colocando a estos sistemas en el
primer lugar entre los sistemas de objetos compactos (OCs) con emisién de radiacién
gravitatoria. Este hecho podria cambiar con la deteccién del evento GW190521 [1],
pues esta senal difiere de otras al poseer una fase orbital de pre-fusion débilmente
observable, y aunque su fase de fusion es consistente con una fusiéon de binaria de
ANs, bajo esta interpretacion, la masa de una de las dos fuentes cae en una banda
de masas que desafia los actuales escenarios de formacién de ANs [2]. Ante esta
situacion, un reciente estudio [3] muestra que la senal de GW190521 es consistente
con la simulacién numérica de una fusién frontal de estrellas de Proca [4], eliminando
el desafio anterior y motivando el estudio de sistemas binarios de dichas estrellas.

Las estrellas de Proca, originalmente motivadas por la bisqueda de candida-
tos de materia oscura [4], son sistemas de gravedad fuerte formados por campos
complejos de Proca (esto es, campos bosénicos vectoriales) con dependencia tem-
poral armoénica, y acoplados minimamente a la gravedad. El campo bosénico de
estas estrellas, asi como de sus primas conocidas como estrellas de bosones [5, 6]
(formadas por un campo escalar en lugar de vectorial), posee una frecuencia de
oscilacion bien definida que determina la masa y compacidad de la estrella. Lo cual
nos abre la posibilidad de estudiar sistemas con compacidades cercanas y tan masi-
vos como los AN, clasificando asf a las estrellas bosénicas (EBs)!, como OCs exdticos.

Es importante preguntarnos por la viabilidad de las EBs como modelos de OCs

IPara efectos de esta seccién, nos referiremos como EBs a las estrellas de bosones y las
estrellas de Proca constituidas por solo un campo bosénico. Luego extenderemos esta clasificacion a
configuraciones multi-campo.
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astrofisicos. Desde el punto de vista microscépico, las EBs pueden ser interpretadas
como estados de muchas particulas bosénicas ligadas por la gravedad. Por lo tanto,
al aplicarle el principio de incertidumbre a una EB, asumiendo que: (i) esta es un
estado cuantico macroscépico, (ii) su campo bosénico constituyente tiene masa p y
no presenta autointeraccién, y (iii) se encuentra localizada dentro de un radio de
Schwarzschild, se obtiene un estimado de su masa maxima M,,,, [7]. Dicho estimado
escrito en unidades de Planck (h=G =c=1) es

(Ajﬁn@x) (10*1% eV) ~ 1

Por ejemplo si consideramos a los bosones vectoriales fundamentales masivos y al
unico bosén escalar del Modelo Estandar de Particulas, cuyas masas son g+ ~ 80
GeV, piz0 ~ 91 GeV'y lpiggs ~ 125 GeV [8] respectivamente, obtenemos EBs con
masas (no astrofisicas) de M., ~ 107* M. Este resultado nos ensefia que debemos
imponer que los constituyentes de una EB sean bosones ultraligeros para poder
lograr masas en el rango de ANs astrofisicos. En efecto, para masas bosénicas dentro
de 10713 < 1 <1071 ¢V, se producen estrellas con masas maximas en el intervalo
de 103 > M0z > 1 Mg, respectivamente. Ante la ausencia de bosones conocidos
con masas dentro de aquel rango, una opcién para promover el estudio de las EBs
es invocar la hipotética existencia de bosones ultraligeros en modelos méas alla del
Modelo Estandar de Particulas. Sin embargo, una interesante posibilidad que no
depende de nueva fisica fue presentada en [9], argumentando que los fotones podrian
comportarse como particulas de Proca cerca de ANs con masas estelares, debido a
que adquieren una masa efectiva inducida de p ~ 10719 — 107!2 eV al propagarse a
través del plasma galdctico circundante.

Por otro lado, desde el punto de vista dinamico, un OC real debe permanecer
estable en su evolucion incluso si este es sometido a pequenas perturbaciones en su
sistema, de lo contrario, no podriamos esperar encontrarlo en un ambiente astrofisico.
Para realizar dichos analisis de estabilidad debemos tener en cuenta que las EBs
pueden corresponder a espacio-tiempos estaticos, cuyas soluciones son esféricamente
simétricas, o espacio-tiempos rotantes, cuyas soluciones son axisimétricas. Estudios
numéricos de estabilidad dindamica mediante perturbaciones esféricas han sido reali-
zados tanto en estrellas de bosones [10] como estrellas de Proca [11] encontrandose
similitudes importantes. En ambos casos, el espacio de soluciones del estado base o
fundamental? estd divido en dos ramas, una rama estable, que inicia en el limite New-
toniano (regién donde las soluciones son poco compactas) y termina en la solucién de
maxima masa, y una rama inestable, que inicia en dicha solucion y se extiende por

2Configuraciones donde el perfil radiales de las funciones solucién de los campos bosénicos
poseen el minimo nimero de nodos.
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todo el espacio de soluciones restante (regién donde las soluciones son mas compactas).

Con el fin de acercarnos cada vez més a modelos reales, debemos exigir que los
OC exdticos no solo sean estables ante perturbaciones esféricas o también conocidas
como 1l-dimensionales, sino también ante perturbaciones 3-dimensiones, esto es,
perturbaciones donde no se imponga ninguna simetria espacial. Es en este contexto
donde las diferencias entre estrellas de Proca y estrellas de bosones empiezan a ser
mas notables. Simulaciones numéricas 3-dimensionales tanto en estrellas rotantes
de bosones como estrellas rotantes de Proca (ambas con nimero azimutal m = 1)
muestran que solo estas ultimas son estables ante perturbaciones no-axisimétricas,
mientras que las estrellas rotantes de bosones decaen a agujeros negros rotantes [12].
Este resultado coloca a las estrellas de Proca por encima de las estrellas de bosones
como OCs con mayor robustez dindmica y por lo tanto con mayor posibilidad de
existir en la naturaleza. En consecuencia, estudios dindmicos méas complejos, tales
como simulaciones de sistemas binarios de estrellas de Proca [13], se encuentran bien
motivados.

1.2. Estrellas de /-bosones

Hasta aqui, nos hemos referido a la configuracion estandar de las EBs, esto
es, aquellas que poseen un solo campo bosénico como contenido de materia. Sin
embargo, nada nos impide a considerar sistemas multi-campo. Tal es asi, que hace
unos anos se propuso un nuevo tipo de estrella de bosones multi-campo apodada
como estrella de ¢(-bosones [14]. Estos nuevos objetos auto-gravitantes consisten
en un numero impar N = 2{ + 1, ¢ € Ny, de campos escalares complejos clasicos
unicamente interactuando gravitatoriamente entre si, con la misma masa, amplitud
radial y frecuencia de oscilaciéon temporal. Tal que para un ¢ > 0 fijo, los 2¢ + 1
campos constituyentes poseen un momento angular dado mediante la dependencia
angular de los correspondientes 2¢ + 1 armdnicos esféricos Y™, lo cual, asegura que
el espacio-tiempo sea esféricamente simétrico y estatico. Asi, la estrella de /-bosones
generaliza la estrella de bosones estandar, siendo esta tltima su caso £ = 0.

Originalmente, la estrella de ¢-bosones se presentd como una solucién regular
localizada de un sistema de campos cldsicos. Sin embargo, la naturaleza es cuantica a
nivel fundamental, y tales objetos deben tener una interpretacion en la teoria cuantica
de campos. En [15] se present6 la interpretacion semicldsica de esta estrella, la cual
resulta mucho més natural que su presentacion original clésica [14]: corresponde a
un excitacién particular de un tnico campo cuantico escalar real de espin cero que
describe un sistema auto-gravitante de 2(¢ + 1)n particulas cudnticas idénticas con
una misma energia definida y un mismo momento angular (donde n € N arbitrario).
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Asi, es mas natural considerar a la estrella de /-bosones como un sélo campo cuéantico
sin la necesidad de postular la existencia de un nimero independiente fijo de campos
clasicos, como es en este caso de 2¢ + 1 campos escalares complejos.

Regresando a los estudios bajo la interpretacion clésica, estudios recientes de
estabilidad dinamica han mostrado que las estrellas de /-bosones presentan por
un lado similitudes a las estrella de bosones estandar, pero también interesantes
caracteristicas que nos podrian conducir a OC exéticos mas generales. Con respecto
a las similitudes, simulaciones dindmicas en simetria esférica [16] muestran que
para cada valor de /, existe una rama estable y una rama inestable ante perturba-
ciones esféricas con el punto de transicién dado por la solucién de méxima masa.
Ademas, en [14, 17] se encontré que la masa maxima y la compacidad de la estrella
aumentan con £. De esta manera, resulta interesante que sin la necesidad de agregar
términos de autointeraccién en los campos bosénicos, mediante la configuracién de
la estrella de /-bosones podamos acceder a objetos estables mas masivos y compactos.

Con respecto a las nuevas caracteristicas, en [18] se explord la estabilidad no
esférica de la estrella de /-bosones para ¢ = 1 mediante simulaciones 3-dimensionales,
encontrandose nuevas configuraciones multi-campo estaticas pero no esféricas, lo cual
permitio hipotetizar la existencia de una familia de soluciones de estrellas de bosones
estaticas, no necesariamente esféricas, del sistema de Einstein-(multi)Klein-Gordon,
donde la estrella de /-bosones corresponde a la solucién de méxima isometria en dicha
familia. Dicha hipétesis fue confirmada en [19], donde se construye una familia de
soluciones de estrellas de bosones multi-campo y multi-frecuencia para £ =1 y se ex-
plica que las soluciones estdticas y no esféricas del anterior estudio [18] corresponden
a una configuracion en la que los campos constituyentes poseen diferentes frecuencias
temporales. Ademas, concluyen que la estrella de -bosones, la soluciéon de méaxima
isometria, es la inica configuracion estable en esta familia. En ese mismo estudio se
conjetura la existencia de una familia de soluciones multi-campo y multi-frecuencia
similar para estrellas de Proca.

1.3. Estrellas de /-Proca

Con la intenciéon de convertir dicha conjetura en una afirmacion debidamente
sustentada, debemos iniciar buscando la solucién de maxima isometria de la familia
estrellas de Proca multi-campo y multi-frecuencia. En esa direccién, hemos desarro-
llado una propuesta andloga a la estrella de /-bosones, donde hemos reemplazado
los 2¢ 4+ 1 campos complejos escalares por campos complejos de Proca, consiguiendo
también un espacio-tiempo esféricamente simétrico y estatico. Como era de esperar,
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hemos apodado a esta nueva configuraciéon como estrella de -Proca, la cual tiene
como caso particular a la estrella de Proca cuando ¢ = 0.

Segun lo expuesto en las anteriores secciones, encontramos que el estudio de una
configuracién como nuestra propuesta de estrella de /-Proca se encuentra suficiente-
mente motivado. En primer lugar, desde el punto de vista tedrico esta configuraciéon
representa una nueva solucion al sistema de Einstein-(multi)Proca, por lo cual, po-
demos afirmar que esta estrella es una consecuencia de la teoria de la Relatividad
General de ser el caso que exista campos de Proca ultraligeros, fundamentales o
efectivos, en la naturaleza.

En segundo lugar, recordando que la estrella de ¢-bosones corresponde a la tinica
solucion estable de su familia de estrellas de bosones multi-campo y multi-frecuencia,
la estrella de /-Proca puede ser el punto de partida para encontrar que la familia com-
pleta de estrellas de Proca multi-campo y multi-frecuencia o al menos un subconjunto
de esta es estable. En efecto, esta hipdtesis se basa en que la estabilidad no-axisimétri-
ca de las estrellas de Proca rotantes puede ser heredada a las estrellas de ¢-Proca
y sus configuraciones perturbadas. Si esto es asi, podriamos tener a disposicién un
conjunto de estrellas de Proca multi-campo y multi-frecuencia estables y mas masivas
y compactas que la estrella de Proca estandar. Lo cual a su vez, nos acerca mas a la
viabilidad de que estas estrellas de Proca generalizadas existan como OCs astrofisicos.

En tercer lugar, esperamos que la estrella de -Proca presente nuevas caracteristi-
cas astrofisicas interesantes producto de las diferencias provenientes del caracter
vectorial de sus campos en comparaciéon con su prima escalar. Por ejemplo, y como
se mostrard en esta tesis de maestria, nuestra configuracién de estrella de ¢-Proca
necesita tener mas funciones variables del sistema para que pueda generar la simetria
esférica deseada. Tal es asi, que en nuestra generalizacién, los campos vectoriales ya
existentes en la estrella de Proca! no son solo radiales sino que poseen componentes
angulares e incluso existirdn campos magnéticos diferentes de cero.

Establecida estas motivaciones, nuestros objetivos en este primer estudio de las
estrellas de ¢-Proca son: (i) proponer un ansatz auto-consistente que nos permita
establecer las ecuaciones de evolucion y de constriccién de este sistema, y (ii) analizar
analiticamente y obtener numéricamente sus datos iniciales, lo cual, nos permitira
realizar las primeras comparaciones con la estrella de Proca estandar y la estrella de
{-bosones.

1Como se expondra més adelante, la simetria esférica de la estrella de Proca estdndar estatica,
implica que su campo 3-vectorial potencial y su campo 3-vectorial eléctrico solo poseen componentes
radiales. También, debido a la simetria esférica, esta configuracién de un solo campo, posee un
campo 3-vectorial magnético igual a cero.






Capitulo 2
Formalismo 341

Cuando estamos interesados en estudiar, analitica o numéricamente, la evolucion
de un sistema fisico, recurrimos a formularlo como un problema de Cauchy. Este
problema consiste en resolver un sistema de ecuaciones de evolucién, a partir de un
adecuado conjunto de valores o datos iniciales de las funciones solucién. Si bien en
este trabajo no realizaremos evoluciones temporales de nuestra propuesta de estrella
de ¢-Proca, si obtendremos todos los ingredientes basicos y faltantes para dicho
estudio, esto es, las expresiones de las ecuaciones de evoluciéon temporal para los
campos de Proca' asi como los datos iniciales del sistema.

En consecuencia y con el fin de desarrollar una exposicién ordenada, en este
capitulo nos enfocaremos tnicamente en la formulacién como un problema de Cauchy
de las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de los campos gravitacionales, es
decir, las ecuaciones de Einstein; dejando para el siguiente capitulo la formulacion de
las ecuaciones de campo de Proca. Ademas, a diferencia de los capitulos siguientes, en
las dos primeras secciones de este capitulo no presentaremos una deduccién detallada
de cada expresion, sino que tomaremos los elementos y resultados del capitulo 2 de
[22] que sean indispensables para nuestro objetivo de obtener los datos iniciales de
nuestra propuesta. Adicionalmente, haremos uso directo de los conceptos bésicos y
algunos avanzados de la teoria de la Relatividad General, tomados de [23].

2.1. Descomposicion 341 del espacio-tiempo

Como se sabe, las ecuaciones de campo de Einstein estan escritas de forma cova-
riante, es decir, en ellas se les da el mismo tratamiento de coordenadas al tiempo y al

1Con respecto a las ecuaciones de evolucién para el campo gravitacional, existen diferentes
formalismos que nos las otorgan(formulacién de ADM, formulacién en coordenadas generaliza-
das armonicas, etc), sin embargo, este trabajo tomaréd en cuenta el formalismo de Baumgarte-
Shapiro-Shibata-Nakamura (BSSN) [20, 21], por tratarse del formalismo mds estandarizado para la
implementacién de simulaciones dindmicas estables [22].

7
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espacio. Sin embargo, para estudiar la evolucién temporal de un campo gravitacional
se debe tener en claro cual es la coordenada temporal. Por lo tanto, es necesario
separar los roles del espacio y del tiempo de una forma clara. La formulacién de la Re-
latividad General (RG) resultado de esta separacién se conoce como Formalismo 3+1.

Este formalismo asegura su predictibilidad sosteniéndose en resultados formales
del estudio matematico de la estructura causal del espacio-tiempo. El cual nos lleva
a asumir que el espacio-tiempo astrofisico que abordamos en este trabajo es un
espacio-tiempo globalmente hiperbolico. Para entender qué implica esta suposicién,
acudamos brevemente a los siguientes conceptos:

Sea un espacio-tiempo (M?, g), una superficie de Cauchy ¥ corresponde® a una
subvariedad 3-dimensional de tipo espacio inmersa en M* cuyos eventos son suficien-
tes para conocer completamente todo evento futuro o pasado en la variedad, es decir,
la historia completa del espacio-tiempo. Una superficie de Cauchy puede ser conside-
rada como un instante de tiempo a través del universo. Luego, un espacio-tiempo
que posea una superficie de Cauchy recibe el nombre de espacio-tiempo globalmente
hiperbdlico. Gracias al teorema 8.3.14 presentado en [23], se afirma que en todo
espacio-tiempo globalmente hiperbolico se puede definir una funcién temporal global,
t: M — R, tal que cada superficie con t = const es una superficie de Cauchy. Asi, el
espacio-tiempo puede ser completamente foliado en superficies de Cauchy parametri-
zadas por la imagen de ¢, 3, lo cual hace a este espacio-tiempo homeomorfo a R x ;.

Por lo tanto, asumir que estamos trabajando en un espacio-tiempo globalmente hi-
perbdlico, nos asegura poder foliarlo en hipersuperficies espaciales ¥J; que representan
distintos instantes de tiempo y tomando cualquiera de ellos tenemos las condiciones
para predecir o retrodecir completamente la historia futura o pasada, respectivamente,
del espacio-tiempo. Ahora, consideremos una foliacién arbitraria, y representemos
graficamente dos hipersuperficies adyacentes ¥; y Y14 en la Figura 2.1. Siguiendo
esta figura, se puede caracterizar la geometria entre dichas hipersuperficies mediante
las siguientes cantidades:

1. Una métrica 3-dimensional 7;; (i, = 1,2, 3) que mide las distancias propias
dentro de la hipersuperficie
di* = i da'da? (2.1)

2. El lapso de tiempo propio dr entre ambas hipersuperficies medido por lo
observadores eulerianos ( observadores moviéndose a lo largo de la direccién normal

!Esta presentacién del concepto de superficie de Cauchy no pretender ser una definicién formal,
sino una introduccién de la idea fisica. La definicién formal se puede encontrar en el capitulo 8 de
[23] 0 en el capitulo 5 de [24].
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a la hipersuperficie)

dr = aft,z")dt | (2.2)

donde « recibe el nombre de funcion de lapso.
3. La velocidad relativa ' entre los observadores eulerianos y las lineas de
coordenadas espaciales constantes

Tppg = xp — Bt 2")dt (2.3)

donde el 3-vector 3¢ recibe el nombre de vector de corrimiento.

linea normalﬂ linea coordenada
nM

zt — Bidt

adt

Figura 2.1: Foliacién con dos hipersuperficies espaciales adyacentes, caracterizadas
por la funcién de lapso « y el vector de corrimiento 3.

Notese que el vector de corrimiento 5 es un vector definido en la hipersuperficie
espacial cuya métrica es ;;, por lo tanto, podemos obtener su componente covariante
como (3; = 7;;4. Luego, en términos de las funciones {a, 8%,7;;} la métrica del
espacio-tiempo en el sistema coordenado adaptado a la foliacion se escribe como

ds® = (—a® + f'8;) dt* + 2Bida’dt + e’ da’. (24)

Con esta métrica el elemento de volumen 4-dimensional del espacio-tiempo se puede
expresar en funcion del volumen 3-dimensional de la hipersuperficie espacial como

N 25)
con g :=det(gu) y v := det(vij).

Guiandonos de la Figura 2.1, notamos que el vector tangente ¢ a las lineas de
flujo de tiempo, es decir, las lineas con coordenadas espaciales constantes, deben
construirse a partir de v y 5. Para ello, denotamos como n* al vector unitario normal



10 CAPITULO 2. FORMALISMO 3+1

a la hipersuperficie, el cual es un vector tipo-tiempo debido a que la hipersuperficie
es tipo-espacio, y tomando en cuenta que en el sistema coordenado adaptado a la
foliacién el 4-vector de corrimiento tiene que ser * = (0, %), entonces

t" = an* + ", (2.6)
De aqui, se deduce las componentes covariante y contravariante de 7

n = (1/a,—B'/a), n,=(—a,0). (2.7)

La cual usaremos constantemente para proyectar cualquier cantidad 4-dimensional a lo
largo de la direcciéon normal a la hipersuperficie. Por otro lado, también necesitaremos
proyectar tales cantidades sobre la hipersuperficie, estas se consiguen al utilizar como
operador de proyeccién a la métrica espacial wij, la cual se define a partir de la
métrica inducida por la métrica del espacio-tiempo g, sobre cada hipersuperficie 3

Yav = G + MM (2.8)

donde al escribirla en en las coordenadas adaptadas a la foliacién sus componentes
temporales se vuelven triviales.

Finalmente, ahora que estamos estudiando foliaciones con hipersuperficies es-
paciales inmersas en el espacio-tiempo, podemos extraer su curvatura extrinseca.
Esta se expresa mediante el tensor de curvatura extrinseca K, el cual cuantifica
el cambio del vector normal paralelamente transportado sobre la hipersuperficie
espacial

Ky == Van, . (2.9)

A partir de esta definicion se puede demostrar que este es un tensor simétrico. Ademas,
debido a que esta cantidad se define mediante un proyeccion sobre la hipersuperficie,
este tensor es de tipo-espacio. Por lo tanto, n, K" = n, K*¥ = 0. Luego, en un siste-
ma coordenado adaptado a la foliacién sus componentes temporales contravariantes
son triviales, K% = K® = 0, mientras que sus componentes temporales covariantes
toman la forma Ko = '3’ K;; y Kio = 7 K;;. En consecuencia, bastara especificar
solo las componentes espaciales K;; cuando nos refiramos al tensor de curvatura
extrinseca.

La introduccién hasta el momento de las cantidades {«, 8¢,7;;, Ki;} no es arbi-
traria. En efecto, cada una de ellas jugard un rol especifico en la formulaciéon de
la RG como un problema de Cauchy, y que es conocido gracias a la formulacién
hamiltoniana de la RG, que establece lo siguiente:

1. 7v;; v K;j son las variables dindmicas del sistema, por lo tanto, portan los grados
de libertad dindmicos del campo gravitacional. Estrictamente, el par de variables
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canénicas conjugadas es (i, 77), donde 7 es el momento conjugado candnico
asociado a 7;;. Sin embargo, ya que existe una relacién invertible entre 7 y Kjj,
dada por

y y y 1 1
=K E) = K=o (%’ - §W> ’

el cardcter de variable dindmica de 7% se transmite a K;;. La variacién del Hamilto-
niano respecto a las variables canoénicas resulta en dos ecuaciones de evolucion, que
fueron originalmente presentadas por Arnowitt, Dese y Misner (ADM) en 1962 [25]
y son conocidas como ecuaciones de evolucion de ADM.

2. 'y [; no son variables dindmicas sino que expresan las libertades de norma
del sistema. En este formalismo, a ambas funciones les corresponde un momento con-
jugado igual a cero, por lo que en realidad, representan multiplicadores de Lagrange
y por lo tanto, las variaciones del Hamiltoniano respecto de estas generan ecuaciones
de constriccion. La presencia de estas constricciones indica que, a pesar de no estar
considerando a « y f8; como variables dindmicas, ain el espacio de fase (v;;,7%)
contiene grados de libertad no dindmicos expresados mediante una libertad de norma..

En particular, el formalismo 341 de la RG presenta dos libertades de norma. La
libertad de eleccién de como foliamos del espacio-tiempo, que se expresa mediante
la eleccion del lapso . Y la libertad de norma asociada a la invariancia por difeo-
morfismos espaciales de la métrica v;; en cada hipersuperficie espacial Y, la cual se
aprovecha para elegir como los sistemas de coordenadas espaciales se propagan desde
un hipersuperficie hacia la siguiente. Esta tltima se expresa mediante la eleccion
del vector de corrimiento 3°. Ambas libertades de norma se puede observar en la
Figura 2.1 y ya que o y 3° contienen esta informacién de nuestra eleccién de sistema
coordenado adaptado a la foliacién son conocidos como funciones de norma.

En este trabajo no utilizaremos el formalismo hamiltoniano para obtener las
ecuaciones de evolucion y constriccion del sistema. En su lugar, utilizaremos otro
método que sera presentado en la siguiente seccién y que se complementa con
el siguiente andlisis. De la expresiéon del tensor de curvatura extrinseca (2.9), se
demuestra que este corresponde a una derivada de Lie de la métrica espacial a lo

largo de la direccién normal
1

lo cual gracias a la definicién del ¢, en (2.6), se puede reexpresar como

1

Kij = =54 <££— fg) Yij - (2.11)
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De aqui, resulta sencillo obtener una ecuacién de evolucién para las 6 componentes
independientes de 7,5, la cual corresponde a la primera ecuacién de evolucién de
ADM. Asi, al tener en cuenta que en el sistema coordenado adaptado a la foliacién
tenemos que £y = 0,. Tal ecuacién es

2.2. Ecuaciones de constriccion y evolucién de
ADM

Como se menciono en la seccion anterior, el formalismo hamiltoniano de la RG nos
conduce a un conjunto de ecuaciones de constriccion y evolucion especificas necesarias
para formular el problema de Cauchy. Sin embargo, existe otro procedimiento que nos
lleva a las mismas ecuaciones, salvo ciertas diferencias a su versién original presenta-
da por ADM que mencionaremos al final de esta seccién. Este método consiste en
realizar proyecciones de las ecuaciones de Einstein a lo largo de la direccion normal
mediante n* y sobre la hipersuperficie espacial usando al operador de proyeccién 4.
La razon de presentar este método se basa en que también sera usado para formular
las ecuaciones de campo de Proca como parte del problema de Cauchy del sistema
Einstein-(multi)Proca.

Sean las ecuaciones de Einstein para un espacio con contenido de materia repre-
sentado por su tensor de energia momento 7},

Gy — 87T, =0 (2.13)

donde G, = Ry, — (g, /2)R es el tensor de Einstein, R, el tensor de Ricci, y
adoptamos unidades geométricas (G = ¢ = 1). Luego, tenemos las siguientes opciones
de proyeccién en el sistema coordenado adaptado a la foliacién:

1. Proyeccién completa sobre la direccién normal de (2.13)
n'n" (G, — 8nT,,)=0. (2.14)

Gracias a las ecuaciones de Gauss-Codazzi [22] y definiendo a la densidad de energia
medida por los observadores eulerianos como

p=n'n"T,, , (2.15)
dicha ecuacién se reexpresa como

®R+ K* - K;; KV = 167p , (2.16)
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donde hemos denotado a ® R como el escalar de Ricci sobre la hipersuperficie obteni-
do a partir de la métrica espacial 7;; y sus derivadas espaciales. Observamos que esta
ecuacion no contiene derivadas temporales de las variables dinamicas del sistema,
por lo que corresponde a una ecuacién de constriccion. En efecto, esta ecuacion
de constriccion es aquella que resulta de la variacién del lapso « en el formalismo
hamiltoniano y se conoce como constriccion hamiltoniana.

2. Proyeccién mixta de (2.13)
Y (G — 87T,,) =0 . (2.17)

Gracias a las ecuaciones de Codazzi-Mainardi [22] y definiendo a la densidad de
momento medida por los observadores eulerianos como

]

j = =0T, (2.18)
dicha ecuacién proyectada se reexpresa como
D;j(K" —4"K) = 8nj" (2.19)

donde D; denota a la derivada covariante asociada a la métrica espacial v;; definida
en Y;. Nuevamente, observamos la ausencia de derivadas temporales de las variables
dindmicas del sistema, por lo que identificamos a esta ecuacién como una ecuacioén
de constriccion. Esta ecuacion es aquella ecuacién de constriccion que resulta de la
variacion del Hamiltoniano con respecto a f3; y recibe el nombre de constriccion de
momentos.

3. Proyeccién completa sobre la hipersuperficie espacial de (2.13)
YNNGy — 87T,) =0 (2.20)

la cual, se reemplaza en una expresién obtenida de considerar proyecciones sobre la
hipersuperficie del tensor de Riemann, siguiendo el procedimiento presentado en [22],
se expresa como

ath‘j = £B‘K” — DZ'DJ'OC +« [(S)R” + KK’LJ — 2Klejk]
+amaly; (S —p) — 254] (2.21)

donde hemos definido al tensor espacial de esfuerzos medido por los observadores

eulerianos como

y su traza como S := v%.S;;. Asf, la ecuacion que se obtiene es la ecuacién de evolucién
para las 6 componentes independientes de /;;. Junto a la ecuacion de evolucién para
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7ij (2.12) se tienen los ingredientes iniciales para escribir las ecuaciones de campo
de RG como un problema de Cauchy. El siguiente paso sera imponer una adecuada
condiciéon de norma y analizar la hiperbolicidad del sistema buscando un sistema de
ecuaciones bien planteado que se pueda implementar numéricamente [26].

Para que este problema de Cauchy sea finalmente establecido, se debe especificar
los datos iniciales de {v;;, K;;}. Para ello, notamos 2 caracteristicas importantes sobre
ecuaciones de constriccién encontradas. (i) Estas no dependen de las funciones de
norma « y 3; sino que unicamente de las variables dindmicas definidas integramente
sobre Y, por lo tanto, las constricciones son relaciones que refieren exclusivamente a
una hipersuperficie dada. (ii) Gracias, a que las ecuaciones de constriccién no cuentan
con derivadas temporales, deben ser satisfechas en todo instante de tiempo, es decir,
en cada hipersuperficie espacial ;. Asi, si fijamos el instante ¢ = 0 0 nos ubicamos
en la hipersuperficie espacial inicial ¥;_g, el cumplimiento de las ecuaciones de cons-
triccion nos otorgara los valores iniciales de {v;;, K;;}, de los cuales no tendremos 12
valores independientes, sino 8, debido a las 4 ecuaciones de constriccion. Ademas, si
las constricciones se satisfacen a t = 0, se muestra que las ecuaciones de evolucion
garantizan que las constricciones permaneceran satisfechas en todo instante [22].

En conclusién, la RG formulada como un problema de Cauchy se establece me-
diante la resolucién de las ecuaciones (2.12) y (2.21) tomando como datos iniciales
las soluciones de las ecuaciones de constriccién hamiltoniana (2.16) y de momentos
(2.19), imponiendo adecuadas condiciones de norma que aseguren la hiperbolicidad y
por lo tanto el buen comportamiento del sistema de ecuaciones a implementar.

Es importante mencionar que las ecuaciones de ADM que acabamos de mostrar
corresponden a una version presentada por York en [27], diferenciandose de su
version original presentada por ADM [25] en lo siguiente: (i) Todas las ecuaciones
de constriccién y evolucién originales, usan al momento conjugado canénico 7%
como variable dindmica en lugar de la curvatura extrinseca K;;. (ii) Si se escriben
las ecuaciones originales de ADM en términos de Kjj;, la ecuacién de evolucién
resultante para K;; difiere de la que se mostré en esta seccién, (2.21), por la adicién
de un término proporcional a la constriccion hamiltoniana, cambiando la manera
en que la evolucion dada por estos sistema de ecuaciones reaccionan a pequenas
violaciones de las constricciones. Precisamente, estas propiedades dan pie a un
analisis de hiperbolicidad que muestran que el sistema original de ecuaciones de
evolucion de ADM como el sistema reescrito por York no son bien-comportados
con algunas elecciones de las funciones de norma' y por lo tanto, en esos casos,
no serviran para evoluciones numéricas del espacio-tiempo estables y robustas. Sin

IEste tiltimo formalismo, las ecuaciones de ADM ¢ la York resultan ser fuertemente hiperbélicos,
y por lo tanto bien-comportados si se elige una adecuada norma, como se muestra en [26].
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embargo, en este trabajo y con respecto al espacio-tiempo, no es nuestro objetivo
implementar las evoluciones temporales de este, sino obtener los datos iniciales de
las funciones métricas que participan en la estrella de ¢-Proca. Para esto ultimo,
podemos aprovechar el hecho que estas condiciones iniciales, correspondientes a
espacio-tiempos estacionarios, solo dependen de las elecciones de las funciones de
norma y las ecuaciones de constricciéon, las cuales son las mismas en un sistema
mal-comportado, como son las ecuaciones de ADM con normas incorrectas, o bien-
comportado, como las ecuaciones de BSSN que usaremos en simulaciones futuras.

2.3. Espacio-tiempo estatico con simetria esférica

Para nuestra propuesta de estrella de /-Proca buscamos un espacio-tiempo estati-
co con simetria esférica. Por lo tanto, en esta seccién mencionaremos las condiciones
que este debe cumplir para ser clasificado de esta manera y sus consecuencias en las
ecuaciones de constriccion y evoluciéon de ADM.

Primero iniciemos con la simetria esférica. Sea ¥; simétricamente esférico, su
métrica espacial toma la siguiente forma general [28§]

di® = *(t,r) (At r)dr® + r*B(t, r)dQ?) (2.23)

con d2? = dH? + Sin*0de? el elemento de angulo sélido, y siendo (t,7), A(t,r) vy
B(t,r) funciones positivas. Dicha generalidad, se reduce al imponer estaticidad sobre
el espacio-tiempo esférico, pues nos permite elegir normas que fijan el valor de dos de
estas tres funciones, como veremos en la siguiente seccion al obtener datos iniciales
simétricos en el tiempo.

Retornando al caso esféricamente simétrico sin estaticidad, la métrica del espacio-
tiempo corresponde a

ds® = (—a’ + B.p")dt* + 2B.drdt + dI?, (2.24)

donde v y 5" solo dependen de (¢, 7), el vector de corrimiento solo posee componente
radial debido a la simetria esférica y 3, = *AB".

Luego, si adicionalmente el espacio-tiempo en estudio es estatico, cumple dos
condiciones: (i) ninguna componente de la métrica 4-dimensional depende de la
coordenada temporal. (ii) El espacio-tiempo tiene que ser invariante por reflexio-
nes temporales, lo cual equivale a imponer que g;o = 0. En consecuencia, para un
espacio-tiempo estatico y esféricamente simétrico se cumple:
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1. El vector de corrimiento es cero, esto es, f” = 0. Por lo tanto, la métrica
espacio-temporal toma la forma

ds* = —a®(r)dt* + *(r) (A(r)dr? + r*B(r)dQ?) (2.25)

2. Luego, todos los componentes de la curvatura extrinseca son cero. En efecto,
gracias a (2.11)

1
K. — —

= m[at—aeg]%j(r) = K;=0, V(tr).

Esto implica, que la ecuacién de evolucién de ADM para v;;, (2.12), se cumple
trivialmente. Ademas, debido a que el espacio-tiempo es estatico en todo instante,
se cumple 0,K;; = 0, por lo tanto, la ecuacién de evolucién para Kj;;, (2.21), se
simplifica en una ecuacién radial para el lapso

DiDja = o® Ry + dmalyi; (S — p) — 2Sy]. (2.26)
3. La constriccién hamiltoniana (2.16) toma la sencilla forma de
G R = 167p. (2.27)
4. De la constriccién de momentos (2.19)
DK% —4"K) =8rj" = j'=0 V(7). (2.28)

Esto significa que ya no serd necesario resolver la constriccién de momentos, sino
asegurar que, si el espacio-tiempo es estatico, el contenido de materia conduce a
j¢ = 0. Ademsés, si el espacio-tiempo se mantiene estatico para todo ¢, entonces
0,3t = 0.

De esta manera, solo queda disponible la ecuacién de constriccion Hamiltoniana
y la ecuacién radial de a resultado de la ecuacién de evolucién de K;;. Con ambas
ecuaciones, obtendremos los datos iniciales de las funciones métricas que participan
en nuestro sistema.

2.4. Ecuaciones de datos iniciales

En la secciéon anterior mencionamos que estamos interesados en estudiar un
espacio-tiempo estatico. Por lo tanto, la estaticidad asegura que los datos iniciales
del espacio-tiempo nos dan las soluciones para todo instante. Sin embargo, aparece
la siguiente pregunta, ;siendo el espacio-tiempo estatico, qué podemos decir de la
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evolucién temporal del contenido de materia?

Como veremos méas adelante, la estrella de /-Proca se propone a estar formada por
campos complejos que poseen una dependencia temporal armonica dada mediante
una fase compleja, e?, donde w es la frecuencia de oscilacién de la estrella. Aunque
esto producira un tensor de energia-momento total independiente del tiempo, que a
su vez genera un espacio-tiempo estatico, cada campo de materia si evolucionara
temporalmente. Asi, establecidos los datos iniciales para los campos métricos y los de
materia, los primeros mantendran la misma dependencia espacial para todo instante,
mientras los ultimos variaran armonicamente en el tiempo.

Es importante mencionar para nuestros objetivos futuros que en un estudio sobre
la estabilidad de nuestra propuesta mediante la simulacion dindmica de perturba-
ciones, el espacio-tiempo dejara de ser estatico durante la evolucién temporal. En
ese caso, buscaremos datos iniciales simétricos en el tiempo, lo que significa que
nuestro sistema perturbado es momentaneamente estatico en t = 0. Asi, todas las
simplificaciones derivadas de la estaticidad en la seccién anterior se cumplen ( excepto
0, K;; =0y 0,5 =0 ), lo cual nos facilita la obtencién de datos iniciales.

Para la obtencién de datos iniciales simétricos en el tiempo se hace indispensable
una eleccién de norma mediante condiciones de foliacion, las cuales consisten en
elegir una manera de calcular la funcién de lapso «. En particular, las que nos seran
de utilidad son la condicién de foliacién polar (Kp = 0;Kp = 0) y de foliacién
maximal (K = 0;K = 0). Es interesante notar que estas condiciones de foliacién se
satisfacen automaticamente para un espacio-tiempo estatico, pues como vimos en la
secciéon anterior la estaticidad a todo tiempo implica que K;; = 0,K;; = 0. Por lo
tanto, en esta seccion sera suficiente asumir datos iniciales simétricos en el tiempo y
condiciones de foliacion para deducir las ecuaciones radiales que necesitamos para
calcular los datos iniciales, teniendo en cuenta que lo obtenido también sera valido
para un espacio-tiempo estatico.

En los siguientes capitulos, presentaremos la necesidad de expresar el sistema de
ecuaciones radiales de datos iniciales como un sistema de ecuaciones diferenciales
de primer orden, asi como de segundo orden. De primer orden porque nos facilitara
obtener soluciones cercanas al origen, y de segundo orden para implementar los
algoritmos de métodos espectrales. Para ello, intencionalmente elegiremos una norma
espacial y una condicién de foliacién diferente para cada caso, que nos permita lograr
el orden diferencial deseado.

Antes de proseguir, serd de utilidad tener en cuenta las siguientes cantidades
geométricas definidas en ;_y, obtenidas de la métrica espacial momentaneamente
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estdtica y con simetria esférica presente en (2.25) y de sus derivadas espaciales
denotadas con ( ).

1. Simbolos de Christoffel (diferentes de cero)

opr - A 2
T 2A w )
2 / / 2 102 ! /
op _ "B (1, B 2\ g _ rBswn0 /1 B 2y
00 A(T+B+1/J ’ 144 A T+B+¢ ’
1 B 2y
®re = (3)F£T:;+§+%, (3)Fi¢:—sin00088, (3)F:§0:cot9.

2. Tensores de Ricci

4w// B 1/}/ 2 1 /B 2 A'B' 2A/¢/ QB'W
3 _ _ r I _
for == B+4(¢) *2(3) 24B T Ay T By
1 (A 2B 4y
SG-FT) (229)
B rB [ A B 6y
Omg=1-5+ 7 (555 )
2B _QW B B A'B’ A/@/Jl B 3B/@Z/ .y ¢/ 2 (2 30)
A w 2B ' 4AB ' AY By )| ’
®R,, = sin?0 O Ry . (2.31)

3. Escalar de Ricci

8" 2B" 8B 4AW 1 (B’)2 A'B'
—— - + S +
2
A

v B By Ar B) ' AB

1 (24 6B 160/ 2
W(T_ By )*r?Aw‘* (E_l)' (232

2.4.1. Ecuaciones radiales en ler orden

Elegimos escribir la métrica espacial esféricamente simétrica en la norma radial
de area, donde la coordenada radial r se elige de tal manera que el darea propia de las
esferas de r constante es siempre 4772, por lo tanto, se debe exigir que ¢*B =1 en
la métrica (2.25). Luego el factor conforme puede ser absorbido por la componente



2.4. ECUACIONES DE DATOS INICIALES 19

radial de la métrica, por lo que en resumen, elegir una norma radial de area equivale
a imponer ¢y = B = 1. En esta norma, la métrica del espacio-tiempo estética en
t = 0 y con simetria esférica es

ds® = o®(r)dt* + A(r)dr* + r*dQ* . (2.33)

Por lo tanto, necesitamos dos ecuaciones radiales para obtener los datos iniciales de
{A(r), a(r)}. La primera ecuacién proviene de la constricciéon hamiltoniana (2.27).
Gracias a que la expresion anterior para el escalar de Ricci en esta norma es

2 (A (A-1)
Bp= =2 ([ 2.34
rA (A L ) ’ (2:34)
la constriccién hamiltoniana toma la siguiente forma
1—A
A=A (% + 87rrAp> : (2.35)

La segunda ecuacion de datos iniciales proviene de la condicién de foliacion polar
Kyg = 0;Kg9 = 0. Esta equivale a pedir que la norma de radio de drea se mantenga
en la evolucién. Esta condicién impuesta en la ecuacién de evolucién para K;;, (2.21),
nos permite tener una ecuacion para «, la cual es

DyDgoox = a(g)Rgg + 47‘(‘(1[’/“2(5 — ,0) — 2899] . (236)

Esta se reexpresa como una ecuacién radial en «. En efecto, ya que la componente
06 del tensor de Ricci, (2.30) en esta norma es

&p (A1) A
Ry A( —tog ) (2.37)

y ademds, como el término DyDya(r) se puede expresar abriendo las derivadas
covariantes, usando el sfmbolo de Christoffel )T, en esta norma y teniendo en
cuenta que Dy = Jgpa = 0, como

(3 Ty

DyDya(r) = 0y(Dgar) — Tk Do = =BT 0/ = il (2.38)
se tiene que la ecuacion anterior para a es
A—-1 A 285,
a’:a(( - )+ﬁ+4m{r(s—p)—$]) . (2.39)

Finalmente, en simetria esférica se cumple que Sj = SZ, por lo tanto la traza del
tensor espacial de esfuerzos es S = S7 + 255. Luego, como Spy = Y90Sy = 125, la
anterior ecuacion se simplifica en

o =a (@ + % + 4mrA(S; — p)) : (2.40)
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Esta ecuacién se puede simplificar aiin maés si reemplazamos A’ por el resultado de
la constriccién hamiltoniana. Al realizar este reemplazo y conociendo el contenido
de materia dado por p y 57, concluimos que tenemos que resolver las siguientes
ecuaciones radiales de primer orden para obtener las condiciones iniciales de las
funciones métricas {A(r), «(r)} en la norma de radial de drea

A=A ((1 ; 4 serp> , (2.41)

o =« (? - 47rrAS,’f) : (2.42)
r

2.4.2. FEcuaciones radiales en 2do orden

Elegimos escribir la métrica espacial en la norma conformalmente plana, esto
es A = B = 1. Asi, la métrica del espacio-tiempo estatica en t = 0 y con simetria
esférica es

ds* = o®(r)dt® + ¢*(r) (dr* + r*dQ?) . (2.43)

Nuevamente, necesitaremos dos ecuaciones de datos iniciales para {¢(r),a(r)}. La
primera ecuacién se obtiene de la constriccién hamiltoniana (2.27). Como el escalar
de Ricci en esta norma es

3) __ﬁ(u 2_W)
R=—p(v'+7) (2.44)

la constriccion hamiltoniana en la norma conformalmente plana resulta en una
ecuacion radial de segundo orden en v

" 21// 5

w+7—|—27rw,0:0. (2.45)
Por otro lado, la ecuaciéon radial de segundo orden para « se obtiene de la condicién
de foliacién maximal, donde se demanda que el elemento de volumen asociado al ob-
servador euleriano permanezca constante. Esto equivale a imponer que K = ;K = 0,
donde K = Y K,;; demostrandose que bajo este requerimiento el volumen de ¥, es
maximo con respecto a pequenas variaciones en la misma hipersuperficie, lo cual da

el nombre a la condicidn.

Entonces, partimos de la ecuacién de evolucion de K (sin asumir atn simetria
esférica), que se obtiene a partir de las ecuaciones de evolucion para K;; y 7"

K = £;K — D’a + a|Ki; K + 4n(S + p)] (2.46)



2.4. ECUACIONES DE DATOS INICIALES 21

donde D%« := D;D'a. Luego, al imponer la condicién de foliacién maximal, la
ecuacion anterior toma la forma como

D*a = a[K; K" + 47(S + p)] . (2.47)

Lo cual se reduce ain mas si el espacio-tiempo es momentaneamente estatico, pues
Ki;;=0coni,j=r,0,¢.
D?*a = 4ra(S + p) . (2.48)

Aun sin considerar la norma conformalmente plana ero si la simetria esférica
)
general, expresamos el laplaciano del lapso mediante

L1
DlD a :m

L[ (2 A B 2
= —_— (0% o —_— — —_— _
A r 24 B W )|
donde hemos usamos el elemento de volumen espacial v/ = /6 AY2Br?sinf . Asi,
la ecuacién radial para « resulta en
o 4o (2 A B2

2_ALE ?) — dma AU (S +p) = 0. (2.49)

8T<71/2,yrrara)

Finalmente, usando la norma conformalmente plana se tiene

200, 20
Y

En conclusion, las ecuaciones radiales que tenemos que resolver para obtener los
datos iniciales para {¢(r), a(r)} son

2y’

r

— 4o (S +p) =0 (2.50)

Y+ = +2m’p =0, (2.51)

N 2a/ N 20/

—Arap*(S+p) =0 . (2.52)

r






Capitulo 3
Sistema de Einstein-(multi)Proca

Continuando con nuestros objetivo de establecer las ecuaciones de evolucién, asi
como de obtener los datos iniciales de nuestra propuesta de estrella de ¢-Proca, en
este capitulo estudiaremos el sistema de Einstein-(multi)Proca, esto es, un conjunto
de campos de Proca complejos acoplados minimamente a la gravedad.

Este capitulo se resume en presentar todos los ingredientes relacionados a los
campos de materia de Proca necesarios para postular la configuracién de la estrella
de ¢-Proca. Por lo cual, iniciaremos obteniendo el tensor de energia-momento y las
ecuaciones de campo de Proca mediante la formulacion lagrangiana del sistema de
Einstein-(multi)Proca. Luego, estas ecuaciones covariantes seran formuladas como
un Problema de Cauchy usando el formalismo 3+1. Finalmente, con las herramientas
obtenidas, nos enfocaremos en el caso con simetria esférica y revisaremos una solucion
particular de este sistema, la estrella de Proca, la cual servird de base para proponer
su generalizaciéon multi-campo.

3.1. Formulacion lagrangiana

Nos interesa estudiar N campos de Proca complejos, los cuales, son campos
vectoriales complejos con masa definidos mediante 1-formas de potencial complejas
(X)), conm=1,...,Nyp=0,1,2,3. Andlogamente al formalismo lagrangiano del
electromagnetismo de Maxwell, el cual se basa en un campo vectorial real sin masa,
se puede definir un tensor de campo para cada campo de Proca mediante 2-formas
dadas por

W) = Vu(X)y — Vo (X)), - (3.1)

De esta manera, manteniendo la analogia con el electromagnetismo de Maxwell, la
accién del sistema Einstein-(multi)Proca, cuyos campos de Proca tienen la misma
masa fi, €s

S = SEfH + SProca ) (32)

23
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donde la contribucién de la gravedad al sistema esta dada por la acciéon de Einstein-
Hilbert

R
SE_H = /d4x\/ —g ]_6_7'(' 5 (33)

y la contribucién de los campos de Proca es

Sprwa == [ @075 152 S LW (W) + 22(60(Kn) | (3:0)

donde a su vez, hemos denotado con una barra arriba a las conjugadas complejas de
las cantidades presentes en la accion. Dado que esta accién de materia cuenta con la
misma masa para los N campos complejos de Proca, es invariante bajo transforma-
ciones del grupo de simetria global U(N). Lo cual implica, mediante el teorema de
Noether, que poseera una conjunto de 4-corrientes conservadas dando resultado a
una 4-corriente conservada total. El calculo de estas cantidades se postergard para
un estudio posterior cuando abordemos el anélisis de estabilidad dinamica de la
estrella de /-Proca, donde es necesaria la carga conservada total de Noether para
caracterizar el resultado de perturbar el sistema.

Una vez identificada la accién del sistema, sus ecuaciones de movimiento se
obtienen mediante el principio de accién estacionaria al tomar igual a cero la derivada
funcional de la accién del sistema respecto a cada campo. En primer lugar, con
respecto a la métrica g"”, la ecuacién

. (SS . (SSELH + 6SProca
o 59#’/ o 59#1’ 59#’/

: (3.5)

nos brinda las ecuaciones de campo de Einstein. En efecto, al considerar el calculo

0SE—n Vg 1
S Tom \[ Mo ) (3.6)

y la siguiente definicién del tensor de energia-momento

2 5SProca
Ty = —— , 3.7
g V=g og" (3.7)

se obtiene 1
R, — §R G = 87T . (3.8)

Cabe resaltar que la definicién del tensor 7),,, es una definicién general que se
aplica a todo campo de materia interactuando minimamente con la gravedad. En
particular, en el capitulo anterior obtuvimos que las ecuaciones de evolucién como
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de datos iniciales tienen presente las cantidades 3+1 del tensor T),,, por lo tanto,
para resolverlas sera indispensable conocer el tensor de energia-momento total de los
campos de Proca. Asi, con el fin de usar la definicién (3.7), tomamos la variacién de
la accién de Proca, (3.4), respecto a la métrica g

S = [ i35 Z{ SV (Win o (Wi + 242X ) (X |

167
+ \/__g | guagyﬁ(Wm)uu(Wm)aﬁ + QNQQ(W(Xm)M(Xm)a ]}

Despejando término por término en esta expresiéon, en el primer sumando de la
derecha consideramos la identidad 0(y/—g) = —%\/—gguuég’“’. Mientras que en el
segundo sumando tenemos las siguientes variaciones: La primera corresponde a

3[ 9" 9" (W) o (Win)ag 1 = 66" (Win)ur(Win)a +59”5(Wm)xu(Wm)A/3
=—2066" (Wa)reu(Win)oy*
donde, al pasar de la primera a la segunda linea hemos utilizado la antisimetria del
tensor (W), para invertir indices, el hecho que los indices contraidos son mudos
para escribir una expresién mas compacta y la notacién de indices simétricos A(,q)

gracias a que dg"“ asegura dicha simetria en la expresion. La variacién restante en el
segundo sumando es

o[ 2129 (X ) (Xim)a | = 2 1% 09" (Xn) (u(Xim)ay -

Asi reuniendo todos lo términos anteriores en 0Sp,oe, ¥ usando la definicién (3.7), el
tensor de energia-momento del sistema Einstein-(multi)Proca es

T = g 22 { = Wb = Vo1V
12 | (X)X~ ZEXNEP] o (39)

Este tensor esta formado por la suma de los tensores de energia-momento de ca-
da campo de Proca complejo que forma el sistema. A su vez, cada uno de estos
posee dos tipos de contribuciones. La primera, expresada mediante sus dos prime-
ros términos, corresponde al tensor de energia-momento de un campo de Maxwell
complejo. Mientras que los 2 tltimos términos multiplicados por el factor pu? apa-
recen debido a la presencia de la masa de Proca al campo electromagnético complejo!.

'Resulta interesante reconocer que el tensor formado por estos dos tltimos términos tiene
la misma forma que el tensor de energia-momento de un campo de Maxwell complejo en un
espacio-tiempo 2-dimensional [29].
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Por otro lado, para formular el problema de Cauchy del sistema necesitamos las
ecuaciones de campo para cada campo de Proca complejo. Por lo tanto, tomamos
la derivada funcional igual a cero de la accion del sistema respecto a los campos

potenciales conjugados (X,,)",

65 6SProca
0= —— = —— 3.10
0 Xm)y  0(Xm), (3.10)
lo cual, resulta en la siguiente ecuacion de Euler-Lagrange
0 = 9ZProa _ p <—a°%’“m > , (3.11)
O(Xom)y OV (X))

donde la densidad lagrangiana de los campos de Proca proviene de la accién (3.4), y
es

Liroa = =YL S W) (Wl + 202 (X (e ], (312

Luego, las expresiones para los sumandos de la ecuacion anterior de Euler-Lagrange
son

agProca v —g al 9 \/__g )
— = — 2 X , o SV , -y J X v 1
a(Xm)u 167 Z[ H ( m) 60‘5”“" ] {7 % ( m) ) (3 3)

y
8egProca . \/—_g N o 8 B B
Ve (m) T 16w 'mZ_:l Va {(Wm/> 6m(va()(m’)ﬁ - V6<Xm’)a>
== % Z;l Vi [ (W )P (8408 = 8564) ] S
UGS (3.14)

Luego, juntando ambos términos, se obtienen las ecuaciones conocidas como ecuacio-
nes de campo de Proca, en este caso, para cada campo de Proca constituyente con
m=1,..,N
v 2 v
V(W) = 1 (Xin)" =0, (3.15)
De manera analoga al electromagnetismo de Maxwell, esta ecuacién covariante nos

otorga solos 2 de las 4 leyes del electromagnetismo de Proca. En consecuencia, para
obtener una ecuacion covariante que nos conduzca a las 2 ecuaciones de Proca
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restantes se considera la estructura matemética de la 1-forma (X,,),. Para ello,
definimos a (W}),,, como el dual del tensor de campo

: 1 )
(Wm)aﬁ = _iEoz,B/w(Wm)M s (316)

donde E,3,, es el tensor de Levi-Civita, definido en términos del simbolo totalmente
antisimétrico de Levi-Civita como

Eaﬁ;w =V =9 €puv (317)

donde
+1 permutaciones pares de 0,1,2,3.

€apur = § —1 permutaciones impares de 0,1,2,3. (3.18)

0 dos o mas indices repetidos.

Al subir todos los indices de este tensor, tenemos

EeOm — v [\ [=g (3.19)

con € —é€p123 = —1. Ademads, gracias a la definicién de derivada covariante de
: : 1/2 _ _
densidades tensoriales se puede mostrar que V,|g| /2 = 0y por lo tanto, V,oEasu = 0.
Por otro lado, serd muy 1util para los calculos siguientes recordar que la contracciéon
de este tensor completamente antisimétrico con cualquier tensor simétrico se anula.

0123 _

La ecuacién covariante que nos permite extraer las 2 ecuaciones del electromag-
netismo de Proca en 3+1 faltantes es la siguiente identidad del tensor de campo
dual

V(W2 =0, (3.20)

Esta resulta de tomar la derivada covariante de (W} )" y operar como sigue

* \ v 1 vo
vu(Wm)u = - §E# ﬁvu(Wm>o¢/5

1 va
= — éE# ﬁ[au(Wm)aﬁ — F;\La(Wm)Aﬁ - Ff\LB(Wm)a)\]

1 rvo
= §Eu ﬁau(Wm)a/J’ s

donde la ultima igualdad resulta de anular las contracciones del tensor de Levi-
Civita con los simbolos de Christoffel. Luego, ya que el tensor de campo debido a su
antisimetria toma la forma

Wi = 2V, X, = 20,,X,) — 20, X0 = 20,,X, .

A
(v
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Al reemplazar esto en la expresion anterior de V(W )" y considerar que las
derivadas parciales intercambiables representan indices simétricos, obtenemos la
identidad buscada

* 17 1 roa
vM(Wm)u = _éEu B[auaa(Xm>ﬁ - auaﬂ(Xm)a] = 0.

Finalmente, enfatizamos que la densidad lagrangiana de Proca, (3.12), no sera
invariante por transformaciones de norma del tipo

(Xm)u - (X;n)ﬂ = (Xm)u + VuXm

donde y,, es una funcion escalar arbitraria del espacio-tiempo. Dicha invariancia se
incumple por la presencia del término de masa en la densidad lagrangiana, a diferencia
del electromagnetismo de Maxwell, que no lo presenta y por lo tanto, es invariante
bajo transformaciones de norma. Sin embargo, este hecho no nos impide obtener
una expresion analoga a la condicion de norma de Lorenz. Para ello, aplicamos la
derivada covariante V, a la ecuacién de campo de Proca (3.15) y consideramos que
el término V,V,,(W,,)* resulta ser cero. En efecto, debido a la siguiente propiedad
[ ViV = VoV, (W) = B3, (Wa) ¥ + Ry, (W)™,

— v Apv

a partir de la cual, contraemos « con p y [ con v, e identificamos la presencia de
tensores de Ricci, obteniendo

[ ViV = VoV, J(Win)" = Ry (Win)™ = Ry (W),

en esta expresion, los términos del lado derecho se anulan entre si debido a la simetria
de R,,, y por lo tanto V,V,(W,,)* =V, V ,(W,,)*. Luego, usamos la antisimetria
de (W,,)* en el término del lado derecho de esta igualdad e invertimos las etiquetas
de sus indices p <> v observando que la igualdad implica que ambos términos deben
ser cero.

Por lo tanto, retornando a la derivada covariante de la ecuacién de campo de
Proca (3.15), se cumple para cada m

YV, (X)" =0. (3.21)

Ecuacién que llamaremos ecuacion de Lorenz para campos de Proca. Cabe destacar
que a diferencia de su versién analoga en el electromagnetismo de Maxwell, en este
caso no es una eleccion de norma sino una ecuacion que se debe satisfacer siempre.
Ademads, esta ecuacién nos permite reescribir la ecuacién de campo de Proca como
una ecuacion de onda no homogénea. En efecto, pues expresando el tensor de campo
en funcién de los campos potenciales en (3.15), se tiene

V. VX ) =V, V(X)) — 12(X,)" =0, (3.22)
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luego, podemos reexpresar el segundo término de la izquierda usando la propiedad
V. V(X)) = Vo,V (Xn)! = Ry (X,,)7 e identificar la ecuacion de Lorenz para
campos de Proca, obteniendo

V.V Xon)y — R (X)) — 112 (Xn), =0 . (3.23)

Esta ecuaciéon en particular nos servira para obtener ecuaciones de segundo orden
que usaremos en nuestra implementacion numeérica.

3.2. Formalismo 3+1

En el capitulo anterior ya establecimos el formalismo 341 para las variables del
espacio-tiempo. En consecuencia, para un sistema de Einstein-(multi)Proca nos queda
formular las ecuaciones de campo de Proca que obtuvimos en la seccién anterior
como un problema de Cauchy. Estas son

V(W) = 1 (Xn)" =0, Vu(Wo )" =0, V,(Xn)" =0.

Para ello, utilizaremos el formalismo 341 sobre los campos que participan en estas
ecuaciones, los cuales son, los campo potenciales, los tensores de campo y sus tensores
duales. En otras palabras, descompondremos dichas cantidades en proyecciones a
lo largo de la direccién normal y paralela a ;. Luego, resultara sencillo reexpresar
las ecuaciones de campo de Proca como ecuaciones de evolucién y constriccién al
reemplazar las cantidades descompuestas.

3.2.1. Potenciales y campos en 3+1

Sabemos que cualquier tensor puede ser descompuesto ortogonalmente usando
el vector unitario n# normal a 3, (2.7), y la métrica espacial 7,, inducida sobre ¥,
(2.8). Asi, en esta subseccién conseguiremos la descomposicién en 3+1 de los campos
potenciales (X,,),, los tensores de campo (W,,),, y sus tensores duales (W), . Sin
embargo, con el fin de evitar expresiones con notaciones recargadas, omitiremos la
etiqueta m =1, ..., N, dejando implicito que todas las cantidades que definamos y
las expresiones que deduzcamos seran validas para cada campo de Proca etiquetado
con m.

Iniciamos con el campo potencial X,,, el cual posee la siguiente descomposicion
ortogonal

X‘u = (5/0;Xa = ('ya — nanu)Xa = 'yauXa + ’I”LH(—’/LQXQ),

I
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esto es, usamos la descomposicién en 3+1 de la métrica 4-dimensional gn, = Yau —
nany, € identificamos que podemos definir las siguientes cantidades basadas en
proyecciones

¢ :=-—n"X,, a,:=7"Xa, (3.24)

donde, ® recibe el nombre de potencial escalar, mientras que a,, el nombre de
potencial vectorial 3-dimensional. Sobre este tltimo, el adjetivo 3-dimensional esta
justificado, pues es ortogonal a n*. En efecto

nfa, = nty*, Xy = n"(0, +nn,)Xo =n"X, —n*X, = 0.
Ademds, al considerar que n* = (1/a, —f'/a) y n, = (—«,0), se tiene

0
a'n,=0 & a =0, (3.25)
an' =0 & ay=af", (3.26)
y como a' = y“a;, bastard con conocer las componentes espaciales a; para estudiar

a esta cantidad. Por lo tanto, con las definiciones anteriores podemos expresar X,
como

X, =a,+n,9. (3.27)
donde sus componentes covariantes son
Xy = a;ff —ad (3.28)

Mientras que sus componentes contravariantes son

X’ = ®/a, (3.30)
X' = d—pd/a. (3.31)
El siguiente paso es descomponer ortogonalmente al tensor de campo W, y su
dual W,. Para el primero tenemos
W = 6060 Wap
= ('VQM - nanu)('yﬂu - nﬁnu)Waﬁ
= 'Vau’yﬁy Waﬁ + nu(_na’yﬁyWaﬂ) + (_nﬁ,yau Waﬁ)nu + nunu(nanﬁwaﬁ) )
donde, el ultimo término se anula debido a que el tensor antisimétrico W,z se contrae

con un tensor simétrico n®n®. Por lo tanto, repitiendo este mismo procedimiento

para W, las descomposiciones que buscamos son

Wi = ’Yau’ygu Was + nu(_na76uWaB> + (_n67au Wag)n,
Wy, =% Wi 4+ nu(—n®y", Wis) + (—ny* Wig)n, .
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Las cuales se pueden reexpresar de una manera mas sencilla al definir un campo
eléctrico €, y un campo magnético B,, de la forma

&= —no"yBMWag = —n"Wy, , (3.32)
B, = —n"y’ Wiy = —n"W,, | (3.33)

donde, las ultimas igualdades son posibles gracias a que hemos reexpresado ’yﬁu =
55 — nPn, y anulado los términos que son contracciones totales entre los tensores
antisimétricos de la teorfa y el tensor simétrico n®n”. Usando esta misma propiedad,
de las expresiones anteriores deducimos que los campos eléctrico y magnético son
puramente espaciales, pues son ortogonales a n*, esto es, n,# = n,B* = 0y por lo
tanto, € = BY =0, &y = €13, y By = B*B;. Debido a esto, solo es necesario conocer
sus componentes espaciales &' y B para estudiar estas cantidades.

Asi, usando estds definiciones, la descomposicién ortogonal de W, y W, toma
la forma de

W,LLV = (S)WMV + n,ugl/ - nugu ) (334)
W,ljjl/ = (3)W;V + n,LLBV - nI/B;,L ) (335)

donde hemos denotado como (B)WW = VQMVByWa,B y (3)W:V = 'yo‘“’yﬂVW;‘B a los
tensores de campo y su dual puramente espaciales resultado de las proyecciones
sobre la hipersuperficie espacial. Sin embargo, estas notaciones no seran necesarias
pues estas ultimas cantidades se expresan en funcién de €, y B, y por lo tanto, las
descomposiciones ortogonales anteriores se pueden expresar inicamente en funcion
de tales campos. En efecto, para confirmar esta conclusién para (3)WW usamos la
definicién del campo magnético (3.33) y la definicién del tensor de campo dual (3.16)
como sigue

1 1 1
R — _naw*aﬁ — §naEaBWWW — §naEaB’“’ (3)W;w — §E5HV (3)W/ﬂ/-

Noétese que en la pentltima igualdad resulta de reemplazar la descomposicion or-
togonal de W, que tenemos hasta el momento (3.34) y anular las contracciones
entre el tensor 4-dimensional de Levi-Civita con los tensores simétricos non, y nan,.
Mientras que la ultima igualdad resulta del uso del tensor 3-dimensional de Levi-
Civita definido como! E** := n,E“*¥*. Luego, contraemos la expresién resultante
con F,.z obteniendo

1

Y 1
EpaﬁBﬁ _ 5 paﬁEﬁ“ (3)Ww/ —

3 3
5 (050 — 047) W, =% W,,,
IEsta definicién es consistente con la forma de definir los tensores de Levi-Civita, como por
ejemplo el caso 4-dimensional en (3.17). Asi, para el caso 3-dimensional se tiene que E'?3 =
—aE%123 = a%ﬁ = %, con €'?3 = €193 = 1. Ademds, notamos que nuE’W’\ =0 por lo que E%* =0

para cualquier v, A = 1,2, 3.
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donde en la segunda igualdad hemos usado la propiedad de los simbolos 3-dimensionales
de Levi-Civita EpagEB‘“’ = epageﬂ“” = 5;}5; — 5&5;. Asi, la descomposicién de W,
se expresa Unicamente en funcién del campo eléctrico y magnético como

W =n,E, —n,&, + EunB, (3.36)

Por otro lado, con respecto a la descomposicion ortogonal de W, podemos partir
de la definicién del campo eléctrico (3.32) y de la expresion del dual del dual del
tensor de campo, lo cual resulta! en

1
WH = §EW°‘5W§B. (3.37)
Noétese que esta expresion difiere por un signo menos al compararla con la expresion
del tensor de campo dual (3.16). Luego, siguiendo el mismo procedimiento realizado
lineas arriba para (3) W, pero ahora para 3) W, al tomar en cuenta el cambio de
signo de la expresién anterior se obtiene que

A *
Eunét =—®wr,.
Asi, tenemos que la descomposicién en 3+1 de W}, es
Wy, =n,B, —n,B, — By (3.38)

En sintesis, tenemos las siguientes descomposiciones para el tensor de campo y su
dual

W =n,€ — 1€ + EunB (3.39)
Wy, =n,B, —n,B, — B . (3.40)

3.2.2. Ecuaciones de campo de Proca en 341

Habiendo obtenido la descomposicién en 3+1 de las cantidades presentes en las
ecuaciones de Proca, especificamente, la ecuaciéon de movimiento de campo de Proca
(3.15), la identidad del tensor de campo dual (3.20) y la ecuacién de Lorenz (3.21),
procedemos a reemplazarlas y obtener dichas ecuaciones en el lenguaje 3+1. Para
ello, sera ttil recordar que la divergencia de un 4-tensor arbitrario Y* definido en

!Esta expresién resulta al contraer el tensor dual Was con E°raB v usar la identidad
E° P BB g, = —2(05,0f — 6706r) de la siguiente manera

1
EoPPE g, )WH = 2W°°.

EoPOPYF =
af 2(
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el espacio-tiempo y la divergencia de un 3-tensor arbitrario Y definido en ¥; son
respectivamente

1
V.Y = Wau(|g|l/zy“) : (3.41)

donde g = det(g,,) y v = det(vi;). Ademas, para mantener la claridad de las ex-
presiones, dejamos implicito que todas las cantidades y ecuaciones se cumplen para
cada campo de Proca etiquetado con m =1, ..., N.

1. Ecuacion de evolucion para o:

Esta ecuacién se obtiene de la ecuacién de Lorenz para campos de Proca (3.21),
al abrir la suma de la expresién de la divergencia covariante (3.41) aplicada a X*
1
~1/2

1

V,XP=0 = _e

Op(ay'?X%) = ———8;(ay"2 X7 | (3.43)
donde, hemos considerado que |g| = a?y y convenientemente hemos simplificado el
factor —1/a. Luego, si reemplazamos las componentes covariantes del potencial X*
X0=®/a (3.30) y X? =a' — 8'®/a (3.31) en la expresién anterior, identificamos
las 3-divergencias usando (3.42) y despejamos la derivada temporal de ®, obtenemos

8t71/2
~y1/2

Finalmente, el primer término al lado derecho de la igualdad puede reexpresarse

usando la propiedad §v'/% = 141/2~45 5+, y la ecuacién de evolucién de ADM para
Vij> (2.12), como sigue

on'? 1 ij L . i

YR 57700y = 57" (=2aKy; + Dif; + Dif;) = —aK + Dif* . (3.45)

Asi, al reemplazar este término e identificando que £ 50 = Bi0;®, la ecuacién de
evolucién para P resulta ser

0@ — £;0 = —Dj(ad’) + a®K . (3.46)

2. Ecuacion de evolucion para a;:

Expandimos la suma en la definicién del campo eléctrico (3.32) como sigue

ﬂk

1
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Luego, reemplazamos las expresiones para las componentes covariantes de X, (3.28)
y (3.29), en la expresién anterior obteniendo

Finalmente, despejando la derivada temporal de a;, cancelando términos e identifi-
cando la presencia de la derivada de Lie de a; a lo largo del vector de corrimiento
£ 50 = B*0pa; 4+ a0; 3%, se obtiene la ecuacién de evolucién para el potencial vectorial
3-dimensional

(9tai — £B'CL1 = —Ck(c:i — (‘MO@) . (349)

3. Ecuacion de evolucion para &;:

Esta ecuacion se obtiene de proyectar sobre la hipersuperficie espacial la ecuacion
de campo (3.15), y operar como sigue

0 = 7V WV — iy XV
= (8, +n'n,)V,W" — 1%a’
= V,WH+ 3V W — P’ (3.50)

donde en la segunda igualdad optamos por expresar v’ = 4!, + n'n,, y hemos usado
la definicién del potencial vectorial 3-dimensional (3.24). Mientras que en la tercera
igualdad usamos n* = (1/a, —f"/a) y n, = (—a,0). De esta expresion, reescribimos
los dos primeros términos como sigue:

Para el segundo término 'V, W abrimos la 4-divergencia usando (3.41),
reemplazamos a W*Y usando la definicién de campo eléctrico EF = —n, W¥k = —aI¥/*0
e identificamos la 3-divergencia usando (3.42)

1
9|1/

1
avy1/2

1
vV, WH = (g *WH0) = — Op(v'7€M) = —aDk‘gk : (3.51)

Para el primer término, operamos de manera similar al anterior

V. W ) 1 %74 %
W= 0471/2aﬂ(a71/2 ")
1 . :
= —75[0.(y"*€) + di(ay'PWH)]

a2

1 % iaﬂ’lﬂ ki
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y despejamos los términos dentro del corchete. Para el término Dy (aW*") usamos
la descomposicién 3+1 del tensor de campo (3.39), Wk = nk&é — pigk 4 EFIB,
obteniendo

Di(aW*) = Dy(-p*e' 4 piek + E*iaB;)
= —&'DyB" — BFDLE + EFDYB + BT DRER + EMI Dy (aB;)
= —&'Dyf" — £5E" + F'DiE" + EF Di(aBy),

donde identificamos £zE' = BEDLE" — EED, B Mientras que para el término
E10,v'/? /412 usamos la ecuacién que obtuvimos lineas arriba en (3.45)
'at,yl/Q

& = oK L et

Asi, reemplazando estos términos en el corchete anterior y anulando términos ade-
cuadamente, tenemos

vV, WH = é[ O& — £58" — aK& + 'DyEF — EMDy(aBy) ] . (3.52)

Finalmente agrupando las expresiones (3.51) y (3.52) en (3.50), y anulando términos
con signo contrario, obtenemos la ecuacién de evolucion para el campo eléctrico

0,8 — £5E = [D x (aB)]' + a(KE" + p*a’) (3.53)
donde identificamos el rotacional definido como

D x (aB)" := E™ Dy(aB;) = E* 9, (aB;). (3.54)

4. Ecuacion de evolucion para B;:

De manera completamente analoga a la deduccién de la ecuacién anterior, ob-
tenemos a la ecuacion de evolucion del campo magnético a partir de la proyeccion
sobre la hipersuperficie espacial de la identidad que cumple el tensor dual (3.20)

VLV W =0, (3.55)

con la diferencia que en este caso usamos B¥ = —aW*F0 y W*ki = pkBi _ piBk
E*iB;. Asi, se obtiene

OB — LB = —[D x (a€)]' + aKB". (3.56)



36 CAPITULO 3. SISTEMA DE EINSTEIN-(MULTI)PROCA

5. Ecuaciones de constriccion de Gauss:

Las ecuaciones de evolucién que acabamos de obtener para los campos & y
B son resultado de proyectar las ecuaciones de campo para WH y W** sobre la
hipersuperficie espacial ¥;. Sin embargo, las proyecciones de estas ecuaciones sobre
la direccién normal a ¥; nos brinda ecuaciones de constriccién, de la misma manera
como vimos en el capitulo anterior al proyectar en la direccién normal a las ecuacio-
nes de campo de Einstein resultando en la constricciones hamiltoniana y de momentos.

Iniciemos con la proyeccién de la ecuacion (3.15), considerando la definicién del
campo escalar (3.24) y n, = (—«,0)

n, VW = 1i*n, X" = oV, W" = /°®. (3.57)

Luego, usamos la expresién de V,WH0 = —éDiEi, obtenida lineas arriba en (3.51),
obteniendo '

D& 4+ 1*d =0. (3.58)

Siguiendo un procedimiento analogo, pero partiendo ahora de la ecuacién de campo
para W* (3.20), se obtiene

D;B" = 0. (3.59)
Ambas ecuaciones no poseen derivadas temporales y reciben el nombre de constric-
ciones de Gauss para el electromagnetismo de Proca. Ademas, la ultima ecuacion de
constriccién se satisface trivialmente, en efecto, al considerar la definicién de campo
magnético (3.33), la definicién del tensor de campo dual (3.16) y el hecho de que
Was = 200X ), se tiene

) . 1 . . .
Bl = —n, W = S, B Wos = B90,X5 = E90,X,.

donde para la peniltima igualdad hemos considerado que n,E**? = E8 y retirado
los corchetes en los indices a3, pues estos aseguran su antisimetria al estar contraidos
a los indices del tensor de Levi-Civita. Mientras que para la tltima igualdad, solo
tenemos disponible componentes de E*? no cero con «a, 8 = j, k = 1,2, 3. Luego,
consideramos la descomposicién ortogonal de Xy = a; + nip® deducida en (3.27) con
n, = (—a,0), obteniendo

B = E%Q;a;, = [D x a]'. (3.60)

Al aplicar la 3-divergencia a esta expresién y anular la contracciéon del tensor 3-

dimensional de Levi-Civita con los simbolos de Christoffel definidos en ¥;, se tiene
DB = E7*(9,0;ar = TL00ay, —® T0,a1) = E%0,0;a;, = 0.

Por lo tanto, en lugar de obtener el campo magnético a partir de la ecuacién de

constriccion (3.59), usaremos el rotacional del potencial vectorial 3-dimensional dado
en (3.60).
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3.2.3. Cantidades de materia en 3+1

En el formalismo 3+1 para el espacio-tiempo, se definié las cantidades derivadas de
la descomposicion ortogonal del tensor de energia-momento y se observé que aparecen
en las ecuaciones de evolucion y constriccién de ADM. Por lo tanto, para completar las
ecuaciones del sistema Einstein-(multi)Proca, serd necesario especificar la expresion
de tales cantidades, a las cuales simplemente nos referiremos como cantidades de
materia en 34+1. Para ello, descomponemos ortogonalmente la expresién covariante
de T, dada en (3.9) y generada por las contribuciones de los N campos complejos
de Proca vistos como materia

N
TW = Z(Tm)lw ]

donde para cada m
Tl = 1={ = oW = L (Wi (W)
1 (X)X = 2G|} (361)

De manera que en lugar de campos potenciales (X,,,)* y tensores de campo (W),
las cantidades de materia estén expresados en funcién de las cantidades ®,,, (a,,)’,
(&) v (Bn)'. Notese que para el desarrollo que mostraremos a continuacion, re-
tomamos el uso del indice m = 1, ..., N que etiqueta a cada campo de Proca en el
sistema.

1. Densidad de energia: Siguiendo la definicién (2.15), se tiene

N
p=nt'n"T,, = Z " (1) o,
m=1

la cual, gracias a la expresién (3.61), identificamos para cada m cuatro términos por
reescribir. El primero es

=10 (W) au(Win)y)* = =00 (W) au(Win), ™ = (Em)a(€m)™,

donde, para lograr la primera igualdad simplemente retiramos la simetrizacion de
los indices pur ya que estos se simetrizan al contraerse con n#n”. Y para la segun-
da igualdad hemos considerado la definicién del campo eléctrico dada en (3.32),

8)\ = n“(Wm))\u.
Para el segundo término, tenemos

1 - - 1
_ZnunyguV(Wm)aﬁ(Wm>aﬁ = _(Wm)aﬁ(Wm>aﬁ = 5[ B2, — &2 ] )
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donde hemos usado el desarrollo de (W,,)as(W,, ), el cual se deduce, de considerar
la descomposicién ortogonal de (Wp,)ag = Ma(Em)s — 1(Em)a + Eupr(Bm)?, v la
identidad F,pyE*P* = 26

E ) (Bm)p __2(8m)z(émy
n)i(Bim)' = (Em)i(Em)" ]
—-&n 1, (3.62)

(Wm)aﬁ(Wm)aﬂ = EuprE
2[ (B
= 2| 'B

con la notacién la notacion €2, := (€,,)i(Em)" v B2, := (Bp)i(Bm)*.

Para el tercer término, considerando la simetrizacion de n#n” y la definicion del
potencial escalar ®,, = —n#(X,,), tenemos

Ngnuny(Xm)(u<Xm)u) = MQCDEn )
donde hemos usado la notacién ®2, := D, D,,.

Finalmente, el cuarto y tltimo término, es

1 5 _
_Eﬂzn“n guV(Xm>A(Xm))\ =

1, 1

FH (XA (X ) = Sl — 2],

donde hemos reemplazado el desarrollo de (X,,)x(X,,)* empleando la descomposicién
ortogonal (X,,), = (am), — 1Py, como sigue
(X)a(Xin)* = [ (am)y = 1@ ][ (@m)" — 1"y |
= a, — o2, (3.63)

usando la notacién a?, := (a,,);(@,,)". Juntando las expresiones anteriores, se obtiene

una densidad de energia dada por

N

1

=) 8— [ &2, + B2, + (D2, + a2, )] (3.64)
™

m=1

2. Densidad de momento: usando la definicién (2.18)

N

ji — Z zun

m=0

Z—ﬁ 0% L= (W) s (W) + 12 (o) (Ko }

m=0
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donde hemos anulado los términos con el factor y#n”g,, = v*n, = 0, que resultan
de reemplazar (3.61) en la sumatoria anterior. Por lo tanto, para cada m tenemos
que reexpresar dos términos. El primero resulta ser

) _ 1 . _
7 W (W)t = 57" 0 T (W)au (W), + .. |

_ _%w[ (Wo)an(E) + e ]

donde c.c. indica conjugado complejo. Luego de descomponer (W,,,)x, = nx(Em)u —
1 (Em)x + Exw (Brm)”, anulamos los términos de la expresion anterior que posean
los factores ny(€,,)* = 0y v%#n, = 0. Asi, resulta en

. _ 1 . _
V0 (Wau (W)™ = =517 Br (€m) (Bn)” + c.c.

- %[ B ()N Bm)” + e ]

Por otro lado, considerando las definiciones v"*(X,,), = (am)" v @ = =" (Xon)w, €l
segundo término resulta ser

b,V \ 1 T,V \
_l‘27mn (Xm)(u(Xm)V) - _5”27 | (Xm)u(Xm)u +c.c. |

1 _
= §,u2[ () Py + c.c. ]

Reemplazando estos términos en la sumatoria de la densidad de momento se obtiene

=2 % N Bm)” + 12 (am) Py + c.c. ] (3.65)

m=1

esto es, el vector de Poynting total correspondiente a los N campos complejos de
Proca.

3. Tensor de esfuerzos espacial: Usando la definicién (2.22) se tiene

Siy = T, Z vy (T,

Nuevamente, usando la expresién de (75,),, dada en (3.61), identificamos cuatro
términos a reescribir. Para el primero, serd tutil identificar que

%HWAL/\ = %u[ nu(gm)A - (8m)un/\ + Ew\l/<Bm)y ]
= _n)\(gm)z + Ei)\ll(Bm)V )
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de donde podemos encontrar

Y W) in(Win),* = [ =na(Em)i + Bing(Bm)” Il =n(Em); + B}, (Brn)” |
= —(&m)i(Em)j + BuniE'j (Brn)"(By)"

luego, utilizando la propiedad Elm-El,,j = YijVnr — YirVjn, €ncontramos

%LL'V;‘/(WW)MA(Wm)uA = _(Em)i(gm)j + %j‘Bgn - (@m)iCBm)j
gracias a esta expresion, el primer término que estamos buscando reescribir es
—’Yf’Y;WA(uWu) A= ’757}/)WMWVA
= _(8m)(i(8m)j) - (Bm)(i(Bm)j) + %J"BrQn :

El segundo término resulta inmediato al considerar que ~ Yi 9w = 7ij ¥ €l desarrollo
de (Wp)ap(W,)# dado en (3.62)

1

=Y G (Wi )ag (W)™ =

1
4 P)/l][ 8 BQ ]

2

El tercer término, se obtiene al considerar la definicién (an,); = V' (Xm)u

] (Xon) (X)) = 1 (am ) i (am) -
Finalmente, el cuarto y ultimo se obtiene al usar la expresién (3.63)

1

y 1
_5’7ij guV(Xm)A(Xm))\ = _i%J[ -7 .

Asi, reuniendo todos las expresiones anteriores en la sumatoria del tensor espacial de
esfuerzos, se obtiene

gi{ il €+ B 1= [ (Bm)i(Bm)j + (Em)i(Em); + cc. ]

Mz

m=1

2 (@)i(); + ) = g(a?, — 22) ] ). (3.66)

3.3. Espacio-tiempo con simetria esférica

Como se establecid desde el capitulo introductorio, nuestro objetivo es estudiar un
sistema de varios campos complejos de Proca acoplados minimamente a la gravedad
en un espacio-tiempo esféricamente simétrico, considerando el caso mas general, en
el que los campos de Proca individuales no sean esféricamente simétricos, aunque
su contribucién conjunta si genere un espacio-tiempo con simetria esférica. En esta
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seccién daremos un paso adelante hacia ese objetivo estableciendo las ecuaciones
de evolucion y constriccion de los campos de Proca de este sistema. Para ello,
consideraremos las ecuaciones de evolucién y

O, — £59,, = —Di[afay)]+aK®,, (3.67)
O(am)i — Lz(am)i = —a(En)i — 0i(a®y,) (3.68)
h(Em) — £5(Em)" = [Dx(aBy)]' + a[K(Ey)' + pP(an)],  (3.69)
O(B) — £L5(Bn) = —[Dx (a€p)] +aK(B,)". (3.70)
y constriccion
0 = Di(&n) + 1P, , (3.71)
(Bn)" = [Dxan]", (3.72)

de los campos de Proca en un espacio-tiempo general que obtuvimos de la seccién 3.2.2.
Luego, impondremos la simetria esférica del espacio-tiempo usando las herramientas
mencionadas en la seccién 2.3. del capitulo anterior. Concretamente al considerar
un espacio-tiempo esféricamente simétrico, usamos el siguiente elemento de linea
4-dimensional al cuadrado (2.24)

ds® = (—a® + B, B7)dt? + 26, drdt + di*
con una métrica 3-dimensional (2.23) correspondiente a
di* = ¢* (Adr® +r*BdQ?)

donde debido a la simetria esférica todas las funciones métricas dependen solo de (7, t).

Para reescribir las ecuaciones de evolucién y constriccion anteriores con la métri-
ca del espacio-tiempo que se acaba de establecer, sera 1til conocer la expresion
de la 3-divergencia (3.42) en este contexto. Sea un campo 3-vectorial arbitrario
Y, = (Y,,Y,,Y,), al considerar que /2 = AY2BySr?sin@ y un poco de élgebra
simplificando factores, se tiene que

1 Bu*r? 1 1 , 1
= g () g g om0 Y+ g0

luego, aplicando la regla de Leibniz en la derivada parcial de la coordenada radial y
simplificando adecuadamente se obtiene

.1 2 9,A  0.B 204
byt = rw[“*”(? AT B Ty )]

1 1 1
—_— | — ind Y, —0,Y,| . .
+Bz/z4r2 [sin980(8m o)+ sin? 0880 w] (3.73)
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Asi, al usar este resultado especificamente en la ecuacion de evolucién de @, y la
ecuacion de constriccién de Gauss para el campo eléctrico, se tienen las siguientes
ecuaciones de evolucion para los campos de Proca complejos etiquetados con m

o 2 0,A 0,B 20 &a)]
ST T Ty

at(I)m - OEB’(I)m == _A_wzl |:8r(am)r + (am)r (; 24 B w o

(0%

1 . 1
T By {Maa[sm 0(am)a) + macp(am)gp} +aK®,,, (3.74)

Bu(Em) — £5(Ep) = %aj (a(Bo)el + K () + 12(am)] | (3.76)
ciik '
OB = £3(B,)' = =S50 0(En] + aK(B,). (3.77)

Asi, como las siguientes ecuaciones de constriccién de Gauss

B 1 2 arA 8TB 28r¢
0 — A_w[ar(em)w(ﬁm)r (;— 2A B Ty )}

1 1 . )
+—BT7/}4T’2 [mae[snl@(gm)&] + M&P(gm)w] + u P, , (378)
: ciik
(Bm)" = maj(am)k ) (3.79)

donde se tiene a €% como el simbolo 3-dimensional de Levi-Civita con €'?® = 1.
Y debido a la simetria esférica, en todas estas ecuaciones se tiene como indices
vectoriales a i = 7,0, ¢, el determinante de la métrica espacial v'/2 = A2 By5r?sin §
y un vector de corrimiento puramente radial E = (6",0,0).

3.4. Estrella de Proca

Finalizamos este capitulo utilizando todo lo obtenido hasta el momento para
estudiar la configuraciéon conocida como estrella de Proca. Esta corresponde al
caso particular de nuestro sistema de Einstein-(multi)Proca en un espacio-tiempo
esféricamente simétrico y estatico cuando solo existe un campo complejo de Proca
constituyente, es decir, N = 1, con dependencia temporal armoénica.

La intencion de esta secciéon es realizar un andlisis preliminar de la solucion de la
estrella de Proca estandar para establecer las ideas que nos guiarédn a la generalizacion
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multi-campo deseada. Por ello, no sera necesario deducir paso a paso las ecuaciones de
la estrella de Proca, pues estds se obtendran al considerar el caso ¢ = 0 de nuestra pro-
puesta de estrella de /-Proca, la cual sera presentada a detalle en el siguiente capitulo.

Al tener un solo campo de Proca, este tiene que generar un tensor energia-momento
esféricamente simétrico que sirva de fuente a la simetria esférica del espacio-tiempo.
Por lo tanto, para asegurar la simetria esférica de 7T}, se impone que los campos
3-vectoriales del sistema sean solo radiales, es decir,

a; = (a,(t,7),0,0), & =(E"(t,7),0,0), B = (B"(t,r),0,0) . (3.80)

Sin embargo, si utilizamos la expresion equivalente a la constriccién de Gauss para
el campo magnético, esta es, la forma de expresar a B* como las componentes del
rotacional de a’, dada en (3.79), se tiene que

rik

1
€ o0:ay = —(e“’%ﬂa@a@ + eweé’@a(;) =0.

B = ~F1/27 ~1/2

En consecuencia, cuando se tiene solo un campo de Proca como contenido de materia,
la simetria esférica impone que B=0. Luego, las ecuaciones de evolucion presentadas
en la seccién anterior que no son triviales en este escenario, considerando que ya no
es necesario la etiqueta m, son

D — £5P = > [&ar +a, (% _ oA + 0B + 200y - a’"aﬂ +aKd

Ayt 2A B P Q
(3.81)
oia, — £§ar = —a&, —0.(a®) , (3.82)
r roo__ r Ay
O&" — £58 = a(KE +,ﬂA¢4) : (3.83)
Y la constriccion de Gauss para el campo eléctrico es
1 2 0,A 0.B 20 9
0 = Aw4[87"8r+8’"(r_2f1+ B+ w )1—1-“(1), (3.84)

mientras que la constriccion de Gauss para el campo magnético se satisface trivial-
mente.

Ahora, este sistema recibe el nombre de estrella de Proca, cuando imponemos
una dependencia temporal arménica con una misma frecuencia w sobre los campos
potenciales y el campo eléctrico de la forma

O(t,r) = p(r)e ™, a.(t,r) =ida(r)e™™", E"(t,r) = E(r)e ™", (3.85)
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donde ¢(r),a(r) y e(r) son funciones radiales reales. La consecuencia inmediata de
este ansatz se deduce de considerar la forma del tensor de energia-momento dada en
(3.61) que a su vez se hereda a las cantidades en 3+1 de materia (3.64), (3.65) y (3.66).
Esto es, estar formados por términos que son productos de cantidades complejas con
sus respectivas conjugadas. Asi, es facil observar que el tensor de energia-momento
es independiente del tiempo y por lo tanto puede generar un espacio-tiempo estatico.
Luego, siguiendo las consecuencias de estaticidad espacio-temporal presentadas en la
seccion 2.3. del capitulo anterior, se tiene que

B =0, Ki;=0, j°=0. 3.86
J

Justamente, para satisfacer ;" = 0, el ansatz para la componente radial del potencial
3-vectorial lleva la unidad imaginaria . En efecto, si consideramos la densidad de
momento para la estrella de Proca a partir de (3.65), se tiene

2 2
jr = la, @+ ce] = Eliag + el =0,

lo cual claramente se anula por tratarse de la suma un ntmero imaginario con su
complejo conjugado.

Con respecto a los datos iniciales de la estrella de Proca, estos son
®0,r) =o(r), a.(0,7)=r1ia(r), E"(0,r)= E(r), (3.87)

y se obtienen de resolver el sistema de ecuaciones radiales derivado de reemplazar el
ansatz original (3.85) en las ecuaciones de evolucién mostradas lineas arribar fijando
t=0.

Si elegimos la norma radial de area, esto es, en la métrica espacial se tiene
B =1 =1, aparentemente debemos resolver un sistema de ecuaciones radiales para
(o(r),a(r), E(r), A(r), a(r)). Sin embargo, no serd necesario incluir a este sistema
a la funcién radial E(r), pues se determina a partir de los otros datos iniciales. En
efecto, de la ecuacion de evolucién para €™ dada en (3.76), se deduce que

ap’a

WA

Qy-

A

0E" = ayi? = E(r)= (3.88)

Luego, el sistema de ecuaciones radiales de datos iniciales escrito como un sistema
de primer orden para la 4-tupla @ = (F(r),a(r), A(r),a(r)) de la forma

donde S() representa la funcién fuente construida solo de los valores de las funciones
en i y no de sus derivadas radiales, y donde convenientemente hemos reemplazado ¢
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por F':= a¢ para conseguir la forma deseada del sistema, es

F' = wa (O‘;’f - 1) , (3.89)
J = ‘“;—fF —a (%(A +1) 4+ 4mrA(ST — p)> | (3.90)
A= A (%(1 —A)+ 87?7“Ap> : (3.91)
d = «a (%(A -1)+ 47T7’AS:> : (3.92)

que a su vez al combinarlas satisfacen la constricciéon de Gauss para F(r) y donde
las cantidades de materia en 3+1 esféricamente simétricas son

2 [ 22,2 2 2
_ e (o
po= +87T|: Aw? +(a2+A)} ’ (3.93)
2 [12,,2,2 2 2
po_ W japa (B a
s - L |- (5+5)] (394)
de lo cual, se observa que
4.2 2
., wrata

Este sistema de ecuaciones radiales toma la forma de un problema no lineal de

autovalores cuyo autovalor serd la frecuencia temporal w cuando se impone condiciones

de frontera, las cuales, son:

- Para a: Se exige que sea regular en el origen y asintéticamente Minkowski.
dr=0))=0, llma=1. (3.96)

r—00
- Para A: Se exige regularidad en el origen y para evitar divisiones 1/0 en la ecuacién
radial para A, que el espacio sea localmente plano en el origen

Alr=0)=0, A@r=0)=1. (3.97)

- Para I: Se exige que sea regular en el origen y por ser un campo de materia, debe
ser asintoticamente cero

F'(r=0)=0, limF=0. (3.98)

T—00

- Para a: ya que esta funcién corresponde a la componente radial del potencial
3-vectorial, en el origen debe ser cero para no quebrar la simetria esférica. Y por su
calidad de campo de materia, debe ser asintéticamente cero

a(r=0)=0, lma=0. (3.99)

7—00
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Finalmente, estas condiciones de frontera deben de concordar por un lado, con
las soluciones locales cerca al origen y por otro lado, con las soluciones asintéticas,
es decir, para distancias lejanas al origen, de los campos de materia

Para las soluciones cerca al origen (r ~ 0), tenemos que A — 1y a — ag = cte,
por lo que las ecuaciones radiales para (F,a) son

wF  2a
Flr=0 dd~r—5—-——.

ag r
Al integrar la primera ecuacién, se tiene que F' ~ Fy = cte, lo cual, implica que
F(r) es una funcién par. Mientras que en la segunda ecuacion, la paridad de F'
implica que a debe ser una funcién impar. Luego, para evitar divisiones 1/0, basta
que aseguremos que a ~ r y por lo tanto

/ (,UFO ’ I 1 (,UFO -~ 1 (JJFQ

a~— —2a = a= a~ ——7 .
ol 3 ol 3 ol

Asi, las soluciones cerca al origen concuerdan con las condiciones de frontera en r = 0.

Con respecto a las soluciones asintdticas, ya que para r — oo se tiene que F' — 0
y a — 0, de la ecuacién radial para A, se deduce que A es asintéticamente Minkowski

A =~ 8rrA*p -0 = A—cte=1.

Luego, las ecuaciones radiales para (F,a) son e implican

2

F’%wa(%—l), d~wF = F'm~ (@ —uw)F,
w

cuyas soluciones al cumplir la condicién g > w, son reales convergentes y concuerdan
con las condiciones de frontera

F~e ,u2—w2r’ a ~ _—w e~ w2

’u2_w2

—w2r



Capitulo 4
Estrella de /-Proca

Luego, de haber especificado las herramientas necesarias para el estudio del
espacio-tiempo y los campos de Proca en el lenguaje en 341, en este capitulo
finalmente estableceremos la primera parte de nuestro aporte al estudio de generali-
zaciones de las estrellas de Proca: la obtencién de una generalizacion multi-campo
con momento angular y simetria esférica de la estrella de Proca, la cual, como se
motivara en este capitulo, bautizamos como estrella de ¢-Proca.

En concreto, en este capitulo iniciamos proponiendo un ansatz de campos de
Proca que logre generar un espacio-tiempo esféricamente simétrico en el sistema de
Einstein-(multi)Proca. Luego, como se establece en las estrellas bosénicas, la estrella
de /-Proca se obtiene al imponer la dependencia temporal armoénica a las soluciones
del sistema anterior. Asi, todas las herramientas del capitulo anterior nos conducen
a obtener las ecuaciones de evolucion y constriccion, las cantidades de materia y
las ecuaciones de datos iniciales (en primer y en segundo orden) de la estrella de
¢-Proca. Cuyo caso particular, cuando ¢ = 0, se evidenciara en este capitulo que
corresponde a la estrella de Proca estdndar (con un campo) en simetria esférica, lo
cual sustentard el caracter de generalizacion de nuestra propuesta.

4.1. Propuesta multi-campo para simetria esférica

En la seccion 3.4. del capitulo anterior, obtuvimos las ecuaciones de evolucién
(3.74-3.77) y constriccién (3.78-3.79) de los campos de Proca asumiendo que se
encuentran en un espacio-tiempo con simetria esférica. Sin embargo, no se menciona
como es que se logra dicha simetria.

Gracias a las ecuaciones de campo de Einstein (3.8), sabemos que las simetrias del
espacio-tiempo expresadas en el tensor de Einstein, las cuales las hereda de la métrica
espacio-temporal, provienen de las simetrias del tensor de energia-momento total del
sistema, y no necesariamente de los tensores energia-momento de cada campo de

47
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materia constituyente. Aprovechando esta idea, en [30] se estudié el posible efecto
del momento angular en el colapso critico esféricamente simétrico de un sistema de
N = 2/ + 1 campos clasicos escalares reales y sin masa, con £ € Ny, donde cada
campo constituyente posee un momento angular, que a su vez esta relacionado a su
dependencia angular expresada mediante una funcién de arménico esférico Y, y
comparte la misma amplitud radial con los demas campos escalares constituyentes,
asegurando asi la simetria esférica del sistema. Este mismo método fue luego utilizado
para proponer la configuracion de la estrella de ¢-bosones en [14], donde, en lugar
de campos constituyentes reales sin masa, se consider6 campos escalares complejos
masivos formando un estrella bosénica. Esta es nombrada como tal, ya que considera
un numero de momento angular ¢ fijo, que se comparte con todos los 2¢ + 1 campos
constituyentes, y por lo tanto, ¢ parametriza el sistema. Ademads, la estrella de
(-bosones resulta ser una generalizacién, pues para el caso £ = 0 se recobra la estrella
de bosones estandar esféricamente simétrica.

Asi, para conseguir que el espacio-tiempo en el sistema de Einstein-(multi)Proca
posea simetria esférica, vamos a utilizar campos de Proca con momento angular dado
por funciones de armoénicos esféricos. Aunque la extensiéon de este método del caso
escalar al vectorial parece natural, posee nuevas caracteristicas debido al caracter
vectorial de los campos de Proca, por lo que debemos proponer una dependencia
angular de estos campos que no solo genere un tensor de energia-momento total
esféricamente simétrico, sino que también satisfaga las ecuaciones de constriccion de
Gauss para los campos eléctricos y magnéticos (3.71-3.72). Siguiendo estas dos ideas,
proponemos el siguiente ansatz:

Sean los N = 2¢ + 1 campos de Proca complejos (X,,), con m = —¢,....{. La
descomposicién ortogonal de estos, de sus respectivos tensores de campo (W), v
de sus duales (W), expresada como un sistema de 10(2¢ + 1) funciones de materia
{®,,, (am)i, (Em)i, (B)'} se propone como:
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2¢ 4+ 1 campos potenciales escalares

q)m(x) = ¢g(7", t)YEm(ev QO) ) (41)
2¢ + 1 campos potenciales 3-vectoriales!
(am)i(z) = ( No(r,)Y™, Jy(r,t)05Y "™, Dg(r.t)&pYEm ), (4.2)

20 + 1 campos 3-vectoriales eléctricos
(Em)i(x) = (ec(r, )Y, &(r,)0eY ™, &(r,1)0,Y™ ), (4.3)
y 20 4+ 1 campos 3-vectoriales magnéticos

) o fm o Im
B0 = (0. G0 5 ™)

sin (44)
Donde ¢ es el nimero de momento angular y m, los nimeros magnéticos de las
funciones de armoénico esférico Y. Estos tltimos pardmetros también sirven pa-
ra enumerar los 2¢ + 1 campos de Proca del sistema. Finalmente, sea un ¢ fijo,
nuestra propuesta presenta las mismas amplitudes ¢,(r,t), Wo(r,t), Jy(r,t), €o(r,t),
&(r,t), Co(r,t) para todos los valores de m = —/, ..., /.

Es interesante notar la generalidad de este ansatz. Por ejemplo si consideramos
que los campos potenciales de Proca (X,,), = 0 para todo ¢, es decir, campos poten-
ciales de Proca estéticos con componentes iguales a cero, se muestra usando (3.24) y
(3.32-3.33), que el ansatz (4.1) y las componentes de (4.2) se anulan, mientras que
las componentes de (4.3-4.4) no necesariamente son cero. Por otro lado, si tomamos
campos de Proca homogéneos espacialmente, (X,,), = 0 VZ, se puede demostrar que
solo las componentes de (4.3) son no nulas, siendo cero los demés términos del ansatz.
Asimismo esta ansatz también es vélido si hacemos cero la masa de los campos de
Proca, es decir, para un sistema Einstein-(multi)Maxwell complejo.

Es importante mencionar que las funciones de arménicos esféricos estandar Y™
cumplen con la conocida identidad

~ 20+ 1
Im 2
S e = = (45

sin embargo, las funciones de arménicos esféricos que usamos en nuestro ansatz
anterior se definen tal que normalizan esta identidad. Es decir,

AT ~
yim .— y‘m. 4.6
V2r+1 (4.6)

'En el cual usamos las letras hebreas aleph X y beth 3, debido a que sus correspondientes a y b
en el alfabeto latino como a y 3 en el griego, son usadas para otras cantidades en este escrito.
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Ademas, sera clave para nuestra obtencién de la simetria esférica del tensor energia-
momento total y la posterior obtencién de las ecuaciones radiales de la estrella
de /-Proca, tener en cuenta la ecuacién diferencial que define a las funciones de
armoénico esférico, asi como una serie de identidades que estas satisfacen, las cuales,
han sido tomadas del apéndice del articulo [14], donde también se pueden encontrar
sus respectivas demostraciones. Las identidades que usaremos son:

Identidad 1: ,

SO, =1. (4.7)

m=—~

Identidad 2: ,
> o vimvaytt =0, (4.8)
m=—/

donde Y™ es la conjugada compleja de Y™ y V 4 es la derivada covariante asociada
a la métrica 2-dimensional g,p de la 2-esfera cuyo elemento de linea al cuadrado es

di; = dQ* = gapdr?da® = do* + sin® fdp? . (4.9)

Identidad 3: ,

S (VA VLY =0+ 1) (4.10)

o su versién explicita, la cual usaremos frecuentemente

¢

_ 1 _
> (aerma(,Yfm + eawwmag,wm) —((L+1) . (4.11)
m=—¢
Identidad 4: ,
. s 0+1) .
Z (VAYZm)(vBY£m> == ( 9 )gAB . (412)

m=—/

Y finalmente la ecuacion diferencial que define a las funciones de arménico esférico,
el laplaciano de Y/ V,VAY " = —(({ + 1)Y*™ o explicitamente,

Definicién de Y™

1 : Im 1 2y 4m Im
o Op(sinf OpY™) + —sinQQO"OY =—((l+1)Y"™. (4.13)

Por otro lado, con el fin de entender cémo nuestro ansatz conducird a una generaliza-
cién multi-campo de la estrella de Proca, debemos entender como se reduce nuestro
sistema para el caso £ = 0. En ese sentido, al tomar ¢ = 0, se tiene como tnico caso
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que m = 0 y por lo tanto, el contenido de materia esta descrito por un solo campo de
Proca (N = 1), cuya funcién de arménico esférico es Y(0, ) = 1 y cuyas derivadas
angulares son 9Y% = 9,Y% = 0. Este hecho anula las componentes angulares de
los campos 3-vectoriales potenciales, eléctricos y magnéticos, reduciendo asi nuestro
ansatz a

(I)O(x) = qbg(T’, t) ) (CLQ)Z([E) = (N(T, Zf), 070) )
(80)1(‘7:) = (64(7‘, t>’070) ) (30)2(1‘) = (07070) :

Lo cual, concuerda con el ansatz de la estrella de Proca estandar esféricamente
simétrica presentado en el capitulo anterior y expresado en (3.85) . Notese que en
ese ansatz, la componente radial del campo eléctrico posee un indice contravariante,
sin embargo, en nuestro ansatz multi-campos hemos considerado los campos eléctri-
cos con indices covariantes, debido a que esto nos permitira obtener ecuaciones de
evolucién de manera mas sencilla cuando comparemos al campo 3-vectorial potencial
(am); con el campo (€,,);, como se vera més adelante en la seccién 4.3.

Retomando la reducciéon al caso £ = 0, entonces en este caso nuestro estudio se
reducira a solo considerar las ecuaciones de evolucién del campo potencial escalar y
las componentes radiales de los campos 3-vectoriales que forman nuestro ansatz, y
unicamente la constriccion de Gauss para los campos eléctricos. Y al mismo tiempo,
debemos eliminar las ecuaciones de evolucién de las amplitudes 3y, &, (, dado que
las componentes angulares de los campos 3-vectoriales se anulan, y dejar de tomar
en cuenta la ecuacién de constriccion de Gauss para los campos magnéticos, pues
esta se satisface trivialmente. Este procedimiento se aplicara al final de las seccion
4.5 para corroborar que, para ¢ = 0, las ecuaciones de datos iniciales en primer
orden y las cantidades de materia en 341 de la estrella de ¢-Proca se reducen a las
correspondientes expresiones de la estrella de Proca estandar esféricamente simétrica,
que presentamos en la seccion 3.5. del capitulo anterior.

Antes de proseguir con el anélisis de las consecuencias de nuestro ansatz, debe-
mos llamar la atencién que los campos magnéticos constituyentes (B,,)" de nuestra
propuesta, por poseer una funcién seno en el denominador de sus componentes
angulares, aparentemente poseen una singularidad angular polar en § =0y 0 = 7.
En consecuencia, en el apéndice A, estudiamos a detalle las componentes de cada
campo magnético para todo valor de £, mostrando que, en efecto, si existen aquellas
singularidades inicamente en las componentes vectoriales azimutales con m = +1.
Sin embargo, demostramos que dichas singularidades no deben generar preocupacion
pues son singularidades coordenadas. Esto se concluye al obtener: (1) que los médulos
al cuadrado de cada campo constituyente son regulares en su dominio angular, lo
cual, asegura que las mediciones de tales campos magnéticos, asi como el tensor
energia-momento por cada campo de Proca también sean regulares, y ademés, (2) que
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dichas singularidades en los campos magnéticos desaparecen al realizar un cambio
de coordenadas esféricas a coordenadas cuasi-cartesianas.

Finalmente, aunque la forma que proponemos en nuestro ansatz (4.1-4.4) se
consiguié completamente mediante cuidadosas elecciones de términos que asegurasen
la simetria esférica del tensor energia-momento total y al mismo tiempo otorgasen
ecuaciones diferenciales radiales que no violen las constricciones de Gauss, posterior
al descubrimiento de este ansatz se encontré que las dependencias angulares que
presentamos mediante las derivadas angulares de las funciones de armonicos esféricos
y la presencia de factores 1/sinf en las componentes contravariantes del campo
magnético se pueden justificar mediante el uso de los armdnicos esféricos vectoriales
con la notacién presentada en [31, 32].

4.2. Tensor energia-momento esféricamente
simétrico
Aprovechando que nuestro ansatz estd propuesto en cantidades escritas en el
lenguaje 341 de los campos de Proca, serda conveniente analizar la simetria espacial
del tensor energia-momento usando también estas cantidades. Siguiendo la misma

idea de descomposicion ortogonal realizada para otros tensores en el capitulo anterior,
la descomposicién ortogonal del tensor energia-momento es

T = 0500T.p
(v = ) (v = n"ny) Tas
= nun,,(nanﬂTaﬁ) + nu(_na75Taﬂ) + (_nBVﬁTaﬂ)nu + '7375T0<5 J
luego, identificando las definiciones para p (2.15), j* (2.18) y S;; (2.22), tenemos

Ty = nunup + 1,0, + junw + Sy . (4.14)

Donde, tenemos el vector normal n, = (—a(t,7),0,0,0) y la métrica espacial en
simetria esférica estd dada mediante

d*l = *(Adr* + r*BdQ)?) | (4.15)

Sera util identificar que esta métrica tiene las siguientes componentes no nulas
Yor = VA, Y99 = VIBr? y y,, = ¥*Br?sin’6 , donde todas las funciones solo
dependen de (¢, 7). Mientras que las componentes de la métrica espacial inversa son
T =1/ A, AP = 1/¢ABr? y 499 = 1/¢*Br?sin? 0.
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Si la métrica espacio-temporal posee simetria esférica, entonces el tensor energia-
momento total también la debe poseer. Por lo tanto, para demostrar esto, observamos
la expresion (4.14) y notamos que, sea una métrica espacio-temporal con simetria
esférica, bastara con demostrar que las cantidades totales del sistema p, j, y S,
corresponden a cantidades con simetria esférica al reemplazar nuestro ansatz (4.1-4.4)
en ellas. Para ello, usaremos las expresiones obtenidas de la subseccién 3.2.3 del

capitulo anterior.
1. Densidad de energia (3.64):
1
p= gl €+ B+ (P +an )]
m=—/

Reemplazamos nuestro ansatz en la expresion anterior, y operamos término por
término. Para el primer término tenemos

ngn:i )i
ze: 1

sin? 6

- 1

e+ s €l + s En)o(En]}

{¢4A

’65’ m 2 ‘55 Im Zm 1 Im \Am
:MZ|Y >+ ¢4B2Z Y "Y1+ DYDY
m=—/

Asi, usando la identidad de armoénicos esféricos 1, (4.7), y 3, (4.11), obtenemos

00+ 1)
2 2 2
mz_:f @ZJ4A| €| +W|&| :

Para el segundo término, reemplazando las componentes necesarias del ansatz

14

4
Z B%@ = Z %z(Bm)Z(‘Bm)Z

m=—/ m=—/
l
= > {4 Br2(B,)(B,)" + ' Br sin 0(B,0)(B,.)°}
m=—/

L
= w4BT2|Cg|2 Z |:89Y£m89}7£m +

m=—~

ago Yém a(p Yﬁm

sin
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y usando la identidad 3, (4.11), se reduce a

L

> Bh = L+ 1) BriG

m=—/{

Para el tercer término, su expresion se consigue de inmediato al reemplazar el ansatz
para los potenciales escalares y la identidad 1, (4.7)

l
S =l 3 IR = ol

m=—{ m=—{

y finalmente, el cuarto término se obtiene siguiendo una secuencia de pasos comple-
tamente andlogos a los realizados para reexpresar el primer término lineas arriba, asi

se obtiene
¢

(l+1)
Z a72n ¢4A|NZ|2 w4B 2 |3g‘2

m=—/{
Por lo tanto, al reunir estos cuatro términos en la expresion de la densidad de energia
y reordenando adecuadamente, se obtiene una densidad de energia sin dependencia
angular

1
p = {¢4A‘ 6‘2“‘:“ LMA‘NE‘Q-F’WP}

D) | o (6P + w0 0BGl } a0

2. Densidad de momentos (3.65) :

o= 30 o B (B (B) + 1) o+ ]

m=—

Nétese que en un sistema coordenado adaptado a la foliacién, solo sera necesario cal-
cular sus componentes espaciales ya que a partir de estas se obtienen las componentes
temporales covariante y contravariante. En efecto, la definicién j, := —n%y) 5T.5 nos
conduce a que j, es ortogonal a Y, luego de ntj, = 0 se obtiene que jy, = 6 Ji y de
nuj* = 0 se obtiene que j° = 0.

Empezaremos por el indice ¢ = r de la expresién anterior

o= 3 G BBl (B 4 () B e ]
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Para el primer término, abrimos las sumas en los indices espaciales considerando que
Eijk = \/7€iji donde €9, = —€700 = 1,

Z E, ;. (Em) Z Erjy? (En)j(Bm)"

m=—/ m=—/{

l

= > { (V7 @0y (En)o(B)? + (V7 o)y (En)o(Bu)}

m=—/

luego, reemplazando nuestro ansatz en la expresién anterior
4 Im
k VI (7 4 om oY
= 0pY —
z aEr ) = 3 (o™ (<5 )
o _ o Yém
\/_. —(£0,Y"™) <Cz > } ;

B Y*Br? sin” 6
y reemplazando el valor del elemento de volumen 3-dimensional /7y = A2 BaSr? sin 6,
simplificando y reordenando adecuadamente se obtiene

L

¢
Y Eu(&n) (Ba)t = A6 Y (%Yfmaeyem +

m=—/ m=—/

1 _
. eaipyfmagoy@m) 7

S1n

y empleando la identidad de arménicos esféricos 3, (4.11), se obtiene

1
> B (€)' (Bu)t = —€(L + DAEG

m=—/{

Mientras que para el segundo término de la expresion de j,., usamos la identidad 1,
(4.7), obteniendo

l ¢
Z ,U/2<am>r(i)m = ,U/2N€$Z Z |Y€m|2 = ,UQNZ&Z .

m=—/{ m=—/

Asi, reuniendo los resultados anteriores, obtenemos una componente radial j, sin
dependencia angular

Gy = 8% {—0(0+ 1) AY22EC + 1Ny + e} (4.17)

Por otro lado, con respecto a las componentes angulares, analizamos primero
para ¢ = 0, teniendo como expresion

14

i = Z 8;[ By (B} (B) + 12(a)g®rn + . ]

m=—
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Luego, el primer término de esta se reexpresa como

Z Epir(Em) (Br)* = Z Eojiy? (Em) i (Bm)"

= 3~ {7 e @ (Ba) + (Vo)1 (Em)ol(Bu)' ),

y reemplazando nuestro ansatz en la expresion anterior teniendo en cuenta que
(B,,)" = 0, se obtiene

i By Em) (B)" = i { N w%(aff@m) <_558:ii£9m) }

m=—/F m=—/

_ ¢
ﬁ €r C@ Am ‘m
= SiAsnd Z Yo,y = 0.

m=—/

Lo cual, resulta igual a cero al utilizar la identidad 2 de los arménicos esféricos (4.8),
pues anula el término dentro del paréntesis en la tultima linea. Luego, el segundo
término de jy también se anula gracias a esta identidad. En efecto, este se expresa
como

¢ ¢
Z 12 () 0P = 1 Dyche ( Z Yﬂm@eyﬁm> =0
m=—/ m=—/

Asi, considerandos estos resultados y sin necesidad de calcular los conjugados comple-

jos de los términos que acabamos de calcular, pues 0* = 0, tenemos como componente
polar de la densidad de momento a jy = 0.

El mismo procedimiento andlogo se puede realizar para j,, reemplazando nuestro
ansatz en su expresion y utilizando la propiedad 2, (4.8), lo cual nos lleva a una
componente azimutal igual a cero. Por lo que las componentes angulares de la
densidad de momentos son cero

Jo = Jp = 0. (4.18)

Siendo consistente con el hecho que un 3-vector que representa la contribucion total
de materia en simetria esférica solo tiene componente radial.

3. Tensor espacial de esfuerzos (3.66):
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Noétese que en un sistema coordenado adaptado a la foliacion, solo sera necesario
obtener las componentes espaciales de S, pues estas bastan para encontrar las
componentes que tengan un indices temporales. En efecto, ya que la definicion del
tensor espacial de esfuerzos es S, = fyfj’yfTag, este es ortogonal a la direccion normal
a Y. Luego, a partir de n,S" = 0 se obtiene S® =0 con v = 0,1,2,3. Y a de partir
de n*S,, = 0 se deduce que Sor, = 3'Six y Soo = 58S

Expresaremos primero las componentes de S;; no diagonales. En este caso, debido
a que la métrica espacial 7,, en simetria esférica es diagonal la expresiéon anterior de
S;j con i # j resulta en

¢
1 - 5 _
Si= 30 5o{ —L@aiB)i + (EnilEa)y + e 1+ 2] ((am)ilan); +ee) ] }
m=—¢
Analizamos esta expresion por casos. El primer caso serd tomar i =r,y j = A =0, ¢,
donde consideramos la notacién de indices espaciales en la métrica de la 2-esfera
usadas en la propiedad 2 de los arménicos esféricos (4.8).

Sa = Zegiﬂ{ B Br)at (E)r(Em)atec |+ (an)@n)atec) ] },

m=—

luego, identificamos las expresiones de cada término entre llaves. De nuestro ansatz
sabemos que (B,,)" = 0, entonces el primer término se anula, pues

l

Z (Br)r(Bim)a = Z Yrr(Bim) (B)a =0,

m=—~¢ m=—/

mientras que los términos restantes se anulan por la propiedad 2, (4.8). En efecto

Z (gm)r<ém)A =€ & ( Z YzmaAng> =0

m=—/{ —
- ¢
> (n)r(@n)a =Re 3y < > Y‘maAWm> —0
m=—/ S—

Por lo tanto, se tiene S,y = S,, = 0. Por otro lado, si tomamos en la expresién para
Si; con ¢ # j los indices i, j = A, B =0, ¢, es decir ij = 0p o0 ij = 0, se tiene

l
Sup = Zzé{ ~[(Ba)a(Bu) 5+ (En)a€m)p+ec |44 (am) al@m)pte.c) ] |,

m=—
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donde todos los términos dentro de las llaves se anulan al aplicar la identidad 4
de los armonicos esféricos (4.12), ya que la métrica de la 2-esfera (4.9) con indices
diferentes es cero, gag = 0. En efecto

2 ¢ 2
Z (Br)a(Bm)s = — |.C62| ( Z aByzmaAY€m> =— |.<€| dChs 1)QAB =0.

sin” 0 ~, sin®# 2

m=—

l
S (En)alEn)s = [ (Z DAY ™) W) — e g0 =0

m=— m=—/
‘ ‘ 0e+1)
D (@) al@m)s = |2l (Z ammagyfm) =2 =045 =0
m=—/ m=—/
Asi, se tiene que Sy, = Syp = 0. En resumen, las componentes no diagonales del

tensor espacial de esfuerzos son todas iguales a cero
57“0 = Srgo = S@gp =0. (419)

Finalmente, expresaremos las componentes diagonales de S;;. Donde, factorizamos el
término ~;;, como sigue

Si = 3 T Len 48] [ (BB + (Enh(Eni+ ]

-+ —((am)i(@m)i + c.c.) — (a7, = ©,) ] }’

téngase en cuenta que en los términos de esta expresion no tenemos una sumatoria
en 1. Luego, en primer lugar tenemos a .S,, dado por

— 57 (Bn)r(Bm)r + (8m)r(ém>r + c.c. |

+p?[ W_A((&m)r(am)r +ec.c)— (a2, — ®2) ] }’

donde, usando los términos calculados lineas arriba para reexpresar la densidad de
energia, tenemos las siguientes expresiones

14

D (€5 + B2) = piglal + K+ D) |l + 0BG

m=—/{

14
> el — @2 = i | S =l + e

m=—{
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Estas expresiones junto a los términos que cuentan con conjugadas complejas en la
expresion de S,.., los cuales al reemplazar nuestro ansatz, son

4

Z [(Bm>r(@m>r + C-C-] =0,

m=—/
y4 ~ 4
Z [(Em)r(Em)r +ec] = 2|‘5€|2 ( Z |Y€m|2> = 2|€€|27
m=—/ m=—/
Y4 y4
Z MQ[(am)r(dm>r +ce] = 2N2|N€|2 ( Z |Y£m|2> = 2N2|N€|2 )
m=—/ m=—/

nos permiten reexpresar S,.., al reemplazarlos, restarlos y factorizarlos adecuadamente.
Asi, tenemos

YA 1 1
S = = gl 7 [t 1o
1
+ (0 +1) [W (J&)* = p?13)?) + w4Br2y@|Q] } : (4.20)

En segundo lugar, tenemos a Sa4, con AA =600 o AA = pp, dado por

L

4B 24 1 _ _
Sas = mz_g ¢Tg{ [+ B 1= g [ (B)a(Ba)a+ (En)a(En)a + ]
1 _
+ 17 m((am)A(am)A +cc) = (a5, — D7) ] }>

donde hemos usado y44 = ¥*Br2j44. Esta cantidad en funcién de nuestro ansatz se
expresa con los resultados obtenidos lineas arriba para >, (€2 4+B2)y Y. u*(a? —
2 ) v las siguientes expresiones, donde usamos la identidad 4, (4.12)

l V4
Z [(Bn)a(Bm)a +c.c] = Z ('YAA)Z[(Bm)A(@m)A +c.c]
m=— m=—/
| [RES
= 2(¢4Br2§/AA)zsir+29 (n;[ aBYfmaBYfm>
= (w4B7“2§]AA)2 |.C£2|2 g(é"’ 1)@337
sin“ 0

donde, hemos empleado los indices BB, los cuales son BB = 00 cuando AA = gy y
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viceversa. Asf, usando ggg = 1 y g, = sin® 6, tenemos

l
D [(Bo(Br)o + cc] = £+ 1) B2

m=—/{

l
D [(Ba)o(Bi)y + c.c] = £(L+ 1)(¢* Br)? sin )¢, | .

m=—~{

Mientras que para los demas términos de S44, tenemos

¢ l
D l(Em)al€m)a+cc] =2[& ( > aAWmaAWm> = 00+ 1) gaalél?,

m=—/ m=—{

4 l
> 1P((am) a(@n)a + c.c] = 2423, <Z agfmagfm) = 000+ 1)Gaap®) D).
m=—/ m=—/

Por lo tanto, reuniendo estos resultados en S 4 4, considerando explicitamente AA = 060
0 AA = pp y empleando un poco de dlgebra, tenemos

_ 2/}4Br2 1 9 9 1 ) )
S0 = g {M’Q’ —H MVNel = |¢] } (4.21)
YiBr?sin®f (1 1
S = T { gialeel = | g el = el } : (4.22)

En resumen, encontramos que el tensor energia-momento del sistema de Einstein-
(multi)Proca, con los campos de Proca dados por nuestro ansatz (4.1-4.4), y expresado
mediante su descomposicién ortogonal

Ty = nynyp 4+ nuJy + o + Sy

con n, = (—a(t,r),0,0,0) y n* = (1/a(t,r),—F"(t,r)/a(t,r)) y con la métrica
espacial en simetria esférica (4.15), es simétricamente esférico. Siendo sus cantidades
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de materia en 341 no nulas las siguientes

1
p = o { gl | g+ o]

1
D) | o (6P + 220 + 0 BRGE | ) )
Jro= oo A DAYPEG 4 PG+ e} (4.24)
4A
Srr = 1@7{ 1/)4A|€Z|2+'LL |:1/)4A|N£|2+’¢Z|2:|
H+) [ (6 30) + o' Brier] ) 29
4B 2 1
509 = wSTFT { ¢4A’ KP—,LL |:¢4A| 5‘2 ’¢f|2:|} (426)
Brisin?f 1
S = CECIEE Lol - [ - o] (4.7

donde todas las funciones de materia {¢y, Ny, 3y, €, &p, (o} v las funciones métricas
espaciales {1, A, B} solo dependen de las coordenadas (t, r) asegurando asf la simetria
esférica.

4.3. Ecuaciones de evolucién y constriccién

El resultado de la seccién anterior demuestra que nuestro ansatz (4.1-4.4) genera
un espacio-tiempo esféricamente simétrico, por lo tanto, podemos usar las ecuaciones
de evolucién (3.74-3.77) y de constriccion (3.78-(3.79)) de los campos de Proca en
3+1 que deducimos en la seccion 3.4. del capitulo anterior, donde impusimos la
simetria esférica en el espacio-tiempo a un sistema de Einstein-(multi)Proca.

Se espera que estas ecuaciones no presenten expresiones que dependen de las coor-
denadas angulares, sino que resulten ser ecuaciones que nos permitan determinar a las
amplitudes radiales {¢g, Ry, Ty, €4, &p, (o} dependientes del tiempo. Asi, procederemos
a reemplazar nuestro ansatz en cada ecuaciéon de evolucién y constricciéon, teniendo
una consideracién adicional. Fijaremos una norma talque el vector de corrimiento
tenga componente radial igual a cero, " = 0, lo que equivale que 5 =0 y que
las derivadas de Lie respecto a este vector presentes en las ecuaciones de evolucion
se anulen. Esta eleccién de norma se debe a dos motivos: (1) Estamos buscando
proponer la estrella de /-Proca como una estrella bosoénica en un espacio-tiempo
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estatico. En ese caso, sabemos por el andlisis realizado en la seccién 2.3. que 5 =0en
todo instante de tiempo. (2) Para nuestros futuros estudios de estabilidad dindmica,
al momento de utilizar datos iniciales, consideraremos que estos sean simétricos en el
tiempo, por lo que debemos asegurar un espacio-tiempo inicialmente estédtico fijando
5 =0at= 0, ademas de la independencia temporal de la métrica. En este caso,
debido a que el espacio-tiempo es regular en todo punto, no sera necesario emplear
un vector de corrimiento diferente de cero y podemos fijar mediante una eleccién de
norma que E = 0 en toda la evolucién temporal.

Sea la ecuacién de evolucién para cada campo escalar (3.74)

o 2 9.A OB 204 O
at(I)m = _A_w‘l {&(am)r + (am)r (; - A + B + w + o >:|
(0%

1 1
T TSas | T I 5 Ko
Bapr? [sinﬁae[smemm)e] + sin® QaW(am)“"} ol

al reemplazar nuestro ansatz, tenemos

m « /m m 2 - arA arB 28&& a,,a
oy = Ayt {(&N@Y PR (T 2A B Ty Ta
Buir? {—Singag(sm 00pY"™) + e 08@(3@)/ )} Jo+ aKe, Y™

luego, utilizamos la ecuacién que define a los arménicos esféricos dada en (4.13)

1 1
: Yﬁm 2yfm — 1 Km.
o Dp(sin @ Y™ + Zd QQP ((0+1)Y

y simplificamos la funcién de armoénico esférico que aparece en ambos lados de la
ecuacion de evolucién, obteniendo una ecuacion de evolucion para la amplitud radial

¢g(t, T)

a 2 8,A 0.B 204 Oa
8t¢£__14_1/f4 [(&Nz)vLNz(;— At gt m +— )}
(041
+ —é¢4r2) Oéjg + OéKgbg . (428)

Notese que el resultado de las 2¢ + 1 ecuaciones de evolucién para ®,,, es s6lo una
ecuacion de evolucion para ¢y, ya que esta amplitud radial es la misma para los
2¢ + 1 campos de Proca constituyentes etiquetados con los valores de m, dado un ¢
fijo. Esta misma idea se repetira en las ecuaciones que deduzcamos a continuacion.
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Con respecto a los campos potenciales 3-vectoriales, sus ecuaciones de evolucién
en un espacio-tiempo con simetria esférica son (3.75)

O(am)i = —a(€En)i — Oi(ad,,) .

Es en esta ecuacion, que se hace 1til tener nuestros ansatz para (&,,); escritos en
componentes covariantes de la misma manera que (a,,);, tal como puntualizamos en
la seccién 4.1. Asi, a partir de esta ecuacion, tomamos el indice i = r y reemplazamos
nuestro ansatz, obteniendo

A (RY'™) = —ae, Y™ — 0, (g Y'™) |

luego, simplificando la funcién de arménico esférico, obtenemos una tnica ecuaciéon
de evolucién para la amplitud radial R,(¢,r)

atNg = —W€p — @(o«bg) . (429)

Por otro lado, al tomar un indice angular i = A = 6, en la ecuacién (3.75) y
reemplazar nuestro ansatz, tenemos

at(DﬁAYfm) = —Oéfg@AYem — 8A(Oé¢gY£m) s

luego, teniendo en cuenta la dependencia no angular de a(t,r) y ¢o(t,r), presentes
en el ultimo término a la derecha de la igualdad, podemos simplificar en todos los
términos el factor 9,Y ", obteniendo una tnica ecuacién de evolucién para Jy(t, )

8{/3@ = —Oéfg — CY(M s (430)

De esta manera, obtenemos las ecuaciones de evolucion para las amplitudes radiales
de los potenciales de Proca en 3+1.

Con respecto a las ecuaciones de evolucién de las amplitudes radiales de los
campos eléctricos, tenemos las ecuaciones de evoluciéon (3.76) para cada uno de los
20 + 1 campos eléctricos dadas por

o gk , .
O (E&m)" = maj (B )i] + alp®(an)’ + K (€)' -
Sin embargo, debido a que nuestro ansatz considera las componentes covariantes
de los campos potenciales 3-vectoriales (4.2) y los campos eléctricos (4.3), serd
conveniente reexpresar la ecuacién anterior con el indice ¢ covariante. Esto se logra
considerando que la métrica espacial es diagonal y usando la ecuacion de ADM para
la componente ~;; dada por (2.12), la cual es con 5 =0

Ovii = —2aKy;
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Asi, tenemos

Oh(Em)i = Ol (Em)] = 3t[7¢i(§m)i]

= —2aK;(En)" + Y {%aj [a(B)k] + alp?(an) + K (Emﬂ}

Ez]k

= —QOéKii(gm)i + %‘imaj [ By )] + a[MQ(am)i + K(Em)i] -

Notese que en esta expresion el indice ¢ esta fijo y los términos con aparente suma
en ¢ no lo son debido, debido a que esta ya se desarroll6 tomando en cuenta la
diagonalidad de ;;. Luego, agrupando adecuadamente se obtiene

El]k?

O0i(Em)i = Viimaj[a(3m>k] + ol (am)i + (K = 2K))(E,)i] - (4.31)

Ahora, pasamos a analizar el caso con ¢ = r

ETjk

(&) = ’Yrrmgj [a(B)i] + a[ﬂ2(am)r + (K = K7)(En)r] - (4.32)

Convenientemente expresamos término por término, iniciando con el primero, aquel
relacionado con el rotacional del campo magnético

E’I‘]k‘

Trr p
PYrTmaj[a(Bm)k] = 71/2 ]ka [Oé’}/kk(Bm)k]

- % {67‘94,089[0[79090(87%)@] + Eweacp[avgg(ﬁm)e]}

Reemplazando nuestro ansatz, las componentes métricas espaciales y el valor de la
raiz cuadrada del determinante +'/2 = AY2By%2sin 6, y considerando que €% = 1
se obtiene
6rjk w4A
o y1/2 sl Bl = A2 BySr2sin 6
A1/2
~ Bi%r?sind
A1/2 2 Yﬁm
= ﬂ {89 (—Cg sin 989Y€m) — <p (gg )}

sin 6 sin 6

{Do[cap* Br? sin® 0(B,,)¥] — O, ap* Br?(B,,)°}

{a* Brioylsin® 0(B,,)%] — awA‘B?"z@w[(Bm)e]}

m m
A1/21/12aC {—089 (81110893/2 ) p; 9831/ }

lo cual, gracias a la ecuacion de definicion de las funciéon de armonicos esféricos,
(4.13), identificamos que

€r]k

’yrrmﬁj [Q(Bm)k] = £(€ + 1)A1/2w205 Cg Yfm.
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Luego, reemplazando este resultado en la ecuacién de evolucién de arriba (4.32) y
reemplazando nuestro ansatz en los términos faltantes de esta, se tiene

Oy (eY'™) = 0(0 + 1) A2 ¢ YO + a[p®R Y™ + (K — K7)e, Y™,

asi, simplificando Y™ en todos los términos, se obtiene una tnica ecuacién de
evolucién para la amplitud radial €,

Over = L0+ DAY ¢ + af 1R+ (K — K e | . (4.33)

Por otro lado, analizamos el caso i = A = 0, ¢ de la ecuacion de evolucion de las
componentes covariantes de los campos eléctricos (4.31). En particular analizamos el
caso i = 0, el cual se expresa como

(Oik

D(&m)o = Y00 -773% [0t (Bin)*] + tlpa (am)o + (K — K§)(Em)o] - (4.34)
este caso, llegaremos a una tnica ecuacién de evolucién considerando que (B,,)" = 0,
que €’"? = —1 y reemplazando nuestro ansatz adecuadamente
OBy = — VBT B sin? (B, + o] 12T + (K — KO)E |0,y
-1 OpY i

O, |a* Br? sin® 6(—(,) +of 20 + (K — K& 10,7

AY/292sin 0 sin 0
Simplificando los factores sin @ y luego el factor 9yY“™ presente en todos los términos
de la ecuacion, se obtiene una tinica ecuacién de evolucion para &,

0o = Oy (a*Bri¢,) + o 1?3 + (K — K& ] . (4.35)

A2
Si procedemos a analizar el caso faltante ¢ = ¢ de (4.31), siguiendo un procedimiento
completamente analogo al anterior y considerando que en un espacio-tiempo con si-
metria esférica se cumple que K = K, 5, encontramos la misma ecuacion de evolucion
para & que acabamos de obtener. Ademas, es importante resaltar que los términos
K K§, K¢, ast como la traza de la curvatura extrinseca K = >, Kf, no quiebran la
simetria esférica pues como K! = —0;v! /2, estos términos solo dependen de (t,7)
debido a la dependencia que heredan de 74 y a.

Para finalizar con las ecuaciones de evolucién, analicemos dichas ecuaciones de
correspondientes para los 2¢ 4+ 1 campos magnéticos (3.77)

ijk

C0la(€n)e] + K (B,) .

8t(Bm)i = _m j
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El caso i = r se satisface trivialmente. En efecto, esto se obtiene al considerar que
(B,,)" = 0y que el término asociado al rotacional resulta ser cero también

elei‘

7 dsle(Emi] = 71/2{67"9“’89[ (Em)] + €Dy Em)o]}

1/2 {000, Y ™) — 0,[a&dpY ™|} = 0.

Mientras que el caso ¢ = 6, ¢ nos resulta en una misma ecuacién de evoluciéon. Por
ejemplo, para el caso ¢ = 6, al abrir las sumas en el término rotacional, la ecuacién
resulta

Ok
O1(B)’ = —maj[a(am)k] +aK(B,,)’
1 T T
= — il POla(En) ] + 7 O,la(En)i] T+ aK(B)
y al reemplazar nuestro ansatz y el valor de v/2, se tiene la ecuacién
ng 1 a Yfm
(Q sin @ ) A1/2By6y2 sin0{ Or[aed,Y ™| 4 OplaedY™] } + aK G sing

luego, simplificando el factor 9,Y“™/sin 6 en todos los elementos de la ecuacién, se
obtiene una tnica ecuacion de evolucion para la amplitud radial ¢,

! O (aéy) — aeg) + K . (4.36)

0Cr = WYW[ - (

Luego, al analizar el caso 7 = ¢, siguiendo los mismos pasos, se obtiene la misma
ecuacion de evolucion anterior.

Ahora, procedamos a obtener las ecuaciones de las constricciones que cumplen
las amplitudes radiales de nuestro ansatz. Primero, sea la ecuacion de Gauss para el
campo eléctrico (3.78)

1 2 9,A OB 204
0 = A_W[ar(em»ﬂ&m)r (;— 2A B T u )]

1 1 ) 1 2
_I—W [m@g[Slne(em)a] + Sin206¢(8m>¢:| ‘I‘M (Dm

Al reemplazar nuestro ansatz, queda como

O = A@/}4 |:ar(€gy )+€gY (T‘ 2A —+ B + 77/1
1 1 Im 21y 4m 2 m
+—B@/J4r2 [Smeﬁ (sin @0y Y™™) + 298<py } o+ Y™™ |



4.3. ECUACIONES DE EVOLUCION Y CONSTRICCION 67

y al utilizar la ecuacién que define a los arménicos esféricos, (4.13), y luego simplificar
en todos los términos el factor Y™, se obtiene

1 2 9A 9B 20w\ (l+1)
0= Aw‘*{a@ (r 04 T B Ty ﬂ Bi? & T 0 (430)

Esto es la tnica ecuacion de constriccion de Gauss para las amplitudes radiales
€, &0, @y de nuestro ansatz.

Y finalmente la expresion para el campo magnético dado como un campo solenoidal
(3.79), es decir, con divergencia nula es

‘ ijk
(3771)Z = 71/26 (am)ky (438)

Esta expresion, como mencionamos en el capitulo anterior, equivale a la constriccion
de Gauss para cada uno de los campos magnéticos. Resulta que la componente ¢ = r
de esta ecuacién se cumple trivialmente con nuestro ansatz. En efecto, esto se obtiene
al considerar que (B,,)" =0y

Erjk 1 . .
Waxam)k = 1_/2{6 "00p(am)p + €00, (am o},

L {8p(2,0,Y™) — 0,(2udpY ™)} = 0,

1/2

Por otro lado, al analizar el caso i = 0 se tiene

. Ok
(Bm) = 71/28 (am)k

1 T T
(B! = ~ " 0o () + €70, (am) )
dy'm 1

G R0,V — 0,3, 0,Y"} |

sinf  AY2BySr2sinf

luego, al simplificar el factor 8¢Y€m /sin 6 en ambos términos se obtiene una ecuacién
de constriccion

1
AL/2 Byjby2 {
Al analizar el caso i = ¢ siguiendo el mismo procedimiento que el caso anterior, se

obtiene la misma ecuacion de constriccién, por lo que esta es la tinica ecuacion de
constriccién que involucra a la vez las amplitudes radiales (;, Ny, Jy.

(= N, — 0,3, } . (4.39)
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En resumen, hemos obtenido el siguiente sistema de ecuacién de 6 ecuaciones de

evolucién
2 0,A 0,B 20, O,
Y — [(am,g) +R (; _ oA 0B 209 O‘)}

Ayt 24 ' B v o
00+ 1
+ —éw—zﬁ) ady+aKgy , (4.40)
atNg = —Q€p — &(ozgzﬁg) s (441)
&Jg = —Oéfg — CY(M s (4.42)
der = L0+ DA% G+ a R+ (K — KNer ], (4.43)
06 = St (0'BrG) £l P+ (K= KD& ], (a4

1

0 = W[@(

a&) — CYEg] + aK (. (4.45)

junto a 2 ecuaciones de constriccién para un sistema de Einstein-(multi)Proca con
un espacio-tiempo en simetria esférica

_ ! 2 9A 9B 204\] ((+D),
O—A—w{@r@‘i‘@ (; 5A + B + ’QZ) >:| B’g/}47“2 §£+/L qbg, (446)

0=0¢ (R —8,3,) . (4.47)

o A1/2 By

A pesar que en las siguientes secciones de este trabajo solo usaremos este sistema
de ecuaciones para estudiar un espacio-tiempo estatico, su utilidad no se limita a
este caso, pues nos serviran para realizar posteriores estudios de espacio-tiempos
dindmicos con simetria esférica tales como anélisis de estabilidad dinamica ante
perturbaciones 1-dimensionales y estudios de formacién dindmica.

Finalmente, observamos que este sistema de ecuaciones de evolucién y constriccion
obtenidos de nuestro ansatz multi-campo de Proca con momento angular (4.1-4.4)
generaliza el sistema de ecuaciones de evolucion y constriccién de la estrella de Proca
estandar en simetria esférica. En efecto, siguiendo las instrucciones descritas en la
seccién 4.1., al considerar el caso ¢ = 0, eliminamos las ecuaciones de evolucién para
T0,&0, ¢ v la segunda ecuacion de constriccién (4.47) derivada de la ecuacién de
Gauss para los campos magnéticos. Y asi, obtenemos: (1) un sistema de ecuaciones
de evolucion para ¢y, Ny, €, que se reduce al sistema de ecuaciones de evolucion de la
estrella de Proca estdndar dados en (3.81-3.83), con la salvedad que debemos subir
indice de la ecuacién de evolucién de &, para establecer la comparacion, y (2) una
ecuacion de constriccion de Gauss para el campo eléctrico que se reduce a la ecuacion
de constriccién correspondiente de estrella de Proca estandar (3.84).
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4.4. Solucion de estrella bosonica:
Estrella de /-Proca

Las estrellas bosonicas se caracterizan por tener una configuracion de materia
localizada formada por uno o varios campos bosénicos complejos tal que su campo
gravitacional sea estacionario y regular. Para lograr esto, no es necesario eliminar
la dependencia temporal del o de los campos constituyentes de la estrella, sino
aprovechar que un sistema bosoénico tiene un tensor de energia-momento total que
depende de los moédulos de los campos bosénicos, como por ejemplo, encontramos
con el tensor energia-momento del sistema de Einstein-(multi)Proca con simetria
esférica usando las cantidades de materia dadas en (4.23-4.27).

Por lo tanto, las estrellas bosonicas se proponen usando campos de materia
complejos donde todos estos poseen dependencia arménica temporal dada mediante
una fase compleja e ~* con una frecuencia real definida w. Lo cual, logra que el tensor
energia-momento total sea estacionario. Existen propuestas multi-campo, donde los
campos constituyentes poseen frecuencias temporales diferentes aiin manteniendo la
independencia temporal del tensor energia-momento total [11]. Sin embargo, como
mencionamos en la seccion 1.3. del capitulo 1, buscamos una configuracién andloga a
la estrella de ¢-bosones que pueda ser la solucién de méaxima simetria de una familia
de estrellas de Proca multi-campo y multi-frecuencia. Por ello, nuestra propuesta de
estrella de -Proca poseera la misma frecuencia angular real w para todos sus 2¢ + 1
campos de Proca.

Asi, el ansatz de los campos de Proca complejos en un espacio-tiempo con simetria
esférica, dado mediante las cantidades ortogonales (4.1-4.4) de la seccién 4.1., generan
una estrella bosonica al imponer la dependencia temporal arménica en las amplitudes

radiales {¢¢, N¢, Jp, €0, &0, (1}
Go(r,t) = @u(r)e ™, Ry(r,t) = iag(r)e ™" | Jy(r,t) = iby(r)e ™", (4.48)
co(r,t) = eo(r)e™™ | &(rt) = do(r)e”™" C(r,t) = ize(r)e ™", (4.49)

donde todas las funciones radiales (1), ag(r), be(r), eo(r), de(r), zo(r) son reales. Aho-
ra, gracias a que este nuevo ansatz asegura la simetria esférica e independencia
temporal del tensor de energia-momento total, este es compatible con un espacio-
tiempo estatico al asegurar una norma donde 5 = ( para todo instante de tiempo.
Elegida dicha norma, nuestra propuesta de estrella bosénica consiste en un sistema
de Einstein-(multi)Proca en simetria esférica con un espacio-tiempo estético y con
2¢ + 1 campos de Proca complejos con momento angular y la misma dependencia
armoénica temporal, lo cual bautizamos como estrella de ¢-Proca.
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Es importante resaltar que la eleccién de colocar un ntimero imaginario como
factor en las funciones radiales para el ansatz de X, y (; se debe a que asi aseguramos
que la densidad de momento radial, (4.24), se anule, como debe de ser en un espacio-
tiempo estatico. En efecto, ya que j,. consiste en sumas de cantidades junto a su
conjugadas complejas

. 1 _ _
=g {—0(0 + 1) A2 EC + 1Ry + c.c.}
entonces, al reemplazar nuestro ansatz (4.48-4.49) se tiene
1
Jr = o {—€(€ + 1)A1/2w2’id52g + pZiapp, + c.c.} ,
T

es decir, sumas de cantidades imaginarias junto a sus conjugadas complejas, que a su
vez, resultan ser sus inversos aditivos, y por lo tanto, estas sumas son cero. Asimismo,
el hecho de que incluyamos el factor imaginario en J; es para lograr que la ecuacién
de constriccion (4.47) que involucra a X, Jy v (, sea consistente, como se mostrara
lineas adelante.

Procedamos a expresar las cantidades de materia en 3+1 diferentes de cero de la
estrella de ¢-Proca. Usando nuestro ansatz (4.48-4.49) en las cantidades de materia
(4.23-4.27) y anulando adecuadamente las fases complejas, obtenemos

1 e a; 2
p = —{ @Z)4A+M {W‘_sz
1
O+ 1) [W (d§+u2b§)+¢43r%§] } (4.50)
. YA e? 2 a? 2
STT — 87'('{ 1/}414—’_# w4A+SO£
+(C+1) [w; 7 (d7 — 17b}) +w4Br2z§] } , (451)
_ Y'Bry e o [ ap
S0 = 5 { P R P ~ } ’ (452)
_ Y'Brisin®f e} o[ aj
See = ey Pyt b (4.53)

lo cual significa que obtenemos un tensor energia-momento estatico consistente con
una métrica espacio-temporal estatica, donde el lapso o como las componentes métri-
cas espaciales 1, A, B, presentes en las cantidades de materia anteriores, dependen
solo de la coordenada radial. Nétese que debido a la estaticidad en todo instante, y
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en particular para t = 0, podemos fijar una norma espacial de modo que podamos
tener coordenadas de area polar (B =1 = 1) o coordenadas isotrépicas (A = B = 1).
Sin embargo, estas elecciones de norma que nos reducen los grados de libertad del
sistema se realizaran en las siguientes secciones cuando formulemos las ecuaciones de
datos iniciales para la estrella de ¢-Proca.

Establecida la dependencia temporal mediante nuestra eleccién de ansatz (4.48-
4.49), para conocer completamente la configuracién de la estrella de ¢-Proca, debemos
resolver un sistema de ecuaciones diferenciales radiales para {¢g(r), as(r), be(r), eo(r),
dy(r), ze(r) }. Este sistema de ecuaciones se obtiene al reemplazar nuestro ansatz en
las ecuaciones de evolucién y constriccién (4.40-4.47). Para ello, notemos en primer
lugar que dado un espacio-tiempo estatico, las componentes del tensor de curvatura
extrinseca son cero. Por lo tanto, eliminaremos tales componentes en las ecuaciones
de evolucién que utilizamos a continuacion.

Sea la ecuacién de evolucion para ¢y

= — o 2 _ aTA aT‘B 281",¢ ara é(f + 1)
Ao = A_@/J‘l{(aTNZ)_FNZ(; 2A+ I + ¥ + a)] - 7/

al reemplazar nuestro ansatz y simplificar el factor —ie =™, se obtiene

a |, 2 A B 2 ((0+1)
wwg——A¢4 {az+ag(;—ﬂ+§+7+g)]—wabea (4.54)

donde hemos denotado la derivada total respecto a la coordenada radial como ()'.
Con el fin de facilitar la demostracién de la consistencia entre las ecuaciones radiales
del sistema que estamos buscando con las ecuaciones de constriccion, expresamos la
ecuacion anterior en una forma més compacta. Es sencillo verificar que esta es

273,.2 /
Wi = A1/2;¢6r2 (165"2” (W) - %Ozbg , (4.55)
Sea la ecuacion de evolucién para R, y 3y, respectivamente
Ny = —aep — Or(agy)
O J = —ab — agy
al reemplazar nuestro ansatz y simplificar el factor e=**, se obtiene
way, = —aey — (apy) (4.56)

whby = —ady — apy . (4.57)
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Sean la ecuacién de evolucion para €, v &, respectivamente
Oy = 0(0 4+ 1)AY2% 0 ¢ + piay

1
0i&e = W@« (a¢4BT2C£) +ap’dy

al reemplazar nuestro ansatz y simplificar en ambos lados de las ecuaciones el factor

—ie~ ™! se obtiene

wee = —a L+ 1AV 2 + pPag ] (4.58)
1
(,L)dg = — W(Oﬂ/leTQZZ)/ + /1,2046[ . (459)

Sea la ecuacién de evolucién para (,

1

e, A2B 0,2 [0, (

Oé&) — Oé€g] -+ OéKCg s

al reemplazar nuestro ansatz y simplificar en ambos lados de la ecuacion el factor
e~ ™! se obtiene

1
= G
Y a partir de las ecuaciones de constriccién, sea la ecuacion correspondiente a la
constricciéon de Gauss para el campo eléctrico (4.46)

! 2 94 0B 204\ (+1),
O—A—w[arﬁé‘f“ﬁe(; 2A+ B + w ):| B@/}4r2€é+u¢e,

[(ady) — aey] . (4.60)

W22y

al reemplazar nuestro ansatz y simplificar el factor e~ se obtiene

O—L ’_|_ g_£+£]+2_¢/ _€(€+1)
T A TN\ T AT B T Byt

Sera conveniente, como se vera lineas adelante, expresar esta ecuacion de constriccion
de una forma ma&s compacta. Esta es

B 1 W*Br: \' (e +1)
T AL2By6r2 \ AL2 €e) — B2

de + 10 - (4.61)

0 de + 120 (4.62)

Y sea la constriccién de Gauss para el campo magnético (4.47)

1
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al reemplazar nuestro ansatz y simplificar el factor ie ™? se obtiene
1

En resumen, para encontrar las funciones radiales de la estrella de ¢-Proca, debemos
resolver un sistema de 6 ecuaciones radiales

1 Y2 Br? T+ 1)
W = AZR 6. ( e OéCLg) — B2 ab, | (4.64)
way, = —ae— (apy) (4.65)
why = —ady— aypy , (4.66)
we, = —al L0+ 1)AY*Y? 2 + pPay |, (4.67)
1
wdy = — [ m(aw‘lB?ﬂz@)' + pPaby } : (4.68)
1
W2y = m[(@dﬁ)/ - Oéeg] s (469)
que deben ser consistentes con dos ecuaciones de constriccion
1 W*Br: \' (L +1) )
0= aapgee < e eﬁ) " By Wt (4.70)
1
0 = Zg—m(ag—bz). (471)

Dado este resultado, mostremos la consistencia entre el sistema de 6 ecuaciones
radiales que acabamos de encontrar y las dos ecuaciones de constriccion. Para la
primera ecuacién de constriccion (4.70), esta se satisface a partir de las ecuaciones

radiales (4.64), (4.67) y (4.68). En efecto, de la ecuacién (4.67)
wep = —al L0+ 1) A2z + play ],

podemos despejar aa, de la forma

(41
oy = —(;2)141/21#2042@ — %ez )
fu 7

Si luego, reemplazamos esta expresién para aa, en la ecuacién (4.64), la cual esta

dada por
B 1 Y?Br? Toe+1)
Wee = A2By6r2 \  AL/2 Qle | — Bapir2 aby
simplificamos y distribuimos adecuadamente la derivada espacial, y obtenemos

_(+1) (W'Brraz)  w 1 W*Br: \' (0 +1)
Wee = — (2 A2y - EA1/2B,¢}67~2 AL/2 €| — Bipir? aby . (4.72)
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Afortunadamente, la primera derivada radial del lado derecho de la igualdad en esta
expresion se puede despejar de la ecuacion (4.68)

(ap* Briz,)

wdy = — AL/2y)2

+ paby ] ;
y es
—(¢Y*Br?az,)’
Al/2y)2
Asi, reemplazando esta derivada en la expresién (4.72), se obtiene

w 1 V2 Br2 \' (0 +1)
PA1/23¢6T2 AL/2 =2 B2

= wdy + pPaby .

1+
o M2 B¢4r2

(wdg + ,Uz204b4) - abg s

Y finalmente, anulando el término ¢(¢ + 1)aby/B*r? y multiplicando ambos lados
de la expresién resultante por p?/w se obtiene

,  Ll+1) 1 (¢2Br2 )
€r )

H¥= Bipir? ¢ AL2Bybr2 \ AL/

que por simple inspeccion, corresponde a la primera ecuacién de constriccion que
buscamos satisfacer (4.70).

Para mostrar la consistencia con la segunda ecuacién de constriccién (4.71), el
procedimiento es més directo que el anterior y basta con usar las ecuaciones radiales
(4.65), (4.66) y (4.69) de nuestro sistema de 6 ecuaciones radiales. Asi, a partir de
(4.65) y (4.66)

way = —aey — ()

wby = —ady — aypy
despejamos ae; y ady, respectivamente

ey = —wap — ()

ady = —wby — apy .

Luego, reemplazamos estas expresiones en la ecuacién radial (4.69)

1

= Apgeal ) —aal

W2y

obteniendo {

Wz = AL/2 B2

[(—wby — ap) +wag + (ap)'] .
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Finalmente, al eliminar el término («p)’ y simplificar en todos los términos el factor

w, se obtiene
1

20
Esto es, la segunda ecuacién de constriccién que buscamos satisfacer (4.71). Asi,
concluimos que nuestro sistema de 6 ecuaciones radiales (4.64-4.69) satisface las
ecuaciones de constriccién (4.70-4.71) para las funciones radiales de la estrella de
(-Proca.

Finalmente, es interesante notar que nuestro sistema de 6 ecuaciones radiales en
realidad se puede reducir a un sistema de 3 ecuaciones radiales donde las funciones
solucién son {py, ag, by }. Para ello, usamos 3 de las 6 ecuaciones radiales del sistema
original. De la ecuacién (4.67), despejamos e,

1
e = —a[ (o) +way | .

De la ecuacién (4.68), despejamos d,
1
dy = ——[ app + wby |.
o

de estos resultados, observamos la apariciéon frecuente del término agy, el cual
también aparecera en las cantidades de materia en 3+1 dadas en (4.50-4.53) y si
deseamos evitar tener que distribuir la derivada radial de (agy)’ en las diferentes
expresiones, nos sera util redefinir la funciéon soluciéon Fy := ag,. Con la cual las
anteriores expresiones serian

1
e = —a( Fy +wag ), (4.73)

1
dg = —a( Fg +u)bg ) (474)

y a partir de la tercera ecuacién (4.69), que ya mostramos que al reemplazarle e, y d,
obtenemos la segunda ecuacién de constriccién (4.71), despejamos la expresion de zg

1

Zy

Asi, estas 3 expresiones nos permiten encontrar {es, dy, z,} a partir de {Fy, ag, by}, por
lo que las 3 ecuaciones restantes de nuestro sistema de 6 ecuaciones radiales original
debe darnos las soluciones de este ultimo trio de funciones radiales. En efecto, al
reemplazar las expresiones que acabamos de obtener para ey, d, y 2, en las ecuaciones
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(4.64), (4.67) v (4.68), que son respectivamente

1 Y2 Br? T+
wee = A2By6r2 \ A1/ Qly Biir? aby
we, = —al L0+ 1)AY*?z + pPay ],
1
O.)dg = — |: m(aw‘lB’/Qzﬁ)/ —+ IUQQ/bE :| y

y considerando nuestra definiciéon Fy = apy, se obtiene un sistema de 3 ecuaciones
radiales para {Fy, ap, by}

o V2 Br? Lo+
wF, = A2By6, ( iz Oé(lg) — Boir? by, (4.76)
/ R /
Fp+wa, = — [ VB2 (ae +by) + ,UQCLg 1 ) (4.77)
Q 1 o) RN 9
Fp 4+ wb, = " { 1722 <A1/2w2 (ag + be)) + paby } . (4.78)

Ademas, las cantidades de materia en 3+1 de la estrella de /-Proca en este nuevo
sistema {F}, as, by}, toman la forma

) = i{ (F] +wap)* 5[ a? N F_2
grl  aZgiA oA
g(ﬁ + 1) (Fg + wbg) 2,9 (ag — blf)Q
¢4B’I"2 |: Oz2 + 12 b€ + W } s (479)
g ¢4A{_(Fé+wag)2+ , [ a2 +Q
" 8T a?PtA 1/14A
f(g + 1) (Fg + wbg) ((lg - b2)2
oh { el ey o b8
_ ¥'Br?y (Fjtwa)® 5[ af  F}
S a1 (4:81)
' Brisin®l (F) +wag)? 5[ af  F}
See = 87 { a2prtA VA a2 } ’ (482)

De estas expresiones, resulta util obtener algunas expresiones que usaremos para
expresar las ecuaciones de datos iniciales en las secciones siguientes. Estas son

1 ((F)+wap)? Ll+1) 5,
S'T—p = —— b 4.83
rf 47T{ a2yt A + Y4 Br? KO } ’ (4.83)
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la traza del tensor espacial de esfuerzos S := %S,

5 — L{M 2 [3F7 _ i
- 87 a2yt A 2 tA
f(ﬁ + 1) (Fg + Cdbg)2 (CL@ — 52)2
s | Y sy

y por ultimo

1 {(Fg +wap)?

S+p=— 021 A

1 F2  0(0+1) |:<Fg + wby)? n (ar — 52)2] } (4.85)

22 —L
+ 'u a2 + ¢4BT2 a2 ¢4A

4.5. Ecuaciones de datos iniciales en primer orden

Una vez establecidas las ecuaciones radiales que deben satisfacer las estrellas de
(-Proca, procedamos a obtener las ecuaciones de datos iniciales que resolveremos
numéricamente. En principio, nuestra intencion es resolverlas mediante métodos en
diferencias finitas aplicando un método de Runge-Kutta. En ese caso, necesitamos
tener a disposiciéon un sistema de ecuaciones de datos iniciales en primer orden de
la forma u} = S;(@) donde @ = (uy, ..., u,) es una n-tupla formada por las funciones
solucién que conforman los datos iniciales del sistema y S;(u) contiene solo a las
funciones u;, mas no a sus derivadas.

Al ubicarnos en la hipersuperficie ¥;_g, nuestros datos iniciales se componen de
funciones radiales métricas y funciones radiales de materia. Enunciaremos las primeras
para iniciar esta seccién, aprovechando que ya hemos conseguido las ecuaciones de
datos iniciales de las funciones métricas en primer orden en la seccién 2.4.1 del capitulo
2. En dicha seccion se mostré que, con el fin de obtener ecuaciones diferenciales
en primer orden para los datos iniciales de la métrica espacial, necesitamos elegir
coordenadas radiales de drea (¢» = B = 1). En ese caso, la métrica espacio-temporal
esféricamente simétrica y estatica en t = 0 se escribe como

ds® = a(r)dt* + A(r)dr* + r*dQ°.

Luego, la constriccion Hamiltoniana se reduce a una ecuacion diferencial ordinaria
para A(r), (2.41),

A=A (%(1 _ A+ 87T7’Ap> , (4.86)

y al imponer la condicién de foliacion polar, la ecuacién de ADM para la componente
Kyy se reduce a una ecuacién diferencial ordinaria para a(r), (2.42),

o =a (%(A —-1)+ 47?7“/15’:) , (4.87)

r
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donde p es la densidad de energia y S7, la componente mixta radial del tensor de
esfuerzos espaciales, cuyas expresiones en la norma de radio de drea se mostraran al
final de la seccién cuando reunamos todas las ecuaciones de datos iniciales.

Con respecto a los datos iniciales de los campos de materia, para t = 0, nuestro
ansatz para las amplitudes radiales (4.48-4.49) se reduce a

Ge(r,t =0) = @p(r) ,  No(r,t =0) =idas(r), De(r,t =0) =iby(r), (4.88)

e(rit=0)=eur), &(rt=0)=dr), C(rit=0)=71iz/(r). (4.89)

Siendo las funciones radiales {y, as, by, eg, dg, 2o} las que establecen la dependencia
radial de la estrella de /-Proca para t = 0, entonces podemos tomar los resultados
obtenidos en la seccién anterior, los cuales muestran que basta con resolver un
sistema para las 3 funciones { Fy, ag, by}, con Fy = aqpy, ya que las 3 funciones radiales
restantes se expresan en funcién de estas 3 primeras. En coordenadas radiales de
area, dichas expresiones son

1

e = —E(Fé—l-wag), (490)
1

dg = —E(Fg—l—wbg), (491)
1

2y = W(ag—ble) . (492)

Asi, el sistema de 3 ecuaciones diferenciales radiales (4.76-4.78) al escribirlos en
coordenadas radiales de area y que junto a las ecuaciones de datos iniciales para las
funciones A y « resuelven {Fy, as, by}, son

a rPa \ Ll+1)
wkF, = a12,2 (_Al/Z az) T e a’by, (4.93)
2 (0 + 1 2,2
F,+wa, = a—(—+2)(ag —by) + RELY (4.94)
woor
al 1 o} !

Como mencionamos al inicio de esta seccion, necesitamos tener escrito el sistema
de ecuaciones de datos iniciales en primer orden en la forma u; = S;(@). Para lograr
esto, serd necesario definir una nueva funcién solucién Gy := b} en nuestro sistema de
funciones radiales, con el fin de lograr que la ecuacién (4.94) se exprese en la forma
deseada y que la ecuacion (4.95) sea de primer orden, como veremos a continuacion.
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Si tomamos la ecuacién (4.94), resulta sencillo obtener una ecuacién radial en
primer orden para Fy, al despejar y factorizar sus términos adecuadamente. Asi, se
obtiene

r2

, a?p? 0+ 1)a?
ngwag< WIZ —1> + ( )E(CLZ—GE) . (496)

Mientras que si tomamos la ecuacién (4.93), operamos la derivada radial y despejamos
al lado izquierdo de la igualdad la derivada aj, tenemos luego de un poco de algebra

wAFe—i—E(g—i_l)Abg—ag(Q a A).

o? 72 r o 2A

ay =

Luego, para deshacernos de las derivadas de las funciones métricas presentes en el
paréntesis del lado derecho, hacemos uso de las ecuaciones radiales para A y a dadas
en (4.86) y (4.87) respectivamente. Asi, se tiene que

o A B (A-1)
o 24  2r
(A-1)

l— +4nrA(S] — p) ,

1-A
+4mrAS] — ((2—70) + 47rrAp)

lo cual reemplazado en la ecuacién diferencial anterior resulta en

(A+1)

AF,  ((0+1
:w 2€—|— ( —;_ )Abg—ag(

Finalmente, si tomamos la ecuacién (4.95) considerando que Gy = b, al multiplicar
toda la expresién por w/a? y operar la derivada radial presente, tenemos

/
a
¢ « r

+ 4mrA(S; — p)> . (4.97)

w 1 a a G
@(FZ‘waZ):W(m) (ag—GZ)‘i‘Z_Z‘i‘,LLb[,
luego, multiplicamos toda la expresion por A y despejamos a G a la izquierda de la
igualdad

LAYZ oy wA
@:_;(Zm)mr4m+¢+ﬁmw—aﬂﬂ+mm

ademas, identificamos la presencia de 2 términos con derivadas: (i) aj que se re-

emplazard usando la ecuacién para a, que obtuvimos lineas atras y (ii) el término
Al2 (225
o Al/2

y «

/ . . .
) que se reexpresa usando las ecuaciones radiales en primer orden para A

AV? ro A (A1
__@i>—3——:L—J+mmwym.

a \AY2) o 24 r
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Por lo tanto, siguiendo estos pasos, tenemos

G;—(ag—G,g)((A;l)

AF, (({+1
coth H

+ 47r A(S] — p))

(0] T

Abg — Qy <(A + 1) + 47TTA<S:: — p))
r

A
2 Aby — ";—Z(Fg +wby) |

luego, restando y reordenando términos adecuadamente, obtenemos una ecuacion
diferencial radial en primer orden para G, dada por

G = (;ﬁ @ G 1>) Aby — ? -Gy ((A ) + 47 A(ST — p)) . (4.98)

o? 72 r

Por lo tanto, los datos iniciales de la estrella de /-Proca que forman un sistema en
primer orden son {Fy, as, by, Gy, g, A} y satisfacen las siguientes ecuaciones

, a?u? ((0+1)a?
F; = way ( o — 1) + ( 2 );(CL@ — Gg) , (499)
=2 Fir b - (B amras - ) (4.100)
(e T r
b, =Gy, (4.101)
2 1 2 A—1
o = (/B -2 Wt )> Ab - 2% _ @, (( ) 4 drrA(sT — p)) , (4.102)
(6] r T T
A=A (%(1 — A+ 87rrAp) | (4.103)
ad = o (%(A — 1)+ 47T1»A5;j) , (4.104)
T

donde p, STy SI—p, estan dados respectivamente por (4.80),(4.81) y (4.83) utilizando
las coordenadas de radio de 4rea. Nétese que estos presentan una derivada F; que nos
imposibilita expresar el sistema con solo derivadas al lado izquierdo de la igualdad,
por lo tanto, usamos la ecuacién (4.94) para reemplazar aquella derivada. Asi, las
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cantidades de materia que necesitamos son

1{ o? {€(£+1)

2

2
a? F?
(ar — Ge) + M2ae} + (ZZ + a_2>

P = &l w24 r?
+f(€;2r 1) [(Fe ‘;;Ubé)Q + 2B+ (a ;b/e)z] } 7 (4.105)
+5(€T‘|2' 1) [(Fz 22053)2 2+ (ae ;152)2] } (4.106)
Sy —p = —i{% V(E:Q— D (ap — Go) + uQag} 2 + E(E;ZL l)u%g } (4.107)

Al finalizar la seccién 4.3. mostramos que el sistema de ecuaciones de evoluciéon y
constriccién derivados del ansatz (4.1-4.4) generalizaba el sistema de las ecuaciones
de evolucién y constriccion de la estrella de Proca estandar al caso multi-campo
con momento angular. Ese resultado junto a las ecuaciones de datos iniciales que
acabamos de encontrar para la estrella de ¢-Proca, ya nos permiten finalmente
concluir que nuestra propuesta de estrella bosénica corresponde a la generalizacion
multi-campo con momento angular de la estrella de Proca esféricamente simétrica.
En efecto, al tomar el caso ¢ = 0, se eliminan las ecuaciones radiales en primer orden
para b, y GGy dado que provienen de la ecuacion de evolucion para la amplitud radial
&y, correspondiente a la componente angular de los campos eléctricos, las cuales
son iguales a cero para £ = 0. Y asi, el anterior sistema de ecuaciones radiales en
primer orden se reduce al sistema de ecuaciones radiales en primer orden (3.89-3.92)
presentado para la estrella de Proca estandar en simetria esférica en la seccién 3.5.
Notese también que las cantidades de materia en 3+1 presentadas aqui se reducen,
para ¢ = 0, a las cantidades de materia dadas en (3.93-3.95) de la estrella de Proca
estandar.

4.6. Ecuaciones de datos iniciales en segundo or-
den

Como mencionamos en la secciéon anterior, inicialmente se tenia planeado im-
plementar un método numérico en diferencias finitas para resolver el sistema de
ecuaciones de datos iniciales en primer orden. Dicho método estaria basado en un
método de shooting unidimensional para la frecuencia w y el uso de integraciones en la
malla radial mediante algoritmos de Runge-Kutta. Sin embargo, como mostraremos
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en la siguiente seccion, las soluciones locales de los datos iniciales cerca al origen
para los campos de materia, poseen dos soluciones independientes y por lo tanto,
se necesita fijar 2 parametros libres independientes para iniciar las integraciones
numéricas, a diferencia del método de shooting unidimensional, que solo necesita
fijar un parametro libre para iniciar dicha integracion.

Por lo tanto, cambiaremos de estrategia e implementaremos otro tipo de método
numérico. El método elegido sera un método de colocacién espectral multi-dominio,
el cual, serd expuesto a detalle en el apéndice C. Para lo que nos concierne en este
capitulo, es necesario mencionar que este método numérico consiste en resolver ecua-
ciones de segundo orden descompuestas en una base finita de polinomios especiales
donde las condiciones de regularidad en el origen se dan mediante una correcta
eleccién de base par 6 impar para cada una de las funciones solucién, sin necesidad
de tener conocimiento de los parametros libres de las soluciones independientes en la
vecindad del origen.

En ese sentido, en lugar de un sistema de ecuaciones de datos iniciales en primer
orden, necesitaremos un sistema de segundo orden para la estrella de ¢-Proca, el
cual, conseguiremos en esta seccion.

De manera similar a la seccién 4.5, primero presentaremos las ecuaciones de datos
iniciales de los campos métricos. Recordamos que en la seccion 2.4.2. del capitulo 2,
elegimos coordenadas conformalmente planas o isotrépicas (A = B = 1) para escribir
la métrica espacio-temporal con simetria esférica y estatica a t = 0, como

ds* = —a?(r)dt + *(dr® + r*dQ?).

En estas coordenadas la constriceién Hamiltoniana se reduce a una ecuacion diferencial
de segundo orden para el factor conforme ¥(r), (2.51),

20’
" 5
Vi —+2m7p =0,
r
y al imponer la condiciéon de foliacién maximal, la ecuacién de evolucién para la
traza de la curvatura extrinseca se reduce a una ecuaciéon diferencial de segundo
orden para «(r), (2.52),
20 2y
"
o+ —+
r (8
donde p y S en coordenadas isotrépicas se mostraran al final de la secciéon cuando
reunamos todas las ecuaciones de datos iniciales en segundo orden de la estrella de

/-Proca.

- 47?'0{’@[)4(8"‘[)) =0 )
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Con respecto a los campos de materia, aunque en el sistema figuren 6 funciones
radiales {Fy, ag, by, eq, dy, 2o}, se demostrd en la seccién 4.4., que ey, dp y 24 se pueden
expresar en funcién de Fy,a, y b, usando las expresiones (4.73-4.75) escritas en
coordenadas isotropicas

1

ep = —a( F} +way ), (4.108)
1

dg = —a( Fg —|—ng ) s (4109)
1

2y = @DGT’Q( Ay — b} ) . (4110)

Por lo tanto, solo necesitamos encontrar las ecuaciones de segundo orden para las
funciones de materia {Fy, as,b,}. En ese caso, recordamos que en la seccién 3.1.,
donde se present6 la formulacién lagrangiana de un sistema de Einstein-(multi)Proca,
se obtuvo ecuaciones diferenciales en segundo orden para los campos de Proca (X, ),,
(3.23),

V. VX )y — B (X)) — 12(Xm), =0 . (4.111)

Estas ecuaciones son las que nos otorgaran las ecuaciones en segundo orden que
buscamos para Fy, a; y by. En efecto, primero observamos que usando nuestro ansatz
para los campos potenciales de la estrella de ¢-Proca dados como

D, = @i(r)Yme
(am)i = (iag(r)Y™™, ibe(r)dpY"™, ibg(r)apYﬁm)e—W ’

nos permite expresar las componentes de (X,,), = n,®,, + (am),, considerando
que (am)o = (a,);8" = 0 para un espacio-tiempo estatico en ¢t = 0 y la definicién
Fy = aypy, de la forma

(X)) = no®pn = —F(r)Y™me ™"
(Xom)r () = dag(r)Ymet

(Xm)o (am)g = iby(r)0pY Me ™t |
(Xi)e = (am)e = ibe(r)d,Y e

Luego, usando la métrica espacio-temporal en coordenadas isotrépicas, se calculd
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mediante un sencillo cédigo en MATHEMATICA, los simbolos de Christoffel no nulos

OC/
| ——
tr a )
o« 21 o (1 29 2¢’
I, = I =— ry,, =-— -+ — I — 0
tt ¢4 ’ rr 1/] ) 06 r <7’ + w ) <P<P T sin w ’
1 20
F29:;+ :f , Fisoz—cosﬁsin@,
1 20
Ff«p:;+77 FiezcotQ

Los cuales permitieron luego, usando el mismo cédigo, calcular las componentes
mixtas no nulas del tensor de Ricci, dadas por

t——_ — —_——
iy = @/)4_oz+roz o)

1 [a” 4 4y 9\ 22y
R,=——|= LAY () -
AT (w) aw]’
|20 1
r

/ Gw/ ¢/ 20/,(/]/_
R +7E>+2(w)%‘a¢_’

o _i 2¢1/ a/ 6_’(,[/ w/ 2C¥/¢/_
o=y w'+r<a+’w>+2(w)’kaw_

Y finalmente, el mismo cddigo, realizé el calculo del D’Alembertiano en derivadas
covariantes presente en la ecuacién de segundo orden (4.111) y reunié los resultados
anteriores para obtener las siguientes ecuaciones radiales. Para v = t, se obtuvo una
ecuacion diferencial radial en segundo orden para Fy
2F)  ((0+1) 29/ o/ w?
0=F/+ =% — F, + —F——F+2wa — =) F,,
¢ r r2 b ¢ (£ o) — Pt ,u o2 ¢

mientras que para v = r, se obtuvo una ecuacién diferencial radial en segundo orden
para ay

1 [a" 2a 240
i ¢}

/ 4
Ozag_f___r_z_ % 2¢) Z_}_iEwFé_F@bé
+&:1)%6e (M —W—Q
2w// o 8¢' w 4a/w/ o 2
| ST (a) " v ‘(E)]
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Y finalmente, para v = 6 6 ¢, se obtuvo la misma ecuacién diferencial radial de
segundo orden para by

. L0+ 1) 2ay o 2\, 4 A . W
Ozbe— 7“2 bg+7+<g—? be—f—?ag—@b /,L—E bg.

Estas ecuaciones fueron corroboradas mediante célculos a mano, utilizando las can-
tidades geométricas antes presentadas y las componentes del potencial de Proca,
considerando que en todas las ecuaciones se simplificé el factor complejo e~ ! y
una funcién de arménico esférico o alguna de sus derivadas angulares, y ademds, se

aplicaron las identidades de los armédnicos esféricos presentadas en la seccion 4.1.

Con el fin de implementar las ecuaciones que acabamos de presentar mediante
métodos espectrales, debemos notar que la ecuacién para ay, posee derivadas en
segundo orden de « y 9, por lo tanto, similar a cémo se realizé en la seccion 4.5., las
reemplazaremos por otras expresiones usando las ecuaciones de datos iniciales en
segundo orden de tales funciones métricas. Es decir, podemos calcular

2¢// O/l B _éﬂ/ B 4 _22/ B 2a/¢/ A

” —1-3_ = 47?2#,0—1-( - o + 4wy (S+P))
YA
= r(a+¢> o) +4mytS .

Lo cual, al reemplazar en la ecuacion de a, y realizar un poco de algebra, se obtiene

2a;, 2a, L(L+1) 20 (o 6Y of 2
0 — 4 _K e e S o - s -~ /Y /
v + r 7’2 7’2 aze o + w + o w ag
20 of 20004+ 1 4000+ 1) ¢ w?
+i2—ng+ ( 5 )bg-i- ( 5 )ﬂbg—wzl <u2——2) ay
a? « r r Y Q@

+ 4dripta,S .

7\ 2 Iy N 2
—a [10 (%) +635 +<%)

Por lo tanto, las ecuaciones de datos iniciales en segundo orden para la estrella de
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¢-Proca son

. 2F) Ul +1 2¢)’ w?
0=F/+ Tg— <7’2 )F ng——(FngQwag) P <,u2—?) F,
(4.112)
s 2a;  2a,  L(0+1) 2ap (o 6 o 2\
O=art—r= v\t ) T\ )
4 2000+ 1 4000+ 1) 2
‘l‘i_WFK‘{' ( + )b€+ ( + )ﬂbg—@béL MQ_w_ ay
o r3 r2 WY o?
wl 6&/wl 2
1 4 4.11
IO(w) + ) +(a> + dmptanS | (4.113)

, L+1 2a of 2N, A 2
0="b, — <T2 )be+%+(g__)bé+7az 17/) (ﬂ—a— by, (4.114)
2
1/1 +2m°p | (4.115)

2a 20/’
0=a"+—+
(&

¢Il +

— 4o (S + p) . (4.116)

Donde las cantidades de materia en 3+1 presentes p, S'y S+ p, obtenidas en la seccion
4.4. y dadas respectivamente por (4.80), (4.84) y (4.85), escritas en coordenadas
conformalmente planas son

P:i{ (Fitwae) | s F_52+a_%
S a2yt 2 T s
00+1) [ (Fy+ wby)? ag — b))?
(@/147“2) [( ‘ 3 J —|—,u2b§—|——( £¢4 ) } } , (4.117)
_L{M 2 [3FC ot
- S1 a2yt a2 e
00+1) [ (Fy+ wby)? ag — b))?
(¢4T2) [( ‘ = 0) —,u2bg+( €w4 ?) } } 7 (4.118)
o 1 (therag)Q QFEZ €(€+1) (Fg+wb5)2 (CLg—b})Z
Stp= 47T{ o)t T 2u a? + Pir? a? + Pt } '

(4.119)
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4.7. Soluciones en las fronteras

Una vez establecido el sistema de ecuaciones de datos iniciales en segundo orden,
debemos imponer apropiadas condiciones de frontera para asegurar que el sistema
se comporte como una estrella bosénica, es decir, que las soluciones sean regulares
y asintéticamente planas. Ademads, dado que el sistema (4.112-4.116) atn posee
un parametro libre, la frecuencia de oscilacién de la estrella bosénica w, imponer
condiciones de frontera adecuadas al sistema de ecuaciones, lo constituird en un
problema de autovalores no lineal con autovalor w.

Las fronteras en un sistema con simetria esférica se encuentran en el origen,
r = 0, y a distancias lejanas del sistema, r — oo. Por lo tanto, debemos buscar
qué condiciones cumplen las funciones radiales { Fy, as, by, ¥y o} en ambas fronteras.
Estas se consiguen analizando el sistema de ecuaciones en las vecindades de dichas
fronteras y obteniendo sus respectivas soluciones, tal es asi, que para las condiciones
de frontera en r = 0, debemos conocer las soluciones locales cerca al origen, y para
las condiciones de frontera a distancias muy lejanas r — oo, debemos conocer sus
soluciones asintoticas.

Iniciemos con el analisis para las funciones radiales métricas. Con respecto a
soluciones locales cerca al origen, para el factor conforme v tenemos el término 21’ /r
en su ecuacién de dato inicial (4.115)

2 /
0=+ 2% 4 orytp.

r
En simetria esférica cualquier funcién regular en el origen debe tener paridad bien
definida. En consecuencia, 1) debe ser una funcién par, pues de lo contrario, tendriamos
que 1 es impar, esto es ¢ ~ O(r), y por lo tanto, el término ¢’ /r ~ O(r~!) no es

regular en el origen. Entonces, se tiene que
W~ o+ O(r?), (4.120)
lo cual es consistente con la regularidad en el origen dada mediante la condicién
Y'(r=10)=0. (4.121)

De manera andloga, la presencia del término 2a//r en la ecuacién de dato inicial

(4.116) para «
2 / 2 !,/
0 — O/l + o _I_ O‘w
r (4

nos indica que la solucién local cerca al origen para esta funcién debe ser par

— dmapt(S +p)

a ~ ag+ O(r?), (4.122)
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lo cual, es consistente con una condiciéon de regularidad
' (r=10)=0. (4.123)

Noétese que los valores ¥y y g no son 1, aunque si corresponden a valores constantes,
lo cual es consistente con que el espacio-tiempo sea localmente Minkowski en el
origen para asegurar regularidad.

Respecto a las soluciones asintéticas para v y «, estas se obtienen al considerar
que deben de ser convergentes y que el contenido de materia converja a cero a
distancias lejanas de la estrella bosonica. Esta tltima suposicién se deducira al final
de esta seccién. Por ejemplo, para la ecuacién de dato inicial de 1, (4.115), el término
2m1)®p se anula bajo este argumento. Luego, gracias a que el término 2¢’ /7 — 0 pues
r — 00, la ecuacién de dato inicial queda como " ~ 0, lo cual, tiene como tnica
solucion convergente consistente con un espacio asintéticamente plano, a

lim ¢ = 1. (4.124)
r—00
Usando este resultado y el argumento anterior en la ecuacion de dato inicial para
a, (4.116), esta resulta en o’ =~ 0, lo cual, tiene como tnica solucién convergente
imponiendo que el espacio-tiempo sea asintéticamente Minkowski, a

lim o = 1. (4.125)

r—00

Ahora procedamos con el analisis de las soluciones locales en la vecindad de r = 0
para las funciones de materia {Fy, as, by}. Para ello, aplicamos las condiciones de
regularidad en el origen para v y «, lo cual nos permite anular todas las derivadas
radiales de dichas funciones métricas en el sistema de 3 ecuaciones de segundo orden
dado por (4.112-4.114). Tal sistema resulta entonces en

2F) w? ((0+1)
Jad ¢ 4 B I S VA B AP 4.126
g+r+|:w0<a% u) 2 1@ ; ( )
2a, w? (240(0+1)) 2000+ 1)
" {4 4 2
a4 Z — ~ — b 4.127
Ay + r + |:w0 (ag :LL) r2 1‘18 r3 {4 ( )
2
s 9 0+1) o 2
e[ (-0 - s - (4125

La ecuacion que resulta para Fy, es una ecuacion diferencial homogénea, la cual,
podemos resolver sin necesidad de conocer las soluciones de a; o de by. Sin embargo,
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las ecuaciones para a, y by son ecuaciones diferenciales no homogéneas, cuyo término
no homogéneo en la ecuacion para a, depende de by y viceversa. Lo conveniente seria
expresar de alguna manera el término no homogéneo de la ecuacion para a, por un
término no homogéneo que dependa exclusivamente de Fy y no de b,. De manera que
podamos resolver la primera ecuacién diferencial para F; y luego usar esta solucion
como término no homogéneo en la ecuacion para ay, asi, resolvemos esta y usamos
su soluciéon como término no homogéneo en la ecuacién para b, y asi resolver todo el
sistema.

Para proceder de esta forma, buscamos una relacién que cuente con términos
del sistema {Fy, as, b} con derivadas hasta del primer orden. Asi, recordando que el
sistema de ecuaciones radiales de Proca inicialmente se expresé como un sistema de
primer orden, tomamos la ecuacién (4.76)

a <w2Br2 )/ (0+1) 2
0] — 55 b .

why = A2By6r2 \ A1/ aa Byp'r? a

Escribiéndola en coordenadas isotrépicas (A = B = 1), considerando que a & g =
cte 'y ¢ = 1y = cte cerca de r = 0, y despejando adecuadamente, se obtiene

2 0+1
@Z’oer ~ aZJrﬂ_(_Jg)be,
ol r
O equivalentemente
(0+1 2 d
—<—+2)bz A~ o—ap — e %—?Fe.
r r ag

Si reemplazamos esta expresion en el término no homogéneo de la ecuacion diferencial
en la vecindad del origen para ay, el sistema de ecuaciones que debemos resolver

resulta en
2F’ 2 9 00+ 1)
F/ [% <a_(2) — ) B ] Fr~ 0, (4.129)
" 4(1/5 2 2 (2 _€(€+ 1)) 2¢§°~’ Ff

a, + _r + [¢0 (a—% - ) + 2 | ™ ~ o2 T (4.130)

2 00041 2a
{1/)0 (—2 - 2) - (—2)] by~ — L (4.131)

ag T T

La parte homogénea de estas ecuaciones se puede resolver usando aproximaciones
con r = 0 de las funciones de Bessel, mientras que la parte no homogénea se puede
resolver usando el método de variaciéon de parametros. Dichos procedimientos se
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emplean y muestran a detalle en el Apéndice B, los cuales conducen a las siguientes
soluciones locales con paridad bien definida y regulares en el origen

Fy~ert (4.132)
4 9 plt1
~~ ley 71 %—w — 20 k —_— 4.1
Ay Coy T + |: Oz(2) C1 <2> Co (26—}— 3) ) ( 33)
Yow K 2 rtt2
by~ eort — | 290 4 o0 (-) 4.134
¢ CoT |:ag c + ( —|—3) 9 Co (£+1)(2€+3), ( 3)

donde £ es una cantidad positiva tal que x? = 1 <§—§ — ,u2>. Ademas, como ade-
0

lantamos al inicio de la seccién anterior, estas soluciones poseen dos parametros
independientes, ¢; y co, lo cual motivé la eleccion de métodos espectrales para la
obtenciéon numérica de los datos iniciales de la estrella de ¢-Proca.

Con estos resultados, podemos también estudiar las expresiones cerca del origen
de las funciones radiales que determinan el campo eléctrico y magnético en t = 0 de
la estrella de (-Proca. Para la funcién radial ey, (4.108), que determina la componente
radial de los campos eléctricos , tenemos

1
~——I(F)
€y O_/O( ¢ —|—wag)
0 i w [Yiw K\ 2 rttl
~—— — — | = =2 <—> —_— 4.135
o (1 Fwey)r o [ ol ¢ 2) (20 +3) ( )

Mientras que para la funcién radial dy, (4.109), que determina las componentes
angulares de los campos eléctricos, tenemos

1
dg ~ ——(Fg +C<Jbg)

&%)
1 . w [Yiw K\ 2 rit?

~—— — | = 2 — . (41
C(0<61+WC2)T +a0{a§ cl—l—(€—|—3)<2> Co ) (4.136)

Y para la funcién radial z,, (4.110), que determina las componentes angulares de los

campos magnéticos, se tiene
1 , w (50+6) 1 /K rtt

2
a0 ~ et s (5) o] g

2z R (4.137)
Nétese que estas expresiones son solo validas para valores naturales de ¢ = 1,2, 3, ...;
ademas, dado que las soluciones de estrellas bosénicas son regulares en toda su exten-
sién espacial, debemos verificar que nuestras soluciones (4.132-4.137) son regulares
en la vecindad del origen.
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Sobre la regularidad de una funcién en un punto, usaremos la definicién dada en
[33], la cual establece que una funcién es regular en un punto si es convergente en dicho
punto. Vistas como funciones 1-dimensionales, nuestras soluciones locales anteriores
son regulares para todo ¢, sin embargo, vistas como funciones 3-dimensionales forma-
das del producto de estas soluciones radiales con las funciones de arménicos esféricos,
para asegurar la regularidad especificamente en el origen, la funcién radial debe ser
cero en tal punto. Si esta tultima condicién no se cumple, la funcién 3-dimensional
sera multi-valuada en el origen y por lo tanto dejara de ser convergente en dicho punto.

Evaluando para r = 0, encontramos que nuestras soluciones radiales (4.132-4.137)
son cero en el origen para todo ¢ > 1. Para el caso ¢/ = 1, encontramos que las
siguientes soluciones no son cero en el origen

1 w 11 K 2
ai(r=0)=cy, ei(r=0)= —a—o(cl—l—ch) , z21(r=0)= 2¢gagcl+1owg (5) 2,
pues presentan parametros constantes que no podemos imponer sean necesariamente
cero. Por lo tanto, este resultado parece indicarnos que debemos descartar la configu-
racion ¢ = 1 de nuestra estrella de ¢-Proca como estrella bosénica al no ser regular
en el origen. Cabe destacar que aunque no presente regularidad en el origen, el siste-
ma sigue siendo esféricamente simétrico, tal como sucede con el potencial de Coulomb.

Finalmente, con respecto a las soluciones asintéticas, cuando r — oo, tomamos
nuevamente las ecuaciones de datos iniciales en segundo orden para los campos de
materia {Fy, ar, b}, (4.112-4.114), y consideramos que: (i) los términos con factores
como 1/r o 1/r? tienen a cero, (ii) las soluciones asintéticas convergen a cero por lo
que generan cantidades de materia que se anula a distancias lejanas de la estrella,
por lo que despreciamos el término a,S en la ecuacién para a,, (iii) tenemos las
soluciones asintoticas para a — 1y A — 1, por lo que los términos con derivadas de
estas cantidades también se anulan. Asi, debemos resolver el siguiente sistema de
ecuaciones radiales

F =~ (1’ —w?) Fy, af = (1 —w?)ag, b = (> —w?) by . (4.138)
Por ejemplo, la solucién general para esta ecuacion de Fy es

Fo=h 6_< Y “LM)T + f2 6( MLW2)T

De las dos soluciones, la tinica viable fisicamente es la solucién real que converge a
cero para distancias muy lejanas, para la cual, se debe asegurar que el exponente sea
real, lo que equivale a imponer la condicion pu > w. Asi, la solucién asintética para
Fyes

By~ e (Vi) (4.139)
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Analogamente, las soluciones asintoticas convergentes para los campos de materia
restantes son

ag ~ e (V=) (4.140)

by o e (ViE=e)r (4.141)

Asi, encontramos que las funciones de materia decaen exponencialmente de la misma
forma, lo cual es consistente con nuestra suposicion que el contenido de materia de la
estrella de -Proca se encuentra localizado en una region y que a distancias lejanas
debe tender exponencialmente a cero, dando lugar a un espacio-tiempo plano.



Capitulo 5
Resultados Numéricos

En este capitulo presentaremos los resultados numéricos de nuestra busqueda
de datos iniciales para la estrella de /-Proca usando métodos espectrales. Para la
adecuada presentacién de estos, sera necesario describir brevemente el codigo espectral
que fue escrito para este trabajo. Luego, mostraremos las soluciones de datos iniciales,
analizandolos e identificando las diferencias y similitudes con los datos iniciales de la
estrella de Proca estandar y la estrella de ¢-bosones. Para finalizar, mostraremos los
resultados del andlisis de convergencia espectral de nuestras soluciones encontradas.

5.1. Cédigo espectral de colocacion multi-dominio

Siguiendo los pasos descritos en la seccién C.4. del Apéndice C, se escribié un
codigo espectral en Python, basado en el método de colocacion multi-dominio que
nos permite resolver numéricamente el sistema de ecuaciones de datos iniciales de la
estrella de ¢-Proca para diferentes valores de (. Este sistema, dado por (4.112-4.116),
se compone por cinco ecuaciones diferenciales radiales de segundo orden para las
funciones {Fy, as, by, ¥, a}, con términos de fuentes no-lineales y donde cada ecuacién
posee un operador laplaciano radial aplicado a una sola de las cinco funciones solucion.
Debido a esto, aplicamos el método de colocacion multi-dominio a cada ecuacion por
separado, obteniendo 5 sistemas de ecuaciones residuales

A @ I
RF@<FZ) = ) Raz(af) = ) sz(bé) = )
Ry R Ry
(1) (1)
I it ) Ra
Ry(y) = : . Ra(a@) = :
R R9

93
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Donde el dominio fisico radial se ha dividido en d dominios, siendo el primero un
dominio de tipo nicleo, el d-ésimo dominio un dominio compactificado y los dominios
intermedios dominios de tipo cascarén. Ademas, los vectores solucion de estos sistemas
son los coeficientes espectrales en cada dominio de las funciones {Fy, ay, by, 1, o}
respectivamente

F,T = ({F ) AR, @ = (afl o Aagil ), b = ({bg) 3, {BS 1),

T= ({0} 02} ), @T = ({al}, . {a}).

En cada sistema de ecuaciones residuales impondremos las condiciones de pegado
descritas en la seccién C.4. del apéndice C. Por otro lado, las condiciones de frontera
asintéticas, impuestas en la iltima ecuacién residual de cada dominio compactificado,
se deducen de las soluciones para r lejanos obtenidas en (4.124-4.125) para las
funciones métricas y en (4.139-4.141) para las funciones de materia que convergen
exponencialmente a cero. Por lo tanto, las ecuaciones de condiciones de frontera
asintética que usaremos son

Fy(r - 00)=0, ay(r—00)=0, by(r—00)=0,

Y(r—o00)=1, alr—o0)=1.

Noétese que con estas condiciones no estamos imponiendo que la convergencia a cero
de las funciones de materia sea de forma exponencial, sin embargo, se espera que
las mismas ecuaciones nos brinden este tipo de comportamiento asintotico, lo cual
verificaremos en los resultados.

Las condiciones de frontera restantes son las condiciones de regularidad en el
origen, las cuales se impondran restringiendo la base espectral de cada dominio de
tipo ntcleo a una base de Chebyshev o Galerkin de paridad definida, dependiendo del
comportamiento cerca al origen de nuestras funciones solucién. Dicho comportamiento
esta dado por las potencias dominantes de las soluciones locales en la vecindad del
origen, obtenidas en (4.132-4.134) y (4.120-4.122):

W(r~0)~y, alr~0)~a.

Una vez impuestas todas las condiciones de fronteras, el sistema total de ecuaciones
residuales se compone por la concatenacién de los cinco sistemas de ecuaciones
residuales mostrados y la adicién de una ecuacién para el eigenvalor dado por la
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frecuencia w ~
Ry,
R,,

Ec. para w

cuyo vector solucién esta dado por
T _(FT T 7T 7T =T
U = (FZ ) aZ J bé 9 w , a0, UJ) .

Este se obtiene al implementar el algoritmo iterativo de Newton-Raphson(N-R),
descrito al final del apéndice C. Luego, obtenidos los valores de estos coeficientes y
de la frecuencia, mediante la formula del interpolante (C.9) podemos reconstruir las
soluciones de datos iniciales. Es importante mencionar, que en el caso £ = 0 de la
estrella de /-Proca, la ecuacién para w que se usé en nuestro codigo fue el valor de la
funcién Fj en el origen, es decir, Fo(r = 0) = Fyo. De esta manera, las soluciones se
parametrizan mediante el valor de F{ . En cambio, para ¢ # 0, se us6 como ecuacion
para w a la ecuacion a(r = 0) = o y asi, el pardmetro de estas soluciones sera «y.
Una vez obtenida una soluciéon de este sistema mediante el método de N-R para
un valor dado del parametro, para buscar una nueva solucién en nuestro cédigo
modificamos ligeramente el valor de dicho parametro y usamos la solucién anterior
como estimacion inicial. Asi, podemos recorrer el espacio de parametros encontrando
sus correspondientes soluciones de datos iniciales.

5.2. Soluciones de datos iniciales

Con nuestro codigo espectral descrito en la seccién anterior, se obtuvieron solu-
ciones de datos iniciales para ¢ = 0, 1,2, 3. En las cuales, por simplicidad se tomé a
la masa de los campos de Proca como i = 1, teniendo en cuenta que las soluciones
de datos iniciales de la estrella de /-Proca pueden ser reescaladas a un valor arbi-
trario de p usando la invariancia de su sistema de ecuaciones (4.112-4.116) bajo la
transformacién

P M, wedw, re AT b Ay (5.1)

manteniendo sin cambiar las funciones Fj, ay, o, 1.

Con el fin de realizar comparaciones consistentes, las soluciones que mostraremos
a continuacién tienen el mismo valor de pardametro ay = 0.880 cuando ¢ # 0.
Dado que la solucion con ¢ = 0, esta parametrizada con el valor radial del campo
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escalar en el origen Fj,, elegimos uno que nos produzca un valor de o que se
aproxime a ag = 0.880. Asi, la solucién para £ = 0 que mostraremos corresponde a
Fyo = 0.029. Ademas, estas soluciones tienen las siguientes frecuencias temporales:
paral=0:w=0.936,/=1:w=0.929,(=2:w=0.9206,¢=3:w=0.924.

0.031
0.021
=
0.011
0.00 ===
0
0.041
S 0.021
0.00
0 5 10 15 20 925 30 35 40
0.00 TR = =T T—=_ I P
. N e Y s
~ \.\ \.\ ”,—’ ‘/A/' PR
AN R N, R ‘/'/ /‘/'/
\\\\ \‘\‘ \.\. ,,,z ’/‘/ ‘/‘/.
—0.051 AN \'\ \'\ ,/, /'/ /’/
< Y N N % 7 /,/
~ \\\ N, \'\. /, ./‘T/‘/‘
A SoEET b=
—0.101 \\\ o~ \,/_,_'/// ——— =9
e =
0 5 10 15 20 925 30 35 40
T

Figura 5.1: Soluciones fundamentales para las funciones potenciales Fy,ay y by con

£=0,1,2,3 y ag = 0.880.

En la figura 5.1 presentamos los perfiles radiales de las soluciones fundamentales
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de las funciones potenciales F, (panel superior), a, (panel intermedio), b, (panel
inferior) con los diferentes valores de ¢ mencionados.

En primer lugar, nuestro codigo espectral reprodujo el mismo perfil radial de las
funciones Fy y ag (Iineas negras en el panel superior e intermedio de 5.1, respecti-
vamente) que pertenecen a la estrella de Proca estdndar y fueron por primera vez
obtenidas mediante un método en diferencias finitas de shooting unidimensional y
presentadas en el articulo original de las estrellas de Proca [4]. Dado que el caso
particular £ = 0 de la estrella de ¢-Proca corresponde a la estrella de Proca estandar
no rotante, como se mostré en el capitulo anterior, esta no posee funcién by y, en
consecuencia, no se muestra en el panel inferior de 5.1.

La figura 5.1 también presenta los perfiles radiales de las funciones potenciales
para £ = 1,2,3. Antes de acreditar la validez de estos, es necesario verificar que
cumplan con el comportamiento aproximado en las vecindades de las fronteras
obtenido en la seccion 4.7. del capitulo anterior. Dado que la figura 5.1 no permite
realizar este andlisis a simple vista, presentamos para cada valor de ¢ una pareja de
graficas donde: (i) el panel izquierdo corresponde a una ampliacién de los perfiles
radiales cerca al origen. (ii) El panel derecho corresponde a los perfiles radiales
para valores de r lejanos al origen donde el eje vertical esta representado en escala
logaritmica. Para cada valor de ¢, encontramos el siguiente comportamiento cerca al
origen r ~ (

» Figura 5.2: Fy x 1y ag x 7.

= Figura 5.3: F} ocr, ap o<1y by 7.

—18 |
— Fulr) 10 — log|Fy(r)]
0.04 ao(r) — loglao(r)|
: 10721<
0.031 10724<
0.021
10727<
0.01+1
/ 10730<
0.00 1
10733 P]

00 01 02 03 04 05 06 160 180 200 220 240
T r

Figura 5.2: Soluciones en las fronteras para ¢ = 0.
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0.015

— K 107191 — log|Fi(r)|
0.0101 ax(r)

- bl <7> 10722 1
0.0051

107254

0.0001 o
—0.005 10,314
—0.0101 10734
—0.015 T T T T T 10737

00 01 02 03 04 05 06 160 180 200 220 240

Figura 5.3: Soluciones en las fronteras para ¢ = 1.

» Figura 5.4: Fy o< 12, ag o< 1 y by o 2.

» Figura 5.3: Fy oc 73, az o< 72 y b3 o< 3.

Lo cual, es consistente con el comportamiento de las potencias dominantes de las
soluciones aproximadas cerca al origen dadas por (4.132-4.134)
4
w
~ Yo 5T
3o

0#40:Fy~ert, ap~ler™ ) by~ eprt

(=0:Fy~c, ag

0.00020
— F ~19 ]
0.000151 2(r) 10
as(r)
0.000101 —— bz(r) 10221
0.00005 1 10-251
0.00000 1 -
—0.00005 1
10731,
—0.000101
—34 |
—0.000151 10
—0.00020 | | | | ‘ 10-37 | | | | |
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 160 180 200 220 240
r T

Figura 5.4: Soluciones en las fronteras para ¢ = 2.

La diferencia de estas dependencias entre el caso £ = 0 con los casos £ # 0 se debe
a la presencia de términos centrifugos en las ecuaciones de la estrella de ¢-Proca, los
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cuales, son un efecto del momento angular de los campos de Proca constituyentes.

Debemos poner particular énfasis a la soluciéon de a, con £ = 1. Como se observa
en la figura 5.1 y en la figura 5.3, esta soluciéon posee un valor constante diferente
de cero en el origen. Dado que esta a, corresponde a la amplitud de la componente
radial del 3-vector potencial, al ser diferente de cero en el origen viola la regularidad
sistema. En consecuencia debemos descartar esta soluciéon pues no corresponde a
una solucion regular de estrella de ¢-Proca. Este resultado se predijo en la seccién
4.7. donde expusimos el significado de regularidad para funciones en un espacio
3-dimensional.

x10~6
aH Fg('l) 10719<
as(r)
] bg(’]”) 10722<
10725<
07 10728<
— 924 10731 1
10734<
—41
| | | | | 10737 | | | | |
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 160 180 200 220 240
T T

Figura 5.5: Soluciones en las fronteras para £ = 3.

Por otro lado, los 4 paneles izquierdos de las figuras 5.2-5.5, muestran un compor-
tamiento radial en escala logaritmica consistente con el decaimiento exponencial hacia
cero dado por las soluciones para distancias lejanas (4.139-4.141), hasta alcanzar
el nivel de precisiéon de maquina. Con estos resultados concluimos que nuestras
soluciones satisfacen el comportamiento predicho en las vecindades de las fronteras.

Otra caracteristica importante que debemos mencionar sobre nuestras soluciones
de datos iniciales es que estas corresponden a soluciones fundamentales y no a casos
excitados. En ese caso y tal como se presentd por primera vez en el articulo original
de las estrellas de Proca [4], la solucién fundamental de Fy con ¢ = 0, posee un nodo.
Los resultados presentados en el panel superior de la figura 5.1 nos indican que la
presencia de un nodo se mantiene para las soluciones fundamentales de Fy con ¢ # 0,
al menos para los primeros 3 valores de ¢ # 0 que consideramos en este trabajo. Para
poder observar claramente esta caracteristica, dichas soluciones fundamentales con
un nodo se muestran amplificadas en la figura 5.6.
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Figura 5.6: Soluciones fundamentales para Fy con presencia de un nodo para ¢ =
0,1,2,3.
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Figura 5.7: Soluciones fundamentales para a, con presencia de un nodo para £ # 0.

Con respecto a la solucion fundamental para ay, el panel intermedio de la Fig.
5.1 nos muestra que la tnica solucién con un nodo se da aparentemente para ¢ = 1.
Sin embargo, las figuras 5.4 y 5.5, nos muestran que a, sufre de un cambio signo
indicandonos la existencia de un nodo cerca al origen. En efecto, al amplificar
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adecuadamente a, encontramos la presencia de un nodo para ¢ = 2, 3, lo cual, pre-
sentamos en la figura 5.7. Esta es una nueva caracteristica con respecto a la solucion
fundamental para a, con £ = 0, la cual no posee nodos y cuyo caso fue reportado en [4].

Para cerrar el sistema de datos iniciales { Fy, ay, by, 1, a} presentamos las soluciones
fundamentales de a y ¢ en la figura 5.8, y como se puede observar, presentan la
dependencia radial estandar de un sistema regular en todo su dominio.

1.00+

0.951

0.90

0 20 40 60 80 100 120 140

1.06 1

1.04+

1.021

1.001 ] ] ] ] ] ] ]
0 20 40 60 80 100 120 140
r

Figura 5.8: Soluciones fundamentales para las funciones métricas oy ¥ con £ =
0,1,2,3 y ap = 0.880.

Recordemos de la seccion 4.4. del capitulo 4, que el contenido de materia de la
estrella de /-Proca no solo se caracteriza por sus campos potenciales, sino, también
por sus campos electromagnéticos. De entre las soluciones de datos iniciales obtenidas,
sabemos que Fy, nos brinda la dependencia radial de los 2¢ + 1 potenciales escalares
constituyentes, mientras que, ay, la dependencia radial de la componente radial y
be, la dependencia radial de las componentes angulares de los 2¢ 4+ 1 potenciales
3-vectoriales constituyentes. Estas soluciones radiales junto a las funciones métricas
nos permite calcular:

= La dependencia radial de la componentes radial de los 2¢ + 1 campos eléctricos,
dada por (4.108), e, = —(F] + way)/«
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= la dependencia radial de las componentes angulares de los 2¢ + 1 campos
eléctricos, dada por (4.109), dy = —(F, + wby) /v

= la dependencia radial de las componentes angulares de los 2¢ + 1 campos
magnéticos, dada por (4.110), 2, = (ay — b)) /952

Ya que conocemos los perfiles radiales de {Fy,as, by, 9, a}, podemos obtener los
perfiles radiales de los campos electromagnéticos, lo cuales se presentan en la figura
5.9
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Figura 5.9: Soluciones fundamentales para las funciones de campos electromagnéticos
eg, dgy zgcon £ =0,1,2,3 y ap = 0.880.

Similar a la figura 5.1, el caso ¢ = 0 de la estrella de ¢-Proca, correspondiendo a
la estrella de Proca estandar, no posee componentes vectoriales angulares y por lo
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tanto, no posee dy v z,. Esto se evidencia en los paneles intermedio e inferior de la
figura 5.9. Notese ademas, que a simple vista el comportamiento cercano al origen
de estas funciones concuerda a lo predicho en (4.135-4.137), esto es, a las potencias
dominantes con ¢ # 0

/-1

ool dpocrt, zpocrtTh.

Nuevamente encontramos la violaciéon de regularidad por parte de las componentes
diferentes de cero en el origen de los campos eléctricos y los campos magnéticos
constituyentes para £ = 1. Junto a esta violacion de regularidad también presente en
a1, concluimos que la configuracién ¢ = 1 de nuestra propuesta de estrella de /-Proca
debe ser descartada como estrella bosénica regular. Siendo que ¢ = 2,3 se mantienen
como casos validos de sistemas regulares en el origen.
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Figura 5.10: Perfiles radiales de la densidad de energfa p (panel superior) y de p(r4)r2
(panel inferior) con £ =0,1,2,3 y a9 = 0.880, donde 7, es el radio de area.

Para finalizar esta seccién presentaremos los perfiles radiales de la densidad de
energia, dada por (4.117), para diferentes valores de ¢ (panel superior de la figura
5.10). Como es de esperarse, la densidad de energia para ¢ = 0 concuerda con la
presentada en el articulo original de las estrellas de Proca [4], esto es, presenta un
minimo local diferente de cero en el origen. Es interesante observar que este compor-
tamiento también lo presenta la densidad de energia para ¢ = 1, a pesar de haber
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sido descartada como solucion regular. Sin embargo, este comportamiento muda para
¢ > 1 donde observamos que la densidad de energia disminuye mondétonamente a
cero a medida que nos acercamos al origen, teniendo p(r = 0) = 0. Esto se debe al
cumplimiento de las condiciones de regularidad implementadas y mencionadas en la
seccion anterior, que a su vez, son un efecto del momento angular de los campos de
Proca constituyentes. Este mismo comportamiento para valores de ¢ no triviales se
presenta en las densidades de energia de las estrellas de /-bosones, reportado en su
articulo original [14].

Por otro lado, en el panel inferior de la figura 5.10 presentamos los perfiles radiales
de la densidad de energia multiplicada por el cuadrado del radio de area r,, esto es,
pr2. Para ello, fue necesario realizar un cambio de la coordenada radial isotrépica
r con la coordenada radial de drea dado por r, = r¢?. Debido a que al integrar
la funcién p(r,)r? en r, se obtiene la funcién de masa de Misner-Sharp. Podemos
concluir que a pesar que la amplitud de la densidad de energia disminuye a medida
que el nimero de momento angular ¢ aumenta, las configuraciones de estrella de
(-Proca se hacen més extendidas, y por lo tanto, pr? crece y reproduce objetos més
masivos. Este mismo comportamiento se presenté para las estrellas de ¢-bosones [14].

5.3. Familias de soluciones

Analizadas las soluciones de datos iniciales para un valor de parametro aq dado,
en esta seccion evaluaremos las caracteristicas que presentan las familias de soluciones
de datos iniciales con diferentes valores de ¢ a lo largo de sus respectivos espacios de
parametros. Dado, que en la seccién anterior concluimos que la configuracién con
¢ =1 debe descartarse, en las siguientes graficas solo mostraremos los casos ¢ = 0, 2, 3.

Existen 2 condiciones que deben satisfacer todas las soluciones de datos iniciales
de la estrella de /-Proca. La primera se debe a la correcta definicién de las soluciones
locales cerca del origen de las funciones de materia. En efecto, en el apéndice B, se
mostrd que estas soluciones locales son funciones de Bessel generalizadas y para tener
un dominio real bien definido, deben cumplir que w/u > «aq para todo £. Para verificar
el cumplimiento de esta condicién, se muestra en la figura 5.11 la relacion entre
w/p 'y ap para los distintos valores de ¢ mencionados. Mediante trazos horizontales
que cortan hasta 2 o 3 veces estas graficas, observamos que siempre se cumple que

w/p > .

La segunda condicién se debe satisfacer para obtener un comportamiento asintoti-
co convergente a cero de las funciones de materia. Para lograr este tipo de solucién
se debe cumplir que w < p, Nuestras soluciones numéricas también cumplen esta
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condicién, pues en la figura 5.11 observamos que el rango de w/p es [0.745,1.0 >, lo
cual implica que w/p < 1. El cumplimiento de ambas condiciones es un resultado
como tal, pues no fueron impuestas como condiciones adicionales en nuestro codigo
espectral.
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Figura 5.11: Frecuencia w vs. lapso en el origen «y.

Podemos caracterizar nuestras soluciones conociendo el parametro oy, la frecuencia
w, la masa total de ADM, el radio efectivo Rgg y la compacidad efectiva Cgg. De
estas tres ultimas cantidades, la forma de calcular la masa de ADM sera explicado en
la siguiente seccién. Con respecto al radio efectivo de la estrella de ¢-Proca, debemos
tener presente que las estrellas bosénicas no poseen una superficie bien definida,
por lo tanto, la inica manera de analizar su extension espacial es usando alguna
definicién de radio efectivo. La que usaremos en este trabajo es el radio Rgg que se
define como el radio de drea del objeto que contiene el 99 % de la masa total. Para
calcular esta cantidad hacemos uso de la funcién de masa de Misner-Sharp m(r,), la
cual se define escribiendo la métrica espacial en coordenadas radiales de érea, (2.33),
y reescribiendo la componente radial A(r,) como

1

Alra) = 1—2m(r,)/ra (5:2)

donde 7, es la coordenada radial de area. La constriccion Hamiltoniana para sistema
estaticos permite expresar la funcion de masa como la siguiente integral

m(r,) = /0 dmpr2dr, | (5.3)



106 CAPITULO 5. RESULTADOS NUMERICOS

obteniéndose la masa de ADM cuando el radio de area va hacia el infinito espacial

lim m(r,) = Mapu- (5.4)
T'a—r00
Nos serd més sencillo calcular m(r,) realizando un cambio de coordenadas radiales
de area a coordenadas isotropicas en la integral anterior, obteniéndose

m(ra) = =2r*¢' (¥ + ry), (5.5)

donde ( )" es la derivada radial en la coordenada radial isotrépica r. Gracias a que
contamos con la soluciéon numérica de 1, podemos encontrar el radio efectivo r, = Rgg
tal que m(Rgg) = 0.99M 4pps. Luego, elegimos este radio efectivo para calcular la
compacidad efectiva Cyg como

M
Cog = % . (5.6)
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Figura 5.12: Panel izquierdo: Masa total de ADM vs. radio efectivo Rgg. Panel
derecho: Masa total de ADM vs. compacidad efectiva Cyg.

En la figura 5.12, presentamos la masa total de ADM en funcién del radio efectivo
(panel izquierdo) y de la compacidad efectiva (panel derecho). Sobre la relacién entre
M y Rgg observamos para la estrella de /-Proca con ¢ = 0, 2, 3, similar a lo observado
con la estrella de ¢-bosones, que a media que el radio efectivo disminuye a partir de
valores muy altos, la masa total incrementa monétonamente hasta alcanzar un valor
maximo. Esta relacion se traduce en un aumento de la compacidad efectiva desde un
valor cero mientras aumentamos la masa total, como se muestra en panel derecho
de la figura 5.12. Notese en esta relacion entre M y Cyg, que el punto de maxima
masa total para cada familia no corresponde necesariamente a su punto de maxima
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compacidad efectiva, ademas y no menos importante, la compacidad efectiva maxima
que reportamos graficamente aumenta con el aumento de ¢, por lo menos para los
valores que estamos considerando.

En la figura 5.13 presentamos la masa total de ADM en funcién del lapso en
el origen « (panel izquierdo) y en funciéon de la frecuencia w (panel derecho). En
particular decidimos presentar la relacion entre M y «q pues esta tltima cantidad
corresponde al pardmetro de nuestras soluciones espectrales y el caso £ = 0 es
consistente con la relacién entre la masa de ADM y la amplitud radial del campo
escalar en el origen [y para la estrella de Proca estdndar, presentada y obtenida
mediante un método de shooting 1-dimensional en [4].
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Figura 5.13: Panel izquierdo: Masa total de ADM vs. valor del lapso en el origen «y.
Panel derecho: Masa total de ADM vs. frecuencia w.

Por otro lado, la relacion entre la masa M y la frecuencia w forman la espiral
caracteristica de las estrella bosénicas. Esta curva en espiral implica la existencia
de soluciones en equilibrio degeneradas en su frecuencia w (con diferentes masas
M) y degeneradas en su masa M (con diferentes frecuencias w). Matematicamente,
se puede explicar el comportamiento en espiral de la relacion entre M y w, y por
lo tanto la existencia de soluciones degeneradas, al identificar la dependencia de
ambas cantidades respecto al parametro «y. En efecto, el panel izquierdo de la
figura 5.13 y la figura 5.11 nos muestran respectivamente que M y w poseen una
dependencia parecida a una dependencia oscilatoria amortiguada del pardmetro oy
con los perfiles invertidos y los puntos criticos desfasados. Por ejemplo, si para el
caso ¢ = 3 identificamos los valores de ag de los puntos criticos, entre el maximo
global M., = M(ag = 0.728) y el minimo local M,,;, = M(ap = 0.315) de la masa
total M, se encuentra el minimo local de la frecuencia wy,;, = w(ay = 0.460). Este
comportamiento seréd clave para la formacién de la curva espiral de M (w), pues a
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medida que aumentemos la masa M disminuyendo o a partir de 1, pasamos por
ag = 0.728 lo cual implica que

aM o dM_dMday
dog dw  dag dw

Es decir, en la curva M (w) alcanzamos un maximo valor para la masa total M,,.,,
el cual es global como se observa en la Fig. 5.13. Luego la masa disminuird a medida
que disminuyamos «q hasta pasar por el punto ag = 0.460, implicando

dw

—0 dM — dM dayg

doag dw_daodw_)oo'
Para este valor de ag, la curva M (w) posee una pendiente vertical alcanzando su
minimo valor de w en su dominio de existencia. Luego, w empieza a aumentar a
medida que aumentemos o hasta pasar por ag = 0.315 y por lo tanto obtener una
minimo local en la curva M (w) deducido de la misma manera como obtuvimos su
maximo global lineas arriba. De esta manera al recorrer los valores de g se obtiene la
curva espiral de M (w). Esta explicacién estd inspirada en [34], donde se muestra que
la relacién N (w) se describe mediante una curva espiral para la estrella escalar de
bosones estandar, donde NN es el nimero de bosones del sistema. A su vez, presumimos
que esta explicacion esta inspirada en el analisis, presentado en los capitulos 5 y 6 del
libro [35], sobre curvas espirales para la relacion M (R) de estrellas de neutrones con
altas densidades centrales de masa, donde M y R son, respectivamente, la masa total
y el radio de la estrella determinados mediante dependencias arménicas amortiguadas
en funcién de la densidad central de la estrella, con la misma frecuencia y desfasadas
entre si.

Otra caracteristica que podemos observar es que la curva M (w) posee dos ramas
divididas por la soluciéon de masa total méaxima M,, .., siendo la rama a la derecha
de M,,.. aquella que posee en casi toda su extension soluciones con menores compa-
cidades en comparacion con la rama a la izquierda de M,,,., que presentara mayores
compacidades. Esta identificacion se hace clara si comparamos la grafica de M (w)
con la gréifica de M (Rgg) presentada en la figura 5.12.

Con respecto a las configuraciones con masa total maxima, presentamos sus
caracteristicas principales en unidades de Planck en la tabla 5.1. De la misma forma
como se reportd para las estrellas de ¢-bosones [14], la masa total maxima aumenta
con el aumento del pardmetro de momento angular ¢, y aunque el valor de su radio
efectivo también aumenta respectivamente, estas configuraciones con masa maxima
se hacen cada vez més compactas a medida que aumentamos el valor de £.
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Configuracion  «aq w Mo Rog Coyg
(=0 0.733 0.874 1.058 12.029 0.088
(=2 0.730 0.844 2.110 15.992 0.132
(=3 0.728 0.836 2.629 18.184 0.146

Tabla 5.1: Principales caracteristicas (en unidades de Planck) de las configuraciones
con ¢ =0,2,3 de estrellas de ¢-Proca con masa total maxima.

5.4. Convergencia Espectral

Finalizamos nuestra presentacion de resultados numéricos presentando un analisis
de convergencia de nuestro cédigo numérico para las soluciones obtenidas y presenta-
das en las secciones anteriores de este capitulo. Dicho analisis se basa en el analisis
realizado en [36] y consistird en la verificacién de la convergencia espectral a un valor
fijo de la frecuencia w y la convergencia espectral a cero de la diferencia entre la masa
de ADM y la masa de Komar de nuestro sistema. Como se explicé en el apéndice C,
dicha convergencia se manifiesta cuando aumentamos el grado de descomposicion
espectral N y debe ser exponencial para funciones analiticas, lo cual, se asume para
las soluciones de una estrella bosénica.

Para realizar el segundo analisis de convergencia tenemos las siguientes considera-
ciones. La masa de ADM, M4pys, se define como la energia total contenida en Y, la
cual, se obtiene mediante el Hamiltoniano evaluado a » — oo en las coordenadas de
un observador asintéticamente inercial [37]. En el caso de una métrica espacial con-
formalmente plana y esféricamente simétrica, la expresién para M4pys se simplifica
considerablemente y se reduce a [38, 30]

Mapy = b lim @TZ sin 0dfdy = —2d—r2 , (5.7)
21 r—oo Jo dr dr

donde S es la superficie de una 2-esfera en el infinito espacial. Por otro lado, la masa
de Komar se define como la integral de flujo de la derivada covariante del vector de
Killing asociado a la simetria temporal del sistema, sobre una 2-superficie cerrada
envolviendo las fuentes de materia [37]. Cuando tal integracién se da en una 2-esfera
ubicada en el infinito espacial rodeando una fuente de materia con simetria esférica,
se tiene [39, 36]

aloz2

d?“

Estas expresiones resultan sencillas de calcular, dado que contamos con soluciones
numéricas de ¥ y a. Luego, podremos calcular la diferencia de ambas masas esperan-

(5.8)

47‘r r—00

My omar = lim j{ —r%sin Odfdy =
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do que esta se aproxime a cero pues gracias a los trabajos realizados en [40, 41], se
sabe que en un espacio-tiempo estacionario y asintéticamente plano, analiticamente

se cumple que Mapyr = Mgomar-

En la figura 5.14 mostramos los resultados de nuestro anélisis de convergencia
para el primer conjunto de soluciones que mostramos en la seccion 5.2, es decir, las
soluciones con el mismo parametro oy = 0.880 para diferentes ¢. En el panel izquierdo
mostramos la diferencia relativa entre las frecuencias w obtenidas para diferentes
valores de resolucion espectral. Mientras que en el panel derecho mostramos la
diferencia relativa de | Mk omar — Mapas|- En ambos paneles, los valores de resolucién
espectral elegidos son N = 8§, 14, 20, 26, 32, 38, 44, 50, y presentamos el eje vertical en

escala logaritmica.
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Figura 5.14: Andlisis de convergencia para soluciones con ag = 0.880 y £ =0,1,2, 3.
Panel izquierdo: Diferencia relativa de w a diferentes resoluciones espectrales. Panel
derecho: Diferencia relativa de | My omar — M apas| a diferentes resoluciones espectrales.

De esta figura se observa que nuestro cddigo genera una convergencia espectral
para los 4 casos de ¢, alcanzédndose valores de error de aproximadamente 1074,
Resalta el hecho que la saturacion caracteristica por error de redondeo en los métodos
espectrales sea visible para el caso £ = 1 en comparacion con la convergencia para
los otros valores de ¢. Esto no implica la invalidez de nuestra solucion numérica con
¢ =1, pero evidencia una diferencia que sera revisada para préximos trabajos.

En la figura 5.15 presentamos un analisis de convergencia completamente analogo
al realizado lineas arribas para las diferentes configuraciones de la estrella de ¢-Proca
que producen la masa total maxima, dados en la tabla 5.1. Nuevamente verificamos
la convergencia espectral, lo que nos permite concluir que nuestras soluciones son

numéricamente validas.
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Capitulo 6
Conclusiones

Hemos obtenido una nueva solucién del sistema de Einstein-(multi)Proca, que
describe objetos auto-gravitantes regulares, esféricamente simétricos y con masa
finita. Estas configuraciones incorporan efectos del momento angular de sus campos
constituyentes manteniendo ain asi la simetria esférica del espacio-tiempo y generali-
zando las estrellas de Proca no-rotantes. El contenido de materia de estos objetos se
compone por 2¢ + 1 campos de Proca complejos acoplados solo gravitacionalmente,
donde £ es el nimero de momento angular que parametriza las soluciones y por eso,
las bautizamos como estrellas de ¢-Proca.

En este trabajo, se lograron nuestros dos objetivos principales establecidos en la
seccién 1.3: (i) proponer un ansatz auto-consistente que nos permita establecer las
ecuaciones de evolucion y de constriccién de la estrella de (-Proca, y (ii) analizar
analiticamente y obtener numéricamente sus datos iniciales, comparandolos con
la estrella de Proca estandar y la estrella de ¢-bosones. En las siguientes lineas
desglosaremos lo obtenido en la bisqueda de ambos objetivos.

Para alcanzar nuestro primer objetivo, hicimos uso del formalismo en 341 de
la Relatividad General aplicado a la deduccion de ecuaciones de datos iniciales de
la métrica en un espacio-tiempo estatico con simetria esférica (Cap. 2). Luego, se
estudi6 el sistema de Einstein-(multi)Proca desde el punto de vista de un problema
de Cauchy, obteniéndose las ecuaciones de evolucién y constriccion de los campos
de Proca en un espacio con simetria esférica y las expresiones de las cantidades de
materia de este sistema derivadas de su tensor energfa-momento (Cap. 3).

Establecidas estas herramientas, se propuso en el capitulo 4 un ansatz (4.1-4.4)
para los campos de Proca que genera un espacio-tiempo esféricamente simétrico.
Para ello, se verificé la simetria esférica del tensor energia-momento total del sistema.
Con tal ansatz, se obtuvieron las ecuaciones de evolucién (4.40-4.45) y constriccion
(4.46-4.47) del contenido de materia del sistema de Einstein-(multi)Proca en simetria

113
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esférica que corresponderd a la estrella de /-Proca. Ademads, sobre nuestro ansatz, se
tomo en cuenta la presencia de singularidades angulares en sus campos magnéticos.
Sin embargo en el apéndice A, se mostrd que estas son singularidades coordenadas
al demostrarse regularidad en los observables asociados y recobrarse la regularidad
angular de los campos magnéticos luego de realizar un cambio de coordenadas.

Las ecuaciones de datos iniciales en primer orden (4.99-4.102) y segundo orden
(4.112-4.116) resultan de imponer la dependencia temporal arménica a nuestro an-
satz inicial, obteniéndose asi un ansatz de estrella bosénica (4.48-4.49), aquella que
llamamos estrella de ¢-Proca. Con estos resultados mostramos que nuestra estrella ge-
neraliza a la estrella de Proca estdndar y presenta una diferencia importante respecto
a esta, los casos de £ no triviales poseen cantidades adicionales como componentes
angulares de los campos potenciales 3-vectoriales y los campos eléctricos y magnéticos.
Estas componentes y su dependencia angular con las que fueron propuestas, fueron
indispensables para lograr que las ecuaciones radiales derivadas de las ecuaciones de
evolucion sean consistentes con las ecuaciones de constriccion de este sistema.

Con respecto al segundo objetivo, analizamos el sistema de ecuaciones radiales de
datos iniciales en las vecindades de las fronteras (seccién 4.7.) y encontramos que las
soluciones locales de los campos de materia cerca al origen (4.132-4.134) dependen
de dos pardmetros independientes (Apéndice B). Basdndonos en esto se desarrollé un
c6digo espectral de colocacién multidominio (seccién 5.1. y apéndice C) con el cual se
obtuvieron las soluciones de datos iniciales para las configuraciones con ¢ = 0,1,2,3
satisfactoriamente, esto es, satisfaciendo el comportamiento predicho analiticamente
de las soluciones en las fronteras y cumpliendo numéricamente con la convergencia
espectral (seccion 5.4.).

Adicionalmente, el anélisis analitico predijo el descarte de la configuraciéon con
¢ =1 ya que sus campos vectoriales poseen componentes no nulas en el origen violando
la regularidad en el origen de las soluciones de estrellas bosénicas. Dicha caracteristica
se confirmoé en las soluciones numéricas. Las caracteristicas que encontramos en las
soluciones numéricas individuales (seccién 5.1.) como en las familias de soluciones
(seccion 5.2.) podemos resumirlas como:

= Similitudes con la estrella de Proca estandar: Se comprobaron todos los re-
sultados numéricos de datos iniciales para la estrella de Proca no-rotante [4]
obtenido en nuestro codigo como el caso £ = 0 de la estrella de /-Proca. Ademas,
la presencia de un nodo en la solucién fundamental para F; se mantienen para
valores no triviales de ¢. Finalmente, se obtuvo la curva espiral caracteristica
de las estrellas bosonicas entre la masa total y la frecuencia.

» Diferencias con la estrella de Proca: Se reportd la presencia de un nodo en



115

la soluciéon fundamental de a, para £ no triviales. Ademas como ya se habia
anticipado, estas soluciones cuentan con presencia de funciones adicionales
be, dy v z,. Por ultimo, como efecto de los términos centrifugos asociados al
momento angular de los campos constituyentes, la densidad de energia para
¢ = 2,3 pierde el minimo local en el origen que presenta el caso £ = 0.

= Similitud con la estrella de /-bosones: A medida que aumentamos el ntimero
de momento angular las configuracién se hacen mas extendidas, mas masivas y
mas compactas.

El descubrimiento de esta nueva soluciéon de estrella bosénica nos abre la po-
sibilidad de un amplio conjunto de estudios posteriores. En particular, estamos
interesados en implementar sus simulaciones dinamicas realizando anélisis de estabili-
dad 1-dimensionales con el sistema de ecuaciones (4.40-4.47), asi como 3-dimensionales
con el sistema de ecuaciones (3.68-3.72). Mediante estos estudios de estabilidad podre-
mos intentar confirmar o rebatir la hipdtesis que la estrella de /-Proca es la solucién
estable y de maxima isometria de una familia de estrellas de Proca multi-campo y
multi-frecuencia, como se conjeturd en [19].

Finalmente, estudios de formacion dindmica utilizando las ecuaciones de evolucion
y constriccién del sistema de Einstein-(multi)Proca en simetria esférica y estudios de
sistemas binarios de estrellas de /-Proca y su emisién de radiacion gravitacional, son
los siguientes pasos a los que dirigiremos nuestra investigacién sobre la estrella de
(-Proca.






Apéndice A
Singularidades coordenadas en los
campos magnéticos

En la seccién 4.1. presentamos nuestros ansatz multi-campo de Proca con momento
angular (4.1-4.4), con el fin de conseguir un espacio-tiempo con simetria esférica. De
entre las distintas cantidades de este ansatz, dado un valor de ¢ fijo, los 2¢+ 1 campos
magnéticos que forman el contenido de materia del sistema Einstein-(multi)Proca
estan dados por (4.4)

] o Yém aeyfm
B_Ni(x) = ] P t Al
( m) (ZE) (07 CE(Ta ) sin @ ) CZ(Ta ) sin 6 > ’ ( )
donde (, tiene el mismo valor de amplitud radial para los m = —/, ..., ¢ campos

magnéticos.

La presencia de la funcién seno en el denominador de estas componentes angulares
nos conduce a preguntarnos si estas poseen singularidades en § =0y ¢ = 7. Para
responder esta primer pregunta, recurrimos a la forma explicita de la funcién de
armonico esférico que estamos empleando. Esta es

Ym0, ) = % P (cos 0)e™? | (A.2)

donde P}*(cosf) es la funcién asociada de Legendre. Esta a su vez, se define para
m > 0, como [33]

dm
PP () = (~1)" (1= 2?2 SR (A3)
y para valores negativos dados por —m, como
P (x) == (-1) mpe (z) , (A.4)
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donde P(x) es un polinomio de Legendre de grado ¢ € Ny con un dominio x € [—1, 1]
y definido como solucién de la ecuacién de Legendre, la cual, al resolverse mediante
el método de Frobenius, permite expresar el polinomio de Legendre como la siguiente
serie de potencias [42]

1 A 20 — 2r)! ,
Pi(x) = o ;(_1)Tr!(f(— (e 2 QT)!mé_ . (A-5)

donde
¢/2 , para ¢ par

16/2] = {(E —1)/2, para ¢ impar , (A.6)

es decir, [¢/2] es el mayor entero menor o igual a ¢/2. Este limite superior en la
anterior serie de potencias en r, asegura que r < £/2 y por lo tanto, 0 < ¢ — 2r.
Asi, las potencias de dicha serie siempre son no negativas y por lo tanto, siempre
regulares para todo £ y en su todo su dominio. De estas definiciones y expresiones
podemos hacer las siguientes observaciones:

(1) Po(x) = 1.

(2) De la definicién de P;*, es claro que m solo puede tomar valores enteros y ademas,
para m > {, genera funciones asociada de Legendre iguales a cero, pues el orden de
la derivada supera el grado del polinomio F,. Por ello, para un valor de ¢ fijo, se
tiene que m = —¢,...,—1,0,1, ..., (.

(3) Para £ = 0, entonces m =0y Pd(z) = 1.

(4) Cuando se utiliza las funciones P;* como parte de las funciones de armonico
esférico Y™, se toma = = cos ), por lo tanto, el anlisis de singularidad que busca-
mos, lo podemos realizar analizando la regularidad en z = +1. Ademds, Y°°(6, ¢) = 1.

Adicionalmente, podemos expresar P;"(z), como una suma de potencias al utilizar
(A.5) en (A.3) y aplicar m veces la derivada respecto a z. Esto es

P(x) = (=1)™(1 — a®)™2 S (@), (A7)
donde definimos
[(6=m)/2]
m(x) = — —1) me—ar A.
() = 5 SR e e (A.8)

r=0

Esta cantidad, S}*, es regular para todo (¢,m) en todo el dominio de x. En particular,

es regular en x = +1, ya que las potencias siempre seran positivas debido a la cota

superior r < (¢ —m)/2. Ademds, es interesante notar que se cumple la propiedad
d

TSP =S (A.9)
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lo que nos lleva a afirmar, que la derivada de Sj*(x) también es regular en z = +1.

Establecidas las propiedades anteriores, prosigamos con el andlisis de las compo-
nentes angulares de (B,,)’, utilizando por comodidad el cambio de variable z = cos
y buscando si estos son singulares en x = +1. Ademas, dado un /¢ fijo pero arbitrario,
este analisis solo se realizard para 0 < m </, ya que gracias a la definicién de P,™,
las caracteristicas de regularidad que obtengamos para m positivos, seran las mismas
que para m negativos.

Asi, para la componente polar de los campos magnéticos, tenemos

a(pyém B a(pyﬂm
sing el ) (1 —a2)1/2

[E=m) (D)"B () (o img
= Gelny?) (C4+m) (1 —az2)1/2 (im)e
)

Por lo tanto, observamos que para m > 1, esta componente siempre sera regular para
r = +1, debido a que (1 — 22)(™~V/2 eg regular. Para m = 0, esta componente es
igual a 0 para todo z, y en particular para x = £1, gracias a la regla de L’Hospital.
Asi concluimos que para todo m = —/, ..., ¢ se tiene que la componente polar de
(B,n)! es regular en 6 = 0, 7.

Por otro lado, la componente azimutal de (B,,)’, bajo las mismas consideraciones
del célculo anterior, resulta en

o (%Yem_ (0 —m)! 1 d_,, ime
(B0)° = ~Glr) 20 = Gl [ (— g 7)) €

luego, gracias a la regla de la cadena, identificamos que _sirlledie = % y por lo tanto,

(Bm)? = Co(r, 1) % %Pem(x)eimeo :

es decir, para conocer si esta componente posee una singularidad en x = +1, debemos
analizar la derivada dP;"/dx. Para m = 0, es sencillo observar que

d d
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lo cual es regular para x = +1. Mientras que para m > 0, esta cantidad se obtiene de
derivar la expresién (A.7) y utilizar la propiedad de la funcién S}, (A.9), teniendo
as{

L Pr(a) = ()~ ) S @) + ()70 - ) TSP ). (A0
Al analizar esta expresion, observamos que esta es regular mientras m > 2, sin
embargo cuando m = 1, el primer sumando tiene un factor (1 — 22)~%2 el cual,
si posee una singularidad en x = +1. Nétese que no hemos tenido que especificar
el valor de ¢ para obtener este resultado, por lo que podemos concluir que para
cualquier valor de ¢, el campo magnético (B,,)" posee singularidades en 6 = 0,7
unicamente en sus componentes azimutales con m = =£1.

Esto puede representar un problema si esta singularidad se transmitiese a canti-
dades medibles como la magnitud de los vectores campos magnéticos, los cuales, al
elevarlos al cuadrado y sumarlos para todos los valores de m, forman parte de las
cantidades de materia totales, como podemos observar en (3.64) o en (3.66). Como ya
se mostro en la seccion 4.2., estas cantidades totales no poseen dependencia angular y
por lo tanto tampoco singularidades angulares. Sin embargo, también serd necesario
que los médulos al cuadrado de los campos magnéticos individuales sean regulares
en todos sus angulos. Estos, son

B2, = %ii(Bn) (Brn)' = {0 Br¥(B,,)"(B,,) + ' Br?sin® 0(B,,)(B,.,)?} .

Ya que mostramos que (B,,)? es regular, bastard con analizar la regularidad angular
del siguiente factor perteneciente al segundo sumando

sin? (B, )7 (B)7 = L=y oy (L pmgy 2
" " (0 +m)! dr* '
Para m = 0, ya sabemos que sera regular por los resultados anteriores, sin embargo,
para m > 0 utilizamos la expresién de la derivada de P}, (A.10), y multiplicamos
adecuadamente, obteniendo
= g - ‘ m— m 2
sin? 6(B,,)7(B,,)7 = I (1) a1 - o) 5 (@) + (<1 (1 - 0?5 @)
({4 m)!
Sin necesidad de elevar al cuadrado la expresion dentro del paréntesis, encontramos
que esta es regular para cualquier valor de m > 1, eliminandose asi, la singularidad
presente para el caso con m = +1.

Este resultado, nos parece indicar que la singularidad encontrada en las compo-
nentes de los campos magnéticos no es una singularidad fisica, sino una singularidad



121

coordenada. Si esto es asi, podemos eliminar dicha singularidad al realizar un cambio
de coordenadas. Elegimos entonces, pasar de coordenadas esféricas (r, 0, ¢) a coor-
denadas cuasi-cartesianas (z,y, z). Cuyo cambio de coordenadas estéd dado por las
relaciones

T =rsinfcosp, y=rsinfsing, zZ=rcosh , (A.11)

que a su vez generan las siguientes derivadas parciales en las coordenadas esféricas
angulares

@—T’COSQCOS @——TSiDQSiH
00 7 e .
@—rcosﬁsin @—TSiHQCOS

90 7 e .
%:—rsin@, S—ZZO-

Luego, considerando que los campos magnéticos estan expresados como 3-vectores
contravariantes, la transformacién de coordenadas que buscamos nos permite en-
contrar las siguientes componentes del campo magnético (B,,)" en coordenadas
cuasi-cartesianas

; 0z 0z
Bm)® = =—(Bm)? + —(B,n)? = —rsinb(B,,)’
(Ba)" = Go(Ba)’ + 5 (B = —resin0(B,)’

_ 0T 0T
Bim)® = —(Bm)? + —(B,,)? = 0 B,.,)0 — 7sin O sin (B, )¢
(Bm) 8(?( )—l—&f( )? =1rcosfcosp(B,,)" —rsinfsinp(B,,)?
(Bm)” = %(Bm)e + S—Z(Bm)‘p = 1 cos @sin p(B,,)? + 7sin b cos o(B,,)? .

Como (B,,)? es regular, concluimos que (B,,)? es regular para § = 0, 7. Mientras que
para concluir la regularidad de las componentes restantes, debido a que para m = 0
ya se asegura la regularidad, es necesario analizar el siguiente término para m > 0

m—+1

sin6(B,,)? = — ((—1)m+1x(1 — )" T S () + (-1)™(1 — x2)TS;"+1(x)> e'me

Este resultado es regular para cualquier valor de m > 0. Y asi, (B,,)* y (B,,)? son
regulares para 8 = 0, 7. Por lo tanto, concluimos que las singularidades angulares
presentes en los campos magnéticos son singularidades coordenadas y por lo tanto
nos podemos deshacer de ellas bajo un cambio de coordenadas.






Apéndice B
Soluciones locales de datos iniciales
cerca al origen

En la seccion 4.7. del capitulo 4, nos enfocamos en obtener las soluciones de datos
iniciales para la estrella de ¢-Proca en las vecindades de las fronteras del dominio
espacial radial. En particular, para poder establecer correctamente condiciones de
frontera en r = 0, debemos conocer las soluciones locales en la vecindad del origen.
Dichas soluciones se deben obtener de resolver el siguiente sistema de ecuaciones
radiales (4.129-4.131)

., 2F) w? (41
B+ =+ {wé (_ag —u2> JaD - )} F, = 0, (B.1)
" 4a2 4 WQ 2 (2 — E(f + 1)) ~ 21/}3("} Ff
af + 4 {% (—ag A0 Bl K s (B.2)
2
11 4 (W 2 £(€ + 1) 2a,
— — - ~ — — . B.

K [¢0 (04% : ) r? g r (B-3)

Identificamos que este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) esta
formado por una EDO homogénea y dos EDO’s inhomogéneas. Este segundo tipo
de ecuaciones tiene como solucién general a las dos soluciones independientes de
su ecuacion homogénea y a una tercera solucién, una solucion particular, que se
puede obtener usando las soluciones homogéneas mediante el método de variacién de
parametros. Por lo tanto, para las tres ecuaciones de este sistema debemos obtener
las ecuaciones homogéneas correspondientes. Afortunadamente, la version homogénea
de estas ecuaciones corresponde a una version generalizada de la ecuacién de Bessel,
cuyas soluciones se obtienen mediante el siguiente teorema [42]:

123
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Teorema 1: Sea la siguiente EDO homogénea,
22 4 (1 = 20)wy + [ K2N20? 4+ (62 —n?A?) Jy =0, (B.4)

la cual llamaremos ecuacion generalizada de Bessel. Esta tiene como soluciéon general
a
y(x) = Az J,(kx) + BaY, (ka) | (B.5)

donde, la funcién J,(z) es la funcién de Bessel de primer tipo (con n racional, es
decir, puede ser entero como no entero), y Y, (z) es la funcién de Bessel de segundo
tipo, definida para un n no entero, como
1
Yo(z) = [J_p(x) — cosnmJ,(x)] . (B.6)

sinnm

Ambas funciones de Bessel tienen un dominio real dado por = € [ 0,00 >.

Ya que estamos interesados en resolver el sistema de ecuaciones anterior mediante
el uso de funciones de Bessel con r = 0, sera 1til conocer las expresiones como series
de potencias de las funciones de Bessel, para que en la aproximacién cerca al origen
solo tomemos las potencias dominantes. La serie de potencias de J,(z) se obtiene
usando el método de Frobenius aplicado a la ecuacion de Bessel estandar (o = 0,
k=1, A=1) con un n racional [42]

- —1)° T\ 28
LOEDS ! F(EL —l—)s +1) (5) ' (B7)

s=0

Mientras que para obtener la serie de potencias de Y,,(x) usamos la anterior expresién
en la definicién de Y,,(x), obteniendo

sinlmr [ F(ll— n) (g) - ﬁ <§> o + ...

_cosm{ﬁ(g)kﬁ(g)"ﬂ.,} I,

luego, si usamos la siguiente propiedad de las funciones Gamma [33]

1 C(n)['(1 —n) | (B.3)

sin nw T

Y, (z) = —

obtenemos

2
—I—cotmr{ﬁ <g>n—ﬁ <;>n+2+...} . (B.9)
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Ya que no estamos interesados en todos los términos de estas series de potencias,
sino, en solo las potencias dominantes cuando r ~ 0, sera util como veremos mas
adelante, obtener las funciones de Bessel con argumento xr y con n = ¢ + %, donde
¢ =0,1,2,3, ... (estos valores en concordancia con la estrella de /-Proca), considerando
los primeros dos menores érdenes en la serie de potencias. Asi, tenemos

B 1 KT e+%_ 1 KT +3 49
Jry(r) = @ (2) ) (2) LOE™tY) . (B.10)

+O(rta)

2

L ((+3) <’W‘>_‘€_é n L+ —0) (/-;r)-“g

YH%(HT) -

(B.11)

Noétese, que en la serie para Y1 /2, hemos prescindido de los términos que se mul-
tiplican por la funcién cotangente. Esto se puede justificar considerando dos casos:
(i) Para ¢ = 0: ya que cotmw/2 = 0, este factor anula todas las potencias positi-
vas a las cuales multiplica. (ii) Para ¢ = 1,2,3,...: los érdenes de las potencias
positivas que multiplican al factor cot ((¢ 4 1)) son £ + £, con s € Ny, por lo
que siempre serdn diferentes y mayores que las dos primeras potencias de Yy, 1/s
de este caso. Por otro lado, también sera importante observar que debido a la pre-

sencia de potencias negativas en Y, 1, esta no es regular en el origen para todo £ € Nj.
2

Con las expresiones que hemos presentado, ya podemos resolver la ecuacion no
homogénea para Fy, (B.1). Para ello, multiplicamos por r? a esta ecuacién, obteniendo

asl
2

r2Fy + 2rFy + {Qﬁé <w—2 — u2> 2 — (0 + 1)} F,=0. (B.12)
o
Luego, aplicamos el teorema 1, e identificamos que los coeficientes de la ecuacion

generalizada de Bessel en este caso son:

1-20=2 = o=-1/2,
2 9 1/2
Vo (w_2 - ,ug) r? =2\ = A =1, K=} (w_2 - /ﬁ) ,
a

1 1
o —n*\N=—(l+1) = €2+€+Z:n2 = €+§:n,

Asi, tenemos como solucién general a

Fy(r) = Alr’l/QJH%(m“) + Blr’l/QnJr%(mr). (B.13)

1/2
con K = 3 (‘;—2 — u2> . Sobre este ultimo factor, debemos mencionar que debido a
0

que las funciones de Bessel estan definidas sobre un dominio real, x debe ser real
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y por lo tanto, las soluciones que buscamos deben cumplir con que w/ag > p, o
equivalentemente, w/p > . Esta condicién en las soluciones la verificaremos en el
capitulo 5, dedicado a presentar nuestros resultados numeéricos.

Finalmente, la solucion local cerca del origen para F; debe cumplir con ser regular
en este punto, por lo tanto, debemos fijar By = 0 en la solucién general anterior
para evitar la irregularidad de Y, 11 Luego, ya que estamos estudiando la solucién
en la vecindad de r = 0, utilizamos la serie de potencias de J,, 1 truncada a sus

potencias dominantes, dada en (B.10). Luego, multiplicamos el factor r1/2 presente
en la solucion y obtenemos

_L r Nk E_L ol G52 0o 044
Fg(r)—r(g_i_%)(z) sy (2) P2 O L (B4)

Coémo podemos observar, esta solucién para Fj solo posee un parametro libre A;. En
consecuencia, para conocer el comportamiento de F; en el origen bastara mantener
solo la primera potencia dominante y aprovechar que podemos redefinir la constante

- . 41 , .,
que acompana esta potencia como ¢ := % (g) 2. Asi, la solucién local cerca al
2
origen para Fj es

Fy(r) = et . (B.15)

Ahora proseguimos a buscar las soluciones locales cerca al origen para a,. Como
se observa en (B.2), la ecuacién que esta satisface es una EDO inhomogénea, cuya
solucion general estara formada por 2 soluciones homogéneas independientes y una
solucion particular. Con el fin de obtener las soluciones homogéneas, aplicamos
nuevamente el teorema 1. Para ello, multiplicamos por 72 la ecuacién (B.2), y solo
consideramos su parte homogénea. Asi, tenemos

2
ra) + 4draj + {wg‘ <% — ,u2) 2+ (2— 00+ 1))} ar=0. (B.16)
0
Luego, los parametros de la ecuacion generalizada de Bessel son
1-20=4 = o0=-3/2,
2 2

w w 1/2
¢§<—2—u2)r2:/€2)\2r2)‘ = =1, m:wg(—z—,tf) ,

Qg Qg

1 1
02—n2)\2:2—£(€+1) = €2+€—|—Z:n2 = g—l—ézn.

Y por lo tanto, la solucién general para la ecuacion homogénea de a, es

ap(r) = AQT_3/2J£+%(I€T) + B2r_3/2Yz+%(m’) . (B.17)
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Dada las soluciones homogéneas, para obtener la solucion particular, recordemos
brevemente el método de Variacion de Pardametros [33]. El cual establece que, sea
una EDO no homogénea de la siguiente forma

y'(x) + P(x)y'(z) + Q(x)y(z) = R(x) . (B.18)
Su solucién general esta dada por
y(x) = Ayi(z) + Bya(x) + yp() | (B.19)

donde y; y y2 son las soluciones linealmente independientes de la versiéon homogénea
de la EDO anterior, mientras que la solucién particular y, se determina como

/W y2 ds = w( /W >]d’ (B20)

donde a su vez, Wy (s); y2(s)] es el Wronskiano y esta dado por el siguiente deter-

minante
yi(s) v2(s)
i(s) wa(s)
donde () es la derivada respecto al argumento s. En particular, nos serd ttil conocer
el Wronskiano cuando las soluciones homogéneas son las funciones de Bessel y; = J,,
y Yo = Y,. Afortunadamente, existe una férmula para dicho Wronskiano y es [33]
2
WlJ(2); Yo(2)] = Jo(2)Y(2) = Y(2)J () = — . (B.22)

" T

Wiyi(s); ya(s)] := = Y1Yy — Y2U1 (B.21)

Nétese que, este resultado no depende del indice n de las funciones de Bessel. Luego,
si consideramos la solucion general de la ecuacién generalizada de Bessel con A = 1,
dada como

y(x) = Az’ J,(kx) + Bx?Y,(kz) , (B.23)
su Wronskiano sera
' B 2% Jp(Kx) xY, (kz)
W[yl(l’),yg(l’)] = {U:L“U*l(]n(/ix) _}_IU%Jn(HI.)} {O'IL'ailyn(lifL‘) + 20 d:pYn( )} )

el cual, luego de operar el determinante y notar que se elimina el término o2?°~1.J,, (kx) Y, (kx),
se tiene

Wiy (z); y2(2)] = 2*° {Jn(nw)%Yn(/ﬂx) - Yn(/ﬁm)%Jn(/@x)} : (B.24)

Notamos que si multiplicamos y dividimos entre x la expresion dentro de las llaves,
podemos utilizar el Wronskiano (B.22) y asi obtenemos

Wlyi(2); yo(2)] = % A (B.25)
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Esta sera la férmula que usaremos para calcular el Wronskiano de las soluciones
homogéneas de ay y by, como veremos a continuacion.

Retomamos el calculo de la solucion general de la EDO inhomogénea para ay, la
cual sabemos que es

, 4 w? 2—0(0+1 2¢gw F,
aé+7‘+[¢§(?—u2>+—( ( ))]agz Yowle (B.26)

2 2
0 r ay T

Siguiendo, el método de variaciones de parametros, su solucion general estd dada por
ag(r) = A 7“_3/2J€+%(m’) + By T_3/2n+%(li7”> + agp(r), (B.27)
donde
s732 ], 1(ks)R(s) s73/%Y,, 1(ks)R(s)
5 ds — r=32 ], 1 (ks) : ds .
Wlag(s); ara(s)] 2 Wlae(s); aea(s)]

Podemos reexpresar esta solucion considerando: (i) que la férmula del Wronskiano
(B.25), en este caso nos conduce a

a&p(r) = 7"_3/2Y£+% (k1)

Wlaea(s): acals)] = 257 (B.28)

y (ii) que el término no homogéneo, usando la solucién para F; en la vecindad de
r =0, dada en (B.15), es

_ 2%10) Fy(s) ~ 2@/}3wc g1

2 2 ¢l
g S g

R(s) (B.29)

Luego, reemplazando estas expresion en la solucién particular y factorizando adecua-
damente, tenemos

2 4
aeslr) = (3) (P20 ) [958,y ) [ gy st s
0
— 7“3/2J£+é(/$3)/Y}@r%(/ﬁs)s”gds

Si denotamos a la primera y segunda integral presentes en esta expresién como Iy 4, ¥
I5.,, respectivamente, podemos aplicar las aproximaciones de las funciones de Bessel
cuando r = 0, dadas por (B.10) y (B.11), donde solo consideramos explicitamente
las dos primeras potencias dominantes. Asi, al integrar tenemos

1 KN\ S 23 1 KN\ (+3 245
I - (= _ v 2047
Lag I+ 32) (2) (2¢+3) I+ 2) (2) (20+5) o

2

T+ 5) ("f>_ﬁ_§ ’ n L¢+3)rG -0 (m)-“% r

r
Iy, = — -
2 2 T TE -1

T
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Luego, calculamos los términos presentes en la resta que define a ay,,
2 1
=32y | I, —=|(Z2 [ _ £+1
r ey (w) T, (w) 20+1)(20+3)
12 (/—s
(20+1)(2043)(20 +5)(20 — 1) \2

)27“”3 +O>r) } 7

2 1
-3/2 7 I, - [ 041
" JH?(/W) 208 (W) 2(2¢ + 1)r

n (2¢ —5)
2020+ 1)(20+3)(2¢ - 1)
Estas series de potencias han sido obtenidas, utilizando nuevamente las aproximacio-
nes de las funciones de Bessel en sus potencias dominantes cerca a r = 0, (B.10-B.11),

y empleando cuidadosamente las siguientes propiedades de las funciones Gamma.
Partiendo de la propiedad I'(z + 1) = 2I'(2), [33, 42], es sencillo demostrar que

L(z) 1
D(z+n) (z4+n—1).(2+1)z’

(g)2r4+3+0(r£+5)] ’

(B.30)

con n € N. Luego, de esta propiedad, se deducen las relaciones entre las funciones
Gamma que fueron necesarias para obtener las series de potencias expresadas lineas
arriba

L+ 3) 2 L+ 3) 4 INCE) —2

Te+3) (20+1) TE+3) (+3)20+1) TE)—-¢ (20-1)°

Finalmente, restando adecuadamente dichas series de potencias, obtenemos la solucion
particular a,,

_wg‘w 1 ’ 1 K\?2 , ’
ae(r) = "2 Cl{(2£+3)r T 20+ 1)(20 1 5) (5) e on +5)} - (B31)

De esta manera, se obtiene la solucion general para la EDO inhomogénea de ay
ag(r) = A2r73/2J,5+%(/17”) + BQT’S/QYH%(KJT) + agy - (B.32)

Sin embargo, al considerar regularidad en el origen, debemos fijar By = 0, de modo
que ag2 ya no participa de la solucién. Mientras que la solucién a,; se expresa
nuevamente mediante sus potencias dominantes utilizando la aproximacion (B.10)
para JH%? esto es

A Kk s -1 Ay k 43 (+1 043
ae,1——F<£+g)<2> r —F(€+g) <2) r 400 .
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Sumando adecuadamente las potencias que forman a ay; y ag,, se obtiene la solucién
local de a, cerca al origen

A +3 4 A +3
“r) = 7 D (3) ré‘1+[%“ 5 e () ]7““+0<r“3>.

(+3)\2 af (20+3) T(0+32)\2

Para simplificar las constantes presentes en esta expresién, redefinamos una nue-

1
va constante co, talque fcy = % (g)ﬁﬂ. Luego, utilizando la propiedad ya
2

presentada sobre las funciones Gamma, I'(¢ + 3)/T(¢ + 2) = 2/(2¢ + 3), se obtiene

{41

ag(r) =Lley r'~" + {1@;;001 — 2 (g)z@l ( r + O(rtt3). (B.33)

z 20 + 3)
Notese que se eligié expresar el primer término con un factor ¢, la razon se debe a
que en el célculo andlogo que haremos para obtener la soluciéon de by, aparecerd una
divisién entre ¢ que podra ser cancelada. Ademas, es sumamente importante resaltar
que la solucion general para a, posee dos parametros libres, lo cual nos dictaminara
que método numérico serd el mas adecuado implementar.

Finalmente, repetimos los pasos de resolucion que acabamos de ver para obtener
la solucién general de by. Iniciamos buscando las soluciones de la ecuacion homogénea.
Al multiplicar por 72 la ecuacién (B.3), se tiene

2
b + {1/13 (% - ﬁ) r? — 00+ 1)} by=0, (B.34)
0
Al aplicar el teorema 1, los coeficientes de la ecuacién generalizada de Bessel, son
1-20=0 = o0=1/2,
2

w w 1/2
¢§<—2—,u2)7‘2:/<;2)\2r2)‘ = =1, m:wg(—z—,uz> ,

%) Qg

1 1
o =02\ =—(l+1) => €2+£+Z:n2 = l+5=n.
Y por lo tanto, la solucién general para la ecuacion homogénea de by es

be(r) = A3T1/2J€+%(K)T> + Bgrl/QYH%(/ﬁr) : (B.35)

Luego, con el proposito de obtener la solucién particular mediante el método de
variacién de parametros, notamos que el Wronskiano para este caso es

Wibers brs] = (%) , (B.36)
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asi, considerando que la EDO inhomogénea es

" w? 00+ 1 2a
bg—i_ |:1/J§ (g_/’b2> - ( 9 ):| b[:__ev

0 r r

se tendra como término no homogéneo a

2a,(s) s Pawe K\ 2 s
— — 9 —9 o (E 5 B.
R(s) . leys o €<2) 2 0+3) (B.37)

expresion donde hemos usado el resultado (B.33) para reemplazar a,. Luego, gracias
al método de variacion de pardametros, se tiene la siguiente solucién particular

bep(r) = (g) [r1/2n+;(/<;r)/51/2J£+5(/<55)R(3)d5 —rl/QJH%(ms)/51/2}Q+%(/$3)R(5)ds

Nuevamente, identificamos las dos integrales presentes en la expresion anterior como
LIy, v Iop,, y usando las aproximacién de potencias dominantes para las funciones
de Bessel se obtiene

Co K f+% 20
(5
’ Le+3)\2
1 K\ 2 Yiwey | fr\HE 22 o0
— |4 _ _ _ +4
+F(£+g){€(2> TR }(2) @2 o=,

Ly, = (;) T (6+1/2) <g)+% {—6027’_1 + (%“cl + (235%1) (g)2> (2++3)} — o0 .

Luego, calculamos los términos presentes en la resta que define a by ,. Estos son

2 c c
1/2 ) _ [z 2 L 1 042 0+4
T §Q+§(/§T)[Lbe (W> [(2£+ 1)7" i+ 1)7“ +O(r )} :

2 2Llc ¢
25 I, =2 N 2 ¢ 1 42 1 O(ptts
ey (R Lo <7r>{ v Taen” TOUT))

donde

_ 2(20* — 7 — 3) K\ 2 2 Paw
TR+ 1)20+3) (5) T+ 3)(20+2) 2

C,

40 K 2w

¢ = m (5) co + ma—gcl (B.38)
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Por lo tanto, al restar las expresiones anteriores se tiene la siguiente solucién particular

4

2
bep(r) = cort — 7@—501 +2(0 4+ 3) (g) 02} 0+ 17;(26 1 3)

Finalmente, la soluciéon general de la EDO inhomogénea para b, es
be(r) = A3T1/2Jg+%(/‘€’r> + Bgrl/Q}Q+%(/@r) + bep(r) - (B.40)

Para asegurar la regularidad en el origen exigimos que Bs = 0, lo cual, elimina
la segunda solucion homogénea. Mientras que con respecto a la primera soluciéon
homogénea, consideramos su serie de potencias dominantes, dada por (B.10). Esta es

1 K\ 3 1 KN 43
bor =y () = 5 () - N (3) "o rout)
Al comparar esta serie de potencias con la serie de potencias para la solucién
particular lineas arriba, notamos que estas tienen diferente paridad para cualquier
valor de ¢ € Ny. En consecuencia, si elegimos mantener la contribuciéon de ambas
en la solucién para by, esta funcién no tendra una paridad definida y por lo tanto
no sera regular en el origen. Lo que nos obliga a elegir para by, o la contribucién de
la solucién homogénea o la contribucién de la solucién particular. En este trabajo,
nos enfocaremos solo en la segunda opcion, por lo que para asegurar una paridad
definida para by, fijamos que A3z = 0. Asi la solucion local cerca al origen de b, sera
KA 2 T€+2

be(r) = cor’ — rf—gucl +2(0+ 3) <2> Cg:| EREE) + O . (B.41)

0

042

+ 0" . (B.39)

En resumen tenemos las siguientes soluciones locales cerca al origen

Fy(r) = err® + O(r*?) | (B.42)
4 ) {+1
_ -1 Yow _ Kk r 0+3 A
ag(r) ="Ley v —i—{ag c1 2€<2> 02] (2€+3)+O(r ), (B.43)

KA 2 Tﬁ-i—?

be(r) = cor’ — {%cl +2(0+3) (2) 02] EREE) + 0", (B.44)

Notamos que estas soluciones tienen dos 2 parametros libres independientes ¢; y cs.
Ademas a manera de verificacion de estos resultados, revisamos el caso ¢ = 0. En
este no debemos considerar la solucién para by, pues como se explica a lo largo del
capitulo 4, ya no habra contribucién alguna de esta funcion al sistema. Entonces
tenemos en los ordenes dominantes

v e
Fo(r) ~cp, ag(r) o~ d}%—l

B.45
Lo (B.45)

Lo cual, salvo el factor ¢/ que se debe al cambio de variables entre coordenadas de
area radial y coordenadas isotrépicas, concuerda con las soluciones locales cerca al
origen encontradas al final de la seccién 3.5 para la estrella de Proca estdndar.



Apéndice C
Métodos Espectrales

Los métodos espectrales, presentados como una alternativa a los métodos en
diferencias finitas, dejan de representar funciones mediante sus valores en una cantidad
finita de puntos de una malla, sino que las representan mediante sus coeficientes
{¢i}izo... n en una base finita de funciones conocidas {P,;},—o__n. Es decir, sea una
funcién f, realizan la siguiente descomposicion truncada de Fourier

f(x) ~ ZciPi(x) . (C.1)

De entre las principales ventajas de este método tenemos:

(i) Los métodos espectrales convergen més rapido que la convergencia como potencia
de 1/N de los métodos en diferencias finitas con orden N. En particular, para fun-
ciones analiticas, la aproximacion espectral posee una convergencia exponencial, es
decir, el error numérico proveniente de elegir una base finita de N funciones, decae
exponencialmente al aumentar N.

(i) Para sistemas con simetria esférica, las condiciones de regularidad en el origen se
podran implementar restringiendo la base de funciones a funciones con una paridad
definida.

En particular, esta ultima ventaja, que serd explicada a mayor detalle en la
siguientes lineas, nos condujo a implementar estos métodos para la obtencién de
datos iniciales de la estrella de ¢-Proca. Debido a que no necesitaremos implementar
condiciones de regularidad en el origen fijando los dos parametros independientes
que poseen las soluciones locales cerca al origen.

El siguiente resumen de ideas minimas y necesarias sobre métodos espectrales
que implementamos en este estudio esta basado principalmente en la revision dada
en [43].

133
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C.1. Representacion espectral de funciones

Todo método numérico se enfrenta al problema de representar funciones mediante
aproximaciones de estas que puedan ser implementadas con los recursos finitos que
posee el calculo computacional. Debido a que los polinomios son las tnicas funciones
que la computadora puede evaluar exactamente, los métodos espectrales aprovechan
este hecho para aproximar funciones continuas por un polinomio. Para explicar esta
representacion espectral de las funciones, definamos las siguientes objetos matemati-
Cos.

Sea el espacio Py de todos los polinomios con grado hasta N y definidos en un
intervalo de [—1, 1], una base ortogonal de Py es un conjunto de N + 1 polinomios
{Pn}n=o...n, donde p, es de grado n y cuyo producto escalar de cualquier par de
estos es cero: (p;,p;) = 0, para i # j. Dicho producto escalar se define en general
para dos funciones f y g en [—1, 1] mediante la siguiente integral

o) = [ | St (€2

donde la funcién positiva w(z) en [—1, 1] es llamada medida'. Dadas tales definiciones,
la proyeccion Py f de una funciéon f en dicha base es entonces

N
pr:anpn 5 (C3)
n=0
donde los coeficientes de la proyeccién estan dados por
R (f7 pn)
fn =7 N - C4
(s ) (©4)

Dada una funcién continua f en [—1,1], gracias a un teorema de la autoria de
Weierstrass [43], se asegura la existencia de una secuencia de polinomios que con-
verge uniformemente hacia f. Si en particular, tomamos dicha secuencia dada por
proyecciones (Py f), con N € N, entonces se muestra que

Iim [|[f — Pyflleo =0, (C.5)
N—oo
donde la norma méxima ||.||o se define como

[flloo := méx |f(z)] . (C.6)

ze[—1,1]

INétese que estamos denotando la funcién medida con la letra w. A menos, que se mencione
explicitamente, en este apéndice, dicha letra no referird a la frecuencia armoénica temporal de la
estrella bosdnica.
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Con esta caracteristica, a primera vista, la proyeccion en polinomios ortogonales
(C.3) parece una interesante forma de representar numéricamente una funcién. Sin
embargo, no es el caso en la practica debido que para determinar esta proyeccion
se necesitan calcular numéricamente integrales usando los valores de f en una gran
numero de puntos, lo cual, lo hace un método impractico. Ante esta dificultad, la
idea de los métodos espectrales es aproximar los coeficientes (C.4) de la proyeccién
usando Cuadraturas gaussianas.

El teorema principal de las cuadraturas gaussianas [43], establece que, dada
una medida w, existen N 4 1 ntimeros reales positivos w, y N + 1 ntimeros reales
x, € [—1,1] tal que, para f € Noy.s, es decir, un polinomio de grado hasta 2N + ¢,

se cumple
N

| @) wla) de =3 fan) wn ()
[—1,1] —
donde w,, reciben el nombre de pesos y x,, se conocen como puntos de colocacion. Por
otro lado, el entero d puede tomar diferentes valores dependiendo de la cuadratura
exacta que consideremos. En particular, la cuadratura que elegiremos implementar
es la Cuadratura de Gauss-Lobato, la cual se define fijando

5:—1,1‘0:—1,1']\[:1. (08)

Esta eleccion se basa en que al coincidir los puntos de colocaciéon més externos
con las fronteras del dominio [—1, 1], se hace mas sencillo imponer numéricamente
condiciones de frontera y de pegado, las cuales explicaremos en las siguientes secciones.

Para ver como se aproximan los coeficientes (C.4) usando una cuadratura gaus-
siana, definamos el interpolante de una funcion f por

N
INf = anpn(x) ’ (Cg)
n=0
donde
~ 1 N N
™ =0 i=0

Nétese que para el caso particular cuando f € Py, el coeficiente fn del interpolante
coincide exactamente con el coeficiente fn de la proyecciéon de f gracias a la aplicacién
de la cuadratura gaussiana. Esto significa que Iy f = Py f en este caso. Sin embargo,
por lo general, las funciones solucion de los sistemas de ecuaciones que deseamos
resolver numéricamente no son polinomios, y en ese caso f, # fu v por lo tanto
Inf # Py f. Afortunadamente, la diferencia entre estas dos cantidades, conocidas
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como el error de alias, se reducira a medida que aumentemos el orden de la suma
del interpolante N para ciertos casos particulares de polinomios que mencionaremos
en la siguientes seccion.

De esta manera podemos representar o aproximar una funcién f mediante su
interpolante I f. Siendo la ventaja de utilizar fn que estos son calculados al estimar
el valor de f solamente en N + 1 puntos de colocacién, en comparacion con la gran
cantidad de puntos necesarios para integrar y obtener fn Ademas, se puede mostrar
[43] que Iy f(z;) = f(x;) con z; los puntos de colocacién, por lo que Iy f interpola
f en una malla cuyos nodos son x;. En consecuencia, la descripcion de f mediante
Iy f también se conoce como interpolacion espectral, la cual, se manifiesta de dos
maneras:

= En el espacio de configuracién: la funcién es descrita mediante sus valores f(z;)
en los N 4 1 puntos de colocacién.

= En el espacio de coeficientes: la funcién es descrita mediante los N+1 coeficientes
de su interpolante Iy f.

Dependiendo de la operacién que realicemos (derivadas, multiplicaciones por potencias
de z, etc) sobre una funcién dada, serd méas adecuado trabajar en alguno de los dos
espacios. Contando ademaés con la posibilidad de ir de un espacio a otro mediante
las expresiones (C.10) y (C.9).

C.2. Polinomios de Chebyshev

Los polinomios ortogonales con dominio [—1, 1] que usaremos para realizar nuestra
representacion espectral seran los polinomios de Chebyshev de primer tipo 7,,. Estos
son eigenfunciones de un problema de Sturm-Liouville singular® dado por

(VI—22T) + %Tn ~0, (C.11)
-
donde su ortogonalidad se define mediante el siguiente producto escalar usando la
medida w = 1/y/1 — 22
Y T.T, ™
_nm e = =
1V 1 — 1'2 2

1Un problema de Sturm-Liouville (ST) dado mediante la siguiente ecuacién de eigenvalores

(T,, T)) = (1 + Gon) O - (C.12)

—(pu") + qu = \wu

en el intervalo [—1,1] y con p, ¢, w funciones reales que cumplen una serie de condiciones, se dice
que es singular si y solo si la funcién p se anula en las fronteras x = +1.
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Es conocido que Ty = 1y Ty = z [43], y los polinomios de érdenes mayores se pueden
obtener mediante la siguiente relaciéon de recurrencia vélida para n > 1

Toi1(x) = 22T, (x) — Ty () . (C.13)

Lo cual implica las siguientes propiedades:

(i) T,, es un polinomio de orden n.

(ii) 7}, tiene la misma paridad que n.

(iii) Por inducciéon matemética: T),(+1) = (£1)™.

Contrario a otras eigenfunciones de problemas singulares de Sturm-Liouville, como
los polinomios de Legendre que no poseen formulas analiticas para los elementos de
sus cuadraturas gaussianas, los polinomios de Chebyshev poseen féormulas analiticas
para sus pesos y puntos de colocacién, lo cual, facilita su implementaciéon numérica
y es una de las razones por la cual utilizamos estos polinomios en lugar de otros.
En particular, para la cuadratura Chebyshev-Gauss-Lobato, se tiene los siguientes
puntos de colocacion

x; = cos %Z , (C.14)
y los pesos
s T
Wop = WN = W 3 W; = N (015)

Como mencionamos en la secciéon anterior, algunas operaciones elementales
son mas sencillas de realizar en el espacio de coeficientes. En particular, sea una
representacion espectral de f dada por coeficientes a,, y en la base formada por T,,’s,
es decir,

=Y aT,, (C.16)
los coeficientes b,, de

Df=> bT, . (C.17)

pueden ser encontrados en funcion de los a,,’s, para varios operadores D. Asi, tenemos

[43]:

» D=d/dx:
9 N
b, = ——— ) C.18
(1 + don) p:ZnH by (C18)

p+n impar
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» D =d*/dz*
1 N
b, = ——— Z p(p* —n?) a, . (C.19)
(1 + don) -
Ig)-‘,-n ;sr

» D =z (multiplicacién por z):
1
bn = 5[ (1 + 50771,1)@“71 + Ant1 ] . (CQO)

Esta tultima expresién se demuestra de manera sencilla utilizando la relacién de
recurrencia valida para n > 1y dada en (C.13), los valores Ty = 1, T} = x y el hecho
que para la expansion de f se tiene que a_; = ay.1 = 0. En dicha demostracion se
ve que la expresion mostrada para b, también es védlida para n = N + 1, sin embargo
no se toma en cuenta debido a que la expansion espectral de z f(z) se trunca en el
polinomio Ty .

Una operacién elemental en el espacio de coeficientes que no se encuentra en [43]
es la divisién entre z. La cual, necesitaremos implementar para términos como f,/r
presentes en las ecuaciones de la estrella de /-Proca con el fin de evitar divisiones
entre el punto de colocacion zy/, = cosm /2 =10, cuando N sea par. De esta manera
se puede asegurar regularidad en el origen para estos términos [44]. La expresion de
b, para Df = f/x se puede obtener utilizando la notacién auxiliar g(x) := f(x)/x,
la cual permite visualizar que

o) =T =S 0wy v ae) = 5@ = Y e )

es decir, los coeficientes a,,’s corresponden a los coeficientes de la operacion de
multiplicacién por x aplicada a la funcién g, por lo tanto, aplicando (C.20) se tiene
que

1
Qp = 5[ (1 + 50,n—l)bn—l + bn+1 ] .

Luego, despejando b,,_1 se tiene paran =0,..., N, N + 1

1
b1 = ———( 2a, — b, . C.21
= a2 ) (c21)

m u r ular b,,_1 m ner un ien Srden rTi
Notamos que para calcular b,_; debemos tene coeficiente dos érdenes arriba, es
decir, b,,1. Los casos especiales son cuando n = N + 1, en el cual, considerando que
ant1 =0y byio =0, se tiene que by = 0. Y cuando n = NV, en el cual, considerando
que by = 0, se tiene que by_1; = 2ay. Asi tenemos que:
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» D=1/z
by =0, byn_1 = 2an,
1
by | =————(2a, —bpsy ) paral <n < N —1. .22
1 (1+50,n—1)( a +1) par n ( )

Finalmente enfatizamos que la eleccién de polinomios de Chebyshev como base
espectral no es arbitraria, sino que, aparte de la facil implementacién analitica de
cuadraturas gaussianas con estos polinomios, su eleccion se debe en primer lugar a
sus propiedades de convergencia. Al ser los polinomios de Chebyshev eigenfunciones
solucién de un problema de ST singular, se puede mostrar que para una funciéon
C' >, el interpolante Iy f converge a la funcién f mas rapido que cualquier potencia
de N. Este comportamiento se conoce como convergencia espectral [43]. En general,
esta propiedad no implica que el decaimiento del error numérico sea exponencial
para todas las funciones que se estudien, siendo solo las funciones analiticas las que
alcanzan una convergencia exponencial.

C.3. Meétodo de colocacion para ODEs

El método espectral que usaremos en los calculos numéricos de este trabajo, serd
el método de colocacion, el cual, corresponde a un caso particular del método residual
ponderado (RP). Este tltimo se puede establecer en general para un EDO de la
forma

Lu(z)=S(z), zel-1,1], (C.23)

donde L es un operador diferencial lineal de segundo orden y S es la funcién fuente
donde se encuentran los términos no lineales de la EDO. Ademas, esta admite una
solucién tnica una vez que se ha esta establecido apropiadas condiciones de frontera
en r = £1.

El método RP afirma, [44], que u serd una solucién numérica de la ecuacién
diferencial si: (i) Satisface las condiciones de frontera (hasta el error de maquina).
(ii) Hace cero al siguiente producto escalar

(R, &) =0, i=0,...N, (C.24)
donde R es el residual dado por
R(x) := Lu(x) — S(z) , (C.25)

y & es una de las N + 1 funciones de prueba en [—1, 1]. Dependiendo de la eleccién
de estas funciones de prueba y la manera en que las condiciones de frontera son
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implementadas, se obtienen diferentes métodos espectrales.

Establecido esto, el método de colocacién consiste en elegir como funciones
de prueba a &(z) = f;(z), donde ¢;(x) son los N + 1 polinomios de Lagrange
correspondientes a los puntos de colocaciéon z;, dada una cuadratura gaussiana
elegida. Tales polinomios de Lagrange se definen como

(z — ;)

li(x) = 1 C.26
(z) H @ 2)) (C.26)

7=0

J#i
donde se observa que ¢;(x,) = 0 cuando n # i, debido a que algin factor del
producto de arriba es cero, y que ¢;(z;) = 1. Por lo tanto, los polinomios de Lagrange
evaluados en los puntos de colocacién, corresponden a una delta de Kronecker, estos
es, li(x,) = din. Asi, usando esta propiedad y eligiendo una cuadratura gaussiana, el

producto escalar igual a cero del método RP (C.24) puede ser aproximado como

Vi:0=(R,&) = R(z)&(v)w(z)dr ~ Z R(xp)&(xn)wn = R(x;)w; |

[_171}

luego, dado que los pesos w; por lo general son diferentes de cero (lo cual se puede
verificar en particular para los pesos de la cuadratura de Chebyshev-Gauss-Lobato
(C.15)), por lo tanto, R(x;) = 0. Asi, los métodos de colocacién convierten la condicién
(ii) de los métodos RP, en la condicién de que el residual evaluado en cada uno de los
puntos de colocacién sea cero. Es decir, una solucién numérica u obtenida mediante
el método de colocacién debe satisfacer las siguientes N + 1 ecuaciones:

R(x;) = Lu(x;) — S(z;) =0, i=0,..,N. (C.27)

Estas ecuaciones forman un sistema matricial que puede ser resuelto median-
te un inversién matricial. En efecto, esto se logra observando que al representar
espectralmente la funcién u(z) en una bases de polinomios de Chebyshev

u(x) =Y i, T () | (C.28)

el operador lineal L sobre u también se puede representar espectralmente, usando
las formulas para los coeficientes espectrales de las operaciones elementadas dadas
en (C.18-C.22). Ya que estas férmulas mezclan los coeficientes 1, la acciéon de L
en u se expresa mediante un matriz con componentes L,;, teniéndose la siguiente
representacion espectral

Lu(z) ~ ) (Z Lnkak> To(zx) . (C.29)

n=0 k=0
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Luego, el sistema de ecuaciones de los residuales igual a cero (C.27), resulta ser el
siguiente sistema matricial de orden N + 1

RT = (R(x¢), R(z1), ..., R(zn_1), R(zn)) | (C.30)

donde el superindice T denota la operacién de transposicién matricial y cada elemento
de este vector estda dado por la siguientes ecuaciones

R(z;) =Y Y Ly i To(w:) = S(z) =0, i=0,.,N. (C.31)

n=0 k=0

Ademaés dicho sistema posee como variables desconocidas a los coeficientes iy,
agrupados en el vector solucion

7= () . (C.32)

Para resolver el sistema, debemos notar que este no admite una tinica solucién, debido
a las soluciones homogéneas de L, lo cual, equivale a afirmar que la matriz asociada a
L no es invertible. Por lo tanto, para poder hacer invertible el sistema se debe imponer
condiciones de frontera. Estas se implementan mediante la relajacién de las dos
ecuaciones de los extremos en el sistema (C.30), es decir, las ecuaciones del residual
evaluadas en g = —1 y oy = +1, y posterior reemplazo de estas por las ecuaciones
que expresan las condiciones de frontera en ro = —1 y x¢y = +1, respectivamente.
Asi, el sistema matricial se puede invertir y nos brinda como solucion los coeficientes
Uy, los cuales permiten luego calcular el interpolante (C.28) y asi tener una solucién
aproximada que converge espectralmente a la solucién analitica u(z).

C.4. Método de colocacion multi-dominio

Estamos interesados en resolver las ecuaciones de datos iniciales para estrellas
bosénicas esféricamente simétricas y en particular, para este trabajo, la estrella de
¢-Proca por lo cual solo nos concentraremos en la aplicacion del método de colocacion
multidominio para estos tipos de sistemas.

Las ecuaciones de datos iniciales de cualquier estrella bosénica con simetria
esférica, y en particulas las correspondientes a la estrella de /-Proca (4.112-4.116),
corresponden a ecuaciones diferenciales 1-dimensionales en la coordenada radial
r € 0,00 >. Gracias a las soluciones en las fronteras obtenidas en la seccién 4.7. del
capitulo 4, sabemos que debemos imponer condiciones de regularidad en el origen
y condiciones asintoticas en r — oo para las funciones de materia y las funciones
métricas. Sin embargo, al tener en cuenta que el dominio numérico de los elementos
de nuestra base espectral es x € [—1, 1], poder imponer los dos tipos de condiciones
en las coordenadas fisicas radiales usando solo un dominio numérico implica buscar
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una mapeo entre r y x que podria ser complicado. Una manera sencilla de abordar
esta situacion es realizar una descomposicion multidominio del espacio fisico. Dicha
descomposicién consiste en dividir el espacio fisico en un ntmero finito de dominios
radiales, donde para cada dominio radial existe un mapeo entre la coordenada fisica
ry la coordenada numérica x de un respectivo dominio computacional [—1, 1], siendo
en estos dominios computacionales donde se realice las descomposiciones espectrales.
Ademas, los dominios fisicos que consideraremos se mantienen en contacto por un
valor dado de la coordenada radial, mas no se traslapan, por lo tanto, seran nece-
sarios imponer condiciones de pegado en las fronteras entre dominios fisicos como
mencionaremos lineas adelante.

Los tipos de dominios que consideraremos para la coordenada radial son:

» Dominio tipo nicleo: Este consiste en un dominio radial que contiene el
origen coordenado r = 0 y que se extiende hasta un radio finito r;. Es decir,
r € [0,7], y se tiene el siguiente mapeo

r=rixz, x€]l0,1]. (C.33)

Dado que las ecuaciones de datos iniciales que deseamos resolver poseen deriva-
das radiales, por ejemplo de Fy(r(z)) = Fy(x), dichas derivadas en un dominio
tipo nucleo deben ser calculadas mediante

d 1 d d? 1 &2
—Fy(r) = ——Fy(x), TFZ(T): T—%@FK(I) (C.34)

Ademsds, dado que este dominio posee el origen coordenado, serd en este donde
se impondran las condiciones de regularidad en el origen.

= Dominio tipo cascardn: corresponde a r € [rq,rs] y tiene el siguiente mapeo

coordenado ) .
7":5(7”2—7’1) $+§(7’2+7’1), rel-1,1]. (C.35)

Denotando por simplicidad el factor dq5 := %(TQ —ry), las derivadas radiales en
este dominio se calculan como

d 1 d d? 1 d?
o o(r) = d—m%ﬂ@), sz(T)Z d—%Q@Fe(ﬁ)- (C.36)

» Dominio compacto: El cual corresponde a r € [r.,00 > y tiene el siguiente

mapeo
27,

= zel-L1]. (C.37)
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Noétese que este dominio va a r — oo cuando x = 1. Por lo tanto, sera el
domino donde se impondran las condiciones de frontera asintéticas. La primera
derivada en este dominio se calcula como

(1—=xz)*d

d
%Fz(r) R ﬁFe(af) ; (C.38)

mientras que el operador laplaciano en coordenadas radiales en este dominio es

{% + %diﬂ Fy(r) = %%Fe(ﬂﬁ) : (C.39)

Regresando a las condiciones de regularidad en el origen, ya podemos describirlas
adecuadamente con las herramientas hasta ahora presentadas. Con respecto a los
dominios tipo cascarén y dominios compactos donde no es necesario condiciones
de regularidad, sus funciones se expandiran de la manera estandar considerando
polinomios de Chebyshev pares e impares. Sin embargo, para dominios tipo ntcleo,
debido a que solo funciones con paridad definida son regulares en el origen en un
sistema 1-dimensional, para asegurar dicha regularidad realizaremos expansiones
espectrales tinicamente en polinomios de Chebyshev pares Ty, 6 impares Thiy1,
dependiendo de la paridad requerida por cada funcién dada.

Este tipo de expansion espectral con paridad definida, resulta ser suficiente si
estudiamos funciones que se aproximan en el origen como r° o rl. Sin embargo, si
estudiamos el caso de soluciones locales cerca al origen dadas como r* con £ > 1,
debemos imponer constricciones adicionales para asegurar la regularidad de estas
funciones, esto es, que tanto la funciéon como su primera derivada sean iguales a
cero en el origen. Se muestra, que estas condiciones adicionales de regularidad son
necesarias para lograr una correcta inversiéon matricial del operador laplaciano de
segundo orden en el contexto de los métodos espectrales [44, 45]. En estos casos, la
manera de implementar estas constricciones no es realizando expansiones espectrales
en la base del espacio de polinomios elegido, sino, en un sub-espacio de este cuyos
elementos satisfacen las constricciones que deseamos reforzar en nuestras solucio-
nes. Este método se conoce como técnica de Galerkin y en consecuencia, la base
de dicho sub-espacio, por lo general no ortogonal, recibe el nombre de base de Galerkin.

Por ejemplo, si tenemos el caso de Fy ~ r¢ con ¢ par y ¢ # 0, expandimos F; en
su domino tipo nicleo usando la siguiente base de Galerkin

Gu() = Topsa(z) — (=11 Ty(z) | (C.40)

donde k = 0,1, ..., Ng. Teniendo en cuenta que: (i) To(z) = 1 y (ii) los polinomios
de Chebyshev se pueden expresar como T),(z) = cos (ncos™ ), [42], y por lo tanto,
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Tor(0) = cos (2k cos™1 0) = cos km = (—1)*. Se muestra ficilmente que Vk : G(0) = 0.
Esta propiedad asegura por construccién la primera constriccion Fy(0) = 0. Mientras
que la segunda constriccion dF,/dr(0) = 0 se asegura automaticamente al elegir que
{G}} sea una base par.

Por otro lado, en el caso de F; ~ r’ con £ impar y ¢ # 1, expandimos Fy en su
domino tipo nicleo usando la siguiente base de Galerkin

Gr(r) = Topes(x) = Toy5(0)T1(2) | (C.41)

donde k = 0,1, ..., Ng. Nuevamente, F} satisface las dos constricciones de regularidad.
La primera, F,(0) = 0, gracias a que elegimos que la base de Galerkin sea impar
y la segunda, dF;/dr(0) = 0, por construccién, dado que Tj(xz) = x y por lo tanto
VEk : G5(0) = 0.

Nétese que para ambos ejemplos hemos dejado sin especificar el valor de Ng, este
se determinard de tal forma que la resolucién espectral en el dominio tipo ntcleo,
dado por el grado maximo del polinomio de Chebyshev usado de la base de Galerkin,
no sobrepase la resolucion espectral de los demas dominios fisicos. En resumen, las
condiciones de regularidad en el origen para una funcién que se aproxima en la
vecindad del origen como r, se expresan mediante una expansién en la siguiente
base:

» Top(z) para £ =0

Topt1(x) para £ =1
» Gi(x) = Topyo(x) — (—=1)* T (z) para £ par y £ # 0

o Gi(x) = Topgs(x) — T3y 5(0)T1 () con £ impar y £ # 1.

Finalmente, aterrizamos todas las ideas de la técnica multi-dominio en el esquema
presentado en la figura C.1 donde intentamos resolver una EDO de segundo orden del
tipo estrella bosénica para la funcién u(r) descomponiendo su dominio fisico radial en
3 dominios, uno de cada tipo descrito en las lineas anteriores. Dado que cada dominio
numérico posee su propia descomposicion espectral, en cada uno de estos buscamos
una solucion numérica utilizando el método de colocaciéon. El método en conjunto
resultado de la aplicaciéon de la técnica multi-dominio junto al método espectral de
colocacién, sera referido como método de colocacion multi-dominio. Luego, tenemos
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Condiciones Condiciones
Condiciones de P . o
7 " de pegado asintéticas .
/ Regularidad : Y |
"\ Dominio tipo niicleo ’ Dominio tipo cascaron Dominio compactificado /,"
\ S “ P
— 2) 1 -1 3 1
0 (1) 1 1 ! z®
T
[ ] e | ] = |
L J )
g ! / 2re
r=r 21 \ : r==(r,— -r'l)w( ) —(re+m) e )
\\‘ :‘ r I
0 |_ Y 7:1 ] .C v \
L ! ! /

Figura C.1: Esquema de aplicacién de la técnica multidominio para un dominio fisico
radial dividido en los 3 tipos de dominios numéricos presentados.

el siguiente vector que describe el sistema completo de ecuaciones residuales

RM
S R®
R(u) = 7o : (C.42)
Ec. para w

donde, RY denota el subsistema de ecuaciones residuales dado por (C.30) que
resulta de aplicar el método de colocacién al j-ésimo dominio, con j = 1,2, 3.
Ademaés, notamos que al sistema dado por R hemos agregado una ecuacion para
el eigenvalor! w, de modo que podamos cerrar el sistema de ecuaciones. En efecto,
pues las variables incégnitas de este sistema son los coeficientes espectrales de cada
dominio numérico y la frecuencia w agrupados en un solo vector solucion

"= ({ap) Y a2y (e}, w) . (C.43)

El método de colocacion estandar luego establece que en cada sub-sistema de ecua-
ciones correspondientes a cada dominio, debemos relajar dos ecuaciones residuales,
la primera y la ultima, y reemplazarlas por dos ecuaciones que impongan condiciones
de frontera. Estas se impondran de la siguiente manera:

= La condiciones de regularidad se impondran en el primer dominio mediante
la adecuada eleccion de una base con paridad definida de Chebyshev o una

'Recordemos que las ecuaciones de datos iniciales de una estrella bosénica junto a sus condiciones
de frontera constituyen un problema de eigenvalores con la frecuencia w como eigenvalor.
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base de Galerkin, lo cual, manifiestamente constrenira la solucién mediante la
reducciéon del nimero de coeficientes espectrales independientes en este dominio
y por lo tanto no sera necesario relajar la primera ecuaciéon residual del sistema
completo de ecuaciones.

La condicién asintotica se implementa al relajar la ultima ecuacion residual
del sistema total, es decir, la ultima ecuacién del dominio compactificado, y
reemplazarla por la ecuacion de condicién de frontera asintética.

Para asegurar la continuidad de nuestras soluciones de ecuaciones de segundo
orden en cada interfaz entre dominios radiales fisicos, es necesario imponer 2
condiciones de pegado, estas son, la continuidad en la funcién y en su primera
derivada . Ya que tenemos 3 dominios, se tiene las siguientes ecuaciones para
j=12

u(r(z¥ = 1)) = u(r(zVt = -1)) , (C.44)
diiu(r(m(j) =1)) = diru(r(x(jﬂ) =-1)). (C.45)

En general, si deseamos un descomposicion con mas dominios radiales, simplemente
debemos aumentar el nimero de dominios de tipo cascarén sin modificar el tipo de
dominio del primer (dominio tipo nicleo) y tltimo dominio fisico (dominio compacti-
ficado) y establecer las mismas condiciones de frontera que se acaban de enunciar
con la variacién que ahora tendremos mas interfaces y por lo tanto més condiciones
de pegado.

Finalmente el sistema total de ecuaciones ]%(ﬁ), dado en (C.42), es resuelto

mediante el método de Newton-Raphson, cuyo algoritmo iterativo es el siguiente:

1. Dar una estimacion inicial de la raiz del sistema: .

2. Aplicar @1 = @y — J2(i@),) R(iy,), donde J(i),) = 2 , para actualizar la

ouj |~ -
U=y,

estimacion anterior.

3. Repetir el paso 2 hasta que la nueva estimacion se acerque lo suficiente al valor

de la raiz solucion.
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