TR NACIONAL AUTONOMA g ()
¢

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE

MEXICO

FacuLTAD DE CIENCIAS

EL PROBLEMA DE GELFAND

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TfTULO DE:
LICENCIADA EN
MATEMATICAS

PRESENTA

BRENDA KARIME ALVAREZ ORTIZ

DIRECTOR DE TESIS :

DR. ALBERTO SALDANA DE FUENTES

2023




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






EL PROBLEMA DE GELFAND

BRENDA KARIME ALVAREZ ORTIZ

2022






Agradecimientos

Quiero agradecer a mi padre Jesus, por ser el primer acercamiento que tuve a las ma-
tematicas y ademads ser mi principal mentor de vida, a mi madre Carmen por siempre apo-
yarme y alentarme. Ademas, agradezco muchisimo la relacién de amistad que tengo con
ambos.

A Felipe, por todas las veces que me cuidé y ser una persona con la que siempre es
agradable estar y conversar. A Monserrat, por ser mi modelo a seguir y ademds una increible
amiga que me escucha y apoya, ademas de ser una de las mejores personas que he conocido
y alguien de quien siempre puedo aprender algo nuevo, de igual manera quiero agradecer a
Daniel por toda su paciencia; y por iltimo a Chen, por estar a mi lado en cualquier momento.

Agradezco profundamente a César, por amarme, cuidarme, ser mi mayor soporte emo-
cional, por estar presente tanto en los momentos buenos como los malos y por ser el mejor
amigo que alguien podria pedir. Agradezco sus constantes motivaciones a superarme, por
ampliar mi vision, aumentar mi confianza y por cada uno de los hermosos recuerdos que
tenemos juntos. También quiero agradecer a la familia Hernandez Vargas por convertirse en
mi segunda familia.

A Aldair, por ser alguien con quien todas las veces ha grato estar, ademas de todas las
veces que ha creido en mi, me ha apoyado y por méas ocupado que estuviera, siempre tenia
un momento para mi. También agradezco cada una de las conversaciones que hemos tenido,
en las cuales siempre terminaba aprendiendo algo.

A Ariel, que aunque la distancia nos separd, nunca te alejaste de mi; agradezco la confian-
za que depositaste en mi y que estuvieras presente en mis develos dandome aliento; dispuesto
a escucharme cada que lo necesitara

A Miguel, por lo agradable que ha sido conocerte y por nunca criticarme. Gracias por
todos los momentos que compartimos antes de clases, los cuales, son de mis mejores recuerdos
de la Universidad.

A mi asesor, Dr. Alberto Saldana de Fuentes, por ser un gran profesor y aceptar dirigir este
trabajo, ser paciente y comprometido, ser tan meticuloso al momento de revisar esta tesis,
resolver cada una de mis dudas de una manera muy amena y ademas todas sus observaciones,
ademas agradezco las oportunidades que me brind6 para desarrollarme académicamente.

También quiero agradecer a los profesores que tuve a lo largo esta etapa de mi vida, pero
en especial, a Dra. Judith Campos Cordero por todo el apoyo que me brindé a lo largo de
la realizacién del presente trabajo, ademas de todas sus observaciones, a Dra. Laura Ortiz,
por introducirme en tan linda disciplina, que son las ecuaciones diferenciales; y a Dr. Vinicio
Gomez, por todo el aprendizaje y apoyo que recibi de su parte. De igual manera, agradezco
al Dr. Juan Carlos Fernandez y Dra. Jessie Pontigo por todas las valiosas observaciones que
proporcionaron

Finalmente, agradezco el apoyo de la DGAPA-UNAM a través del Programa de Apoyo
a Proyectos de Investigacién e Innovacién Tecnolégica (PAPIIT) en el proyecto con clave
[A105221.






Indice general

5.

6.

Introduccién

. Notacién y resultados auxiliares
. El problema de Gelfand unidimensional

. El problema de Gelfand bidimensional

El problema de Gelfand para 3 <n <9

El problema de Gelfand para n > 10

A. CHQ) es denso en Hj(9)

17

29

37

53

63






VI



Capitulo 1

Introduccion

En esta tesis estudiaremos la existencia y las propiedades de estabilidad de las soluciones
del problema de Gelfand, es decir, las soluciones de la ecuacion

—Au= X" en B,

(1.1)
u=>0 sobre 0B,

donde A > 0, B C R" es la bola unitaria en R” con n > 1y u € C?(B). La principal fuente

en la que se basa esta tesis es el libro de Louis Dupaigne [§].

Para describir el fenémeno fisico detras de esta ecuacion, presentaremos a continuacion
una versién resumida del material contenido en [8, 2.

El problema de Gelfand (1.1) describe el proceso de reaccién en un material flamable; lo
que se conoce como el perfodo de ignicién. Una solucién u de (1.1) representa una tempera-
tura dentro de un recipiente cilindrico cuando el sistema ha alcanzado un estado estacionario
(i.e. en equilibrio). En el lado izquierdo de (1.1), hay es un operador de difusién, —A (el
laplaciano), lo que representa la difusién de calor desde el reactivo caliente hacia la frontera
fria. En el lado derecho, tenemos un término de reaccion, e*, la no linealidad exponencial
tiene que ver con la ley de Arrhenius. Este término modela la produccion de calor causada
por una reaccién quimica; la difusion (el laplaciano) y la produccién de calor (la no lineali-
dad) compiten. Este proceso depende sélo de un balance puntual entre el calor que se anade
quimicamente y la transferencia por conduccion.

En este tipo de reacciones pueden ocurrir dos cosas dependiendo de si la pérdida del calor
es suficientemente grande o suficientemente pequena: ya sea que el combustible disminuye y
la reaccién se extingue (pues la temperatura maxima del sistema nunca es tan diferente del
valor inicial porque mucha energia se pierde), o hay tanto combustible que se produce una
explosion térmica (pues ocurrird un dramdtico incremento en la temperatura que terminard
pronto en explosién); de cualquier manera, no hay estado estacionario, es decir, aqui no
encontramos solucién de (1.1). En otro tipo de reacciones, por otra parte, un equilibrio
entre el calor producido y el difundido ocurre rapidamente, por lo que debe mantenerse la
existencia de soluciones de (1.1). El equilibrio entre difusién y reaccién se cuantifica mediante
el parametro A > 0; este parametro a veces se denomina la constante de Frank-Kamenetskii.



De acuerdo con nuestra discusion anterior, no deberiamos esperar ninguna solucién de
(1.1) si A es grande, mientras que deberfan existir soluciones para A pequefio. Fendmenos
de este tipo los podemos encontrar en la quema rdpida de un combustible [18], reactores
quimicos, en el modelo de Chandrasekhar (que habla acerca de la expansion del universo) [1],
en el estudio de superficies de Riemann con curvatura constante [13], y en anos recientes, se
han encontrado aplicaciones en ingenieria como el proceso de electrohilado para la fabricacién
de nanofibras [1].

Nos dedicaremos a analizar el comportamiento de soluciones positivas de la ecuacién di-
ferencial parcial (EDP) (1.1) en la bola unitaria con condiciones de frontera de Dirichlet,
veremos que este problema es equivalente a su version radial y en algunos casos las clasifi-
caremos de acuerdo a su estabilidad.

A lo largo del presente trabajo, emplearemos algunas definiciones necesarias. A continua-
cién hablaremos brevemente de la estabilidad.

Podemos asociar al problema (1.1) un funcional de energia E dado por

2

& (u) = / Nulo) A (e“(m) —1) du,
Q 2

donde u € C?(B).

El funcional & mide la energia potencial del sistema. Este funcional nos permitira definir
la nocion de “solucién estable”. En particular, queremos encontrar cual es el estado “en la
parte mas baja” de & (el minimo global de la energia). Intuitivamente, tal estado es estable
porque esta atrapado en el fondo de un potencial de energia. Lo podemos imaginar como un
recipiente y cuando coloquemos una gota en la orilla, esta caerd al fondo, y aunque agitemos
el recipiente, en algtin tiempo finito, la gota volvera al fondo y ya no se moverd de ahi. Esta
es la nocién intuitiva de solucion estable. Para aterrizar este concepto matematicamente,
utilizaremos una funcién auxiliar. Para u € C*(B) y ¢ € CL(Q), definimos a la funcién
E : R — R dada por E(t) := &(u + ty). Notemos que, por el teorema de convergencia
dominada (Teorema 2.16),

E'(0) = /QVquo — Ae'pdz,

E"(0) :/Q|Vg0\2dx—/g)\e“g02 dx >0,

(ver la demostracién de la Proposicién 2.15 para més detalles). Decimos que u es una solucién
estable si E'(0) = 0 y E”(0) > 0. Dicho esto, enunciaremos la definicién de estabilidad y
daremos mds detalles al respecto en la siguiente seccién. Usamos C!(Q) para denotar a las
funciones continuamente diferenciables con soporte compacto en Q.

Definicién 1.1 (Estabilidad) Sea f € C'(R), n > 1 y sea Q C R" abierto. Una solucidn
u € C?(Q) de (1.1) es estable si

E"(0) = Qu(p) = / Vol de — / N'ode >0, Ve e CHQ), (12)
Q Q

donde E(t) == &(u+ty).



Observacion 1.2 La forma cuadrdtica QQ, es llamada la sequnda variacion de la energia

éq.

El siguiente concepto nos ayudara a medir la estabilidad parcial de soluciones que no son
estables segin la definicién anterior.

Definicién 1.3 (Indice de Morse) Sea f € C'(R), n > 1 y sea Q un dominio de R™.
Una solucion u € C?(Q) de (1.1) tiene indice de Morse k > 1 si k es la mdzima dimensidn
de un subespacio Xy de CH(Q) tal que

Qu(p) <0 Vo e X\ {0}.
Escribimos k = ind(u).

Si una solucién u es estable, escribimos ind(u) := 0.
En el Capitulo 4 probaremos el siguiente Teorema.

Teorema 1.4 Sea () la bola unitaria en R? centrada en cero. Sean uy, uy € C%(Q) soluciones
distintas de (1.1) y uy es tal que para toda us se cumple

w <uy en
Entonces, uy es la inica solucion estable de (1.1).

Sorprendentemente, la estructura del conjunto de soluciones de (1.1) cambia dréstica-
mente dependiendo de la dimensién de R™ en la que nos encontremos.
A continuacién estudiaremos por separado los casos:

= dimensién uno,

dimensién dos,

= dimensiones de tres a nueve,

dimensiones mayores a diez.

El siguiente resultado nos caracteriza el conjunto de soluciones positivas en una dimen-
sién.
Teorema 1.5 FExiste \* > 0 tal que:

i) Para 0 < XA < X\, existen exactamente dos soluciones clasicas de (1.1). Una de ellas,
denotémosla por uy, es minima, y por ende estable. La otra solucion, denotémosla por
Uy, tiene indice de Morse 1. Ambas soluciones son positivas, incluso, estrictamente
positivas en (—1,1) y determinadas de forma inica por su valor en x = 0. Ademds, la
cuTva

(0,A%) = C*([=1,1]) x C*([~1,1]),
A= (U)\,U)\),



es suave'; y para toda v € (—1,1),

lim (uy(z), Ux(x)) = (0, +00),

A—0t

lim (UA(I'),U)\(.T)) = (u*(x),u*(:v)),

A= A*

donde u* € C?*([—1,1]) es la unica solucién de (1.1) para X\ = \* y la convergencia es
uniforme.

i1) Para A > \*, no existen soluciones de (1.1).

luxll L= (B)

'

A)k

Figura 1.1: Diagrama de bifurcacién del problema de Gelfand en dimensién n = 1. Esta
es la curva A — (ux(0),Ux(0)) = (|[ur|lL=(B), [[Ux||L(B)), donde la figura fue tomada de
[8, Figure 2.1]. Aqui vemos que no existen soluciones si A > \* y que existe una rama de
soluciones cuyo supremo tiende a infinito (es un fenémeno de explosién).

En el Capitulo 3 se prueba este teorema viendo que las soluciones son positivas, par,
decrecientes en (0, 1) y tnicamente determinadas por su valor en 0. Con esta informacién,
se encuentra una forma explicita para las soluciones y se demuestra que no hay soluciones
si A > A* una solucién si A = \* y dos soluciones si 0 < A < \*. Aunque en esta tesis
no hacemos una estimacién de en qué valor M*alcanzamos un maximo, en[10] se ve que
M* = 0,88.

!Una curva suave es una curva que es una funcién suave, donde la palabra curva’se interpreta en el
contexto de la geometria analitica. En particular, una curva suave es un mapa continuo f de un espacio

unidimensional a un espacio n—dimensional que en su dominio tiene derivadas continuas hasta un orden
deseado.




En el Capitulo 4 analizamos el caso n = 2 y se prueba el siguiente teorema.

Teorema 1.6 Sean n =2 y \* = 2. Entonces:

i)

i)

i)

Para 0 < X\ < \* existen exactamente dos soluciones, uy, Uy € C?*(B) para (1.1).
La solucion uy es minima, por ende estable, mientras que Uy es inestable. Ambas
soluctones son radiales y explicitamente dadas por

8b_ 8b.

S o 1.
A e 0= e (13)

ux(z) = In
donde by = —8_2’&2\;@, |z| € (0,1).

Para N\ = X\* existe una unica solucion dada por

4

W, para |.CI?| € (O, 1)

u(z) =In

Para X > \* no existen soluciones de (1.1).

||'if-,\||Lx-(B)
[

\*

Figura 1.2: Diagrama de bifurcacién del problema de Gelfand en dimension n = 2, donde la
figura fue tomada de [8, Figure 2.2]. Aqui vemos que la imagen es practicamente la misma
que en el caso n = 1, pues no existen soluciones si A > A*. Sin embargo, el perfil limite de
la curva superior es diferente al caso n = 1, pues Uy(r) converge a 4In(%) cuando A — 0,
donde r € (0,1) es la variable radial.

Para el caso n = 2, veremos que la solucién es positiva por el principio del maximo (Proposi-
cién 2.12), para ver que las soluciones son radiales, usaremos (sin demostracién) el resultado
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de Gidas, Ni y Nirenberg (Teorema 4.10), finalmente, empleando la condicién de frontera,

encontramos que no hay soluciones si A > \* = 2, que existe una solucién si A = \* y dos

soluciones si A < A*. Aunque los diagramas de bifurcacion de los casos n =1y n = 2 son

similares, es importante hacer notar que en el caso n = 1, cuando A — 0, la solucién U,

explota en cada punto x € (—1,1), mientras que en el caso n = 2, la solucién U, converge a

4ln% cuando A — 0. Para més informacién de estos hechos, ver el Lema 3.12 y el Lema 4.8.
En el Capitulo 5, analizaremos el caso 3 < n < 9 y probaremos el siguiente teorema.

Teorema 1.7 Sea 3 <n <9. Entonces existe \* > 2(n — 2) tal que

1. Para 0 < A < A\, A # 2(n — 2), eziste una cantidad finita de soluciones positivas
u € C?(B) de (1.1).

2. Dada cualquier k € N, eziste un e > 0 tal que para |\ —2(n—2)| < e, existen al menos
k soluciones.

3. Para A = 2(n — 2) existe una infinidad de soluciones.
4. Para A\ = \* existe una unica solucion.

5. Para A > \* no existen soluciones.

allulle=s)

-— = = - -

1 .

A

Figura 1.3: Diagrama de bifurcaciéon del problema de Gelfand en dimension 3 < n < 9,
donde la figura fue tomada de [8, Figure 2.3]. Aqui vemos que no existen soluciones si A > \*
y que conforme nos acercamos al valor de 2(n — 2) (la linea punteada en el centro) vamos
obteniendo cada vez mas soluciones, hasta que obtenemos una cantidad infinita de ellas.

Para el caso 3 < n < 9, argumentamos similarmente que el problema es equivalente a
su versién radial, y a su vez, vemos que es equivalente a una ecuacién diferencial ordinaria
(EDO), esto es posible gracias a la transformacién de Emden, que es un cambio de variables
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no lineal. Una vez hecho esto, analizamos el plano fase, que es una espiral alrededor del 0, y
gracias a este analisis encontramos multiplicidad en las soluciones conforme nos acercamos
al 0. Finalmente, vemos que si tenemos una solucion de la EDO, entonces también tenemos
una solucién de la EDP. En el diagrama de bifurcacién (Figura 1.3), vemos que conforme A
se acerca al valor 2(n — 2), vamos obteniendo cada vez mds soluciones.

Finalmente, en el Capitulo 6, analizaremos el caso n > 10 y probaremos el siguiente
teorema.

Teorema 1.8 Sean n > 10 y \* = 2(n — 2), la ecuacion (1.1) tiene una tnica solucion
u € C*(B) (que es estable) para 0 < X\ < \* y ninguna solucidn para X > \*.

allullz=(B)

-
|

= —— e e e e e e e e e e, _m—-—-—-—--

A

>

Figura 1.4: Diagrama de bifurcacion del problema de Gelfand en dimensiéon n > 10, donde
la figura fue tomada de [8, Figure 2.4]. Aqui vemos que no existen soluciones si A > \* y que
existe una unica solucion estable si A < \*.

En el caso n > 10, el procedimiento del andlisis es similar al caso anterior, pero cuando
analizamos el plano fase, resulta que el origen no es un atractor espiral de la EDO asociada,
por lo tanto no encontramos multiplicidad en las soluciones, sino una tnica solucién para cada
A < A*, ademads que la solucién es estable. Las soluciones tienden a la funcién u(r) = —21In |r|
cuando A — \* (ver Lema 6.9).

Una vez que ya hemos mostrado los diagramas de bifurcacion, cabe recalcar que la parte
mas baja de los diagramas es la rama estable de las soluciones, pues son las soluciones
minimas (ver el teorema 1.4 y la Definicién 2.8).

En resumen, el problema de Gelfand nos muestra como la estructura del conjunto de
soluciones puede cambiar drasticamente segiin la dimension. Las pruebas que presentamos en
esta tesis muestran que estos cambios se pueden entender y caracterizar con una combinacion

de herramientas de EDP y EDO.



Finalmente, mencionamos que el problema de Gelfand es un caso particular de una familia
mas general de ecuaciones del tipo

—Au = Af(u), en,
u=0, en S,
donde f € C'(R) es una funcién convexa no decreciente, A > 0y Q C R” es un dominio suave

y acotado. El analisis de estos problemas més generales es un campo activo de investigacion
en la actualidad y algunos resultados en esta direccién pueden consultarse en [8].



Capitulo 2

Notacion y resultados auxiliares

A continuacion presentaremos algunas definiciones y resultados que usaremos en esta
tesis.

Definicién 2.1 Denotamos por B(a, R) a la bola abierta en R™ con centro en a y radio R;
es decir, al conjunto

B(a,R):={ze€R : |z —a| < R}.

Posterioremente cuando hablemos de la bola abierta, escribiremos B en lugar de B(a, R).

Definicién 2.2 Un conjunto A en R" es abierto si A = int(A), donde int(A) es el conjunto
de todos los puntos x € R" tal que existe ¢ > 0, con la propiedad de que B(x,c) C A.

Definicién 2.3 Un conjunto conexo es un espacio topologico que no puede ser representado
como la union de dos o mds conjuntos abiertos no vacios y disjuntos.

Definicién 2.4 El laplaciano de u € C?*(QQ) se define como la traza de la matriz Hessiana
de w. En particular, si xy,...,x, de una funcion u denotan las coordenadas en una base
ortonormal de R™, entonces

0%u - 0%u

Ay = 22
" 03 Dz

Lema 2.5 Sean u: B(a,R) - R yu:[0,1) = R donde u(z) = u(|x|). El laplaciano radial
es

n—1

|z]

Au = i"(Ja]) + L (Ja]). (2.1)



Demostracién:
Sea |z| definido por

que representa la distancia euclidiana entre x e y. Notemos que para  =1,...,n,

0 1 i

&Ei 2 Zz 1I2 m,

de modo que,

Ug, () = (| |)| i

z: \ 2 1 2
S (—) T a(Je]) (—— )
2] EREE

Por consiguiente, al obtener las derivadas parciales de segundo orden hasta el indice : = n y
sumarlas, se sigue que

_ n 1 2
() o e, () = () ( ZI)W (12 Z(m‘w)
=1

~ 11 L - xQ ﬂ/ T E —’L~Ll x 113 332

= (al) (125 ) + e () = ) (h?) = al) + "L,

y asi,

U

Definicién 2.6 Sea I un intervalo abierto de R y E : I — R una funcion de clase C?.
Entonces tg € I es un punto critico estable de E si

E/<t0) =0 Yy E//(to) Z 0.
Definicién 2.7 Una funcién u € C*(Q) que satisface

Ae*, en ),
0, sobre O0f).

es llamada una subsolucion de (1.1). Similarmente, una funcion u € C%*(Q) que satisface
(1.1) pero con las desigualdades volteadas se llama una supersolucion de (1.1).

10



Para enunciar nuestros resultados principales introducimos la siguiente definicion.

Definicién 2.8 Una solucion umm(z) de (1.1) es una solucion minima de (1.1) si dada
cualquier otra solucion de (1.1) se satisface que upm(x) < u(x) para todo z € S).

Lema 2.9 (Principio débil del maximo) Sea u € C?*(Q)NC(Q) es tal que —Au >0 en
Q (—Au <0), entonces,

minu > min(—u"), (maxu < maxu'),
a o0 a 50
donde u™ = méx(u,0) y v~ = —min(u,0). Para ver una demostracion, ver por ejemplo el

Teorema 2 del capitulo 6.4 de [9]

Lema 2.10 (Lema de Hopf) Sea u € C*(Q) N CY Q) y supongamos que Au >0 en Q y
existe un xy € 082 tal que u(xy) > u(x) para todo x € . Supongamos también que §) satisface
la condicion de bola interior en xq, esto es, existe una bola abierta B C €2 con xy € 0B.

m Entonces
ou
ov

donde v es el vector normal exterior a B en xy.

(l‘o) > 0,

Demostracién:

1. Supongamos que B = B(0,r) para algin radio r > 0. Definimos
v(x) = e~ Nel? _ g
para z € B(0,7) y A > 0. Entonces,
—Av =— Z Vpro, = 26NN (n — 2M02).
i=1

Ahora consideramos la regién anular abierta R := B(0,7) — B(0, 5). Tenemos que
—Av <0 (2.2)
en R si A > 0 es suficientemente grande.

2. Como u(zg) > u(x), v es una funcién acotada, y dB(0, %) es un compacto, existe una

constante € > 0 tan pequena que i

u(wo) > u(zr) +ev(x), x€dB(0,5). (2.3)
Ademas, notamos que

u(zg) > u(z) +ev(z) € dB(0,r), (2.4)
pues v = 0 sobre 9B(0, 7).

11



3. Como —Au <0, de (2.2) vemos que
—A(u+ev—u(xg)) <0 en R,
y de (2.3) y (2.4) observamos que
u+ev—u(rg) <0 sobre OR.

Por el Lema 2.9, tenemos que u+ev —u(xg) < 0 en R. Pero u(xg) +cv(xg) —u(xg) = 0,

entonces
ou ov
%(1‘0) + 85(1'0) Z 0.
Por lo tanto,
%(xo) > —5%(%) = —;Vv(xo) cxo = 2Xere M >0,

como se pedia.

O
Para ver més informacién acerca del Lema anterior, ver por ejemplo [9], en donde se
mencionan los preeliminares para demostrarlo y ademas su utilidad para otros resultados.

Lema 2.11 (Principio fuerte del Maximo) Sea Q un dominio cualquiera de R", n > 1.
Sea u € C*(Q) que satisface

—Au>0 en,
u>0 en.

Entonces u > 0 en o bien u =0 en €.

Demostracion:

Supongamos por contradiccion que w se anula en algin punto en €2, mientras que el
conjunto O = {z € Q : u(x) > 0} es no vacio. Primero notamos que 9Q+ NQ # (). De otra
forma, escribiendo Q° = {z € Q : u(z) = 0}, deberfamos tener Q = QT LI Q" = QF L QO
contradiciendo el hecho de que €2 es conexo. Entonces, existe un punto z; € 00T N . Sea
d = d(z1,09) > 0y consideramos a € Q" tal que |a — x| < 4. En particular, d(a, 0Q) > 2.
Ahora, sea R = d(a,Q°) > 0, entonces B(a, R) C QF. Como R > |a — x1| < ¢, también
tenemos que B(a, R) C 2. Entonces, u(xy) = 0 para algin xy € 0B(a, R) (por lo tanto x, es
un minimo de u), mientras que u > 0 en B(a, R), por el Lema 2.10, tenemos que Vu(xg) # 0.
Esto contradice el hecho de que zy es un punto interior minimo de u. [l

yu,u € C*Q) una sub- y
en §, se sigue que U =T 0

Proposicién 2.12 Sean 2 un dominio acotado de R™, n
una supersolucion de (1.1), respectivamente. Entonces, si u
u<u en .

> 1
<u
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Demostracién:
Sea a = ||u)|co + ||7||co como e* es Lipschitz connstante sobre [—a, a] para K = 1, entonces

e’ — et > —(u—u). (2.5)
En particular, w := u — u resuelve

~Aw+Kw=¢€e"—e*+Kw>0 en,

2.6

w >0 sobre 0f). (26)

Por el Principio del Maximo, Lema 2.11, w =06 w > 0 en €. [l
Ahora, veremos por qué definimos la estabilidad como en la Definicion 1.1.

Definicién 2.13 Sea X un espacio de Banach de funciones, con norma || -||. Supongamos

que X contiene al espacio CH(Q) y sea & : X — R, un funcional. Un elemento u € X es
un minimizador local de & st existe tg > 0 tal que

Ga(u) < Salu+t) Yo eCi(Q) tal que ol <to.

Notese que, si u es el minimizador local de &y, donde &, : X — R definido para u € X por

1
a(u) = —/ (Vul? do — / et dx, (2.7)
2 Ja Q
entonces E alcanza un minimo local en t = 0, definido por

E(t) = &a(u+ ty). (2.8)

Lema 2.14 (Lema Fundamental del Célculo de las Variaciones) Si M,n € Cla,b] y
ademds n(a) = n(b) = 0. Entonces si

b
/ M(x)n(z)dz, para todo n € C*[a,b],

se sigue que M(x) =0 en [a,b].

Proposicién 2.15 Sea Q2 un dominio acotado con frontera suave' de R™, n > 1. Sea X =
C2(Q) = {u € C*Q) : u(z) = 0 para todo x € N} equipado con la norma || - 2@~ Sea
Sa : X — R definido por (2.7). Siu es un punto critico* de &, entonces u € C?(Q) es una
solucion de (1.1).

1Que la frontera sea suave significa que localmente se puede parametrizar como una funcién suave, ver
[9, Apendix C]
2En el sentido de Gateaux, ver [7, Definicién 9.19].
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Demostracion:
Consideramos un funcional de energia,

1
E(u) = —/ |Vul? — \e" dx
2 Ja
derivando (en el sentido de Gateaux, ver [7, Definicién 9.19]),
ENu)v = / VuVv — Ae'v dx
Q
para u € C*(Q), v € C(). Integrando por partes tenemos que
&' (u)v = /(—Au — Ae")vdx para todo v € C(Q),
Q

entonces, tenemos que v = 0 y por el Lema 2.14, v = 0 en €2; asi

—Au= X" en Q.

Teorema 2.16 (Teorema de convergencia dominada de Lebesgue.) Sean
[ fo R -5 RU{£o0}
funciones con las siguientes propiedades:
1. f, es integrable,
2. fu(x) = f(x) para casi todo punto x € R™,

3. existe una funcion integrable g : R™ — R U {400} tal que, para cada n € N, se cumple
que | fn(x)| < g(x) para casi todo punto x € R™.

Entonces f es integrable y

f= lim fn-
R’ﬂ

Rn n—00
Para mas informacion, ver [7].

Ahora, es natural definir estabilidad como en la Definiciéon 1.1. Notemos que

8,5/ |V(u—|—tgo)]2da::/2(Vu+t<,0)Vg0dx,
0 Q

0, / Ut dy = / e dr
0 0
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y por lo tanto

B(t) = < /Q V(u + o) Vo d — /Q eu+%dx).

Sea u un minimo local de &g, entonces Asi,

E(0) = </QVUV<pdx—/Qe“g0dx> 0

Ahora, calculando E”(0),

E(t) -~ E'(0) _ E'(t) _ Déaluttp) ¢
t t t

1 1
:—/VUV<pdx+/ \V@]Qdaz—/—e“itﬂpdm
tJa 0 ot

utte _ u
— [Wepdr- [ S,
Q Q

donde usamos que u es solucién de (1.1) por la Proposicién 2.15 y por ser un minimo local.
Tomando el limite cuando ¢ — 0 y por el Teorema 2.16,

E”(O):/Q]V<p|2d:c—/ge“g02daz. (2.9)

Veamos que (2.9) es no negativa.

Sabemos que E(0) < E(t) para t € (—&,¢), por ser un minimo local y también sabemos
que E'(0) = 0. Ahora, supongamos que esto implica que E”(0) < 0, entonces E'(t) < 0
para t € (0,¢), lo cual, significa que la funcién es decreciente y asi, E(t) < F(0) para todo
r € (0,¢), lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, E”(0) > 0.

Ahora, supongamos que una sub- y una supersolucién existen y ademads supongamos que
son distintas y son ordenadas: u < u en 2. Por la Proposicién 2.12 las desigualdades son
estrictas:

u<u, enf§. (2.10)

El siguiente resultado nos servird para caracterizar la estabilidad de algunas soluciones.
La demostracion es un poco técnica y larga, por lo que no la incluiremos en este trabajo,
pero se puede consultar en [8, Lemma 1.1.1].
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Capitulo 3

El problema de Gelfand
unidimensional

La ecuacién (1.1) paran =1 es

—u" = Xe" en (—1,1),

u(—1) =u(1) = 0. (3:1)

En este capitulo caracterizaremos el conjunto de soluciones de (3.1), estudiaremos sus propie-
dades de estabilidad y demostraremos el Teorema 1.5. Para ello, introducimos las siguientes
definiciones.

Definicién 3.1 El espacio de Sobolev H}(Q) estd dado por
Hy(Q) := (CEO(Q))H.”Hl

donde ||ullp = [, |Vul*dz, este espacio es la cerradura de C°(Q) en L* bajo la norma
| - [|g1. Para mas informacidn, ver por ejemplo [4].

Definicién 3.2 Sea u € C'(—1,1) una solucion de (3.1). La solucion u es estable si

1 1
Qulp) = / |©'|? do — / e'prdr >0 Vo€ CH—1,1). (3.2)
-1 -1

Observacion 3.3 Como CL(Q) es denso en H} () podemos tomar ¢ € H}(Q) en (3.2) (ver
Apéndice A).

Definicién 3.4 Sea f € C'(R) y sea (—1,1) C R. Una solucion u € C*(—1,1) de (3.1),
tiene indice de Morse k > 1 si k es la dimensidn mdzima de un subespacio Xy de C}(—1,1)
tal que

Qu(‘p) < 07 VSO € Xk \ {0}

Entonces escribimos ind(u) := k.
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Ahora enunciaremos algunas propiedades clasicas de las funciones propias de operadores
elipticos.

Proposicién 3.5 Sea u una solucion de (3.1), entonces existe una sucesion (Ag)gen, A\& —
oo cuando k — 0o, y una sucesion (pr)ren C Hy(Q) tal que

—go’k/ — Ae'or = A\, k€N

Ademds,

A= inf </ ©'|? do — / Aetip? dx) (3.3)
weH () el p2(q)=1 Q

/N2 _ e Qd
)\k:l’nf{fglgp| Jo e lp H () \ {0} tal que

fQ 0?2 dx

/(pgojdx:() ‘v’jzl,...,k—l}.
9)

Para mas informacion, ver [3, Proposition 3.3].

Lema 3.6 Sea u € C*(Q)NC°Q). Si (pr)_; € HL(Q) es una sucesion que es linealmente
independiente en Hg(Q)) y Qu(pr) < 0 para todo k =1, ..., N, entonces existe () C CHQ),
conl <k < N;tal que Q,(vr) < O0parak =1,...,N y(¢p)i_, es linecalmente independiente.

Demostracién:
Demostraremos que existe € > 0 tal que, si ¥ € B.(p;) C Hg(Q) entonces Q, () < 0.
Sabemos que

Qulpi) = / i — Aep? dx < 0 para todoi=1,...,n.
Q

Por definicién, C°(£2) es denso en HJ(£2). Entonces existe una sucesién (¢},) € C°() tal que
164 =1l ma ) — 0 cuando N — oo. En el Apéndice A vemos que limy o Qu(¢}) = Qu(thr).
Entonces, pasando a una subsucesion, Q,(¢;) < 0 para todo k € N.

Ahora la sucesion (¢ )reny C CH(Q) tal que Q, () < 0y que sea linealmente independien-
te se puede encontrar por un proceso estandar de ortogonalizacion, es decir, inductivamente,
tomemos ¥ := ¢} y supongamos que ya hemos construido a los elementos ¢y, ..., 1; para
alguna ¢ € N, Entonces tomamos

Yip1 € Be(pis1) NCE(Q) N (¢, .., i)t # 0
La sucesién ()%, cumple con las propiedades deseadas. 0

Proposicién 3.7 Sea u € C*(—1,1) una solucion de (3.1). Entonces u tiene indice de
Morse finito. Mas ain, k = ind(u) si y sélo si el operador linealizado Ly = —¢" — Xe'¢
(con condiciones de frontera de Dirichlet) tiene exactamente k valores propios negativos.
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Demostracion:

El indice de Morse es finito, gracias a que los operadores elipticos tienen un espectro
discreto que tiende a infinito, es decir, todos sus valores propios son una sucesiéon A\; < Ay <
o< A <oy Ay — oo cuando n — oo, ver [9, Sec. 6.5.1 y 6.5.2]. Por lo tanto sélo un
numero finito de valores propios pueden ser negativos.

Sélo tenemos que probar que el indice de Morse k es igual al ntimero k de valores pro-
pios negativos del operador linealizado (el cual es finito por la teorfa clasica de operadores
elipticos, ver [9]). Probaremos dos desigualdades para obtener la igualdad.

Paso 1. k < k.

Si k = 0, entonces —¢” = Ae“p tiene 0 valores propios negativos, y queremos probar
que ind(u) > k = 0. Sea ind(u) = k; la dimensién méxima de un subespacio X, tal
que Qu(p) < 0 para todo ¢ € Xj, \ {0}. Procedemos por contradiccién, si k; > 0
entonces existe un subespacio Xy, tal que @, (¢) < 0 para todo ¢ € Xy, \ {0} y por la
Proposicién 3.5 hay contradiccion, pues

0< )\ = inf Qulp) < inf  Qulp) <0.
PEHG(—1,1), [lell=1 PEX sy, llell=1

Por lo tanto, k; =0 = k.

Si k = 1 entonces para cualquier ¢ € X; \ {0}, Qu(¥) < 0. En particular, \; =
A (—u" — Xe"; (—1,1)) < 0, pues Ay esta dado por (3.3). Luego k < k en este caso.

Si k > 2, el k-ésimo valor propio Ay = Ap(—u” — Ae*; (—1,1)) del operador linealizado
estd dado por (3.4), donde las funciones ¢;, 7 =1,...,k — 1 son los vectores propios li-
nealmente independientes asociados a los valores propios A; < A (repetidos de acuerdo
a su multiplicidad geométrica). Consideramos la funcién lineal A : X, — R*~! definida

para ¢ € X}, por
1 1
Ap = (/ Pp1 d:c,-.-,/ PPr-1 da:)- (3.5)
-1 —1

Como X es k-dimensional, el nicleo de A es no trivial. En efecto, recordando la
definicion de ntcleo,

KerA ={z € X}, : Az = 0},

como A es lineal, si el nicleo fuera trivial, entonces A seria inyectiva, pero eso significa
que el dominio tendria mayor dimensién que el codominio, lo cual no es posible.
Entonces existe ¢ € X \ {0} tal que fjl Ppjdr =0 paratodo j=1,....,k—1.
Ahora, existe p € X}, tal que f_ll pp; = 0 para todo j =1, ...,k — 1, recordando que

, JL e = [1 det? da
)\k — ‘lnf 1
PEHE(—1,1),[ @,p;=0,j=1,....k—1 [ p?du

S12 oy w2 ~
SfIVsOI A" Qul@) _

J# e

Por lo tanto, Ax < 0.
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Paso 2. Usando la notacién del Paso 1, Q,(¢;) < 0 para todo j = 1,.., k. Por el
Lema 3.6, como ¢; € Hj(—1,1), existe 1; € Cl(—1,1) tal que Qu(¢;) < 0 para
j=1,....k y (¢;) son linecalmente independientes. Entonces ind(u) > k.

O
El siguiente resultado es consecuencia del principio del maximo, pero daremos una prueba
independiente porque en dimensiéon uno es mas sencillo.

Lema 3.8 Sea u € C*((—1,1)) N C([-1,1]) tal que —u" > 0 en (—1,1). Entonces u no
puede alcanzar un minimo en un punto interior.

Demostracion:
Por contradiccién, supongamos que existe zp € (—1, 1) tal que

W(zg) =0 vy u(xg) < [11111'% u. (3.6)

Por (3.6), u”(z9) > 0. Pero esto contradice la hipétesis de que —u” > 0 en (—1,1). Por lo
tanto v no tiene minimos en puntos interiores. O]

Lema 3.9 Sean uy > 0 y A > 0 tales que

1.

uo 1
/ dt =
0 \/2A(ewo —et)

Entonces existe una funcién par u € C*(—1,1) con u(r) < uy para todo r € [—1,1] tal que

ug 1
/ dt =71 parar e (0,1).
u(r) /2 (et — et)

Demostracion:
Consideremos a la funcién F' : (0,1) x (0,u9) — R dada por

dt —r,

uo 1
F(r,u) ::/
u A\ 2A(et0 —et)
donde F(r,u) € C'. Notemos que F(1,0) =0y que

1
Fu(ru) = — D #0 en (0,1) x (0,up).

El teorema de la funcién implicita nos garantiza la existencia de ¢ € (0, 1] tal que (0,¢] C

(0,ug), pues es en donde F(r,u) esté definida; y de una funcién v € C?(0, €] tal que u(0,¢] C
(Ov uO) y

F(ryu(r)) =0 parar € (0,¢].
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es decir,

ug 1
dt =r parar e (0,¢],
u(r) \/2A(et0 — et)

y por lo tanto u(0) = g, y para u(r) < ug tenemos que

u'(r) = —\/2)\(6“0 —eun) <0 parare (0,¢].

En particular, u es decreciente en (0,¢] y «/(0) = 0. Luego, por el teorema de existencia y
unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias, el problema

v'(r) —\/2)\(6“0 — ') parar > e,

v(e) =

tiene solucién global v € C?[e, 00), ya que v estd localmente acotada. En efecto, como v es
solucion, es punto fijo del operador

u(e) < ug

u(r) = () — /: \/2)\(6“0 — ev),

entonces

lo(r)] = |u(e) — / \/2)\(6“0 — e < |u(e)] +ry/2M\(e™), 1 >e.
Si definimos u(r) := v(r) para r > €y u(r) := u(—r) para r < 0 y ademéas u'(0) = 0,
entonces u es la funcion buscada. OJ

Lema 3.10 Cada solucion de (3.1) es positiva, par, radialmente decreciente y caracterizada
por ug = u(0).

Demostracién:

Sea u una solucién de (3.1). Dado que A > 0y e* > 0, entonces —u” > 0 en (—1,1). Por
el Lema 3.8, u no puede alcanzar un punto interior minimo. En particular, u > 0 en (—1,1).
Demostraremos que u es par. Procedemos por contradiccion, supongamos que u alcanza su
méximo en algin zg € (—1,1) \ {0}. Sin pérdida de generalidad, consideremos xy € (0, 1).
Definimos v(t) = u(zg +t) y 0(t) = u(zo — t), v(t) y 0(t) satisfacen la ecuacién (3.1), con
condiciones iniciales v(0) = u(xo) y v'(0) = 0. Asi, escribiendo las ecuaciones

—"(t) = u" (20 + t) = A" = \e?,
v(0) = u(wo),
v'(0) =0,
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@(0> - u(.f(]()),
7(0) =0

notamos que ambas funciones satisfacen la misma ecuacién, asi, por el teorema de existencia
y unicidad, v = 0. En particular, u(2z9—1) = u(1) = 0, pero xp € (0,1) y —1 < 2z7—1 < 1,
contradiciendo el hecho de que u > 0 en (—1, 1). Entonces u alcanza su tinico punto méximo
en 0. Por lo tanto, u es par.

Ahora veremos que u es radialmente decreciente; es decir, v'(r) < 0 para r € (0,1). Sabemos
que —u” >0y u > 0, entonces,

0< /07“0 —u"(s)ds = —(u'(rg) — u'(0)) = —u'(r9),

entonces u/(rg) < 0. Asi, u es radialmente decreciente.
Ahora, multiplicando (3.1) por «’

—u"u’ = Xe"u/,
e integrando entre 0 y r € (0,1)
/ —u"(s)u'(s) ds :/ e/ (5) ds.
0 0

Como u” es la derivada de u', entonces la ecuacién anterior es equivalente a

1 "d / 2 _ " d u(s)
2/0 ds(u (s)) ds-/o ds()\e )ds,

y por lo tanto, como «'(0) = 0 por paridad,

u/Q(T’)
2

= \e"") — ") parar € (0,1), (3.7)

donde up = u(0), que puede ser reescrita como

B u'(r)
V2 (evo — eu()

=1 parare(0,1).

Integrando una vez mas entre 0 y 1,

dr=1 parar e (0,1). (3.8)

B /1 UI(T‘)
0 \/2\(ewo — eul)
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Consideramos el cambio de variable u(r) = t, asi, v'(r)dr = dt. Recordemos que el intervalo
en el que trabajamos es (—1,1) y como tenemos un méaximo en uy = u(0) (por paridad y
monotonia); entonces (3.8) es equivalente a

uo 1
/ dt =1 (3.9)
0 2A(ew —¢t)
Asi, se sigue que cada solucion de (3.1) satisface (3.9).
Por el Lema 3.9, sabemos que dada la ecuacién (3.9), existe una funcién par tal que
/ dt =r parar € (0,1), (3.10)
u(r) \/2A(e" — €f)

y ademaés, resuelve (3.1) por el Lema 3.11. Dicho esto, ahora sabemos que las soluciones de
la ecuacion (3.1) existen. Ahora veremos que dado uy > 0 existe s6lo una solucién de (3.1)
que satisface u(0) = g, para ver que son tnicas, supongamos que u; y g son soluciones de

(3.1), entonces satisfacen
uQ uo
/ h(t) dt :/ h(t) dt,
uy(r) ua(r)

con h(t) = +) dt, asi,

2X\(e%0 —et

ug ug uQ uz(r) uz(r)
O:/‘h®ﬁ—/ h@ﬁ:/ h@m+/ h@ﬁ:/ ht) dt
w1 (r) us(r) u (1) ug u (r)

para toda r € (0,1), como la integral es igual a 0 y h(t) > 0 para t € (uy(r),us(r))
necesariamente tenemos que

ur(r) = ug(r) parar € (0,1).

Por lo tanto, cada solucién u de (3.1) es positiva, par, radialmente decreciente y caracteri-
zadas por u(0) = uo. O

Lema 3.11 Las funciones definidas por (3.10) y (3.9) resuelven (3.1).

Demostracién:
Sea w una funcién definida por (3.9) y (3.10), entonces

uo 1
/ dt=1
0 2)\(evo — et)

uo 1
/ dt =r parar € (0,1);
u(r) /2 (€m0 —et)
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derivando, por regla de la cadena,

u'(r)

- V2 (et — eulr)

=1 parare(0,1),

en particular, u'(r) # 0 para r € (0, 1). Entonces,

(u’(’r’))2 _ )\(eu(r) . euo)

5 para r € (0,1),

por lo tanto,

" 1 ["d
| s s =5 [ ) as
T d T
:/ —[A(e"®) — e"0)] ds :/ ey (s) ds,
o ds 0
asi,
/ —u"u" — e’ ds =0 para todo r € (0,1)
0
y entonces

—u"u = Ne"u en (0,7),
finalmente, cancelando u’ # 0 de ambos lados,
—u" = Ne" en (0,r).

Finalmente, notemos que

uo 1 uo 1
/ dt =1 = / dt,
u(1) \/2A(e"0 — ef) 0 \/2M\(ew — ¢t

es decir

uo 1
[
u(1) v/ 2 (et — et)

Como el integrando es estrictamente positivo, tenemos que u(1) = 0, es decir, u satisface las
condiciones de frontera de Dirichlet. O]

Lema 3.12 Sea \* > 0, para cada A € (0, \*), existen exactamente dos soluciones de (3.1),

digamos uy y Uy. Si X = \* entonces existe exactamente una solucion, digamos u*. Si A > \*
entonces la ecuacion (3.1) no tiene soluciones.
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Demostracion:
De acuerdo al Lema 3.10, tenemos que existe una solucién tal que u(0) = uy > 0 si la
ecuacién (3.9) se cumple, es decir, si

uQ 1
/ dt =1, X>0,uy>0.
0 2)(

eto — et)

Entonces

uo 1
—dt =2\ 3.11
| = Ay

Sea I : (0,00) — R dada por

ug 1

Haciendo el cambio de variable s = €' y ds = e'dt

e'o 1
I = —ds.
(uo) /1 o — 5 S

Ahora, hacemos el cambio de variable p = e"9 — s y dp = —ds, obteniendo
0 e'0—1
1 1
I(uo):/ ——dp= —dp.
evo—1 y/P(P — €"0) o /ple® —p)
Finalmente, hacemos el cambio de variable w = \/p y dw = ﬁz’) dp, de donde se sigue
Vem—1 4
I =2 — dw.
(uo) /0 R R
Factorizando —e"® e integrando
Ve =1 1
I(up) = 2" / ———— dw,
0 1 —ewow
integrando,
Vet —1 1 w w Veto—1
I(ug) =2e"° / ———— dw=2e""e2 tan ! <e_ 2 w)
0 1 —e wow 0
= 2¢ % tan (e P Vew — 1).
Notemos que
lim I(ug) =0= lim I(up). (3.12)

ug—0 Uo—r00
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Figura 3.1: Gréafica de I(ug).

Como [ es una funcion continua y positiva y por la forma de la funcion, I alcanza su
maximo en un numero finito M* € (0,00) (a este nimero se le conoce como el pardmetro
de Frank-Kamenetskii [10], M* ~ 0,8785). Esto implica, por (3.11), que A no puede ser
arbitrariamente grande.

Ademas, por los limites (3.12) y por (3.11) notamos que A — 0 si y sélo si ug — 0 o bien
Uug — OQ.

Por lo tanto, la funcién uy — I(ug) no es inyectiva. De hecho, para cada v2\ = ¢ €
(0, M*) la ecuacién I(ug) = c tiene exactamente dos soluciones que denotamos por uy y Uy.
Esto se sigue de la forma particular del funcional I, sin embargo no es sencillo calcularlo
directamente. En esta tesis simplemente lo justificaremos a partir de la grafica en la Figura
3.1.

En particular,

lim u, (0) = 0, lim U, (0) = 0.

A—0 A—0

Ademsds, en el punto maximo M* se obtiene s6lo una solucién u} y no hay soluciones si

V2N > M*.

Notemos que, para r € (0,1), el limite
ux(0) 1

lim dt =r
A0 Juy )/ 2A(et — et)

implica que

Ii =0.
g, walr)

Por otro lado ,

Ux(0) 1
lim dt =r
A=0 ) A/ 2A(evo — et)




implica que

lim U,(r) = oo.

A—01

Cabe recalcar que la Figura 3.1 es la grafica asociada al funcional I(ug), mientras que la

Figura 1.1 es el diagrama de bifurcacién de la ecuacién (3.1)
O

Lema 3.13 Cualquier solucion u de (3.1) es estable fuera del conjunto compacto K = {0}
para cualquier \; es decir, si p € CH(—=1,1)\ {0}) entonces

Qulp) > 0.

Demostracion:
Basta probar que

Qu(¢) >0, para cada ¢ € CL(0,1).

Por el Lema 3.10, v/(r) < 0, con r € (0,1). Sea » € C}((0,1)) y sea ¢ = ¢/u’. Notemos que
o(r) =4/ (r)¢(r), donde ¢ € C1(0,1), asi, partiendo de (3.2)

/\90!26# /f
B /O ((d(u Gl r>>) e WM)Q) i

= [P0 + 2 ol (0 )+ W) )
= AW (1)) dr,
= [ R + W) = e 1))

Falta ver que Q,(¢) > 0. Ahora, derivando la ecuacion (3.1), obtenemos —u" () = A"/ (r)
por regularidad eliptica. Multiplicando por u'(r)1?(r) e integrando, se sigue que

/0 ) (P ()Y = / A ()l () (r)? dr,

integrando por partes el lado izquierdo,

/0 W () (Wl (P ()Y dr = A / 0 ()P dr > 0.

Notamos que dos de los términos anteriores aparecen en @, (), entonces, revisando el dltimo
término que nos falta, finalmente obtenemos que

Qulie) = / /(1) (&/ () dr > 0.

Por lo tanto, Q,(¢) > 0, es decir, u es estable (Definicién 3.2). O
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Lema 3.14 U,(r) tiene indice de Morse 1, donde Ux(r) es una de las dos soluciones para

(
A€ (0,\*) de (3.1), conr € (0,1).

Demostracion:

Por el Lema 3.12, sabemos que para 0 < A < A\* hay dos soluciones, y por el Lema 3.10,
son positivas. Entonces por el Teorema 1.4, hay dos soluciones tales que 0 < uy(r) < Ux(r),
por la Proposicién 2.12, 0 < uy(r) < Ux(r) y asi, Ux(r) debe tener un indice de Morse no
cero, con 1 € (0,1).

Ahora, supongamos que Uy (r) tiene indice de Morse al menos 2.

Dado que queremos que se satisfaga la Definicién 3.4, y como tiene dimensién al menos 2,
podemos tomar 1,y € C!(—1,1) tales que generan al espacio X}, tomamos una direccién
Y € CH—1,1) tal que Qu,(¥) < 0. Por el Lema 3.13 (y por un argumento estandar de
densidad) tenemos que Qy, (¢) > 0 para cada p € C}(—1,1) tal que ¢(0) = 0. En particular,
¥(0) # 0, y s.p.g. supongamos que 1(0) = 1. Ahora, tomamos cualquier p € C!(—1,1), asi,
para cualquier ¢ podemos construir @ tal que ¢ = ¢ — ¢(0)1).

Como 1 € X, entonces podemos suponer que hay otra funcién ¢ € X que es linealmente
independiente de . Como ¢ € X y tiene al menos dimension 2, entonces en X hay al
menos una ¢ que es linealmente independiente de . Sabemos que Qu, (w) < 0 para todo
w € X v Xi es un subespacio vectorial, entonces, en particular, ¥ + ap estd en X para
todo a € R; es decir, Qu, (¥ + ap) < 0 por hipdtesis, pero si tomamos o = ¢(0), ya vimos
en el Lema 3.14 que Qu, (v + ap) > 0, por lo que llegamos a una contradiccién.

Por lo tanto, Uy(r) tiene indice de Morse 1. O

Ahora demostraremos el resultado principal de esta seccién.

Demostracion del Teorema 1.5 : Por el Lema 3.12, hay dos soluciones para 0 < A < \*,
las soluciones son uy(r) y Ux(r), con r € (—1,1), ux(r) es minima por el Teorema 1.4 y
estable por el Lema 3.13 y el Teorema 1.4. Uy tiene indice de Morse por el Lema 3.14. Ambas
soluciones son positivas, incluso, estrictamente positivas en (0, 1), y inicamente determinadas
por su valor en r = 0 por el Lema 3.10.
Para ver los comportamientos de las soluciones conforme se aproximan a 0* o a \*, vemos el
Lema 3.12 y la Figura 1.1. La no existencia de soluciones si A > \* se sigue de el Lema 3.12.
O

Podemos ver el diagrama de bifurcacion para el problema de Gelfand en el caso n = 1
en la Figura 1.1.
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Capitulo 4

El problema de Gelfand bidimensional

En dimensién n = 2, la ecuacion (1.1) es

—Au(z)

A en B, (4.1)
u(z) =0, '

0 sobre B.

En este capitulo caracterizaremos el conjunto de soluciones de (4.1), estudiaremos sus pro-
piedades de estabilidad y demostraremos el resultado principal con el Teorema 4.9.

Soluciones radiales

El siguiente resultado nos da la unicidad de soluciones estables.

Proposicion 4.1 Sea B C_Rz la bola unitaria y sea X = A\ (—A; B) el valor propio principal
de (4.1). Sean uy,uy € C*(B) dos soluciones estables de (4.1). Entonces u; = us.

Demostracién:
Sean u; y ug dos soluciones estables de (4.1). Entonces w = uy — uy resuelve

—Aw = e — \e™ en B.

Multiplicando la anterior igualdad por w™ := max{w, 0}, la parte positiva de w, e integrando
por partes obtenemos

/ |VwT|? de = )\/ (" —e"w, du.
B B

Como uy es estable, entonces tenemos
/ Vw™|* dz > )\/ e"2(wh)? dz,
B B
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por lo tanto
)\/ (e —e" — e wh)wh dr > 0.
B

Por convexidad, el integrando en la desigualdad anterior es no positiva. Como Ae" es estric-
tamente convexa, deducimos que w, = 0, esto es, uy > u;. La otra desigualdad es obtenida
cambiando los roles de u; y us. ]

Lema 4.2 Sea Q un subconjunto de R™ conn > 1 y sea f := e* € C(Q). Una solucion
u € C?(Q) de (4.1) es estable si y solo si existe v € C?*(Q) tal que v >0 en Q y tenemos que
se satisface

—Av—=Xe"v >0 en (4.2)

Demostracion:
Supongamos que existe al menos una v € C?(£2) tal que v > 0 en 2 y tenemos que satisface
(4.2). Consideramos ¢ € C}(€2) y multiplicamos (4.2) por %2:
2

0< /(—Av — /\e“v)Si dx
QO (%

o?
= / (VU V= — )\e“g02> dx
9) v

2
S—/%|VU|2dx+2/fVU~Vg0dx—/)\e”g02dx
Qv Qv Q

§/|Vgp]2da:—/)\e“g02dx,
0 Q

donde usamos la desigualdad de Young en la ultima desigualdad. Por lo tanto, la desigualdad
(4.2) queda demostrada. O
Ahora demostraremos el Teorema 1.4 enunciada en la Introduccién.

Demostraciéon del Teorema 1.4 : Sea w = uy — u; # 0. Entonces w > 0 en B y usando
convexidad,

—Aw = Ae"™ — X"t > Ne“w, en B.

Por el principio fuerte del maximo, Lema 2.11, w > 0 en B, por lo tanto, u; es estable por
el Lema 4.2. Por la Proposicién 4.1, u; es la tinica soluciéon estable de

—Au = Xe", en B,
u =0, sobre 0B.
O

Lema 4.3 Sea n > 1. Para cada o > 0 existe a lo mds una solucion radial y positiva del
problema

—Au = )Ne" en B, u=0 sobre 0B, u(0) = a. (4.3)
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Demostracion:
Sea o > 0. Por contradiccion, supongamos que existen dos soluciones distintas radiales y
positivas u; y ug de (4.3). Sean

w(z) = ui(x) —us(x), z € B,
& :=mf{x € (0,1) : w(x) # 0},
& =sup{zo € (&1,1) : w(x) # 0 para todo = € (&1, x0)}-

Entonces 0 < & < & <1y w # 0 en (&,&). Sin pérdida de generalidad, supongamos que
w > 0en (&,&). Entonces

—Aw = A" —€e") >0 en B (0), w =0 sobre 0B, (0).

Ademds w > 0 en B, (0) y w # 0 en Bg,(0). Entonces, por el principio fuerte del méaximo,
tenemos que w > 0 en B, (0). Pero esto contradice que w(0) = u1(0) —u2(0) = a—a = 0. O

Lema 4.4 Sea A > 0. Funciones de la forma

8b

m para CLZgU/,TL b >0 (44)

u(r) =1In

son soluciones de la ecuacion
" 1 / u
—(u" + —u') = Ne".
r

Mas atin, las unicas soluciones radiales y positivas de (4.1) estan dadas por

8 Ux(z) :=1n 8
(L Xb_[z2)27 7 (14 Ay [2]2)?

donde r € (0,1), by = % 3\;3‘1_:)’2)‘ y A € (0,2]. En particular, si X\ > 2, entonces el

problema (4.1) no tiene solucion.

ux(z) :=1In (4.5)

Demostracion:
Para verificar que las funciones de la forma (4.4) son soluciones, simplemente derivamos
u con respecto a r y sustituimos; es decir,

0= 5 [ ()|
(A2 +1)2 d { 8b }

8b  dr | (bAr?+1)?
8- & |G| - (A 4+ 1)2
8

| =

= (=2)(bA? +1)73 . r[b)\rQ + 1] - (bAr? 4 1)?
2(bX-E[r?]+ 1)) 2(bA2r)  4bAr

bAr2 + 1 Tl 1 b2+l

O




d%[u/(r)] _ d%{ 4D r }

S bAr2 +1
d r
ST Wi A
dr {b/\r2 + 11
TS d%[r] (A +1) =1 %[b)\r2 +1]
N (bAr? +1)2

ADA(L (DA% + 1) — (DA - L[r?] + L[1])r)
B (bAr2 +1)2

ADA(bAr? — (DA2r)r + 1) 4bA(1 — bAr?)
a (DAr2 +1)2 T (1)

Asi, en la ecuacién (2.1), obtenemos que

) = Ly = BALBN) 1 e AL )
r (14 bAr2)? r(bAr2 4+ 1) (14 bAr2)? (bAr2 +1)
ADA(L — DARR) + ADA(L 4 bAr?) DA — ADPA2? 4 4D + AB2AZ2
B (bAr2 +1)2 B (14 bAr2)?

8bA

8b
— — )\eln (1+Abr2)2 — Ae“(T)‘

(1 4+ \br2)?

Por lo tanto, las funciones de la forma (4.5) son soluciones de la ecuacién (2.1). Para encontrar
una solucién al problema con condiciones de frontera (4.1), necesitamos verificar que u(1) =
0. Probaremos que esto ocurre si y sélo si A € (0,2] y b=0b_ 6 by, donde

8 — 2\ £ 64 — 32\

by = 2 (4.6)
Notemos que, si
8b
u(l) =1In (FSVE =0,

entonces

0 8b

(1+Ab)%’

y luego

8b = (1+Ab)* = 1+ 2)\b + \2?,

lo cual se cumple si y sélo si b = by y A € (0,2]. Notemos que las soluciones uy y Uy son
positivas (ya sea por el Lema 2.11 o por un célculo directo). Finalmente, la unicidad de
soluciones (y la no existencia de soluciones para A > 2) queda garantizada por el Lema 4.3.
OJ
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Lema 4.5 Sea \* = 2. La funcion

(4.7)
es solucion de la ecuacion (2.1) en A = A\*.

Demostracion:

Para verificar que la funcién (4.7) es soluciéon de (2.1), simplemente derivamos u con
respecto a r y sustituimos; es decir,

4% [m] (1 —+ T2)2

4
d
=-2(1+7r*73. 5[1 + 72 (1 4 r%)?
2(2r) 4r

142 142

e P

_ _4%[7’](1 +72) — 11 4 r?]
(1+7r2)2
Arr =22 +1) 41 —r?)
B (1+7r2)2 (1472)2

Asi, en la ecuacién (2.1), obtenemos que

1 4(1 —r? 1 4 4(1 — 2* 4(1 2
)y A=) 1 a1 a0es?)
r (1+72)2  rl1+r2 (1—-22)2 (1+22)?
Al -2t +4(1+2?) 4 —4da? 44+ da?
B (1+22)2 B (1+ 22)?
8 In—8
= — = 2 (1+$2)2 g >\* u(r)
(1+22)2 ‘ ‘
Asi, la funcién (4.7) es solucién de (2.1) si A\* = 2. O

Observacion 4.6 El Lema 4.4 nos da una formula explicita para las soluciones, pero no nos
dice como fue la deduccion de las mismas. A continuacion daremos una breve explicacion de
como se podrian obtener las formulas siguiendo las ideas en [13]. La ecuacion para v = u(r),

(ru') + Are" =0 para r>0 y 4'(0)=0,
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es integrable. Esto es, de los cambios de variables
u(r)=wv(s)—2s y r=¢e€’,

tenemos que

Integrando,

8  (Ce* 8 C

CTACexrr1z 7 S TR

De aqui, las soluciones dadas en el lema se siguen. Para mas detalles, ver [13].

Observaciéon 4.7 El indice de Morse de la solucion Uy, se puede calcular, véase por ejemplo
Teorema 1.1 de [16]

Lema 4.8 La solucion Ux(r) dada por (4.5) converge uniformemente a 4ln% cuando A — 0.

Demostracién:
Sustituyendo el valor de by en (4.5),

4= +v/16—8X

Ux(r) :==In RS == n

tomando el limite cuando A — 0,

4 — V16 —
lim Uy(r) = In (lim B =+ VI6 — 8% )

A—0 A—0 /\2(1 + 4—>\+\//\16—8/\T2)2

. ( 1m0 8(4 — A + /16 — 8X) )

1 4 4AHVI6—8A \;16—8/\702)2

im0 A2(

1 1
r T

Ahora demostraremos el teorema principal de esta seccion.

Teorema 4.9 Sea \* = 2. Entonces,
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s Para 0 < X\ < X\, ezisten exactamente dos soluciones, uy(r), Ux(r) € C*(B) para
(4.1). La solucion uy(r) es minima, por ende estable, mientras que Uy(r) es inestable
(i.e. no es estable). Ambas soluciones son radiales y explicitamente dadas por

8b_ 8b.

() =g —as O =hgx—

(4.8)

donde by = 322232 1 2 (), 1),

s Para A = \*, entonces existe una unica solucion dada por

4

m, para r € (0,1)

u(r) =In

= Para A\ > \*, no eziste una solucién u(r) € C*(B) de (4.1).

Demostracién:
Por los Lemas 4.4 y 4.5, las funciones de la forma (4.5) son soluciones radiales del problema
(4.1). Por el Lema 4.4, u(1) = 0 si y sélo si b = b_ 6 b, entonces:

= si 64 — 32\ > 0; es decir, 0 < A < A\* = 2, tenemos dos soluciones para la ecuacién
(4.5) dadas por

8b_ 8b,

:1 —_— :1 -
) =g e D0 =gy

donde by = S=2AEVHIZIA 1y 2 (), ).

» Si 64 — 32\ = 0; es decir, A = \* = 2, tenemos una solucién de la ecuacién (4.5) dada
por

4

u(r) =1In s e

para r € (0,1).

= Si 64 — 32\ < 0; es decir, A > \*, no tenemos soluciones de la ecuacién (4.5), pues
nuestras soluciones estarian en C, pero nuestra ecuacion es real.

Cuando A < A* tenemos dos soluciones, uy y Uy; y por el Teorema 1.4, sabemos que u(r)
es minima y por ende estable. Por el Lema 4.3, existe a lo mas una solucion radial y positiva
del problema (4.3) para algin b € R, donde b esta dado por (4.6). Como las soluciones deben
de satisfacer la condicién de frontera u(1) = 0, tenemos que

8b = (1 + \b)%.

Esta ecuacion es cuadratica en b, y tiene respectivamente 2, 1 6 0 soluciones si A < \*,
A=\ vy A > \* respectivamente. (]
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Soluciones positivas
Enunciemos el siguiente teorema, para mas informacién, ver [11].

Teorema 4.10 (Gidas-Ni-Nirenberg.) Sea u € C?(B) solucion de (1.1) yu > 0 en B.
Entonces

1. u(z) = U(|z|) es radialmente simétrica; y
2. u es estrictamente decreciente en el sentido de que U'(r) < 0 para 0 < r < R.

La demostracion del teorema principal de la seccion para soluciones positivas es un corolario
de los Teoremas 4.9 y 4.10.

Demostracion del Teorema 1.6 : Por el Teorema 4.10, toda solucién positiva es radial-
mente simétrica, el resto de la demostracion se sigue por el Teorema 4.9. 0

El diagrama de bifurcacion para el problema de Gelfand en el caso n = 2 se puede ver
en la Figura 1.2.
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Capitulo 5

El problema de Gelfand para 3 <n <9

En dimensiones 3 < n <9, la ecuacién (1.1) es

—Au(z) = SQU(I)’ en B, (5.1)

u(z) = sobre 0B.
Dado que las soluciones del problema de Gelfand son positivas, por el Teorema 7?7 sélo nos
dedicaremos a estudiar las soluciones radiales. En este capitulo caracterizaremos el conjun-

to de soluciones de (5.1), estudiaremos sus propiedades de estabilidad y demostraremos el
resultado principal con el Teorema 5.14.

Soluciones radiales
Veremos algunos lemas previos a la demostracién del teorema principal de la seccion.

Definiciéon 5.1 Dada f : D C R x R" — R", decimos que f(t,x) es Lipschitz continua
localmente con respecto a x en D si para cada (tg,a) € D existe L y un conjunto producto
I XU que contiene a (tg,a) en su interior tal que f(t,-) restringida a U es Lipschitz continua
localmente con constante de Lipschitz L para cada t € L.

Teorema 5.2 (Intervalo maximo de existencia.) Sea D un subconjunto abierto de R x
R"™, (tg,a) € D y f : D — R™ Lipschitz continua localmente con respecto a x en D. El
problema de condiciones iniciales

= f(t,x), z(to) = a, (5.2)

tiene un intervalo mdzimo de existencia, y es de la forma (w_,w,) con w_ € [—00,00) ¥
wy € (—o0,00|. Eziste una unica solucion x(t) de (5.2) en (w—,wy), y st wy < 00,

lim  |z(t)| = co.
t—=(wy) ™

Una prueba de este resultado puede verse en [12].
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Lema 5.3 Para cada a > 0 existe una solucion de

-1
n T = e en (0, 00), u(0) = a, u'(0) = 0. (5.3)

r

Ademas, la ecuacion (5.3) es equivalente a la EDO auténoma

w”(t) + (n — 2)w'(t) + (n — 2)(2e*® —2) =0 para t € (—o00,00),

donde

2(n—2
u(r) = w(t) — 2t + a, r= %et.

Demostracion:
Sea a > 0 y consideremos el problema (5.3). Este problema es equivalente a

— (") = Al en (0, 00), u(0) = a, u'(0) = 0.

Integrando tenemos que, para s > 0,

—s" M/ (s) = — /Os(tnlu’(t))'dt

I
>
o\;
w
~
i
—
D
<
=
QL
=

por lo tanto, el problema

W(s) = A /0 S (3>n1 AOdr w0 =a,  w(0) =0, (5.6)

es equivalente a (5.3). Aplicando el Teorema 5.2 a (5.6) tenemos que existe una solucién u
en (0,wy) para algin w, € (0, 00]. Veamos que w, = oo. Por contradiccién, supongamos que
wy < oo. Entonces, por el Teorema 5.2,

lim  |u(s)| = oo. (5.7)

s—(wy)”

Notemos que, para r € (0,w, ),

Entonces



Esta identidad nos garantiza que (5.7) no puede suceder. En efecto, (5.8) implica que u(r) < a
y por lo tanto u esta acotada superior e inferiormente pues

" 8 t n—l () " s t n-l 1 a?“2 eaCL)?F
0< - e"Vdtds <e® dtds-— "sds = < )
2n 2n

Por lo tanto wy = 0o y, en partlcular existe una solucién de 5 3).
Ahora utilizaremos la transformacion de Emden. Sea

u(r) = w(t) — 2t + a, r= %et. (5.9)

Luego, para r € (0,00),

B r B 2(n — 2) d o
t=1In _ln(r)—ln< T), %t(r)—r :

2(n—2)
Ae?

Notemos que si r € (0,00) entonces ¢t € (—oo, 00). Entonces, por la regla de la cadena,
d d

! o D ! -1 9,1 T — o
u'(r) =w (t)dr (r) 2d7“t( r) =w'(t)r 2r—-, w'(t) = u'(r)r + 2. (5.10)
Similarmente,
2
u(r) = w"(t)r 2 + w’(t)%t(r) =w"(t)r % —w'(t)r 2.
r
Es decir,

w”(t) = u" (r)r? + o' (r)r.
Entonces, por (5.3),

" n_ll

u — \et = r_2(w”(t) . w'(t)) + n— 1(7"_1)[11),(15) o 2] + )\ew(t)—2t+a

= ()~ (1) + L) — g e L
e2ln< 2(};12) )

— () — W (1) + (n— D (t) — 2 + a1
6ln< 2:;;;2))

= (@(t) = w'(8) + (n — D[w/(t) — 2 + r2Ae O ——e"

= (w"(t) —w'(t)) + (n — 1)[w'(t) — 2] + TQ)\ew(t)% a

= (w'(t) —w' () + (n— D[w'(t) — 2] + e“2(n — 2)

= w"(t) — w'(t) + nw'(t) — 2n — w'(t) + 2 + 2ne®®) — 4ev0

= w"(t) + (n — 2)w'(t) + (n — 2)(2e® — 2).
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Asi, la ecuacion (5.3) es equivalente a la EDO auténoma

w”(t) + (n — 2)w'(t) + (n — 2)(2e*® —2) =0 para t € (—00,00),

O

Lema 5.4 Sea v(t) = w(t) — 2t. Entonces w es solucion de (5.4) si y solo si v es solucion

de la ecuacion

t s
v(t) = —2(n — 2)/ e~ (n=2s (/ enotule da) ds.
—00 —00
Demostracion:

=) Sea w solucién de (5.4). Entonces, por (5.8) y (5.9),

e[ () e

wrt) =w(t) —2t+a,  r(t)=ce, ci= 2(7”;; 2)
uw(r) =w(t(r)) —2t(r)+a=w <1n (E)) —21In (g) +a.

Entonces, haciendo los cambios de variable

y=In(%), 7=ce, dr=ce’dy,

r=1In(2), s=ce’, ds=ce’dx,
C
obtenemos que

v(t) = t)—2t+a)—a—u(r(t))—a

r(t) ps
Y / (T> ™) drds
0 0 \S
e“)\/ / (T ln(%))fmn(%) dTtds
0 0o ‘S
In(2) y\ vl
—e“)\/ / (i) "W =Weel dyds
0 0o
x n—1
= —¢° / ce’ VWY e dydx
00 J—o0o ce“?

t
— —e\2 / —z(n— 2)/ W) —y+yn— Y dydz

t T
_ _ea)\Q(n - 2) / e—w(n—2) / ew(y)—2y+yn dyd[L‘

— 00 — 00

t T
= —2(n—2)/ e_(”_z)x/ "W dy .

—0o0 —00
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<) Veamos que w es solucién de (5.4); para ello, derivamos,

t
U,(t) _ —Q(TL . 2)6—(n—2)t (/ na+v (o dd) )

VI(E) = —2(n — 2)eXH00) | 9e=(=2t(yy _ 9)? (/

—00

t

Finalmente, para ver que w es solucién de v, sustituimos en (5.4), notando que w(t) = v(t)+2¢
v que

Asi, sustituyendo en (5.4),

w”(t) + (n — 2)w'(t) + (n — 2)(2e*® — 2)
(0) + (n— (/1) +2) + 2 — DO 1)
V" (t) + (n — 2)V(t) + 2(n — 2)e?®F2

t
U//(t) . 2(n . 2)26—(n—2)t (/ na-l—v o dU) (n . 2)ev(t)+2t —0.

U
Lema 5.5 Euxiste una unica solucion de (5.4) definida en el intervalo mdzimo (—o0, 00).
Demostracién:
Es una consecuencia directa del Lema 5.3. O

A continuacién enunciaremos una definicion que nos servira para hablar del Teorema de
Grobman Hartman.

Definicién 5.6 (Equivalencia topolégica) Decimos que dos flujos ¢ y ¢ son topolégica-
mente equivalente si existe un homeomorfismo h 1Y — X que manda orbitas de v a orbitas
de ¢ homeomorfamente y preserva la orientacion de orbitas. En otras palabras, sea O una
orbita, una tiene

WO(y, ) = {hot(y,t) : t € R} ={o(h(y),t) : t € R} = O(h(y), ¢) (5.12)

para cada y € Y. Ademds, debemos alinear el flujo del tiempo: para cada y € Y, existe una
d >0 tal que si 0 < |s| <t < ysis estal que d(h(y),s) = ho)(y,t), entonces s > 0.
Para ver mds informacidn respecto a este concepto y otros similares, consultar [15]

Apesar de que el problema de Gelfand es no lineal, utilizaremos el siguiente Teorema para

ver que es equivalente a su version lineal topolégicamente para poder analizarlo localmente.
Posteriormente, haremos un andlisis global.
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Teorema 5.7 (Hartman-Grobman) Sea & = v(z), v(z) = A(z) + 0(z) x € R", donde
0(x) = O(||z]|?). Si A1, ..., A\ son las raices del polinomio caracteristico de A y satisfacen que
para todo j € {1,...,n}, Re(\;) # 0, entonces

es decir, son topoldgicamente equivalentes. La prueba puede consultarse en [6].

Tomando en cuenta (5.4), definimos w’ = z, entonces 2’ = —(n—2)z(t) — (n—2)(2e¥® —2) =
—(n —2)(2(t) + 2(e*® — 1)), obtenemos la matriz asociada,

linealizamos el sistema,

(4) = (B £) () (o 0-0) (%),

observamos que el (0,0) es el tinico punto estacionario. Entonces, evaluando la matriz en el

(0,0) obtenemos
(f’/> - (—2(73— 2) —(nl— 2)) @) : (5.13)

Ahora, definimos la érbita O como
O = {(w,w) = (w(t),w'(t)) : t € R},

donde w es solucién de (5.4).

En el Lema 5.8 estudiaremos el campo vectorial definido por la matriz (5.13). A continua-
cion vamos a estudiar las soluciones de la parte lineal de la ecuacién, y aplicando el Teorema
5.7 podremos obtener informacion sobre las soluciones de la ecuacion no lineal con condicio-
nes iniciales suficientemente cercanas al origen. Finalmente, en el lema 5.10, tomamos una
solucion particular, que sera O y nos dedicaremos a analizar su comportamiento.

Lema 5.8 Paran € {3,...,9}, la ecuacion diferencial & = Ax, donde A estd dada por

AZ(-ﬂf—m —mizo'

Entonces el origen es un foco atractor globalmente estable.
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Demostracion:
Los valores propios asociados estan dados por

det(A — pl) = det (_20(71_52) n _12) B M) = 1>+ pu(n —2) +2n — 4,

asi,

B (—(n— 2) + /(1 — 2)2 —4[2n—4]>
= 5

:%(2—nim>
:%(2—nii\/(n—2)(10—n)),

denotemos por g al valor asociado al signo + y por 1 el valor asociado al signo — para
ne{3,...,9}.

Notemos que los coeficientes de A son reales, y ahora consideremos A = A¢ : C? — C2,
que es la complejificacion de la matriz A, para simplificar la notacién, a partir de este
momento no pondremos que nuestras matrices se encuentran en C, pero hay que tenerlo
presente y denotemos a esta transformacién como Ac. Como ya tenemos los valores propios
1y [, tenemos sus respectivos sus vectores propios asociados tal que

Af =nf,
conjugando la ecuacion,

Af =T7f,
que es igual a

Af =7f.

Como los valores propios son p y 1z son distintos, entonces tendran asociados los vectores pro-
pios [y f, respectivamente, que ademas son linealmente independientes, podemos construir
una matriz

P=(f f),

ademas, esta matriz es invertible, pues su determinante no es cero, entonces si consideramos
a la matriz A y le anteponemos la matriz P, observamos que

APey = Af
APGQ = A?,
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donde e; y e, son los vectores canénicos; como Af = uf y Af = fif, entonces APe; = uf
y APey = Tif; es decir, si formamos la matriz con los vectores ey, ey (colocados en forma
de columna), y la matriz con los vectores f y f (colocados también en forma de columna),
obtenemos

AP(e1,e3) = (uf Bf).

Si regresamos la expresion obtenida a una expresion dada en funcion de los vectores canénicos
ej, basta observar que

P_lf = €1,
P'f=e

asi,

P7YAP(er,e5) = P (uf i) = (pen, Ties),

donde la ultima expresion es equivalente a
w0
() 610

A =P AP, (5.15)

hemos obtenido la relacion

donde A es la matriz dada por (5.14). Ahora encontraremos las soluciones de la ecuacién dada
la matriz diagonal, una vez que conozcamos las soluciones de esta expresion, regresaremos a
la ecuacién original para dar sus soluciones. Consideramos la transformacion lineal

y = Quz, (5.16)

con () una matriz con coeficientes constantes, derivamos y obtenemos y = Q, sustituimos
el valor de & y obtenemos

Y= QAz,

aplicamos Q! a (5.16) y nos queda x = Q™ 'y, por lo tanto,

J=QAr=QAQy,

que es una matriz diagonal, de la ecuacion (5.15), se sigue que definiendo Q@ = P~!, obtenemos
el resultado que deseamos, y = Ay, que se ve de la siguiente manera,

(Z> - (‘5 g) (3) (5.17)
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las soluciones de (5.17) son y(t, k) = (e’ky, eF'ky), con k = (ki, ky) € C%
Asi, las soluciones de la ecuacién & = Az que satisfacen que z(0) = k (k € C) son

Jf(t, k}) = Py(t, ]{3) = (f 7) (ZZEZ;) = e”tklf + eﬁtk‘gf,

recordando que por (5.16), tenemos que = = Py. Ahora resolveremos la ecuacién original
# = Az considerando primero a aquellas soluciones tales que z(t, k) € R? para todo t; es
decir, aquellas tales que x(t, k) = z(t, k), asi,

21 K) = ke + kaF = 0T + T T

entonces kye! f +koeP f —kieFt f —kget f = 0y por lo tanto (ky —ky)ett f+ (ko —kp e f = 0.
Como queremos que se satisfaga para todo ¢, en particular, para t = 0, tenemos que ky = ko
y ko = k_1 L
Ast, zc(t, k) = ket f + ket f = 2Re(kiet f).
Sean f = u+ v € C? donde u = (uj,uz) € R* y v = (v1,v2) € R* pp = a +ib, et =
e(cos(bt) + isen(bt)), ky = a+ i € C, entonces,
x(t,c) = 2Re(e" k1 f) = 2Re(kie™(cos(bt) + isen(bt))(u + iv))

= 2Re(kie™(cos(bt)u — sen(bt)v) + i(cos(bt)v + sen(bt)u))

= 2ce™(cos(bt)u — sen(bt)v) — 2B8e™(cos(bt)v + sen (bt )u)

= —(2ce™ sen(bt) — ™2 cos(bt))v + (2ce™ cos(bt) — e*23 sen(bt))u

_ 9t —asen(bt) — 3 cos(bt)
= 2e (U U) ( acos(bt) — Bsen(bt) >

B at [cos(bt) —sen(bt)\ (—f
=2(v u)e (SGH(bt) cos(bt) a )’
dado que a =2—-n <0y b= (n—2)(10 —n) > 0, entonces el punto de equilibrio (0,0) es

un foco atractor globalmente estable. 0

Observacion 5.9 La estabilidad de la solucion radica en el signo de (3.3), si Ay > 0 en el
sentido de Lyapunov. Para saber mds al respecto, ver [5, section 10.4]

Lema 5.10 Sea w una solucion de (5.4). La drbita O estd contenida en {(w,w'") : w' < 2},
y hace una espiral del tipo foco atractor por el inico punto estacionario (0,0).

Demostracién:
Por (5.4), la érbita O es asintética a la linea w' = 2 en ¢ = —oo en el plano fase (w,w’) .
Consideramos las siguientes cuatro regiones en el plano
Q={w>0,w+2(e"—1) >0},
Qo ={w <0,w +2(e” —1) > 0},
Qy ={w < 0,0 +2(e” —1) <0},
Q={w >0,w +2(e—1) <0}
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O

T

Q,

Figura 5.1: Representacion de las €Q;.

Ahora probaremos que la érbita O estd contenida en el medio plano {(w,w’) : w' < 2},
y que, empezando en 21, O entra a )y, luego a €23, después a €1y, y regresa a (21, haciendo
una espiral en esta forma tendiendo al inico punto estacionario (0, 0).

Sea u como en (5.9). Entonces, por (5.8),

'd n—1
rh () = —7”)\/ <E> e"® dt.
o \r

Observamos que, como u'(r) < 0 para r > 0y w'(t) = o/(r)r + 2 (ver ecuacién (5.10)),
entonces O se encuentra en {(w,w’) : w' < 2}.

Haciendo el cambio de variable 7 = £ (dt = drr), usando el teorema de convergencia
dominada y notando que [ 777" = I obtenemos que

1
lim '/ (r) = lim —/\/ e ) dr
r—0 r—0 0
1
= -\ / lim 7 1) dr
0 r—0

1
= - / 7 i ") dr
0

r—0

1 \e?
= —)\e”(o)/ ldr = 2 (5.18)

0 n

Ademas,
2(n—2) , 2t— 2 A
=y 2 N A — 1

r v ¢ =€ r =9 (5.19)



Para ver que O empieza en €; y usando (5.3), (5.18) y (5.19), calculamos

lm = 2(w'(t) 4+ 2(e® — 1)) = lim 77 2(ru/ (r) + 264 +2-a)

t——o0 r—0t

1 1
:/\ea(———l— >>0.
n n-—2

lim w'(t) = lm o/'(r(t))r(t) +2=2>0,

t——00 t——00

Ademés, por (5.10),

ya que limy_, o, r(t) = 0 por (5.9). Por lo tanto, O empieza en €.
Veamos que la érbita no puede escapar a infinito en €2;. Por contradiccién, supongamos
que O C € y que existe t,, — oo tal que w(t,) — oo, entonces, por (5.4),

W (ty) = —(n — 2)w'(t,) — (n — 2)(2e¥) —2) — —c0 cuando n — 0o.

Ademas, como w’ > 0 en €, tenemos que w es creciente y por lo tanto w(t,) < w(t, + 1);
en particular, podemos suponer que w” < —3 en (t,,,t,, + 1) para alguna ny, € N, pero eso
contradice la cota 0 < w' < 2 en {2y ya que

tng+1
W (b + 1) — ! (t,) = / W' (#) dt < —3
tn,

0

y entonces w'(t,, +1) < =3+ w'(t,,) < =3+ 2 = —1. Por lo tanto O N Q; N {w > M} es
vacio para M lo suficientemente grande. Por otro lado, (5.4) puede ser escrita en esta region
como

"
—2
Co Pt W2t 1) <0 en (5.20)
w w

De (5.20), deducimos que O va hacia la derecha y hacia abajo en €. En efecto, si y(t) :=
(w(t),w'(t)) es la grafica de la dérbita, entonces v/(t) = (w'(t),w”(t)) es el vector tangente
a la drbita en el punto (¢); como w'(t) > 0 y w”(t) < 0, tenemos que el vector tangente
apunta hacia la derecha y hacia abajo. Entonces, ya sea que O permanece en 21, u O deja
2, en algun tiempo ¢;. Si el primer caso ocurre, (w(t),w’(t)) permanece en §2; y converge al
unico punto estacionario (0,0) cuando ¢ — +o00. Pero esto queda descartado porque (0,0) es
un una espiral atractora por el Lemma 5.8. Entonces, O deja €2; en algtin momento ¢; donde
w'(ty) = 0y e > 0. De hecho, e¥®) —1 > 0. De lo contrario, se seguirfa de la unicidad
de la EDO de segundo orden (5.4) con condiciones iniciales w(t;) = w'(t1) = 0 que w = 0.
Por lo tanto, O debe entrar en 25 en t;.

En Q,, como w' < 0, entonces w es decreciente y asi, argumentando como antes, notamos
que,

w n—2

=W 2" 1) >0 en @y, (5.21)
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De (5.21), deducimos que O va hacia la izquierda y hacia abajo en €. En efecto, si v(t) :=
(w(t),w'(t)) es la grafica de la dérbita, entonces v'(t) = (w'(t),w”(t)) es el vector tangente
a la drbita en el punto (¢); como w'(t) < 0y w”(t) < 0, tenemos que el vector tangente
apunta hacia la izquierda y hacia abajo. Entonces, ya sea que O permanece en )y, u O deja
)y en algin tiempo ty. Si el primer caso ocurre, y(t) permanece en €y y converge al tinico
punto estacionario (0,0) cuando ¢ — +o00. Pero esto queda descartado porque (0,0) es un
una espiral atractora por el Lemma 5.8. Entonces, O deja {25 en algiin momento ¢5. Por lo
tanto, O debe entrar en (3 en 5.

En €3, como w’ < 0, entonces w es decreciente y entonces

9
oo D2 42" —1) <0 en Q. (5.22)

w’ w'’

Entonces w” > 0 en 3. De (5.22), deducimos que O va hacia la izquierda y hacia arriba
en (3. Entonces, ya sea que O permanece en {23, u O deja {23 en algin tiempo t3. Si el
primer caso ocurre, (w(t),w’(t)) permanece en {23 y converge al iinico punto estacionario
(0,0) cuando t — +o0. Pero esto queda descartado porque (0,0) es un una espiral atractora
por el Lemma 5.8. Entonces, O deja €23 en algiin momento t3. Por lo tanto, O debe entrar
en {0y en t3.

En €4, como w’ > 0, entonces w es creciente y entonces

wl/ n —

2
=W 2" =) >0 en (5.23)

De (5.23), deducimos que O va hacia la derecha y hacia arriba en €. Andlogamente a como
hemos argumentado hasta ahora, podemos concluir que la solucién forma una espiral que
converge a (0,0). Ejemplificamos en la Figura 5.2, haciendo notar los vectores tangente en
cada una de las regiones. OJ

~\\\ | v

Figura 5.2: Plano fase de O en el (w,w’)—plano.
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Usaremos a la solucién w y al Lema 5.3 para construir multiples soluciones de (5.1).
Notemos que, si

2(n—-2) ,
= w(t) — 2t =y =
u(r) = w(t) + a, r VR

entonces la condicién de frontera u(1) = 0 implica que
w(T) =21 +a=u(l) =0.

para algun 7 tal que

2 Y =1, (5.24)

Aed
w(T) =2In ( m) —a

= 2In(VA) + 2In(Ve?) — 2In(y/2(n — 2)) —a
=In(\) +In(e*) —In(2(n —2)) —a
A

= lnm. (5.25)

Entonces

Ahora demostraremos algunos lemas auxiliares.

Lema 5.11 Sea 7 que satisface (5.25), entonces eziste una solucion u del problema de Gel-
fand con condicion inicial

M@-a%b(%i%&i).

Demostracién:
Sea w la solucién dada por el Lema 5.5 y sea 7 € R tal que (5.25) se cumple. Definamos

2(n—2) ,

u(r) :=w(t) —2t+a, donder=r(t)= e €
ea

En particular, r — 07 si t - —o0 y como limy, - w(t) — 2t = 0 tenemos que u(0) =
lm, o+ u(r) = limy 0 w(t) — 2t + a = a. Como 7 satisface (5.25), tenemos que u(1) = 0.
Finalmente, por el Lema 5.3, concluimos que u es solucién de (5.1). O

Lema 5.12 Si 7y y 72 son dos valores distintos que satisfacen (5.25), entonces obtenemos
dos valores diferentes de ay y as y dos soluciones diferentes del problema (5.1).
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Demostracion:
Por los Lemas 5.5 y 5.11, tenemos dos soluciones u; y uo, que satisfacen u;(0) = a1 y
u2(0) = ag y por el Lema 4.3, estas deben ser soluciones diferentes. U]

Lema 5.13 Dado k € N eziste § > 0 tal que si |\ — 2(n —2)| < 0 entonces hay T,...,T
distintos que satisfacen (5.25). Ademds, si A = 2(n — 2) entonces hay una sucesion infinita
de valores distintos (1;)52, que satisfacen (5.25).

Demostracién:

SiA=2(n—2)y 7 estal que (5.25) se cumple, entonces w(7) = 0. Por lo tanto, siempre
que la érbita O cruce por el eje vertical L := {(w,w’) = (0,t) : t € R} vamos a tener uno de
esos 7;. Como la orbita hace una espiral hacia el origen por el Lema 5.8, la érbita O cruza
el eje L una infinidad de veces (ver Figura 5.1). Por lo tanto, existen 71 < ... < 7; < ... tales
que W' (12) < ... < wW'(712) <0 < W (T2ii) < ... <w'(m). Si A= 2(n —2), entonces w(r) = c,
con ¢ pequeno, y vamos a tener un 7 cada vez que la 6rbita O cruce la linea {(c,t) : t € R}
(ver Figura 5.3). O

Figura 5.3: Conforme movemos la linea {(c¢,t) : ¢ € R}, vamos variando la cantidad de
valores de w(T).

Ahora, veamos el teorema principal de la seccion.
Teorema 5.14 Sea 3 < n < 9. Entonces eziste \* > 2(n — 2) tal que

1. Para 0 < A < A", A # 2(n — 2), existe una cantidad finita de soluciones radiales
u € C?*(B) de (5.1).
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2. Dada cualquier k € N, eziste un € > 0 tal que para |\ —2(n—2)| < e, existen al menos
k soluciones.

3. Para \ = 2(n — 2), existe una infinidad de soluciones.
4. Para N\ = \*, existe una unica solucion.

5. Para A > \*, no existen soluciones.

Demostracion:

Los puntos 1, 2, y 3 se siguen de los Lemas 5.11, 5.12 y 5.13.
Si A = A\*, entonces a la recta {(c,t) : t € R} se encuentra en el valor de w(r), tal como
en el Lema 5.13, que es el el inico punto en donde no tenemos multiplicidad de soluciones.
Para ver que no hay soluciones para A > A*, notamos que no hay ningun valor en la érbita
mas alld de w(7), y ademds, este valor no es infinito, pues por el Lema 5.10, en ; vimos

que la 6rbita no se escapa a infinito.
O

Observacion 5.15 Cabe recalcar que el valor de \* cambia para las distintas dimensiones.
Paran =3, \* = 3,32, y para las demds dimensiones sabemos que \* > 2(n — 2).

Soluciones positivas

Ahora veremos la demostracion del teorema principal de la seccién para soluciones posi-
tivas.

Demostracion del Teorema 1.7 :  Por el Teorema 4.10, toda solucién positiva es radial-
mente simétrica, el resto de la demostracion se sigue por el Teorema 5.14. O

Podemos ver el diagrama de bifurcacion para el problema de Gelfand en los casos 3 <
n <9 en la Figura 1.3.
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Capitulo 6

El problema de Gelfand para n > 10

En dimensiones n > 10, la ecuacién (1.1) es
—Au(x) = Ae"®  en B, 6.1)
u(z) =0, sobre B.

En este capitulo caracterizaremos el conjunto de soluciones de (6.1), estudiaremos sus pro-
piedades de estabilidad y demostraremos el resultado principal con el Teorema 6.8.

Soluciones radiales

Lema 6.1 Recordando que la version radial del problema de Gelfand es

, n—1

. u' = Ne" en (0,00), u(0) = a, u'(0) =0, (6.2)

donde existe una solucion para cada a > 0. Ademds, la ecuacion (6.2) es equivalente a la
EDO autonoma

w”(t) + (n — 2)w'(t) + (n — 2)(2e*® —2) =0 para t € (—o0,00), (6.3)
donde

2(n—2
u(r) = w(t) — 2t + a, r= #et.
e(l

Demostracion:
Dado que no ponemos condiciones sobre n, es la misma demostracién a la de Lema 5.3 [J

Para el siguiente Lema, debemos recordar la ecuacién integral de (6.2),

TS /g n—1
u(r) =a— )\/ / (—) "D dt ds, (6.4)
0o Jo \¥
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la transformacion de Emden,

2(n — 2
u(r) = w(t) — 2t + a, r= (n—)et, (6.5)
el
la primera derivada de la transformacion de Emden,
/ / d d / -1 -1 / /
u'(r) =w (t)%t(r) — 2%25(7’) =w'(t)r~" —2r ", w'(t) = u'(r)r+2, (6.6)

y recordamos las regiones que definimos en el Lema 5.10,

O ={w >0,w +2(" —1) >0},
Qo ={w < 0,0 +2(e” —1) > 0},
Qy ={w <0,w +2(e" —1) <0},
Q={w >0,w +2(”—1) <0}

Lema 6.2 Sea w una solucion de (6.3). La drbita O = {(w,w’) = (w(t),w'(t)) : t € R}
empieza en Sy y estd contenida en el medio plano {(w,w') : w' < 2}.

Demostracion:
Ahora probaremos que la érbita O esta contenida en {(w,w’) : w' < 2}.
Sea u como en (6.5). Entonces, por (6.4),

'd t n—1
rl () = —7"/\/ <—) e"® dt.
o \r

Observamos que, como u'(r) < 0 para r > 0y w'(t) = u/(r)r + 2 (ver ecuacién (6.6)),
entonces O se encuentra en {(w,w’) : w' < 2}.

Haciendo el cambio de variable 7 = £ (dt = drr), usando el teorema de convergencia
dominada y notando que [ 777! = - obtenemos que

r—0 r—0

1
lim /(1) = lim —/\/ e ) dr
0

1
= -\ / lim 7" 'e") dr
0

r—0

1
= —/\/ 7" lim e 7) dr
0 r—0

1 )\ a
= —)\et© / e ldr = 29 (6.7)
0

n
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Ademas,

_ J2(n—2) a2 A
r= e € = ¢ _TZ(n—Q)' (6.8)

Para ver que O empieza en € y usando (6.2), (6.7) y (6.8), calculamos

lim = 2(w'(t) + 2(e*® — 1)) = lim 7 2(ru/(r) 4 2e4+2#-9)

t——00 r—0+

1 1
:)\e“(——+ >>0.
n n—2

lim w'(t) = lim o'(r(t))r(t) +2=2>0,

t——o00 t——o00

Ademas, por (6.6),

ya que limy_, o, r(t) = 0 por (6.5). Por lo tanto, O empieza en €.
Ademaés, la ecuacién (6.3) en §2; se puede reescribir como:

w” n

-2
R (w'+2(e”—=1)) <0  en Q. (6.9)

Usando (6.5), vemos que u(1) = 0 implica que
w(t) — 27 +a=u(l) =0.

para algtin 7 tal que

se sigue que

Aed
w(r) =2In ( m) —a

= 2In(VA) 4+ 2In(ve?) — 2In(1/2(n — 2)) — a
=In(\) +In(e*) —In(2(n —2)) —a
A

=In =2 (6.10)

tenemos el siguiente Lema.

Lema 6.3 Sea 7 que satisface (6.10), entonces existe una solucion u del problema de Gelfand
tal que

mm:a:m(%i%%ﬁ).
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Demostracion:
La demostracion es andloga a la del Lema 5.11. O

Lema 6.4 Si 1 y 7 son dos valores distintos que satisfacen (6.10), entonces obtenemos dos
valores diferentes de ay y as y dos soluciones diferentes del problema (6.1).

Demostracién:
La demostraciéon es andloga a la del Lema 5.12 U

Lema 6.5 Sean > 10, consideremos la ecuacion diferencial © = Ax, donde A estd dada por
0 1
A= (—2(n —9) —(n— 2)) '
Entonces el origen es un punto de equilibrio estable.

Demostracion:
Sea © = Az, donde A esta dada por

A= (—2(73— 2) —(nl— 2)) ’

obteniendo los valores propios,

1
pe =5 (2—ni\/(n—2)(n—10)> para n > 10,
obteniendo los vectores propios, primero el vector f; asociado a pu,

(A—pil)fi =0,

(cona) ) () = (6):

resolviendo el sistema, notamos que

asi,

Ju=1 'y fi2=pq,

de manera analoga, obtenemos el vector propio fs asociado a pu_,

(A_lu—‘[)fQ - 07

(o) ) () = (6):

o6

asi,



resolviendo el sistema, notamos que

Jao=1 'y foo=p_,

Una vez calculados los vectores propios, la matriz P esta dada por

P=(h f2)=(1 1>,

My H—

ademads, esta matriz es invertible, pues su determinante no es cero, entonces si consideramos
a la matriz A y le anteponemos la matriz P, observamos que

AP61 = Afl
AP62 = Afg,

donde e; y es son los vectores candnicos; como Af; = py fi v Afs = p_ fo, entonces APe; =
pif1y APey = p_ fo; es decir, si formamos la matriz con los vectores eq, es (colocados en
forma de columna), y la matriz con los vectores f; y fo (colocados también en forma de
columna), obtenemos

AP(e1,e2) = (piyf1, p—fa).

Si regresamos la expresion obtenida a una expresion dada en funcion de los vectores canénicos
ej, basta observar que

P_lfl = €1,
Py =e

asi,

P AP(e1,e2) = P~ g f1, - fo) = (prer, p—es),

donde la ultima expresion es equivalente a
pt 0
(oY, o1y

A= P AP, (6.12)

hemos obtenido la relacion

donde A es la matriz dada por (6.11). Ahora encontraremos las soluciones de la ecuacién dada
la matriz diagonal, una vez que conozcamos las soluciones de esta expresion, regresaremos a
la ecuacién original para dar sus soluciones. Consideramos la transformacién lineal

y =Qx, (6.13)
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con () una matriz con coeficientes constantes, derivamos y obtenemos y = @z, sustituimos
el valor de & y obtenemos

y = QAx,

aplicamos Q! a (6.13) y nos queda x = Q™ 'y, por lo tanto,

J = QAr = QAQ™ 'y,

que es una matriz diagonal, de la ecuacién (6.12), se sigue que definiendo Q@ = P~!, obtenemos
el resultado que deseamos, y = Ay, que se ve de la siguiente manera,

i\ _ (H+ 0\ [

Yo 0 p- Y2 )’
las soluciones de esta ecuacion son (y1(t),y2(t)) = (cre+', cee#~*). Como nos interesan las
soluciones del sistema original, hacemos uso del cambio de coordenadas z = Py. Asi,

cret+t
l’(t) = Py(t) = (fl f2) (026“—t) 5
recordando que por (6.13), tenemos que x = Py. Entonces, las soluciones de la ecuacién
& = Ax son

palt,c) = (fl f2) (e’gt e‘?t) (Cl) =elefi+ ety fo,

C2

mediante un célculo sencillo, podemos notar que pu4 < 0 y por lo tanto toda solucion de
la ecuacion diferencial © = Ax tiende al origen cuando ¢ tiende a infinito. Para entender el
comportamiento de las soluciones en estas coordenadas, basta observar que, puesto que f; y
f2 son los vectores propios correspondientes a los valores propios py y p_ respectivamente,
la dinamica de contraccion se da en estas direcciones. U

Lema 6.6 Sea w una solucion de (6.1). La orbita O = {(w,w') = (w(t),w'(t)) : t € R}
converge hacia el unico punto estacionario (0,0) cuando t — oo y ademds estd acotada por
la recta y = —mux.

Demostracion:

Por el Lema 6.2, la 6rbita empieza en €2;. Notemos que en esta regién, los vectores tangentes
a la 6rbita apuntan hacia la derecha y hacia abajo. Encontraremos que la orbita se queda en la
regién €); y nunca cruza a la recta y = —ma, con m > 0 dado por (6.16). La érbita no puede
cruzar a {1y, pues el campo vectorial lo impide porque en {24, los vectores tangente van hacia
la derecha y hacia arriba; entonces, probaremos que O = (w(t), w'(t)) — (0,0). Supongamos
que la orbita cruza a la recta —mux; es decir, > > —m; por contradiccion, supongamos
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que existe 7 tal que O = (w(7*),w'(7)) = (w(1), —mw(7*)); es decir, w'(7*) = —mw(7*),
ademas,

*

por la ecuacion (6.9), recordamos la expresién para esta férmula evaluada en 7

n—2
w'(7%)

() _
(w'(7%) + 2(ew(T*) —1)=—-(n-2) <1 + QW*)l)

o (- () e

e (12 (2050 618

Como —muw(7*) € (0,2) en €, entonces w(r*) € (—2,0). Sea a € (—=,0), entonces,

afirmamos que
2 (e —1
—-2)(1—— > 6.15
m-2(1-2(“=2)) 2 m (6.15)

es decir,

es decir,

entonces

e"—1 _(n—=2)—m
a — 2(n-2)

Notemos que, si (6.15) se cumpliera, entonces llegariamos a una contradiccién con (6.14),
pues no puede ocurrir que m > m. Demostremos pues que (6.15) se cumple. Primero, notemos

que
(ea—l) , (e“—l) d ,
sup = lim = —e

(IE(—%,O) a a—0 a da _

(n—2) (1—%(€aa_1>) > (n — 2) (1—%).

Entonces,




Luego, si

m e %(n—?—i—\/(n—lO)(n—Q)) >0 (6.16)
obtenemos que
2(n —2) = (n —2)m —m?

y (6.15) se sigue.

Asi, la orbita se queda en la regién €2y y nunca supera a la recta y = —max. Finalmente,
notamos que a pesar de que estamos trabajando con un campo vectorial, s6lamente estamos
tomando una solucién particular; dicho esto, notamos que tenemos las siguientes condiciones
de frontera,

lim w'(t) = 2

t—r00

. wit) _
tkr_léow (t)+2(e 1) > 0.

1

i L
K T T L

Figura 6.1: Plano fase de O en el (w, w’)—plano.

Observacion 6.7 Sea A € (0,2(n —2)) y sea ¢ := ln(m) < 0. Consideremos a la recta
{(c,t) : t € R}. Esta recta interseca a la orbita O en un unico punto (w(r),w' (1)) = (¢, w'(7))
para algin T € R. Por lo tanto (6.10) se cumple y, por el Lema 6.1, obtenemos una solucion
al problema (6.1). Ver la Figura 6.2
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Figura 6.2: Conforme variamos el pardmetro ¢ < 0 movemos la linea {(c,t) : t € R} y
obtenemos un unico punto de interseccion con la érbita O. Por la Observacion 6.7 obtenemos
una unica solucion en estos casos.

Teorema 6.8 Sea n > 10 y \* = 2(n — 2), la ecuacion (6.1) tiene una tnica solucion
u € C%*(B) radial y positiva (que es estable) para 0 < X\ < \* y ninguna solucion radial
positiva para A > \*.

Demostracién:
La unicidad la tenemos por el Lema 4.3. La existencia de la solucién la tenemos argumen-
tando como en los Lemas, 6.3, 6.4 y la Observacién 6.7.
Para ver que la solucién es estable, usaremos el Teorema 1.4 con la subsolucién u; = 0
(—Au; =0 < X\e? = \) y la supersolucién uy = u. Entonces el Teorema 1.4 implica que u es
la tinica solucién estable. U
Podemos ver el diagrama de bifurcacion para el problema de Gelfand en los casos n > 10
en la Figura 1.4.

Lema 6.9 La solucion uy converge puntualmente a In # cuando X — \*.

Demostracion:
Por (6.10), cuando A — 2(n — 2) tenemos que w(7y) — 0. Como (0,0) es un equilibrio
estable necesariamente 7, — oo. Notemos que por (6.5),

u(r) =w(t) — 2t + a, (6.17)

a:=In (—Z(n 12)6%)
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f=ln| —— zln(r)—ln< M)

2(n—2)
Aed

llegamos a que (6.17) es equivalente a

o (5 2
— w(t) —2In (r) 4+ 21n <\/ (AGGQ) \/2 (n—2) e%)

ademds, notando que en la condicién de frontera u(1) = 0, tenemos que

2(n — 2)
AT
Xt C ’

asi,
t=In(r) —In(e7)
Entonces, si A — 2(n — 2) obtenemos que
t=In(r) —In(e™") — +oo.

Entonces, como w(t) — 0 cuando t — oo, y A — 2(n — 2)

ux(r) =w(t) —2In(r) 4+ 21n <\/2(7;; 2) \/Z(n —)\2)62T>

—~1In (%) +2In(1) =In (;)
0

Observacién 6.10 Notamos que la funcion In #, ademds, es solucion si X\ = 2(n — 2),
pues,

y_n=1l,_ 2 2n-1_ 2 2-2 2= 1 _ \md .,
r 2 x x T2 T2 2 2

Soluciones positivas

Ahora veremos la demostracion del teorema principal de la seccién para soluciones posi-
tivas.

Demostracion del Teorema 1.8 : Por el Teorema 4.10, toda solucién positiva es radial-
mente simétrica, el resto de la demostracion se sigue por el Teorema 6.8. (]
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Apéndice A
CH(Q) es denso en H}(Q)

En este apéndice demostraremos que si ¢ € CL(£2), como este conjunto es denso en
H}(Q), podemos tomar ¢ € H} () en (3.2)

Definicién A.1 Sea p € [1,n). Definimos el exponente critico de Sobolev por

* np

y notemos que se cumplen
1 *
—-—— Yy p >p
n
Corolario A.2 (Desigualdad de Poincaré) Sea 2 C R™ abierto y acotado. Entonces
existe una constante positiva C = C(N,p,q,Q) tal que
[ully < Cl[Dull,
si se cumple alguna de las siguientes tres condiciones:
1.pell,n) yqellp]
2.p=nyqéell,o0).
3. pe(n,00) yqe[l,o00].

. 1 . ., .
En consecuencia, Wy* — L1(Q) con inyeccion continua para cada q € [1,p*].
Para mas informacion, ver [7].

Lema A.3 Sip, — 1 en L*(Q) entonces existe F' € L' () y una subsucesién de ¢ tal que
|p| < F, ¥neN.

Para mds informacion, ver [17]
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Consideramos ¢ € H}(€), recordando que

1
2
By =G @)y, eon ful = ( [ 19u?)
y considerando u € H} () existe (¢, )neny C C°(Q) tal que
lim ||, — ul| = 0;
n—oo

es decir, C>°(2) es denso en Hy ().

Por la Definicién 3.2, sabemos que, si u es estable,
0<Quie) = [ ¢ = Ao o€ CHQ)
Q
en particular, Q,(¢) > 0V € C*(Q2) C C*(Q).

Consideremos ¢ € H{(f2), por densidad, sabemos que existe (p,) C C>(Q) tal que ||¢, —
|| = 0 con n — oo; como Qu(p,) > 0 para toda n € N, pues ¢, € C2°(£2). Tenemos que

Qu(30n> = / |(10;7,‘2 — Ae“pp dz.
Q
Sabemos que
0= i llgw ~ 0l = Y [ 1}, — o/ da
n—oo n—oo

Queremos demostrar que @, (1) > 0 para toda ¢ € Hg (), tomamos el limite

n—o0

lim / |0l |7 — Aep2 dx >0 (A1)
Q
queremos ver (A.1)
/ [W'|? — e da (A.2)
Q

es igual a (A.2). Probemos que las respectivas integrales convergen, veamos la primera,
probemos que

lim/|g0;—¢/|2dx—0:>/|30;L\2dx—>/w/|2da:.

Consideramos la norma

lon — ¢l =0
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y queremos ver que

lenll = 111l

Sumando un 0 y por desigualdad del triangulo,

lenll = llon + 3 = DIl < [l = Il + [0l = (1],

asi, hemos demostrado que

T [l < [0
Para ver la otra desigualdad,

[l = 14 = on + @nll <Nl = @nll + llenl]

asi,

90 < tim gl
Por lo tanto,

ol = litn [l
Por lo tanto, hemos demostrado que

[ 10 dn = w7
n—oo

Ahora veremos como aproximar la otra integral de las ecuaciones (A.1) y (A.2), para demos-
trar que

/Ae“@i da:—>/)\e”1/12 dz
Q Q

usamos el Corolario A.2, es decir;

Hy () < L*(Q);

/\u|2dx§0/ |u'|? da.
Q Q

Asi, sabemos que ¢, — Y||r2@0) < Cll¢n — || = 0 con n — o0, asi, tenemos convergencia

en L2(2), por lo tanto,
/(pi dx — / V2 dx
Q 0
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y esto ocurre cuando ¢,, — 1 casi donde sea en 2, usando el Teorema 2.16,

lm [ Xe“¢?dr = lim [ f,dr = / lim f,dz
n—oo Q n—o0 n—o0
si

|[ful < F € LY(Q)

y no depende de n, entonces, pasando a una subsucesién, podemos encontrar el mayorante
por el Lema A.3,

[Ae"on] < [IAe"]|z(@lol* < [IAe"||oo F.

Por el Teorema 2.16,

lim /Ae“gpi da::/ lim Ae“p? dx://\e“wdx,
Q Q

n—oo n—oo

y la ultima igualdad la tenemos por convergencia puntual. Es decir,

Por lo tanto, hemos probado que (A.1) y (A.2) son iguales.
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