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(Glosario

Coherencia cuantica: Fenémeno cuantico que hace referencia al comporta-
miento ondulatorio de las particula, es decir, al hecho de que una particula se
encuentre superposicion de los posibles estados.

Ensamble canénico: Ensamble estadistico, correspondiente a un sistema ter-
modinamico aislado, es decir, sin intercambio de energia ni de particulas.

Ensamble gran canénico: Ensamble estadistico, correspondiente a un sistema
termodindmico donde se permite el intercambio de energia y de particulas.

Ensamble mircocandénico: Ensamble estadistico, correspondiente a un siste-
ma termodinamico en el cual se permite el intercambio de energia pero no de
particulas.

Funcion de estado: Funcién que permite conocer los estados de equilibrio de
un sistema termodindmico en términos de las variables que caracterizan dicho
sistema.

Potencial termodinamico: Funciéon de estado que describen la evolucion del
sistema en términos de la energia.

Pared: Son las fronteras que delimitan un sistema termodinamico, pueden ser
abstractas o fisicas y se dividen segun su funcién. Por ejemplo, (1) paredes
rigidas no permiten que el sistema se deforme, adiabaticas las cuales no permiten
el paso de energia en forma de calor, o abstractas como el espacio que encierre
cierto lugar geométrico.

Proceso adiabatico: Proceso termodinédmico en el cual no hay el cambio de
calor en el sistema y su exterior.

Transicion de fase: Son cambios en el comportamiento de un sistema que
ocurren de manera discontinua.
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1 Introduccion

Actualmente, uno de los conceptos que ha tomado gran relevancia por la efecti-
vidad al describir fenémenos donde hay elementos que interacttian entre si, es el de
“sistema complejo”. Algunos ejemplos de estos sistemas, que se presentan de manera
cotidiana, son los ecosistemas, las organizaciones economicas, los sistemas de teleco-
municaciones, v. gr., el internet y el cerebro humano. En pocas palabras un sistema
complejo es un sistema con muchas componentes, en el cual emergen fenémenos co-
lectivos como consecuencia de la interaccion entre ellas. En particular, muchos de los
sistemas complejos se pueden describir con graficas, en estos casos a las graficas se
les suele llamar “redes complejas” pues se presentan particularidades en su estructura
que permiten extraer informacion relevante de un sistema.

Por otro lado, cuando se consideran osciladores armoénicos acoplados generalmen-
te se viene a la mente una cadena con muchas masas y muelles el cual se resuelve
con métodos empleados en Mecanica Clasica, ya sea obteniendo el Lagrangiano del
sistema y encontrando sus ecuaciones de movimiento, desde el formalismo Hamilto-
niano, o bien, resolver mediante el método de los modos normales. Sin embargo, estos
sistemas pueden ser tratados como redes, por lo que inmediatamente se cae en la
necesidad de preguntarse no solo por la dinamica individual de cada constituyente
sino que también de su comportamiento colectivo.

Si bien, el analisis termodinamico de un conjunto de osciladores armoénicos aco-
plados no es una idea nueva, la novedad de introducir el enfoque de redes a estos
sistemas fisicos permitié explorar la estrecha relacion entre la estructura de red y su
comportamiento termodinamico, al menos para las redes aqui empleadas.

Para llevar a cabo el estudio antes mencionado, en el capitulo dos se realizé un bre-
ve, pero necesario, repaso de Termodinamica Estadistica y, a manera de motivacion,
se estudio el solido cristalino unidimensional en la aproximacién armonica, a partir
de este sistema fisico se generaliza para incorporar los modelos de redes complejas en
sistemas de osciladores armoénicos acoplados.

Luego, en el capitulo tres, se introdujeron los conceptos béasicos asi como algunos
resultados de Teoria de redes, con el fin de tener los fundamentos necesarios para
entender matematicamente que son las redes.



Posteriormente en el capitulo cuatro, y haciendo uso de redes, se llevo a cabo un
analisis detallado de la estructura interna de los sistemas de osciladores acoplados
(espectros de frecuencias) y con esta informacion se pudieron hallar las propiedades
termodinamicas en estado de equilibrio de dichos sistemas.

Si bien, se procur6 que este trabajo fuese lo mas completo para evitar ambigiie-
dades o “cabos sueltos” para el analisis del capitulo cuatro, también es cierto que
se omitieron muchos resultados en el estudio de redes pues, para los propoésitos del
presente trabajo, solo se permitié desarrollar el caso més simple de red, pero si se
considera que existen redes en las cuales se pude incluir efectos disipativos o pon-
derar de distinta manera las interacciones haciendo uso de redes con peso, entonces
queda mucho campo por explorar para intentar introducir estas maravillosas ideas en
sistemas reales y mucho més complicados de la fisica.



2 Marco Teodrico

2.1. Breve revision de Fisica Estadistica

La Fisica Estadistica o Mecanica Estadistica es un formalismo que tiene como
proposito describir el comportamiento macroscopico de un sistema partiendo de las
propiedades de sus constituyentes microscopicos, haciendo uso de la probabilidad y
la estadistica; en particular se abordara la Termodindmica Estadistica, que no es més
que usar los métodos matemaéticos de la Fisica Fstadistica para el anélisis de sistemas
en equilibrio termodinamico.

Dicho de otra manera, cuando se aborda un sistema desde este formalismo lo que
se plantea es encontrar una forma en la que se pueda reducir el nimero de variables de
manera substancial' partiendo, como ya se dijo, de las caracteristicas de sus compo-
nentes. Por ejemplo, los gases son sistemas que poseen un nimero exorbitantemente
grande de moléculas, en vez de resolver la dinamica de todas y cada una de las parti-
culas, se pueden modelar de manera macroscopica con unas cuantas variables como,
la temperatura, el volumen, la presiéon y quizas otras més; considerando que el niimero
de moléculas es del orden de 10?3, entonces el niimero de variables a contemplar ha
disminuido notablemente.

Es necesario senalar que la Termodinamica FEstadistica se puede dividir en dos
regimenes, a saber, la Termodinamica Estadistica Clasica (CST por sus siglas en
inglés Classical Statististical Thermodynamics) y la Termodinamica Estadistica
Cuéantica (QST por sus siglas en inglés Quantum Statististical Thermodynamics),
la principal diferencia entre ambos regimenes es que el primero no toma en cuenta el
fené6meno de coherencia cuantica de los constituyentes mientras que el segundo si,
constltese [1]. Para los propositos del presente trabajo solo se hara uso de la CST.

Como pasa en casi todos los campos de la fisica, no existe un tnico método para
desarrollar un esquema teérico y la Termodindmica Estadistica no es la excepcion,
en particular se usara el método de la distribucién mas probable, para deducir
algunas propiedades importantes de este esquema. No hay una razén en especial para
la eleccion de este método mas que, a consideracion mia, es sencilla de explicar. Esta

ISiempre y cuando las nuevas variables describan su comportamiento termodinidmico correcta-
mente



seccion esta basada en las referencias [1, 2, 3, 4, 5|, donde el lector puede encontrar
un panorama méas amplio de este formalismo.

De manera general, en un sentido macroscépico, un estado del sistema o simple-
mente estado es una configuracion del sistema de interés, es decir, se han especificado
los valores de las variables que lo caracterizan. Si se trata de un sistema termodina-
mico, entonces el estado del sistema se acostumbra a llamar estado termodinami-
co, mas aun, si sus variables termodinamicas poseen un valor fijo en el tiempo
cuando las condiciones externas se mantienen sin cambios, entonces el estado termo-
dinamico es llamado estado de equilibrio. A manera de ejemplo, considérese un gas
ideal, cuyas variables que lo caracterizan son la presion, el volumen y la temperatura,
{P,V, T}, mediante la ecuacion de gas ideal

PV = NrKgT

donde N es el nimero de particulas que constituyen el gas y Kp es una cons-

tante, entonces, ejemplos de estados termodinamicos son ¢ 1[N/m], 1[m?], N#KB[K }},

{5[N/m],3N Kg[m?],15|K]}, donde N son Newtons, m son metros. y K son Kelvin.

Ahora, se introduciran las siguientes dos definiciones que seran fundamentales:

i) microestado: Es una configuracion del sistema en la que el valor de todas las
variables de los constituyentes microscopicos estan especificados.

ii) macroestado: Es un estado termodinamico de equilibrio del sistema macros-
copico.

Note que, dado un macroestado, existen varios microestados que son compatibles
con éste, es decir, para un sistema en el cual se requiere medir el valor de una varia-
ble termodinamica, existen distintas configuraciones microscopicas que tienen como
resultado el mismo valor de la variable macroscépica de interés.

T T[T VT

—
—
F
—
F
—
—
—
—

T T[T TIT

Figura 2.1: Tres posibles microestados de un sistema de nueve particulas con espin, todos
compatibles con un mismo macroestado. En los tres casos el espin neto o macroestado es
espin “arriba’.

Para ejemplificar lo antes mencionado considérese un sistema pequeno, pero que
clarifica lo supuesto, de nueve particulas cuya tnica propiedad que pueden poseer

son “espin arriba” o bien “espin abajo”, supdéngase que se tienen los microestados que

4



muestran en la figura 2.1, todos los microestados son diferentes, sin embargo, desde
la perspectiva termodinamica, el sistema posee el mismo macroestado, que en este
caso es tres “espin arriba” neto.

Cominmente existen tres descripciones para abordar un problema desde la Fisica
Estadistica, cada una asociada a un potencial termodindmico y a las caracteris-
ticas del sistema, es decir, cada una es mas o menos adecuada para describir los
fenémenos termodindmicos en funciéon de las variables con las que se modele el siste-
ma de interés, dichas descripciones son: el ensamble microcanénico, el ensamble
canodnico y el ensamble gran candnico.

Por razones que se aclararan mas adelante, solo se revisara el ensamble gran ca-
noénico. Para hacer una presentacion autocontenida es necesario introducir la idea
de ensamble estadistico: considérese que el sistema macroscopico de interés es un
sistema aislado, es decir, que no puede intercambiar energia ni materia con sus
alrededores. Supoéngase que el sistema de interés se encuentra en un macroestado
determinado y que a su vez consta de A subsistemas? cuyas “paredes” pueden inter-
cambiar energia y particulas, entonces se postula que los microestados compatibles,
asociados al macroestado, tienen la misma probabilidad de manifestarse, al conjunto
de los A subsistemas que cumplen con estas caracteristicas se llama ensamble. Es de
resaltar que la eleccion de como se ha de “dividir” el sistema macroscopico en subsis-
temas es arbitraria y dependera de las consideraciones que se hagan sobre el sistema.

Hasta este punto, no hay razon para pensar que los microestados que posee algiun
sistema necesariamente se distribuyen de manera uniforme?, es decir, se ha de pos-
tular que existen sistemas que tengan mas microestados que den como resultado un
macroestado que otros, esta es precisamente la esencia del método de la distribucién
més probable, que consiste en encontrar qué macroestado tiene el mayor ntimero de
microestados compatibles.

Aunque quizas sea repetitivo, es necesario mencionar que el estado en el que pue-
da encontrarse uno de los subsistemas de A y un microestado no son lo mismo, el
primero so6lo define los valores particulares que han tomado las variables de un sélo
subsistema, mientras que el segundo define los valores que poseen todas la variables
que caracterizan a cada uno de los constituyentes microscopicos del sistema. Una vez
aclarado lo anterior, se ha de puntualizar como se caracterizarédn los subsistemas en
el ensamble gran canonico.

Una vez aclarado lo anterior, se ha de puntualizar como se caracterizardn los
subsistemas en el ensamble gran canénico. Primero se supondréa que todos los subsis-

2Aqui se ha supuesto que cada subsistema es lo suficientemente grande para ser considerado un
sistema termodinamico.

3Volviendo al ejemplo del sistema de nueve particulas con espin, se puede ver que la manera en
que se distribuyen los microestados depende enteramente del macroestado en el que se encuentre el
sistema macroscopico.



temas poseen el mismo volumen V), ademés el niimero de particulas se denotara por
N, finalmente, F; seran las etiquetas que tendran las energias* que pueden poseer los
subsistemas, esto debido a la naturaleza® del ensamble. Asi, se utilizara Fy, ; para
etiquetar al subsistema que tiene IV particulas y energia .

Supoéngase que de los A subsistemas hay m de ellos que poseen el igual ntimero
de particulas y tienen el mismo valor de energia, entonces a m se le llama nimero
de ocupacién y se denota con ay, ;. Al conjunto de niimeros de ocupacién se denota
como a = {ay, j} y se llama simplemente ocupacién. Es de suma importancia senalar
que a es un conjunto ordenado, asi el primer valor® de a correspondera al nivel de
energia méas bajo con el menor niimero de particulas, el siguiente valor correspondera
a la misma energia con el siguiente niimero de particulas mas pequeno, o bien a la
segunda energia mas baja con el menor nimero de particulas, y asi sucesivamente
hasta que el ultimo elemento del conjunto tendré el valor mas alto de energia de
todos los subsistemas con el mayor numero de particulas para dicha energia. Asi, la
ocupacion a tiene la forma general

a = {aq1,j1> o515+ + 1 Qqi 1> Qrygos Qragjos -+ oy Qs o,y Tspm_1,4is a'smvjl} : (2'1)

Ademés, por la manera en que se han definido los nimero de ocupacion se satisface

que
A=>"3 ayy, (2.2)
N

ya que cero es un valor permitido para los niimero de ocupacion; esta expresion refleja
el hecho que el ntimero de subsistemas es fijo.

Para ejemplificar lo antes mencionado, supéngase que se tiene un sistema con seis
subsistemas cuyas ocupaciones son

a=1{1,2,2,1},
a=1{21,1,2},

aunque a y a’ poseen los mismos elementos, fisicamente son configuraciones diferentes
yva que si B} < Fy < E3 < E4 son las energias que pueden adquirir los subsistemas,
entonces la ocupacion a indica que hay un subsistema con energia E, dos con energia
FE5, dos mas con energia E3 y finalmente uno con energia Fy; por otro lado, para
la ocupacion o’ hay dos subsistemas con energia E7, uno con energia Fs, otro con
energia F3 y dos con energia F,. Notese que en este ejemplo se ha tomado en cuenta
una particula en cada subsistema por simplicidad.

“Note que E; = E; (N, V), ademas en lo sucesivo E; < E; sii < j.

5Mas adelante se vera que el ensamble gran canénico estd asociado al llamado gran potencial
que es una funcion que define la energia del sistema a partir de los parametros termodindmicos de
volumen, temperatura y potencial quimico

Sde izquierda a derecha



Considérese lo siguiente, sea A el niimero de subsistemas y supdngase que se tiene
una ocupaciéon a dada, entonces de combinatoria se tiene que dichos subsistemas
se pueden reordenar en A! formas y todas estas reordenaciones dan como resultado
el mismo macroestado, tal como muestra en el ejemplo de las particulas con espin,
més aun, se ha supuesto que hay subsistemas que pueden tener el mismo estado,
en este caso hay reordenaciones que son indistinguibles que no deberén ser tomadas
en cuenta, entonces se pueden contar cuéntas configuraciones para la ocupaciéon son
posibles para obtener el mismo macroestado:

Al
N j

Notese que mientras mayor sea W, entonces dicha ocupacion tiene una mayor canti-
dad de configuraciones “compatibles” con el macroestado, por lo que W, brinda una
medida de qué ocupacién es mas probable que se manifieste.

Es facil ver que W, siempre es positiva, pues tnicamente se multiplican y dividen
los factoriales de ntimeros naturales, ademas, es claro que A! es una cota superior
para cualquier ocupacion; luego, una funcién que es positiva definida y acotada supe-
riormente alcanza su maximo. Por otro lado, la funciéon logaritmo es diferenciable y
mono6tonamente creciente, por lo que si se encuentra la ocupacion a* tal que In (W)
es maximo, entonces dicha ocupacién también maximiza W,.

Debido a que es mas facil manipular

In(Wo) =In(A) =) > "In(aw,!), (2.4)

N o

entonces se maximizara la ecuacion (2.4) bajo las siguientes restricciones correspon-
dientes a un sistema aislado:

E=>") an;Ej (2.5a)
N

Ne=> > an;N, (2.5b)
N

el hecho de que la energia total del sistema se conserve esta descrito por la ecuacion
(2.5a) mientras que la (2.5b) indica que el nimero total de particulas no es variable.

Es asi que para maximizar (2.4) se usara el método de los multiplicadores de
Lagrange. Puesto que hay tres restricciones dadas por las ecuaciones (2.2), (2.5a) y
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(2.5b), entonces se debe satisfacer la siguiente relacion

0
0= (EMNJ In (Wa)>ajvj (aaNJ % Z CLNJ) )

J

ON,j

(2.6)

0 0
- P E E an ;B -7 9 § E an ;N )

an ; - . an.,j N j *

aN,j aN,j

donde «, § y 7 son parametros (multiplicadores de Lagrange) por determinar, estos
parametros carecen de significado fisico por el momento, aunque més adelante lo ten-
drén, por ahora solo basta decir que « esté relacionado con los nimeros de ocupacion
pues acompanan a esa restriccion, asi como [ estaré relacionado con la energia y
con el namero de particulas. Simplificando la expresion anterior se tiene

(8111 (Al)  OIn(an,!)

8aN7j a(INJ

) —a—pE; —yN =0. (2.7)

Notando que In (ay;!) se puede aproximar por la formula de Stirling para valores
grandes de ay j;, es decir,

an,j an.;
n(ay;!) Z In (z / In () dx

 rln () — 2]t

=an,;In(ay;) —an; +1,

esta aproximacion es valida pues al tratarse de la distribucion méas probable, entonces
cada ajy ; es mucho mayor que el resto de los elementos de cualquier otra ocupacion,
por lo que (2.7) se reduce a

—In(ay,;) —a—BE; —yN =0, (2.8)

o equivalentemente
Ay ;= e e PEig N, (2.9)

Puesto que se debe satisfacer la ecuacion (2.2) para cualquier ocupacion y usando
(2.9), entonces

A:ZZOL}‘W
SRR
:e_aZZe_ Eje=N,

N



obteniendo la siguiente relacion funcional entre los parametros a, 8y 7,

B A
e = Z Z e—ﬁEje—’yN7 (210)
N j

de esta manera es facil obtener al ntmero de ocupacion aj ; en términos de los
parametros S y v, dado por
—BE; ,—YN
dyy = e e (2.11)
ATy
N J

Ya se han obtenido los ntimeros de ocupacion aj ; que maximizan W, es decir,
para la distribucién mas probable, sin embargo, nada se ha dicho acerca del macro-
estado del sistema, para ello se hara el siguiente tratamiento. Dada una ocupacion a,

a .
entonces % puede pensarse como la probabilidad” de hallar un subsistema con N

particulas y energia Ej, sin embargo para hallar la probabilidad “global” de que un
sistema se encuentre en el estado Ey ; sobre todas las posibles distribuciones se ob-

a .
tiene mediante la media ponderada para —Nd , donde el peso de cada distribucién

esta dado por W,, esto en concordancia con el postulado de equiprobabilidad a priori.

Sea A, el conjunto que contiene todas las posibles ocupaciones, entones la proba-
bilidad “global” de que un sistema se encuentre en el estado Ey ; estd dada por,

Y T

ca

a

Py, = Z—W, (2.12)
al

a’'eA
donde se ha considerado el limite en el cual A — oo para que la dispersion de la
media sea arbitrariamente estrecha. Considerando que la ocupacién méas probable a*
es aquella con un niimero de configuraciones mucho mayor que cualquier otra, es decir,

Woe > Wy, a € A\{a"},

entonces las sumas en (2.12) pueden aproximarse por Wasay ; v W, respectivamente,
de manera que

P Wa* a’}(\/',j
NI AW,
por lo tanto se obtiene que
ay,j
Py, = 1

Es asi que la probabilidad de que un subsistema se encuentre en el estado Ey ; del
macroestado cuya ocupacion tiene un mayor nimero de configuraciones es

e_BEj e_'YN

T e e
N/ j/

(2.13)

Py ;

"Esta cantidad también es la fraccién de subsistemas en el estado En;
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Asi pues, es natural preguntarse cuél seré la energia promedio del sistema, entonces
calculando el promedio sobre el ensamble se tiene

Eje PEie=N

E= %:XJ:EJPNJ =>.2 %;;e—ﬁ’%’e*w”

N j
o reescribiendo el numerador
o —BE; g—yN
—gg € e
N j

_BE, _’YN/ 9
%Ze i'e

J

E= (2.14)

en aras de la ecuacion anterior se hara la siguiente definicion
=(8,7,{E;}) = ZZe*BEje*VN, (2.15)
N J

donde a = se le conoce como la gran funciéon de particiéon o funcién de particion
macrocandnica, entonces la energia promedio sobre el ensamble es simplemente

Jln (Z)
B

Hasta este punto nada més se ha dicho acerca de los parametro S y v pues solo
habian sido utilizados como entes meramente matematicos, sin embargo, para hacer
una descripcién completa hace falta determinarlos, para ello habra que recurrir a la
Termodinamica.

E=— (2.16)

Puesto que la Termodindmica es un campo de conocimiento muy amplio, seria
poco conveniente tratar de incluir todas las deducciones pertinentes de los resultados
mostrados en esta seccion, sin embargo en las referencias |6, 7, 8] pueden encontrarse
dichos resultados con sus explicaciones detalladas.

Anteriormente, en esta misma secciéon se introdujo la nocién de estado de equili-
brio, este concepto es de suma importancia pues tinicamente se trataran sistemas que
se encuentran en estados de equilibrio. Ahora es necesario introducir el concepto de
proceso termodinamico o simplemente proceso, supongase que inicialmente un
sistema se encuentra en el estado de equilibrio X y después se perturba de tal manera
que como resultado el sistema se encuentra en el estado de equilibrio Y, entonces
se dice que el sistema ha realizado un proceso para cambiar del estado inicial X al
estado final Y. Si en particular el estado inicial coincide con el estado final entonces
se dice que el sistema ha realizado un ciclo.

Otro concepto clave es el de funcion de estado, supéngase que se conoce una

funcion f(xy,xe,...x,) = 0 donde xy, z,. .. x, son variables termodinamicas del sis-
tema, si f brinda como informacién los estados de equilibrio a los que puede acceder

10



el sistema entonces f se llama funciéon de estado.

En la descripcion de sistemas termodindmicos en equilibrio se acostumbra a usar
la aproximacion de proceso cuasiestatico, esto significa que cuando el sistema cam-
bia del estado de equilibrio inicial X al estado de equilibrio final Y existe un continuo
de estados de equilibrio intermedios por lo cuales el sistema transita.

Es preciso destacar que, en general, existen dos tipos de procesos, los reversibles
y los irreversibles. Se dice que un proceso, del estado X al estado Y, es reversible si
es posible regresar al sistema del estado Y al estado X y simultdneamente los alrede-
dores del sistema regresan a su estado inicial; un proceso que no es reversible entonces
es irreversible. Pese a que en la naturaleza no existen los procesos reversibles, son una
muy buena aproximacion para describir la evoluciéon de un sistema.

Ahora se puede presentar la primera ley de la termodindmica, esta ley es una
forma de expresar la conservacion de la energia® para sistemas termodinamicos, en
particular para sistemas cerrados estéa dada por

AU =Q—W, (2.17)

donde U es la energia total que posee el sistema y generalmente se acostumbra a
llamar energia interna, WW representa el trabajo mecanico que realiza el sistema,
es decir, la energia que puede absorber o ceder el sistema a sus alrededores siempre y
cuando sea asociada a propiedades mecanicas® del sistema, y por tltimo, Q es la letra
que denota al calor y representa la cantidad de energia, absorbida o cedida, entre un
sistema termodinédmico y sus alrededores que no sea asociada a propiedades mecéni-
cas ni quimicas del sistema. A manera de comentario, cabe mencionar que esta ley
es puramente empirica, es decir, es un postulado del formalismo de la Termodindmica.

Puesto que tinicamente se trabajaran con procesos cuasiestaticos, entonces, entre
dos estados infinitesimalmente cerca, la ecuacion (2.17) toma la forma diferencial

AU =dQ —dw,

donde se ha usado el simbolod para denotar que, las diferenciales de calor y de trabajo
no son exactas, es decir, el proceso que lleve a cabo un sistema termodinamico para
llegar de un estado inicial a uno final, es relevante para determinar el trabajo y el calor.

Tomando en cuenta que los subsistemas del sistema termodinédmico son, a su vez,
sistemas termodinamicos abiertos, es decir, permiten el intercambio de particulas,
entonces la primera ley para los subsistemas toma la forma siguiente

dU =dQ —dW + pdN, (2.18)

8Esto no quiere decir que la energia interna del sistema se conserve en el sistema necesariamente
sino que més bien, lo que indica es cuénta energia del sistema es cedida o en su caso absorbida
cuando se ha realizado un proceso.

9Los fenomenos eléctricos y magnéticos (campos externos) que puedan afectar al sistema también
son considerados fendémenos mecénicos desde la termodinamica
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donde p es el potencial quimico y d/V es la cantidad particulas de dicha sustancia.
Por simplicidad y para los propoésitos del presente trabajo sélo se ha considerado una
sustancia quimica pero los resultados aqui presentados son facilmente generalizables
a mas sustancias.

Cabe aclarar que N es un numero entero y hablar de la diferencial de un ntimero
entero no tiene mucho sentido, sin embargo, debe entenderse que en la practica el
numero total de constituyentes es enorme en comparaciéon con un solo constituyente,
es asi que dN debe pensarse como un cambio “pequeno” en el niimero de particulas en
relacion con el numero total de particulas. Por ejemplo, supongase que se tiene un gas
que contiene un nimero de particulas del orden de 10?3, si el subsistema ¢ intercambia
cinco particulas con el subsistema j entonces dicho cambio puede considerarse como
infinitesimal en relacion al numero total de particulas.

Continuando con esta breve presentacion, la segunda ley de la termodinamica
establece que “Un proceso cuyo unico resultado sea convertir en trabajo el calor ez-
traido de una fuente que estd a la misma temperatura en todo momento es imposible.
(Postulado de Kelvin)” [9]. Como consecuencia del postulado anterior se introduce la
existencia de una cantidad S llamada entropia, la concepciéon de entropia en Termo-
dindmica Cldsica, es la de una magnitud que indica cuénta energia del sistema no
puede ser utilizada como trabajo [6, 7].

Es sabido que la entropia de un proceso entre estados de equilibrio infinitesimal-
mente cerca, se relaciona con el calor via

_dQ
ds ==, (2.19)

donde dS es la diferencial, exacta, de la entropia y T es la temperatura absoluta.
Dada la primera ley, entonces se tiene que

AU +dW + pdN

as T

Considerando que el trabajo termodinamico iinicamente esta dado por las variable
de presion y volumen, entonces se puede establecer la siguiente relacion

dU = TdS — pdV + udN, (2.20)

donde U es la energia interna, 7" la temperatura del sistema, S la entropia, p la presion,
Vel volumen, p el potencial quimico y dN es el nimero de particulas. Notese que las
variables termodinamicas T', p y u, pueden determinarse directamente de la ecuaciéon
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(2.20) de la siguiente forma

oU
T = (@) . s (2213)
oUu
oU
on = (@_N) v . (221C)

Recordando que E; = E;(N,V) y en virtud de la ecuacion (2.21b), entonces la
presion de cada subsistema esta dada por

OE;

0 (2.22)

PN = —

por lo que ahora se puede calcular la presion promedio del ensamble de manera analoga
a como se hizo con la energia

zz( )Nj—ﬁzz@;iagg ,

y por regla de la cadena para derivadas parciales, entonces

__19ln(5)
P= 5y (2.23)

Notese que en la ecuacion (2.16) y en la ecuacion (2.23) aparece la funcion
f=In(2)), (2.24)

para determinar los valores promedio del sistema, lo que indica su relevancia. Debe
ser claro de (2.15) que

f = f(ﬂ,'}/, {Ej})v

por lo que se puede obtener la diferencial de f, dada por
df = fd5+— +ZZ (2.25)
ap 8E

0
la derivada parcial of es directa pues es la relacion obtenida en (2.16), sin embargo,

ap
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of of

atn no es claro el significado de las derivadas =~ y —=. Estas son:

>
=222 Mehe
DI (),

J
donde el factor de la derecha de la dltima igualdad no es otra cosa que la probabilidad
Py j, véase ecuacion (2.13), por lo tanto

of
5 =N (2.26)

es el negativo del nimero de particulas promedio. Por otra parte, la otra derivada
parcial es

df 0In(g)

OE;  OE;
“gp LY e
:aEJ Nl jl

[1]] —

(=) (¢ )

—BEj o— YN
e e
=-0 (T) )

[1]] —

obteniendo la relacién

of
— = —[(Pn;. 2.27
8Ej 5 N,j ( )
Es asf como la ecuaciéon (2.25) toma la forma
df = —EdB — Ndy—8Y > Py;dE;, (2.28)
N g

si a la expresion anterior se le suman los términos d (BE), d (’y]V ) y haciendo uso de
la linealidad del operador diferencial d, entonces

d(f+BE++N)=—-EdB - Ndy—BY Y Py;dEy;+d(BE) +d(yN),

N
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si ademas se usa la regla del producto en los dos tltimos términos de la expresion
anterior, se obtiene

d(f+BE+yN)=BdE +~dN — 3> Y Py,dE;.
N

Puesto que los sistemas que se han tratado aqui son sistemas de la termodinamica
del equilibrio, entonces dF};, al ser una diferencial exacta, puede considerarse como el
trabajo mecanico de un proceso reversible (cf. [3]). Dado que el elemento de volumen
es el mismo para los subsistemas, entonces

d(f+BE+~N) :BdE’+’de+5ZZPN,jPN,jdV7
N

llegando a la expresion
d(f+BE+~N) = BdE + ~dN + BpdV. (2.29)

Ahora se ha de hacer un postulado adicional para seguir con el desarrollo de este
formalismo, en la literatura a veces se puede encontrar como el Postulado de Gibbs:

El promedio sobre el ensamble de las propiedades termodindmicas de los subsistemas
cotncide con el valor de las variables macroscopicas del sistema,

constltese [1]. Entonces la ecuacion (2.29) en términos de las variables macroscopicas
es

d(f+BU +~yN) = pdU + BpdV + vdN. (2.30)
Ahora bien, reescribiendo la ecuacion (2.20) de la siguiente manera

_ 1 p H
dS = ZdU + =dV — =dN, (2.31)

asi, comparando (2.30) y (2.31), entonces, lo que se puede concluir es que dS es

proporcional a d (f + SU + yN), sea C' una constante de proporcionalidad, entonces
C Cu
B = T Y= o

més atin C = Kp~! donde Kp es la llamada constante de Boltzmann, c.f. [3], por lo
que finalmente se obtiene que

1
- 2.32
B T (2.32a)

W
S . 2.32h
V= TRLT (2.32Db)

Es asi, como la gran funcién de particion queda completamente determinada y

toma la forma siguiente
1 .
=N ermr BT, (2.33)
N
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usando la ecuacion (2.32a) y regla de la cadena en (2.16), entonces

oT 0ln (Z)
o3 oT
1 0ln(E)
- Kgp? 0T

E=-

obteniendo la expresion, final

(2.34)

Cuando se mencionaron los tres ensambles mas comunes en Fisica Fstadistica
se dijo que éstos estdn asociados a potenciales termodinamicos, pero no se ahondo
més en el tema, sin embargo para hacer la conexiéon entre termodinamica estadisti-
ca y Termodindmica cldsica es necesario aclarar a que se hacia referencia. Un tipo
muy particular de funciones de estado son aquellas que se conoce como potenciales
termodinamicos, que son funciones, con unidades de energia, que describen como evo-
luciona un sistema en términos de un conjunto de variables termodinédmicas llamadas
variables naturales, estas variables pueden determinarse a partir de las formas dife-
renciales del cada potencial. Usualmente, la energia interna U es una de las primeras
variables termodindmicas que se utilizan para describir un sistema, en estos casos se
dice que el sistema esté en la representacion energética, sin embargo no es la tnica
variable que puede ser de interés y en algunas ocasiones puede no ser no la descripcion
més adecuada para algin sistema termodinamico, por esta razon se exhibiran algunos
potenciales ttiles

F=U-TS Energia Libre de Helmholtz,
H=U-+pV Entalpia,
G=U+pV =TS Energia Libre Gibbs.

Ademas de los antes mencionados el potencial de mayor interés para la descripcion
de ensamble gran canénico sera el llamado potencial candénico o gran potencial
dado por

V=U-TS—uN, (2.35)

si ademas se considera que, para una sola especie quimica, el potencial quimico se
relaciona con la energia libre de Gibbs, via G = uN, constltese [7], y usando los
potenciales anteriores se puede encontrar la siguiente relacion

W=F—-uN=F-G,

por lo tanto
v =—pV. (2.36)
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Si ahora se calcula la diferencial total de ¥, entonces

A =d(U —TS — uN)
= dU — d(TS) — d (uN)
= TdS — pdV + pudN — TdS — SdT — Ndy — pdN,

por lo que la diferencial del gran potencial resulta en
d¥ = —SdT — pdV — Ndp, (2.37)

entonces son inmediatas las siguientes relaciones

ov
S =- (8_T> . (2.38)
ov
= (= 2.
p=-(57), (2.35)
ov
Ni = — (a—N)T7V, (238C)

invocando a la ecuacion (2.23) y comparando con (2.38b) entonces se obtiene que

1 /0m(E)\  [ow\
B( m’)m‘_(ﬁam/

por lo que necesariamente se debe cumplir la relacién

esta relacion sera clave pues permitird la conexion entre Termodindmica Estadistica
y Termodindmica del sistema.

En este punto debe dejarse muy en claro que se ha trabajado con las propiedades
de los subsistemas para conocer el comportamiento termodinamico del sistema, sin
embargo esto no es lo que se planted inicialmente, lo que realmente se busca es des-
cribir el sistema a partir de las propiedades de lo constituyentes microscopicos. Antes
de realizar la descripcion macroscopica en términos de la microscopica se presentara
la relaciéon que existe entre la gran funcién de particion y la funcién de particiéon
canodnica, véase [1, 3, 2|, posteriormente, en las siguientes dos secciones, se revisara
la cadena lineal monoatémica para luego calcular la funcién de particiéon particular
que servird para acceder al comportamiento termodinamico de los sistemas que seran
abordados en el presente trabajo. Partiendo de la ecuacion (2.33)

— e P(Ej—uN)
— ePuN e_BEj’
()

(11
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debe recordarse que E; = E; (N, V) por lo que para cada N se tiene que
Iy = Z e P, (2.40)
J

donde Zy es la funcién de particion canoénica, entonces la gran funcion de particion
puede reescribirse como

E=) ZyAV; A=e (2.41)
N

donde A es la fugacidad.

2.2. La cadena cristalina monoatémica

En la seccion anterior se introdujo a la Termodindmica Estadistica de manera muy
breve y general, ahora se pueden aplicar los resultados anteriores al sistema de la ca-
dena lineal cristalina monoatémica, pues éste sera el punto de partida que dara
paso a la incorporacion de los modelos de Watts y Strogatz, de Barabasi-Albert y
de redes tipo arbol de Cayley, para el analisis de sus efectos en los modos colectivos
de sistemas de osciladores acoplados. Gran parte de la informacion contenida en esta
seccion puede encontrarse en libros clasicos de Estado Sélido como el de Ashcroft y
Mermin [10] y el de Kittel [11].

Un sélido cristalino o simplemente un cristal es un solido cuyos constituyentes
poseen una organizacion regular y periodica, es decir, que sus componentes (atomos,
moléculas o iones) se encuentran ordenados en estructuras bien definidas que se repi-
ten en todo el sélido. Entonces un so6lido puede pensarse como una caja que contiene
particulas en interaccién y que ademas tienen posiciones'? bien definidas, como en un
mallado.

Una aproximacion muy utilizada en el estudio de los cristales es la llamada apro-
ximacién armoénica, ésta consiste en suponer que la contribucién mas relevante del
potencial de interaccion de las particulas del sistema es a orden cuadratico, en par-
ticular, el potencial armoénico para un cristal unidimensional estd dado por, véase
capitulo 22 de [10],

g — %/c S [ (na) — u (o + 1 ) (2.42)

donde K es una constante que corresponde a la intensidad de una fuerza restitutiva,
n es un numero entero que servird para etiquetar las posiciones de equilibrio, a es
la distancia entre posiciones de equilibrio y u representa los desplazamientos de los
atomos desde la posicion de equilibrio na. En adelante se supondréa que la interaccion

0Estas posiciones hacen referencia a la posiciones de equilibrio de los constituyentes.
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entre sus constituyentes es a primeros vecinos y que ademés la cadena tiene un nu-
mero finito N, de particulas.

Debe aclararse que U*™ es la contribucion a la energia potencial total, en adelante
solo se consideraréd esta contribucién como la energia interna total, la razéon de que
sea asi es que, asi como en el gas ideal se supone que los constituyentes (casi) no
interactiian y por lo tanto las interacciones se pueden despreciar y se toma solo la
energia cinética, una de las hipotesis principales de un cristal es que los constituyen-
tes poseen desplazamientos muy pequenos respecto a sus posiciones de equilibrio, en
comparacion con el espaciamiento entre dichas posiciones, por lo que, para términos
practicos, dichos constituyentes permanecen (casi) estaticos.

Para facilitar el anélisis se supondra que la cadena satisface las condiciones perio-
dicas de von Karman, estas condiciones definen la periodicidad del sistema y estan
dadas por

u(0) = u(Nya);  u(na) = u([Ny + nja), (2.43)

entonces se buscaran soluciones del tipo periddicas en el tiempo y en el espacio, el
caso méas general de este tipo de solucion es:

u(na,t) < exp [i (kna — wt)], (2.44)

que son soluciones de onda plana, en (2.44) k es lo que se conoce como ntamero de
onda, w es una frecuencia y t el tiempo. Debido a las condiciones de frontera (2.43)
se ha de satisfacer

Aei((]—wt) _ Aei(kNa—wt);

—iwt __ ikNa —iwt
Ae = Ae"V et

donde A es una constante por determinar para hacer valida la relacion (2.44), por lo
que

elNa =1, (2.45)

entonces de la ecuacion anterior, es claro que k£ debe satisfacer la condiciéon

k= ——, con m entero, (2.46)

aN

por la periodicidad del sistema, periodo 27, basta con tomar el caso particular m = 1.
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Figura 2.2: Representaciéon de una cadena lineal monoatémica con condiciones de von Kar-
man de Nt = 25 atomos.

Notese que las soluciones en (2.44) son dependientes del tiempo, sin embargo da-
das las condiciones de periodicidad, dicha dependencia puede pensarse tnicamente
como un cambio de fase en las ondas, por lo que la dindmica de los constituyentes del
cristal solo esté determinada por la parte espacial.

Puesto que el sistema es no disipativo ya que las interacciones se pueden derivar
de un potencial y suponiendo que los a&tomos son de una tnica especie, es decir, todas
las masas son iguales, entonces la dindmica del sistema se rige por

. a arm
mii (na) = — uerm. (2.47)
ou (na)
Se debe notar que los desplazamientos estan acoplados por la interacciéon emanada del
potencial, sin embargo, son funciones independientes entre si, es decir, cada u,, solo
depende de su posicion de equilibrio. Si ahora se definen los desplazamientos como

u(na) = uy, (2.48)
entonces sustituyendo (2.42) en (2.47) y desarrollando, se tiene
aUarm
aun B ICZ un’_unﬂ
8
=K [(uo — )’ (Ut — ) (U = U)o+ (U, — uoﬂ
= [(ui_l — 2Up_ Uy + ui) + (ui — 2UpUp41 + uiﬂ)}

—2Up 1 + 2Uy, + 2Up — 2Upyq)

obteniendo la expresion
mil, = —IK (2up — Up_1 — Unt1) , (2.49)
de la que se encuentra que

—mwQAe (kna—wt) _ KA [2 . e—zka . ezka} ez(kna—wt)

9
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empleando la relacion (2.44), simplificando y usando que

eika + efika

cos (ka) = 5 :

entonces se obtiene

w (k) = \/QIC 11— Cos(ka)]’ (2.50)

m

dado que 2sen? (%ka) = 1 — cos (ka), entonces se puede encontrar la forma funcional
del espectro de frecuencias, w = w (k), dado por

o112 o (1)

es decir, se ha encontrado una funcién que proporciona las frecuencias normales
de vibracion, estas frecuencias definen un conjunto de ondas planas, una por cada
frecuencia, con las cuales se puede descomponer cualquier movimiento oscilatorio del
sistema, en otras palabras, cualquier movimiento oscilatorio de los constituyentes se
puede escribir como combinacién lineal del conjunto de soluciones dadas por las
frecuencias en (2.51). Nétese que si 1ka &~ 0, entonces w (k) ~ k.

: (2.51)

Espectro Cadena Lineal Monotomica

2.00 A
1.75 1
1.50 4
1.25 A
3
@ 1.00 A
0.75 1
0.50 4

0.25 A

0.00 -

Figura 2.3: Espectro de frecuencias para una cadena lineal monoatémica obtenido analiti-
camente.

Como se ha supuesto una cadena de N; atomos, entonces debido a la relacion
(2.46) existen Ny frecuencias no redundantes'!, por esta razon en adelante tinicamen-
te se tomarén los valores para los cuales k£ > 0 debido a que esta cantidad esta ligada
a la longitud de onda.

HMatematicamente la degeneracion de dos por cada modo normal se encuentra en el valor absoluto
del la funcién seno.
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Es asi que se pueden etiquetar las frecuencias, en orden creciente, con valores que
van desde uno y hasta Ny, de la siguiente forma
wr Swz <, S wWhpo1 S W (2.52)
es decir, se tienen N; modos normales en la cadena. Desde ahora las etiquetas se
usaran para hacer referencia a los modos de oscilaciéon y a los desplazamientos en la
seccion siguiente.

2.3. Modos normales

En la seccién anterior se calculd el espectro de frecuencias de la cadena lineal a
partir de una solucién prueba, sin embargo existe una manera alternativa de hacerlo
mediante matrices, de esta manera se vuelve un problema numérico. Se debe hacer
énfasis en que ahora la cadena lineal se debe pensar como un conjunto osciladores
lineales acoplados, donde cada oscilador representa una particula, esto es valido ya
que se esta considerando la aproximacion armonica.

Partiendo de la ecuacion (2.49), una para cada n, entonces en conjunto se tiene
un sistema de Ny ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden acopladas y ho-
mogéneo, por lo que este sistema posee solucion analitica, véase [12], considerando la
notacion de (2.48) para el n—ésimo desplazamiento, entonces el sistema de ecuaciones
diferenciales que modelan la cadena lineal estd dado por

d*u
dt21 = —K2u; + Kuy + Kus,
d2
dtu22 == _ICQ'UQ + lCul + ICUg,
d2
m dt? = —K2usz + Kuy + Kuy,
(2.53)
dPupn. _
% = _IC2UNT71 + ]CUNT,Q + ICuNT,
dzuN
dt2T = —K2upn, + Kuny_, + Kuy,
o bien reescribiendo matricialmente se obtiene
Uy 2 -1 0 --- 0 -1 Uy
Us -1 2 =1 0 0 Us
d? U K — — U
L B I I At o (2.54)
dt? m | 0
UN-1 0 o -1 2 -1 Un-1
Un -1 0 0o -1 2 Un
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o de manera compacta,

d*u K
7= mLu, (2.55)
donde
s 2 -1 0 - 0 -1
s -1 2 -1 0 - 0
" U‘s CL- O -1 2 -1 ’
Un-a o -~ 0 -1 2 -1
U 1 0 - 0 -1 2

entonces toda la informacion de la dindmica del sistema esta contenida en la matriz
L, por lo que si se conoce la estructura y propiedades de L se puede obtener el com-
portamiento de la cadena lineal.

Una propiedad importante de L es que es una matriz semidefinida positiva, esto
quiere decir que si x € RVT es un vector no nulo, se satisface que

0 <x'Lx, (2.56)

donde xT es el vector transpuesto de x, esta propiedad es facil de verificar, haciendo
lo siguiente,

X'Lx = Qx% — Ty — T1Xo + 21‘3 — Loy — TaT3 + 2x§ — X3y — X3T4 + -+
2 2
+ 275, — TnaTnee — Tnaln + 2T — TnTng — Ty
= 2:10% — 22Uy — 27129 + 2x§ — 2x9x3 + 2x§ —2T3x4 + -+

+ 2‘T§_1 - 2IN-1$N—2 - 2$N—1xN _'_ 2x12\17
donde se ha omitido el subindice T" en N;, es asi que
x'Lx = (21 — x2)2 + (zg — x3)2 + o (g — :1CN)2 + (zy — xl)Q ,

con esto se ha probado que la matriz L es una matriz semidefinida positiva.

Notese que L es simétrica por lo tanto siempre se puede diagonalizar [13], asi, el
sistema (2.53) ya desacoplado (expresado en su forma diagonal) serd analiticamente
resoluble. Puesto que L se puede diagonalizar, entonces existe una matriz P invertible
con coeficientes reales constantes que satisface, véase [13],

D=P'LP, (2.57)

donde D es una matriz diagonal, entonces la matriz P permite llevar la ecuacion (2.55)
a un sistema equivalente de Np osciladores lineales desacoplados cada uno con una
frecuencia de oscilacion propia, de aqui que en algunas ocasiones en el texto se haga
referencia a las frecuencias del sistema desacoplado como eigenfrecuencias. En otras

palabras la relacion
u = Pv, (2.58)
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es una transformacion de coordenadas que permite trabajar con las coordenadas
normales del sistema, cf. [14]. Partiendo de las ecuaciones (2.55) y (2.58) se tiene

d* (Pv) K
aE T m

puesto que P es constante e invertibles, entonces

d*v I
—— =——P7'LP
dt? m v
por lo que
d*v K

de esta manera se ha logrado obtener un sistema de N7 osciladores armoénicos simples
cada uno con frecuencia

wp=1/—ANA,; n=1 ... Np, (2.60)
m
donde A,, es el n—ésimo eigenvalor de la matriz L.

Es asi como los eigenvalores de la matriz L fisicamente pueden asociarse al cua-

drado de las frecuencias (escaladas por un factor wy = \/g) asociadas a los modos
normales de cada particula en la cadena cristalina. Este método permite obtener el
espectro (discreto) de las frecuencias del sistema de manera numérica. Este espectro
contiene la informacioén necesaria para obtener los pardmetros termodinamicos del
sistema, como se vera mas adelante.

Espectros de Frecuencias Numérico. Cadena Lineal Monoatémica

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Nimero de Modo

Figura 2.4: Espectro de frecuencias numérica de una cadena lineal cristalina con N = 1500

atomos.

Hay que hacer énfasis en la diferencia principal de las graficas 2.3 y 2.4; prime-
ramente, en 2.3 la variable correspondiente al eje horizontal es el nimero de onda k
obteniendo asi w = w (k), mientras que en 2.4 la variable utilizada en el eje horizontal
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es el namero de modo, dicha variable aparece naturalmente al describir las interac-
ciones de la cadena de forma matricial. Notese que en la grafica 2.3 hay una doble
degeneracion debido al valor absoluto de la funcién seno, sin embargo para la segunda
grafica no se muestra tal degeneracion ya que tnicamente se toma la raiz positiva del
eigenvalor y no el valor absoluto.

A manera de comentario, cabe mencionar que la cadena lineal consta de Ny parti-
culas y dado que el movimiento se lleva a cabo en una dimension, entonces se tienen
N. grados de libertad correspondientes a los desplazamientos longitudinales de cada
particula.

Cabe senalar que empleando este método se clarifica el hecho de que la descrip-
cion de la cadena lineal se realice a partir de sus modos normales!? en vez de conocer
la dinamica de cada particula. esto ya que si se conocen los modos y la relaciéon de
dispersion de las frecuencias entonces es posible conocer el movimiento general de
todos los constituyentes de manera colectiva.

En relacion al parrafo anterior, entonces hay que dilucidar el concepto de cuasi-
particula ya que los modos normales caen en esta categoria. Una cuasiparticula es
un ente fisico que puede considerarse como una particula, es decir, un objeto con pro-
piedades bien definidas, pero que dichas propiedades se ven modificadas al cambiar
el volumen o temperatura del sistema total. Para esclarecer este concepto considérese
la cadena lineal de longitud L, supéngase que se modifica el tamano de la cadena
hasta obtener un nueva longitud!® L/, esta nueva configuracién no ha modificado sus
particulas sin embargo, en virtud de la ecuacion (2.45) los modos normales si han
cambiado. Esto cobraré relevancia en la siguiente seccion.

Algo que ain no se ha dicho, pero que es importante senalar para el anélisis
termodinamico, es que la matriz L tiene un eigenvalor nulo, es decir, siempre hay un
modo o cuasiparticula en el ensamble cuya energia energia es cero y por lo tanto no
contribuye a la energia interna del sistema, razéon por la cual solo habrda N = Ny — 1
eigenfrecuencias que contribuyen a un analisis termodinamico, habiendo hecho esta
observacion, entonces las frecuencias ahora se reetiquetaran como

O0<w <wy <...,<wnog Swy,

asegurando que todas las frecuencias sean no nulas.

12Como se vera mas adelante su descripcion serd a partir de las frecuencias asociadas a estos
modos.
13De tal manera que sus constituyentes siguen distribuidos de de manera uniforme.
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2.4. Termodinamica de la cadena lineal monoatomi-
ca

Como ya se ha visto en el apartado 2.1, existen diversas cantidades termodina-
micas asociadas a un mismo sistema, sin embargo, en este trabajo tinicamente se
limitara a estudiar la energia interna, la entropia y la capacidad calorifica'4.

El primer paso para acceder al comportamiento termodinamico de la cadena lineal
es obtener la gran funciéon de particiéon asociada. Como se mencioné en la secciéon 2.2,
el tratamiento que se le dio al s6lido fue clasico, esto en el sentido de que las parti-
culas, que desde ahora seran tratados como osciladores lineales, son distinguibles, es
decir, cada particula puede ser identificada por su posicion de equilibrio.

Una propiedad que poseen los osciladores lineales acoplados es que bajo una trans-
formacion de coordenadas!®el Hamiltoniano H del sistema puede ser escrito como la
suma de los Hamiltonianos de osciladores armoénicos desacoplados, es decir,

P2
2m

1
H=> Hi, Hi=-"+ 51@-@? (2.61)

donde P; y @; son el momento y su coordenada generalizada, respectivamente, del
1—ésimo oscilador, el hecho de que el Hamiltoniano sea “separable” es importante
debido a que de esta manera la funcién de particiéon canoénica se puede desacoplar
ademas de que en este caso H; coincide con la energia del :—éismo oscilador.

Ahora bien, para cada subsistema con etiqueta Ey ; se cumple que

N=> m (2.62a)

Ej =) e (2.62D)
k

donde ¢, es la energia que puede poseer una de las cuasiparticulas y n; es el niimero

14Como se sabe esta cantidad que se puede asociar a las fluctuaciones de la energia interna, pero
este concepto se revisara a detalle mas adelante.
15Est4 transformacion esta dada por la matriz P que diagonaliza L.
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de cuasiparticulas que poseen energia ¢, entonces
==y T
N o J

_ Z /\sz ng 6*5 Xk: NkEk
{nw}

DM ICEE

{nx} k

~IT (e

donde {ny} significa que la suma corre sobre los estados de los constituyentes. Debe
recordarse que se estd trabajando en el ensamble gran candnico, pues en principio
los subsistemas poseen un ntmero variable de particulas, sin embargo, hay que hacer
hincapié en que la descripciéon de la cadena lineal es a partir de los modos normales
o cuasiparticulas y éstas no se conservan ya que se crean y aniquilan cuando hay
fluctuaciones térmicas'®, entonces, para ser consistentes, necesariamente i = 0, por

lo que
1
= |k| T (2.63)

[1]

que es el resultado esperado si se hubiera hecho un tratamiento a partir del ensamble
canodnico, esto es congruente con el hecho de que los tres ensambles estadisticos son
equivalente en el limite termodindmico, véase [3].

El segundo paso es conocer como las energias ¢, se relacionan con las frecuencias
wy, para ello se hara uso de la relacion fundamental

&L — hwk, (264)

donde & es la constante de Planck reducida. El hecho que se haga uso h en (2.64)
es debido a que de esta manera las energias en (2.62b) corresponden a las del oscila-
dor armoénico cuantico y con esto obtiene la distribucion de Planck, como se vera a
continuacion, esta distribucién corrige los efectos andémalos!” de la capacidad calori-
fica, es decir, que tienda a cero cuando la temperatura tienda a cero cuya explicacion
descansa en la teoria cuantica, entonces se obtiene

N

— 1

E({wn},T) = H T ohon’ (2.65)
n=1

donde la dependencia del volumen del sistema se encuentra implicitamente en las
eigenfrecuencias.

16L0 cual sigue siendo coherente con el ensamble gran canénico.

"Esto es, que la energia diverja cuando el ntimero de nodos tienden a infinito o en el limite
del continuo, esto es consecuencia de la equiparticién de la energia considerando la distribuciéon de
Maxwell-Boltzmann.
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2.4.1. La energia interna

Como ya se pudo ahondar en el primer apartado de este capitulo, la energia interna
U es una de las cantidades mas importante cuando se trata de termodindmica. Se sabe
que la energia interna del sistema, de acuerdo a la ecuacion (2.34), esta dada por

0
U= KBT a—Tln( )

por lo que habra que obtener In (Z) de manera explicita

A
In(Z) =1In [H PR e—hwm]

n=1

| 1
S

[— In (1 — e’h‘”"ﬁ)] ,

M= £

n=1

por lo tanto,

N
_ _hwn
_ ;m (1 e KBT) , (2.66)

Introduciendo en (2.34) la ecuacion (2.66), entonces

N

U= KBT28%Z —1In (1 — e )]

n=1
N

- Z_a‘?(lﬂ[ )]

1 hw, e
— o _ 26 KpT
1—e ®e7 \ KpT

1w,
KBT KBT -1 ’

N
N

=1
entonces la energfa interna del sistema en términos de las eigenfrecuencias es

T4. (2:67)

”MZ
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Energia Interna vs Temperatura. Cadena Lineal Monoatémica.
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Figura 2.5: Energia interna de la cadena lineal monoatémica de N = 1500 atomos, para el
espectro numeérico obtenido al resolver (2.54).

2.4.2. La entropia

La concepcion de entropia que se dio en la seccion 2.1 puede parecer un tanto li-
mitada y de hecho no fue hasta que se desarroll6 la Termodindmica Estadistica que se
pudo dar un fundamento solido y una mejor nociéon de lo describe. Una mejor nocion
de entropia es la de la informacion asociada al sistema debido a que la entropia (de
Boltzmann) esta relacionada directamente con la derivada del logaritmo de la gran
funcion de particion, consiltese [1].

Una razoén por la cuél es importante conocer la entropia de un sistema es debido
a que permite verificar la tercera ley de la termodinamica'® la cual establece
que cuando la temperatura absoluta tiende a cero T — 0 entonces la entropia del
sistema tiende a cero S — 0, constltese [2], de esta manera se puede corroborar que
el sistema es congruente con las leyes de la Termodindmica.

De la Fisica Estadistica se sabe que la entropia promedio se obtiene mediante la

ecuacion Py
S=_ (==
(57),

desarrollando para este caso particular

N
oT

- 9 =
= KBIH(._) +KBT8—TIH(\_4)

R R R
—KBIH(._)—FfKBTa—TlH(\_)

=K B In (:) + T,

18Gi bien la tercera ley de la termodinamica implica una referencia absoluta para la entropia de

los sistemas termodinédmicos, en el presente trabajo tinicamente se utilizaré para poder caracterizar
los sistemas empleados, como se vera mas adelante.

S = —KpTIn (2)]
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ademas, de (2.66) y (2.67), se tiene

N N
o 1 heoy,
S:KB (n:1 [—ln(l—e h ﬁ)])—i_f(;ehwnﬁ_l)

N
- hwn —hwny B
_;{m—lﬁgln(l_e )}’

por lo que la entropia resulta en

S=Kg ZN: {M —In(1- eﬁwnﬁ)} . (2.68)

Entropia vs Temperatura. Cadena Lineal Monoatémica
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Figura 2.6: Entropia de la cadena lineal monoatémica de N = 1500 &tomos, para el espectro
numérico obtenido al resolver (2.54).

2.4.3. Capacidad calorifica

Otro parametro termodindmico importante es la capacidad calorifica, también
llamada capacidad térmica, C', ésta se define de manera general como

e

CEd—T,

(2.69)

es decir, es la cantidad de calor que se debe suministrar al sistema para aumentar en
dT la temperatura de un sistema, [6, 7].

Para sistemas termodinamicos arbitrarios existen distintas capacidades calorificas
dependiendo de las variables con la que dicho sistema se caracterice, sin embargo,
aqui se ha considerado un sistema cerrado cuyas variables son Ty V' por lo que la
ecuacion que rige su comportamiento, de acuerdo a la primera ley, es

dQ = dU + pdV,
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en este caso la capacidad calorifica cuando el volumen es constante simplemente es

oU
CV - (a_T>V7

donde el subindice V' indica que el volumen es constante.

En esta situacion Cy brinda como informacion las fluctuaciones de la energia
interna [3], sin embargo, para el caso de una cadena lineal el volumen del sistema es
equivalente a la longitud L de la cadena, por lo que se define la capacidad calorifica

unidimensional como

oUu
C(L - (a_T)La

(2.70)

empleando las ecuaciones (2.67) y (2.70) se puede desarrollar de la siguiente manera

n=1

al 1 hiw
- Z hwn | = hwn 2 KsT?

n=1 <@KBT — ]_) B

asi, la capacidad calorifica a longitud contante resulta en

N 2
Z hw,
OL = K - 1 A< .
b — (2 senh (—hw;ﬂ))
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Capacidad Calorifica vs Temperatura. Cadena Lineal Monoatémica.

BN

Figura 2.7: Capacidad calorifica de la cadena lineal monoatémica de N = 1500 atomos, para
el espectro numérico obtenido al resolver (2.54).

En este analisis no se ha hecho la aproximacion de que el ntmero de particulas
es tan grande que se puede considerar el limite N — oo, ni tampoco se ha supuesto
que las frecuencias tienen valores tan cercanos entre si de tal forma que el espectro de
frecuencias se puede considerar como un continuo. No obstante, existen dos modelos
relevantes en los cuales si se hace la aproximacion del continuo, en las siguientes dos
secciones se presentan.

2.5. El modelo de Einstein

Por completez se presenta el modelo de Einstein ya que no es un modelo muy
adecuado para poder describir s6lido existentes en la naturaleza, sin embargo es una
buena motivacion para el modelo de Debye. Para una revision méas detalla de este
modelo puede consultarse [10].

La hipotesis fuerte del modelo de FEinstein es que asume que las frecuencias de
todas las particulas son las mismas, como hipoétesis adicional asume que las frecuencias

son un continuo, note que esto implica que el nimero de onda también es continuo;
asi, la relaciéon de dispersion en funcién del nimero de onda k es

w (k) = wo, (2.72)
donde wg = \/g

Puesto que se ha considerado un continuo de frecuencias, entonces la sumas en
(2.67), (2.68) y (2.71), pueden aproximarse por integrales

hw

0 hw
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donde ¢ (w) es la funciéon de densidad de estados que, como su nombre lo indi-
ca, tiene como informacién el nimero de estados por unidad de frecuencias entre
w y w + dw. Notese que las expresiones anteriores se han omitido intencionalmente
los limites de integracion, ya que a continuacion se explicara cuales seran lo indicados.

Hay que hacer énfasis en que la funciéon g (w) esta constrenida a la condicion.

/ " g (W) dw =N,
0

donde wpsx es la frecuencia maxima que puede poseer el sistema y cero es el valor
minimo que puede tener una eigenfrecuencia. Puesto que todas las frecuencias estan
saturadas en un solo valor, entonces la funciéon de densidad més adecuada es una
distribucion delta de Dirac, es decir,

g(w):N5<w_w0)u

pero la distribucion delta de Dirac esta definida en todo el espacio (de frecuencias),
por lo que se puede expresar

/ No (w— wp) dw = N.
0

De esta manera los parametros termodindmicos toman la forma

S::ﬁﬁi/[—l%fl——ln(l—eqwﬂ}{N5Qu—umﬂdw,

6= [ 57 (cmrey ) V6 - wnll

debido a las propiedades de la distribuciéon delta de Dirac es inmediata la integracion
obteniendo

N hwy

U= m, (273&)
Fiw
S=NKp [T()ﬁl —1In(1—e"™F) ], (2.73D)
ezw J—
2 hwof
C, = NKBM. (2.73¢)
(ehwof — 1)

Con las expresiones (2.73) se concluye este repaso del modelo de Einstein.

2.6. El modelo de Debye

Ahora se presentara el modelo de Debye propuesto por Peter Debye en 1912. En
contraste al modelo Einstein, en este se asume que las frecuencias de oscilacion son
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distintas y dadas por los modos normales de oscilacion, de aqui se motiva el titulo del
presente trabajo, sin embargo, las frecuencias siguen en la aproximaciéon del continuo.

En la aproximacion de Debye se tiene que la relacion de dispersion (2.51) se
remplaza tnicamente por la siguiente relacion lineal

w(k) = vk, (2.74)

es decir, se extrapola el comportamiento lineal a ka < 1 de (2.51); en (2.74), v, es
una constante de proporcionalidad cuyas dimensiones son de velocidad para que la
relacion tenga coherencia.

Si ahora se define la velocidad de grupo del sistema como

dw
dk’
entonces la velocidad de grupo puede pensarse como como la velocidad de propaga-
cion'® de la superposicion de todas la ondas que generan por cada w, véase (2.44). Si
se comparan (2.51) y (2.74) entonces es claro que en el limite cuando k — £7 la
velocidad de grupo no tienden al mismo valor ya que en este modelo v, permanece
constante mientras que para la relacién analitica tiende a cero, esta observacién es
tnicamente para hacer notar que , a pesar de que la aproximacion de Debye es buena,
tiene carencias en el régimen de bajas temperaturas, como se vera mas adelante.

(2.75)

Ug:

Partiendo de la ecuacion (2.46), entonces se tiene que el nimero de onda es funcion
de n, tomando en cuenta que no hay degeneracion en el intervalo 0 < k < 7, entonces

se puede tomar tinicamente
nmw nmw
kp=—=——, 2.76
L alNy ( )

donde se han etiquetado los nimeros de onda. En adiciéon, £ se relaciona con la
longitud de onda A via

(2.77)

por lo que las longitudes de onda méaxima y minima estan limitadas por el espacio
entre particulas a y la longitud de la cadena, es decir,

)\ml’n = 2&, (278&)
Amax = 2L, (2.78b)

ademas se debe notar que k£ es méximo cuando A\ es minimo, es decir,

27 _N7T

g = —— . 2.79
>\min L ( )

19De hecho es la velocidad de propagacién de lo que se conoce como la envolvente de las ondas
pues es a velocidad que tendria la onda cuyo resultado es la superposiciéon de las contribuciones de
las ondas correspondientes a los distintos modos normales.
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Anélogamente al modelo de Einstein, las sumas en (2.67), (2.68) y (2.71), pueden
aproximarse por integrales

Wmax hw
U %/o s 17 (w) dw, (2.80a)
~ i hLdﬁ —hwp
S~ KB/O LM——1 —In(l—e )} g (w) dw, (2.80b)
wmix 9 Fuw
~ g (- : 9.
C /0 5T (ehwﬁ — 1) g (w)dw (2.80c)

donde g (w) es, nuevamente, la funcion de densidad de estados de frecuencia con la
constriccién

/meéx g(w)dw = N, (2.81)

en la literatura, v. gr. [10, 11|, a wysx se le acostumbra a llamar frecuencia de Deb-
ye wp para hacer énfasis en que es la frecuencia maxima asociada a este modelo, sin
embargo, aqui se seguird usando la notacion wyysy.

Para hallar la densidad de estados en este modelo se debe notar que notar que

k = k (n), entonces
N / dn _ / max édkj _ / max idw
TV,

por lo tanto la densidad de estados es

L
glw) = —, (2.52)
TV
mientras que la frecuencia w4, resulta en
TN v,
max — . 283
w 7 (2.83)

Usando la expresion explicita de la densidad de estados se pueden calcular los
pardmetros termodinamicos, primero la energia interna

Wmax hw L
[ (L)
0 eMb —1 \ 7,

L Wmax hw
= g 7
m)p ehwB — 1

zmax x
70,3 / v —1 hﬂ T = hwp

_ max d

wmaxhﬁz/o e‘”—l v

 NKAT? /wm v 1
0

SEEEE A ol

Wmax h
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debe recordarse que para calcular estos pardmetros se ha considerado que el solido
estd compuesto por osciladores armoénicos con igual constante de restitucion I y con
la misma masa m, si se define

_ /K
Wy = E’ (284)

como la frecuencia fundamental del solido?®, entonces la energia interna puede

escribirse como
2 T 2 Tmax
U:Nh(”°)<—)/ T
Wmax TO 0 et — 1

Ty = 2. (2.85)

donde

si ademaés se define la variable 7, dada por

7 ol (2.86)

Wmax TO

entonces la expresion analitica para la energia interna con el modelo de Debye es

1/T T
U = NhwmsT> / dz. (2.87)
o €e*—1

Antes de continuar con la entropia y la capacidad calorifica en la aproximacion de
Debye es necesario realizar unos comentarios, usualmente la ecuacion (2.87) se escribe
en términos de la temperatura de Debye 6, dada por

hwp  Nmhu,
Kz  KgL

Op =

sin embargo variable T que se introdujo en (2.86) serd mucho mas ttil para el analisis
que se realizara en el capitulo cuatro ya que, como se verd mas adelante, la tinica
informaciéon que se obtendra de los sistemas aqui abordados seran los espectro de
frecuencias. Por otro lado T} es la temperatura critica y difiere de la temperatura
de Debye por un factor de wpsx/wo, véase ecuacion (2.51), en el caso particular de la
cadena lineal se tiene que

0D == 7TTO.

Para tener una idea de la magnitud de Ty en Introduction to Solid State Physics [11]
pueden encontrarse los valores experimentales para la temperatura de Debye de dis-
tintos elementos, por lo que el rango de T para la mayoria de los elementos es entre
60K y 200K.

20Evidentemente cristales unidimensionales de distintos materiales poseen frecuencias fundamen-
tales diferentes.
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Haciendo un proceso anélogo para la entropia entonces se tiene

S = KB /meéx |:ehf/;)—€1 —1In (]_ — e_h""5>:| (i) dw

TUp
Kgl [Tmax d
=5 / { * —ln(l—e_x)]—x; xr = hwp
™y Jo et —1 hi
NK Tmax
= B T In (1 —e x) dx
WmaxhB Jo er —1
NK?BT Fmax T
= —In(l—-¢e%)|d
Winax /0 [e’f —1 n( c )] .
NKgwyT Fméx x _
= — —In(l—e")|d
wméxTO /0 |:ez - 1 " ( ‘ ):| !

por lo que la forma analitica de la entropia usando la aproximaciéon de Debye es

e$_

T
S—NKBT/ l —ln(l—e‘z)] dzx.
0

Finalmente, se puede calcular la capacidad calorifica C',

Wmax 2 hwB
C. = KB/ Mg (W) dw
0

(e =17
mmax (ByB)2eB [
0 (ehwﬂ — 1) MUy
LK Tmax 2 x
_ B / z4e i dx’ — hwp
7TUp 0 (fix — 1) h//B
NKZ2T [Fmax 2e® 1
5 / e de; =
wmaxh Jo  (e® —1) KT

NKpgwT /”m“*" x2e”
wméxTO 0

(2.88)

es asi que la expresion analitica para la capacidad calorifica se puede compactar como

1/T 2 x

xIr-e
C.=NK 7'/ —dx.
)y (e 1)

(2.89)

Ahora un breve analisis de C}, para altas y bajas temperaturas. Primeramente,
para altas temperaturas y considerando que w es finito, entonces x = hw( se hace
muy pequeno, es decir, z —> 0, en esta situacion el integrando en (2.89) se puede
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desarrollar en serie de Taylor hasta orden cuadratico obteniendo asi

CLNNKBT/ A+t Sda
1+x+ ) —1)
1/T
NNKBT/
1/T
NNKBT/

de esta manera es inmediato que la capacidad calorifica para altas temperaturas es
simplemente

C, = NKg, (2.90)

por lo que a temperaturas altas se recupera el caso clasico que es conocido como la
ley de Dulong-Petit.

Partiendo nuevamente de la ecuacion (2.90) pero ahora considerando el régimen
de temperaturas bajas, se tiene que 1/7 — oo por lo que la integral se modifica
como

] I26x
a;:NKgT/)————3¢m
o (er—1)

para resolver la integral anterior se usara la siguiente igualdad

donde ( (s) es la funciéon zeta de Riemann y I'(s) es la funcion Gamma de Euler.
Integrando por partes el miembro de la derecha se tiene que

C(s)T(s) =

s(er —1)|,

notando que el primer término del miembro de la derecha de la ecuaciéon anterior se
anula, entonces
oo xsex
sI'(s)C(s) = / —dx
usando las propiedades de la funciéon Gamma y en el caso particular cuando s = 2

entonces
x2e”

rEce) = [

dado que la funcion gamma se reduce a I'(n) = (n —1)! cuando n es un namero
natural, entonces

Co = (NKBT) (21)¢(2),
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obteniendo finalmente que
C. =kNKgT, (2.91)

2

m
" 3 Vv AméxTO

con esto se ha mostrado que a bajas temperaturas con la aproximacion de Debye el
calor especifico tiene un comportamiento lineal.
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3 Breve introducciéon a la Teoria de
Graficas

Asi como lo diagramas de Feynman que con su simpleza codifican conceptos y
calculos que pueden intimidar a cualquiera, las graficas, asi con su sencillez que hay
entre unir puntos con lineas, encierra un gran potencial para describir una cantidad
de fenémenos muy amplia que van desde las ciencias sociales, sistemas biolégicos,
redes de computadoras y muchas otras aplicaciones [33]. Por esta razon, hoy en dia,
la Teoria de Grdficas o Teoria de Grafos ha tenido un importante auge, en particu-
lar por su gran efectividad para describir sistemas complejos o bien fenémenos que
emergen de la colectividad de un sistema, en estos casos las graficas reciben el nombre
de redes. Particularmente el uso de redes en la descripcion de estructuras atémicas
como cristales es de gran ayuda pues permite una descripcion matricial, en principio,
siempre que las interacciones entre atomos sea lineal, es decir, desde la aproximaciéon
armonica.

A continuacion se presentaran varias definiciones que son béasicas para un enten-
dimiento claro de este tema, la presente informacion se puede encontrar, con mucho
maés resultados y en mayor detalle, en las referencias [15, 16, 17, 18]. Lo primero que
hay que hacer notar es que existen dos tipos de graficas, las graficas dirigidas o
digraficas y las graficas no dirigidas.

Definicion 3.1 [18] Una grdfica no dirigida G es un par ordenado G = (V, E), donde
V' es un conjunto finito no vacio y E es un conjunto cuyos elementos son parejas no
ordenadas, es decir,

E ={{u,v} = {v,u} |u,v € V}. (3.1)

Al conjunto V' se le conoce como conjunto de vértices o nodos y al conjunto E como
el conjunto de las aristas o enlaces.

Definicion 3.2 [17] Una digrdfica D es un par ordenado D = (V, E), donde V es
un conjunto finito no vacio y E C V x V', es decir, un subconjunto del producto
cartestano de V' consigo mismo, en simbolos

E = {(u,v)|u,v € V}. (3.2)

Al igual que en la definicion 3.1, V es el conjunto de los vértices y E el conjunto
de las aristas.
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Es conveniente dejar en claro que desde ahora solo se haré uso de las graficas no
dirigidas para los propositos del presente trabajo.

5

—
S

(a) (b)

Figura 3.1: (a) Ejemplos de gréfica dirigida de cinco vértices. (b) Ejemplo de grafica no
dirigida simple con cinco vértices.

Definicion 3.3 [18] Sea G = (V, E) un grifica no dirigida, si existe un elemento de
la forma {u,u} € E, entonces se dice que {u,u} es un lazo o loop.

Definicion 3.4 [18] Sea G = (V, E) un grdfica no dirigida. Se dice que dos aristas
son paralelas si existen dos elementos en E con los mismos vértices.

Definiciéon 3.5 [18] Una grdfica no dirigida G = (V, E) se llama stmple si no tiene
aristas paralelas ni lazos.

Para evitar desviarse del tema principal del presente trabajo y eludir ambigiieda-
des solo se tratara con gréaficas no dirigidas simples por lo que los resultados que se
mencionan, en adelante, inicamente haran referencia a este tipo de gréficas.

Si bien, ya se ha puntualizado que es lo que se entendera cuando se haga referencia
al concepto de grafica, atin no se ha dicho nada acerca de su estructura, por lo que
se continuara presentando algunas definiciones mas con la finalidad de presentar un
texto autocontenido.

Definicion 3.6 [18/ Sea G = (V. E) una grdfica, sean v;,v; elementos de V' tales que
{vi,v;} € E, entonces se dice que v; es adyacente a vj, o bien, v; es adyacente a v;.

Definiciéon 3.7 [18] Sea G = (V, E) una grifica, sea v; € V. La vecindad N,, del

vértice v; es el conjunto de todos los vértices adyacentes al vértice v;, es decir,
Ny, = {u5] {vi, 0y} € E}. (3.3)

Definiciéon 3.8 [18] Sea V' el conjunto de vértices de una grdfica G, el nimero de
aristas que posee un vértice v; € V se le llama grado o valencia del vértice y se
denota por g(v;). Nétese que g(v;) = |N,,|, donde |N,,| es la cardinalidad del conjunto
N,,.
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A veces es de interés conocer el promedio de algunas de las cantidades relacio-
nadas con las graficas, por eso se presentaran algunas definiciones simples de estas
cantidades.

Definiciéon 3.9 [15] El grado promedio de una grifica, es simplemente el promedio
aritmético de los grados de todos los vértices de una grifica, es decir,

(k) = %Z k;, (3.4)

donde N es el numero de vértices de una grifica y k; = g(v;).

Sea K el niimero total de aristas de una gréfica no dirigida, entonces se tiene que
1
KT = 5 Z kia
(2

donde el factor de un medio aparece debido a que cada arista se cuenta dos veces, es
asi que el nimero promedio y el ntimero total de aristas se pueden relacionar de la
siguiente manera

Kr = —(k). (3.5)

Definiciéon 3.10 [18] Sea V' el conjunto de vértices de una grifica G. Si todos los
vértices de una grdafica tienen el mismo grado, es decir,

glv)=1¢;, (eR, YvevV,
entonces se dice que la red es (-regular.

Definiciéon 3.11 [18/ Sea V' el conjunto de vértices de una grdfica G. Se dice que G
es completa si para cualquier par de vértices, entonces existe una arista que lo une;
en simbolos se tiene

G completa <= (Vv,ueV = {v,u}e€kE).

& P

Q/\.._‘/_.\.

(a) (b)

Figura 3.2: (a) Ejemplos de grafica 3—regular de seis vértices . (b) Ejemplos de grafica
2—regular de diez vértices.
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Figura 3.3: Grafica completa de seis vértices

Algunos ejemplos de graficas regulares se muestran el la figura 3.2, mientras que
en la figura 3.3 se muestra un gréafica completa.

Definiciéon 3.12 [18/ Un camino C es una sucesion de | vértices [vy,vs, ..., v_1,]
tales que {v;,v; 11} € E, donde i =1,2,...,1 —1. A los vértices v; y v, se le llaman
vértices extremos mientras que a los vértices v;, j = 2,...,1 — 1, se les llama vérti-
ces interiores. St los vértices extremos son iquales, entonces C se le llama camino
cerrado.

Si a un camino se le prohibe repetir vértices interiores, entonces se dice que el
camino es una trayectoria T, més ain, si los vértices extremos son iguales, entonces
se dice que T es una trayectoria cerrada. Si dos vértices u y v de una grafica G
estan conectados mediante una trayectoria, entonces se dird que u y v forman una
uv-trayectoria.

Definiciéon 3.13 [18] Sea G = (V, E) una grifica. Se dice que G es conezxa si para
todo par de vértices u,v € V existe una uv-trayectoria, es decir, si u y v estdn
conectados. Se dice que una grifica es disconexa si no es coneza.

Ejemplo de una gréafica conexa se muestra en la figura 3.2a, mientras que una
grafica disconexa se muestra en 3.2b.

Definiciéon 3.14 [18] Al nimero de aristas de un camino C se le denomina longitud
de camino y se denota por L (C). En particular si se tiene una trayectoria, entonces

las longitud de trayectoria se denotard por L (T).

Definicion 3.15 [18] Sea G una grifica conexa. La distancia de dos vértices u,v €
V', denotada por d(u,v), estd dada por

0 (0, 0) = {mz’n {L(T) | T es una uv — trayectoria} si u # v, (3.6)

0 St U = .
Noétese que esta distancia satisface las propiedades usuales:
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i) d(u,v) > 0 para todo u,v € V 'y d(u,v) =0 <= u=nv.
ii) d(u,v) =d(v,u) para todo u,v € V.
i) d(u,v) +d(v,w) > d(u,w) para todo u,v,w € V.

Definiciéon 3.16 [15] Sea G una grdfica conexa. El didmetro de G, denotado por
D (G), esta dada por

D (G) = mazx{d(u,v) |u,v € V}. (3.7)
Para una grafica no dirigida de N nodos, se tiene que el namero total de posibles
parejas es
N\ N(N-1)
2) 2 ’
suponiendo que la red es conexa, entonces la distancia promedio sera
1 1
() = 55 D> digs dig=d(vi,v;),
2 i
el factor de un medio aparece puesto que d (v;,v;) = d (v;, v;), por lo que
1
d)=—— d; i, 3.8
note que si N > 1, entonces (d) se puede aproxima por

Definicion 3.17 [34] Una grdfica ciclica Cy, también conocida como anillo o
ciclo, es una grdfica 2-reqular de N nodos cuyo conjunto de aristas es

E={{u,uj}|uj,u; € Vyj=i+1, 1<i<n—1}U{us,u,}. (3.9)

Definicion 3.18 [17] Una grdfica estrella de N nodos denotada por Sy = (V, E),
es una grafica que satisface las siguientes dos condiciones:

i) Eziste un nodo, llamado nodo central, v, tal que su vecindad es N, =V |{v.}.

ii) g(v) =1 para todo v € V |{v.}.

Una grafica puede representarse usualmente por puntos y lineas, como se puede
ver en la figuras 3.1, 3.2 y 3.3, los vértices son asociados a los puntos mientras que las
aristas son asociadas a las lineas, sin embargo esta representaciéon no es la tnica que
se le puede dar a una grafica y en mucho casos solo es tutil visualmente. Una forma
de abstraer una gréfica es usando matrices, de esta manera es posible obtener mucho
més informacién de una red.
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Definicion 3.19 [17] Sea G = (V, E) una grdfica, sea D, = |V| la cardinalidad del
conjunto de vértices, entonces la matriz de adyacencia A, asociada a la grifica
G, es una matriz cuadrada D, X D, que tiene por elementos

A _{1, (v ,v;) EE ei##j

ij =
0, otro caso.

(3.10)

Hay que hacer énfasis en que para gréaficas simples y no-dirigidas, la matriz de
adyacencia es simétrica. Es claro que esta matriz da como informacion qué vértices
estan conectados entre si.

Otra matriz que brinda informacién importante es la matriz de incidencia pues
permite ponderar cuantas conexiones o aristas tiene un vértice dado, a continuaciéon
se presenta su definicion.

Definicion 3.20 [17] Sea G = (V, E) una grdfica, sea D, = |V| la cardinalidad del
conjunto de vértices, entonces la matriz de incidencia Bg, asociada a la grifica G, es
una matriz cuadrada D X D, que tiene por elementos

Bij = {g ((;)Z) ’ Z ;i (3.11)

Las matrices anteriores brindan informacién parcial de una red cualquiera, sin
embargo, la informacién contenida en ambas se puede englobar en una sola matriz, a
dicha matriz se le conoce como la matriz Laplaciana, matriz dinamica o matriz
de Kirchhoff |24, 17].

Definicion 3.21 [17] Sea G = (V, E) una grdfica, sea D, = |V| la cardinalidad del
conjunto de vértices, entonces la matriz de laplaciana L, asociada a la grafica G, es
una la matriz cuadrada Dy x D, dada por

Se uso el subindice G en la matrices anteriores para hacer énfasis en que son la
matrices asociadas a la grafica (G, sin embargo en lo sucesivo se omitiré dicho subindice
y se emplearan unicamente cuando el contexto no sea claro respecto a qué matriz se
hace referencia.

3.1. Teoria espectral de graficas
Esta seccion sera corta en relacion a las antes presentadas, sin embargo, es im-

portante incluirla pues ofrecerd las herramientas necesarias para describir sistemas
fisicos a partir de redes.
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Ya se ha visto como una grafica puede ser representada por la matriz Laplaciana
asociada, por esta razoém, lo que se pretende en seccidon es abordar algunas de las
propiedades que posee dicha matriz.

Aunque ya se menciono anteriormente, las graficas de interés seran simples y no-
dirigidas, en este supuesto la matriz de adyacencia es simétrica, véase ecuacion (3.4),
y dado que la matriz de incidencia es diagonal por definicién, entonces la matriz la-
placiana es simétrica, entonces esta es la primer propiedad de L.

A continuacién se presentan tres propiedades mas, las cuales seran de suma im-
portancia mas adelante.

Proposicion. La matriz laplaciana L tiene la siguientes propiedades:

1. L es semidefinida positiva, es decir, si v es una vector no nulo de dimensién Dy,
entonces viLv > 0.

2. Los eigenvalores de L son ntimeros reales mayores o iguales a cero.
3. L es diagonalizable.

La demostracion de esta proposicion es facil puesto que es un caso particular de
un teorema mas general que afirma que toda matriz simétrica con entradas en un
campo F es congruente a una matriz diagonal y del Teorema de Descomposicion
Espectral, ambos resultados se pueden encontrar en [13].

Por esta razon la presente seccion lleva el nombre de Teoria Espectral de Grificas,
pues lo que se pretende hallar es el espectro de la matriz L, pues como se pudo de-
sarrollar en el capitulo anterior, dicho espectro contienen informaciéon importante del
sistema.

En la seccion 2.2 del capitulo anterior se realizé un analisis matricial de la cadena
lineal como se acostumbra a hacer en Mecdnica Cldsica, véase [14], sin embargo, con
las definiciones mostradas en este capitulo se puede caer en cuenta que la cadena
lineal se puede abordar desde la perspectiva de la redes.

Para puntualizar lo antes mencionado considérese la cadena lineal cristalina con
condiciones periddicas (anillo), debe ser claro que al representar dicho sistema como
una red regular ciclica Cy,., donde N; es el nimero de particulas que la constituyen,
entonces la matriz L en (2.43), coincide con la matriz laplaciana Ley, - Con esto se ha
encontrado un red equivalente al sistema de osciladores equivalentes y con la misma
matriz dindmica por lo que la informacion que se obtenga en la red se vera reflejada
en el sistema.

Es importante mencionar que las raices cuadradas de los eigenvalores de la matriz
laplaciana siempre se ordenan de menor a mayor, esto no afecta en nada la dinami-
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ca del sistema pues éstos valores son invariantes ante cambios de filas y renglones [13].

3.2. Redes complejas

Siguiendo esta linea de pensamiento entonces se pueden introducir las redes com-
plejas para un estudio similar al de la cadena lineal.

Si bien es cierto que hoy en dia no hay una definicién universal de lo que es un
sistema complejo, esto no es una limitante para tratar con ellos, para proceder
se tendran que caracterizar los sistemas complejos: 1) poseen varios componentes o
constituyentes, 2) exhiben colectividad (alta correlacion) es decir, que si alguno de
los constituyentes se modifica en al menos alguna de sus caracteristicas, entonces el
comportamiento colectivo de todo el sistema cambia notoriamente, 3) son distingui-
dos por la presencia de fen6menos emergentes, esto quiere decir que ain conociendo
todas las variables relevantes de sus componentes la informacién no es suficiente para
poder describirlo de manera completa [33].

Particularmente, muchos sistemas complejos pueden abordarse desde la perspec-
tiva de redes, en estos casos las redes se llaman redes complejas, que presentan
caracteristicas diferentes en su estructura topologica respecto a las redes regulares,
por el momento solo basta decir que el término topologia de red hace referencia a
la manera en que se distribuyen los enlaces entre los nodos de una red, pero esto se
abordara con mayor detalle més adelante.

Una red posee en general ciertos elementos que le dan una estructura béasica tales
como lo son los nodos, la conexidad, etcétera, sin embargo, las redes complejas no
se pueden describir completamente solo con estos parametros, habra que introducir
conceptos nuevos.

Definiciéon 3.22 [17] El coeficiente de agrupamiento local estd dado por

2L,
- k> 2
CG={ k-1 TH=7 (3.13)
0 st k; < 2,

donde k; es el grado del i—ésimo nodo y L; es el nimero de enlaces que hay entre los
elementos de la vecindad de 1—ésimo nodo.

En palabras, este coeficiente proporciona una medida de qué tan conectados estéan
entre si los vecinos de un nodo, de aqui que se defina como una medida local.

Definiciéon 3.23 [17] El coeficiente de agrupamiento promedio o coeficiente
de agrupamiento de red es simplemente el promedio aritmético de los coeficientes
de agrupamiento local, es decir,

€)= %ZC (3.14)
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Observacién: En ciencia de redes el diametro de una red se acostumbra a llamar
longitud de red.

Definiciéon 3.24 [17] La distribucion de grado Py proporciona la probabilidad de que
un nodo seleccionado al azar tenga grado k.

Puesto que Py, es una probabilidad, entonces debe estar normalizada, es decir,
> P=1, (3.15)
k

considerando que ademas las redes poseen un nimero finito N de nodos, entonces es

inmediato que
Pr = N (3.16)
k — N ) .
donde Ny es el nimero de nodos con grado k. Es asi que conocer la distribuciéon de
grado de una red va a a ser de suma importancia, puesto que es ésta la que nos in-
dicara la estructura que posea dicha red, el tipo distribucion de grado que posea una

red define su topologia.

De probabilidad se sabe que si se conoce la distribucién de probabilidad, enton-
ces se puede conocer el n-ésimo momento de una cantidad, en particular el primer
momento, que para este caso, el grado promedio de la red se puede obtener via

(k) = kP (3.17)

Si bien existen otras propiedades importantes en el estudio de las redes, abordarlas
en este trabajo significaria ampliar en demasia el presente escrito y realmente no seria
de utilidad para los propoésitos contemplados, por esta razén no se presentaran més
resultados de teoria de redes en general. Como siguiente paso, lo que se llevaréa a cabo
es un analisis de las redes empleadas en este trabajo.

3.3. Redes de mundo pequeno: Modelo de Watts-
Strogatz

Watts y Strogatz vinieron a revolucionar la manera de concebir las redes con su
articulo “ Collective dynamics of ‘small world’ networks” [25], pues si bien ya se ha-
bian estudiado con anterioridad redes regulares y redes completamente aleatorias,
como las redes Erdos-Renyi, también era cierto que estos dos tipos de redes no
eran adecuadas para modelar sistemas reales, sin importar cual fuese su naturaleza,
ya que cada una de éstas presenta caracteristicas muy diferentes que en ocasiones no
describian de manera correcta el fendmeno de interés.
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Es entonces que se presenta la idea de describir fenémenos de tal manera que
las redes asociadas no fueran regulares ni aleatorias. En pocas palabras, una red de
mundo pequeno es aquella en la que la longitud de red es pequena, esto tiene como
consecuencias que todos los nodos estan “separados” por distancias pequenas, colo-
quialmente, por unos cuantos saltos.

Sea K; (d) el niimero de nodos a distancia d del i—ésimo nodo, entonces K; (1) ~

(k) pues cada nodo tiene en promedio (k) enlaces, asf K; (2) ~ (k)? ya que cada nodo

conectado al i—ésimo tiene en promedio (k) aristas, asi en general para el i—ésimo
nodo

K, (d) = (k)°. (3.18)

Si ahora se define N; (d) como el nimero de nodos que distan, a lo mas, d del nodo 4,
entonces

Ni(d) = _Z<k>i (3.19)

note que j comienza en cero puesto que solo hay un nodo a distancia cero del :—ésimo
nodo, y es ¢él mismo. Puesto que d es finito, la ecuaciéon anterior puede reescribirse
como

Ni(d) =1+ &)+ (k) + -+ (k)Y
(R)NG (d) = (k) 4+ (k)? + (k)% + - + (k)" + (k)™
(NG (d) = 14 (k) + (k) + -+ (k)" + (k)™ — 1,
(kNG (d) = N; (d) + (k)™ =1,

por lo tanto el nimero de nodos hasta la distancia d en estas redes, estd dado por

<k,>d+1 -1

Nitd) =

(3.20)

Sea dpsx la distancia maxima a la que puede estar un nodo del ¢—ésimo nodo,
entonces dysx = D (Gsw ), donde Ggy es una red de mundo pequenio, y considerando
que una de las caracteristicas principales de redes de mundo pequeno es que todos los
nodos estan conectados por distancias cortas y suponiendo que (k) > 1 para redes
“grandes”; entonces (k) — 1 ~ (k), asi

M (dméx) - <k>dméxa

puesto que se ha definido a N;(d) como el nimero de nodos a distancia a lo més d;
cuando la distancia es maxima entonces se han contado todos los nodos de la red, es
decir,

M (dméx> = N7

donde N es el numero total de nodos, asi se debe satisfacer que

(ks = N

Y

50



o equivalentemente

In(N)
D (Gsw) = — =, (3.21)
In ((k))
concluyendo que el didmetro de una red de mundo pequeno satisface que
D (Gsw) ~1In(N). (3.22)

Debe hacerse énfasis que, dado el espectro (conjunto de eigenvalores de la matriz
Laplaciana), entonces dicho espectro no necesariamente tiene una representacion ma-
tricial Gnica ya que, como se menciond anteriormente, el espectro es invariante ante
cambios de renglones, por lo que en principio no podria hallarse una tnica grafica que
corresponda al espectro.

3.3.1. Redes WS

Al inicio de esta seccion se abordé el fendmeno de mundo pequeno en redes, ahora
habra que puntualizar como es que se construiran las redes que se emplearan en el
presente trabajo, primero se tendré que generalizar el concepto de anillo.

Definicion 3.25 [34] Sea Cy un anillo y v € V, con V' el conjunto de nodos. Los
{—vecinos mds cercanos de v es un conjunto de nodos tales que

N, (0) = {u e V|d(v,u) < (}. (3.23)

Notese que los valores de ¢ estan acotados por 1 < £ < %, si Nespary 1</ <
%, si N es impar.
Definiciéon 3.26 [34] Sea Cn un anillo y k = |N, (¢)|. Si para cada nodo de Cy
se anade un enlace con sus primeros {—vecinos, entonces la red generada se llama
k—anillo y se denota por Cy (k)

De la definicién anterior se pueden senalar varias cosas, puesto que las redes con-
sideradas son simples y no dirigidas, k = | N, (¢)| proporciona el grado de cada nodo
en un k—anillo, en adicién k siempre es par, salvo en el caso en el que ¢ = %, para
N par, en este caso k = N — 1, ademés Cy (k) es una red k—regular conexa.

Algoritmo 3.1 Sea Cy (k) un k-anillo de N nodos y sea vy un nodo arbitrario pero
fijo en la red, entonces, este primer nodo tiene probabilidad P de que uno de sus enla-
ces, elegido al azar, sea reconectado a un nodo con el que no este conectado, elegido
aleatoriamente, este proceso continua hasta que se haya completado un barrido en
toda la red, es decir una vez por cada nodo.

Definicion 3.27 Una red generada con el algoritmo 3.1 se llama red de Watts-
Strogatz tipo WS y se denota por Gws (N, k, P).
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(a) (b) (c)

Figura 3.4: Ejemplos de redes Gy s(10,2, P) con distintas probabilidades. a) P = 0, b)
P=0.1,c) P=0.5.

(a) (b) ()

Figura 3.5: Ejemplos de redes Gy s(10,4, P) con distintas probabilidades. a) P = 0, b)
P=01,¢c)P=05.

Probabilidad | (C)prom oc Dprom op
0 0.5 0 500 0
0.0001 0.4998660 | 0.000237690 | 495.725 | 19.02602
0.001 0.4985577 | 0.000792246 | 361.335 | 89.48952
0.01 0.4861667 | 0.002345165 | 86.925 | 14.13501
0.1 0.3725044 | 0.006395815 | 19.598 | 1.100730
0.5 0.0682638 | 0.004854140 | 10.44 | 0.497633
0.9 0.0020596 | 0.000779593 9.85 0.357967
1 0.0015716 | 0.000681028 9.74 0.439734

Tabla 3.1: Cantidades promedio con su respectiva desviacion estiandar de redes
Gws (1000, 4, P) para diferentes valores de probabilidad. Coeficiente de agrupamiento pro-
medio de una red (C), promedio de sobre mil realizaciones, y de la longitud de red D,
promedio de sobre doscientas realizaciones.

En la tabla 3.1 se muestran algunos valores de los coeficientes de agrupamiento
de red y de la longitud de red para redes Gy g (2000,4, P). Como se pude ver en
dicha tabla, tanto (C') como D son cantidades que disminuyen a medida que la pro-
babilidad P crece, esto quiere decir a mayor probabilidad los nodos estéan localmente
menos conectados pero a nivel global es mas “facil” llegar de un nodo a otro. Este
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comportamiento se replica al esperado mostrado en [19].

Es necesario senalar que los mismos célculos que se muestran en la tabla 3.1 se
realizaron para redes Gy g (2000, 2, P) sin embargo, en estos casos el coeficiente de
red para estas redes estaban muy cercanos a cero, el mas alto fue de (C)om ~ 1074,
ademéas de que (C),.om crecia conforme lo hacia P, por lo que en este particular,
aunque la longitud de red disminuy6 como se esperaba, el coeficiente de red no tiene
un comportamiento de mundo pequenio por lo que el régimen para que se presente
este fenébmeno es con un valor de k > 2.

Notese que Gy g (N, 2,0) recupera el caso de la cadena lineal monoatémica de N
atomos, por lo que, atn sabiendo que Gws (N, 2, P) no es exactamente una red de
mundo pequeno, por el comportamiento anémalo en el coeficiente de red, también
se incluiran estas redes en el entendido de que su anélisis se puede pensar como una
generalizacion de la cadena lineal.

Distribucion de grado. Red Gs. Distribucion de grado. Red Gs. Distribucion de grado. Red Gs.

Figura 3.6: Distribuciones de grado para redes Gy s (2000, 2, P) (a) Probabilidad de reco-
nexion P = 0.01. (b) Probabilidad de reconexion P = 0.1. (¢) Probabilidad de reconexion
P =0.9.

Distribucion de grado. Red Gs. Distribucion de grado. Red Gs. Distribucion de grado. Red Gs.

~ &

(a) (b) (c)

Figura 3.7: Distribuciones de grado para redes Gy s (2000,4, P) (a) Probabilidad de reco-
nexion P = 0.01. (b) Probabilidad de reconexiéon P = 0.1. (¢) Probabilidad de reconexion
P =0.9.

Para concluir con las redes Gy s simplemente se mostraran de manera grafi-
ca algunas distribuciones de grado para diferentes valores de P, tanto para redes
Gws (N, 2, P) como para redes Gy s (N, 4, P) con el fin de mostrar que en estas redes
la distribucién se puede aproximar muy bien por una distribucién de Poisson y
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hacer notar que es la distribucién la que le proporciona las caracteristicas a una red
compleja.

3.3.2. Redes NWS

Ahora se presentaran otro tipo de redes de mundo pequeno, que son una variante
de las redes WS.

Algoritmo 3.2 Sea Cy (k) un k-anillo de N nodos y sea vy un nodo arbitrario pero
fijo en la red, entonces, este primer nodo tiene probabilidad P de generar un enlace
con un nodo con el que no este conectado, elegido aleatoriamente, este proceso con-
tinua hasta que se haya completado un barrido en toda la red, es decir una vez por
cada nodo.

Definicion 3.28 Una red generada con el algoritmo 3.2 se llama red de Newman-
Watts-Strogatz o red de Watts-Strogatz tipo NWS y se denota por Gyws (N, k, P).

(a) (b) (c)

Figura 3.8: Ejemplos de redes Gnw (10,2, P) con distintas probabilidades. a) P = 0, b)
P=0.1,c) P=05.

(a) (b) (c)

Figura 3.9: Ejemplos de redes Gnws (10,4, P) con distintas probabilidades. a) P = 0, b)
P=0.1,c) P=0.5.

En la tabla 3.2 se muestran algunos valores de los coeficientes de agrupamiento
de red y de la longitud de red para redes Gnws (2000,4, P).
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Probabilidad () dc (D) dp

0 0.5 0.0 200 0.0
0.0001 0.49992473 | 0.0001246 | 495.550 | 20.98689
0.001 0.4992011 | 0.0003782 | 358.745 | 81.52411
0.01 0.4921000 | 0.0012092 | 86.565 | 13.48238
0.1 0.4270360 | 0.0031694 | 18.715 | 1.170738
0.5 0.2337641 | 0.0028768 | 8.090 | 0.286900
0.9 0.1365623 | 0.0010436 | 6.240 | 0.428155

1 0.1208708 | 0.0004809 6.00 0.00

Tabla 3.2: Cantidades promedio, con su respectiva desviacion estandar, de redes
Gnws (N, 4, P) para diferentes valores de probabilidad. Coeficiente de agrupamiento prome-
dio de una red (C'), promedio de sobre mil realizaciones, y de la longitud de red D, promedio
de sobre doscientas realizaciones.

Finalmente, se mostraran de manera grafica algunas distribuciones de grado para
diferentes valores de P, tanto para redes G yws (INV, 2, P) como para redes G yws (N, 4, P).

Distribucion de grado. Red Guws.

Distribucion de grado. Red Guws.

Distribucion de grado. Red Guws.

0.40
0.35
0.30
0.25

<020
0.15
0.10

0.05

0.00

(a) (b) (c)

Figura 3.10: Distribuciones de grado para redes G yws (2000,2, P) (a) Probabilidad de ge-
nerar un nuevo enlace de P = 0.01. (b) Probabilidad de generar un nuevo enlace de P = 0.1.
(c) Probabilidad de generar un nuevo enlace de P = 0.9.

Distribucion de grado. Red Guws. Distribucion de grado. Red Guws. Distribucion de grado. Red Guws.

Figura 3.11: Distribuciones de grado para redes G yws (2000,4, P) (a) Probabilidad de ge-
nerar un nuevo enlace de P = 0.01. (b) Probabilidad de generar un nuevo enlace de P = 0.1.
(c) Probabilidad de generar un nuevo enlace de P = 0.9.

De acuerdo a las figuras 3.6, 3.7, 3.10 y 3.11 las distribuciones de grado de las
redes WS y NWS pueden aproximarse por una distribucién de Poisson.
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3.4. Arboles de Cayley complejos

Para introducir los arboles de Cayley complejos primero habra que entender que
es un arbol, por lo que se introduciran algunas definiciones previas a la de arbol de
Cayley complejo.

Definicion 3.29 [18] Sea G (V, E) una grifica. Se dice que G' es subgrdfica de G
si se cumple que

v'cV, (3.24a)
E' CE, (3.24D)

donde V' y E' son el conjunto de nodos y de enlaces, respectivamente, de G’.

Definiciéon 3.30 [18/ Un drbol es una red coneza en la cual no existe ninguna sub-
grifica que sea un ciclo.

Definiciéon 3.31 [15] Un drbol de Cayley de ¢ capas y nimero de ramificacion
k—1, S(c, k), es un drbol simétrico construido a partir de un nodo central de grado
k, cada nodo a distancia d del nodo central tiene grado k salvo los nodos a distancia
¢, los cuales tienen grado uno y son llamados nodos libres.

Como en la seccion anterior, se usard K (d) como el nimero de nodos a distancia
d y N (d) como el numero de nodos hasta la distancia d. Sea K, (d) el nimero de
nodos a distancia d del nodo central, es inmediato de su definicion que K. (1) = k,
mientras que para d = 2 se tiene K,,. (2) = k (k — 1) ya que cada nodo de la primera
capa esta conectado con k — 1 nodos, analogamente K,,. (3) = k(k — 1) (k — 1), asi,
de manera general se tiene que

Ko (d)=k(k—1"", 1<d<e (3.25)

usando la ecuacion anterior, es facil ver que

Noc(d) =14 k(k—1)"", (3.26)

j=1

donde se ha contado al nodo central. La suma en (3.26) puede compactarse en una ex-

presion, haciendo un proceso similar al que se realizo para la ecuacion (3.20), hallando

que

k(k—1)"—2
k—2 '
Sea dns, la distancia méxima a la que pueden estar los nodos del nodo central,

ademas se cumple que N, (dnsx) = N, con N el nimero total de nodos, entonces

k(k— 1) —2

N =
k—2 ’
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resolviendo para d,,s, se obtiene

N(k—2)+2=k(k—1)"m,
In(Nk—=2]+2)=In(k)+ dpsxIn(k — 1),
dmaxIn (K —1) =In (N [k — 2] +2) —In (k),
g In(N[k—2]+2)—In(k)
mee In(k—1) ’

notese que si N > 1 (redes grandes), entonces N (k —2) +2 ~ N (k—2) en cuyo
caso k > 3, en esta situacion

In (k) ~1
In(k—1) "
con todas estas aproximaciones, el didmetro de un arbol de Cayley es
In (N)
max — 5 2
(k= 1) (3:28)
es decir,
Apax ~ In(N). (3.29)

En este sentido, se puede decir qué un arbol de Cayley es una red de tipo mundo
pequeno, sin embargo como se podra ver a continuacion, estos efectos desaparecen
cuando se anaden enlaces con cierta probabilidad P. Asi, se puede introducir una
variante de estas redes.

Algoritmo 3.3 Sea S¢ (¢, k, P) una red de drbol de Cayley, sean N el nimero total
de nodos y u un nodo arbitrario en la red, pero fijo, cada enlace {u,v}, v €V tiene
probabilidad P de ser anadido al conjunto de enlaces E, este proceso se repite para
cada nodo en la red. El proceso anterior termina cuando se ha realizado una vez por
cada nodo.

Definicion 3.32 Una red generada con el algoritmo 3.3 se llama red de drbol Cay-
ley complejo y se denota por Sc (¢, k, P).

(a) (b) (c)

Figura 3.12: Ejemplos de redes Sc(2,4, P) con distintas probabilidades. a) P =0, b) P =
0.01, ¢) P =0.1.
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de red y de la longitud de red para redes S¢ (5,5, P).

En la tabla 3.3 se muestran algunos valores de los coeficientes de agrupamiento

Probabilidad (C) de (D) op

0 0.0 0.0 10.0 0.0

0.00001 0.000040 | 0.00020335 | 10.0 0.0

0.0001 0.0003212 | 000555223 | 10.0 0.0
0.001 0.0022251 | 0.0009677 | 9.985 | 0.1218575
0.01 0.0112152 | 0.0003347 | 4.005 | 0.0707106
0.1 0.1010620 | 0.0002550 | 2.04 | 0.19645092

0.5 0.5008295 | 0.0004045 2.0 0.0

0.9 0.9000637 | 0.0001890 | 2.0 0.0

1 1.0 0.0 1.00 0.00

Tabla 3.3: Cantidades promedio, con su respectiva desviacion estandar, de redes S¢ (5,5, P)
para diferentes valores de probabilidad. Coeficiente de agrupamiento promedio de una red
(C), promedio de sobre cien realizaciones, y de la longitud de red D, promedio de sobre
doscientas realizaciones.

Distribucién de grado. Red Sc(5, 5, P).

Distribucién de grado. Red Sc(5, 5, P).

& 0.020

Distribucién de grado. Red S¢(5, 5, P).
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Figura 3.13: Distribuciones de grado para redes S¢ (5,5, P) (a) Probabilidad de generar un
nuevo enlace de P = 0.001.(b) Probabilidad de generar un nuevo enlace de P = 0.01. (c)
Probabilidad de generar un nuevo enlace de P = 0.9.

3.9.

De acuerdo a las figuras 3.12 las distribuciones de grado de las S¢ pueden apro-
ximarse por una distribucién de Gaussiana.

Redes libres de escala: Modelo de Barabasi-Albert

Quizas la redes mas interesantes de este analisis sean las redes generadas con el

modelo de Barabéasi-Albert, puesto que son redes que evolucionan en el tiempo y que
ademas tienen conexién preferencial, es decir, que lo nodos con un mayor nimero
de enlaces iniciales tendran al final, un ntimero mayor de conexiones que con los que
iniciaron.
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Definicion 3.33 [15] Sea G una red, y sea P; la probabilidad asociada a i—ésimo
nodo dada por
ki

P'L': : 5
> k;
j

(3.30)

donde k; es el grado del nodo i y el subindice j corre sobre todos los nodos, entonces se
dice que una red G tiene conexion preferencial si al anadir a G un nuevo nodo u,
con r nuevos enlaces, la probabilidad de que alguno de los v nuevos enlaces se conecte
con un nodo de la red G estd dada por (3.30).

Entonces es claro que una red con mayor cantidad de enlaces tiene una mayor
probabilidad de que tenga un nuevo enlace, al anadir u,, de la que tiene un nodo con
menor cantidad de enlaces, ademas, si un nodo en G es aislado entonces este nodo
permanecera aislado al anadir el nuevo nodo.

Algoritmo 3.4 [15] Sea Gy = (Vi Ey) una red conezxa, la cual posee my enlaces
conectados arbitrariamente, de tal manera que la red Gy siga siendo simple; sea t
el numero de pasos. En el primer paso se se anade un nuevo nodo con m < myg
enlaces que se conectan con m nodos distintos que ya existen en la red inicial Go, con
una conexion preferencial, generando una nueva red Gy, luego se repite el proceso del
primer paso pero para la red Gy, este proceso se itera t veces. Notese que la red final
posee mg +t nodos y |Eo| +mt enlaces.

Definicion 3.34 Una red generada por el algoritmo 3.4 se le llama red de Barabdsi-
Albert y se denota por Gpa (Go, m,t).

Debe aclararse que la definicion 3.34 deja una ambigiiedad para construir redes
de Barabdsi-Albert ya que en principio la red inicial puede ser cualquiera que cumpla
que con las condiciones establecidas en el algoritmo 3.4. Por esta razéon y para evitar
extender mas alla de lo necesario el estudio de estas redes se optd por fijar como red
inicial a una red estrella, mas adelante se explicara el por qué de esta eleccion.

(a) (b) (c)
Figura 3.14: Ejemplos de redes Gpa. a) Gpa(Ss3,2,4), b) Gpa(Ss5,4,2) y ¢) Gpa(Se,5,1).
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Mo ) 5c DY | op
10 | 0.03719028 | 0.00153504 | 3.0 | 0.0
50 | 0.10898050 | 0.00131818 | 3.0 | 0.0
100 | 0.17239332 | 0.00047404 | 3.0 | 0.0
200 | 0.27026603 | 0.00053719 | 2.0 | 0.0
500 | 0.48067550 | 0.00068093 | 2.0 | 0.0
700 | 0.58962542 | 0.00055766 | 2.0 | 0.0
1000 | 0.72389189 | 0.00011529 | 2.0 | 0.0
1500 | 0.85478714 | 0.00006909 | 2.0 | 0.0
1900 | 0.95482608 | 0.00000004 | 2.0 | 0.0
1950 | 0.97621061 | 0.00000001 | 2.0 | 0.0
1999 0.0 0.0 1.0 | 0.0

Tabla 3.4: Cantidades promedio, con su respectiva desviacion estandar, de redes G4 (N, mg)
para diferentes valores de probabilidad. Coeficiente de agrupamiento promedio de una red
(C), promedio de sobre cien realizaciones, y de la longitud de red D, promedio de sobre
doscientas realizaciones.
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Figura 3.15: Distribuciones de grado de grado para redes BA.

Es facil ver de las graficas 3.15 que las distribuciones de grado de las redes de

Barabasi-Albert se pueden ajustar muy bien con una distribucién de ley de potencia,
sin embargo hay que hacer notar que cuando el numero de enlaces que se agregan se
aproxima a

m ~ 0.30N,

(3.31)

entonces se genera una brecha, es decir que no hay, o son muy pocos nodos con un
numero de enlaces intermedio.

60



4 FEfectos de la estructura de redes
complejas en la termodinamica de
osciladores lineales acoplados.

Hasta este punto se han introducido conceptos generales tanto de la fisica esta-
distica como de la teoria de redes, como anteriormente se ha dicho, estas “poderosas”
herramientas permiten abordar el estudio de diferentes tipos de fenémenos en ambitos
tan distintos como la fisica, la biologia, ciencias sociales, etcétera. Sin embargo, estu-
diar dichos fenémenos podria resultar en estudios mucho méas complicados quedando
fuera del alcance de este trabajo, por esta razoén y partiendo, a manera de motiva-
cion, de la cadena lineal monoatomica, es que se estudiaran sistemas de osciladores
armoénicos acoplados, sin interacciones disipativas, con la novedad de que la forma en
que interaccionan (como se conectan) dichos osciladores estéd determinada por una
red compleja. En lo sucesivo se emplearan los términos oscilador o nodo de manera
indistinta; ademas, a un conjunto de osciladores armoénicos acoplados dispuestos en
redes complejas serdn llamados simplemente redes, mientras que las representaciones
visuales de los datos obtenidos serédn llamadas, como de costumbre, gréficas.

Es necesario mencionar una diferencia sutil en los sistemas aqui presentados res-
pecto a la cadena lineal, la cadena lineal es un sistema fisico que corresponde a un
solido cristalino unidimensional, por otra parte, las configuraciones de osciladores
considerados aqui no tienen porque ser el modelo de un sistema real, al menos no
en principio, en este sentido la caracteristicas termodinamicas que se estudiaran mas
adelante no corresponderan necesariamente a un soélido cristalino. Cabe mencionar
que si bien, estos sistemas son una abstracciéon de un sistema conocido, también es
cierto que se pueden recuperar las propiedades termodinamicas de la cadena lineal
para configuraciones muy particulares de algunos tipos de redes.

Supodngase que se tiene un conjunto de osciladores lineales que estan acoplados
en una configuraciéon arbitraria, puesto que se tratan de interacciones armonicas,
dados cualesquiera dos osciladores que estén interactuando, entonces, descrito en sus
coordenadas generalizadas, el movimiento armoénico ocurre en una sola dimension
desde el punto de equilibrio de cada oscilador, por esta razén y de la Mecdnica Cldsica
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la energia potencial de dicho par de osciladores sera

1
§ICZ']’ (l’l — l’j)2 s (41)

donde Vj; es la energia potencial del par de osciladores con etiquetas i y j, x; — x; es
la posicion relativas entre los osciladores ¢ y j, K;; es la constante que corresponde
a la intensidad de una fuerza restitutiva entre los osciladores ¢ y j; el factor de un
medio aparece debido a la simetria K;; = Kj; ya que la intensidad de la interaccion
entre los osciladores 7 y j es la misma que hay entre los osciladores j e 7. De esta
manera, la energia potencial total del sistema es

V= %ZZK; (a:'i—a:j)Q, (4.2)

donde los indices consideran las parejas de osciladores acopladas, el otro factor de un
medio corrige la duplicidad debido a la suma; si ahora se deriva el potencial respecto
al desplazamiento de una particula arbitraria x;, entonces

RPN

:‘Zzgjail — o)
YT aix )
:_ZZK” i) (615 — 61;)
ZEZIC,j(xl— 4——21@ i — 1)

J
- %ZICljxl -3 Zlclj:cj -5 ZKM + % ZlC,-lxl
= i K=Y /éljxj, | |

J J

donde ¢;; y d;; son deltas de Kronecker y la tltima igualdad se ha obtenido por la
simetria de KC;;; entonces se obtiene que

axl ZJ: Ky (x : (4.3)

En adelante, el nimero de osciladores acoplados sera denotado por Nt y cada
sistema, estara conectado de acuerdo a un tipo de red dada. Considerando que los
osciladores poseen misma masa m e intensidad de interaccion restitutiva K, entonces
la ecuacion dindmica que rige el comportamiento de los osciladores es

F; = ng(xj—:vi), i=1,...,Np, (4.4)

JEQ

Vi =

zg o '2
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donde Z; es la segunda derivada respecto al tiempo de la posicion del i—ésimo oscila-

or, Wy = m es la fr i e oscilacion ; €s un conjunto
dor, wy K la frecuencia fundamental d | Q; t
que contiene los indices de los osciladores con los cuales interactua el :—ésimo oscila-
dor.

Notese que (4.4) forma un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias para la
N7 osciladores el cual puede escribirse como

Ti = Wy E Cijry — Lz | 5 Iy = E L,
JE JEQy

en estas condiciones se puede replicar el mismo método empleado en la seccion 2.2
para obtener la representacion matricial de dicho sistema

) Iy Cip (i3 Cingy )
» To Cor  —1Iyn Oy e Cong To
o) =wi | Cs O3 —Is e : : , (4.5)
TNp—1 : : : CNp—1 Ny TNp—1
TN Cny1 Cnp2 oo Cnpng—1 —Ing Ny TN

es decir, I; es el nimero de veces que aparece x; en la suma dada por (4.4), es decir,
es el nimero de interacciones que posee el i—ésimo oscilador, Cj; es una variable que
puede poseer el valor cero si el i—ésimo oscilador no interactia con el j—ésimo oscila-
dor o el valor uno si el i—ésimo oscilador esté interactuando con el j—ésimo oscilador.
Se debe notar que la representaciéon matricial estd en funciéon de como se etiqueten
los osciladores, sin embargo, reetiquetar los osciladores es equivalente a intercambiar
columnas en la matriz (4.5) lo cual deja invariante los eigenvalores.

Si ahora se factoriza el signo negativo a la matriz en (4.5), entonces

-[11 _012 _013 e _Ol Nt
_021 [22 _023 e _CQNT
L= —Csn —C3 I3 e 3 )
: : _CNT—l Nt
_CNT 1 _CNTZ T _CNT Npr—1 [NT Nr

coincide con la matriz laplaciana asociada a la red del sistema de osciladores armoni-
cos. Es asi que la matriz laplaciana permite una generalizacion directa y simple para
una configuracion arbitraria de osciladores, sin la necesidad de obtener las ecuaciones
de movimiento, es decir, sin la necesidad de obtener de manera explicita el sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas ya que esta informacién estara contenida
en la matriz laplaciana.
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4.1. Espectros de frecuencias

Para obtener los espectros de frecuencias correspondientes a las diferentes configu-
raciones de redes, cuyas graficas se mostraran en la presente seccion, se uso el lenguaje
de programacion Python en conjunto con librerias especializadas matplotlib, numpy,
statistics v la de mayor importancia para este trabajo, networkz que es una libreria
especificamente para ciencia de redes [35]. En particular, se emplearon algunos de los
generadores de redes de networkx ya que estos algoritmos resultaron mas eficaces que
los codigos creados por mi.

Una observacion importante que se debe hacer, previo a mostrar los espectros de
frecuencias obtenidos, es que las redes aqui presentadas son sistemas que dependen de
probabilidades, ya sea para generar nuevos enlaces, reconectar enlaces ya existentes
o bien para conectar nuevos enlaces (como en el caso de redes de Barabdsi-Albert),
por esta razon las redes que se generan con los mismos parametros iniciales no son
necesariamente iguales, no obstante, en promedio los sistemas tienden al mismo com-
portamiento colectivo para condiciones iniciales iguales.

Tal como se vio en la seccion 2.4, conocer el espectro de frecuencias de una red per-
mite calcular sus propiedades macroscopicas, asi, el comportamiento termodinédmico
de las redes se podra modelar con las ecuaciones (2.67), (2.68) y (2.71) correspondien-
tes a las variables macroscopicas de energia interna, entropia y capacidad calorifica,
respectivamente.

Para determinar los espectros de frecuencias promedio, se llevaron a cabo un niime-
ro de realizaciones, en cada tipo de red se indicara cuantas repeticiones se efectuaron
para obtener el promedio, luego se reordenaron, de manera creciente, las eigenfre-
cuencias para cada realizacién obteniendo distintos conjuntos de eigenfrecuencias?,
posteriormente y dado que todos los conjuntos tienen el mismo ntmero de eigenfre-
cuencias, se computaron los promedios sobre la n—ésima entrada de cada conjunto.
En adelante se omitiré el adjetivo promedio para referirse a los espectros de frecuen-

cias.

En la figuras 4.1a y 4.1b se presentan los espectros de frecuencias obtenidos a
partir de redes Gys (2000, 2, P) v Gws (2000, 4, P), respectivamente; en éstas, el pa-
rametro que define cada espectro es la probabilidad de reconexiéon P. De acuerdo a las
graficas en 4.1, los efectos de la topologia de red se hacen méas notorios a medida que
crece la probabilidad, de hecho, un comportamiento similar se puede apreciar en las
figuras 4.2 y 4.3 que corresponden a los espectros de frecuencias de las redes G yws

y Sc.

Se debe recordar que las redes complejas de mundo pequeno, es decir, tanto las
redes Gys v Gyws corresponden al modelo de Watts-Strogatz, por lo que, en prin-

'El ntimero de conjuntos es igual al ntimero de repeticiones.
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cipio, cabria esperar un comportamiento similar en los espectros de frecuencias, no
obstante, la grafica de 4.1a, que exhibe los espectros correspondientes a las redes
Gws (2000, 2, P), difiere notoriamente respectos a los resultados mostrados en 4.1b,
4.2a y 4.2b, ya que se muestra una meseta para los nimeros de modo intermedios
cuando la probabilidad aumenta, esto puede atribuirse a que dichas redes son un caso
anémalo de redes de mundo pequeno tal como se hizo notar en la secciéon 3.3.1.

Espectros de Frecuencias Numéricos. Redes Gys(2000, 2, P). Espectros de Frecuencias Numéricos. Redes Gys(2000, 4, P).
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Figura 4.1: Espectros de frecuencias promedio como funciéon del ntimero de modo para
mil realizaciones del modelo de Watts-Strogatz para redes Gy g (2000, k, P) con diferentes
valores de probabilidad de reconexion. (a) k = 2, es decir, interacciones iniciales a primeros
vecinos. (b) k = 4, es decir, interacciones iniciales a segundos vecinos.

Aunque ya se especifico en el capitulo tres el tipo de redes utilizadas en el presente
trabajo, se haréa énfasis en que todas la redes empleadas son redes conexas, es decir,
no existen nodos aislados, asi, a manera de comentario, dentro de las redes Gy g tam-
bién se pueden considerar aquellas que no necesariamente son conexas, en este caso
también se generan brechas pero de distinta manera, ya que en estos casos también
existe una saturacion en la frecuencia w = 0 que es igual al nimero de nodos aislados
menos uno, esto ya que fisicamente, los nodos aislados representarian nodos que no
estan interactuando y que por lo tanto no estan contribuyendo ni a la dindmica del
sistema ni a la termodinamica, razéon por la cual este modelo no se tomd en cuenta
para el analisis.

Los espectros de frecuencias que se presentan en las figuras 4.2a y 4.2b son los
correspondientes a las redes Gywg; en ambas graficas se puede observar que cuando
P — 1 los espectros tienden a comportamientos aparentemente similares, no obs-
tante, por el momento no se abordaré més sobre la forma funcional de los espectros
en cuanto a similitudes refiere.
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Espectros de Frecuencias Numéricos. Redes Gyws(2000, 2, P). Espectros de Frecuencias Numéricos. Redes Gyws(2000, 4, P).

354 — P=0 4.0
P=0.0001

3.59

3.0 --- P=0.001

-—- P=0.01 304
259 -ene P=0.1

..... P=0.5 2.5

2.01 P=0.9

R U P=0
3B — p=1q

P=0.0001
--- P=0.001
-—- P=0.01
----- P=01
..... P=0.5
P=0.9
— p=1

315 2.0
1.54
1.04
0.5 4

0.0 1

f T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
Ndmero de Modo Nimero de Modo

(a) (b)

Figura 4.2: Espectros de frecuencias promedio como funcién del nimero de modo para mil
realizaciones del modelo de Watts-Strogatz para redes Gyws (2000, k, P) con diferentes
valores de probabilidad para generar nuevos enlaces. (a) k = 2, es decir, interacciones iniciales
a primeros vecinos. (b) k = 4, es decir, interacciones iniciales a segundos vecinos.

En los casos en que P = 0 para redes Gwg, Gyws v Sc seran llamados casos
base, asi, para redes Gys (N7,2, P) como para las redes Gyws (Nr,2, P) lo que
se recupera es la cadena lineal monoatémica de Ny atomos, por lo que de manera
inmediata la derivada del espectro de frecuencias puede hacerse corresponder a la
velocidad de grupo?, asi, uno los primeros efectos en los espectros de redes de Watts-
Strogatz es que para, numeros de modo grandes, la velocidad de grupo es distinta de
cero, a diferencia del caso de red regular cuya velocidad de grupo tiende a cero en los
extremos de k; mas ain, este comportamiento sugiere que los modos normales mas
altos aportan en mayor medida al movimiento oscilatorio del sistema.

El hecho de que la velocidad de grupo de redes de Watts-Strogatz se vea modificada
puede atribuirse a la ruptura de la simetria espacial de todos los nodos presente en la
cadena lineal con condiciones de von Karman, esto es claro de ver si se consultan las
figuras 4.1a y 4.2a. En la representacion de la cadena lineal dada por 2.1 se muestra
dicha simetria, sin embargo, en las graficas 4.1a y 4.2a se tiene que a probabilidades
pequenas como lo son P = 0.0001, y considerando el ntimero de nodos, se hacen
presentes diferencias en la velocidad de grupo, esto ya que, en promedio, al menos
se ha agregado (o en su caso, reconectado) un enlace, rompiendo asi, la simetria an-
tes mencionada. En pocas palabras, al romperse la simetria las ondas dejan de ser
estacionarias en ka = +7m provocando que la la velocidad de grupo no se anule para
modos grandes.

2No es trivial obtener la velocidad de grupo en estas redes puesto que, como se precisé en el
capitulo dos, la variable natural con la cual se describen los espectros es el nimero de modo n y
no el nimero de onda k, aunque en esencia representan lo mismo el niimero de onda lo hace en el
continuo, mientras que el nimero de modo lo hace de manera discreta. Por tal motivo no se pretende
hallar en este trabajo la forma analitica, en caso de que se pudiera, de los espectros ya que solo basta
saber el valor de sus eigenfrecuencias para los propoésitos del presente texto.
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A manera de anotacion, debe aclararse que para probabilidades pequenas el cambio
en la velocidad de grupo se manifiesta de una manera muy abrupta, es decir, el
espectro de frecuencias presenta una especie de “transicién de fase” ya que pareciera
que se pierde la diferenciabilidad para valores del nimero de modo grandes, pero a
medida que crece P el espectro se vuelve mas suave.

Espectros de Frecuencias Numéricos. Redes S¢(5, 5, P).
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Figura 4.3: Espectros de frecuencias promedio como funciéon del ntimero de modo para
quinientas realizaciones de arboles de Cayley complejos S¢ (5,5, P) con diferentes valores
de probabilidad para generar nuevos enlaces.

Continuando con otras estructuras, ahora se presentan los espectros de frecuen-
cias de redes de arboles de Cayley, en la figura 4.3 puede observarse los espectros
corresponden a arboles de cinco capas y ntimero de ramificaciéon cuatro. Note que los
espectros a probabilidades de enlaces adicionales pequenas se pueden aproximar por
funciones escalon, sin embargo, a medida que crece P, el caso limite al que tienden
estas redes es lo que se conoce como una red completa, es decir, los espectros tienden
a una recta horizontal por lo que la frecuencias se han saturado a un solo valor de
frecuencia (esto tiene una correspondencia con el modelo de Einstein); esto tiene tiene
sentido ya que si se considera que todos los osciladores tienen la misma intensidad de
interaccion dada por K y que a su vez todos los osciladores tiene el mismo numero de
vecinos entonces se obtiene dicho comportamiento.

Notese en el caso base de arboles de Cayley, por definicién, existe una simetria,
pero dicha simetria es tinicamente respecto al nodo central por lo que en principio la
velocidad de grupo no tendria que ser nula, hecho que se puede comprobar dada la
figura 4.3, sin embargo, cuando dichas redes tienden al caso limite P — 1 la velocidad
de grupo si tiende a cero para todos los modos, reafirmando que una velocidad de
grupo nula corresponde a una simetria espacial, pues en el caso limite se obtiene una
red completa, o lo que es lo mismo, todos los nodos oscilan a una misma frecuencia
(un tnico modo normal).

En este punto se puede hacer un comentario, sin profundizar demasiado, sobre

como es que convergen los espectros a probabilidades pequenas en relaciéon a los es-
pectros con probabilidades cercanas al valor uno. Para llevar a cabo esta situacion
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es necesario mencionar que las redes Gywg, por su definicion, solo llevan a cabo un
barrido, es decir, que el proceso de generar enlaces se realiza una vez por cada nodo,
sin embargo, si se quita esta restricciéon y se permite un nmero arbitrario de barridos,
entonces se debe caer en cuenta que existe un nimero de barridos® tal que la red ob-
tenida es una red completa, en este caso, el espectro se satura en una sola frecuencia
y entonces se obtiene el mismo comportamiento limite que en un arbol de Cayley, sin
embargo, las estructuras topologicas de las redes tipo arbol y de las redes Gy son
distintas, por lo que sus espectros no convergen de la misma manera al caso limite (red
completa), es asi como la topologia de cada red influye también en el comportamien-
to limite aunque en ambos casos se generen los mismos tipos de redes cuando P — 1.

De acuerdo a la definicion 3.34 los parametros iniciales para generar una red de
Barabési-Albert son una red inicial Gy, el ntimero de enlaces m que genera un nuevo
nodo en cada paso y el nimero de pasos t, sin embargo, los espectros de frecuencias
mostrados en las figuras 4.4 corresponden a diferentes redes de Barabasi-Albert donde
cada espectro estd caracterizado tnicamente por niimero total de nodos N que se
desea tener en la red final y el nimero de enlaces que se desea que tenga cada nuevo
nodo m = mg, donde mg es el nimero inicial de enlaces, esto es asi debido a que se
uso el generador de redes barabasi_albert graph(Np,mg) de la paqueteria networkz;
este generador, por defecto, crea una red G4 a partir de una red estrella de mg + 1
nodos de la cual se genera un red final de Barabdsi-Albert. Cabe mencionar que este
generador permite elegir la red inicial, no obstante, existe una gran variedad de redes
de las cuales se puede partir y hacer un analisis para méas de un tipo de red inicial
haria que este trabajo fuese mas extenso, por esta razéon se opté por no modificar la
red inicial a la que viene por defecto en el generador barabasi_albert graph.

Algo que debe entenderse es que la distribucién de grado y los espectros de fre-
cuencias estan estrechamente ligados y pueden pensarse, de manera coloquial, como
“distintas caras de la misma moneda”, no obstante, hasta este punto no es clara como
debe ser esta relaciéon y, a consideracién mia, no competen estos temas para la reali-
zacion de esta tesis, sin embargo, el comentario anterior tenia que hacerse debido a
que en el las redes del modelo de Barabdsi-Albert el espectro presenta dos comporta-
mientos muy diferentes por lo que se ha dividido en dos partes.

En la graficas 4.4a y 4.4b se muestran los espectros de frecuencias para redes
Gpa (2000, mg), como ya se menciond, estas redes presentan particularidades en sus
espectros al igual que su distribucion de grado, esta observacion ya se habia hecho
anteriormente en la seccion 3.5, ya que a partir de cierta proporcion entre Ny y my,
presumiblemente 0.3 Ny = my, los comportamientos se ven modificado drasticamente.

3Este ntiimero de barridos pueden cambiar de acuerdo al ntimero de vecinos iniciales, la probabi-
lidad y el nimero de nodos.
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Espectros de Frecuencias Numérico. Redes Gga(2000, mo)
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Figura 4.4: Espectros de frecuencias promedio como funcién del ntiimero de modo para qui-
nientas realizaciones del modelo de Barabasi-Albert para redes G4 (2000, mg) con diferentes
valores de myg, es decir, nimero de enlaces nuevos en cada paso.

Es importante mencionar que los espectros, y por ende las propiedades termodi-
namicas, que se muestran en el presente trabajo se han llevado a cabo para casos muy
particulares de redes, en el sentido de que se han elegido un namero fijo osciladores,
en todos los casos el nimero de nodos es del orden de 103. Para mostrar un panorama
un poco mas general sobre el comportamiento de los espectros de frecuencias cuando
el namero de osciladores se modifica, en las graficas 4.5-4.8 puede observarse que de-
pendiendo del modelo, habréa casos en los que el espectro no cambia sustancialmente
y habra otros en donde el comportamiento cambia notoriamente.

Como se puede ver en las figura 4.5 y 4.6 para el modelo de Watts-Strogatz cuando
la variable del eje horizontal se normaliza a uno, los espectros mantienen su forma
funcional, esto quiere decir que para redes Gy s y Gyws el nimero de nodos no afecta
en las frecuencias colectivas, por lo que podria esperarse un comportamiento termo-
dinamico similar ya sea para una red de cincuenta nodos y hasta diez mil nodos, pero
esto se retomard més adelante. Debe aclararse que en las graficas antes mencionadas
pueden apreciarse fluctuaciones notorias en los espectros promedio, mayormente en
las redes con un niimero pequeno de nodos, sin embargo, también se debe hacer men-
cion que solamente se consideraron quince realizaciones para cada curva ya que para
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redes con cinco mil o més nodos el tiempo de cada simulacién aumentaba conside-
rablemente y llevar a cabo mas realizaciones resulté poco préctico y no contribuian
mas de lo que lo hacen las graficas mostradas.

Espectros de Frecuencias Numérico. Gys(Nr, 4,0.01) Espectros de Frecuencias Numérico. Gys(Nr, 4, 0.1) Espectros de Frecuencias Numérico. Gys(Nr, 4, 0.9)

Figura 4.5: Espectros de frecuencias promedio normalizados como funcién de NLT para quince
realizaciones del modelo de Watts-Strogatz. Redes Gy s (N7,4, P) con diferentes valores de
probabilidad de reconexion. (a) P = 0.01, (b) P =0.1, (c¢) P =10.9

Espectros de Frecuencias Numérico. Gyws(Nr, 4,0.01) Espectros de Frecuencias Numérico. Gyws(Nr, 4,0.1) Espectros de Frecuencias Numérico. Gyws(Nr, 4,0.9)

Figura 4.6: Espectros de frecuencias promedio normalizados como funcion de NLT para quince
realizaciones del modelo de Watts-Strogatz. Redes Gnws (Nr,4, P) con diferentes valores
de probabilidad para generar nuevos enlaces. (a) P = 0.01, (b) P =0.1, (c) P =0.9

En contraste con las redes de mundo pequeno, las redes de arbol de Cayley y
las redes con el modelo de Barabdsi-Albert si ven ven afectadas cuando el ntimero
de osciladores se modifica. Particularmente en los espectros de los arboles de Cayley
son los que en mayor medida difieren cuando se modifica Np. Para la redes Ggya
el comportamiento colectivo de las eigenfrecuencias difiere o se modifica en mayor
medida para los modos normales grandes. Por el momento no se puede decir a prior:
como afectaran estas diferencias en los parametros macroscopicos, por lo que mas
adelante se realizaran puntualmente estas diferencias reflejadas en la termodinamica
del sistema.
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Espectros de Frecuencias Numérico. Sc(c, k, 0.0001) Espectros de Frecuencias Numérico. S¢(c, k, 0.001) Espectros de Frecuencias Numérico. S¢(c, k, 0.001)
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Figura 4.7: Espectros de frecuencias promedio normalizados como funcion NLT para quince
realizaciones del modelo de Barabdsi-Albert. Redes Gpa (N7, mg) con diferente cantidad de

nodos iniciales. (a) mg = 50, (a) mo = 100, (a) mg = 1000
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Figura 4.8: Espectros de frecuencias promedio normalizados como funcion NLT para quince
realizaciones del modelo de Barabdsi-Albert. Redes Gpa (N7, mg) con diferente cantidad de

nodos iniciales. (a) my = 50, (a) mo = 100, (a) mo = 1000

Para concluir esta seccion, hay que mencionar un hecho que no se puede soslayar
y que tomaré relevancia para realizar los calculos que se expondran adelante. Sin im-
portar el tipo de red compleja que sea utilizada siempre existe al menos un eigenvalor,
de la matriz laplaciana asociada, igual a cero. En el caso de una red conexa, entonces
solo hay un tnico eigenvalor nulo*. Fisicamente que existan estas eigenfrecuencias
wy; = 0, como se pueden ver en todos los espectros presentados, lo que generan son
brechas (gaps) que son interpretadas como la energia minima requerida para poder ser
excitados [24] los modos normales, en la seccion siguiente se abordara esta cuestion.

4.2. Energia interna de osciladores dispuestos en re-
des

Debe aclararse que para encontrar los modos normales de un sistema de oscila-
dores acoplados basta con la Mecdnica Cldsica y haciendo uso de la Termodindmica

4El modo en el cual w; = 0 puede hacerse corresponder a un oscilador que representa el centro
de masa del sistema
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Estadistica se puede conocer el comportamiento termodindmico sin emplear herra-
mientas propias de la Teoria de redes, sin embargo, lo que se pretende hacer en este
trabajo es encontrar una relacién de las propiedades topoldgicas de una red refleja-
das en la colectividad (eigenfrecuencias) del sistema asi como en su comportamiento
termodinamico, relaciones que no se pueden obtener de manera trivial a partir de
la Fisica Fstadistica ni de la Mecdnica Cldsica ya que estas propiedades surgen de
manera natural empleando la Teoria de Redes.

Como ya se mencioné, en las redes antes presentadas existe un tnico eigenvalor
igual a cero, el cual desde el punto de vista de la termodinamica no esta contribuyendo
en las cantidades macroscopicas, por esté razon el namero de cuasiparticulas que si
estan contribuyendo a los parametros termodinamicos es

N=Nr—1, (4.6)

esto no quiere decir que dicha eigenfrecuencia no sea parte de la colectividad, sino
que simplemente ésta no contribuye a la termodinamica del sistema.

A manera de preambulo, previo a mostrar los resultados obtenidos, se debe resal-
tar que la energfa interna, en todos los casos presentados, se ve modificada cuando se
introducen las estructuras de red compleja por lo que para tener una mejor nociéon del
comportamiento que se esperaria para los regimenes de bajas y altas temperaturas,
se realizard un breve analisis, con el fin de dejar lo més claro posible, la forma en que
se ve afectado este parametro termodinamico cuando se introducen los efectos de red
compleja.

Primeramente, se partira de la ecuacion (2.67), para la energia interna,
N
hewn, 1
U = _— = —_—
1 & T
U=-— — "z, = hw,f, 4.7
s ; e — 1 " b (4.7)

note que si T" < Tj entonces cada x,, — 00, en este caso se tiene que e — 1 ~ "
por lo que la energia resulta en

| N
U= E Z Tpe

donde e~ converge mucho més rapido a cero de lo que lo hace x,, por lo que la suma
converge a cero, es decir, domina el comportamiento exponencial. Este comportamien-
to difiere fuertemente respecto a la teoria de Debye ya que en ésta el comportamiento
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a bajas temperaturas es lineal, podria pensarse que esta discrepancia es debida a la
relacion de dispersion w (k), sin embargo, no se mencion6é nada acerca de la forma
que debian tener las w,, por lo que la razén de esta discrepancia es debido al elemento
finito, pues en el modelo de Debye lo que se supone es un continuo a diferencia de las
redes aqui planteadas.

Partiendo nuevamente de la ecuacion (4.7),

pero ahora considerando el régimen de altas temperaturas, es decir, T > Tj, entonces
cada x,, — 0, en este caso se tiene que ™ — 1 =~ x,, por lo que la energia resulta en

E

U:

N
xT
>
n=1""

|

es decir, se recupera el comportamiento clasico dictado por la ley de Dulong-Petit

U= NKgT. (4.8)

Debe indicarse que los casos en los cuales la probabilidad de reconexiéon o de agre-
gar un enlace es P = 1, tnicamente son contemplados como referencia pues estés
redes ya son completamente aleatorias para redes de Watts-Strogatz y regulares para
redes de arbol de Cayley, y como tal no tienen cabida en este estudio, pero como ya
se dijo es solo una referencia y no son contempladas en el analisis para probabilidades
intermedias, es decir, 0 < P < 1.

En las graficas 4.9a y 4.9b se presenta la energia interna para distintas redes
Gws, debe notarse que dicha energia, dada por (2.67), esta calculada usando unica-
mente las frecuencias de los espectros promedios. Como puede verse para los casos
Gws (2000, 2, P) esta cantidad macroscopica exhibe un comportamiento muy similar
al caso base, es decir, muy similar a la cadena lineal de Ny dtomos. Por otra parte,
para las redes Gy g (2000, 4, P) se tiene que a medida que crece P la energia interna
se separa del caso base para bajas temperaturas, aunque en ambos casos predomina
el comportamiento exponencial también es claro de dichas graficas, que a medida
que crece P, se requiere una temperatura mayor para alcanzar un mismo valor de la
energia.
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Energia Interna de Redes Gys(2000, 2, P). Energia Interna de Redes Gys(2000, 4, P).
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Figura 4.9: Comportamiento de la energfa interna en funcién de la temperatura para redes
Gw s para diferentes valores de probabilidad de reconexion P. (a) k = 2. (b) k = 4.

La energia interna para redes G yw g se presentan en las graficas 4.10a y 4.10b en
ambos casos la curva asociada a la energia interna se separa més del caso base en el
régimen de bajas temperaturas a medida que P tiende a uno.

Como se puede notar, en estas redes Gyws el comportamiento en la energia interna
es bastante méas similar, pese a que son redes con parametros distintos en 4.10a es
una red inicial a primeros vecinos (k = 2), mientras que 4.10b es una red inicial a
segundos vecinos (k = 4).

Energia Interna de Redes Gyws(2000, 2, P). Energia Interna de Redes Gyws(2000, 4, P).
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Figura 4.10: Comportamiento de la energia interna en funcién de la temperatura para redes
GnNws para diferentes valores de probabilidad P de generar enlaces. (a) k = 2. (b) k = 4.

En la grafica 4.11 se puede observar la dependencia con la temperatura de la
energfa interna para redes de arboles de Cayley, donde cada curva esta caracterizada
por la probabilidad P de generar nuevos enlaces, en contraste con las redes de mundo
pequeno, la energia interna tiende a un comportamiento exponencial mucho mas
prominente desde probabilidades pequenas.
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Energia Interna de Redes S¢(5, 5, P).
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Figura 4.11: Comportamiento de la energia interna en funcién de la temperatura para redes
Sc(5,5, P) para diferentes valores de probabilidad P de generar enlaces. (a) k = 2. (b)
k=4.

Para el caso de las redes G4 se haran las mismas consideraciones que en los casos
anteriores a pesar de que en estas redes “crecen” ya que este proceso sirve tinicamente
para construir la red pero no es importante en las propiedades termodinédmicas, es
decir, se estudia la red “final”, quizas esta evolucion de la red sea una caracteristica
util en otras circunstancias, pero por el momento basta tinicamente conocer el espec-
tro de la red generada.

Las redes de Barabdsi-Albert muestran, nuevamente, particularidades que no se
presentaban en los resultados de las redes de Watts-Strogatz y en arboles de Cayley
en relaciéon a la energia interna. Si bien se esperaba que aparecieran peculiaridades
en la energia interna, puesto que ya habian emergido en la distribuciéon de grado y
de los espectros de frecuencias, no es trivial saber como es que se presentarian en la
energia interna.

Como se puede ver en las grafica 4.12a la energia interna decrece, a temperatura
fija, a medida que mg se acerca al valor 700 y mientras que la energia interna mostrada
en 4.12b crece, a temperatura fija, a medida que 700 < my se acerca al valor 2000.
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Energia Interna de Redes Gga(2000, mo). Energia Interna de Redes Gga(2000, mo).

107!

Figura 4.12: Comportamiento de la capacidad calorifica en funcién de la temperatura de un
red de N = 2000 nodos con el modelo de BA.

Para concluir esta seccién, se puede ver que en todos los casos los comportamien-
tos tanto para bajas como para altas temperaturas fue el esperado de acuerdo al breve
analisis que se realizo previo a mostrar las graficas de energia interna de cada red,
sin embargo para temperaturas intermedias las redes de Watts-Strogatz presentan
reminiscencias del modelo de Debye para probabilidades pequenas y del modelo de
Einstein para probabilidades cercanas a uno®, véase apéndice A . Por otro la energia
interna de redes de arbol de Cayley y de redes de Barabési-Albert tienen un compor-
tamiento similar al modelo de Einstein para bajas, medias y altas temperaturas.

4.3. Entropia de osciladores dispuestos en redes.

Tal como se realiz6 en la secciéon anterior, antes de presentar los resultados para
la entropia se llevara a cabo un corto anéalisis del comportamiento de esta para bajas
y altas temperaturas. Partiendo de la ecuacion (2.68) para la entropia,

N
hwy, 5 _ 1
S:KBZ[—ehwnﬂ_l—ln(l—e’L”””B)}; BIKBT

n=1

entonces se puede proceder de manera analoga a como se hizo con la energia interna,

N
S:KBZ [%—ln (1—ex")} DX, = w3, (4.9)
n=1

5Salvo en el caso de redes Gy g (2000,2, P) donde las curvas que describian la energfa interna
estaban muy cercanas al caso base y en consecuencia las reminiscencias del modelo de Debye resulto
para todas las probabilidades consideradas.

76



si T" < Ty entonces x — 00, en este supuesto se puede aproximar e¢* — 1 ~ ¢e*

1—e® =1 por lo que

y

S=Kp) [:f —1n(1)],

n=1

dado que In (1) = 0, entonces para bajas temperaturas la entropia se puede aproximar
por

N
S=Kp) zne ™, (4.10)
n=1

por lo que el comportamiento exponencial domina a bajas temperaturas, es decir,
la entropia tiende a cero conforme la temperatura va a cero, en concordancia con la
tercera ley de la termodinémica.

Partiendo de la ecuacion (4.9) con variable adimensional,

N
S=Kpy_ [exf"_ (1 - e_x")} ,

n=1

si T' > Ty entonces z,, — 0, en este supuesto se puede aproximar e*» — 1 ~ x, y
1 —e™™ =~ x, por lo que

n=1
N
=Kp) [1-In(x,)]
n=1
N
= Kp [N ~) In (xn)] :
n=1
si ahora se definen
xmz’ix = hwmax/87 (411&)
'Tmin - ha}minﬁ) (4].]_b)

y considerando que las eigenfrecuencias estdn ordenadas ascendentemente, entonces,
para T fija, se tiene que
‘/Bm[n S 'Tn S €

max*

Puesto que el logaritmo es una funcién monétonamente creciente, se tiene que
I (Zp) < In () < In(Toa) 5

dado que las desigualdades anteriores se cumplen para cualquier n, entonces

N N N
=Y (@) = =Y () > = I (w),
n=1 n=1 n=1
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sumando N a todas las desigualdades
N
N —Nln(z,,) > N — Zln () > N — NIn(2,4),
n=1

puesto que K es una constante positiva, entonces

NKg[l —In(z,.)] > Kp [N =Y In(za)| = NKp [l —1In(2,..)]

n=1

hwn,

utilizando que x, = R

para reescribir en términos de la temperatura

i [t (V)] 252 v [ (V)|

usando las propiedades de los logaritmos

T T
NKB1—m@mm)—m-ﬁ ZSZNKBl—m@mmJ—m 200,
T T
Si ahora se definen las constantes

%mm:NKBP—m(¢K;ﬂ

‘%W:N@P—m<Amﬂ

se obtiene la desigualdad

T T
NKBIH —_— +SoméX§S§NKBIH —_— +S[)min (412)
Th ’ Th ’

puesto que T' > Ty, entonces el logaritmo esta bien definido y es siempre mayor a
cero, mas aun, la entropia siempre aumenta. Con estd ultima expresion se ha mos-
trado que no importa como sean las frecuencias de una red, la entropia siempre esta
acotada, superior e inferiormente, por la desigualdad (4.12).

Las graficas correspondientes a la entropia de redes Gy g se muestran en las gra-
ficas 4.13a y 4.13b para primeros vecinos y segundos vecinos, respectivamente.
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Entropia de Redes Gys(2000, 2, P). Entropia de Redes Gys(2000, 4, P).
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Figura 4.13: Comportamiento de la entropia en funcién de la temperatura de un red de
N = 2000 nodos con el modelo de Gyg.

Al igual que con la energia interna, comparativamente la entropia para cada caso
difieren en su comportamiento para probabilidades iguales, pero nuevamente esto es
debido a que Gyws(2000,2, P) no es propiamente una red de mundo pequeno, cf.
seccion 3.3.

Entropia de Redes Gyws(2000, 2, P). Entropia de Redes Gyws(2000, 4, P).
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Figura 4.14: Comportamiento de la entropia en funcién de la temperatura de un red de
N = 2000 nodos con el modelo de Gyws.

La entropia de redes G nws se presentan en las gréaficas 4.14a y 4.14b, como se
puede apreciar estas redes presentan similitudes en la forma funcional de su compor-
tamiento termodinamico, por lo que se puede plantear que, en efecto, lo que define
mayormente el comportamiento de los parametros termodindmicos es la topologia de
red. Consultando el apéndice A, se pueden observar reminiscencias del modelo de
Debye en temperaturas intermedias y a probabilidades pequenas.

En la gréfica 4.15 se puede observar el comportamiento de la entropia para redes de
arboles de Cayley donde P es la probabilidad de generar nuevos enlaces, en contraste
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con las redes de mundo pequeno, la energia interna tiende a un comportamiento
exponencial mucho méas prominente desde probabilidades pequenas.

Entropia de Redes S¢(5, 5, P).
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Figura 4.15: Comportamiento de la entropia en funcién de la temperatura de un red de
N = 1706 nodos con el modelo de arbol de Cayley complejo.

En relacién a la entropia las redes de Barabdsi-Albert muestran, nuevamente, par-
ticularidades que no se presentaban en los resultados de las redes de Watts-Strogatz y
en arboles de Cayley. Como se puede observar en las grafica 4.16a la entropia decrece,
a temperatura fija, a medida que myq se acerca al valor 700 y mientras que la entropia
mostrada en 4.16b crece, a temperatura fija, a medida que 700 < mg se acerca al
valor 2000.

Entropia de Redes Gga(2000, mo). Entropia de Redes Gga(2000, mo).
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Figura 4.16: Comportamiento de la entropia en funcién de la temperatura de un red de
N = 2000 nodos con el modelo de Gg4.

Como puede verse en las graficas 4.13-4.15, la entropia disminuye, a temperatura
fija, a medida que la probabilidad P de reconexion o de generar enlaces aumenta, esto
puede asociarse a la existe de una “entropia’” asociada a la estructura de cada red®,

6y no directamente al crecimiento en el ntimero de enlaces, de ser asi las redes Gy s (2000, 4, P)
no presentarian un comportamiento similar al de las redes Gnws
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que disminuye a la entropia termodinamica
Sror = So — Sn (4.13)

donde Stor es la entropia termodinamica total, Sp es la entropia asociada al sistema
mecanico de osciladores armonicos del caso base y Sy es la entropia asociada a la
estructura de red.

Otra posible interpretacion al hecho de que la entropia decrezca, para una tempe-
ratura fija, a medida que P aumenta es que la cantidad de configuraciones de redes
diferentes aumenta, por ejemplo, en redes Gnws (8,2, P), como las de las figuras 4.26,
entonces para un enlaces solo hay cinco configuraciones que brindan la misma red,
salvo por el reetiquetado de los nodos, sin embargo cuando hay dos enlaces entonces
hay 25 configuraciones que arrojan la misma red por lo que ha aumentado considera-
blemente en nimero de configuraciones “compatibles”.

/ N L\ / / \
\N_—/  \ VAN
(a) (b) (©)
A A

Figura 4.17: Distintas configuraciones de una red G s pequena.

Finalizando este apartado, se puede decir que en todos los casos se cumple la
tercera ley de la termodinamica, por lo que estos sistemas son compatibles con las
leyes de la Termodindmica.

4.4. Capacidad calorifica de osciladores dispuestos
en redes

La capacidad calorifica es uno de los pardmetros mas relevantes en termodinamica
pues permite conocer que tan susceptible es un sistema para cambiar su temperatu-
ra al suministrar energia en forma de calor; tal como se explicd en el capitulo tres,
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existen distintas capacidades calorificas dependiendo de las condiciones particulares
en las que se suministre calor al sistema. Por otro lado, las variables que describen
a un conjunto de osciladores acoplados como parametros termodinamicos naturales
son la temperatura, el nimero de osciladores y, en la cadena lineal, la longitud L, no
obstante, este parametro no es relevante para configuraciones arbitrarias de oscilado-
res ya que si bien, matematicamente se puede definir la distancia en redes, no tiene
sentido preguntarse por la distancia “material” del sistema, por esta razon se puede
suponer que la distancia media de una red, dada una probabilidad, es constante,
es asi que tiene sentido definir el calor especifico a longitud constante C7.

De manera analoga a las dos secciones anteriores, primeramente se comenzari por
analizar el comportamiento de este parametro termodindmico para bajas y altas tem-
peraturas. Para calcular la capacidad calorifica (2.71) se obtuvieron unas expresiones
previas, cf. 2.4.3, asi, la expresion de la cual se partira es

1
hwnB. —
C, = KBZ emﬂ_l e A T (4.14)
o bien,
~_
CL:KBZWQ 3 x:hwnﬁ, (415)
n=1

a bajas temperaturas se tiene que 7' < Ty entonces, x,, — 00, en este caso se tiene
que e — 1 = e" por lo tanto

N oo

=Ko Z1 62;171 e
N

C.,=Kg Z zie " (4.16)
-1

asi, e converge mucho mas répido a cero de lo que lo hace que x2, por lo que
no se replica el comportamiento lineal visto en la aproximacion de Debye para bajas
temperaturas, véase A; el hecho de que a bajas temperaturas la capacidad calorifica
no sea lineal es debido a que los espectros con los cuales se calculan los parametros
termodinamicos son de elemento finito a diferencia del modelo de Debye que hace la
aproximacion en el continuo.

Partiendo de (4.15),
N 2
C.L=K —r e,
L B ; (ex" o 1)2

pero ahora considerando altas temperaturas, es decir, T' > T, entonces x,, — 0, en
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este caso se tiene que e — 1 &~ x,, por lo tanto

C.=Kp

[]=
&|%§
SIVIEES

3
Il
—

I
4
WE

3
Il
—

sin embargo ya se ha dicho que en esta situacion x,, — 0 por lo que la suma se puede
aproximar por N obteniendo asi que

C, = NKp, (4.17)

es decir, se recupera el comportamiento clasico de Dulong-Petite.

Capacidad Calorifica de Redes Gys(2000, 2, P). Capacidad Calorifica de Redes Gys(2000, 4, P).
10°

10° 4
10714 10714
10724 10724
G£10—3< G£10—3<
1074 4 1074 4

1075 4 1075

1076

1076 T T T T T T T
1073 1072 1071 10° 10! 10? 1073 1072 107t 10° 10! 102

Figura 4.18: Comportamiento de la capacidad calorifica en funcién de la temperatura de un

red de N = 2000 nodos con el modelo de Gy g.

Las capacidades calorificas calculadas para redes Gy s se muestran en las figuras
4.18 las cuales muestran que a temperatura fija la capacidad calorifica C', disminuye
a medida que la probabilidad P de reconexiéon aumenta; en particular la grafica 4.1a
muestra que las curvas no se alejan significativamente, en comparacion a la gréfica
4.1b, del caso base al igual que sucedi6 en la energia interna y la entropia de redes
Gws (2000, 2, P).
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Capacidad Calorifica de Redes Gyws(2000, 2, P). Capacidad Calorifica de Redes Gyws(2000, 4, P).

100 4 10° 4
10714 10714
1072 4 1072 4
© ©
OF 1073 OF 1073
1074 4 1074 4
1075 4 1075 4
107 T T T T 107 T T T
103 1072 107! 100 10! 102 1073 102 101 10° 10! 102
I I
To To
(a) (b)

Figura 4.19: Comportamiento de la capacidad calorifica en funcién de la temperatura de un
red de N = 2000 nodos con el modelo de Gyws.

Por otro lado, los resultados de la capacidad calorifica C, de redes Gyws se
muestran en las graficas 4.19a y 4.19b, donde las similitudes entre ambas gréficas es
notoriamente mayor que en el caso de las redes Gys. No obstante, debe mencionar-
se que 4.18b, 4.19a, y 4.19b en conjunto si presentan comportamientos semejantes,
debido a que se tratan de redes con el mismo tipo de distribucion de grado.

Capacidad Calorifica de Redes S¢(5, 5, P).

100 4
1071 4
102 4
e P=0
OF 10-3 P=0.0001
—— P=0.001
10-4 1 — P=0.01
— P=0.1
s — P=05
1075 4 P=09
— P=1
10-6 : : , : :
1072 1071 10° 10! 102

I
To

Figura 4.20: Comportamiento de la capacidad calorifica en funcién de la temperatura de un
red de N = 1706 nodos con el modelo de S¢.

En la graficas 4.20 se muestra el comportamiento de la capacidad calorifica de
redes de tipo arbol de Cayley, donde cada curva esta caracterizada por una probabi-
lidad P de generar enlaces, como era de esperarse, en concordancia con las graficas
de energia interna y de entropia de estas mismas redes, a medida que P tiende a uno
este parametro termodinamico tiende a un comportamiento exponencial no solo para
bajas temperaturas sino que también a temperaturas intermedias.

La ultima estructura, cuyos resultados de su capacidad calorifica se muestran
en las gréaficas 4.21, es la de redes de Barabdsi-Albert, donde, una vez mas, se han
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separado en dos graficas ya que el comportamiento en 4.21a la capacidad calorifica
aumenta a medida que mg — 700

Capacidad Calorifica de Redes Gga(2000, myg). Capacidad Calorifica de Redes Gga(2000, myg).

®
Fi&
Clz 10734

— mp=10
mo =700
mo =1200
me = 1500
mp = 1900

T T T T
107! 10° 10t 102 107! 10° 10t 102

Figura 4.21: Comportamiento de la capacidad calorifica en funcién de la temperatura de un
red de N = 2000 nodos con el modelo de Gg4.

En el caso del ensamble gran canénico, se tiene que la energia interna es el prome-
dio de las energias del ensamble, entonces existen fluctuaciones asociadas a dicho
promedio que no es otra cosa que la varianza de esta medida. Un resultado conocido,
constltese |20, 3|, referente a lo antes mencionado es

E? — E? = KgT?Cy, (4.18)

es decir, las fluctuaciones de la energia interna son proporcionales a la capacidad ca-
lorifica por lo que nuevamente se puede la estrecha relacion entre los constituyentes
con su comportamiento macroscopico.

Recordando que en estos sistemas Cy — (', entonces se tiene que medida que
crece la probabilidad de reconexién en redes Gy s v de generar enlaces en redes G yws
y S¢ , entonces las fluctuaciones en la energia disminuyen, a temperatura fija, a medi-
da que la probabilidad tiende a uno por lo que las energias de los constituyentes estan
mejor distribuidas en torno al valor promedio U de lo que lo estdn a probabilidades
inferiores.

De manera similar sucede en redes de Barabdsi-Albert siempre que mqy < 700, sin
embargo si mg > 700 entonces las fluctuaciones aumentan.

4.5. Parametros termodinamicos en redes con dis-
tinto niimero de nodos

Para concluir con este capitulo cuatro se presentaran los comportamientos de los
parametros termodindmicos cuando son caracterizados por el nimero de nodos que

85



constituyen la red, a probabilidad fija.

Siguiendo el mismo orden de las secciones 4.2- 4.4, primero se mostraran los pa-
rametros termodinamicos relacionados a las redes de Watts-Strogatz tipo Gy s.

En el caso de la energia interna cuando la probabilidad de reconexion es P = 0.01,
en el régimen de bajas temperaturas y a medida que en ntmero de nodos crece se
tiene que la energia interna aumenta, a temperatura fija, més atun las curvas se super-
ponen de tal manera que los cambios en la energia interna entre cada curva cuando
el nimero de nodos quinientos o mas, es despreciable. Por otro lado a temperaturas
intermedias y altas la energia interna es la misma sin importar el nimero de nodos,
ver figura 4.22a; cuando la probabilidad de reconexion es P = (0.1 entonces se puede
ver en 4.22b que sucede un comportamiento similar al caso de P = 0.01; finalmente,
cuando P = 0.9 las curvas son basicamente indistinguibles ya que se han superpuesto
todas. Asi a medida que P — 1 y NN se hace grande entonces el comportamiento de
la energia interna de las redes es exactamente el mismo.

Un comportamiento similar al reportado en la energia interna del parrafo anterior
se hace presente tanto para la entropia, ver graficas 4.23, como para la capacidad
calorifica, ver gréaficas 4.24.

Energia Interna de Redes Gys(Nr, 4,0.01). Energia Interna de Redes Gys(Nr, 4,0.1). Energia Interna de Redes Gys(Nr, 4,0.9).

—— Nr=50
Nr=100
—— Nr=500
100 — Nr=1000 100
—— Nr=5000
—— Nr=10000

— Nr=50 — Nr=50
Nr=100 107 Nr=100
— Nr=500 — Nr=500
— Nr=1000 106 — Ny=1000
— Nr=5000 — Nr=5000
— Nr=10000 — Ny=10000

Figura 4.22: Comportamiento de la energia interna en funcion de la temperatura de redes
Gwes a probabilidad P fija (a) P =0.01 (b) P =0.1 (¢) P =0.9.

Entropia de Redes Gws(Nr, 4,0.01). Entropia de Redes Gys(Nr, 4,0.1) Entropia de Redes Gys(Nr, 4,0.9)

— Nr=50

—— Nr=50
Nr=100 Nr=100
—— Nr=500 —— Nr=500
—— Nr=1000 10°° —— Nr=1000
—— Nr=5000 —— Nr=5000

—— Ny=10000 —— Ny=10000 —— Ny=10000

1072 107! 10° 10! 102 107! 10° 10t 102 107! 10° 10! 102

Figura 4.23: Comportamiento de la entropia en funciéon de la temperatura de redes Gy g a
probabilidad P fija (a) P =0.01 (b) P =0.1 (c) P =0.9.
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Capacidad Calorifica de Redes Gys(Nr, 4,0.01).

Capacidad Calorifica de Redes Gys(Nr, 4, 0.1).

Capacidad Calorifica de Redes Gys(Nr, 4, 0.9).

10° 10° 10°
1071 1071 1071
102 102 102
G 10 S 10 S 10
— Nr=50 — Nr=50 — Nr=50
104 Nr=100 10 Nr=100 10 Nr=100
— Nr=500 — Nr=500 — Nr=500
— Nr=1000 — Nr=1000 — Nr=1000
10 — Nr=5000 10 — Nr=5000 10 — Nr=5000
—— Nr=10000 —— Nr=10000 —— Nr=10000
10°¢ 10°¢ 10°¢
1072 107t 10° 10t 107t 10° 10t 107t 10° 10t
I I s
To To To

Figura 4.24: Comportamiento de la capacidad calorifica en funciéon de la temperatura de
redes Gy g a probabilidad P fija (a) P =0.01 (b) P =0.1 (¢) P =0.9.

Ahora se presentan los resultados de los parametros termodindmicos asociados a
las redes Gnwg, las graficas 4.25 corresponden a la energia interna, mientras que las
graficas 4.26 y 4.27 corresponden a la entropia y la capacidad calorifica, respectiva-

mente.

Energfa Interna de Redes Guws(Nr, 4,0.01).

Energfa Interna de Redes Guws(Nr, 4,0.1).

Energfa Interna de Redes Guws(Nr, 4,0.9).

— Nr=50
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100 — Nr=1000 10° 10°
—— Nr=5000
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= = — N;=50 = — N;=50
107 107 Nr=100 107 Nr=100
— Nr=500 — Nr=500
1078 1076 — Nr=1000 1076 — Nr=1000
—— Nr=5000 —— Nr=5000
—— Nr=10000 —— Nr=10000
-8 -8 -8
1 10-2 10~ 100 10t 102 1 10~ 100 100 102 = 100 10t 107
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Figura 4.25: Comportamiento de la energia interna en funcién de la temperatura de redes
GnNws a probabilidad P fija (a) P =0.01 (b) P=0.1 (¢) P =0.9.

Entropia de Redes Gyws(Nr, 4,0.01).

Entropia de Redes Guws(Nr, 4,0.1)

Entropia de Redes Guws(Nr, 4,0.9)

10° 10° 10°
1072 1072 1072
@ « «
E 104 E 10 Nr=50 E 107 Nr=50
— W= — =
Nr=100 Nr=100
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10°° 10°¢ —— Ny=1000 10°° —— Ny=1000
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Figura 4.26: Comportamiento de la entropia en funciéon de la temperatura de redes Gyws
a probabilidad P fija (a) P =0.01 (b) P =0.1 (c) P =0.9.
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Capacidad Calorifica de Redes Gyws(Nr, 4,0.01). Capacidad Calorifica de Redes Guws(Nr, 4,0.1). Capacidad Calorifica de Redes Gyws(Nr, 4,0.9).
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Figura 4.27: Comportamiento de la capacidad calorifica en funciéon de la temperatura de
redes Gywg a probabilidad P fija (a) P =0.01 (b) P =0.1 (¢) P =0.9.

Notese que en general los pardmetros termodindmicos de redes G yy s son iguales
sin importar el nimero de nodos a temperaturas intermedias y altas . Por otra parte,
a bajas temperaturas, cuando la probabilidad de generar enlaces es P = 0.01, a
medida que en namero de nodos crece las tres cantidades termodinédmicas aumentan,
a temperatura fija; cuando la probabilidad de generar enlaces es P = 0.1 se replica el
comportamiento explicado para la probabilidad de generar enlaces P = 0.01; cuando
P = 0.9, entonces las curvas se han superpuesto todas. por lo que igual que en las
redes Gy, a medida que P — 1 y N se hace grande entonces el comportamiento
entre redes es exactamente el mismo.

Energia Interna de Redes Sc(c, k, 0.0001). Energia Interna de Redes Sc(c, k, 0.001). Energia Interna de Redes Sc(c, k, 0.1).
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10° 10° 10°
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s s —— c=3,k=5Nr=106 Sle —— c=3,k=5Nr=106
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— c=4,k=6,N;=937 —— c=4,k=6,N;=937 — c=4,k=6,N;=937
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Figura 4.28: Comportamiento de la energia interna en funcién de la temperatura de redes
Sc a probabilidad P fija (a) P = 0.0001 (b) P = 0.001 (c¢) P =0.1.

Entropia de Redes Sc(c, k, 0.0001). Entropia de Redes Sc(c, k, 0.001). Entropia de Redes Sc(c, k, 0.1).
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Figura 4.29: Comportamiento de la entropia interna en funcién de la temperatura de redes
Sc¢ a probabilidad P fija (a) P = 0.0001 (b) P =0.001 (c¢) P =0.1.

88



Capacidad Calorifica de Redes Sc(c, k, 0.0001). Capacidad Calorifica de Redes Sc(c, k, 0.001). Capacidad Calorifica de Redes Sc(c, k, 0.1).
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Figura 4.30: Comportamiento de la capacidad calorifica en funciéon de la temperatura de
redes Sc¢ a probabilidad P fija (a) P = 0.0001 (b) P = 0.001 (c¢) P =0.1.

Los pardmetros termodinamicos redes de arbol de Cayley cuando el niimero de
nodos es variable se presentan en las figuras 4.28-4.30.

Primero se analizard la energia interna, de acuerdo a la grafica 4.28a para tem-
peraturas intermedias y altas el comportamiento de la energia interna es el mismo
sin importar el nimero de nodos, ahora bien, en el régimen de bajas temperaturas y
para una probabilidad de generar enlaces P = 0.0001 no se tiene un comportamiento
bien definido como en el caso de las redes de Watts-Strogatz ya que en como se puede
ver en 4.28a para redes con 187, 426, 937 y 1706 nodos aumenta la energia interna
respecto a la red de 106 nodos, mientras que para las redes de 4687 y 23437 nodos
la energia interna disminuye, a temperatura fija, no obstante, esto puede atribuirse
a que, como se menciono en la seccién 4.3 los casos base de arbol de Cayley son
redes con una distribucion de grado de red de mundo pequeno pero a medida que la
probabilidad P de generar enlaces crece se tiene que la distribucion de grado tiende
a una distribuciéon normal.

Si ahora se consulta la grafica 4.28b donde la probabilidad de generar enlaces es
P = 0.001, puede observarse que para temperaturas altas el comportamiento de la
energia interna es, nuevamente, el mismo sin importar el nimero de nodos. En el
régimen de bajas e intermedias temperaturas a medida que crece el ntimero de nodos
la energia interna disminuye, a temperatura fija, sin que las curvas se superpongan
entre ellas, por lo que a a priori no es posible saber si existe un ntimero de nodos en
el cual exista un comportamiento asintético, como en redes de Watts-Strogatz, al cual
tienda la energia interna cuando se tratan redes més grandes a la presentadas aqui.

Si ahora se considera una probabilidad de reconexién P = 0.1, ver grafica 4.28¢c, a
temperaturas altas el comportamiento de la energia interna es el mismo sin importar
el nimero de nodos. En el régimen de bajas e intermedias temperaturas a medida que
crece el nimero de nodos la energia interna disminuye, a temperatura fija, sin que
las curvas se superpongan, por lo que en este caso tampoco es posible extrapolar un
comportamiento asintotico. Notese que en este caso la energia disminuye en mayor me-
dida en comparacion con el caso en el que la probabilidad de reconexion es P = 0.001.

89



En relacion a los parametros de entropia, ver 4.29, y de capacidad calorifica, ver
4.30, se presentan similitudes al comportamientos de la energia interna con probabi-
lidades de generar enlaces iguales.

Energia Interna de Redes Gga(Nr, 50).

Energia Interna de Redes Gga(N7, 100). Energia Interna de Redes Gga(Nr, 1000).
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Figura 4.31: Comportamiento de la energia interna en funcion de la temperatura de redes
G p4 con nimero de nodos inicial myg fijo (a) mg = 50 (b) mg = 100 (c¢) mg = 1000.
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Figura 4.32: Comportamiento de la entropia en funcién de la temperatura de redes Gp4 con
namero de nodos inicial mg fijo (a) mo = 50 (b) me = 100 (c) mg = 1000.

Energia Interna de Redes Gga(Nr, 50). Energia Interna de Redes Gga(Nr, 100).
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Figura 4.33: Comportamiento de la capacidad calorifica en funciéon de la temperatura de
redes Gp4 con namero de nodos inicial my fijo (a) mg = 50 (b) mg = 100 (c¢) mg = 1000.

Finalmente, se presentan los pardmetros termodindmicos asociados a redes de
Barabdsi-Albert, como se puede ver en las figuras 4.31-4.33 estas redes son las menos
afectadas, en comparacion a la redes de Watts-Strogatz y de drboles de Cayley, cuando
el nimero de nodos cambia, en particular cuando my = 50 la energia interna, la
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entropia y la capacidad calorifica no se ven afectadas por el nimero de nodos en la
red, en todos los regimenes de temperaturas. Por otro lado cuando mq = 100 se puede
observar que que los pardmetros termodindmicos disminuyen, a temperatura fija, pero
tnicamente lo hacen respecto al caso de la red de Ny = 50 nodos ya que el resto de
las curvas se superponen para Np > 50. Como ultimo caso considerado se tomo el
valor mg = 1000 puede observarse que los parametros termodinamicos disminuyen, a
temperatura fija, pero tinicamente lo hacen respecto al caso de la red de Ny = 3000
nodos ya que el resto de las curvas se superponen para Ny > 3000. Debe notarse que
en los resultados mostrados en 4.31-4.33 siempre se cumple que my < 0.3N7.
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5 Conclusiones

Uno de los sistemas més simples y con un uso recurrente dentro de la fisica es el
oscilador armonico ya que ha permitido desarrollar y entender aspectos fundamentales
en diversas teorias, como lo son la mecéanica cuantica, la teoria cuantica de campos,
la mecanica clésica, etcétera, es asi que para motivar e incentivar al estudio de redes
complejas en sistemas fisicos se trataron osciladores lineales acoplados desde la pers-
pectiva de la Teoria de Redes.

Es menester mencionar que todos los tipos de redes empleadas en el presente tra-
bajo son caracterizados por un conjunto de valores llamados parametros de red,
por otra otra parte también es necesario destacar que dichas redes dependen de pro-
babilidades en algtn sentido; en redes de Watts-Strogatz se trataron se trataron pro-
babilidades de reconexion o bien para generar enlaces; en redes de arboles de Cayley
se usaron probabilidades para generar enlaces y en redes de Barabdsi-Albert la proba-
bilidad venia de la conexiéon preferencial, no obstante, esta aleatoriedad no se exhibe
en el comportamiento de los espectros de frecuencias promedio, dado un conjunto
de parametros de red fijos. En pocas palabras cada espectro de frecuencias promedio
queda determinado por lo parametros de red.

En cuanto a la termodinamica, basicamente se pudieron encontrar dos tipos de
comportamientos dependiendo del régimen de temperaturas en el que se trate al sis-
tema. Se pudo determinar que en el régimen de altas temperaturas se recuperaban
los comportamientos “clasicos” de los parametros macroscopicos sin importar el tipo
de red, es decir, los efectos de la estructura de red compleja no se manifiestan en la
descripcion termodinédmica.

Complementando el parrafo anterior, en el régimen de bajas temperaturas fue
donde los efectos de red compleja cobraron relevancia pues es en este régimen se pudo
observar que, en efecto, lo que define el comportamiento termodinamico es la topolo-
gia de red, para dejar en claro este hecho, considérense las dos variantes de redes de
Watts-Strogatz, es decir, las redes Gy g y las redes Gywg, ambos casos se construyen
a partir de un k—anillo Cy,.(k), sin embargo, las redes resultantes son distintas, en
el caso de redes Gy g el nimero de enlaces permanece constante mientras en el redes
Gnws el nimero de enlaces aumenta, no obstante, en ambos casos las distribuciones
de grado se pudieron aproximar por distribuciones de Poisson por lo que dichas redes
caen en la categoria de redes de mundo pequeinio, y tal como se mostro en el capitulo
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cuatro los comportamientos son muy semejantes tanto en los espectros de frecuen-
cias como en los pardmetros termodinadmicos, es asi que hay indicios de que lo que
determina la termodinédmica, a bajas temperaturas, de un conjunto de osciladores es
la topologia de red asociada. Mas aun los otros dos modelos de redes, es decir de
arbol de Cayley y de Barabdsi-Albert no exhibieron similitudes representativas, en
el régimen de bajas temperaturas, por lo que, presumiblemente, topologias de red
diferentes también implica comportamientos termodinédmicos diferentes.

Otro aspecto importante en las redes de Watts-Strogatz es que para probabilidades
pequenas, ya sea de reconexion o para generar enlaces, y a temperaturas intermedias
se hallaron remanentes del modelo de Debye, es decir, se pudo observar un comporta-
miento lineal en la capacidad calorifica asi como en las variables termodinamicas U y
S, tal como se muestra en el apéndice A. Por otro lado, en redes de arbol de Cayley,
en este mismo régimen, los pardmetros termodinamicos tendian a comportarse como
un cristal con el modelo de Einstein a medida que la probabilidad de generar enlaces
crecia mientras que para redes de Barabdsi-Albert todas las curvas tenian un compor-
tamiento exponencial para bajas e intermedias temperaturas.

En pocas palabras la topologia de red no solo define la estructura de la red per se
sino que también se refleja en su comportamiento colectivo (espectros de frecuencias)
y termodinamico (variables termodinamicas) dando paso a una categorizacion a los
sistemas de osciladores acoplados desde la Teoria de Redes.

Finalmente, en reiteradas ocasiones se mencion6 que las redes empleadas en el
presente trabajo fueron simples y conexas, pues de esta manera se facilito el analisis,
sin embargo, el concepto de grafica puede extenderse atin mas, si, por ejemplo, se
consideran las hipergraficas, es decir graficas con lazos o enlaces paralelos se pueden
incluso considerar autointeracciones, o bien si se consideran redes con peso entonces
también se pueden modular las interacciones por lo que este trabajo solo es una pe-
quena muestra de lo diverso que puede ser el uso de redes.
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A Comparativa con lo modelos de Deb-
ye y Einstein

En la seccion 2.5 se hallaron las expresiones analiticas para la energia interna,
entropia y capacidad calorifica con el modelo de Einstein, estas expresiones son, res-
pectivamente:

N hwy
U = eh%g—_l, (Al)
S = NKB ehf/:),;—oﬁl —In (1 - eihw()ﬁ) y (AQ)
h 2 hwoB
C, = NKB%~ (A.3)
(e =)

Notese que estos pardmetros termodindmicos estan caracterizados por el valor de
wo que es la frecuencia de oscilacion fundamental. Sin embargo, para comparar los
sistemas y ponerlo todo en términos de la frecuencia wy se define la razoén entre la
frecuencia a la que oscilarian todos los nodos en el modelo de Einstein y la frecuencia
fundamental B

— (A.4)

Wo

Por otro lado, los parametros termodinédmicos en el modelo de Debye son

1/T T
U = Nhwmax T > de, (A.5)
0 ex - 1
yT T, »
S=NKpgT " 1—1n(1—e )| dz, (A.6)
o _
1/T I26x
C.=NKpT ——dz. (A.7)
o (er—1)

donde, T esta dado por
LUOT

Wmax TO

T = (A.8)

Primero se presenta los resultados referentes a la energia interna, como se puede
ver en las graficas A.1 para redes Gys y A.2 para redes Gnws a pequenas proba-
bilidades de reconexiéon y de generar enlaces, respectivamente, la curva del modelo
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de Debye describe de manera adecuada el comportamiento de la energia interna para
temperaturas intermedias y altas, sin embargo a medida que crece la probabilidad se
tiene que el comportamiento se asemeja més al modelo de Einstein.

Energia Interna de Redes Gys(2000, 2, P). Comparativa. Energia Interna de Redes Gys(2000, 4, P). Comparativa.
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1073 1072 107t 100 10! 102 10t 102

S~

Figura A.1: Comparativa de la energia interna de redes Gy g para diferentes valores de
probabilidad de reconexiéon P. (a) La linea amarilla punteada corresponde al modelo de

Debye en el cual #=&x = 2 (P = 0) mientras que la linea cian corresponde al modelo de
0

Debye en el cual “2éx = 2.86 (P = 0.9). (b) La linea amarilla punteada corresponde al

modelo de Debye en el cual “B&x = 3.46 (P = 0.9) mientras que la linea cian punteada
corresponde al modelo de Einstein en el cual » = 1.

Energia Interna de Redes Gyws(2000, 2, P). Comparativa. Energia Interna de Redes Gyws(2000, 4, P). Comparativa.
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Figura A.2: Comparativa de la energia interna de redes Gnwys para diferentes valores de
probabilidad P de generar enlaces. (a) La linea amarilla punteada corresponde al modelo de
Debye en el cual “Zj—;“‘ = 3.20 (P = 0.9) mientras que la linea cian punteada corresponde al
modelo de Einstein en el cual » = 1. (b) La linea amarilla punteada corresponde al modelo
de Debye en el cual w;“—(‘j" = 3.98 (P = 0.9) mientras que la linea cian punteada corresponde
al modelo de Einstein en el cual r = 1.

En el caso de la energia interna de redes de arboles de Cayley el modelo que
presenta una mayor similitud con las curvas es el modelo de Einstein el cual se hace
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presente desde una probabilidad de reconexion de P = 0.001, ver grafica A.3, para
probabilidades menores Einstein no ajusta bien debido a que, como bien se dijo en
el capitulo tres, el caso base de arbol de Cayley es considerado una red de mundo
pequeno por lo que quedan remanentes de ese comportamiento en hasta que se hace
presente el cambio en la topologia de red. Notese que para el caso limite P — 1 la
curva de la red generada y el modelo de Einstein empatan a todas las temperaturas ya
que en este caso al tratarse de una red completa, lo que se obtiene es que el espectro
de frecuencias se ha saturado en una sola frecuencia.

Energia Interna de Redes S¢(5, 5, P). Comparativa

ﬂ/

P=0.0001
P=0.001
1072 P=0.01
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P=0.9
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r=0.2
== r=1
-=- r=40
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1072 107t 10° 10! 102 10°

Figura A.3: Comparativa de la energia interna de redes S¢ para diferentes valores de proba-
bilidad P de generar enlaces. La linea amarilla punteada corresponde al modelo de Einstein
en el cual r = 0.7; la linea cian punteada corresponde al modelo de Einstein en el cual » = 1;
la linea azul punteada corresponde al modelo de Einstein en el cual r = 40.

Energia Interna de Redes Gga(2000, my). Energia Interna de Redes Gga(2000, my).
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Figura A.4: Comparativa de la energia interna de redes GG para diferentes cantidades
iniciales de nodos my. (a) La linea rosa punteada corresponde al modelo de Einstein en el
cual r = 3; la linea gris punteada corresponde al modelo de Einstein en el cual r = 10; la
linea amarilla punteada corresponde al modelo de Einstein en el cual 7 = 26. (b) La linea
café punteada corresponde al modelo de Einstein en el cual » = 3; la linea rosa punteada
corresponde al modelo de Einstein en el cual r = 10; la linea gris punteada corresponde al
modelo de Einstein en el cual r = 26.
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Las graficas A.4 contienen la informacion de la energia interna en funcion de la
temperatura de redes de Barabdsi-Albert, en este caso todas las curvas pueden son
aproximadas por el modelo de Einstein.

Entropia de Redes Gys(2000, 2, P). Comparativa. Entropia de Redes Gys(2000, 4, P). Comparativa.
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Figura A.5: Comparativa de la entropia de redes Gyy g para diferentes valores de probabilidad
de reconexion P. (a) La linea amarilla punteada corresponde al modelo de Debye en el cual
“’Ufj—g" = 2 (P = 0) mientras que la linea cian punteada corresponde al modelo de Debye en el
cual “méx = 2.86 (P = 0.9). (b) La linea amarilla punteada corresponde al modelo de Debye
en el cual #méx = 3 46 (P = 0.9) mientras que la linea cian punteada corresponde al modelo

de Einstein en el cual r = 1.

Entropi R 2 ,4,P). tiva.
Entropia de Redes Gyws(2000, 2, P). Comparativa. ntropia de Redes Gyws(2000 ). Comparativa
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Figura A.6: Comparativa de la entropia de redes Gy s para diferentes valores de probabili-
dad P de generar enlaces. (a) La linea amarilla punteada corresponde al modelo de Debye en
el cual “méx = 3.20 (P = 0.9) mientras que la linea cian corresponde al modelo de Einstein
en el cual » = 1. (b) La linea amarilla corresponde al modelo de Einstein en el cual r = 0.5,
la linea cian punteada corresponde al modelo de Einstein en el cual r = 1, la linea azul
punteada corresponde al modelo de Einstein en el cual » = 2.

Ahora se presenta los resultados referentes a la entropia, las graficas A.5 y A.6
muestran la entropia de redes Gy s v Gyws respectivamente, nuevamente, a pequenas
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probabilidades de reconexion (redes Gyg) y de generar enlaces (redes Gyws), la
curva del modelo de Debye describe de manera adecuada el comportamiento de la
entropia para temperaturas intermedias y altas, sin embargo a medida que crece la
probabilidad se tiene que el comportamiento se asemeja mas al modelo de Einstein.

Entropia de Redes Sc¢(5, 5, P). Comparativa

Figura A.7: Comparativa de la entropia de redes S¢ para diferentes valores de probabilidad
P de generar enlaces. La linea amarilla punteada corresponde al modelo de Einstein en el
cual r = 0.2; la linea cian punteada corresponde al modelo de Einstein en el cual r = 1; la
linea azul punteada corresponde al modelo de Einstein en el cual r = 40.

Por otro lado en redes de arboles de Cayley el modelo que presenta un compor-
tamiento semejante a las curvas calculadas de la entropia es el de Einstein el cual se
hace presente desde una probabilidad de reconexién de P = 0.001, ver grafica A.7,
nuevamente, para probabilidades menores el modelo de Einstein no ajusta bien ya
que el caso base de arbol de Cayley es considerado una red de mundo pequeno por lo
que quedan reminiscencias de ese comportamiento en hasta que se hace presente el
cambio en la topologia de red. Debe observarse que en el caso limite P — 1 la curva
de la red generada y el modelo de Einstein empatan a todas las temperaturas ya que
en este caso al tratarse de una red completa, lo que se obtiene es que el espectro de
frecuencias se ha saturado en una sola frecuencia.

Las graficas A.8 contienen la informacién de la entropia en funcion de la tempera-
tura de redes de Barabdsi-Albert, en este caso todas las curvas pueden son aproximadas
por el modelo de Einstein desde valores de mg = 50.
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Entropia vs Temperatura. Redes Gga(2000, mo). Entropia vs Temperatura. Redes Gg4(2000, mo).
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Figura A.8: Comparativa de la entropia de redes Gp4 para diferentes cantidades iniciales de
nodos myg. (a) La linea rosa punteada corresponde al modelo de Einstein en el cual r = 3;
la linea gris punteada corresponde al modelo de Einstein en el cual » = 10; la linea amarilla
punteada corresponde al modelo de Einstein en el cual » = 26. (b) La linea café punteada
corresponde al modelo de Finstein en el cual r = 3; la linea rosa punteada corresponde
al modelo de Einstein en el cual » = 10; la linea gris punteada corresponde al modelo de
Einstein en el cual r = 26.

La capacidad calorifica de las redes de Watts-Strogatz se muestran en las figuras
A.9 y A.10 para pequenas probabilidades de reconexion y de generar enlaces, respec-
tivamente, la curva del modelo de Debye describe de manera adecuada el compor-
tamiento de la capacidad para temperaturas para temperaturas intermedias y altas,
sin embargo a medida que crece la probabilidad se tiene que el comportamiento se
asemeja mas al modelo de Einstein.

Capacidad Calorifica de Redes Gys(2000, 2, P). Comparativa. Capacidad Calorifica de Redes Gys(2000, 4, P). Comparativa.
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Figura A.9: Comparativa de la capacidad calorifica de redes Gyrg para diferentes valores
de probabilidad de reconexiéon P. (a) La linea amarilla punteada corresponde al modelo de
Debye en el cual wmax = 2 (P = 0) mientras que la linea cian punteada corresponde al modelo
de Debye en el cual “mix = 2.86 (P = 0.9). (b) La linea amarilla punteada corresponde al
modelo de Debye en el cual “2& = 3.46 (P = 0.9) mientras que la linea cian punteada
corresponde al modelo de Einstein en el cual r = 1.
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Capacidad Calorifica de Redes Gyws(2000, 2, P).Comparativa. Capacidad Calorifica de Redes Gyws(2000, 4, P).Comparativa.
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Figura A.10: Comparativa de la capacidad calorifica de redes G nw g para diferentes valores
de probabilidad P de generar enlaces. (a) La linea amarilla punteada corresponde al modelo
de Debye en el cual #2éx = 3.20 (P = 0.9) mientras que la linea cian corresponde al modelo
de Einstein en el cual 7 = 1. (b) La linea amarilla corresponde al modelo de Einstein en el
cual 7 = 0.5, la linea cian punteada corresponde al modelo de Einstein en el cual r =1, la
linea azul punteada corresponde al modelo de Einstein en el cual r = 2.

Capacidad Calorifica de Redes S¢(5, 5, P). Comparativa
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Figura A.11: Comparativa de la capacidad calorifica de redes S¢ para diferentes valores de
probabilidad P de generar enlaces. La linea amarilla punteada corresponde al modelo de
Einstein en el cual » = 0.2; la linea cian punteada corresponde al modelo de Einstein en el
cual 7 = 1; la linea azul punteada corresponde al modelo de Einstein en el cual r = 40.

Continuando ahora con la capacidad calorifica de redes de arboles de Cayley, se
tiene que el modelo que presenta un comportamiento semejante a las curvas calcula-
das es el de Einstein el cual se hace presente desde una probabilidad de reconexion
de P = 0.001, ver grafica A.11, nuevamente, para probabilidades menores el modelo
de Einstein no ajusta bien ya que el caso base de drbol de Cayley es considerado una
red de mundo pequeno por lo que quedan reminiscencias de ese comportamiento en
hasta que se hace presente el cambio en la topologia de red. Debe observarse que en
el caso limite P — 1 la curva de la red generada y el modelo de Einstein empatan
a todas las temperaturas ya que en este caso al tratarse de una red completa, lo que
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se obtiene es que el espectro de frecuencias se ha saturado en una sola frecuencia.

Las gréaficas A.12 contienen la informaciéon de la capacidad calorifica en funcion
de la temperatura de redes de Barabdsi-Albert, en este caso todas las curvas pueden
son aproximadas por el modelo de Einstein desde valores de mg = 50.

Capacidad Calorifica de Redes Ggs(2000, mg). Comparativa Capacidad Calorifica de Redes Gga(2000, my). Comparativa.
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Figura A.12: Comparativa de la capacidad calorifica de redes G g4 para diferentes cantidades
iniciales de nodos myg. (a) La linea rosa punteada corresponde al modelo de Einstein en el
cual r = 3; la linea gris punteada corresponde al modelo de Einstein en el cual r = 10; la
linea amarilla punteada corresponde al modelo de Einstein en el cual 7 = 26. (b) La linea
café punteada corresponde al modelo de Einstein en el cual » = 3; la linea rosa punteada
corresponde al modelo de Einstein en el cual » = 10; la linea gris punteada corresponde al
modelo de Einstein en el cual r = 26.
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