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Introducción

La matemática está conformada por una gran cantidad de ramas que cada d́ıa se desa-
rrollan al tiempo que se diversifican y especializan. Por otra parte, aunque este gran
compendio de conocimientos es tan amplio, se ha observado a través del tiempo que de-
terminados entes, a pesar de aparecer en distintas áreas de la matemática presentan cierta
similitud [2], por dar un ejemplo muy sencillo y particular podemos mencionar algunos
de estos: conjuntos y funciones definibles entre conjuntos, espacios vectoriales y funcio-
nes lineales definibles entre espacios vectoriales, grupos y homomorfismos definibles entre
grupos, espacios topológicos y funciones continuas definibles entre espacios topológicos,
etc. En principio cada uno de estos entes es parte de una teoŕıa matemática distinta pero
tienen similitudes que podemos relacionar, como por ejemplo el hecho de que cada uno
está conformado por objetos (conjuntos, espacios vectoriales, grupos, espacios topológicos,
etc) y morfismos que operan entre ellos (funciones, funciones lineales, homomorfismos de
grupo, funciones continuas, etc).
La teoŕıa de categoŕıas nos permite analizar de manera precisa las relaciones o relación
que estos entes distintos pudieran tener o no ([2] página 12), este hecho particular nos
generó el interés para introducirnos en su estudio y fue uno de los puntos de inspiración
para este trabajo. Por otra parte cabe hacer hincapié en que la teoŕıa de categoŕıas es
muy extensa ya que va mucho más allá de lo que hemos mencionado (para darnos una
idea de esto podemos iniciar, por ejemplo, checando [1], [2], [9] y [10]), lo que fue otro
punto de interés que nos motivo en el estudio de esta teoŕıa.
Es posible acceder al estudio de la teoŕıa de categoŕıas desde distintas áreas de la ma-
temática como el álgebra o la topoloǵıa (sólo por hacer mención de dos ejemplos comunes).
Siguiendo la ĺınea de acceso, de la topoloǵıa, podemos ver que en [7] secciones 1 y 2 se da
una breve descripción del concepto de topoloǵıa, de las funciones continuas y de las formas
equivalentes en que se pueden ver estos conceptos desde la propia teoŕıa topológica. Sin
embargo esta pequeña descripción es la clave para pensar en categoŕıas ya que también
en [7] (en las mismas secciones) se menciona que existe una biyección (sin que se ahonde
demasiado en ello) entre las siguientes clases :

{(X, τ)| X es un conjunto y τ una topoloǵıa en X}.

{(X,α)| X es un conjunto y α un operador interior en X}.

{(X, η)| X es un conjunto y η es una familia de subconjuntos cerrados de X}.

{(X,ψ)| X es un conjunto y ψ un operador cerradura en X}.

A grandes rasgos el objetivo principal de este trabajo es servir como una introducción
al estudio de la teoŕıa de categoŕıas desde la topoloǵıa y conformar una idea concreta
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de entes que en teoŕıa se ven distintos (o no) pero que podemos relacionarlos. La idea
principal, en el desarrollo de este trabajo, tiene como fundamento la descripción de las
categoŕıas concretas de conjuntos estructurados generadas por algunos conceptos equiva-
lentes al concepto de topoloǵıa (para comenzar a darnos una idea podemos considerar la
biyección que se menciono arriba entre esas clases, resulta que los elementos que conforman
esas clases son ejemplos de los objetos de algunas de las categoŕıas que determinaremos,
es decir las parejas (X, x), donde X es un conjunto y x es algún tipo de estructura; to-
poloǵıa, operador interior, operador cerradura, etc1). Por otra parte deseamos deducir,
comprender y apreciar la forma que los morfismos tendŕıan o cómo actuaŕıan, en una ca-
tegoŕıa y otra, y entre una categoŕıa y otra, es decir sabemos muy bien que forma tienen
y como actúan, por ejemplo, las funciones continuas entre los espacios topológicos pero,
en las otras categoŕıas, aunque podemos saber o no que forma tienen y como actúan sus
morfismos, queremos investigar y determinar como se relacionan éstos, entre una categoŕıa
y otra, desde la propia teoŕıa de categoŕıas, para lograrlo llevaremos a cabo un estudio
categórico de los conceptos: conjunto abierto, conjunto cerrado, interior, cerradura, vecin-
dad y frontera.
Durante el desarrollo de este trabajo denotaremos por Top a la categoŕıa de los espacios
topológicos y las funciones continuas y Ti con i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} a las demás categoŕıas que
vayamos definiendo (a excepción de Mtc, CDTop y TMtc2). Mostraremos que cada uno
de estos conceptos básicos de topoloǵıa (mencionamos anteriormente) dará lugar a lo que
llamaremos una categoŕıa concreta de conjuntos estructurados3 y que existe un isomorfis-
mo concreto entre éstas. Con esto además nos proponemos estudiar y recuperar la noción
de continuidad en cada una de estas categoŕıas concretas e implementar un proceso, desde
la teoŕıa de funciones, para relacionar los morfismos que definiremos en cada categoŕıa. A
grandes rasgos también cabe mencionar que introduciremos el concepto que llamaremos
casi isomorfo para ampliar el propio concepto que denominamos: cocretamente isomorfo,
contrastando ambos mediante la idea de transportabilidad en las categoŕıas concretas de
conjuntos estructurados.
La tesis está desarrollada de la siguiente manera:
En el primer caṕıtulo determinaremos los aspectos preliminares que utilizaremos a lo largo
de este trabajo, es decir, definiremos categoŕıa, categoŕıa concreta de conjuntos estruc-
turados, isomorfismo entre categoŕıas y estableceremos, de manera precisa, cuando dos
categoŕıas concretas de conjuntos estructurados serán concretamente isomorfas. Finali-
zaremos este caṕıtulo mostrando que la relación: ser concretamente isomorfa a, es una
relación de equivalencia entre las categoŕıas concretas de conjuntos estructurados.
En el segundo caṕıtulo comenzaremos definiendo métrica para después definir espacio
topológico, dar algunos ejemplos y determinar, también, función continua, con estos ele-
mentos podremos concluir con la definición de la categoŕıa concreta de conjuntos estruc-
turados Top.
En el tercer caṕıtulo básicamente empezaremos con la definición de interior y estudiare-
mos sus propiedades. También definiremos el operador interior y veremos que dado un
operador interior, sobre un conjunto X, podremos definir una topoloǵıa relacionada a tal
operador. Describiremos la categoŕıa concreta de conjuntos estructurados T1 y terminare-
mos mostrando que la categoŕıa concreta de conjuntos estructurados T1 es concretamente
isomorfa a la categoŕıa concreta de conjuntos estructurados Top.

1Estos conceptos serán aclarados en el desarrollo de este trabajo.
2Definiremos en su momento cada una de estas categoŕıas
3Éstas categoŕıas serán T1,T2,T3,T4 y T5
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En el cuarto caṕıtulo empezaremos estudiando el concepto de conjunto cerrado además
de sus propiedades y dado un conjunto X definiremos la c-familia de X que nos permitirá
determinar la topoloǵıa τc(x), después obtendremos los elementos necesarios para confor-
mar a la categoŕıa concreta de conjuntos estructurados T2 y concluiremos, este caṕıtulo,
demostrando que la categoŕıa concreta de conjuntos estructurados T2 es concretamente
isomorfa a la categoŕıa concreta de conjuntos estructurados T1.
En el quinto caṕıtulo determinaremos el concepto de cerradura y sus propiedades, lue-
go en base a estas propiedades definiremos el operador cerradura. Veremos que dado un
conjunto X y un operador cerradura en X, se podrá determinar una topoloǵıa para X.
Estudiaremos los elementos necesarios para definir a la categoŕıa concreta de conjuntos
estructurados T3 y terminaremos estableciendo que las categoŕıas concretas de conjuntos
estructurados T2 y T3 son concretamente isomorfas.
En el caṕıtulo seis desarrollaremos lo correspondiente a vecindad, comenzaremos esta-
bleciendo la definición de vecindad, sus propiedades y el operador vecindad, aśı mismo
veremos que dado un conjunto X y un operador vecindad en X podremos determinar
una topoloǵıa para X generada por este operador vecindad. Detallaremos, también, los
elementos necesarios para describir la categoŕıa concreta de conjuntos estructurados T4

y concluiremos este caṕıtulo con la demostración de que las categoŕıas concretas de con-
juntos estructurados T3 y T4 son concretamente isomorfas.
En el caṕıtulo siete comenzaremos nuestro estudio con una observación que determina
dos propiedades que relacionan al interior y a la cerradura para después definir frontera y
las propiedades que ésta cumple para poder definir operador frontera. Estableceremos que
el operador frontera determina un operador cerradura con lo que podemos asociar una
topoloǵıa relacionada con éste operador cerradura. Describiremos, también, los elementos
necesarios para definir la clase T5 y finalizaremos mostrando que la categoŕıa concreta de
conjuntos estructurados T4 es concretamente isomorfa a la categoŕıa concreta de conjun-
tos estructurados T5.
En el caṕıtulo ocho estableceremos cuando dos categoŕıas concretas de conjuntos estruc-
turados son casi isomorfas, para ello definiremos a Mtc, la categoŕıa concreta de conjuntos
estructurados de los espacios métricos y las funciones continuas definibles entre ellos (con
la finalidad de aproximarnos al concepto mencionado al principio). Definiremos cuando
dos métricas son equivalentes, además del concepto de fibras equivalentes y función casi
biyectiva. Mostraremos que si dos categoŕıas concretas de conjuntos estructurados son
concretamente isomorfas entonces serán casi isomorfas y veremos, entonces, que Top es
casi isomorfa a T1, T1 casi isomorfa a T2, T2 casi isomorfa a T3, T3 casi isomorfa a T4

y T4 casi isomorfa a T5. Definiremos a la categoŕıa concreta de conjuntos estructurados
de los espacios topológicos metrizables y las funciones continuas definibles entre ellos,
TMtc, para mostrar que ésta categoŕıa y Mtc son casi isomorfas. Definiremos, también,
el concepto de transportabilidad en las categoŕıas concretas de conjuntos estructurados
y determinaremos a la categoŕıa de los espacios topológicos casi discretos y las funciones
continuas definibles entre ellos, CDTop, como ejemplo de categoŕıa transportable, además
comprobaremos que Mtc no es transportable para contrastar estos dos conceptos. Finali-
zaremos estudiando algunas de las implicaciones de la transportabilidad en relación con
los conceptos de concretamente isomorfa a y casi isomorfa a.
En el caṕıtulo nueve haremos una śıntesis general de los puntos principales llevados a cabo
en este trabajo, sacaremos nuestras conclusiones y pondremos en claro nuestro objetivo
principal, es decir que daremos los argumentos que consideramos pertinentes del porque
esta tesis es un texto de introducción al estudio de la teoŕıa de categoŕıas.



Caṕıtulo 1

Conceptos preliminares

En este caṕıtulo describiremos algunos de los conceptos básicos que utilizaremos a lo largo
de este trabajo. Dados X, Y conjuntos arbitrarios, denotaremos por P (X) a la familia de
todos los subconjuntos de X o potencia de X, por ∅ al conocido conjunto vaćıo y por Y X

a la clase de todas las funciones de X en Y .

Definición 1.1. Una categoŕıa es una quinteta C :=(|C|, homC, dom, cod, ◦), donde:

a) |C| es una clase llamada C-objetos de C.

b) homC es una clase llamada C-morfismos de C.

c) dom : homC → |C| es una función tal que para cada f ∈ homC existe A ∈ |C| y
dom(f) = A. A se llama dominio de f .

d) cod : homC → |C| es una función tal que para cada f ∈ homC existe B ∈ |C| y
cod(f) = B. B se llama codominio de f .

e) ◦ : {(g, f) ∈ homC× homC | cod(f) = dom(g)} → homC es una función llamada compo-
sición de C. En adelante a ◦(g, f) lo denotaremos como g ◦ f . ◦ cumple:

i) Si g ◦ f ∈ {(g, f) ∈ homC× homC | cod(f) = dom(g)} y

h ◦ g ∈ {(h, g) ∈ homC× homC | cod(g) = dom(h)} entonces

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .

ii) Para toda A ∈ |C| existe 1A ∈ homC tal que:

1. dom(1A) = A = cod(1A).

2. Si 1A ◦ f ∈ {(1A, f) ∈ homC× homC |cod(f) = dom(1A)} entonces 1A ◦ f = f.

3. Si f ◦ 1A ∈ {(f, 1A) ∈ homC× homC |cod(1A) = dom(f)} entonces f ◦ 1A = f .

iii) Para A,B ∈ |C| definimos el conjunto:

homC(A,B) := {f ∈ homC |dom(f) = A, cod(f) = B} .

7



8 CAPÍTULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

Un ejemplo de categoŕıa es el siguiente:

• La categoŕıa Set = (|Set|, homSet, dom, cod, ◦), donde:

a) |Set| es la clase de todos los conjuntos (la clase de Set-objetos de Set).

b) homSet es la clase de todas las funciones entre conjuntos.

c) Para A, B ∈ |Set| definimos el conjunto

homSet(A,B) := {f ∈ homSet | dom(f) = A, cod(f) = B}.

d) ◦ es la composición habitual de funciones.

ccce

Definición 1.2. Una categoŕıa concreta de conjuntos estructurados C es una categoŕıa
en la que:

i) C[X] es una clase llamada C-estructuras de X.

ii) |C| tiene como elementos a las parejas (X, ξ), donde X es un conjunto y ξ ∈ C[X].

iii) Para cualesquiera dos C-objetos (X, ξ) y (Y, η), los elementos de la clase homC son las
parejas (f, (ξ, η)) en las que

f ∈ Y X ,

la pareja (ξ, η) tiene como elementos a ξ estructura de X, η estructura de Y y f es C-
morfismo o conserva la C-estructura1 de (X, ξ) en (Y, η).

iv) Para cada par de C-objetos (X, ξ) y (Y, η), definimos el conjunto

homC[(X, ξ), (Y, η)] := {f ∈ Y X | f es C-morfismo de (X, ξ) en (Y, η)},

los elementos de este conjunto están sujetos a las propiedades siguientes:

a) Propiedad de composición.
Para (X, ξ), (Y, η) y (Z, ζ) ∈ |C|, si f ∈ homC[(X, ξ), (Y, η)] y g ∈ homC[(Y, η), (Z, ζ)]
entonces

g ◦ f ∈ homC[(X, ξ), (Z, ζ)].

b) Propiedad de identidad.
Para (X, ξ) ∈ |C|

1X ∈ homC[(X, ξ), (X, ξ)]

1Más adelante bajo el contexto será aclarada la idea de que la función f es C-morfismo o conserva la
C-estructura
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donde 1X(x) = x para toda x ∈ X.
Para hacer referencia a una categoŕıa concreta de conjuntos estructurados también usa-
remos la abreviatura ccce.
Dada una ccce C y (X, ξ), (Y, η) ∈ |C|, escribimos (f, (ξ, η)) para denotar a los elementos
de homC, sin embargo escribiremos f : (X, ξ) → (Y, η) algunas veces y habitualmente
escribiremos:

f ∈ homC[(X, ξ), (Y, η)]

para denotar a los C-morfismos, de la ccce C, de dominio (X, ξ) y codominio (Y, η). Es
decir a las funciones f de dominio (X, ξ) y codominio (Y, η) que conservan la C-estructura
de (X, ξ) en (Y, η).

Definición 1.3. Dados X, Y conjuntos, una ccce C arbitraria y (X, ρ), (Y, ϕ) ∈ |C|
tenemos que un isomorfismo en C o un C-isomorfismo, es una función biyectiva f : X → Y
tal que

f ∈ homC[(X, ρ), (Y, ϕ)] y f−1 ∈ homC[(Y, ϕ), (X, ρ)].

Si entre (X, ρ), (Y, ϕ) ∈ |C| existe un C-isomorfismo diremos que (X, ρ) y (Y, ϕ) son
C-isomorfos y lo denotaremos por

(X, ρ) ∼=C (Y, ϕ).

Uno de los conceptos principales con el que trataremos la mayor parte de este trabajo es
el que se menciona en la siguiente sección.

1.1. +

Definición 1.1.1. Dados X, Y conjuntos y C, D dos categoŕıas concretas de conjuntos
estructurados, diremos que C y D son concretamente isomorfas si:

i) Existe una biyección

ΥX : C[X]→ D[X]

natural en el siguiente sentido:

ii) Si (X, ξ), (Y, η) ∈ |C| y f : X → Y es una función, entonces

f ∈ homC[(X, ξ), (Y, η)] si y sólo si f ∈ homD[(X,ΥX(ξ)), (Y,ΥY (η))].

Cuando dos ccce C y D sean concretamente isomorfas lo denotaremos por:

C + D.

En el siguiente apartado estudiaremos como se relacionan las ccce respecto de +.

+ entre ccce

Es de notar que la relación + entre las ccce es una relación de equivalencia como vemos
en el teorema siguiente.
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Teorema 1.1.2. + es una relación de equivalencia entre las ccce.

Demostración:

a) Veamos que + es reflexiva.

Consideremos a X, Y conjuntos y C una ccce cualesquiera.

(i) Definamos para C[X] la función

IC[X] : C[X]→ C[X]

Tal que para toda ρ ∈ C[X]

IC[X](ρ) = ρ.

Entonces IC[X] es biyectiva.

(ii) Sea f : X → Y una función tal que

f ∈ homC[(X, ρ), (Y, ϕ)].

Como IC[X](ρ) = ρ e IC[Y ](%) = %, se tiene que

f ∈ homC[(X, IC[X](ρ)), (Y, IC[Y ](%))],

por lo tanto

f ∈ homC[(X, ρ), (Y, %)] si, y sólo si, f ∈ homC[(X, IC[X](ρ)), (Y, IC[Y ](%))],

de donde C + C, es decir + es reflexiva.

b) Veamos que + es simétrica.

Dadas C,D ccce cualesquiera.

(i) Supongamos que C + D, entonces para todo conjunto Z existe una función

ΦZ : C[Z]→ D[Z]

biyectiva y

Φ−1Z : D[Z]→ C[Z]

es biyectiva. Veamos que para todo conjunto Z, Φ−1Z es natural.

(ii) Sea g : X → Y una función. Puesto que la inversa de Φ−1Z es ΦZ y ΦZ es natu-
ral, tenemos que existen ρ ∈ C[X] y % ∈ C[Y ] únicas tales que Φ−1X (ρ′) = ρ, ΦY (%′) = %
y

g ∈ homD[(X, ρ′), (Y, %′)],

si y sólo si

g ∈ homD[(X,ΦX(ρ)), (Y,ΦY (%))]
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si y sólo si

g ∈ homC[(X, ρ), (Y, %)]

si y sólo si

g ∈ homC[(X,Φ−1X (ρ′)), (Y,Φ−1Y (%′))].

Entonces D + C, por lo tanto + es simétrica.

c) Veamos que + es transitiva.

Sean C,D y E ccce cualesquiera, supongamos que C + D y que D + E, entonces

� existe una biyección

ΦX : C[X]→ D[X]

que es natural, es decir
• si f : X → Y es una función, entonces

f ∈ homC[(X, ρ), (Y, %)] si, y sólo si, f ∈ homD[(X,ΦX(ρ)), (Y,ΦY (%))].

Por otra parte si D + E, entonces
� existe una biyección

ΨX : D[X]→ E[X]

que es natural, es decir
• si g : X → Y es una función, entonces

g ∈ homD[(X, ξ), (Y, η)] si, y sólo si, g ∈ homE[(X,ΨX(ξ)), (Y,ΨY (η))].

(i) Para cada conjunto X, la función

ΨX ◦ ΦX : C[X]→ E[X]

es una biyección ya que es composición de funciones biyectivas.

(ii) Demostraremos la naturalidad de ΨX ◦ ΦX

Sea f : X → Y una función tal que

f ∈ homC[(X, γ), (Y, λ)].

Como ΦX es una biyección natural se tiene que

f ∈ homC[(X, γ), (Y, λ)] si, y sólo si, f ∈ homD[(X,ΦX(γ)), (Y,ΦY (λ))].

Por otra parte ΨX es una biyección natural entonces

f ∈ homD[(X,ΦX(γ)), (Y,ΦX(λ))] si, y sólo si,

f ∈ homE[(X, (ΨX ◦ ΦX)(γ)), (Y, (ΨX ◦ ΦX)(λ))],

por lo tanto
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f ∈ homC[(X, γ), (Y, λ) si, y sólo si, f ∈ homE(X, (ΨX ◦ ΦX)(γ)), (Y, (ΨY ◦ ΦY (λ))],

de donde obtenemos que C + E, entonces + es transitiva.
Por lo tanto + es una relación de equivalencia entre las ccce.
�

Un ejemplo muy particular de ccce es la ccce de los espacios topológicos y las funcio-
nes continuas que es parte básica de este trabajo y que describiremos en el siguiente
caṕıtulo.



Caṕıtulo 2

Top

Si X es un conjunto entonces hay estructuras con las que podemos dotar a X que permiten
entender los conceptos de convergencia, vecindad y proximidad entre los puntos de X (por
ejemplo la estructura de espacio topológico que veremos más adelante).
En este caṕıtulo definiremos una métrica (distancia) en un conjunto X y en base a esta
idea abordaremos el concepto de conjunto abierto para determinar una topoloǵıa en X.
El concepto de función continua también será visto en esta sección.

2.1. Métrica, topoloǵıa y funciones continuas

Definición 2.1.1. Denotemos por R al conjunto de los números reales y por R+ al
conjunto de los números reales positivos. Dado X 6= ∅ un conjunto; definimos una métrica
d en X como una función

d : X ×X → R+ ∪ {0},

tal que para toda x, y, z ∈ X, d cumple lo siguiente:

a) d(x, y) ≥ 0.

b) d(x, y) = d(y, x).

c) d(x, y) = 0 si y sólo si x = y.

d) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Entonces la pareja (X, d) se llama espacio métrico y para x, y ∈ X, el número d(x, y)
se llama la distancia de x a y.

Definición 2.1.2. Dado X 6= ∅ un conjunto, δ ∈ R+ y x ∈ X, definimos el disco abierto
de centro en x y radio δ con la métrica d como:

Dd(x, δ) := {y ∈ X| d(x, y) < δ}.

Si se presenta la ocasión, algunas veces, omitiremos el nombre de la métrica y denotaremos
al disco abierto de centro x y radio δ por

D(x, δ).

13
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Definición 2.1.3. Dado (X, d) un espacio métrico, diremos que A ⊆ X es un conjunto
abierto (abierto en (X, d)) si

para toda x ∈ A existe δ ∈ R+ tal que D(x, δ) ⊆ A.

Ya que hemos definido conjunto abierto, en un espacio métrico, se puede dar de manera
natural la siguiente definición.

Definición 2.1.4. Si (X, d) es un espacio métrico denotaremos por τd a la familia de
todos los conjuntos abiertos de (X, d).
En base a la Definición 2.1.3 se puede comprobar que se cumplen las siguientes propieda-
des.

Observación 2.1.5. Si (X, d) es un espacio métrico entonces:

a) Todo disco abierto de (X, d) es un conjunto abierto en (X, d).

b) Si {Ai}i∈I ⊆ P (X) tal que Ai es un conjunto abierto para cada i ∈ I, entonces
∪i∈IAi es un conjunto abierto.

c) Si A1 y A2 son conjuntos abiertos, entonces A1 ∩ A2 es un conjunto abierto.

La Observación 2.1.5 es muy básica y se puede encontrar casi en cualquier texto de
anaĺısis matemático, podemos encontrarla, por ejemplo, en [7] páginas 5 y 6. En la si-
guiente definición, que es la de espacio topológico, podemos ver la relación que tiene, la
que denominaremos, una topoloǵıa para un conjunto X y la Observación 2.1.5, en particu-
lar con los incisos (b) y (c) respecto de las uniones e intersecciones de conjuntos abiertos.

Topoloǵıa

Definición 2.1.6. Dado un conjunto X y τ ⊆ P (X). Diremos que τ es una topoloǵıa
en X si:

a. ∅ y X pertenecen a τ .

b. Para toda {Ai}i∈I ⊆ τ , con I arbitrario, se tiene que ∪i∈IAi ∈ τ .

c. Si {U, V } ⊆ τ entonces U ∩ V ∈ τ .

Bajo esta situación diremos que la pareja (X, τ) es un espacio topológico donde X se
llama conjunto subyacente, τ es la estructura topológica, los elementos x ∈ X son los
puntos del espacio y los elementos de τ son los conjuntos abiertos de (X, τ). Llamamos
abiertos a los elementos de τ aunque estos conjuntos no sean abiertos en el sentido común
de los espacios métricos, los llamamos abiertos sólo por mantener la analoǵıa con la idea
de abiertos como en la Observación 2.1.5 incisos b) y c).
En la Definición 2.1.6 inciso c) notamos que la intersección de dos conjuntos abiertos es
abierta, aunque en general tenemos que si (X, τ) es un espacio topológico la intersección,
finita, arbitraria de abiertos es abierta como veremos en la observación siguiente.
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Observación 2.1.7. Dado (X, τ) un espacio topológico, {Ai}i∈I ⊆ X e I 6= ∅ finito
entonces

∩i∈IAi ∈ τ .

Demostración:

Haremos inducción sobre I.

a) Base de inducción: I = 2. En este caso tenemos que

{A1, A2} ⊆ τ

y como τ es una topoloǵıa para X entonces

A1 ∩ A2 ∈ τ
por c) de la Definición 2.1.6, esto demuestra la base inductiva.

b) Hipótesis de inducción: supongamos que se cumple para n es decir que:

∩ni=1Ai ∈ τ .

c) Paso inductivo: veremos que se cumple para n+ 1, es decir, si

{Ai}n+1
i=1 ⊆ τ entonces ∩n+1

i=1 Ai ∈ τ .

Sea {Ai}n+1
i=1 ⊆ τ . Se tiene que:

∩n+1
i=1 Ai = ∩ni=1Ai ∩ An+1.

Por otra parte ∩i=1Ai ∈ τ por la hipótesis de inducción y An+1 ∈ τ entonces

∩ni=1A1 ∩ An+1 ∈ τ
por base la de inducción y como ∩n+1

i=1 Ai = ∩ni=1Ai ∩ An+1 entonces

∩n+1
i=1 Ai ∈ τ

�

Gracias a la Observación 2.1.7, para probar que una familia de subconjuntos τ , de un
conjunto dado X es una topoloǵıa para X, podremos probar, también, que τ además de
tener al vaćıo y al total, tendrá como elementos a las uniones arbitrarias y las intersec-
ciones finitas arbitrarias de sus subconjuntos, lo que nos será útil en algunas ocasiones.
Ya hablamos de espacios topológicos y topoloǵıa, entonces consideremos los siguientes
ejemplos básicos para tener una idea en concreto de estos conceptos.

Ejemplos 2.1.8. Dado X un conjunto arbitrario tenemos:

i) (X, {∅, X}) es el espacio topológico indiscreto o espacio topológico trivial y {∅, X} es
la topoloǵıa indiscreta o trivial de X.

ii) (X,P (X)) es el espacio topológico discreto y P (X) es la topoloǵıa discreta.

iii) Si (X, d) es un espacio métrico entonces τd es una topoloǵıa1 para X y en este caso el
espacio topológico al que hacemos referencia es (X, τd).

�
1para convencerse de que τd es una topoloǵıa para X note que a partir de la Observación 2.1.5 se

puede demostrar que τd cumple las propiedades de la Definición 2.1.6.
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La clase |Top|
Dado un conjunto X, para determinar un espacio topológico cuyo conjunto subyacente
sea X, se considera a una familia τ de subconjuntos de X que cumple las propiedades: τ
es cerrada bajo uniones arbitrarias, cerrada bajo intersecciones dos a dos (o cerrada bajo
intersecciones finitas arbitrarias como vimos en la Observación 2.1.7) y tiene al conjunto
vaćıo y al conjunto total X como elementos, esto es lo que consideramos como la estructura
topoloǵıca para X. Por otra parte para un conjunto arbitrario X podemos considerar al
objeto que tiene todas las topoloǵıas de X y que denotaremos por

Top[X]

Se tiene que Top[X] es distinto del vaćıo ya que para cualquier conjunto X siempre
podemos considerar a P (X) y sabemos que P (X) es la topoloǵıa discreta para X, por lo
tanto:

P (X) ∈ Top[X].

Por otra parte tenemos que Top[X] es un conjunto ya que si τ ∈ Top[X] se tiene que :

τ ⊆ P (X)

por definición de topoloǵıa, entonces τ ∈ P (P (X)), es decir:

Top[X] ⊆ P (P (X)).

Y como P (P (X)) es un conjunto entonces Top[X] es un conjunto, por lo que para el con-
junto arbitrario X, podemos referirnos a Top[X] como el conjunto de todas las topoloǵıas
de X.

Definimos la clase

|Top| := {(X, τ)| X es un conjunto y τ ∈ Top[X]}.

Es decir que |Top| es la clase de todos los espacios topológicos. En lo que sigue introduci-
remos el concepto de función continua entre dos espacios topológicos dados; con base en
ello describiremos la categoŕıa concreta de conjuntos estructurados Top.

Funciones continuas

Definición 2.1.9. Dados (X, τ), (Y, σ) ∈ |Top| y f : X → Y una función, diremos que

f : (X, τ)→ (Y, σ)

es continua, Top-morfismo o que conserva la Top-estructura de (X, τ) en (Y, σ) si

Para todo V ∈ σ se tiene que f−1(V ) ∈ τ .

En este punto cabe hacer hincapié en que si (X, τ), (Y, σ) ∈ |Top| y f : (X, τ) → (Y, σ)
es una función continua entonces también podemos decir que f conserva la estructura
topológica de (X, τ) en (Y, σ) y si lo consideramos pertinente sólo diremos que f conserva
la estructura. Por otra parte las funciones continuas cumplen las siguientes propiedades
que se deducen directamente de la Definición 2.1.9.
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Proposición 2.1.10. Si (X, τ), (Y, σ) y (Z, ω) ∈ |Top| entonces:

a. Si f : (X, τ)→ (Y, σ) y g : (Y, σ)→ (Z, ω) son continuas entonces

g ◦ f : (X, τ)→ (Z, ω) es continua.

b. Si 1X : (X, τ)→ (X, τ) es tal que 1X(x) = x para toda x ∈ X, entonces 1X es continua.

La demostración de esta proposición es básica y se puede encontrar en [7] página 27.
Básicamente la Proposición 2.1.10 establece que la composición de funciones continuas es
continua y que para todo espacio topológico (X, τ) la identidad

1X : (X, τ)→ (X, τ)

es continua.

Homeomorfismos

.

Definición 2.1.11. Sean (X, τ), (Y, σ) ∈ |Top|. Una función

f : (X, τ)→ (Y, σ)

es un homeomorfismo si f es continua, biyectiva y f−1 continua.

Si entre dos espacios topológicos (X, τ), (Y, σ) existe un homeomorfismo, entonces di-
remos que son homeomorfos y lo escribiremos como

(X, τ) ∼= (Y, σ).

2.2. La ccce Top

Ya tenemos los elementos necesarios para describir la categoŕıa concreta Top. Lo que
haremos es considerar a la clase de todos los espacios topológicos y a la clase de todas las
funciones continuas definibles entre ellos.

Definición 2.2.1. La ccce Top es una ccce compuesta de los siguientes miembros :

i) La clase |Top| (cuyos elementos ya definimos). Les llamaremos Top-objetos o espa-
cios topológicos.

ii) Para cada par (X, τ), (Y, σ) ∈ |Top| definimos el conjunto:

homTop[(X, τ), (Y, σ)] := {f ∈ Y X | f : (X, τ)→ (Y, σ) es Top-morfismo}.

Para indicar que f es una función continua (un Top-morfismo) de (X, τ) en (Y, σ) también
escribiremos :

f ∈ homTop[(X, τ), (Y, σ)].
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Este conjunto cumple las siguientes propiedades (vitas en la Proposición 2.1.10):

(a) Propiedad de composición.
Para (X, τ), (Y, σ) y (Z, ω) ∈ |Top| arbitrarios, si:

f ∈ homTop[(X, τ), (Y, σ)] y g ∈ homTop[(Y, σ), (Z, ω)]

entonces:

g ◦ f ∈ homTop[(X, τ), (Z, ω)]

(b) Propiedad de identidad.
Para todo(X, τ) ∈ |Top|

1X ∈ homTop[(X, τ), (X, τ)]

Donde 1X(x) = x para toda x ∈ X.

Aśı que Top es la ccce de todos los espacios topológicos y las funciones continuas defi-
nibles entre ellos, a los homeomorfismos les podŕıamos llamar también Top-isomorfismos
de acuerdo con la Definición 1.3.



Caṕıtulo 3

Top + T1

En este caṕıtulo presentamos el concepto de interior de un conjunto en un espacio to-
pológico, cuya importancia radica en el hecho de que a través de éste definiremos las
propiedades que, en general, debe tener un operador interior. A grandes rasgos, si X es
un conjunto, un operador interior en X es una función que opera sobre subconjuntos de
X y produce subconjuntos de X (i.e. es una función de P (X) en P (X)), de aqúı que se
le llame operador interior.
Dado un conjunto X demostraremos cómo a través de este operador interior se puede
definir una topoloǵıa para X y de esta manera podremos establecer una relación entre un
operador interior y una topoloǵıa debido a que rećıprocamente veremos que una topoloǵıa
en X tendrá un operador interior, para X, asociado a ésta.
Otros objetivos para este caṕıtulo también son: definir la ccce T1 y establecer que Top +
T1.

3.1. El interior y sus propiedades

Definición 3.1.1. Dado (X, τ) ∈ |Top| y A ⊆ X, el interior de A en (X, τ) es la unión
de todos los abiertos de (X, τ) contenidos en A y lo denotaremos por:

IntτA.

Uno de los aspectos básicos que se derivan directamente de esta definición lo vemos en la
observación siguiente.

Observación 3.1.2. Dado (X, τ) ∈ |Top| y A ⊆ X, la familia:

F = {U ∈ P (X) | U ∈ τ y U ⊆ A}

es distinta del vaćıo e

IntτA = ∪U∈FU ⊆ A.

Demostración:

La familia F es distinta del vaćıo pues ∅ ∈ P (X), ∅ ∈ τ al ser τ una topoloǵıa para
X y ∅ ⊆ A para todo A ⊆ X por lo que:

∅ ∈ F .

19
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Para ver la segunda parte notemos que IntτA = ∪U∈FU por la Definición 3.1.1. y como
∪U∈FU ⊆ A entonces:

IntτA ⊆ A.

�

En la Observación 3.1.2 debemos notar que la familia F depende del subconjunto A de
X aunque éste es arbitrario, aśı que en adelante si (X, τ) ∈ |Top| y A ⊆ X, denotaremos
a la familia:

F = {U ∈ P (X) | U ∈ τ y U ⊆ A}

por:

FA,

teniendo en cuenta esta notación podemos escribir:

IntτA = ∪U∈FAU .

Dado un espacio topológico (X, τ) la siguiente proposición establece una manera de ca-
racterizar a los abiertos de (X, τ) en términos del concepto de interior que acabamos de
ver.

Proposición 3.1.3. Si (X, τ) ∈ |Top| y A ∈ P (X) entonces son equivalentes:

a. A ∈ τ .

b. A = IntτA.

Demostración:

a⇒ b

⊆c
Sea A ⊆ X y consideremos la familia FA. Como A ∈ τ por hipótesis y A ⊆ A entonces
A ∈ FA y por lo tanto:

A ⊆ IntτA

pues ∪U∈FAU = IntτA por la Observación 3.1.2.

⊇c
Dado A ⊆ X y FA, entonces como IntτA = ∪U∈FAU por la Observación 3.1.2 se tiene
que:

IntτA ⊆ A.

Ambas contenciones demuestran que:

A = IntτA.
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b⇒a

Dado A ⊆ X y FA entonces IntτA = ∪U∈FAU por la Observación 3.1.2. Como τ es
una topoloǵıa en X entonces:

∪U∈FAU ∈ τ

de acuerdo a la Definición 2.1.6 (la definición de topoloǵıa) y como por hipótesis tenemos
que A = IntτA entonces:

A ∈ τ .

�

Es decir que dado un espacio topológico (X, τ) y A un subconjunto de X, tenemos que
A es abierto si y sólo si es igual a su interior.
Otra propiedad que es sencilla deducir a partir de la Definición 3.1.1 y de la Observación
3.1.2 se menciona en la siguiente

Afirmación 3.1.4. Dado (X, τ) ∈ |Top| y A ⊆ X, el interior de A es el mayor abierto
de (X, τ) contenido en A.

Demostración:

Sea A ⊆ X y la familia FA determinada en la Observación 3.1.2. Supongamos que existe
B ⊆ X tal que B ∈ τ y B ⊆ A entonces:

B ∈ FA

y por lo tanto B ⊆ ∪U∈FAU = IntτA. Es decir que:

B ⊆ IntτA.

�

Considerando este resultado se puede deducir la observación siguiente:

Observación 3.1.5. Si (X, τ) es un espacio topológico y

A ⊆ B ⊆ X

Entonces:

IntτA ⊆ IntτB.

Demostración:

Para A ⊆ X sabemos que IntτA ⊆ A por la Observación 3.1.2. Luego, como por hipótesis
tenemos que A ⊆ B, entonces

IntτA ⊆ B
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e IntτA es abierto. Por otra parte IntτB ⊆ B es el mayor abierto contenido en B (Afir-
mación 3.1.4), por lo tanto

IntτA ⊆ IntτB.

�

Notemos que si (X, τ) es un espacio topológico entonces para A ∈ P (X) se tiene que
IntτA ∈ P (X). Algunas de las propiedades que Intτ cumple (demostradas en [7] página
18), son las siguientes.

Proposición 3.1.6. Si (X, τ)∈ |Top| y A,B ∈ P (X), entonces:

a. IntτX = X.

b. IntτA ⊆ A.

c. Intτ (IntτA) = IntτA.

d. Intτ (A ∩B) = (IntτA) ∩ (IntτB).

e. (IntτA) ∪ (IntτB) ⊆ Intτ (A ∪B).

Observación. Para un espacio indiscreto con más de un punto no se tiene la contención
en sentido contrario en el inciso (e) de la Proposición 3.1.6. Veamos :

Dado (X, τ) un espacio topológico con más de un punto e indiscreto, es decir τ = {X, ∅},
podemos considerar A ( X (un subconjunto propio de X) tal que A 6= ∅ entonces

X − A 6= ∅ e IntτA = ∅,

debido a que el único abierto de (X, τ) contenido en A es ∅, pero también Intτ (X−A) = ∅,
por la misma razón. De ambas igualdades obtenemos que

(IntτA) ∪ (Intτ (X − A)) = ∅.

Por otra parte tenemos que

Intτ (A ∪ (X − A)) = Intτ (X) = X.

De esta manera tenemos que (IntτA)∪ (Intτ (X−A)) ⊆ Intτ (A∪ (X−A)), sin embargo,
la contención inversa no se da.

�

3.2. El operador interior

Ya comentamos que el concepto de interior de un conjunto en un espacio topológico,
permite definir para cada conjunto X un operador interior. Las propiedades que cumple
un operador interior quedan establecidas en la definición siguiente.
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Definición 3.2.1. Dado X un conjunto y A,B ∈ P (X), un operador interior en X es
una función

α : P (X)→ P (X)

Tal que:

I1. αX = X.

I2. αA ⊆ A.

I3. α(αA) = αA.

I4. α(A ∩B) = αA ∩ αB.

Una propiedad, del operador interior, que resulta directamente de I4 de la Definición
3.2.1 es la siguiente.

Observación 3.2.2. DadoX un conjunto y α un operador interior enX, siA,B ∈ P (X)
entonces

A ⊆ B implica que αA ⊆ αB.

Demostración:

Por hipótesis tenemos que A ⊆ B, entonces A = A ∩B y por lo tanto:

αA = α(A ∩B).

Por I4 de la Definición 3.2.1 también se tiene que α(A ∩ B) = αA ∩ αB, debido a esto
último tenemos que αA = αA ∩ αB, entonces

αA ⊆ αB.

�

Si X es un conjunto, entonces resulta que a partir de un operador interior en X, se puede
generar una topoloǵıa para X como vemos en el siguiente teorema.

Topoloǵıa τα

Teorema 3.2.3. Si X es un conjunto y α es un operador interior en X entonces:

τα := {A ∈ P (X)| αA = A}

es una topoloǵıa en X que satisface:

Para todo A ⊆ X, IntταA = αA.

Demostración :

Primero veamos que τα es una topoloǵıa en X.

a) De la Definición 3.2.1 I1 se tiene que αX = X, por lo tanto:
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X ∈ τα.

De la Definición 3.2.1 I2 tenemos que αA ⊆ A para todo A ∈ P (X), en particular para
∅, es decir

α∅ ⊆ ∅

y por otra parte ∅ ⊆ α∅ pues el conjunto vaćıo es subconjunto de cualquier conjunto. Por
las dos contenciones que acabamos de ver podemos concluir que:

α∅ = ∅.

Por lo tanto ∅ ∈ τα. Aśı tenemos que el total y el vaćıo están en τα.

b) Consideremos a {Ai}i∈I ⊆ τα. Se tiene que Aj ⊆ ∪i∈IAi para toda j ∈ I, enton-
ces αAj ⊆ α(∪i∈IAi) (Observación 3.2.2.) para toda j ∈ I, por lo tanto

∪i∈IαAi ⊆ α(∪i∈IAi).

Como Ai ∈ τα para toda i ∈ I, también se tiene que αAi = Ai; entonces

∪i∈IAi ⊆ α(∪i∈IAi).

Por otra parte ∪i∈IAi ⊆ X y por lo tanto se tiene que α(∪i∈IAi) ⊆ ∪i∈IAi∈I por la
propiedad I2. Entonces α(∪i∈IAi) = ∪i∈IAi y por lo tanto

∪i∈IAi ∈ τα.

c) Sea {U, V } ⊆ τα. Se tiene que

α(U ∩ V ) = αU ∩ αV

por I4. Como U , V ∈ τα entonces

αU = U y αV = V

por lo tanto α(U ∩ V ) = U ∩ V , de donde podemos concluir que:

U ∩ V ∈ τα.

Entonces τα es una topoloǵıa en X.

Para la segunda parte del teorema, considérese A ∈ P (X). Por I3 se tiene que α(αA) = αA
por lo tanto αA ∈ τα y ya que α es operador interior en X, también se tiene que αA ⊆ A
por I2, en consecuencia

αA ⊆ IntταA,

pues IntταA es el mayor abierto de (X, τα) contenido en A (Afirmación 3.1.4.).

Por otro lado como IntταA ⊆ A, entonces por la Observación 3.2.2. α(IntταA) ⊆ αA
y dado que IntταA ∈ τα implica que α(IntταA) = IntταA, por lo tanto IntταA ⊆ αA,
entonces

IntταA = αA.
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�

Debido al teorema que acabamos de probar, dado un conjunto X podemos relacionar
un operador interior en X con una topoloǵıa para X.
Podemos preguntarnos, también, cómo luce un operador interior sin tener en cuenta al-
guna topoloǵıa, es decir dado un conjunto X determinar una función que este definida
de P (X) en P (X) que sea un operador interior en X, para esto consideremos el ejemplo
siguiente.

Ejemplo. Sea X 6= ∅ un conjunto, A,B ∈ P (X) y α : P (X) → P (X) una función
dada por

αA = A si A = X y αA = ∅ si A 6= X.

Comprobaremos que α, aśı definida, es un operador interior en X.

I1. αX = X por definición de α.

I2. Si A = X entonces αA = A ⊆ A por lo tanto αA ⊆ A. Por otra parte si A 6= X
entonces αA = ∅ ⊆ A, por lo tanto αA ⊆ A y en cualquier caso αA ⊆ A.

I3. Si A = X entonces αA = A de donde α(αA) = αA = A, por lo tanto α(αA) = A.
Si A 6= X entonces αA = ∅ por lo tanto α(αA) = α∅ y α∅ = ∅ pues X 6= ∅, entonces
α(αA) = ∅ = αA, es decir que α(αA) = αA y en cualquier caso α(αA) = αA.

I4.

a) Si A = X y B 6= X puede pasar que A ∩ B 6= ∅ o A ∩ B = ∅ en cualquier caso
A∩B 6= X por lo tanto α(A∩B) = ∅ y αA = A, αB = ∅ de donde αA∩αB = A∩∅ = ∅
y obtenemos que

α(A ∩B) = αA ∩ αB.

b) Si A = X y B = X entonces A ∩ B = A de donde α(A ∩ B) = αX = X. Por otra
parte αA = A y αB = B por lo tanto αA ∩ αB = X y obtenemos que

α(A ∩B) = αA ∩ αB.

c) Si A = ∅ y B = ∅ entonces A ∩ B = ∅ de donde α(A ∩ B) = α∅ = ∅, por otra parte
αA ∩ αB = ∅ ∩ ∅ = ∅ de donde

α(A ∩B) = αA ∩ αB.

El caso en que A 6= X y B = X es análogo al a). Por lo tanto α es un operador interior
en X y podemos considerar la pareja

(X,α)

como un objeto en el que X es un conjunto α una estructura para X llamada operador
interior en X, por otro lado como demostramos que un operador interior determina una
topoloǵıa para X (Teorema 3.2.3) por medio del conjunto

τα = {U ∈ P (X)| αU = U},
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entonces podemos preguntarnos qué topoloǵıa, para X, determina el operador que aca-
bamos de ver. Si A ∈ P (X) tal que A = X entonces αA = A, es decir que X ∈ τα, por
otra parte si A = ∅ entonces αA = ∅ y por lo tanto ∅ ∈ τα. Si A ∈ P (X) tal que A ( X,
A 6= ∅ entonces A /∈ τα. Con lo que los únicos abiertos, en este caso, son el vaćıo y el total,
es decir que α determina la topoloǵıa indiscreta.
�

La clase |T1|
Se puede pensar en un conjunto X arbitrario y en el operador interior

α : P (X)→ P (X)

a partir del cual, como ya vimos en el Teorema 3.2.3, se puede definir una topoloǵıa para
X. Por otra parte este operador interior permite dotar a X de una estructura de tal forma
que podemos considerar a la pareja (X,α). A la familia de operadores interiores en X la
denotaremos por

T1[X].

Teniendo en cuenta esto definimos la clase

|T1| := {(X,α) | X es un conjunto y α ∈ T1[X]}.

Los T1-morfismos

En esta sección vamos a definir los T1-morfismos entre dos conjuntos dotados con sendos
operadores interiores.

Definición 3.2.4. Dados (X,α), (Y, β) ∈ |T1| y f : X → Y una función. Decimos que

f : (X,α)→ (Y, β)

es un T1-morfismo o que f conserva la T1-estructura de (X,α) en (Y, β) si

para todo B ⊆ Y se tiene que f−1(βB) ⊆ αf−1(B).

A partir de la Definición 3.2.4 vamos a demostrar que se cumplen las propiedades de
composición e identidad.

Proposición 3.2.5. Dados (X,α), (Y, β) y (Z, γ) ∈ |T1|.

a. Si f : (X,α)→ (Y, β) y g : (Y, β)→ (Z, γ) son T1-morfismos, entonces

g ◦ f : (X,α)→ (Z, γ) es T1-morfismo.

b. 1X : (X,α)→ (X,α) tal que 1X(x) = x para toda x ∈ X, es T1-morfismo.

Demostración :

(a) Sea W ⊆ Z; puesto que, por hipótesis, g : (Y, β) → (Z, γ) es un T1-morfismo se
tiene que
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g−1(γW ) ⊆ βg−1(W )

y por lo tanto

f−1(g−1(γW )) ⊆ f−1(βg−1(W )).

Por otra parte se tiene también que

g−1(W ) ⊆ Y y f : (X,α)→ (Y, β) es T1-morfismo

entonces f−1(βg−1(W )) ⊆ αf−1(g−1(W )) y por lo tanto se tiene que

f−1(g−1(γW )) ⊆ αf−1(g−1(W )).

Y ya que f−1g−1 = (g ◦ f)−1, entonces

(g ◦ f)−1(γW ) ⊆ α(g ◦ f)−1(W )

y por lo tanto g ◦ f : (X,α)→ (Z, γ) es T1-morfismo.

(b) Se tiene que 1−1X (αU) = αU por lo tanto

1X : (X,α)→ (X,α)

es T1-morfismo.
�

Ya vimos que los T1-morfismos entre elementos de |T1| cumplen las propiedades de com-
posición e identidad; ahora conformaremos la categoŕıa concreta T1

3.3. La ccce T1

Llegado este punto tenemos los elementos necesario para definir la ccce T1.

Definición 3.3.1. La ccce T1 es una ccce conformada por los siguientes miembros:

i) La clase |T1|, a cuyos elementos les llamamos T1-objetos.

ii) Para cada par (X,α), (Y, β) ∈ |T1| definimos el conjunto:

homT1 [(X,α), (Y, β)] := {f ∈ Y X | f : (X,α)→ (Y, β) es T1-morfismo}.

Este conjunto está sujeto a las siguientes condiciones (demostradas en la Proposición
3.2.5.):
(a) Propiedad de composición.
Dados (X,α), (Y, β) y (Z, γ) T1-objetos arbitrarios, si:

f ∈ homT1 [(X,α), (Y, β)] y g ∈ homT1 [(Y, β), (Z, γ)]

entonces

g ◦ f ∈ homT1 [(X,α), (Z, γ)]
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(b) Propiedad de identidad.
Para todo T1-objetos (X,α)

1X ∈ homT1 [(X,α), (X,α)].

Donde 1X(x) = x para toda x ∈ X.

En lo que queda de este caṕıtulo demostraremos que las ccce Top y T1 son concreta-
mente isomorfas.

3.4. Top + T1

Introducción

Ya hemos definido y descrito varios aspectos importantes de las ccce Top y T1. Por otra
parte la forma en que hemos expuesto nuestros resultados, hasta aqúı, nos permite decir
a grandes rasgos que la ccce Top es la ccce de todos los Top-objetos y todos los Top-
morfismos definibles entre ellos y que la ccce T1 es la ccce de todos los T1-objetos y todos
los T1-morfismos definibles entre ellos. Básicamente, teniendo en cuenta lo anterior, en
esta sección probaremos que:

Top + T1.

La ccce Top + a la ccce T1

Teorema 3.4.1. Top + T1.

Demostración:

(i) Sea (X, τ) ∈ |Top|; para todo A ∈ P (X) podemos definir

ατA := IntτA

y entonces tenemos que bajo esta relación queda definida una función

ΦX : Top[X]→ T1[X]

cuya regla de correspondencia es la siguiente

τ 7→ ατ .

Por otra parte si α es un operador interior en X (es decir α ∈ T1[X]) podemos definir

τα := {A ∈ P (X)| αA = A},

que, como ya vimos, es una topoloǵıa para X; por lo tanto queda definida una función

ΨX : T1[X]→ Top[X]

cuya regla de correspondencia es:

α 7→ τα.

Para comprobar que ΦX : Top[X]→ T1[X] es biyectiva, probaremos que
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ΨX : T1[X]→ Top[X]

es la inversa de ΦX .
• Demostraremos que ΨX ◦ΦX = IdTop[X] (donde IdTop[X](τ) = τ para toda τ ∈ Top[X]).
Sea τ ∈ Top[X] se tiene que

(ΨX ◦ ΦX)(τ) = ΨX(ΦX(τ)) = ΨX(ατ ) = τατ

Luego para A ∈ P (X), se tiene que

A ∈ τ si y sólo si A = IntτA = ατA si y sólo si A ∈ τατ

Por lo tanto τ = τατ , entonces para toda τ ∈ Top[X] se tiene que (ΨX ◦ ΦX)(τ) = τ . Es
decir ΨX ◦ ΦX = IdTop[X].
• Demostraremos que ΦX ◦ΨX = IdT1[X] (donde IdT1 [X](α) = α para toda α ∈ T1[X])
Dada α ∈ T1[X] se tiene que

(ΦX ◦ΨX)(α) = ΦX(ΨX(α)) = ΦX(τα) = ατα

Si A ∈ P (X), entonces

αA = IntταA = αταA.

Entonces α = ατα ; por lo tanto para toda α ∈ T1[X] se tiene que (ΦX ◦ ΨX)(α) = α. Es
decir ΦX ◦ΨX = IdT1[X].
Entonces ΨX = Φ−1X y ΦX es biyectiva.

(ii) Para X, Y conjuntos y f : X → Y una función vamos a probar que

f ∈ homTop[(X, τ), (Y, σ)] si y sólo si f ∈ homT1 [(X,ΦX(τ)), (Y,ΦY (σ))].

Es decir que f : (X, τ) → (Y, σ) es Top-morfismo si y sólo si f : (X,ατ ) → (Y, ασ) es
T1-morfismo. Donde

ΦX(τ) = ατ y ΦY (σ) = ασ.

Veamos:

⇒c Dado U ⊆ Y se tiene que ασU ⊆ U porque ασ es operador interior en Y , por lo
tanto

f−1(ασU) ⊆ f−1(U).

Por otra parte f−1(U) ⊆ X y como ατ es operador interior en X se tiene que

ατf
−1(U) ⊆ f−1(U),

entonces f−1(ασU) ⊆ f−1(U) y ατf
−1(U) ⊆ f−1(U). Pero ασU = IntσU lo cual significa

que ασU ∈ σ (pues IntσU ∈ σ) y como por hipótesis

f : (X, τ)→ (Y, σ)

es un Top-morfismo, entonces

f−1(ασU) ∈ τ .
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Por otra parte también se sabe que

Intτf
−1(U) = ατf

−1(U) (entonces ατf
−1(U) ∈ τ pues Intτf

−1(U) ∈ τ)

es el mayor abierto de (X, τ) contenido en f−1(U) (Afirmación 3.1.4), entonces

f−1(ασU) ⊆ ατf
−1(U).

Por lo tanto f : (X,ατ )→ (Y, ασ) es T1-morfismo.

⇐c Dado U ∈ σ implica que U = IntσU = ασU y como por hipótesis se tiene que
f : (X,ατ )→ (Y, ασ) es T1-morfismo, entonces para todo U ⊆ Y

f−1(ασU) ⊆ ατf
−1(U)

por lo tanto se tiene que f−1(U) = f−1(ασU) ⊆ ατf
−1(U), es decir f−1(U) ⊆ ατf

−1(U)
y también se sabe que

ατf
−1(U) ⊆ f−1(U)

porque ατ es operador interior en X, entonces f−1(U) = ατf
−1(U) = Intτf

−1(U), por lo
tanto

f−1(U) ∈ τ

y entonces f : (X, τ)→ (Y, σ) es Top-morfismo. Aśı podemos concluir que Top + T1.
�



Caṕıtulo 4

T1 + T2

Introducción

Otros conceptos básicos en topoloǵıa, además de conjunto abierto e interior de un conjun-
to, son: conjunto cerrado, cerradura de un conjunto, frontera y vecindad. Es con base en
estos conceptos que vamos a formar las respectivas categoŕıas concretas. En este caṕıtulo
nos enfocaremos en el concepto de conjunto cerrado, dejaremos para los siguientes caṕıtu-
los los conceptos de cerradura, vecindad y frontera.
Algo bien sabido que ocurre en relación con los conceptos de abierto y cerrado, no es
que sean contrarios sino que son duales ; un conjunto que no es abierto no necesariamente
es cerrado ni inversamente. Vimos, por ejemplo, que la unión arbitraria de abiertos es
abierta; para los cerrados tendremos que intersecciones arbitrarias de cerrados es cerrada.
Esto ilustra mı́nimamente la dualidad mencionada.
Básicamente en este caṕıtulo daremos la definición de conjunto cerrado, la descripción de
la categoŕıa concreta que genera y finalizaremos demostrando que T1 + T2.

4.1. El conjunto cerrado y sus propiedades

Como mencionamos, lo que cumplen los conjuntos abiertos respecto de la unión, lo cum-
plen los cerrados respecto de la intersección y lo que cumplen los conjuntos abiertos
respecto de la intersección, lo cumplen los conjuntos cerrados respecto de la unión.

Definición 4.1.1. Si (X, τ) ∈ |Top| y C ∈ P (X), diremos que C cerrado en (X, τ) si
su complemento es abierto en (X, τ), es decir si X − C ∈ τ .

Observación 4.1.2. Dado (X, τ) ∈ |Top|, la familia c(x)τ := {C ∈ P (X) | X −C ∈ τ}
de conjuntos cerrados de X respecto de la topoloǵıa τ , es distinta del vaćıo y tiene como
elementos al conjunto X y al conjunto ∅.

Demostración:

Se tiene que X, ∅ ∈ P (X), X − X = ∅ ∈ τ y X − ∅ = X ∈ τ (ya que τ ∈ Top[X]),
por lo tanto

X, ∅ ∈ c(x)τ .

31
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�

Llamaremos a c(x)τ la ce familia de conjuntos cerrados de X respecto de la topoloǵıa
τ . De a cuerdo con la dualidad mencionada (en la introducción de este caṕıtulo), en
particular con las propiedades caracteŕısticas de los conjuntos abiertos, si (X, τ) ∈ |Top|,
la c-familia de conjuntos cerrados de X respecto de la topoloǵıa τ cumple las siguientes
propiedades:

Proposición 4.1.3. Si (X, τ) ∈ |Top|, entonces c(x)τ satisface:

a. X y ∅ son elementos de c(x)τ .

b. Para toda {Ci}i∈I ⊆ c(x)τ , I arbitrario distinto del vaćıo, se tiene que ∩i∈ICi ∈ c(x)τ .

c. Para toda {Ci}i∈I ⊆ c(x)τ , con I finito, se tiene que ∪i∈ICi ∈ c(x)τ .

Demostración:

a) Este inciso es la Observación 4.1.2.

b) Sea {Ci}i∈I ⊆ c(x)τ , entonces para toda i ∈ I tenemos que X − Ci ∈ τ . Como I
es arbitrario y τ es una topoloǵıa para X, también se tiene que

∪i∈I(X − Ci) ∈ τ

Pero debido a les leyes de De Morgan sabemos que ∪i∈I(X − Ci) = X − ∩i∈ICi y por lo
tanto X − ∩i∈ICi ∈ τ ; luego por definición de c(x)τ , se tiene que

∩i∈ICi ∈ c(x)τ .

c) Sea {Ci}i∈I ⊆ c(x)τ , con I finito. Se tiene que X − Ci ∈ τ , para toda i ∈ I; por ser
finito y τ una topoloǵıa para X (Observación 2.1.7), se tiene que

∩i∈I(X − Ci) ∈ τ

Por las leyes de De Morgan se tiene que ∩i∈I(X − Ci) = X − ∪i∈ICi, por lo tanto
X − ∪i∈ICi ∈ τ , es decir

∪i∈ICi ∈ c(x)τ .

�

De manera breve podemos decir que si (X, τ) ∈ |Top| entonces c(x)τ ⊆ P (X) es cerrada
bajo intersecciones arbitrarias y uniones finitas arbitrarias.

Topoloǵıa τc(x)

Definición 4.1.4. Dado X un conjunto y c(x) ⊆ P (X) una familia de subconjuntos de
X, si c(x) cumple a, b y c de la Proposición 4.1.3, llamaremos c-familia de X a c(x).
Veremos que la familia τc(x) de los complementos de los elementos de una c-familia de X
determina una topoloǵıa para X, de esta manera tenemos el siguiente teorema.
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Teorema 4.1.5. Si X es un conjunto y c(x) ⊆ P (X) es una c-familia de X, se tiene
que

τc(x) := {U ∈ P (X) | X − U ∈ c(x)}

es una topoloǵıa para X y c(x) es la familia de cerrados de (X, τc(x)).

Demostración:

a) Se tiene que X ∈ P (X) y X − X = ∅. Por otra parte como c(x) es una c-familia
de X entonces

∅ ∈ c(x) (Definición 4.1.4),

por lo tanto X ∈ τc(x).

Se sabe que ∅ ∈ P (X) y X − ∅ = X y puesto que c(x) es una c-familia para X en-
tonces

X ∈ c(x) (Definición 4.1.4).

De esto podemos concluir que ∅ ∈ τc(x).

b) Sea {Ui}i∈I ⊆ τc(x), se tiene entonces Ui ∈ τc(x) para toda i ∈ I, por lo tanto
X − Ui ∈ c(x) para toda i ∈ I. Como c(x) es una c-familia de X, c(x) satisface b y c
de la Proposición 4.1.3, entonces por b, c(x) es cerrada bajo intersecciones arbitrarias, es
decir

∩i∈I(X − Ui) ∈ c(x).

Por De Morgan se tiene que ∩i∈I(X−Ui) = X−∪i∈IUi, lo cual implica que X−∪i∈IUi ∈
c(x) y por lo tanto ∪i∈IUi ∈ τc(x).

c) Sea {Ui}i∈I ⊆ τc(x), con I finito. Por una parte tenemos que Ui ∈ τc(x) para toda
i ∈ I y entonces X − Ui ∈ c(x) para toda i ∈ I; por otro lado se tiene que c(x) es una
c-familia de X, lo cual significa que c(x) es cerrada bajo uniones finitas (inciso c de la
Proposición 4.1.3); en consecuencia

∪i∈I(X − Ui) ∈ c(x)

Por las leyes de De Morgan sabemos que ∪i∈I(X−Ui) = X−∩i∈IUi, entonces X−∩i∈IUi ∈
c(x), pero esto es la definición de pertenecer a τc(x), es decir ∩i∈IUi ∈ τc(x).
En conclusión τc(x) es una topoloǵıa para X.

Ahora bien, c(x) es la familia de cerrados de (X, τc(x)); en efecto, dado C ∈ P (X) tenemos
que C es cerrado en (X, τc(x)) si y sólo si X − C ∈ τc(x) si y sólo si, X − (X − C) ∈ c(x).
Por lo tanto

C es cerrado en (X, τc(x)) si y sólo si C ∈ c(x).
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�

Si nos preguntamos cómo podŕıa ser una c-familia de algún conjunto X, podemos consi-
derar el ejemplo siguiente.

Ejemplo. Sea X un conjunto, consideremos a P (X) entonces P (X) es una c-familia
de X, veamos.

a) X, ∅ ∈ P (X) pues X y ∅ son subconjuntos de X. (aśı queda en evidencia que se
cumple a de la Proposición 4.1.3).

b) Sea {Ci}i∈I ⊆ P (X), con I arbitrario distinto del vaćıo, puesto que Ci ⊆ X para
todo i ∈ I entonces ∩i∈ICi ∈ P (X) y queda probado que P (X) es cerrado bajo intersec-
ciones arbitrarias (se cumple b de la Proposición 4.1.3).

c) Sea {Ci}i∈I ⊆ P (X), con I finito, puesto que Ci ⊆ X para todo i ∈ I entonces
∪i∈ICi ∈ P (X), por lo que queda demostrado que P (X) es cerrado bajo uniones finitas
arbitrarias (se cumple c de la Proposición 4.1.3). Tenemos entonces que P (X) es una
c-familia para X y podemos considerar la pareja

(X,P (X))

en la que X es un conjunto y P (X) es una estructura para X llamada c-familia para X.
Podemos, de acuerdo al Teorema 4.1.5, determinar una topoloǵıa para X definida por la
c-familia P (X) que acabamos de ver. Tal topoloǵıa está determinada por

τP (X) = {U ∈ P (X)| X − U ∈ P (X)}.

Como se cumple que X − U ∈ P (X) para todo U ∈ P (X) entonces τP (X) es la topoloǵıa
discreta.
�

Hemos demostrado que si X es un conjunto y c(x) es una c-familia de X, entonces
c(x) genera una topoloǵıa para X. Con los resultados que hemos obtenido vemos que si
(X, τ) ∈ |Top| queda determinada su familia de conjuntos cerrados respecto de la topo-
loǵıa τ de X y rećıprocamente si X es un conjunto y c(x) una c-familia para X entonces
se puede determinar una topoloǵıa para X, esto en términos generales nos deja ver que
hay una relación entre estas dos estructuras. En el siguiente apartado sólo definiremos
la clase |T2| aunque no está de más tener en mente (en términos generales) la relación
anterior que se mencionó.

La clase |T2|
Anteriormente ya definimos a |Top| y |T1|, de manera análoga definiremos la clase |T2|,
de la siguiente manera: si X es un conjunto entonces podemos considerar la familia T2[X]
de c-familias de X, es decir si c(x) ∈ T2[X], c(x) es una familia que cumple a, b y c de
la Proposición 4.1.3. Definimos la clase

|T2| := {(X, c(x)) | X es un conjunto y c(x) ∈ T2[X]}.

Con miras a conformar la ccce T2 definiremos en la siguiente sección los T2-morfismos y
las propiedades que deben cumplir.
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Los T2-morfismos

Definición 4.1.6. Dados (X, c(x)), (Y, c(y)) ∈ |T2| y f : X → Y una función, diremos
que

f : (X, c(x))→ (Y, c(y))

es un T2-morfismo o que f conserva la estructura de (X, c(x)) en (Y, c(y)) si

Para todo C ⊆ Y, C ∈ c(y) implica que f−1(C) ∈ c(x).

Con base en esta definición demostraremos las propiedades de composición e identidad
entre los T2-morfismos.

Proposición 4.1.7. Dados (X, c(x)), (Y, c(y)) y (Z, c(z)) ∈ |T2|. Entonces:

a. Si f : (X, c(x))→ (Y, c(y)) y g : (Y, c(y))→ (Z, c(z)) son T2-morfismos, entonces

g ◦ f : (X, c(x))→ (Z, c(z)) es un T2-morfismo.

b. 1X : (X, c(x))→ (X, c(x)) es un T2-morfismo.

Demostración:

(a) Sea W ⊆ Z tal que W ∈ c(z), entonces debido a que g es un T2-morfismo se tie-
ne que

g−1(W ) ∈ c(y)

por otra parte como f : (X, c(x))→ (Y, c(y)) es un T2-morfismo, entonces

f−1(g−1(W )) ∈ c(x); pero f−1(g−1(W )) = (g ◦ f)−1(W )

por lo tanto (g ◦ f)−1(W ) ∈ c(x) es decir g ◦ f : (X, c(x))→ (Y, c(y)) es un T2-morfismo.

(b) Sea C ⊆ X tal que C ∈ c(x), se tiene que 1−1X (C) = C, por lo tanto 1−1X (C) ∈ c(x),
entonces

1X : (X, c(x))→ (X, c(x)) es un T2-morfismo.

�

Ahora podemos conformar la categoŕıa concreta T2.

4.2. La ccce T2

Definición 4.2.1. La ccce T2 es una ccce conformada por los siguientes miembros:

i) La clase |T2|, a cuyos elementos les llamaremos T2-objetos.

ii) Para cada par (X, c(x)), (Y, c(y)) ∈ |T2| definimos el conjunto:

homT2 [(X, c(x)), (Y, c(y))] := {f ∈ Y X | f : (X, c(x))→ (Y, c(y)) es T2-morfismo},
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sujeto a las siguientes propiedades (proposición 4.1.7.)
(a) Propiedad de composición
Sean (X, c(x)), (Y, c(y)) y (Z, c(z)) T2-objetos arbitrarios, se tiene que

Si f ∈ homT2 [(X, c(x)), (Y, c(y))] y g ∈ homT2 [(Y, c(y)), (Z, c(z))]

Entonces g ◦ f ∈ homT2 [(X, c(x)), (Z, c(z))]

(b) Propiedad de identidad
Para todo T2-objeto (X, c(x))

1X ∈ homT2 [(X, c(x)), (X, c(x))].

donde 1X(x) = x para toda x ∈ X.

La relación entre c(x) y τ

Observación 4.2.2. Sea X un conjunto, Top y T2, entonces Top[X] y T2[X] son biyec-
tables.

Demostración:

I Sea τ ∈ Top[X] entonces

c(x)τ := {C ⊆ X| X − C ∈ τ}

es la familia de cerrados con respecto de la topoloǵıa τ por lo que podemos establecer una
función de Top[X] en T2[X] cuya regla de correspondencia es

τ 7→ c(x)τ

sabemos que c(x)τ cumple a, b y c de la Proposición 4.1.3, por lo que c(x)τ ∈ T2[X].

Por otra parte sabemos que si c(x) es una c-familia para X entonces genera una topoloǵıa
para X (Teorema 4.1.5), la cual es

τc(x) = {U ∈ P (X)|X − U ∈ c(x)}

por lo que podemos establecer una función de T2[X] en Top[X] cuya regla de correspon-
dencia es

c(x) 7→ τc(x).

Consideremos la composición

τ 7→ c(x)τ 7→ τc(x)τ

• Demostraremos que τ = τc(x)τ , veamos:
U ∈ τ si y sólo si X − U ∈ c(x)τ si y sólo si U ∈ τc(x)τ de donde τ = τc(x)τ . Entonces
tenemos que

τ 7→ c(x)τ 7→ τc(x)τ = IdTop[X]

donde IdTop[X] es la identidad en Top[X].
J Rećıprocamente si c(x) ∈ T2[X], se tiene que
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τc(x) := {U ∈ P (X)| X − U ∈ c(x)}

es una topoloǵıa para X (Teorema 4.1.5), entonces podemos definir una función de T2[X]
en Top[X] cuya regla de correspondencia es

c(x) 7→ τc(x)

como τc(x) es una topoloǵıa para X entonces define la c-familia para X digamos

c(x)τc(x) := {C ∈ P (X)| X − C ∈ τc(x)}.

• Demostraremos que c(x) = c(x)τc(x) .
C ∈ c(x) si y sólo si X − C ∈ τc(x) si y sólo si C ∈ c(x)τc(x) , por lo tanto c(x) = c(x)τc(x) .
Por lo tanto tenemos que

c(x) 7→ τc(x) 7→ c(x)τc(x) = IdT2[X]

donde IdT2[X] es la identidad en T2[X]. Debido a I y J se tiene que Top[X] es biyectable
a T2[X] .
�

4.3. T1 + T2

Afirmación 4.3.1. Dado X un conjunto y T1, T2, entonces T1[X] y T2[X] son biyec-
tables.

Demostración:

Se sabe que la biyectabilidad es una relación de equivalencia entre conjuntos; en par-
ticular, es una relación transitiva. Por otra parte para todo X han resultado biyectables
Top[X] y T1[X] (primera parte de la demostración del Teorema 3.4.1) aśı como Top[X]
y T2[X] (Observación 4.2.2). Por lo tanto, para todo X, T1[X] y T2[X] son biyectables.
�

Teorema 4.3.2. T1 + T2.

Demostración:

(i) Sea X un conjunto y T1[X] la familia de operadores interiores de X. Por la Afir-
mación 4.3.1 se sabe que T1[X] y T2[X] son biyectables; consideremos

ΦX : T1[X]→ T2[X]

la biyección, cuya regla de correspondencia es

α 7→ c(x)τα

donde τα es la topoloǵıa asociada al operador interior (Teorema 3.2.3). Por otra parte
podemos definir la función biyectiva

ΨX : T2[X]→ T1[X]
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cuya regla de correspondencia es

c(x) 7→ ατc(x)

donde τc(x) es la topoloǵıa asociada a c(x) (Teorema 4.1.5). Como las funciones ΦX :
T1[X]→ T2[X] y ΨX : T2[X]→ T1[X] son biyectivas sólo falta probar que ΨX es inversa
de ΦX .
• Demostraremos que ΨX es la inversa de ΦX .
(a) ΨX ◦ ΦX = IdTop[X].
Sea α ∈ T1[X], entonces

(ΨX ◦ ΦX)(α) = ΨX(ΦX(α)) = ΨX(c(x)τα).

Debido a las biyecciones que vimos entre T1[X] y Top[X], Top[X] y T2[X], se tiene que

T1[X]
α
→
7→

Top[X]
τα

→
7→

T2[X]
c(x)τα

→
7→
Top[X]
τα

→
7→
T1[X]
α,

por lo tanto

ΨX(c(x)τα) = α.

En consecuencia se tiene que para toda α ∈ T1[X], (ΨX ◦ ΦX)(α) = α y por lo tanto
ΨX ◦ ΦX = IdT1[X].

(b) ΦX ◦ΨX = IdT2[X]. Sea c(x) ∈ T2[X].

Por las biyecciones que sabemos existen, entre Top[X],T1[X] y T2[X], consideremos las
siguientes composiciones

c(x) 7→ τc(x) 7→ ατc(x) 7→ τc(x) 7→ c(x).

Por lo tanto

ΦX(ατc(x)) = c(x)

En consecuencia para toda c(x) ∈ T2[X], se tiene que (ΦX ◦ ΨX)(c(x)) = c(x), entonces
Φx ◦ΨX = IdT2[X]. Por lo tanto ΨX es la inversa de ΦX . Entonces para cada conjunto X
queda establecida la correspondencia biyectiva

ΦX : T1[X]→ T2[X].

(ii) Sean X, Y conjuntos y f : X → Y una función. Demostremos que

f ∈ homT1 [(X,α), (Y, β)] si y sólo si f ∈ homT2 [(X,ΦX(α)), (Y,ΦY (β)].

Puesto que α ∈ T1[X], β ∈ T1[Y ] entonces ΦX(α) = c(x)τα ∈ T2[X] y ΦY (β) = c(y)τβ ∈
T2[Y ].

⇒c Sea C ⊆ Y tal que C ∈ c(y)τβ := {U ⊆ Y | Y − U ∈ τβ}, por lo tanto

Y − C ∈ τβ := {V ∈ P (Y )| βV = V }

en consecuencia β(Y − C) = Y − C por definición de τβ. Por otra parte como
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f : (X,α)→ (Y, β)

es T1-morfismo, se tiene que

f−1(Y − C) = f−1(β(Y − C)) ⊆ αf−1(Y − C)

lo cual implica que f−1(Y − C) ⊆ αf−1(Y − C) y como también se tiene que

αf−1(Y − C) ⊆ f−1(Y − C) (porque α es operador interior para X)

entonces f−1(Y −C) = αf−1(Y −C), pero es precisamente la propiedad de pertenecer a
τα := {U ∈ P (X)| αU = U}, entonces

f−1(Y − C) ∈ τα

además de que f−1(Y − C) = X − f−1(C), en consecuencia X − f−1(C) ∈ τα y por lo
tanto

f−1(C) ∈ c(x)τα

debido a que c(x)τα := {D ⊆ X| X−D ∈ τα}; de esta manera f : (X, c(x)τα)→ (Y, c(y)τβ)
es T2-morfismo i.e. f ∈ homT2 [(X, c(x)τα), (Y, c(y)σβ)].
⇐c Sea B ⊆ Y entonces βB ⊆ B, ya que β es operador interior en Y , por lo tanto

f−1(βB) ⊆ f−1(B)

Por otra parte βB ∈ τβ := {V ∈ P (Y )| βV = V } entonces

Y − βB ∈ c(y)τβ ,

como f : (X, c(x)τα)→ (Y, c(y)τβ) es T2-morfismo entonces f−1(Y −βB) ∈ c(x)τα y como

f−1(Y − βB) = X − f−1(βB)

entonces X − f−1(βB) ∈ c(x)τα ; por lo tanto f−1(βB) ∈ τα := {U ∈ P (X) : αU = U},
en consecuencia

αf−1(βB) = f−1(βB).

Por otro lado tenemos que f−1(βB) ⊆ f−1(B) (pues como β es un operador interior en
Y se tiene que βB ⊆ B) entonces

αf−1(βB) ⊆ αf−1(B) (Observación 3.2.2)

y ya que αf−1(βB) = f−1(βB), se tiene por lo tanto que

f−1(βB) ⊆ αf−1(B)

Entonces f : (X,α) → (Y, β) es T1-morfismo i.e. f ∈ homT1 [(X,α), (Y, β)]. Por lo tanto
T1 + T2.

�



Caṕıtulo 5

T2 + T3

Como ya hab́ıamos mencionado, otro concepto básico, de la topoloǵıa, es el concepto de
cerradura de un conjunto. En este caṕıtulo nos basaremos en el concepto de cerradura
para formar la ccce correspondiente.
Aśı como consideramos los conjuntos abiertos y el operador interior, ahora consideraremos
los conjuntos cerrados y el operador cerradura. Hemos comentado que el concepto de
conjunto abierto y de conjunto cerrado son conceptos duales. Con el interior y la cerradura
pasa algo similar: Si el interior es el abierto más grande contenido en el conjunto, la
cerradura es el cerrado más pequeño que contiene al conjunto. Por otra parte también
definiremos la ccce T3 y demostraremos que es concretamente isomorfa a la ccce T2 en
este caṕıtulo.

5.1. La cerradura y sus propiedades

Definición 5.1.1. Si (X, τ) ∈ |Top| y A ∈ P (X), la cerradura de A en (X, τ), denotada
por A

τ
, es la intersección de todos los conjuntos cerrados de (X, τ) que contienen a A.

Observación 5.1.2. Dado (X, τ) ∈ |Top| y A ∈ P (X), la familia

G := {C ∈ P (X)|X − C ∈ τ y A ⊆ C}.

es distinta del vaćıo y A
τ

= ∩C∈GC.

Demostración:

Ya que X − X ∈ τ (pues X − X = ∅ y τ es una topoloǵıa para X) y A ⊆ X entonces
X ∈ G, por lo que G 6= ∅. Se tiene que

A
τ

= ∩C∈GC.

por la Definición 5.1.1.

�

Tenemos, también, que si (X, τ) ∈ |Top| y A ∈ P (X), la familia

G = {C ∈ P (X)|X − C ∈ τ y A ⊆ C}

además depende de A, debido a esto denotaremos a esta familia por:

40
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GA.

Vimos que con el interior se puede caracterizar a los conjuntos abiertos como los con-
juntos que son iguales a su interior (Proposición 3.1.3). También los cerrados se pueden
caracterizar por su cerradura, veamos.

Proposición 5.1.3. Si (X, τ) ∈ |Top| y A ∈ P (X), son equivalentes

a. A es cerrado.

b. A = A
τ
.

Demostración:

a⇒b
⊆c
Sea A ∈ P (X) cerrado y consideremos la familia GA, entonces como X −A ∈ τ y A ⊆ A,
se tiene que A ∈ GA, pero esto implica que

A
τ ⊆ A

pues ∩C∈GAC = A
τ

por la Observación 5.1.2.

⊇c
Se tiene que A ⊆ C para todo C ∈ GA esto implica que A ⊆ ∩C∈GAC = A

τ
, es decir

A ⊆ A
τ

Por lo tanto A = A
τ
.

b⇒a
Se tiene que GA ⊆ c(x) := {C ⊆ X| X − C ∈ τ} (pues GA es la familia conformada por
los conjuntos cerrados de (X, τ) que están contenidos en A) y por la Proposición 4.1.3
se sabe que c(x) es cerrada bajo intersecciones arbitrarias; entonces ∩C∈GAC es cerrada,
como por b se tiene que A = ∩C∈GAC, esto implica que A es cerrado.
�

Veamos que en todo espacio topológico la cerradura de un conjunto es el menor cerrado
que contiene al conjunto.

Afirmación 5.1.4. Si (X, τ) ∈ |Top| y A ∈ P (X), la cerradura A
τ

es el menor cerrado
de (X, τ) que contiene a A.

Demostración:

Consideremos A ∈ P (X) y GA. Supongamos que existe B ∈ P (X) tal que X − B ∈ τ y
A ⊆ B, entonces B ∈ GA y por lo tanto

A
τ

= ∩C∈GC ⊆ B

�

Un resultado que será útil, más adelante, es el siguiente
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Observación 5.1.5. Sea (X, τ) ∈ |Top| y A,B ∈ P (X) tal que A ⊆ B entonces
A
τ ⊆ B

τ

Demostración:

Sea A ⊆ B; sabemos que B ⊆ B
τ

por la Definición 5.1.1, entonces A ⊆ B
τ
. Por la

Afirmación 5.1.4 A
τ

es el menor cerrado de (X, τ) que contiene a A y como además B
τ

es cerrado y contiene a A se tiene entonces que

A
τ ⊆ B

τ
.

�

La siguiente proposición establece las propiedades que cumple la cerradura, propiedades
que servirán para definir el operador cerradura.

Proposición 5.1.6. Sean (X, τ) ∈ |Top| y A,B ∈ P (X) cualesquiera; entonces se sa-
tisfacen:

a. ∅
τ

= ∅.

b. A ⊆ A
τ
.

c. A
τ

= A
τ
.

d. A ∪Bτ
= A

τ ∪Bτ
.

e. A ∩Bτ ⊆ A
τ ∩Bτ

.

Demostración:

a. Sabemos que ∅ es un conjunto cerrado en (X, τ) pues X = X − ∅ ∈ τ , aśı que por la
Proposición 5.1.3 podemos concluir que

∅
τ

= ∅.

b. A ⊆ A
τ

por la Definición 5.1.1 y teniendo en cuenta la Observación 5.1.2.

c. Tenemos que A
τ

es un conjunto cerrado ya que es intersección de conjuntos cerra-
dos (Definición 5.1.1), por lo tanto

A
τ

= A
τ

por la Proposición 5.1.3.

d.

⊆c

Por una parte A ⊆ A
τ ⊆ A

τ ∪ Bτ
y entonces A ⊆ A

τ ∪ Bτ
, por otra parte (análoga-

mente) B ⊆ A
τ ∪Bτ

, por lo tanto
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A ∪B ⊆ A
τ ∪Bτ

.

Puesto que A
τ

y B
τ

son conjuntos cerrados, entonces el conjunto A
τ ∪Bτ

es un conjunto
cerrado pues es unión finita de dos conjuntos cerrados, siendo aśı se tiene que A

τ ∪ Bτ

es un conjunto cerrado que contiene a A ∪ B. Por otra parte debemos tener en cuenta
que A ∪Bτ

es el menor conjunto cerrado que contiene a A∪B (Afirmación 5.1.4). Por lo
tanto:

A ∪Bτ ⊆ A
τ ∪Bτ

⊇c

Sabemos que A ⊆ A ∪ B ⊆ A ∪Bτ
por lo que A ⊆ A ∪Bτ

y entonces A ∪Bτ
es un

conjunto cerrado que contiene a A, pero sabemos que A
τ

es el menor conjunto cerrado
que contiene a A (Afirmación 5.1.4), entonces

A ⊆ A ∪Bτ
.

Análogamente tenemos que B ⊆ A ∪Bτ
por lo tanto:

A
τ ∪Bτ ⊆ A ∪Bτ

.

De las dos contenciones podemos concluir que:

A ∪Bτ
= A

τ ∪Bτ
.

e. Sabemos que A ∩B ⊆ A ⊆ A
τ

y A ∩B ⊆ B ⊆ B
τ
, por lo tanto

A ∩B ⊆ A
τ ∩Bτ

y A
τ ∩ Bτ

es un conjunto cerrado (al ser intersección de dos conjuntos cerrados) que
contiene a A ∩ B. Por otra parte sabemos que A ∩Bτ

es el menor conjunto cerrado que
contiene a A ∩B, por lo tanto:

A ∩Bτ ⊆ A
τ ∩Bτ

.

�

Observación. Para corroborar que no se cumple la contención en sentido contrario en
el inciso e de la Proposición 5.1.6 consideremos el conjunto {a, b} y τ = {∅, {a, b}, {a}}
(tenemos que τ es la topoloǵıa de Sierpinski1 para el conjunto dado). Por una parte

{a} ∩ {b} = ∅ = ∅

y por otra parte {a} = {a, b}, {b} = {b}, de donde

{a} ∩ {b} = {a, b} ∩ {b} = {b}.

De donde vemos que {b} * ∅. Es decir que {a} ∩ {b} * {a} ∩ {b}.

�
1Waclaw Franciszek Sierpinski fue un matemático polaco que propuso esta topoloǵıa en 1920 como

ejemplo de una topoloǵıa que es la más pequeña sin ser la topoloǵıa indiscreta (o trivial)
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De la misma manera que cuando definimos el operador interior y observamos las propie-
dades que cumple el interior con respecto a la topoloǵıa, en este caso también podemos
tomar las propiedades que cumple la cerradura con respecto a la topoloǵıa para obtener
lo siguiente: Si X es un conjunto y A ⊆ X entonces podemos definir

ψ : P (X)→ P (X)

tal que para todo A ∈ P (X)

ψA := A
τ
.

Notemos que queda justificado el nombre de operador pues ψ es una función que va de
P (X) en P (X).

5.2. El operador cerradura

Las propiedades que cumple el operador del que hablamos en la parte final de la sección
anterior quedan completamente determinadas en la siguiente definición y también reciben
el nombre de axiomas de Kuratowski porque este matemático2 descubrió que se puede
definir una topoloǵıa, para un conjunto X, tomándolas como punto de partida.

Definición 5.2.1. Si X es un conjunto y A,B ∈ P (X) entonces un operador cerradura
en X es una función ψ : P (X)→ P (X) tal que:

C1. ψ∅ = ∅.

C2. A ⊆ ψA.

C3. ψ(ψA) = ψA.

C4. ψ(A ∪B) = ψA ∪ ψB.

En base a las propiedades mencionadas, sobre el operador cerradura, en la Definición
5.2.1 se puede deducir lo siguiente.

Proposición 5.2.2. Dado X un conjunto, A,B ∈ P (X) tal que A ⊆ B y ψ un operador
cerradura en X, entonces ψA ⊆ ψB.

Demostración:

Por hipótesis tenemos que A ⊆ B entonces:

A ∪B = B.

Por otra parte ψ(A ∪B) = ψA ∪ ψB (por C4), entonces:

ψB = ψA ∪ ψB,

2Kazimierz Kuratowski fue un matemático y lógico polaco. Realizó una construcción axiomática de la
topoloǵıa a través de las propiedades de la cerradura.
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de donde ψA ⊆ ψB pues ψA ⊆ ψA ∪ ψB.

�

Consideremos un conjunto X y ψ : P (X)→ P (X) un operador cerradura en X, la familia

W := {W ∈ P (X)| ψW = W}

es distinta del vaćıo porque ∅ ∈W ya que ψ∅ = ∅ (por C1).

Observación 5.2.3. Sea X un conjunto y ψ un operador cerradura en X, entonces la
familia

W := {W ∈ P (X)| ψW = W}

es cerrada bajo intersecciones arbitrarias y uniones finitas arbitrarias.

Demostración:

(a) Sea {Wi}i∈I ⊆ W. Se tiene que ∩i∈IWi ⊆ Wi para cada i ∈ I entonces por la
Proposición 5.2.2 obtenemos que ψ ∩i∈I Wi ⊆ ψWi para cada i ∈ I, pero ψWi = Wi para
toda i ∈ I, por lo tanto

ψ ∩i∈I Wi ⊆ Wi para toda i ∈ I

En consecuencia ψ ∩i∈I Wi ⊆ ∩i∈IWi.

Por otra parte por C2 de la Definición 5.2.1 ∩i∈IWi ⊆ ψ ∩i∈I Wi. Por consiguiente
ψ ∩i∈I Wi = ∩i∈IWi y por lo tanto

∩i∈IWi ∈W

(b) Sea {Wi}i∈I ⊆ W con I finito, entonces por inducción sobre sobre el número n de
elementos de I, tenemos lo siguiente.

(i) Base inductiva n = 0
Por definición de unión de una familia {Wi}i∈I de subconjuntos de X tenemos :

∪i∈IWi := {x ∈ X| hay i ∈ I tal que x ∈ Wi}

Si I = ∅ entonces no existe i ∈ I tal que x ∈ Wi por lo que

∪i∈IWi = ∅.

Y aśı por C1 de la Definición 5.2.1 se tiene ∪i∈IWi ∈W pues ψ∅ = ∅ y la base inductiva
queda demostrada.

(ii) Como hipótesis de inducción supongamos que se cumple para n− 1; entonces:

ψ(∪n−1i=1Wi) = ∪n−1i=1Wi

(iii) Veamos que se cumple para n elementos. Se tiene que

ψ(∪ni=1Wi) = ψ(∪n−1i=1Wi ∪Wn) = ψ(∪n−1i=1Wi) ∪ ψ(Wn)
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por C4 de la Definición 5.2.1. Por hipótesis de inducción se tiene que

ψ(∪n−1i=1Wi) = ∪n−1i=1Wi,

por lo tanto

ψ(∪n−1i=1Wi) ∪ ψ(Wn) = ∪n−1i=1Wi ∪Wn

ya que Wi ∈W para toda i ∈ I, pero

∪n−1i=1Wi ∪Wn = ∪ni=1Wi,

por lo tanto

ψ(∪ni=1Wi) = ∪ni=1Wi,

es decir

∪ni=1Wi ∈W.

�

Topoloǵıa τψ

En el siguiente teorema veremos como el operador cerradura induce una topoloǵıa para
un conjunto X.

Teorema 5.2.4. Sea X un conjunto, ψ : P (X)→ P (X) un operador cerradura en X y
la familia

W := {W ∈ P (X)| ψW = W},

entonces

τψ = {X −W ∈ P (X)| W ∈W}

es una topoloǵıa en X y para todo A ∈ P (X) se tiene que A
τψ

= ψA

Demostración:

a) Se tiene que X ⊆ ψX por C2 de la Definición 5.2.1. Por otra parte ψX ⊆ X, ya
que ψ es una función que va de P (X) en P (X). Por lo tanto:

ψX = X,

entonces X ∈W. También se tiene que X −X = ∅ ∈ P (X) y entonces:

X ∈ τψ.

Para ver que ∅ ∈ τψ primero observemos que ∅ ∈ P (X), ψ∅ = ∅ (por C1 de la Definición
5.2.1), por lo que ∅ ∈W. Por otra parte X − ∅ = X ∈ P (X), por lo tanto:

∅ ∈ τψ.

(b) Sea {X −Wi}i∈I ⊆ τψ, sabemos que
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∪i∈I(X −Wi) = X − ∩i∈IWi.

Como Wi ∈W para toda i ∈ I y W es cerrada bajo intersecciones arbitrarias (Observación
5.2.3), entonces ∩i∈IWi ∈W, por lo tanto

∪i∈I(X −Wi) = X − ∩i∈IWi ∈ τψ.

(c) Sea {X −Wi}i∈I ⊆ τψ con I finito, sabemos que

∩i∈I(X −Wi) = X − ∪i∈IWi.

Se tiene que para cada i ∈ I, Wi ∈ W, por lo tanto ∪i∈IWi ∈ W, ya que W es cerrada
bajo uniones finitas (Observación 5.2.3), en consecuencia

∩i∈I(X −Wi) = X − ∪i∈IWi ∈ τψ.

Entonces τψ es una topoloǵıa para X.
Finalmente veamos que para todo A ∈ P (X)

A
τψ

= ψA.

Como ψ(ψA) = ψA por C3 de la Definición 5.2.1, entonces ψA es cerrado en (X, τψ) (es
decir ψA ∈W). Como también se tiene que A ⊆ ψA por C2 de la Definición 5.2.1 y como
A
τψ

es el menor cerrado de (X, τψ) que contiene a A entonces

A
τψ ⊆ ψA

Por otra parte se tiene que A ⊆ A
τψ

, por lo tanto ψA ⊆ ψ(A
τψ

) por la Observación 5.1.5
y ψ(A

τψ
) = A

τψ
al ser A

τψ
cerrado en (X, τψ), por lo tanto

ψA ⊆ A
τψ

En consecuencia ψA = A
τψ

.
�

Aqúı podemos preguntarnos cómo se ve un operador cerradura sin hacer alguna refe-
rencia a la topoloǵıa, es decir determinar una función que esté definida sobre P (X) en
P (X) y que cumpla las propiedades de la Definición 5.2.1. Para esto consideremos el
ejemplo siguiente.

Ejemplo. Dado X un conjunto, A,B ∈ P (X) y ψ : P (X) → P (X) una función da-
da por

ψA = A, para todo A ∈ P (X).

Se tiene que ψ, aśı definida, es un operador cerradura, veamos:

C1. ψ∅ = ∅ pues ∅ ∈ P (X).

C2. Por definición se tiene que ψA = A por lo tanto A ⊆ ψA, entonces se cumple C2.

C3. Se tiene que ψ(ψA) = ψ(A) y se cumple directamente pues ψA = A para todo
A ∈ P (X).

C4. Tenemos que ψ(A ∪B) = A ∪B = ψA ∪ ψB, por lo tanto ψ(A ∪B) = ψA ∪ ψB.

Como se cumplen las cuatro propiedades dadas en la Definición 5.2.1 entonces podemos
concluir que ψ es un operador cerradura y podemos considerar la pareja
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(X,ψ)

en la que X es un conjunto y ψ una estructura para X llamada operador cerradura en X.
Puesto que hemos demostrado que un operador cerradura determina una topoloǵıa para
X (Teorema 5.2.4) por medio del conjunto:

τψ = {X − A ∈ P (X)| A ∈W},

podemos preguntarnos qué topoloǵıa, para X, determina el operador cerradura que aca-
bamos de ver. Como

W = {W ∈ P (X)| ψW = W} es la familia de cerrados

y ψA = A para todo A ∈ P (X) entonces todos los subconjuntos de X son cerrados (y
por lo tanto también todos los subconjuntos de X son abiertos), es decir que τψ es la
topoloǵıa discreta.
�

La clase |T3|
De la misma manera que consideramos las topoloǵıas para un conjunto dado X, ahora
vamos a considerar la familia de operadores cerradura para X que denotaremos por T3[X].
Definimos la clase

|T3| := {(X,ψ)| X es un conjunto y ψ ∈ T3[X]}.

Determinaremos, también, la noción de T3-morfismos entre cualesquiera dos elementos de
|T3|.

Los T3-morfismos

Definición 5.2.5. Dados (X,ψ), (Y, φ) ∈ |T3| y f : X → Y una función. Diremos que

f : (X,ψ)→ (Y, φ)

es un T3-morfismo o que f conserva la T3-estructura si

Para todo A ∈ P (X) se tiene que f(ψA) ⊆ φf(A).

La siguiente observación determina una propiedad que tiene un T3-morfismo respecto de
las imágenes inversas.

Observación 5.2.6. Sean (X,ψ), (Y, φ)∈ |T3|. Si f : (X,ψ)→ (Y, φ) es un T3-morfismo
entonces

Para todo B ⊆ Y , ψf−1(B) ⊆ f−1(φB)

Demostración:

Sea B ⊆ Y , entonces f−1(B) ⊆ X; como f es un T3-morfismo se tiene que
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f(ψf−1(B)) ⊆ φf(f−1(B)),

por otro lado sabemos que f(f−1(B)) ⊆ φf(f−1(B)) y f(f−1(B)) ⊆ B, entonces

φf(f−1(B)) ⊆ φB,

por lo tanto

f(ψf−1(B)) ⊆ φB,

tenemos entonces que

f−1(f(ψf−1(B))) ⊆ f−1(φB),

pero ψf−1(B) ⊆ f−1(f(ψf−1(B))), por lo tanto

ψf−1(B) ⊆ f−1(φB).

�

En base a la Definición 5.2.5 podemos demostrar que se cumplen las siguientes propiedades
entre los T3-morfismos.

Proposición 5.2.7. Sean (X,ψ), (Y, φ), (Z, ξ) ∈ |T3|.

a. Si f : (X,ψ)→ (Y, φ) y g : (Y, φ)→ (Z, ξ) son T3-morfismos, entonces

g ◦ f : (X,ψ)→ (Z, ξ) es T3-morfismo

b. 1X : (X,ψ)→ (X,ψ) es un T3-morfismo.

Demostración:

a. Sea A ∈ P (X), como f : (X,ψ)→ (Y, φ) es un T3-morfismo, f(ψA) ⊆ φf(A) (Defini-
ción 5.2.5), por lo tanto

g(f(ψA)) ⊆ g(φf(A)),

pero tenemos que también g : (Y, φ)→ (Z, ξ) es un T3-morfismo, entonces

g(φf(A)) ⊆ ξg(f(A)),

en consecuencia

g(f(ψA)) ⊆ ξg(f(A))

Entonces para todo A ∈ P (X),

(g ◦ f)(ψA) ⊆ ξ(g ◦ f)(A).

Por lo tanto g ◦ f : (X,ψ)→ (Z, ξ) un T3-morfismo.

b. Sea 1X : (X,ψ)→ (X,ψ) tal que 1X(x) = x para toda x ∈ X. Se tiene que

1X(ψA) = ψA = ψ1X(A)

para todo A ∈ P (X); por lo tanto 1X(ψA) ⊆ ψ1X(A) y entonces 1X : (X,ψ)→ (X,ψ) es
un T3-morfismo.
�
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5.3. La ccce T3

Hemos definido a los T3-morfismos y comprobamos que cumplen las propiedades de com-
posición e identidad. Estamos en condiciones de definir a la categoŕıa concreta de conjuntos
estructurados T3.

Definición 5.3.1. La ccce T3 es una ccce compuesta de los siguientes miembros.

i) La clase |T3|, a cuyos elementos les llamaremos T3-objetos.

ii) Para cada par (X,ψ), (Y, φ) ∈ |T3| definimos el conjunto:

homT3 [(X,ψ), (Y, φ)] := {f ∈ Y X | f : (X,ψ)→ (Y, φ) es T3-morfismo}.

Este conjunto cumple las siguientes propiedades (Proposición 5.2.7.)
(a) Propiedad de composición.
Dados (X,ψ), (Y, φ) y (Z, ξ), ∈ |T3| si

f ∈ homT3 [(X,ψ), (Y, φ)] y g ∈ homT3 [(Y, φ), (Z, ξ)]

entonces

g ◦ f ∈ homT3 [(X,ψ), (Z, ξ)]

(b) Propiedad de identidad
Para todo T3-objeto (X,ψ)

1X ∈ homT3 [(X,ψ), (X,ψ)]

donde 1X(x) = x para toda x ∈ X.

La relación entre ψ y τ

Observación 5.3.2. Sea X un conjunto, Top y T3; entonces Top[X] y T3[X] son biyec-
tivables.

Demostración:

I Sea τ ∈ Top[X], entonces hay una cerradura con respecto a τ y se puede definir el
operador cerradura

ψτ : P (X)→ P (X)

mediante ψτA := A
τ

para todo A ⊆ X, por lo que tenemos la siguiente regla de corres-
pondencia

Top[X]→ T3[X]
τ 7→ ψτ

Por otra parte se tiene que si ψτ ∈ T3[X], entonces considerando la familia

W := {W ∈ P (X)| ψτW = W} (Observación 5.2.3),
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existe una topoloǵıa para X asociada a ψτ (Teorema 5.2.4), digamos τψτ ∈ Top[X], por
lo que tenemos

T3[X]→ Top[X]
ψτ 7→ τψτ

donde τψτ = {(X −W ) ∈ P (X)| W ∈W}
• Demostraremos que τ = τψτ , veamos :

U ∈ τ si y sólo si ψτ (X − U) = X − U si y sólo si X − U ∈W si y sólo si U ∈ τψτ ,

por lo tanto τ = τψτ . Entonces tenemos que

τ 7→ ψτ 7→ τψτ = IdTop[X]

donde IdTop[X] es la identidad en Top[X].

J Rećıprocamente
Si ψ ∈ T3[X], se define la familia W := {W ∈ P (X)| ψW = W} (Observación 5.2.3);
entonces

τψ = {(X −W ) ∈ P (X)| W ∈W}

es una topoloǵıa para X (Teorema 5.2.4) entonces podemos definir una función de T3[X]
en Top[X] cuya regla de correspondencia es

ψ 7→ τψ

debido a que τψ es una topoloǵıa para X que define una cerradura y por lo tanto un
operador cerradura, entonces podemos definir la función

τψ 7→ ψτψ

• Demostraremos que ψ = ψτψ
Sea A ∈ P (X), se tiene que ψA = A

τψ
= ψτψA, por lo tanto ψ = ψτψ .

Entonces

ψ 7→ τψ 7→ ψτψ = IdT3[X]

donde IdT3[X] es la identidad en T3[X]. Por I y J se tiene que Top[X] y T3[X] son
biyectables.
�

5.4. T2 + T3

Afirmación 5.4.1. Sea X un conjunto, T2 y T3, entonces T2[X] y T3[X] son biyectables.

Demostración:

Para un conjunto X se tiene que T2[X] y Top[X] son biyectables (Observación 4.2.2.),
pero también Top[X] y T3[X] son biyectables (Observación 5.3.2). Puesto que la biyec-
tabilidad es una relación de equivalencia, en particular es transitiva, entonces T2[X] y
T3[X] resultan biyectables.
�
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Teorema 5.4.2. T2 + T3.

Demostración:

(i) Dado X un conjunto se tiene que T2[X] y T3[X] son biyectables (Afirmación 5.4.1).
Consideremos la biyección

ΦX : T2[X]→ T3[X]

cuya regla de correspondencia para cada c(x) ∈ T2[X] es

c(x) 7→ ψτc(x) ,

donde el sub́ındice τc(x) hace referencia a la topoloǵıa determinada por la c-familia de X
c(x), entonces se cumple la primera parte de la condición para que T2 y T3 sean concre-
tamente isomorfas.

(ii) Para finalizar la demostración tenemos que ver que si f : X → Y es una función,
entonces

f ∈ homT2 [(X, c(x)), (Y, c(y))] si y sólo si f ∈ homT3 [(X,ΦX(c(x))), (Y,ΦY (c(y)))]

Recordemos que por las biyecciones ΦX : T2[X]→ T3[X] y ΦY : T2[Y ]→ T3[Y ], tenemos
que ΦX(c(x)) = ψτc(x) y ΦY (c(y)) = ψτc(y) (con τc(x) ∈ Top[X] y τc(y) ∈ Top[Y ]).

⇒c Demostraremos que para todo A ∈ P (X), f(ψτc(x)A) ⊆ ψτc(y)f(A)
(i.e. f ∈ homT3 [(X,ψτc(x)), (Y, ψτc(y))]).
Dado A ∈ P (X), entonces f(A) ∈ P (Y ), por lo tanto f(A) ⊆ ψτc(y)f(A), ya que
ψτc(y) ∈ T3[Y ]. Entonces

f−1(f(A)) ⊆ f−1(ψτc(y)f(A))

además se tiene que A ⊆ f−1(f(A)), por lo tanto A ⊆ f−1(ψτc(y)f(A)). Por otra parte
A ⊆ ψτc(x)A (ya que ψτc(x) ∈ T3[X]). Pero como por hipótesis tenemos que

f : (X, c(x))→ (Y, c(y))

es T2-morfismo, entonces al tenerse que ψτc(y)f(A) es cerrado (ya que ψτc(y)(ψτc(y)f(A)) =
ψτc(y)f(A), pues f(A) ⊆ Y , ψτc(y) ∈ T3[Y ] y porque aśı de define la familia de cerrados;
como los que son iguales a su cerradura), entonces ψτc(y)f(A) ∈ c(y), en consecuencia

f−1(ψτc(y)f(A)) ∈ c(x), es decir que f−1(ψτc(y)f(A)) es cerrado; de esta manera se tiene
que

ψτc(x)A ⊆ f−1(ψτc(y)f(A))

y esto es inmediato ya que ψτc(x)A es el menor cerrado que contiene a A (Afirmación 5.1.4),

debido a esta contención se tiene que f(ψτc(x)A) ⊆ f(f−1(ψτc(y)f(A))), pero sabemos que

f(f−1(ψτc(y)f(A))) ⊆ ψτc(y)f(A), de lo cual podemos concluir que

f(ψτc(x)A) ⊆ ψτc(y)f(A)
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Entonces f ∈ homT3 [(X,ψτc(x)), (Y, ψτc(y))].

⇐c Probaremos que f : (X, c(x)) → (Y, c(y)) es T2-morfismo, es decir que para todo
W ∈ c(y), f−1(W ) ∈ c(x).

Sea W ∈ P (Y ) tal que W ∈ c(y) es decir W es cerrado, por lo tanto ψτc(y)W = W .

Por otra parte f−1(W ) ∈ P (X); como f : (X,ψτc(x)) → (Y, ψτc(y)) es un T3-morfismo,
tenemos que

f(ψτc(x)f
−1(W )) ⊆ ψτc(y)f(f−1(W ))

pero sabemos que f(f−1(W )) ⊆ W (propiedades de las funciones), entonces ψτc(y)f(f−1(W )) ⊆
ψτc(y)W (Proposición 5.2.2) y como además ψτc(y)W = W ya que W ∈ c(y) (i.e. W es ce-

rrado), entonces ψτc(y)f(f−1(W )) ⊆ W es decir

f(ψτc(x)f
−1(W )) ⊆ W ,

debido a esta contención se tiene que f−1(f(ψτc(x)f
−1(W ))) ⊆ f−1(W ), como también sa-

bemos que ψτc(x)f
−1(W ) ⊆ f−1(f(ψτc(x)f

−1(W ))) por propiedades básicas de las funciones,
entonces

ψτc(x)f
−1(W ) ⊆ f−1(W ).

Por otra parte y debido a que ψτc(x) ∈ T3[X] se tiene también que f−1(W ) ⊆ ψτc(x)f
−1(W )

(C2 Definición 5.2.1), por lo tanto

ψτc(x)f
−1(W ) = f−1(W )

En consecuencia f−1(W ) es cerrado es decir f−1(W ) ∈ c(x), entonces f ∈ homT2 [(X, c(x)), (Y, c(y))]
y aśı podemos concluir que T2 + T3.

�



Caṕıtulo 6

T3 + T4

El concepto de vecindad viene a ser otro de los conceptos básicos de la topoloǵıa. Para
recordar o tener en mente un ejemplo sencillo del concepto de vecindad, podemos revisar
la Definición 2.1.2 donde se determinan los discos abiertos en un espacio métrico (X, d)
con centro en algún x ∈ X. De esta definición nos podemos formar una idea básica, pero
concreta, de vecindad.
En este capitulo, a grandes rasgos, definiremos vecindad, operador vecindad y los morfis-
mos entre conjuntos dotados de un operador vecindad, definiremos la ccce T4 y finaliza-
remos demostrando que T3 + T4.

6.1. Vecindad y sus propiedades

Definición 6.1.1. Sea (X, τ) ∈ |Top| y x ∈ X, una vecindad de x en (X, τ) es un
subconjunto N de X para el que existe U ∈ τ tal que x ∈ U ⊆ N .
Si (X, d) es un espacio métrico, una vecindad para cada x ∈ X es un disco abierto con
centro en x (Definición 2.1.2). Recordemos, muy superficialmente, que cuando se habla de
convergencia de una sucesión en un punto x ∈ X, consideramos una familia de vecindades
en torno a tal punto x (en este caso una familia de discos abiertos con centro en x), con
estas ideas en mente consideremos la definición siguiente.

Definición 6.1.2. Si (X, τ) ∈ |Top| y x ∈ X, la familia de vecindades de x es el conjunto

Nx := {N ∈ P (X)| existe U ∈ τ tal que x ∈ U ⊆ N}.

Siguiendo en la ĺınea de discusión de la Definición 6.1.2 podemos notar que Nx siempre
es distinto del vaćıo pues X ∈ Nx ya que X ∈ P (X), X ∈ τ y x ∈ X. Por otra parte
podemos caracterizar a los abiertos de (X, τ) por medio de las vecindades como vemos en
la proposición siguiente.

Proposición 6.1.3. Dado (X, τ) ∈ |Top| y A ∈ P (X), son equivalentes :

a. A ∈ τ .

b. A ∈ Nx para toda x ∈ A.

Demostración:

54
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a⇒b. Sea x ∈ A. Tenemos que A ⊆ A y por hipótesis A ∈ τ entonces A ∈ Nx (por
definición de Nx).

b⇒a. Por hipótesis tenemos que para todo x ∈ A existe Ux ∈ τ tal que

x ∈ Ux ⊆ A.

Consideremos, entonces, ∪x∈A,Ux∈τ Ux. Sea x ∈ A entonces existe Ux ∈ τ tal que x ∈ Ux ⊆
A (por hipótesis), pero Ux ⊆ ∪x∈A,Ux∈τ Ux, entonces

x ∈ ∪x∈A,Ux∈τ Ux,

por lo tanto A ⊆ ∪x∈A,Ux∈τ Ux. Por otra parte si x ∈ ∪x∈A,Ux∈τ Ux entonces x ∈ Ux0 para
algún x0 ∈ A, Ux0 ∈ τ y Ux0 ⊆ A, de donde

x ∈ A.

Y aśı obtenemos que ∪x∈A,Ux∈τ Ux ⊆ A, podemos concluir entonces que A = ∪x∈A,Ux∈τ Ux
y como τ es una topoloǵıa en X se tiene que ∪x∈A,Ux∈τ Ux ∈ τ y por lo tanto

A ∈ τ

�

Algunas de las propiedades que cumple Nx y que caracterizan a los abiertos, son las
siguientes :

Proposición 6.1.4. Si (X, τ) ∈ |Top| y x ∈ X, entonces:

a. x ∈ N para toda N ∈ Nx.

b. Si M,N ∈ Nx entonces M ∩N ∈ Nx.

c. Si N ∈ Nx y N ⊆M ⊆ X entonces M ∈ Nx.

d. Si N ∈ Nx entonces existe M ∈ Nx tal que M ⊆ N y M ∈ Ny para toda y ∈M .

La Proposición 6.1.4 se encuentra demostrada en [7] (página 23). En base a estas propie-
dades definiremos el operador vecindad.

6.2. El operador vecindad

Definición 6.2.1. Dado X un conjunto, un operador vecindad en X es una función
ν : X → P (P (X)) tal que:

v1. Para toda x ∈ X, ν(x) 6= ∅.

v2. Para toda x ∈ X y para toda N ∈ ν(x), x ∈ N .
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v3. Para cualesquiera M,N ∈ ν(x), M ∩N ∈ ν(x).

v4. Para toda N ∈ ν(x), N ⊆M ⊆ X implica que M ∈ ν(x).

v5. Para toda N ∈ ν(x), existe M ∈ ν(x) tal que M ⊆ N y M ∈ ν(y) para toda
y ∈M .

Nuestro interés se centra en la topoloǵıa que se puede inducir a partir de este opera-
dor, y en los morfismos correspondientes, como vemos en el siguiente apartado.

Topoloǵıa τν

Teorema 6.2.2. Sea X 6= ∅ un conjunto y ν : X → P (P (X)) un operador vecindad en
X, entonces

τν = {U ∈ P (X)| U ∈ ν(x) para toda x ∈ U}

es una topoloǵıa en X tal que para toda x ∈ X satisface que ν(x) = N τν
x , donde N τν

x es
la familia de vecindades de x en (X, τν)

Demostración:

a) Sea x ∈ X, entonces por v1 se tiene que ν(x) 6= ∅, por lo que podemos considerar
a N ∈ ν(x) y entonces x ∈ N por v2, puesto que N ⊆ X ⊆ X podemos concluir que
X ∈ ν(x) por v4 y entonces:

X ∈ τν .

Para demostrar que el conjunto vaćıo está en τν , debemos tener en cuenta que siempre es
válida la siguiente proposición; para toda x ∈ X

x ∈ ∅ ⇒ ∅ ∈ ν(x)

(pues su antecedente es falso). Debido a esto obtenemos que ∅ ∈ τν .

b) Sea {Ui}i∈I ⊆ τν y sea x ∈ ∪i∈IUi, entonces existe i0 ∈ I tal que x ∈ Ui0 ; por
otro lado se tiene también que Ui0 ⊆ ∪i∈IUi, por lo tanto

x ∈ Ui0 ⊆ ∪i∈IUi

como Ui0 ∈ τν entonces Ui0 ∈ ν(x) para toda x ∈ Ui0 y por v4 se tiene que ∪i∈IUi ∈ ν(x),
entonces

∪i∈IUi ∈ τν .

c) Sea {U, V } ⊆ τν y consideremos x ∈ U ∩ V , entonces x ∈ U y x ∈ V . Puesto que
U ∈ τν se tiene que:

U ∈ ν(x),

análogamente V ∈ ν(x). Por v3 podemos concluir que:

U ∩ V ∈ ν(x),
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por lo tanto U ∩ V ∈ τν y aśı tenemos que τν es una topoloǵıa en X.

Vamos probar que ν(x) = N τν
x , para toda x ∈ X.

⊆c Sea x ∈ X y N ∈ ν(x), entonces por v5 existe M ∈ ν(x) tal que M ⊆ N y M ∈ ν(y)
para toda y ∈M . Puesto que

τν := {U ∈ P (X)| U ∈ ν(x) para toda x ∈ U}

tenemos que M ∈ τν ; además por v2 x ∈M por lo tanto N ∈ N τν
x , entonces ν(x) ⊆ N τν

x .

⊇c Sea x ∈ X y N ∈ N τν
x ,

como

N τν
x := {N ∈ P (X)| existe U ∈ τν tal que x ∈ U ⊆ N}

existe U ∈ τν tal que x ∈ U ⊆ N , y como U ∈ τν entonces U ∈ ν(x) para toda x ∈ U por
definición de τν ; entonces por v4 se tiene que N ∈ ν(x). Por lo tanto N τν

x ⊆ ν(x). Esto
prueba que

ν(x) = N τν
x

para toda x ∈ X.
�

Podemos preguntarnos cómo se ve un operador vecindad sin considerar topoloǵıa, es
decir una función que esté definida de X en P (P (X)) y que cumpla las propiedades de
Definición 6.2.1. Para esto veremos el ejemplo siguiente.

Ejemplo. Sea X 6= ∅ un conjunto, x ∈ X y ν : X → P (P (X) una función dada por

ν(x) = Ux, donde Ux = {U ∈ P (X)| x ∈ U}.

Comprobaremos que Ux es un operador vecindad.

v1. Como X ∈ P (X) y x ∈ X entonces X ∈ Ux, por lo tanto Ux 6= ∅.

v2. Si U ∈ Ux entonces U ∈ P (X) tal que x ∈ U , por lo tanto se cumple v2.

v3. Sean U, V ∈ Ux entonces x ∈ U y x ∈ V , por lo tanto x ∈ U ∩ V , puesto que
U ∩ V ∈ P (X) se tiene que

U ∩ V ∈ Ux.

v4. Sea U ∈ Ux y U ⊆ V ⊆ X, entonces x ∈ V , por lo tanto

V ∈ Ux.

v5. Sea U ∈ Ux entonces U ⊆ U y U ∈ Uy para toda y ∈ U , donde

Uy = {U ′ ∈ P (X)| y ∈ U ′}.

Por lo que Ux es un operador vecindad y podemos considerar la pareja
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(X, ν)

en la que X es un conjunto y ν es una estructura para X llamada operador vecindad
en X. Llegados a este punto y considerando que demostramos que un operador vecindad
determina una topoloǵıa para X por medio del conjunto

τUx = {W ∈ P (X)| W ∈ Ux para todo x ∈ W},

podemos preguntarnos qué topoloǵıa determina Ux. Tenemos que para todo A ∈ P (X),
siempre se cumple la proposición: para todo x ∈ A implica que A ∈ Ux, entonces τUx es
la topoloǵıa discreta para X (pues todo es abierto y entonces también todo es cerrado).
�

La clase |T4|
Para definir la clase |T4| vamos a considerar un conjunto X y la familia de todos los
operadores vecindad en X, denotada por T4[X]; entonces definimos la clase

|T4| := {(X, ν)| X es un conjunto y ν ∈ T4[X]}.

En la siguiente sección vamos a definir el concepto de T4-morfismo entre cualesquiera dos
elementos de |T4|.

Los T4-morfismos

Definición 6.2.3. Sean (X, ν), (Y, µ) ∈ |T4| y f : X → Y una función, decimos que

f : (X, ν)→ (Y, µ)

es un T4-morfismo o que f conserva la T4-estructura, si

para toda x ∈ X y para toda M ∈ µ(f(x)) existe N ∈ ν(x) tal que f(N) ⊆M .

Partiendo de la Definición 6.2.3 se pueden demostrar las siguientes propiedades para los
T4-morfismos.

Proposición 6.2.4. Sean (X, ν), (Y, µ), (Z, ϑ) ∈ |T4|. Entonces se cumple lo siguiente:

a. Si f : (X, ν)→ (Y, µ) y g : (Y, µ)→ (Z, ϑ) son T4-morfismos entonces

g ◦ f : (X, ν)→ (Z, ϑ) es un T4-morfismo.

b. 1X : (X, ν)→ (X, ν) tal que 1X(x) = x para toda x ∈ X es un T4-morfismo.

Demostración:

a) Sea x ∈ X y M ∈ ϑ(g(f(x))), como g : (Y, µ) → (Z, ϑ) es un T4-morfismo, existe
N ∈ µ(f(x)) tal que

g(N) ⊆M .
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Puesto que también f : (X, ν) → (Y, µ) es un T4-morfismo, entonces para N ∈ µ(f(x))
existe W ∈ ν(x) tal que

f(W ) ⊆ N .

Por lo tanto

g(f(W )) ⊆ g(N),

entonces

g(f(W )) ⊆M

Como x ∈ X y M ∈ ϑ(g(f(x))) fueron cualesquiera y además existió W ∈ ν(x) tal que
g(f(W )) ⊆M , entonces:

g ◦ f : (X, ν)→ (Z, ϑ)

es un T4-morfismo.

b) Sea x ∈ X y M ∈ ν(1X(x)) = ν(x), entonces existe M ∈ ν(x) tal que 1X(M) ⊆ M .
Por lo tanto 1X es un T4-morfismo.
�

6.3. La ccce T4

Definición 6.3.1. La ccce T4 es una ccce compuesta de los siguientes miembros.

i) La clase |T4|, a cuyos los elementos les llamaremos T4-objetos.

ii) Para cada par (X, ν), (Y, µ) ∈ |T4| definimos el conjunto:

homT4 [(X, ν), (Y, µ)] := {f ∈ Y X | f : (X, ν)→ (Y, µ) es T4-morfismo},

sujeto a las siguientes condiciones (Proposición 6.2.4).
a) Propiedad de composición
Para (X, ν), (Y, µ) y (Z, ϑ) T4-objetos arbitrarios, si

f ∈ homT4 [(X, ν), (Y, µ)] y g ∈ homT4 [(Y, µ), (Z, ϑ)]

entonces

g ◦ f ∈ homT4 [(X, ν), (Z, ϑ)]

b) Propiedad de identidad
Para todo T4-objeto (X, ν)

1X ∈ homT4 [(X, ν), (X, ν)]

donde 1X(x) = x para toda x ∈ X.
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La relación entre τ y ν

Observación 6.3.2. Sea X un conjunto, Top y T4, entonces Top[X] y T4[X] son biyec-
tables.

Demostración:

I Sea τ ∈ Top[X], entonces con respecto de la topoloǵıa τ tenemos asociada una fa-
milia de vecindades para cada x ∈ X, digamos N τ

x , entonces podemos definir el siguiente
operador vecindad

ντ : X → P (P (X))

cuya regla de correspondencia es

x 7→ N τ
x

por lo que podemos definir una función de Top[X] en T4[X] cuya regla de correspondencia
es

τ 7→ ντ

y podemos definir ντ (x) = N τ
x para toda x ∈ X. Por otra parte al ser ντ un operador

vecindad induce una topoloǵıa para X (Teorema 6.2.2) digamos τντ ∈ Top[X], es decir
que podemos establecer una función de T4[X] en Top[X] cuya regla de correspondencia
es

ντ 7→ τντ

donde τντ := {U ∈ P (X)| para toda x ∈ U , U ∈ ντ (x)}
• Demostraremos que τ = τντ .
U ∈ τ si y sólo si para toda x ∈ U U ∈ N τ

x y U ∈ N τ
x si y sólo si para toda x ∈ U ,

U ∈ ντ (x), si y sólo si, U ∈ τντ , por lo tanto τ = τντ . Entonces tenemos que

τ 7→ ντ 7→ τντ = IdTop[X]

donde IdTop[X] es la identidad en Top[X].
J Ahora consideremos lo siguiente : Si ν ∈ T4[X] entonces

τν := {U ∈ P (X)| para toda x ∈ U , U ∈ ν(x)}

es una topoloǵıa para X (Teorema 6.2.2), entonces podemos definir una función de T4[X]
en Top[X] cuya regla de correspondencia es

ν 7→ τν .

Por otra parte, como τν es una topoloǵıa para X entonces puede definirse una familia de
vecindades N τν

x para cada x ∈ X, tal que ντν (x) = N τν
x para cada x ∈ X. Por lo que

ahora podemos pensar que la relación inversa de T4[X] en Top[X] es

τν 7→ ντν

• Demostraremos que ν = ντν .
Se tiene que ν y ντν tienen el mismo dominio y contradominio, entonces únicamente basta
ver que coinciden en las imágenes de todos sus puntos. Sea x ∈ X, entonces
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ντν (x) = N τν
x = {N ∈ P (X)| existe U ∈ τν tal que x ∈ U ⊆ N}

� Demostraremos que ν(x) = N τν
x .

⊆c
Sea x ∈ X y N ∈ ν(x) entonces, por v5 existe M ∈ ν(x) tal que M ⊆ N y M ∈ ν(y)
para toda y ∈M , por lo tanto M ∈ τν y como por v2 x ∈M , entonces N ∈ N τν

x . Es decir
ν(x) ⊆ N τν

x .
⊇c
Sean x ∈ X y N ∈ N τν

x , entonces existe U ∈ τν tal que x ∈ U ⊆ N , como U ∈ τν se
tiene que U ∈ ν(y) para toda y ∈ U , en particular U ∈ ν(x). Por lo que tenemos por un
lado que x ∈ U ⊆ N y U ∈ ν(x) lo cual implica, por v4, que N ∈ ν(x) y por lo tanto
N τν
x ⊆ ν(x). En consecuencia ν(x) = N τν

x .
Por � se tiene que para toda x ∈ X ν(x) = N τν

x = ντν (x). Entonces

ν 7→ τν 7→ ντν = IdT4[X]

donde IdT4[X] es la identidad en T4[X]. Por I y J se tiene que Top[X] y T4[X] son
biyectables. �

6.4. T3 + T4

Afirmación 6.4.1. Sea X un conjunto y T3, T4, entonces T3[X] y T4[X] son biyectables.

Demostración:

Se sabe que T3[X] y Top[X] son biyectables (Observación 5.3.2) y Top[X], T4[X] son
biyectables (Observación 6.3.2) y ya que la biyectabilidad es una relación de equivalencia
entre conjuntos, en particular es una relación transitiva. Por lo tanto T3[X] y T4[X] son
biyectables.
�

Teorema 6.4.2. T3 + T4.

Demostración:

(i) Sea X un conjunto, se tiene que T3[X] y T4[X] son biyectables por la Afirmación
6.4.1; sea

ΦX : T3[X]→ T4[X]

la biyección cuya regla de correspondencia es

ψ 7→ ντψ ,

por otro lado como ΦX es biyectiva, sea

ΨX : T4[X]→ T3[X].

cuya regla de correspondencia es
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ν 7→ ψτν .

Se tiene que ΨX es la inversa de ΦX pues sólo son composiciones de funciones biyectivas.
Como ΦX : T3[X] → T4[X] es biyectiva, se cumple la primer parte de la condición para
que T3 y T4 sean concretamente isomorfas.

(ii) Sean X y Y conjuntos y f : X → Y una función. Entonces sólo falta probar que

f ∈ homT3 [(X,ψ), (Y, φ)] si y sólo si f ∈ homT4 [(X,ΦX(ψ)), (Y,ΦY (φ))]

Donde ΦX(ψ) = ντψ y ΦY (φ) = ντφ .
⇒c Sea x ∈ X y V ∈ ντφ(f(x)), entonces existe M ∈ ντφ(f(x)) tal que M ⊆ V y
M ∈ ντφ(y) para toda y ∈M (por v5), entonces

M ∈ τφ := {Y −W | W ∈W}

donde W = {W ∈ P (Y )| φW = W} y f(x) ∈M ⊆ V de donde se tiene que

x ∈ f−1(M) ⊆ f−1(V ).

Como M ∈ τφ, entonces M = Y −W , con W cerrado en (Y, τφ), es decir W ∈W, por lo
tanto φW = W ; entonces

f−1(M) = f−1(Y −W ) = X − f−1(W ).

Por hipótesis f : (X,ψ)→ (Y, φ) es un T3-morfismo , por lo tanto

f(ψf−1(W )) ⊆ φf(f−1(W )) (Definición 5.2.5),

pero f(f−1(W )) ⊆ W , entonces φf(f−1(W )) ⊆ φW (Proposición 5.2.2 pues φ ∈ T3[Y ]);
como φW = W entonces

f(ψf−1(W )) ⊆ φf(f−1(W )) ⊆ W

por lo tanto f(ψf−1(W )) ⊆ W , de donde f−1(f(ψf−1(W ))) ⊆ f−1(W ), pero

ψf−1(W ) ⊆ f−1(f(ψf−1(W ))) (por propiedades de las funciones)

entonces

ψf−1(W ) ⊆ f−1(W ).

Como f−1(W ) ⊆ ψf−1(W ) ( ya que ψ ∈ T3[X]), se tiene que

ψf−1(W ) = f−1(W ),

es decir f−1(W ) es cerrado en (X, τψ). Por otra parte sabemos que

f−1(M) = X − f−1(W ),

entonces f−1(M) ∈ τψ, por lo tanto para toda x ∈ f−1(M), f−1(M) ∈ ντψ(x) y como
f−1(M) ⊆ f−1(V ), entonces por v4 de la Definición 6.2.1, se tiene que

f−1(V ) ∈ ντψ(x)

y ya que f(f−1(V )) ⊆ V , si N = f−1(V ) entonces
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N ∈ ντψ(x) y f(N) ⊆ V ,

por lo tanto f : (X, ντψ)→ (Y, µσφ) es un T4-morfismo.
⇐c Sea A ∈ P (X) entonces f(A) ∈ P (Y ), por lo tanto φf(A) es cerrado en (Y, φ),
entonces Y − φf(A) ∈ τφ. Sea x ∈ f−1(Y − φf(A)) por lo tanto f(x) ∈ Y − φf(A) y

Y − φf(A) ∈ ντφ(f(x)).

Como f : (X, ντψ) → (Y, ντφ) es un T4-morfismo existe N ∈ ντψ(x) tal que f(N) ⊆
Y − φf(A) (Definición 6.2.3), entonces

f−1(f(N)) ⊆ f−1(Y − φf(A)),

como N ⊆ f−1(f(N)) (por propiedades básicas de las funciones) implica que

N ⊆ f−1(Y − φf(A)),

pero N ∈ ντψ(x), entonces

f−1(Y − φf(A)) ∈ ντψ(x).

Por otra parte

f−1(Y − φf(A)) = X − f−1(φf(A)),

por lo tanto X − f−1(φf(A)) ∈ ντψ(x) y como x ∈ X − f−1(φf(A)) = f−1(Y − φf(A))
(es decir que para todo x ∈ X − f−1(φf(A)) tenemos que X − f−1(φf(A)) ∈ ντψ(x)),
entonces

X − f−1(φf(A)) ∈ τψ,

es decir f−1(φf(A)) es cerrado en (X, τψ). Sabemos que f(A) ⊆ φf(A) de donde

f−1(f(A)) ⊆ f−1(φf(A))

pero A ⊆ f(f−1(A)), entonces

A ⊆ f−1(φf(A)).

Tenemos que A ⊆ ψA y ψA es el menor cerrado que contiene a A, por lo tanto ψA ⊆
f−1(φf(A)) lo cual implica que

f(ψA) ⊆ f(f−1(φf(A))),

pero f(f−1(φf(A))) ⊆ φf(A) (por propiedades de las funciones) entonces

f(ψA) ⊆ φf(A).

En consecuencia f : (X,ψ)→ (Y, φ) es un T3-morfismo. Por lo tanto T3 + T4.
�



Caṕıtulo 7

T4 + T5

Es bien sabido que otro de los conceptos básicos en topoloǵıa es el de frontera. En este
caṕıtulo no enfocaremos en comprobar que éste determina, basándonos en el concepto de
cerradura, una topoloǵıa para un conjunto X dado. Definiremos la ccce T5 y comproba-
remos que T5 es concretamente isomorfa a T4.

7.1. La frontera y sus propiedades

Comenzaremos definiendo el concepto de frontera y determinaremos sus propiedades,
pero antes, a manera de introducción estableceremos un resultado previo que relaciona el
interior con la cerradura y que nos será de utilidad.

Observación 7.1.1. Si (X, τ) ∈ |Top| y A ∈ P (X) entonces se cumple lo siguiente:

a. X − IntτA = X − Aτ .

b. X − Aτ = Intτ (X − A).

Demostración:

a. Recordemos que

FA = {U ∈ P (X)| U ∈ τ y U ⊆ A}

y

GX−A = {C ∈ P (X)| X − C ∈ τ y X − A ⊆ C}

entonces por una parte tenemos que IntτA = ∪U∈FAU y por lo tanto

X − IntτA = X − ∪U∈FAU = ∩U∈FA(X − U),

aśı obtenemos que

X − IntτA = ∩U∈FA(X − U).

Por otra parte como U ∈ τ se tiene que X − U es cerrado en (X, τ) y como U ⊆ A para
todo U ∈ FA, entonces X − A ⊆ X − U para todo U ∈ FA. Por lo tanto

64
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X − A ⊆ ∩U∈FA(X − U)

y ∩U∈FA(X−U) es un conjunto cerrado ya que es una intersección arbitraria de conjuntos
cerrados, por esto podemos concluir que

X − Aτ ⊆ ∩U∈FA(X − U),

es decir que (X − A)
τ
⊆ X − IntτA (porque X − Aτ es el menor conjunto cerrado que

contiene a X − A). Para la otra contención debemos considerar que

∩C∈GX−AC = (X − A)
τ

es un conjunto cerrado que contiene a X − A, es decir X − A ⊆ ∩C∈GX−AC entonces
X − ∩C∈GX−AC ⊆ A, además X − ∩C∈GX−AC ∈ τ , por lo tanto

X − ∩C∈GX−AC ⊆ A y X − ∩C∈GX−AC ∈ τ.,

esto último nos dice que:

X − ∩C∈GX−AC ∈ FA.

Por lo tanto X − ∩C∈GX−A ⊆ ∪U∈FAU entonces

X − ∪U∈FAU ⊆ ∩C∈GX−AC.

Pero X − ∪U∈FAU = ∩U∈FA(X − U) y entonces, por esto, podemos concluir que

∩U∈FA(X − U) ⊆ ∩C∈GX−AC = (X − A)
τ
.

Aśı obtenemos que

X − IntτA ⊆ (X − A)
τ
.

Por lo tanto: X − IntτA = (X − A)
τ
.

b. Consideremos las siguientes familias

FX−A = {U ∈ P (X)| U ∈ τ y U ⊆ X − A}

y

GA = {C ∈ P (X)| X − C ∈ τ y A ⊆ C}.

Se tiene que A
τ

= ∩C∈GAC, por lo tanto

X − Aτ = X − ∩C∈GAC = ∪C∈GA(X − C)

y aśı obtenemos que X −Aτ = ∪C∈GA(X −C). Por otra parte X −C ∈ τ y como A ⊆ C
para todo C ∈ GA, entonces X − C ⊆ X − A para todo C ∈ GA. Por lo tanto

∪C∈GA(X − C) ⊆ X − A.

También se tiene que como X−C ∈ τ entonces ∪C∈GA(X−C) ∈ τ pues τ es una topoloǵıa
para X y como Intτ (X −A) es el mayor abierto contenido en X −A (Afirmación 2.1.3.)
podemos concluir que

∪C∈GA(X − C) ⊆ Intτ (X − A),
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es decir que X − Aτ ⊆ Intτ (X − A). Para la otra contención consideremos lo siguiente:

∪U∈FX−AU = Intτ (X − A)

es el mayor conjunto abierto contenido en X − A, es decir que ∪U∈FX−AU ⊆ X − A,
entonces A ⊆ X − ∪U∈FX−AU , aśı hemos obtenido que X − (X − ∪U∈FX−AU) ∈ τ y
A ⊆ X − ∪U∈FX−AU por lo cual

X − ∪U∈FX−AU ∈ GA.

De esto último podemos concluir que ∩C∈GAC ⊆ X − ∪U∈FX−AU , lo cual implica que

∪U∈FX−AU ⊆ X − ∩C∈GAC,

es decir que

Intτ (X − A) ⊆ X − Aτ .

De las contenciones anteriores obtenemos que

X − Aτ = Intτ (X − A).

�

Definición 7.1.2. Sea (X, τ) ∈ |Top| y A ∈ P (X), la frontera de A en (X, τ), denotada

por FrA, está dada por A
τ ∩ (X − A)

τ
. Donde A

τ
es la cerradura de A con respecto de

τ y (X − A)
τ

es la cerradura de X − A respecto de τ .

Siguiendo en la misma ĺınea de discusión de está definición, vemos que una propiedad
que cumple la frontera, con la que se pueden determinar a los cerrados de (X, τ), es la
siguiente.

Proposición 7.1.3. Si (X, τ) ∈ |Top| y A ∈ P (X), entonces

a. A
τ

= A ∪ FrA.

b. A es un conjunto cerrado si y sólo si FrA ⊆ A

Demostración:

a. Se tiene que A ∪ FrA = A ∪ (A
τ ∩ (X − A)

τ
) por definición de frontera y

A ∪ (A
τ ∩ (X − A)

τ
) = (A ∪ Aτ ) ∩ (A ∪ (X − A)

τ
).

Considerando el primer intersectando del segundo miembro, de esta expresión, vemos que
A ∪ Aτ = A

τ
pues A ⊆ A

τ
. Considerando el segundo intersectando del segundo miembro

vemos que A ∪ (X − A) = X y A ∪ (X − A)
τ
⊆ X, pero también

X ⊆ A ∪ (X − A)
τ

pues A ∪ (X − A) ⊆ A ∪ (X − A)
τ
, entonces

A ∪ (X − A)
τ

= X,
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de esto obtenemos que:

(A ∪ Aτ ) ∩ (A ∪ (X − A)
τ
) = A

τ ∩X = A
τ
.

Siguiendo toda esta cadena de igualdades obtenemos que:

A
τ

= A ∪ FrA.

b.

⇒c
Se tiene que FrA = A

τ ∩ X − Aτ (Definición 7.1.2). Como A es cerrado por hipótesis
entonces A

τ
= A (Proposición 5.1.3), por lo tanto A

τ ∩ X − Aτ = A ∩X − Aτ ⊆ A, de
donde

FrA ⊆ A.

⇐c
Se tiene que A ⊆ A y FrA ⊆ A por hipótesis, entonces A ∪ FrA ⊆ A. Por el inciso a
sabemos que A

τ
= A ∪ FrA entonces

A
τ ⊆ A.

Por otra parte tenemos que A ⊆ A
τ

y por las dos contenciones obtenidas podemos concluir
que:

A = A
τ
,

lo que nos indica que A es cerrado (Proposición 5.1.3).

�

Algunas relaciones de utilidad entre la frontera, la cerradura y el interior quedan estable-
cidas en la proposición siguiente.

Proposición 7.1.4. Si (X, τ) ∈ |Top| y A ∈ P (X) entonces:

a. X − FrA = IntτA ∪ Intτ (X − A).

b. X = IntτA ∪ FrA ∪ Intτ (X − A).

c. A
τ

= A ∪ FrA = IntτA ∪ FrA.

d. IntτA = A− FrA.

Demostración:

a. Se tiene que X − FrA = X − (A
τ ∩ (X − A)

τ
) por definición de frontera y X −

(A
τ ∩ (X − A)

τ
) = (X − Aτ ) ∪ (X − (X − A)

τ
), por otra parte

X − Aτ = Intτ (X − A) y X − (X − A)
τ

= Intτ (X − (X − A))

por b de la Observación 7.1.1. Donde X − (X − A)
τ

= IntτA y por lo tanto



68 CAPÍTULO 7. T4 + T5

(X − Aτ ) ∪ (X − (X − A)
τ
) = Intτ (X − A) ∪ IntτA.

Aśı podemos concluir que:

X − FrA = IntτA ∪ Intτ (X − A).

b. Puesto que FrA ⊆ X entonces X = FrA ∪ (X − FrA) y por el inciso a anterior
tenemos que

X − FrA = IntτA ∪ Intτ (X − A)

Por lo tanto X = FrA ∪ (IntτA ∪ Intτ (X − A)) = IntτA ∪ FrA ∪ Intτ (X − A).

c. Por la Proposición 7.1.3 se tiene que A
τ

= A∪FrA, por lo que es necesario checar que
A
τ

= IntτA ∪ FrA, para esto tengamos en cuenta que IntτA, Fr(A) e Intτ (X − A) son
ajenos y complementarios, aśı por el inciso b tenemos que:

X = IntτA ∪ FrA ∪ Intτ (X − A),

luego

X − Intτ (X − A) = IntτA ∪ FrA.

Por el inciso b de la Observación 7.1.1 tenemos que Intτ (X − A) = X − Aτ , entonces:

X − Intτ (X − A) = X − (X − Aτ ) = IntτA ∪ FrA,

es decir que A
τ

= IntτA ∪ FrA. Aśı obtenemos que:

A
τ

= IntτA ∪ FrA = A ∪ FrA.

d. Se tiene que A−FrA = A∩ (X −FrA) = A∩ (IntτA∪ Intτ (X −A)) por el inciso a.
Distribuyendo la intersección sobre la unión obtenemos que:

A ∩ (IntτA ∪ Intτ (X − A)) = (A ∩ IntτA) ∪ (A ∩ Intτ (X − A))

y (A ∩ IntτA) ∪ (A ∩ Intτ (X − A)) = IntτA ∪ ∅ = IntτA, por lo tanto:

A− FrA = IntτA.

�

En la siguiente proposición se establecen las propiedades que en general cumple la frontera,
serán básicas para que un poco más adelante definamos nuestro operador frontera.
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Proposición 7.1.5. Sea (X, τ) ∈ |Top| y A,B ∈ P (X), entonces:

i) Fr∅ = ∅.

ii) FrA = Fr(X − A).

iii) Fr(FrA) ⊆ FrA.

iv) (A ∪B) ∪ (Fr(A ∪B)) = (A ∪ (FrA)) ∪ (B ∪ (FrB)).

Demostración:

i) Se tiene que Fr∅ = ∅
τ
∩ (X − ∅)

τ
por definición de frontera. Por otra parte ∅

τ
= ∅ por

a de la Proposición 5.1.6, entonces

∅
τ
∩ (X − ∅)

τ
= ∅ ∩ (X − ∅)

τ
= ∅.

Por lo tanto Fr∅ = ∅.

ii) Por una parte se tiene que FrA = A
τ ∩ (X − A)

τ
(por definición de frontera), por

otra parte también se tiene que: Fr(X −A) = (X − A)
τ
∩ (X − (X − A))

τ
(en este caso

aplicando la definición de frontera a X − A), pero

X − (X − A) = A,

entonces

Fr(X − A) = (X − A)
τ
∩ Aτ = A

τ ∩ (X − A)
τ

= FrA.

y aśı obtenemos que :

Fr(X − A) = FrA.

iii) Se tiene que Fr(FrA) = FrA
τ ∩ (X − FrA)

τ
(definición de frontera aplicada a

FrA) y como FrA = A
τ ∩ (X − A)

τ
(aqúı si por la simple definición de frontera de A),

entonces FrA es un conjunto cerrado porque es intersección de dos conjuntos cerrados,
luego FrA

τ
= FrA, por lo tanto tenemos que:

FrA
τ ∩ (X − FrA)

τ
= FrA ∩ (X − FrA)

τ
.

Por otra parte se tiene que X−FrA = IntτA∪ Intτ (X−A) (inciso a Proposición 7.1.4),
entonces:

FrA ∩ (X − FrA)
τ

= (A ∩ (X − A)
τ
) ∩ (IntτA ∪ Intτ (X − A)

τ
).

También se tiene que IntτA ∪ Intτ (X − A)
τ

= IntτA ∪ Intτ (X − A)
τ

(Inciso d Proposi-
ción 5.1.6). Teniendo en cuenta esto último obtenemos que:

(A
τ ∩ (X − A)

τ
)∩ (IntτA ∪ Intτ (X − A)

τ
) = (A

τ ∩ (X − A)
τ
)∩ (IntτA

τ ∪Intτ (X − A)
τ
)

y haciendo la distribución correspondiente de la intersección sobre la unión, en el segundo
miembro de esta ecuación, obtenemos
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((A
τ ∩ (X − A)

τ
) ∩ IntτA

τ
) ∪ ((A

τ ∩ (X − A)
τ
) ∩ Intτ (X − A)

τ
),

llegados a este punto debemos considerar que IntτA
τ ⊆ A

τ
y Intτ (X − A)

τ
⊆ X − Aτ

(pues IntτA ⊆ A e Intτ (X −A) ⊆ X −A luego entonces, aplicamos la propiedad para la
cerradura vista en la Observación 5.1.5), por lo tanto la expresión se puede escribir como:

(IntτA
τ ∩ (X − A)

τ
) ∪ (A

τ ∩ Intτ (X − A)
τ
).

Por la Observación 7.1.1 inciso a se tiene que X − IntτA = X − Aτ y por el inciso b

X − A = Intτ (X − A), entonces X − IntτA
τ

= (X − A)
τ τ

= (X − A)
τ

y X − Aτ
τ

=

Intτ (X − A)
τ
, teniendo en cuenta estos resultados, la expresión final nos queda como:

(IntτA
τ ∩X − IntτA

τ
) ∪ (A ∩X − Aτ

τ

) = Fr(IntτA) ∪ FrAττ = Fr(IntτA) ∪ FrAτ .

Sin perder de vista de donde partimos y teniendo en cuenta está última igualdad llegamos
a que:

Fr(FrA) = Fr(IntτA) ∪ FrAτ .

Llegado este punto analicemos lo siguiente: si x ∈ Fr(FrA) entonces x ∈ Fr(IntτA) ∪
FrA

τ
y de aqúı se derivan dos casos:

a) x ∈ Fr(IntτA) = IntτA
τ ∩ X − IntτA

τ
= (X − A)

τ
, entonces x ∈ IntτA

τ
y x ∈

(X − A)
τ
, como además IntτA ⊆ A entonces IntτA

τ ⊆ A
τ

y por lo tanto

x ∈ Aτ y x ∈ (X − A)
τ
⇔ x ∈ Aτ ∩ (X − A)

τ
= FrA,

con esto en mente obtenemos que Fr(FrA) ⊆ FrA.

b) x ∈ FrA
τ

= A
τ ∩ X − Aτ

τ

entonces x ∈ A
τ

y x ∈ X − Aτ
τ

, por otra parte como

A ⊆ A
τ

entonces X − Aτ ⊆ X − A y por lo tanto X − Aτ
τ

⊆ (X − A)
τ

(propiedad de

la cerradura, Observación 5.1.5) y como x ∈ X − Aτ
τ

entonces x ∈ (X − A)
τ
, con esto

obtenemos que x ∈ Aτ y x ∈ (X − A)
τ
⇔ x ∈ Aτ ∩ (X − A)

τ
= FrA, por lo tanto:

Fr(FrA) ⊆ FrA.

Como en ambos casos obtenemos que Fr(FrA) ⊆ FrA podemos concluir que

Fr(FrA) ⊆ FrA.

iv) Se tiene que (A ∪ B) ∪ (Fr(A ∪ B)) = A ∪Bτ
por el inciso c de la Proposición

7.1.4. Por otra parte A ∪Bτ
= A

τ ∪ Bτ
por la Proposición 5.1.6, pero A

τ
= A ∪ FrA

y B
τ

= B ∪ FrB de nuevo por el inciso c de la Proposición 7.1.4, esto nos deja con el
resultado:

(A ∪B) ∪ (Fr(A ∪B)) = (A ∪ FrA) ∪ (B ∪ FrB).

�

A partir de estas propiedades se puede definir, para un conjunto X, una función

Fr : P (X)→ P (X),

que llamaremos un operador frontera.
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7.2. El operador frontera

Definición 7.2.1. Sea X un conjunto y A,B ∈ P (X), un operador frontera en X es
una función

∂ : P (X)→ P (X)

que satisface:

F1. ∂∅ = ∅.

F2. ∂A = ∂(X − A).

F3. ∂(∂A) ⊆ ∂A.

F4. (A ∪B) ∪ ∂(A ∪B) = (A ∪ ∂A) ∪ (B ∪ ∂B).

Las propiedades de la Definición 7.2.1 y la siguiente afirmación nos darán la base pa-
ra determinar un operador cerradura.

Afirmación 7.2.2. Sean X un conjunto y ∂ : P (X) → P (X) un operador frontera en
X, entonces la función

ψ∂ : P (X)→ P (X)

cuya regla de correspondencia es

A 7→ A ∪ ∂A

para cada A ∈ P (X), es un operador cerradura de P (X) en P (X).

Demostración:

(i) ψ∂∅ = ∅ ∪ ∂∅ = ∅ ∪ ∅ = ∅ y entonces ψ∂∅ = ∅.

(ii) ψ∂A = A ∪ ∂A, pero A ⊆ A ∪ ∂A, por lo tanto A ⊆ ψ∂A.

(iii) ψ∂(ψ∂A) = ψ∂(A∪∂A) = (A∪∂A)∪∂(A∪∂A) = (A∪∂A)∪ (∂A∪∂(∂A)) por F4 de
la Definición 7.2.1 luego (A∪ ∂A)∪ (∂A∪ ∂(∂A)) = (A∪ ∂A)∪ (∂A) ya que ∂(∂A) ⊆ ∂A
por F3 de la Definición 7.2.1, entonces ∂A∪∂(∂A) = ∂A y A∪∂A∪∂A = A∪∂A = ψ∂A,
por lo tanto

ψ∂(ψ∂A) = ψ∂A.

(iv) ψ∂(A∪B) = (A∪B)∪∂(A∪B) = (A∪∂A)∪ (B ∪∂B) por F4 de la Definición 7.2.1
pero (A ∪ ∂A) ∪ (B ∪ ∂B) = ψ∂A ∪ ψ∂B. De donde

ψ∂(A ∪B) = ψ∂A ∪ ψ∂B.

Y aśı concluimos que ψ∂ es un operador cerradura de P (X) en P (X) porque se cumplen
las cuatro propiedades, que lo determinan, dadas en la Definición 5.2.1.

�
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Topoloǵıa τψ∂

Sea X un conjunto y ψ∂ el operador cerradura en X de la Afirmación 7.2.2, entonces la
familia

W := {W ∈ P (X)| ψ∂W = W}

es distinta del vaćıo y cerrada bajo intersecciones arbitrarias y uniones finitas arbitrarias
(Observación 5.2.3) y por el Teorema 5.2.4.

τψ∂ := {X −W | W ∈W}

es una topoloǵıa en X que tienen las siguientes propiedades.

Afirmación 7.2.3. Sea X un conjunto, entonces para todo A ∈ P (X)

a. A
τψ∂

= A ∪ ∂A y

b. ∂A = FrA.

Demostración:

a. Sea A ∈ P (X), sabemos que A
τ
ψ∂ = ψ∂A (Teorema 5.2.4), pero por definición de

ψ∂ se tiene que ψ∂A = A ∪ ∂A, por lo tanto A
τ
ψ∂ = A ∪ ∂A.

b. Se tiene que FrA = A
τ
ψ∂ ∩ X − Aτψ∂ = ψ∂A ∩ ψ∂(X − A) = (A ∪ ∂A) ∩ [(X −

A) ∪ ∂(X − A)] = A ∩ [(X − A) ∪ ∂(X − A)] ∪ ∂A ∩ [(X − A) ∪ ∂(X − A)] = [A ∩ (X −
A)] ∪ [A ∩ ∂(X − A)] ∪ [∂A ∩ (X − A)] ∪ [∂A ∩ ∂(X − A)], (ya que A ∩ (X − A) = ∅),
= [∅∪(A∩∂(X−A)]∪ [∂A∩(X−A)]∪ [∂A∩∂(X−A)], pero se tiene que ∂A = ∂(X−A)
por F2 de la Definición 7.2.1 por lo tanto [A∩∂(X−A)]∪[∂A∩(X−A)]∪[∂A∩∂(X−A)] =
[A∩∂A]∪ [∂(X−A)∩(X−A)]∪ [∂A∩∂A] = [A∩∂A]∪ [∂(X−A)∩(X−A)]∪ [∂A] = ∂A,
por lo tanto

FrA = ∂A.

�

Aqúı podemos pensar si se puede definir un operador frontera sin que necesite de la
topoloǵıa, la respuesta es que si, para corroborar esto consideremos el ejemplo siguiente.

Ejemplo. Sean un conjunto X, A,B ∈ P (X) y ∂ : P (X) → P (X) una función defi-
nida como sigue

∂A = ∅ para todo A ∈ P (X).

Comprobemos que ∂ aśı definida es un operador frontera.

F1. ∂∅ = ∅ se cumple, directamente, por definición de ∂, por lo que se cumple F1.

F2. ∂A = ∅ y ∂(X − A) = ∅ ambos por definición de ∂, por lo tanto ∂A = ∂(X − A), aśı
se cumple F2.
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F3. Se tiene que ∂(∂A) = ∂(∅) = ∅ y ∂A = ∅, por lo tanto ∂(∂A) = ∂A, entonces se
cumple F3.

F4. Se tiene que (A ∪ B) ∪ ∂(A ∪ B) = (A ∪ B) ∪ ∅ = A ∪ B y (A ∪ ∂A) = A ∪ ∅ = A,
(B ∪ ∂B) = B ∪ ∅ = B, por lo tanto (A ∪ ∂A) ∪ (B ∪ ∂B) = A ∪B, de donde

(A ∪B) ∪ ∂(A ∪B) = (A ∪ ∂A) ∪ (B ∪ ∂B) (se cumple F4).

Con lo que podemos concluir que ∂ es un operador frontera en X y podemos considerar
la pareja

(X, ∂)

en la que X es un conjunto y ∂ una estructura para X llamada operador frontera en X. Por
otra parte ya comprobamos que un operador frontera determina un operador cerradura
(Afirmación 7.2.2) por medio de la asignación

A 7→ A ∪ ∂A.

Con la finalidad de asignar una topoloǵıa al operador frontera considerado. Entonces como
∂A = ∅, se tiene que

A ∪ ∂A = A ∪ ∅ = A,

con lo que el operador cerradura asociado ψ∂ a ∂ nos da la función ψ∂ : P (X) → P (X)
definida como

ψ∂A = A

y como ya vimos en un ejemplo anterior (el correspondiente al operador cerradura) éste
nos determina la topoloǵıa discreta.
�

La clase |T5|
Consideremos un conjunto X y la familia de operadores frontera en X que denotaremos
como T5[X], entonces definimos la clase

|T5| := {(X, ∂)| X es un conjunto y ∂ ∈ T5[X]}

Análogamente a los casos anteriores definiremos los T5-morfismos entre los elementos de
la clase |T5| para conformar la categoŕıa concreta T5.

Los T5-morfismos

Definición 7.2.4. Sean (X, ∂), (Y, ð) ∈ |T5| y f : X → Y una función, entonces decimos
que

f : (X, ∂)→ (Y, ð)

es un T5-morfismo o que f preserva la T5-estructura si

para todo B ⊆ Y se tiene que ∂(f−1(B)) ⊆ f−1(ðB).

De acuerdo con la Definición 7.2.4 vamos a demostrar que los T5-morfismos cumplen las
propiedades de composición e identidad.
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Proposición 7.2.5. Sean (X, ∂), (Y, ð) y (Z,a) ∈ |T5|.

a) Si f : (X, ∂)→ (Y, ð) y g : (Y, ð)→ (Z,a) son T5-morfismos,

g ◦ f : (X∂)→ (Z,a) es un T5-morfismo.

b) 1X : (X, ∂)→ (X, ∂) es un T5-morfismo.

Demostración:

(a) Sea C ⊆ Z, como g : (Y, ð)→ (Z,a) es un T5-morfismo se tiene que

ð(g−1(C)) ⊆ g−1(aC),

por lo tanto f−1(ð(g−1(C))) ⊆ f−1(g−1(aC)). Por otra parte f : (X, ∂) → (Y, ð) es un
T5-morfismo y (g−1(C)) ⊆ Y , entonces

∂(f−1(g−1(C))) ⊆ f−1(ð(g−1(C))),

por lo tanto

∂(f−1(g−1(C))) ⊆ f−1(g−1(aC)),

entonces ∂((g◦f)−1(C)) ⊆ (g◦f)−1(aC), es decir g◦f : (X, ∂)→ (Z,a) es un T5-morfismo.

(b) Para todo U ⊆ X se tiene que ∂U ⊆ ∂U , pero

1−1X (U) = U e 1−1X (∂U) = ∂U ,

por lo tanto ∂(1−1X (U)) ⊆ 1−1X (∂U), por lo tanto 1X : (X, ∂)→ (X, ∂) es un T5-morfismo.
�

Ahora vamos definir la categoŕıa concreta T5.

7.3. La ccce T5

Definición 7.3.1. La ccce T5 es una ccce compuesta de los siguientes miembros:

i) La clase |T5|, a cuyos elementos les llamaremos T5-objetos.

ii) Para cada par (X, ∂), (Y, ð) ∈ |T5| definimos el conjunto:

homT5 [(X, ∂), (Y, ð)] := {f ∈ Y X | f : (X, ∂)→ (Y, ð) es T5-morfismo},
sujeto a las siguientes condiciones (Proposición 7.2.5).
a) Propiedad de composición.
Para (X, ∂), (Y, ð) y (Z,a) T5-objetos arbitrarios si

f ∈ homT5 [(X, ∂), (Y, ð)] y g ∈ homT5 [(Y, ð), (Z,a)]

entonces

g ◦ f ∈ homT5 [(X, ∂), (Z,a)].

b) Propiedad de identidad.
Para todo T5-objeto (X, ∂)

1X ∈ homT5 [(X, ∂), (X, ∂)].

donde 1X(x) = x para toda x ∈ X.
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La relación de τ y ∂

Observación 7.3.2. Sea X un conjunto, T3 y T5, entonces T3[X] y T5[X] son biyecta-
bles.

Demostración:

� Sea ψ ∈ T3[X], como Top[X] y T3[X] son biyectables (Observación 5.3.2) τψ es la
única topoloǵıa en X asociada a ψ; por el Teorema 5.2.4, ya que ψ es un operador ce-
rradura. Por otra parte la frontera con respecto de esta topoloǵıa, dada por la Definición
7.1.2, es ∂τψ ∈ T5[X], por lo tanto tenemos definida una función de T3[X] en T5[X], cuya
regla de correspondencia para cada ψ ∈ T3[X] es

ψ 7→ ∂τψ .

De aqúı notemos que como ∂τψ ∈ T5[X] entonces definamos la función

ψ∂τψ : P (X)→ P (X)

cuya regla de correspondencia es

A 7→ A ∪ ∂τψA

para cada A ∈ P (X), entonces ψ∂τψ es un operador cerradura (Afirmación 7.2.2), es decir
ψ∂τψ ∈ T3[X]. Entonces queda definida la función de T5[X] en T3[X]

∂τψ 7→ ψ∂τψ .

• Demostraremos que ψ = ψ∂τψ .
Para cada A ∈ P (X) se tiene que ψA = A

τψ
= A∪ ∂τψA = ψ∂τψA, por lo tanto ψ = ψ∂τψ .

Entonces

ψ 7→ ∂τψ 7→ ψ∂τψ = IT3[X].

� Sea ∂ ∈ T5[X] y definamos la función

ψ∂ : P (X)→ P (X)

cuya regla de correspondencia es

A 7→ A ∪ ∂A

para cada A ∈ P (X), entonces ψ∂ es un operador cerradura (Afirmación 7.2.2), es decir
ψ∂ ∈ T3[X]. Por lo tanto tenemos definida una función de T5[X] en T3[X], cuya regla de
correspondencia para cada ∂ ∈ T5[X] es

∂ 7→ ψ∂.

Como T3[X] y Top[X] son biyectables τψ∂ es la única topoloǵıa en X asociada a ψ∂. Sea
∂τ

ψ∂
la frontera, con respecto a esta topoloǵıa, descrita en la Definición 7.1.2, entonces

∂τ
ψ∂
∈ T5[X]. Por lo que queda definida la función de T5[X] en T3[X] cuya regla de

correspondencia es

ψ∂ 7→ ∂τ
ψ∂
.
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• Demostraremos que ∂ = ∂τ
ψ∂

.

Para cada A ∈ P (X) se tiene que ∂τ
ψ∂
A = A

τ
ψ∂ ∩X − Aτψ∂ = ψ∂(A)∩ψ∂(X −A) = ∂A,

por lo tanto ∂τ
ψ∂

= ∂. Entonces la función

∂ 7→ ψ∂ 7→ ∂τ
ψ∂

= IT5[X].

Por lo tanto T3[X] y T5[X] son biyectables.
�

Afirmación 7.3.3. Sea X un conjunto, Top y T5, entonces Top[X] y T5[X] son biyec-
tables.

Demostración:

Se tiene que T3[X] y Top[X] son biyectables y T3[X] y T5[X] son biyectables (Observación
7.3.2), sabemos que la biyectabilidad es una relación de equivalencia entre conjuntos, en
particular es transitiva, por lo tanto Top[X] y T5[X] son biyectables.
�

7.4. T4 + T5

Afirmación 7.4.1 Sea X un conjunto, T4 y T5, entonces T4[X] y T5[X] son biyectables.

Demostración:

Por la Observación 6.2.3 se tiene que Top[X] y T4[X] son biyectables y por la Afirmación
7.3.3 se tiene que Top[X] y T5[X] son biyectables, sabemos que la biyectabilidad es una
relación de equivalencia entre conjuntos, en particular es una relación transitiva, por lo
tanto T4[X] y T5[X] son biyectables.
�

Teorema 7.4.2. T4 + T5.

Demostración:

(i) Sea X un conjunto se tiene que T4[X] y T5[X] son biyectables por la Afirmación
7.4.1. Sea entonces

ΦX : T4[X]→ T5[X]

función biyectiva cuya regla de correspondencia, para cada ν ∈ T4[X], es

ν 7→ ∂τν ,

donde τν es la topoloǵıa generada por el operador vecindad ν (Teorema 6.2.2)

(ii) Sean (X, ν), (Y, µ) ∈ |T4| y f : X → Y una función, probaremos que:

f ∈ homT4 [(X, ν), (Y, µ)] si, y sólo si, f ∈ homT5 [(X,ΦX(ν)), (Y,ΦY (µ))].
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donde ΦX(ν) = ∂τν y ΦY (µ) = ðτµ .

�(⇒) Sea B ⊆ Y , sabemos que B ⊆ B
τµ

(donde
τµ

es la cerradura con respecto de

la topoloǵıa τµ), B
τµ

es cerrado, por lo tanto Y −Bτµ ∈ τµ , pero por hipótesis

f : (X, ν)→ (Y, µ) es un T4-morfismo,

luego, consideremos x ∈ X de tal manera que Y −Bτµ ∈ µ(f(x)), entonces existe N ∈ ν(x)
tal que

f(N) ⊆ Y −Bτµ
,

entonces f−1(f(N)) ⊆ f−1(Y − Bτµ
), pero N ⊆ f−1(f(N)) (por propiedades básicas de

las funciones), por lo tanto

N ⊆ f−1(Y −Bτµ
) = X − f−1Bτµ

, es decir N ⊆ X − f−1Bτµ
,

por otro lado N ∈ ν(x) y x ∈ X − f−1Bτµ
(ya que f(x) ∈ Y −Bτµ ⇔ x ∈ f−1(Y −Bτµ

)),
entonces

X − f−1Bτµ ∈ ν(x),

por lo tanto X − f−1Bτµ ∈ τν y entonces f−1B
τµ

es cerrado. Por otra parte

∂τνf
−1(B) = f−1B

τν ∩X − f−1(B)
τν

= f−1B
τν ∩ f−1(Y −B)

τν

(donde
τν

es la cerradura con respecto de la topoloǵıa τν). Tenemos que B ⊆ B
τµ

por

lo tanto f−1B ⊆ f−1B
τµ

, entonces

f−1B
τν ⊆ f−1B

τµτν

por propiedad de la cerradura (Observación 5.1.5), pero ya comprobamos que f−1B
τµ

es
cerrado, entonces

f−1B
τµτν

= f−1B
τµ

,

por lo tanto

f−1B
τν ⊆ f−1B

τµ
...(I).

Tenemos que Y −Bτµ
es cerrado, entonces f−1Y −Bτµ

es cerrado (análogamente a como
hicimos para B

τµ
), por lo tanto

f−1Y −Bτµτν
= f−1Y −Bτµ

.

Como Y −B ⊆ Y −Bτµ
entonces f−1(Y −B) ⊆ f−1Y −Bτµ

por lo tanto

f−1(Y −B)
τν ⊆ f−1Y −Bτµτν

,

y obtenemos

f−1(Y −B)
τν ⊆ f−1Y −Bτµ

...(J)

de (I) y (J) se sigue que

f−1B
τν ∩ f−1(Y −B)

τν ⊆ f−1B
τµ ∩ f−1Y −Bτµ

,
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pero

f−1B
τν ∩ f−1(Y −B)

τν
= ∂τνf

−1B

y

f−1B
τµ ∩ f−1Y −Bτµ

= f−1(B
τµ ∩ Y −Bτµ

) = f−1ðτµB

entonces

∂τνf
−1B ⊆ f−1ðσµB

por lo tanto f ∈ homT5 [(X, ∂τν ), (Y, ðσµ)], es decir f es un T5-morfismo.

�(⇐) Sea x ∈ X y M ∈ µ(f(x)), entonces existe W ∈ τµ tal que

f(x) ∈ W ⊆M

por lo tanto

x ∈ f−1W ⊆ f−1M ,

como W ∈ τµ, se tiene que Y −W es cerrado, por lo tanto

ðτµ(Y −W ) ⊆ Y −W (Proposición 7.1.3 b),

entonces

f−1(ðτµ(Y −W )) ⊆ f−1(Y −W ),

pero por hipótesis

f : (X, ∂τν )→ (Y, ðτµ)

es un T5-morfismo, entonces

∂τνf
−1(Y −W ) ⊆ f−1(ðτµ(Y −W ))

y por lo tanto tenemos que ∂τνf
−1(Y − W ) ⊆ f−1(Y − W ), es decir f−1(Y − W ) =

X − f−1(W ) es cerrado (Proposición 7.1.3 b, un cerrado contiene a su frontera), por lo
tanto f−1(W ) ∈ τν , entonces f−1(M) ∈ ν(x) tal que

f(f−1(M)) ⊆M

si N = f−1(M), se tiene que existe N ∈ ν(x) tal que f(N) ⊆M . Por lo tanto

f ∈ homT4 [(X, ν), (Y, µ)],

entonces T4 + T5

�



Caṕıtulo 8

ccce casi isomorfas

En esta sección definiremos el concepto de casi isomorfo, el objetivo de hacerlo es ampliar
la teoŕıa que hemos tratado, para lograr este objetivo comenzaremos basándonos en la
ccce Mtc, para lo cual definiremos algunos aspectos básicos de las funciones continuas
entre los espacios métricos. También presentaremos los conceptos de fineza, aspereza y
métricas equivalentes en Mtc para después generalizarlo en las ccce, pues estos conceptos
nos servirán para tratar las ideas de función casi biyectiva y de casi isomorfo. En esta
sección también veremos que las ccce Top, T1, T2, T3, T4 y T5 son casi isomorfas.

8.1. Funciones continuas en espacios métricos

Definición 8.1.1. Sean (X, d) y (Y, e) espacios métricos y f : X → Y una función. Si
x ∈ X decimos que f es continua en x si para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que para toda
y ∈ X

d(x, y) < δ implica que e(f(x), f(y)) < ε.

Decimos que f es continua de (X, d) en (Y, e) si es continua para todo x ∈ X.

La siguiente proposición establece algunos resultados sobre funciones continuas entre es-
pacios métricos y nos serán de utilidad.

Proposición 8.1.2. Sean (X, d) y (Y, e) espacios métricos, f : X → Y una función,
entonces son equivalentes:

a) f es continua de (X, d) en (Y, e).

b) Para toda ε > 0 existe δ > 0 tal que

f(Dd(x, δ)) ⊆ De(f(x), ε).

c) Si A ⊆ Y es abierto en (Y, e) entonces f−1(A) es abierto en (X, d).

d) SI A ⊆ Y tal que A ∈ τe entonces f−1(A) ∈ τd.

Donde τd es la familia de todos los conjuntos abiertos de (X, d) según la métrica d y
τe es la familia de todos los conjuntos abiertos de (Y, e) según la métrica e (Definición

79
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1.2.4).

Los resultados de esta Proposición 8.1.2., son básicos. La demostración de a) si y sólo
si b) está en [7] páginas 4 y 5. La demostración de a) si y sólo si c) se encuentra en
[7] paginas 6 y 7. Por otra parte, sin afán de realizar la demostración, veamos que c) es
equivalente a d) (aśı notaremos que es sólo otra forma de mencionar lo mismo):

c) ⇒ d) Si A ⊆ Y tal que A ∈ τe entonces A es abierto en (Y, e) y por lo tanto f−1(A) es
abierto en (X, d) por c), es decir que f−1(A) ∈ τd.

d)⇒ c) Si A ⊆ Y tal que A es abierto en (Y, e) entonces A ∈ τe, por lo tanto f−1(A) ∈ τd
por d), es decir que f−1(A) es abierto en (X, τd).

Tenemos todos los elementos necesarios para tratar la ccce Mtc, que veremos a deta-
lle en la siguiente sección.

8.2. La ccce Mtc

Dado un conjunto X 6= ∅ consideremos la familia

Mtc[X] = {d : X ×X → <+ ∪ {0}| d es métrica en X}.

Con esto en mente definamos la clase:

|Mtc| := {(X, d)| X es un conjunto distinto del vaćıo y d ∈Mct[X]}

Definición 8.2.1. La ccce Mtc es una ccce compuesta de los siguientes miembros.

i) La clase |Mtc|, a cuyos elementos les llamamos espacios métricos y en nuestro caso
también podŕıamos llamarlos Mtc-objetos.

ii) Para cada par (X, d), (Y, e)∈ |Mtc| definimos el conjunto de funciones continuas
de (X, d) en (Y, e), es decir

homMtc[(X, d), (Y, e)] := homTop[(X, τd), (Y, τe)]

Tal definición de homMtc se justifica gracias a la Proposición 8.1.2. Si f ∈ homMtc[(X, d), (Y, e)]
diremos que f es un Mtc-morfismo. Por otra parte homMtc esta sujeto a las siguientes con-
diciones1

a) Propiedad de composición.
Para (X, d), (Y, e) y (Z, b) ∈ |Mtc| arbitrarios, si

f ∈ homMtc[(X, d), (Y, e)] y g ∈ homMtc[(Y, e), (Z, b)]

entonces

g ◦ f ∈ homMtc[(X, d), (Z, b)]

1Propiedades básicas, muy conocidas, de las funciones continuas entre espacios métricos.
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b) Propiedad de identidad.
Para todo (X, d) ∈ |Mtc|.

1X ∈ homMtc[(X, d), (X, d)]

donde 1X(x) = x para toda x ∈ X.

Antes de abordar el siguiente concepto recordemos que si X es un conjunto, τ y σ dos
topoloǵıas para X, entonces decimos que τ es más fina que σ si y sólo si

1X : (X, τ)→ (X, σ)

es continua lo cual significa que si U ∈ σ entonces U ∈ τ (i.e. σ ⊆ τ). Por otra parte si d,
e son dos métricas para X y τd, τe son las topoloǵıas inducidas por d y e respectivamente,
se tiene entonces que τd es más fina que τe si y sólo si

τe ⊆ τd

siguiendo con la misma ĺınea de argumentación.

Entre otras cosas, vemos que lo anterior nos sirve para que en el lenguaje de los objetos
y los morfismos de la ccce Mtc determinemos lo siguiente.

Definición 8.2.2. Dado X un conjunto distinto del vaćıo, d, e ∈ Mtc[X]; diremos que
d es más fina que e o que e es más áspera que d si

1X ∈ homMtc[(X, d), (X, e)]

donde 1X : X → X, 1X(x) = x para toda x ∈ X. Debido a nuestra definición de
continuidad en la ccce Mtc lo denotaremos por

e ≤Mtc d.

Con base en este concepto podemos definir el siguiente que es el de métricas equivalentes.

Métricas equivalentes

Definición 8.2.3. Sea X un conjunto, d, e ∈Mtc[X]; diremos que d es equivalente a e,
si

1X ∈ homMtc[(X, d), (X, e)] e 1−1X ∈ homMtc[(X, e), (X, d)]

es decir e ≤Mtc d y d ≤Mtc e. Entonces escribiremos e ≡Mtc d. Para descargar la notación
escribiremos e ≡ d siempre que no haya lugar a confusión.

La siguiente observación nos permite comprender el concepto de equivalencia entre dos
métricas para X en términos de las topoloǵıas que generan para X.
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Observación 8.2.4. Sea X un conjunto, d, e ∈ Mtc[X], entonces d ≡ e si, y sólo si,
τd = τe.

Demostración:

⇒c
Por la Definición 8.2.3 se tiene que d ≡ e, si

1X ∈ homMtc[(X, d), (X, e)] e 1−1X ∈ homMtc(X, e), (X, d)].

En base a ii) de la Definición 8.2.1 esto es equivalente a tener:

1X ∈ homTop[(X, τd), (X, τe)] e 1−1X ∈ homTop[(X, τe), (X, τd)],

de donde resulta que τe ⊆ τd y τd ⊆ τe, es decir: τd = τe.

⇐c
Si τd = τe entonces

1X ∈ homTop[(X, τd), (X, τe)] e 1−1X ∈ homTop[(X, τe), (X, τd)].

En base a ii) de la Definición 8.2.1 esto es equivalente a tener:

1X ∈ homMtc[(X, d), (X, e)] e 1−1X ∈ homMtc[(X, e), (X, d)],

que es a lo que se queŕıa llegar.
�

Llegados a este punto consideremos el siguiente ejemplo, que aunque es sencillo, nos
deja claro que dos métricas pueden ser equivalentes sin llegar a ser iguales, el objetivo de
esto es hacer un contraste entre equivalencia e igualdad.

Ejemplo 8.2.5. Sean X un conjunto distinto del vaćıo, d una métrica en X y e = d/2
otra métrica para X, entonces demostraremos que

1X ∈ homMtc[(X, d), (X, e)] e 1−1X ∈ homMtc[(X, e), (X, d)]

es decir que 1X e 1−1X son continuas.

Demostración:

i) Sea U ⊆ X abierto en (X, e), entonces para toda x ∈ U existe δx ∈ R+ tal que

De(x, δx) ⊆ U ,

Definición 2.1.3 y

De(x, δx) := {y ∈ X| e(x, y) < δx},

Definición 2.1.2. Sea εx = 2δx, entonces εx > 0 y

Dd(x, εx) := {y′ ∈ X| d(x, y′) < εx}.

Sea z ∈ Dd(x, εx) entonces d(x, z) < εx, por lo tanto d(x, z) < 2δx de donde
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d
2
(x, z) < δx,

es decir

e(x, z) < δx,

entonces z ∈ De(x, δx), por consiguiente

Dd(x, εx) ⊆ De(x, δx) ⊆ U ,

es decir Dd(x, εx) ⊆ U para toda x ∈ U , en consecuencia U es abierto en (X, d) (Definición
2.1.3). Por otra parte 1−1x (U) = U implica que 1−1x (U) es un conjunto abierto en (X, d),
entonces

1x ∈ homMtc[(X, d), (X, e)],

es decir e ≤ d.

ii) Sea U un conjunto abierto en (X, d), entonces para todo x ∈ U existe αx ∈ R+

tal que

Dd(x, αx) ⊆ U (Definición 2.1.3).

Por otra parte podemos definir a βx = αx
2

, en este caso βx ∈ R+ pues αx ∈ R+, y podemos
considerar a

De(x, βx) = {y′ ∈ X| e(x, x′) < βx}.

Sea w ∈ De(x, βx), se tiene, entonces, que e(x,w) < βx y por lo tanto e(x,w) < αx
2

, por
definición de βx, aśı que

2e(x,w) < αx,

de donde podemos concluir que d(x,w) < αx, lo cual implica que w ∈ Dd(x, αx), entonces

De(x, βx) ⊆ Dd(x, αx) ⊆ U para toda x ∈ U .

Por esto último obtenemos que U es abierto en (X, e) y como 1X(U) = U , entonces 1X(U)
es abierto en (X, e), lo que nos da como resultado que

1−1X ∈ homMtc[(X, e), (X, d)],

es decir d ≤ e. De (i) y (ii) obtenemos que d ≡ e, pero d 6= e
�

Aśı podemos concluir que si X es un conjunto distinto del vaćıo y d, e son dos métricas
para X, pasa que d ≡ e ⇔ τd = τe y d = e ⇒ τd = τe, sin que se tenga la implicación
inversa en la última proposición. Es decir d = e ⇒ τd = τe ⇔ d ≡ e. Lo que podemos
expresar como:

d = e⇒ d ≡ e.
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8.3. ccce casi isomorfas

Con el previo análisis que hicimos de métricas equivalentes en Mtc pretendemos dar paso
a la generalización de este concepto en las ccce en general.

Fibras equivalentes

Definición 8.3.1. Dado X un conjunto y C una ccce tal que ρ, ϕ ∈ C[X], diremos que
ρ es más fina que ϕ o ϕ más áspera que ρ si

1X : (X, ρ)→ (X,ϕ)

es un C-morfismo y lo denotaremos como ρ ≤C ϕ. Si no hay confusión con respecto a la
ccce que se esté tratando escribiremos ρ ≤ ϕ.

A manera de ejemplo y para poner en concreto esta definición podemos citar a la ccce
Mtc, ya que dado un conjunto X y d, e ∈Mtc[X] tenemos que

d ≤ e⇔ e ≤Mtc d⇔ 1X ∈ hom[(X, d), (X, e)].

Y es claro que el sentido parece invertido, en la segunda expresión, debido a la definición de
continuidad en Mtc. De manera análoga damos la siguiente generalización de equivalencia
en las ccce.

Definición 8.3.2. Sean X un conjunto, C una ccce y ρ, ϕ ∈ C[X], decimos que ρ es
equivalente a ϕ (que denotamos por ρ ≡C ϕ o ρ ≡ ϕ) , si ρ ≤C ϕ y ϕ ≤C ρ, es decir si

1X : X → X

conserva la C-estructura de (X, ρ) en (X,ϕ).

De nuevo como ejemplo podemos considerar a la ccceMtc y la equivalencia entre métricas
para un conjunto arbitrario X distinto del vaćıo. Lo interesante de este concepto es que
la equivalencia entre métricas no implica que sean iguales como vimos anteriormente. Lle-
gamos a la parte de conceptos importantes de este caṕıtulo. Los veremos a continuación
en la siguiente sección.

Función casi biyectiva

Antes de presentar el concepto de función casi biyectiva en las categoŕıas concretas de
conjuntos estructurados, presentaremos dos conceptos necesarios.

Definición 8.3.3. Sean X un conjunto y C, D dos ccce. Decimos que una función

ΥX : C[X]→ D[X]

es casi inyectiva si para cualesquiera ϕ, ρ ∈ C[X] se tiene que

ΥX(ϕ) = ΥX(ρ) implica que ϕ ≡ ρ.

Donde ΥX(ϕ),ΥX(ρ) ∈ D[X].
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Definición 8.3.4. Sean X un conjunto y C, D dos ccce. Decimos que una función

ΥX : C[X]→ D[X]

es casi suprayectiva, si para toda ϕ ∈ D[X], existe ϕ′ ∈ C[X] tal que

ΥX(ϕ′) ≡ ϕ.

Donde ΥX(ϕ′) ∈ D[X]. Sólo nos queda presentar el concepto de función casi biyectiva en
las ccce.

Definición 8.3.5. Sean X un conjunto y C, D dos ccce. Decimos que una función

ΥX : C[X]→ D[X]

es casi biyectiva, si es casi inyectiva y es casi suprayectiva.

Este último concepto, tratado en la Definición 8.3.5, es crucial para definir el concep-
to de casi isomorfo entre las ccce, que es el otro de los objetivos importantes a tratar en
este caṕıtulo.

ccce casi isomorfas

;

Definición 8.3.6. Dadas dos ccce C y D. Diremos que C y D son casi isomorfas, lo que
denotaremos por C ; D, si:

i) Para cada conjunto X existe una función casi biyectiva

ΥX : C[X]→ D[X],

natural en el siguiente sentido:

ii) Si f : X → Y es una función

f ∈ homC[(X,ϕ), (Y, ρ)] si, y sólo si, f ∈ homD[(X,ΥX(ϕ)), (Y,ΥY (ρ)].

Para considerar un ejemplo que concrete la Definición 8.3.6 primero tengamos en cuenta
la definición siguiente.

Definición 8.3.7. Dado un conjunto X y (X, τX) ∈ |Top|, se dice que (X, τX) es me-
trizable si existe una métrica d en X que induzca la topoloǵıa τX , es decir si existe un
métrica d en X tal que

τd = τX .
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Ejemplo 8.3.8. La ccce TMtc es la ccce compuesta de los siguientes elementos.

a) La clase |TMtc| cuyos elementos son los espacios topológicos metrizables o TMtc-
objetos.

b) Para dos (X, τX), (Y, τY ) ∈ |TMtc| definimos el conjunto

homTMtc[(X, τX), (Y, τY )] := homTop[(X, τX), (Y, τY )].

Es decir las funciones continuas de (X, τX) en (Y, τY ). Comprobemos que Mtc y TMtc
son casi isomorfas. Para probar la primera parte, de la Definición 8.3.6, consideremos a
X un conjunto, entonces podemos definir la función

ΥX : Mtc[X]→ TMtc[X]

dada por ΥX(d) = τd donde d es una métrica para X y τd la topoloǵıa para X que induce
d. ΥX es función puesto que d sólo induce una topoloǵıa para X. Sean d y e dos métricas,
distintas para X, tales que:

ΥX(d) = ΥX(e),

es decir que τd = τe (vimos en Ejemplo 8.2.5 que dos métricas distintas si pueden inducir
la misma topoloǵıa), entonces

d ≡ e

por la Observación 8.2.4. Aśı queda probado que ΥX es casi inyectiva. Por otra parte para
toda τX ∈ TMtc[X] existe d ∈Mtc[X] (Definición 8.3.7) tal que

ΥX(d) = τX ,

lo que se puede interpretar como que:

1X ∈ homTMtc[(X,ΥX(d)), (X, τX)] e 1−1X ∈ homTMtc[(X, τX), (X,ΥX(d))],

es decir

ΥX(d) ≡ τX .

Lo que prueba que ΥX es casi suprayectiva. Para la segunda parte consideremos dos
conjuntos X, Y y f : X → Y una función, vemos de manera directa que:

f ∈ homMtc[(X, d), (Y, e)] si y sólo si f ∈ homTMtc[(X,ΥX(d)), (Y,ΥY (e))]

debido a la Proposición 8.1.2. Por lo tanto Mtc ; TMtc.

�

De este ejemplo podemos ver que Mtc y TMtc son ccce distintas, es decir que aunque
sean casi isomorfas no son concretamente isomorfas debido, principalmente, a que dos
métricas distintas pueden inducir la misma topoloǵıa, esto nos permite hacer el contraste
de que, por una parte, éstos dos conceptos (de concretamente isomorfas y casi isomorfas)
son distintos y que uno no implica el otro pero al revés si, es decir, por ejemplo, vimos
que las categoŕıas concretas de conjuntos estructurados Top,T1,T2,T3, T4 y T5 son con-
cretamente isomorfas entonces veremos que son casi isomorfas. En el siguiente apartado
comprobaremos esto.
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Top ; T1, T1 ; T2, T2 ; T3, T3 ; T4, T4 ; T5

Antes de comprobar que las ccce Top,T1,T2,T3, T4 y T5 son casi isomorfas veremos
varios resultados sencillos..

Afirmación 8.3.9. Sea X un conjunto, C una categoŕıa concreta de conjuntos estruc-
turados y ρ, ϕ ∈ C[X], si ρ = ϕ entonces ρ ≡ ϕ.

Demostración:

Como ρ = ϕ, se tiene que

1X : X → X

es un C-isomorfismo por la propiedad de la identidad que se cumple en las ccce, es decir
que

1X ∈ homC[(X, ρ), (X,ϕ)] e 1−1X ∈ homC[(X,ϕ), (X, ρ)],

por lo tanto ρ ≤C ϕ y ϕ ≤C ρ lo que implica que ρ ≡C ϕ.
�

Tomando en cuenta la Afirmación 8.3.9 podemos probar el siguiente resultado.

Observación 8.3.10. Dado X un conjunto, C y D dos ccce arbitrarias, si

ΦX : C[X]→ D[X]

es una función biyectiva, entonces ΦX : C[X]→ D[X] es casi biyectiva.

Demostración :

� Primero demostraremos que ΦX es casi inyectiva.

Sean ρ, % ∈ C[X], como ΦX es biyectiva, en particular es inyectiva, entonces si

ΦX(ρ) = ΦX(%)

se tiene que ρ = %, por lo tanto ρ ≡C % por la Afirmación 8.3.9, es decir ΦX es casi inyectiva.

� Demostraremos que ΦX es casi suprayectiva.

Sea ρ′ ∈ D[X], como ΦX es biyectiva, en particular es suprayectiva, entonces existe
ρ ∈ C[X] tal que

ΦX(ρ) = ρ′

por lo tanto ΦX(ρ) ≡D ρ
′ por la Afirmación 8.3.9, es decir ΦX es casi suprayectiva.

�

Si X es un conjunto arbitrario, C una ccce y ρ, ϕ ∈ C[X] ya vimos que si ρ ≡C ϕ en-
tonces no necesariamente se tiene que ρ = ϕ (Ejemplo 8.2.5).
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+⇒;
Afirmación 8.3.11. Sean C y D dos ccce cualesquiera; si C + D entonces C ; D.

Demostración:

(i) Para un conjunto X veamos que existe una función casi biyectiva de C[X] en D[X].

Como C + D existe una función biyectiva

ΦX : C[X]→ D[X],

entonces

ΦX : C[X]→ D[X]

es casi biyectiva (por la Observación 8.3.10).

(ii) Sea f : X → Y una función, entonces por la naturalidad de ΦX se tiene que

f ∈ homC[(X, ρ), (Y, ρ′)] si, y sólo si, f ∈ homD[(X,ΦX(ρ)), (Y,ΦY (ρ′))],

por lo tanto C ; D.
�

Ya vimos que Top + T1 + T2 + T3 + T4 + T5, entonces aplicando la Afirmación
8.3.11, obtenemos el siguiente resultado:

Top ; T1 ; T2 ; T3 ; T4 ; T5.

En lo que sigue vamos a tratar algunos resultados sobre las ccce. Estudiaremos el concepto
de transportabilidad entre las ccce aśı como algunas implicaciones de éste.

8.4. ccce transportables

Definición 8.4.1. Sean X, Y conjuntos y C una ccce cualquiera, diremos que C es
transportable si para todo C-objeto (X, ρ) y para toda biyección f : X → Y , existe una
única estructura ϕ ∈ C[Y ] tal que f : (X, ρ)→ (Y, ϕ) es un C-isomorfismo.
Es decir

f ∈ homC[(X, ρ), (Y, ϕ)] y f−1 ∈ homC[(Y, ϕ), (X, ρ)].

Veremos un ejemplo de ccce transportable, pero para ello comencemos, por una parte,
recordando que en Top los Top-isomorfismos son los homeomorfismos (Definición 2.1.11.).
Por otra parte consideremos la definición siguiente.

Definición 8.4.2. Un espacio topológico casi discreto es un espacio topológico en el que
además se tiene que las intersecciones arbitrarias de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.
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Ejemplo 8.4.3. La ccce de los espacios topológicos casi discretos, denotada como CDTop,
es una ccce conformada por los siguientes elementos.

a) La clase |CDTop|, cuyos elementos son las parejas (X,X ) en donde X es un con-
junto y X es una topoloǵıa casi discreta para X, podremos llamarlos espacios topológicos
casi discretos (o CDTop-objetos).

b) Dada la pareja (X,X ), (Y,Y) ∈ |CDTop| definimos el conjunto

homCDTop[(X,X ), (Y,Y)] := homTop[(X,X ), (Y,Y)].

Como a fin de cuentas los CDTop-morfismos entre los objetos de CDTop son las funciones
continuas entre espacios topológicos, entonces cumplen con las propiedades de composi-
ción e identidad, como ya vimos en la Proposición 2.1.10. Vamos a comprobar que CDTop
es una ccce transportable.

Dados X, Y conjuntos y (X,X ) ∈ |CDTop|, consideremos f : X → Y una función
biyectiva. Definamos

Y = {f(U)| U ∈ X}.

Y aśı definida es una topoloǵıa casi discreta para Y que hace de f : X → Y un homeo-
morfismo de (X,X ) en (Y,Y). En primer lugar probemos que Y es una topoloǵıa casi
discreta para Y .

a) Se tiene que f(X) = Y pues f es una función biyectiva y en particular suprayecti-
va. Por otro lado como X ∈ X , porque X es una topoloǵıa para X, entonces f(X) ∈ Y ,
es decir

Y ∈ Y .

Tenemos que f(∅) = ∅ y ∅ ∈ X , por lo tanto

∅ ∈ Y .

b) Sea {f(Ui)}i∈I ⊆ Y con I arbitrario. Por propiedades básicas de las funciones tenemos
que

f(∪i∈IUi) = ∪i∈If(Ui).

Puesto que X es una topoloǵıa casi discreta, en particular es una topoloǵıa, para X
entonces ∪i∈IUi ∈ X , por esto tenemos que f(∪i∈IUi) ∈ Y , es decir

∪i∈If(Ui) ∈ Y .

c) Consideremos, nuevamente, a {f(Ui)}i∈I ⊆ Y con I arbitrario. Como f es una función
biyectiva, entonces, por propiedades básicas de las funciones tenemos que:

f(∩i∈IUi) = ∩i∈If(Ui),

como X es una topoloǵıa casi discreta para X entonces ∩i∈IUi ∈ X , por lo que f(∩i∈IUi) ∈
Y , es decir

∩i∈If(Ui) ∈ Y .
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Hasta aqúı hemos probado que Y es una topoloǵıa casi discreta para Y . Veamos que esta
topoloǵıa hace de f un homeomorfismo de (X,X ) en (Y,Y).

Un conjunto abierto en (Y,Y) es de la forma f(U) con U ∈ X . Por otra parte

f−1(f(U)) = U

pues f : X → Y es biyectiva. Esto implica que f−1(f(U)) ∈ X , por lo que

f ∈ homCDTop[(X,X ), (Y,Y)].

Consideremos f−1 : (Y,Y) → (X,X ), entonces para todo U ∈ X se tiene que f(U) ∈ Y
por definición de Y , por lo tanto

f−1 ∈ homCDTop[(Y,Y), (X,X )].

Aśı hemos demostrado que f es un homeomorfismo. Por último nos queda demostrar que
Y es la única topoloǵıa casi discreta para Y que hace de f un homeomorfismo, entonces
supongamos que existe otra topoloǵıa casi discreta Y ′ para Y tal que f : (X,X )→ (Y,Y ′)
es un homeomorfismo.
Sea U ∈ Y ′ entonces f−1(U) ∈ X ya que estamos suponiendo que f : (X,X )→ (Y,Y ′) es
un homeomorfismo, por lo tanto f(f−1(U)) ∈ Y , por definición de Y , es decir

U ∈ Y

porque f es biyectiva y podemos concluir que Y ′ ⊆ Y . Sea, por otra parte, U ∈ Y ,
entonces U = f(W ) para algún W ∈ X , por lo tanto f−1(U) = f−1(f(W )) = W , es
decir que f−1(U) ∈ X , pero estamos en el supuesto de que f : (X,X ) → (Y,Y ′) es un
homeomorfismo, entonces f−1 : (Y,Y ′)→ (X,X ) es continua, por lo tanto:

f(f−1(U)) ∈ Y ′

y aśı obtenemos que U ∈ Y ′, de donde Y ⊆ Y ′. Por las contenciones anteriores obtenemos
que

Y = Y ′.

Y aśı la topoloǵıa que hace de f un homeomorfismo es única, por lo que de acuerdo a la
Definición 8.4.1 tenemos que CDTop es transportable.

�

Para establecer ideas consideremos una ccce que no es transportable, tal ejemplo nos lo
proporciona la ccce Mtc. Veamos:

Ejemplo 8.4.4. Sea X un conjunto, (X, d) ∈ |Mtc| e 1X : X → X la función identidad
de X en X. De acuerdo al Ejemplo 8.2.5 consideremos otra métrica, para X, e = d

2
y

entonces

1X : (X, d)→ (X, e)

es un Mtc-isomorfismo (como comprobamos en el ejemplo). Por otra parte por la propie-
dad de identidad (dada en la Definición 8.2.1) se tiene que
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1X : (X, d)→ (X, d)

es un Mtc-morfismo y como 1X = 1−1X , entonces 1−1X : (X, d) → (X, d) también es un
Mtc-morfismo, de donde

1X : (X, d)→ (X; d)

es un Mtc-isomorfismo. De esta manera tenemos que existen dos métricas distintas, para
X, que hacen de 1X : X → X un Mtc-isomorfismo, con lo que podemos concluir que Mtc
no es transportable.

�

8.5. La relación ; entre las ccce transportables

En las ccce C transportables se cumple lo siguiente.

Proposición 8.5.1. Sean X un conjunto, C una ccce transportable y ρ, % ∈ C[X], si
ρ ≡C % entonces ρ = %.

Demostración:

Sean ρ, % ∈ C[X] tales que ρ ≡ %, entonces

1X : (X, ρ)→ (X, %)

es un C-isomorfismo (Definición 8.3.2). Por otra parte

1X : (X, ρ)→ (X, ρ)

es un C-isomorfismo por la propiedad de identidad que se cumple al ser C una ccce,
como C es transportable se tiene que la única estructura que hace de 1X un C-isomorfismo
en C es ρ, por lo tanto ρ = %.
�

Proposición 8.5.2. Sean X un conjunto, C y D dos ccce transportables, entonces

ΦX : C[X]→ D[X]

es casi biyectiva si, y sólo si,

ΦX : C[X]→ D[X]

es biyectiva.

Demostración:

� Sean ρ, % ∈ C[X] tales que ΦX(ρ) = ΦX(%), como ΦX es casi biyectiva, en particu-
lar es casi inyectiva, entonces ρ ≡ %. Aplicando la Proposición 8.5.1 es ρ = % por lo que
ΦX es inyectiva.
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ρ ≡ % si, y sólo si, ρ = %

� Sea ϕ ∈ D[X], como ΦX es casi biyectiva, en particular es casi suprayectiva, entonces
existe ϕ′ ∈ C[X] tal que

ΦX(ϕ′) ≡ ϕ.

Puesto que D es transportable podemos aplicar la Proposición 8.5.1 ya que D es trans-
portable y asegurar que ΦX(ϕ′) = ϕ, por lo que ΦX resulta suprayectiva.
�

Veremos que la relación ; entre las ccce transportables es una relación de equivalencia.
La transportabilidad nos da el siguiente resultado.

Proposición 8.5.3. Sean C y D dos ccce transportables cualesquiera, entonces

C + D si y sólo si C ; D.

Teorema 8.5.4. ; es de equivalencia entre las ccce transportables.

Demostración:

Por la Proposición 8.5.3 la demostración se hace análoga a la hecha en el Teorema 1.1.2.

�



Caṕıtulo 9

Conclusiones

En este caṕıtulo describiremos, a grandes rasgos, los puntos más relevantes que tratamos
a lo largo de este trabajo aśı como las conclusiones que obtuvimos.
En principio y de manera general podemos decir que comprobamos como a partir de
los conceptos básicos, en topoloǵıa, de conjuntos abiertos, conjuntos cerrados, interior,
cerradura, vecindad y frontera, se puede generar una categoŕıa concreta de conjuntos
estructurados (agregando los morfismos en cada caso), éstas las denotamos por:

Top, T1, T2, T3, T4 y T5,

vimos que tienen bien definidos sus objetos y sus morfismos y aunque podŕıan parecer
distintas o no en una primera instancia, están relacionadas de manera precisa a través del
concepto de isomorfismo concreto, teniendo que:

Top + T1, T1 + T2, T2 + T3, T3 + T4 y T4 + T5

También demostramos que la relación + es una relación de equivalencia entre las cate-
goŕıas concretas de conjuntos estructurados. Por otra parte podemos escribir las relaciones
anteriores como:

Top + T1 + T2 + T3 + T4 + T5

y pretender considerar esta expresión como una cadena. Notemos que por ser + una re-
lación de equivalencia entre las ccce, también podŕıamos comprobar que:

Top + Top, Top + Ti con i ∈ {2, 3, 4, 5}, Ti + Ti para todo i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, T1 + Ti
con i ∈ {3, 4, 5}, T2 + Ti con i ∈ {4, 5}, T3 + T5.

Pudimos ver a detalle cómo se relacionan los morfismos de una categoŕıa con otra y como
se ven los morfismos en una categoŕıa y otra. De hecho en términos de la estructura de
cada categoŕıa determinamos sus morfismos, esto nos da por resultado diferentes formas
de interpretar la continuidad de acuerdo a los conjuntos abiertos, los conjuntos cerrados,
el interior, la cerradura, las vecindades y la frontera, pues con los conjuntos abiertos,
por ejemplo, tenemos la continuidad tradicional, con los conjuntos cerrados tenemos una
forma similar, de continuidad, a la que se da por conjuntos abiertos, con el interior la
continuidad se formula en términos del operador interior, con la cerradura en términos
del operador cerradura, con las vecindades en términos del operador vecindad y con la
frontera en términos del operador frontera. Algo que sale de manera adicional de acuerdo
a los resultados que obtuvimos y que no está de más mencionar, es que se puede iniciar
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el estudio de la topoloǵıa a través de cualquiera de las categoŕıas concretas de conjuntos
estructurados que determinamos (Ti con i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}).
El concepto que dimos en llamar casi isomorfo viene a ampliar la teoŕıa pues a través de
la idea de fibras equivalentes permite considerar estructuras que se relacionan de una ma-
nera más débil en el sentido de que no se necesita determinar una función biyectiva entre
las familias de estructuras, de dos ccce, sino sólo una función casi biyectiva como vimos
en el caṕıtulo 8 y en relación a estos conceptos principales vimos que; como biyectividad
implica casi biyectividad (es decir +⇒;), entonces también tenemos que:

Top ; T1 ; T2 ; T3 ; T4 ; T5

Debido a la transportabilidad tenemos que ;⇔+ y resulta que ; es una relación de
equivalencia entre las ccce transportables. Nótese que sin la transportabilidad no se tiene
que ;⇒+ como bien vimos en el Ejemplo 8.3.7 (pues en ese ejemplo consideramos a
Mtc que no es transportable, como después corroboramos), es decir que podemos notar la
debilidad de ; ante +, lo que nos permite decir que dos categoŕıas concretas de conjuntos
estructurados que sean casi isomorfas no tienen que ser en principio similares de alguna
forma como ocurre con Mtc y TMtc (pues en el Ejemplo 8.3.7 comprobamos que son casi
isomorfas pero no por eso similares), cosa que no ocurre con el concepto: concretamente
isomorfo, como comprobamos con las ccce Top, T1, T2, T3, T4 y T5 que tratamos, pues
en principio y dicho de manera tosca, todas son Top.
Podemos decir, también, que desarrollamos la idea de tener diferentes teoŕıas en las que al
final de cuentas sus objetos y sus morfismos se relacionan, conceptos (objetos y morfismos)
que son básicos para comprender cada una de estas teoŕıas, imaginando que cada una de
estás categoŕıas fuera parte de una teoŕıa distinta (pues, además, objetos y morfismos
forman la base de cada categoŕıa incluso si no es una ccce como vemos en la Definición
1.1).
Queremos hacer notar que esta tesis sirve como material de introducción al estudio de
la teoŕıa de categoŕıas pues aunque trabajamos con categoŕıas concretas de conjuntos
estructurados muy particulares, éstas están muy detalladas (formadas a partir de las
equivalencias que nos da el conocido concepto de topoloǵıa), por lo que pudimos ver su
estructura y funcionamiento a fondo.
Por último, para apoyar lo dicho en el párrafo inmediato anterior, tengamos en cuenta que
partimos de la definición precisa de categoŕıa y de categoŕıa concreta de conjuntos estruc-
turados y aunque no definimos o siquiera hablamos del concepto de funtor, en realidad
trabajamos con esta idea pues en términos generales un funtor entre dos ccce es una fun-
ción que asocia objetos de una ccce con los objetos de otra y los morfismos (las funciones
que preservan la estructura) de una ccce con los morfismos de otra y como bien pudimos
notar, esta idea fue uno de los pilares fundamentales que nos permitió el desarrollo de
este escrito. Para concretar ideas consideremos lo siguiente:

Dadas S, T dos ccce y X, Y conjuntos, para probar que S + T primero definimos una
función biyectiva

ΥX : S[X]→ T[X],

esto nos permitió relacionar el objeto

(X,Σ) ∈ |S|

con el objeto
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(X,ΥX(Σ)) ∈ |T|.

Luego probamos que ΥX es natural en el sentido:

f ∈ homS[(X,Σ), (Y,Θ)] si y sólo si f ∈ homT[(X,ΥX(Σ)), (Y,ΥY (Θ))],

esto nos permitió, como vimos, relacionar el morfismo:

f ∈ homS[(X,Σ), (Y,Θ)]

con el morfismo:

f ∈ homS[(X,ΥX(Σ), (Y,ΥY (Θ)].

De manera análoga podemos ejemplificar, de forma superficial, el caso en el que demos-
tramos de que dos ccce son casi isomorfas y comprender la idea de que, en el fondo,
hemos relacionado objetos y morfismos. Para terminar cabe mencionar que estos concep-
tos (principalmente el de categoŕıa y el de funtor que trabajamos más de manera un tanto
impĺıcita) son parte básica y necesaria de la teoŕıa de categoŕıas para poder comenzar su
estudio.
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