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Introduccion

La matematica estd conformada por una gran cantidad de ramas que cada dia se desa-
rrollan al tiempo que se diversifican y especializan. Por otra parte, aunque este gran
compendio de conocimientos es tan amplio, se ha observado a través del tiempo que de-
terminados entes, a pesar de aparecer en distintas areas de la matematica presentan cierta
similitud [2], por dar un ejemplo muy sencillo y particular podemos mencionar algunos
de estos: conjuntos y funciones definibles entre conjuntos, espacios vectoriales y funcio-
nes lineales definibles entre espacios vectoriales, grupos y homomorfismos definibles entre
grupos, espacios topolégicos y funciones continuas definibles entre espacios topolégicos,
etc. En principio cada uno de estos entes es parte de una teoria matematica distinta pero
tienen similitudes que podemos relacionar, como por ejemplo el hecho de que cada uno
estd conformado por objetos (conjuntos, espacios vectoriales, grupos, espacios topoldgicos,
etc) y morfismos que operan entre ellos (funciones, funciones lineales, homomorfismos de
grupo, funciones continuas, etc).

La teoria de categorias nos permite analizar de manera precisa las relaciones o relacion
que estos entes distintos pudieran tener o no ([2] pdgina 12), este hecho particular nos
generd el interés para introducirnos en su estudio y fue uno de los puntos de inspiracion
para este trabajo. Por otra parte cabe hacer hincapié en que la teoria de categorias es
muy extensa ya que va mucho méas alld de lo que hemos mencionado (para darnos una
idea de esto podemos iniciar, por ejemplo, checando [1], [2], [9] v [10]), lo que fue otro
punto de interés que nos motivo en el estudio de esta teoria.

Es posible acceder al estudio de la teoria de categorias desde distintas areas de la ma-
tematica como el algebra o la topologia (s6lo por hacer mencién de dos ejemplos comunes).
Siguiendo la linea de acceso, de la topologia, podemos ver que en [7] secciones 1y 2 se da
una breve descripcion del concepto de topologia, de las funciones continuas y de las formas
equivalentes en que se pueden ver estos conceptos desde la propia teoria topoldgica. Sin
embargo esta pequena descripcion es la clave para pensar en categorias ya que también
en [7] (en las mismas secciones) se menciona que existe una biyeccién (sin que se ahonde
demasiado en ello) entre las siguientes clases :

{(X,7)| X es un conjunto y 7 una topologia en X}.

{(X,a)| X es un conjunto y « un operador interior en X }.

{(X,n)| X es un conjunto y n es una familia de subconjuntos cerrados de X}.
{(X,%)| X es un conjunto y ¥ un operador cerradura en X}.

A grandes rasgos el objetivo principal de este trabajo es servir como una introduccién
al estudio de la teoria de categorias desde la topologia y conformar una idea concreta
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de entes que en teoria se ven distintos (0 no) pero que podemos relacionarlos. La idea
principal, en el desarrollo de este trabajo, tiene como fundamento la descripcion de las
categorias concretas de conjuntos estructurados generadas por algunos conceptos equiva-
lentes al concepto de topologia (para comenzar a darnos una idea podemos considerar la
biyeccién que se menciono arriba entre esas clases, resulta que los elementos que conforman
esas clases son ejemplos de los objetos de algunas de las categorias que determinaremos,
es decir las parejas (X, z), donde X es un conjunto y x es algin tipo de estructura; to-
pologia, operador interior, operador cerradura, etc!). Por otra parte deseamos deducir,
comprender y apreciar la forma que los morfismos tendrian o cémo actuarian, en una ca-
tegoria y otra, y entre una categoria y otra, es decir sabemos muy bien que forma tienen
y como actian, por ejemplo, las funciones continuas entre los espacios topoldgicos pero,
en las otras categorias, aunque podemos saber o no que forma tienen y como actian sus
morfismos, queremos investigar y determinar como se relacionan éstos, entre una categoria
y otra, desde la propia teoria de categorias, para lograrlo llevaremos a cabo un estudio
categorico de los conceptos: conjunto abierto, conjunto cerrado, interior, cerradura, vecin-
dad y frontera.

Durante el desarrollo de este trabajo denotaremos por Top a la categoria de los espacios
topoldgicos y las funciones continuas y ¥; con i € {1,2,3,4,5} a las demds categorias que
vayamos definiendo (a excepcién de Mte, €DTop y TMtc?). Mostraremos que cada uno
de estos conceptos béasicos de topologia (mencionamos anteriormente) dard lugar a lo que
llamaremos una categoria concreta de conjuntos estructurados® y que existe un isomorfis-
mo concreto entre éstas. Con esto ademas nos proponemos estudiar y recuperar la nocién
de continuidad en cada una de estas categorias concretas e implementar un proceso, desde
la teoria de funciones, para relacionar los morfismos que definiremos en cada categoria. A
grandes rasgos también cabe mencionar que introduciremos el concepto que llamaremos
casi isomorfo para ampliar el propio concepto que denominamos: cocretamente isomorfo,
contrastando ambos mediante la idea de transportabilidad en las categorias concretas de
conjuntos estructurados.

La tesis estd desarrollada de la siguiente manera:

En el primer capitulo determinaremos los aspectos preliminares que utilizaremos a lo largo
de este trabajo, es decir, definiremos categoria, categoria concreta de conjuntos estruc-
turados, isomorfismo entre categorias y estableceremos, de manera precisa, cuando dos
categorias concretas de conjuntos estructurados seran concretamente isomorfas. Finali-
zaremos este capitulo mostrando que la relacién: ser concretamente isomorfa a, es una
relacién de equivalencia entre las categorias concretas de conjuntos estructurados.

En el segundo capitulo comenzaremos definiendo métrica para después definir espacio
topoldgico, dar algunos ejemplos y determinar, también, funcion continua, con estos ele-
mentos podremos concluir con la definicién de la categoria concreta de conjuntos estruc-
turados Top.

En el tercer capitulo basicamente empezaremos con la definicién de interior y estudiare-
mos sus propiedades. También definiremos el operador interior y veremos que dado un
operador interior, sobre un conjunto X, podremos definir una topologia relacionada a tal
operador. Describiremos la categoria concreta de conjuntos estructurados T; y terminare-
mos mostrando que la categoria concreta de conjuntos estructurados ¥y es concretamente
isomorfa a la categoria concreta de conjuntos estructurados Top.

IEstos conceptos seran aclarados en el desarrollo de este trabajo.
2Definiremos en su momento cada una de estas categorias
3Estas categorfas seran T1, %o, %3, T4 v Ts
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En el cuarto capitulo empezaremos estudiando el concepto de conjunto cerrado ademas
de sus propiedades y dado un conjunto X definiremos la c-familia de X que nos permitira
determinar la topologia 7., después obtendremos los elementos necesarios para confor-
mar a la categoria concreta de conjuntos estructurados ¥y y concluiremos, este capitulo,
demostrando que la categoria concreta de conjuntos estructurados %o es concretamente
isomorfa a la categoria concreta de conjuntos estructurados ;.

En el quinto capitulo determinaremos el concepto de cerradura y sus propiedades, lue-
go en base a estas propiedades definiremos el operador cerradura. Veremos que dado un
conjunto X y un operador cerradura en X, se podra determinar una topologia para X.
Estudiaremos los elementos necesarios para definir a la categoria concreta de conjuntos
estructurados T3 y terminaremos estableciendo que las categorias concretas de conjuntos
estructurados %, y T3 son concretamente isomorfas.

En el capitulo seis desarrollaremos lo correspondiente a vecindad, comenzaremos esta-
bleciendo la definiciéon de vecindad, sus propiedades y el operador vecindad, asi mismo
veremos que dado un conjunto X y un operador vecindad en X podremos determinar
una topologia para X generada por este operador vecindad. Detallaremos, también, los
elementos necesarios para describir la categoria concreta de conjuntos estructurados %4
y concluiremos este capitulo con la demostracion de que las categorias concretas de con-
juntos estructurados T3 y ¥, son concretamente isomorfas.

En el capitulo siete comenzaremos nuestro estudio con una observacion que determina
dos propiedades que relacionan al interior y a la cerradura para después definir frontera y
las propiedades que ésta cumple para poder definir operador frontera. Estableceremos que
el operador frontera determina un operador cerradura con lo que podemos asociar una
topologia relacionada con éste operador cerradura. Describiremos, también, los elementos
necesarios para definir la clase T5 y finalizaremos mostrando que la categoria concreta de
conjuntos estructurados T, es concretamente isomorfa a la categoria concreta de conjun-
tos estructurados %s.

En el capitulo ocho estableceremos cuando dos categorias concretas de conjuntos estruc-
turados son casi isomorfas, para ello definiremos a 2MMtc, la categoria concreta de conjuntos
estructurados de los espacios métricos y las funciones continuas definibles entre ellos (con
la finalidad de aproximarnos al concepto mencionado al principio). Definiremos cuando
dos métricas son equivalentes, ademas del concepto de fibras equivalentes y funcién casi
biyectiva. Mostraremos que si dos categorias concretas de conjuntos estructurados son
concretamente isomorfas entonces seran casi isomorfas y veremos, entonces, que Top es
casi isomorfa a T, T; casi isomorfa a Ty, Ty casi isomorfa a T3, T3 casi isomorfa a T,
y %, casi isomorfa a ¥5. Definiremos a la categoria concreta de conjuntos estructurados
de los espacios topoldgicos metrizables y las funciones continuas definibles entre ellos,
TNMtc, para mostrar que ésta categoria y IMtc son casi isomorfas. Definiremos, también,
el concepto de transportabilidad en las categorias concretas de conjuntos estructurados
y determinaremos a la categoria de los espacios topolégicos casi discretos y las funciones
continuas definibles entre ellos, €D%op, como ejemplo de categoria transportable, ademas
comprobaremos que 9Mtc no es transportable para contrastar estos dos conceptos. Finali-
zaremos estudiando algunas de las implicaciones de la transportabilidad en relacién con
los conceptos de concretamente isomorfa a y casi isomorfa a.

En el capitulo nueve haremos una sintesis general de los puntos principales llevados a cabo
en este trabajo, sacaremos nuestras conclusiones y pondremos en claro nuestro objetivo
principal, es decir que daremos los argumentos que consideramos pertinentes del porque
esta tesis es un texto de introduccién al estudio de la teoria de categorias.



Capitulo 1

Conceptos preliminares

En este capitulo describiremos algunos de los conceptos bésicos que utilizaremos a lo largo
de este trabajo. Dados X, Y conjuntos arbitrarios, denotaremos por P(X) a la familia de
todos los subconjuntos de X o potencia de X, por () al conocido conjunto vacio y por YX
a la clase de todas las funciones de X en Y.

Definicién 1.1. Una categoria es una quinteta € :=(|€|, homg, dom, cod, o), donde:
a) |€| es una clase llamada €-objetos de €.
b) hom¢ es una clase llamada €-morfismos de €.

¢) dom : home — |€| es una funcién tal que para cada f € homg existe A € |€] y
dom(f) = A. A se llama dominio de f.

d) cod : homg — |€| es una funcién tal que para cada f € homg existe B € |€] y
cod(f) = B. B se llama codominio de f.

e) o:{(g, f) € homg x homg | cod(f) = dom(g)} — homg es una funcién llamada compo-
sicién de €. En adelante a o(g, f) lo denotaremos como g o f. o cumple:

i) Sigo fe€{(g,[f) € homg x homg | cod(f) = dom(g)} vy

hogeée {(h,g) € homg x homg | cod(g) = dom(h)} entonces
ho(goef)=(hog)of.

i1) Para toda A € |€] existe 14 € homg tal que:
1. dom(14) = A = cod(1,4).
2.Sila0f€{(1a,f) € home x homg |cod(f) = dom(14)} entonces 140 f = f.
3.51 fola€{(f,14) € home x homg |cod(14) = dom(f)} entonces foly = f.

iii) Para A, B € |€| definimos el conjunto:

home(A, B) := {f € homg |dom(f) = A, cod(f) = B} .

7
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Un ejemplo de categoria es el siguiente:
e La categoria Get = (|Set|, homg,, dom, cod, o), donde:
a) |Get| es la clase de todos los conjuntos (la clase de Get-objetos de Set).
b) homg, es la clase de todas las funciones entre conjuntos.
c) Para A, B € |Get| definimos el conjunto
homg,(A, B) := {f € homeg, | dom(f) = A, cod(f) = B}.

d) o es la composicién habitual de funciones.

cccece

Definicién 1.2. Una categoria concreta de conjuntos estructurados € es una categoria
en la que:

i) €[X] es una clase llamada €-estructuras de X.
i) |€| tiene como elementos a las parejas (X, ), donde X es un conjunto y £ € €[X].

i11) Para cualesquiera dos €-objetos (X, &) v (Y, n), los elementos de la clase hom¢ son las
parejas (f, (€,7)) en las que

fey™,

la pareja (§,n) tiene como elementos a £ estructura de X, n estructura de Y y f es €-
morfismo o conserva la €-estructura' de (X, &) en (Y,n).

iv) Para cada par de €-objetos (X,§) y (Y,n), definimos el conjunto
home[(X, ), (Y,n)] := {f € YX| f es €&morfismo de (X,¢€) en (Y,n)},

los elementos de este conjunto estan sujetos a las propiedades siguientes:

a) Propiedad de composicién.
Para (X,£), (Y,n) vy (£,¢) € |€], st f € home[(X,€), (Y,n)] y g € home[(Y,n),(Z,()]

entonces

go f € hom@[(Xa 5)7 (27 C)]

b) Propiedad de identidad.
Para (X,¢) € |€]

1X S hOIH@[(X, 5)7 (Xv 5)]

1M4s adelante bajo el contexto serd aclarada la idea de que la funcién f es €-morfismo o conserva la
C-estructura
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donde 1x(z) = x para toda = € X.

Para hacer referencia a una categoria concreta de conjuntos estructurados también usa-
remos la abreviatura ccce.

Dada una ccce €y (X, &), (Y,n) € |€], escribimos (f, (£,n)) para denotar a los elementos
de homg, sin embargo escribiremos f : (X,£) — (Y,n) algunas veces y habitualmente
escribiremos:

f € hOIIl@[(X, 5)7 (Y7 77)]

para denotar a los €-morfismos, de la ccce €, de dominio (X, &) y codominio (Y,n). Es
decir a las funciones f de dominio (X, &) y codominio (Y, 7) que conservan la €-estructura
de (X,¢) en (Y, 7).

Definicién 1.3. Dados X,Y conjuntos, una ccce € arbitraria y (X, p), (Y,¢) € |€]
tenemos que un isomorfismo en € o un €-isomorfismo, es una funcién biyectiva f : X — Y
tal que

f €home[(X, p), (Y, )]y £~ € home[(Y, ¢), (X, p)].

Si entre (X, p), (Y,p) € |€] existe un €-isomorfismo diremos que (X,p) y (Y, ) son
¢C-isomorfos y lo denotaremos por

(X7 p) g@ (Y7 ()0>

Uno de los conceptos principales con el que trataremos la mayor parte de este trabajo es
el que se menciona en la siguiente seccion.

1.1. =

Definicién 1.1.1. Dados X, Y conjuntos y €, ® dos categorias concretas de conjuntos
estructurados, diremos que € y ® son concretamente isomorfas si:

i) Existe una biyeccién
Ty : €[X] = D[X]
natural en el siguiente sentido:
i) Si (X,€), (Y,n) € €|y f: X — Y es una funcion, entonces
f e home[(X, €), (Y, n)] si'y slosi f € homg|(X, Tx(£)), (Y, Ty (n))]-

Cuando dos ccce € y ® sean concretamente isomorfas lo denotaremos por:
C=9.

En el siguiente apartado estudiaremos como se relacionan las ccce respecto de =.

= entre ccce

Es de notar que la relacion = entre las ccce es una relacién de equivalencia como vemos
en el teorema siguiente.
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Teorema 1.1.2. = es una relacion de equivalencia entre las ccce.
Demostracion:

a) Veamos que = es reflexiva.

Consideremos a X,Y conjuntos y € una ccce cualesquiera.

(7) Definamos para €[X] la funcién
Tepx) : €[X] = C[X]
Tal que para toda p € €[X]
Zeixy(p) = p-
Entonces Zg|x] es biyectiva.
(i) Sea f: X — Y una funcién tal que
f € home[(X, p), (Y, ¢)].
Como Zeix1(p) = p e Leyi(0) = 0, se tiene que
f € home[(X, Zepx) (p), (Y, Zeyy (0))],
por lo tanto

f € home[(X, p), (Y, 0)] si, y s6lo si, f € home[(X, Zex)(p)), (Y, Zepyy(0))],

de donde € = €, es decir = es reflexiva.
b) Veamos que = es simétrica.
Dadas €,9 ccce cualesquiera.

(i) Supongamos que € = D, entonces para todo conjunto Z existe una funcién
o, ClZ] - D[7]
biyectiva y
o, D7) — ¢[Z]
es biyectiva. Veamos que para todo conjunto Z, @}1 es natural.
(ii) Sea g : X — Y una funcién. Puesto que la inversa de ®,' es ®, y ®, es natu-

ral, tenemos que existen p € €[X]y o € €[Y] tnicas tales que @3 (p') = p, Py () = 0
y

g € homp (X, '), (Y, 0)],
si y s6lo si

g€ hOHl@[(X, CI)X(ﬂ))’ (Y7 (I)Y(Q))]
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si y sélo si
g € home[(X, p), (Y, 0)]
si y solo si
g € home[(X, 23" (0), (Y, @3 (2))]-

Entonces ® = €, por lo tanto = es simétrica.
c¢) Veamos que = es transitiva.
Sean €, ® y € ccce cualesquiera, supongamos que € =% y que © = €, entonces

¢ existe una biyeccion
O : C[X] — D[X]

que es natural, es decir
esi f: X — Y esuna funcion, entonces

f € home[(X, p), (Y, 0)] si, y sélo si, f € homo[(X, Dx(p)), (Y, Py (0))]-

Por otra parte si ® = €&, entonces
¢ existe una biyeccion

Uy : D[X] — €[X]

que es natural, es decir
e si g: X — Y es una funcion, entonces

g € homg|[(X, £), (Y, n)] si, y sélo si, g € home[(X, Ux (£)), (Y, Uy (n))]-

(i) Para cada conjunto X, la funcién
\IJX O(I)X : Q:[X] — C%[X]

es una biyeccion ya que es composicion de funciones biyectivas.
(7) Demostraremos la naturalidad de Uy o ®x

Sea f: X — Y una funcién tal que
f € home[(X,7), (Y, A)].
Como ®x es una biyeccién natural se tiene que
f € homg[(X,7), (Y, A)] si, y sélo si, f € homp[(X, Px (7)), (Y, Py (N))].
Por otra parte Wx es una biyeccién natural entonces

f € homg [(X, Px (7)), (Y, Px(N))] si, y sélo si,

J € home[(X, (Ux o @x)(7)), (Y, (¥x 0 Px)(N))],

por lo tanto
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f € home[(X,7), (Y, A) si, y sélo si, f € home(X, (Vx o ®Px)(7)), (Y, (Vy o Py (N))],

de donde obtenemos que € = &, entonces = es transitiva.
Por lo tanto = es una relacién de equivalencia entre las ccce.

Un ejemplo muy particular de ccce es la ccce de los espacios topoldgicos y las funcio-
nes continuas que es parte bésica de este trabajo y que describiremos en el siguiente
capitulo.



Capitulo 2

Top

Si X es un conjunto entonces hay estructuras con las que podemos dotar a X que permiten
entender los conceptos de convergencia, vecindad y proximidad entre los puntos de X (por
ejemplo la estructura de espacio topoldgico que veremos més adelante).

En este capitulo definiremos una métrica (distancia) en un conjunto X y en base a esta
idea abordaremos el concepto de conjunto abierto para determinar una topologia en X.
El concepto de funcién continua también sera visto en esta seccion.

2.1. Meétrica, topologia y funciones continuas

Definicién 2.1.1. Denotemos por R al conjunto de los ntimeros reales y por Rt al
conjunto de los nimeros reales positivos. Dado X # () un conjunto; definimos una métrica
d en X como una funciéon

d: X x X - RtU{0},

tal que para toda z,y,z € X, d cumple lo siguiente:
a) d(x,y) > 0.

b) d(z,y) = d(y, z).

c) d(x,y) =0siysdlosiz=y.

d) d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2).

Entonces la pareja (X, d) se llama espacio métrico y para z,y € X, el nimero d(z,y)
se llama la distancia de = a y.

Definicién 2.1.2. Dado X # () un conjunto, § € R* y z € X, definimos el disco abierto
de centro en x y radio ¢ con la métrica d como:

Dy(x,0) :={y € X| d(z,y) < 0}.

Si se presenta la ocasiéon, algunas veces, omitiremos el nombre de la métrica y denotaremos
al disco abierto de centro x y radio § por

D(x,9).

13



14 CAPITULO 2. SO%

Definicién 2.1.3. Dado (X, d) un espacio métrico, diremos que A C X es un conjunto
abierto (abierto en (X,d)) si

para toda x € A existe § € RT tal que D(z,9) C A.

Ya que hemos definido conjunto abierto, en un espacio métrico, se puede dar de manera
natural la siguiente definicion.

Definicién 2.1.4. Si (X,d) es un espacio métrico denotaremos por 7, a la familia de
todos los conjuntos abiertos de (X, d).

En base a la Definicion 2.1.3 se puede comprobar que se cumplen las siguientes propieda-
des.

Observaciéon 2.1.5. Si (X, d) es un espacio métrico entonces:
a) Todo disco abierto de (X, d) es un conjunto abierto en (X, d).

b) Si {A;}icr € P(X) tal que A; es un conjunto abierto para cada ¢ € I, entonces
U;erA; es un conjunto abierto.

c) Si A; y Ay son conjuntos abiertos, entonces A; N Az es un conjunto abierto.

La Observacién 2.1.5 es muy bésica y se puede encontrar casi en cualquier texto de
analisis matemético, podemos encontrarla, por ejemplo, en [7] paginas 5 y 6. En la si-
guiente definicién, que es la de espacio topoldgico, podemos ver la relacion que tiene, la
que denominaremos, una topologia para un conjunto X y la Observacion 2.1.5, en particu-
lar con los incisos (b) y (c) respecto de las uniones e intersecciones de conjuntos abiertos.

Topologia

Definicién 2.1.6. Dado un conjunto X y 7 C P(X). Diremos que 7 es una topologia
en X si:

a. ) y X pertenecen a 7.
b. Para toda {A;}ie;r C 7, con I arbitrario, se tiene que U;crA; € T.
c. Si{U,V} C7entonces UNV € 7.

Bajo esta situacién diremos que la pareja (X, 7) es un espacio topoldgico donde X se
llama conjunto subyacente, T es la estructura topoldgica, los elementos x € X son los
puntos del espacio y los elementos de 7 son los conjuntos abiertos de (X, 7). Llamamos
abiertos a los elementos de 7 aunque estos conjuntos no sean abiertos en el sentido comtn
de los espacios métricos, los llamamos abiertos sélo por mantener la analogia con la idea
de abiertos como en la Observacion 2.1.5 incisos b) y ¢).

En la Definicién 2.1.6 inciso ¢) notamos que la interseccién de dos conjuntos abiertos es
abierta, aunque en general tenemos que si (X, 7) es un espacio topolégico la interseccion,
finita, arbitraria de abiertos es abierta como veremos en la observacién siguiente.
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Observacién 2.1.7. Dado (X, 7) un espacio topoldgico, {A;}ic; € X e I # () finito
entonces

ﬂieIAi cT.

Demostracion:
Haremos induccién sobre 1.

a) Base de induccion: I = 2. En este caso tenemos que
{A1, A} C 7

y como T es una topologia para X entonces
AiNAyer

por ¢) de la Definicién 2.1.6, esto demuestra la base inductiva.

b) Hipétesis de induccién: supongamos que se cumple para n es decir que:
¢) Paso inductivo: veremos que se cumple para n + 1, es decir, si
{A}H C 7 entonces N2 A; € 7.
Sea {A;}14! C 7. Se tiene que:
ﬂ?jllAi = ﬂ?zlAi M An+1-
Por otra parte N;—1A; € 7 por la hipétesis de induccion y A, 11 € T entonces
ﬂ;‘zlAl N An+1 cT
por base la de induccién y como N/ A; = N, A; N A, entonces
ﬂ?illAi cT
[ |

Gracias a la Observacion 2.1.7, para probar que una familia de subconjuntos 7, de un
conjunto dado X es una topologia para X, podremos probar, también, que 7 ademas de
tener al vacio y al total, tendra como elementos a las uniones arbitrarias y las intersec-
ciones finitas arbitrarias de sus subconjuntos, lo que nos sera 1til en algunas ocasiones.
Ya hablamos de espacios topoldgicos y topologia, entonces consideremos los siguientes
ejemplos bésicos para tener una idea en concreto de estos conceptos.

Ejemplos 2.1.8. Dado X un conjunto arbitrario tenemos:

i) (X, {0, X}) es el espacio topoldgico indiscreto o espacio topolégico trivial y {0, X'} es
la topologia indiscreta o trivial de X.

ii) (X, P(X)) es el espacio topoldgico discreto y P(X) es la topologia discreta.

iii) Si (X, d) es un espacio métrico entonces 74 es una topologia! para X y en este caso el
espacio topoldgico al que hacemos referencia es (X, 74).

Ipara convencerse de que 74 es una topologia para X note que a partir de la Observacién 2.1.5 se
puede demostrar que 74 cumple las propiedades de la Definicién 2.1.6.




16 CAPITULO 2. SO%

La clase |Top|

Dado un conjunto X, para determinar un espacio topoldgico cuyo conjunto subyacente
sea X, se considera a una familia 7 de subconjuntos de X que cumple las propiedades: 7
es cerrada bajo uniones arbitrarias, cerrada bajo intersecciones dos a dos (o cerrada bajo
intersecciones finitas arbitrarias como vimos en la Observacién 2.1.7) y tiene al conjunto
vacio y al conjunto total X como elementos, esto es lo que consideramos como la estructura
topologica para X. Por otra parte para un conjunto arbitrario X podemos considerar al
objeto que tiene todas las topologias de X y que denotaremos por

Top[X]

Se tiene que Top[X] es distinto del vacio ya que para cualquier conjunto X siempre
podemos considerar a P(X) y sabemos que P(X) es la topologia discreta para X, por lo
tanto:

P(X) € Top[X].
Por otra parte tenemos que Top[X] es un conjunto ya que si 7 € Top[X] se tiene que :
T C P(X)
por definicién de topologia, entonces 7 € P(P(X)), es decir:
Top[X] C P(P(X)).

Y como P(P(X)) es un conjunto entonces Top[X] es un conjunto, por lo que para el con-
junto arbitrario X, podemos referirnos a Top[X| como el conjunto de todas las topologias
de X.

Definimos la clase
|Top| := {(X,7)| X es un conjunto y 7 € Top[X]}.

Es decir que |Top| es la clase de todos los espacios topoldgicos. En lo que sigue introduci-
remos el concepto de funcion continua entre dos espacios topoldgicos dados; con base en
ello describiremos la categoria concreta de conjuntos estructurados Cop.

Funciones continuas

Definicién 2.1.9. Dados (X, 7), (Y,0) € [Top| y f: X — Y una funcién, diremos que
f(X,7)— (Y,0)
es continua, Top-morfismo o que conserva la Top-estructura de (X, 7) en (Y, o) si
Para todo V' € o se tiene que f~1(V) € 7.

En este punto cabe hacer hincapié en que si (X,7), (Y,0) € [Top|y f: (X,7) = (Y, 0)
es una funcién continua entonces también podemos decir que f conserva la estructura
topolégica de (X, 7) en (Y, o) y si lo consideramos pertinente sélo diremos que f conserva
la estructura. Por otra parte las funciones continuas cumplen las siguientes propiedades
que se deducen directamente de la Definicion 2.1.9.
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Proposicién 2.1.10. Si (X,7), (Y,0)y (Z,w) € |Top| entonces:
a.Sif:(X,7)—= Y,o0)yg:(Y,0) — (Z,w) son continuas entonces
gof:(X,7) = (Z,w) es continua.
b.Silyx : (X,7) — (X, 7) es tal que 1x(x) = x para toda x € X, entonces 1x es continua.

La demostracion de esta proposicién es béasica y se puede encontrar en [7] pagina 27.
Béasicamente la Proposicion 2.1.10 establece que la composicion de funciones continuas es
continua y que para todo espacio topolégico (X, 7) la identidad

Iy : (X,7) = (X,7)

es continua.

Homeomorfismos

Definicién 2.1.11. Sean (X, 7), (Y,0) € |Top|. Una funcién
f(X,7)—= (Y,0)
es un homeomorfismo si f es continua, biyectiva y f~! continua.

Si entre dos espacios topolégicos (X, 7), (Y,0) existe un homeomorfismo, entonces di-
remos que son homeomorfos y lo escribiremos como

(X,7)= (Y, 0).

2.2. La ccce Top

Ya tenemos los elementos necesarios para describir la categoria concreta %op. Lo que
haremos es considerar a la clase de todos los espacios topoldgicos y a la clase de todas las
funciones continuas definibles entre ellos.

Definicién 2.2.1. La ccce Top es una ccce compuesta de los siguientes miembros :

i) La clase |Top| (cuyos elementos ya definimos). Les llamaremos Top-objetos o espa-
cios topoldgicos.

ii) Para cada par (X, 1), (Y,0) € |Top| definimos el conjunto:
home,, [(X, 7), (Y, 0)] :={f € YX| f:(X,7) = (Y,0) es Top-morfismo}.

Para indicar que f es una funcién continua (un Top-morfismo) de (X, 7) en (Y, o) también
escribiremos :

f € home,, [(X, 7), (Y, 0)].
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Este conjunto cumple las siguientes propiedades (vitas en la Proposicién 2.1.10):

(a) Propiedad de composicién.
Para (X,7),(Y,0) y (Z,w) € |Top| arbitrarios, si:

f € home, (X, 7),(Y,0)] y g € home,[(Y, 0), (Z,w)]
entonces:
go f € homey[(X,7),(Z,w)]

(b) Propiedad de identidad.
Para todo(X,7) € |Top|

1x € home,[(X, 1), (X, 7)]

Donde 1x(z) = x para toda = € X.

Asi que Top es la ccce de todos los espacios topoldgicos y las funciones continuas defi-
nibles entre ellos, a los homeomorfismos les podriamos llamar también Top-isomorfismos
de acuerdo con la Definicion 1.3.



Capitulo 3

Top =%

En este capitulo presentamos el concepto de interior de un conjunto en un espacio to-
poldgico, cuya importancia radica en el hecho de que a través de éste definiremos las
propiedades que, en general, debe tener un operador interior. A grandes rasgos, si X es
un conjunto, un operador interior en X es una funcién que opera sobre subconjuntos de
X y produce subconjuntos de X (i.e. es una funcién de P(X) en P(X)), de aqui que se
le llame operador interior.

Dado un conjunto X demostraremos cémo a través de este operador interior se puede
definir una topologia para X y de esta manera podremos establecer una relaciéon entre un
operador interior y una topologia debido a que reciprocamente veremos que una topologia
en X tendra un operador interior, para X, asociado a ésta.

Otros objetivos para este capitulo también son: definir la ccce T, y establecer que Top =

<.

3.1. El interior y sus propiedades

Definicién 3.1.1. Dado (X, 7) € |Top| y A C X, el interior de A en (X, 7) es la unién
de todos los abiertos de (X, 7) contenidos en A y lo denotaremos por:

Int A.

Uno de los aspectos bésicos que se derivan directamente de esta definicién lo vemos en la
observacién siguiente.

Observacién 3.1.2. Dado (X, 7) € [Top| y A C X, la familia:
F={UePX)|UecTtyUCA}
es distinta del vacio e
Int;A =UyerU C A

Demostracion:

La familia F es distinta del vacio pues ) € P(X), 0 € 7 al ser 7 una topologia para
X y 0 C A para todo A C X por lo que:

0eF.

19
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Para ver la segunda parte notemos que Int; A = UycrU por la Definicién 3.1.1. y como
UperU C A entonces:

Int.A C A.
|

En la Observacién 3.1.2 debemos notar que la familia F depende del subconjunto A de
X aunque éste es arbitrario, asi que en adelante si (X, 7) € |Top| y A C X, denotaremos
a la familia:

F={UePX)|UeryUCA}
por:
Fa,
teniendo en cuenta esta notacion podemos escribir:
Int; A =Uper,U.

Dado un espacio topolégico (X, 7) la siguiente proposicién establece una manera de ca-
racterizar a los abiertos de (X, 7) en términos del concepto de interior que acabamos de
ver.

Proposicién 3.1.3. Si (X, 7) € |Top| y A € P(X) entonces son equivalentes:
a. Aer.

b. A = Int, A.

Demostracion:

a=D>b

)
Sea A C X y consideremos la familia F4. Como A € 7 por hipdtesis y A C A entonces
A € F4 y por lo tanto:

AC Int A

pues Upyer,U = Int. A por la Observacion 3.1.2.

2]
Dado A C X y Fj4, entonces como Int,A = Uyer,U por la Observacion 3.1.2 se tiene
que:

Int,A C A.
Ambas contenciones demuestran que:

A=1Int A
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b=a

Dado A C X y F4 entonces Int;A = Uyer,U por la Observaciéon 3.1.2. Como 7 es
una topologia en X entonces:

UUE]—'AU €T

de acuerdo a la Definicién 2.1.6 (la definicién de topologia) y como por hipdtesis tenemos
que A = Int A entonces:

Aer.
[ |

Es decir que dado un espacio topoldgico (X, 7) y A un subconjunto de X, tenemos que
A es abierto si y sélo si es igual a su interior.

Otra propiedad que es sencilla deducir a partir de la Definicién 3.1.1 y de la Observacion
3.1.2 se menciona en la siguiente

Afirmacién 3.1.4. Dado (X,7) € |[Top| y A C X, el interior de A es el mayor abierto
de (X, 7) contenido en A.

Demostracion:

Sea A C X y la familia F, determinada en la Observacién 3.1.2. Supongamos que existe
B C X tal que B € 7y B C A entonces:

Be Fy
y por lo tanto B C Uper,U = Int;A. Es decir que:

B C Int A.
[ |

Considerando este resultado se puede deducir la observacion siguiente:

Observacién 3.1.5. Si (X, 7) es un espacio topoldgico y
ACBCX
Entonces:
Int;AC Int.B.

Demostracion:

Para A C X sabemos que Int, A C A por la Observacién 3.1.2. Luego, como por hipétesis
tenemos que A C B, entonces

Int,ACB
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e Int. A es abierto. Por otra parte Int,B C B es el mayor abierto contenido en B (Afir-
macién 3.1.4), por lo tanto

Int,A C Int,.B.

Notemos que si (X, 7) es un espacio topolégico entonces para A € P(X) se tiene que
Int; A € P(X). Algunas de las propiedades que Int, cumple (demostradas en [7] pagina
18), son las siguientes.

Proposicién 3.1.6. Si (X, 7)€ |Top|y A, B € P(X), entonces:
a. Int, X = X.

b. Int,A C A.

c. Int,(Int;A) = Int.A.

d. Int.(AN B) = (Int;A) N (Int.B).

e. (Int;A)U (Int,B) C Int.(AU B).

Observacion. Para un espacio indiscreto con mas de un punto no se tiene la contencién
en sentido contrario en el inciso (e) de la Proposicién 3.1.6. Veamos :

Dado (X, 7) un espacio topoldgico con méds de un punto e indiscreto, es decir 7 = {X, 01},
podemos considerar A C X (un subconjunto propio de X) tal que A # () entonces

X—-—A#0DelInt,A=10,

debido a que el tinico abierto de (X, 7) contenido en A es (), pero también Int, (X —A) = 0,
por la misma razén. De ambas igualdades obtenemos que

(Int;A)U (Int. (X — A)) = 0.
Por otra parte tenemos que
Int. (AU (X — A)) = Int,(X) = X.

De esta manera tenemos que (Int;A)U (Int,(X —A)) C Int.(AU(X — A)), sin embargo,
la contencién inversa no se da.

3.2. El operador interior

Ya comentamos que el concepto de interior de un conjunto en un espacio topoldgico,
permite definir para cada conjunto X un operador interior. Las propiedades que cumple
un operador interior quedan establecidas en la definicién siguiente.
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Definicién 3.2.1. Dado X un conjunto y A, B € P(X), un operador interior en X es
una funcion

a: P(X) — P(X)

Tal que:

L. aX = X.

I,. aA C A.

I3. a(aA) = aA.

Iy. o(ANB) =aAnNaB.

Una propiedad, del operador interior, que resulta directamente de Iy de la Definicion
3.2.1 es la siguiente.

Observacion 3.2.2. Dado X un conjunto y o un operador interior en X, si A, B € P(X)
entonces
A C B implica que aA C aB.

Demostracion:

Por hipdtesis tenemos que A C B, entonces A = AN By por lo tanto:
aA=a(ANB).

Por I, de la Definicién 3.2.1 también se tiene que (A N B) = aA N aB, debido a esto
ultimo tenemos que aA = aA N aB, entonces

aA C aB.
|
Si X es un conjunto, entonces resulta que a partir de un operador interior en X, se puede
generar una topologia para X como vemos en el siguiente teorema.
Topologia 7,
Teorema 3.2.3. Si X es un conjunto y « es un operador interior en X entonces:
T, ={A € P(X)| A=A}
es una topologia en X que satisface:
Para todo A C X, Int, A = aA.

Demostracion :
Primero veamos que 7, es una topologia en X.

a) De la Definicién 3.2.1 I; se tiene que aX = X, por lo tanto:
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X €T,

De la Definicién 3.2.1 I tenemos que aA C A para todo A € P(X), en particular para
(0, es decir

ap 0

y por otra parte () C af) pues el conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto. Por
las dos contenciones que acabamos de ver podemos concluir que:

ol = 0.

Por lo tanto () € 7,. Asi tenemos que el total y el vacio estdn en 7,.

b) Consideremos a {A;}ier € 7,. Se tiene que A; C U;erA; para toda j € I, enton-
ces aA; C a(UserA;) (Observacién 3.2.2.) para toda j € I, por lo tanto

Userad; C a(Uier ;).
Como A; € 7, para toda i € I, también se tiene que aA; = A;; entonces
Uier Ai € a(UierAs).

Por otra parte U;er4; € X y por lo tanto se tiene que a(UjerA;) C UierAier por la
propiedad . Entonces a(U;erA;) = UierA; v por lo tanto

Uier4; € T,.
c) Sea {U,V} C 7,. Se tiene que
aUNV)y=aUnNaV
por I,. Como U, V € 7, entonces
aU=UyaV =V
por lo tanto a(UNV) =U NV, de donde podemos concluir que:
Unver,.

Entonces 7, es una topologia en X.

Para la segunda parte del teorema, considérese A € P(X). Por I se tiene que a(aA) = aA
por lo tanto A € 7, y ya que « es operador interior en X, también se tiene que oA C A
por [, en consecuencia

aA C Int, A,

pues Int,, A es el mayor abierto de (X, 7,) contenido en A (Afirmacién 3.1.4.).

Por otro lado como Int, A C A, entonces por la Observacion 3.2.2. a(Int, ,A) C aA
y dado que Int. A € 7, implica que a(Int, A) = Int, A, por lo tanto Int, A C A,
entonces

Int, A = aA.
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Debido al teorema que acabamos de probar, dado un conjunto X podemos relacionar
un operador interior en X con una topologia para X.

Podemos preguntarnos, también, cémo luce un operador interior sin tener en cuenta al-
guna topologia, es decir dado un conjunto X determinar una funciéon que este definida
de P(X) en P(X) que sea un operador interior en X, para esto consideremos el ejemplo
siguiente.

Ejemplo. Sea X # ) un conjunto, A,B € P(X)y a : P(X) — P(X) una funcién
dada por

aA=AsiA=XyaA=0si A#X.

Comprobaremos que «, asi definida, es un operador interior en X.
I;. aX = X por definicién de «.

I,. Si A = X entonces A = A C A por lo tanto aA C A. Por otra parte si A # X
entonces aA = () C A, por lo tanto «A C A y en cualquier caso aA C A.

I3. Si A = X entonces vA = A de donde a(ad) = aA = A, por lo tanto a(aAd) = A.
Si A # X entonces aA = () por lo tanto a(aAd) = af) y af) = ) pues X # (), entonces
alad) =0 = aA, es decir que a(aA) = aA y en cualquier caso a(aAd) = aA.

1y.

a) Si A = Xy B # X puede pasar que ANB # ) o AN B = ) en cualquier caso
ANB # X por lo tanto a(ANB) =0y aA = A, aB = () de donde aANaB =AN) =10

y obtenemos que
a(ANB)=aANaB.

b) Si A= Xy B = X entonces AN B = A de donde a(AN B) = aX = X. Por otra
parte «A = Ay aB = B por lo tanto oA NaB = X y obtenemos que

a(ANB)=aANaB.

c)SiA=0yB

y entonces AN B = () de donde a(A N B) = al) = (), por otra parte
aANaB=0Nn0

=0
= () de donde

a(ANB)=aANaB.

El caso en que A # X y B = X es andlogo al a). Por lo tanto « es un operador interior
en X y podemos considerar la pareja

(X, a)

como un objeto en el que X es un conjunto o una estructura para X llamada operador
interior en X, por otro lado como demostramos que un operador interior determina una
topologia para X (Teorema 3.2.3) por medio del conjunto

o = {U € P(X)| aU = U},



26 CAPITULO 3. TOP =T,

entonces podemos preguntarnos qué topologia, para X, determina el operador que aca-
bamos de ver. Si A € P(X) tal que A = X entonces aA = A, es decir que X € 7,, por
otra parte si A = () entonces oA =) y por lo tanto ) € 7,. Si A € P(X) tal que A C X,
A # () entonces A ¢ 7. Con lo que los tinicos abiertos, en este caso, son el vacio y el total,
es decir que « determina la topologia indiscreta.

La clase |T|
Se puede pensar en un conjunto X arbitrario y en el operador interior
a: P(X)— P(X)

a partir del cual, como ya vimos en el Teorema 3.2.3, se puede definir una topologia para
X. Por otra parte este operador interior permite dotar a X de una estructura de tal forma
que podemos considerar a la pareja (X, «). A la familia de operadores interiores en X la
denotaremos por

T X].
Teniendo en cuenta esto definimos la clase

|T1] ;== {(X, @) | X es un conjunto y a € T1[X]}.

Los %i-morfismos

En esta seccién vamos a definir los T;-morfismos entre dos conjuntos dotados con sendos
operadores interiores.

Definicién 3.2.4. Dados (X, a),(Y,5) € |Z1|y f: X — Y una funcién. Decimos que
fi(X,0) = (v, 5)
es un ¥Tj-morfismo o que f conserva la ¥;-estructura de (X, a) en (Y, 3) si
para todo B C Y se tiene que f~1(8B) C af }(B).

A partir de la Definicién 3.2.4 vamos a demostrar que se cumplen las propiedades de
composicion e identidad.

Proposicién 3.2.5. Dados (X,a), (V,8)y (Z,7) € |Z4].

a. Sif:(X,a)—= Y,8)yg:(Y,5) — (Z,7) son Ty-morfismos, entonces
gof:(X,a) = (Z,7) es Ty-morfismo.
b. 1x : (X, a) = (X, a) tal que 1x(z) = x para toda x € X, es T;-morfismo.

Demostracion :

(a) Sea W C Z; puesto que, por hipétesis, g : (Y,5) — (Z,7) es un Ty-morfismo se
tiene que
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g~ (W) € Bg~H (W)
y por lo tanto
g™ (W) € fH(Bg™H (W),
Por otra parte se tiene también que
g W) CY y £ 1 (X,0) = (Y. 8) es Ty-morfismo
entonces f~1(Bg t(W)) C af~t(g~*(W)) y por lo tanto se tiene que
fH g W) S af g™ (W),
Y yaque f~lg7! = (go f)7!, entonces
(go f)'(YW) Calge )~ (W)
y por lo tanto go f : (X, a) = (Z,7) es Ty-morfismo.
(b) Se tiene que 13! (alU) = aU por lo tanto
Iy : (X,a) = (X, )

es Ti1-morfismo.

Ya vimos que los Ty-morfismos entre elementos de |T;| cumplen las propiedades de com-
posicién e identidad; ahora conformaremos la categoria concreta ¥,

3.3. La ccce %,

Llegado este punto tenemos los elementos necesario para definir la ccce T.

Definicién 3.3.1. La ccce %1 es una ccce conformada por los siguientes miembros:
i) La clase |T1|, a cuyos elementos les llamamos T1-objetos.

ii) Para cada par (X, ), (Y, 3) € |%1] definimos el conjunto:
homg, [(X, ), (Y, B)] == {f € Y¥| f: (X,a) = (V. B) es Tr-morfismo}.

Este conjunto estd sujeto a las siguientes condiciones (demostradas en la Proposicién
3.2.5.):

(a) Propiedad de composicién.

Dados (X, a), (Y, B) v (Z,7) %1-objetos arbitrarios, si:

f € hom%[(X? a)» (Y7 B)] y g€ homT1[(Y> 5)7 (Za 7)]

entonces

go f S hom%[(X? Oé), (27 7)]
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(b) Propiedad de identidad.
Para todo ¥;-objetos (X, «)

1x € homg, [(X, a), (X, a)].

Donde 1x(z) = x para toda = € X.

En lo que queda de este capitulo demostraremos que las ccce op y €1 son concreta-
mente isomorfas.

3.4. iop = (Zl

Introduccién

Ya hemos definido y descrito varios aspectos importantes de las ccce Top v €. Por otra
parte la forma en que hemos expuesto nuestros resultados, hasta aqui, nos permite decir
a grandes rasgos que la ccce Fop es la ccce de todos los Top-objetos y todos los Top-
morfismos definibles entre ellos y que la ccce %5 es la ccce de todos los T1-objetos y todos
los Ti-morfismos definibles entre ellos. Basicamente, teniendo en cuenta lo anterior, en
esta seccién probaremos que:

‘IO]J = Tl.

La ccce Top = a la ccce T4

Teorema 3.4.1. Top =F;.
Demostracion:

(i) Sea (X, T) € |Top|; para todo A € P(X) podemos definir
oA = Int, A
y entonces tenemos que bajo esta relacion queda definida una funcién
Oy Top[X] — T1[X]
cuya regla de correspondencia es la siguiente
T Q.
Por otra parte si « es un operador interior en X (es decir o € T1[X]) podemos definir
o ={A € P(X)| aA = A},
que, como ya vimos, es una topologia para X; por lo tanto queda definida una funcién
Uy @ T[X] — Top[X]
cuya regla de correspondencia es:
> Ty

Para comprobar que @y : Top[X] — T1[X] es biyectiva, probaremos que
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qu : Tl[X] — TOP[X]

es la inversa de P .
e Demostraremos que Wy o ®x = Zdzgepx] (donde Zdzopx)(7) = 7 para toda 7 € Top[X]).
Sea T € Top[X] se tiene que

(Ux 0 @x)(1) = Ux(Px(7)) = ¥x(ar) = Ta,
Luego para A € P(X), se tiene que
Aersiysélosi A=Int,A=a,Asiysélosi Aer,.

Por lo tanto 7 = 7,,, entonces para toda 7 € Top[X] se tiene que (Vx o ®x)(7) = 7. Es
decir ¥x 0 ®x = Zdsopx]-

e Demostraremos que ®x o Uy = Zdz,[x) (donde Zds, [X](a) = a para toda o € T;[X])
Dada a € T1[X] se tiene que

(PxoVUyx)(a) =Px(Vx(a)) = Px(1a) = ar,
Si A € P(X), entonces
aA = Int, A=a,A.

Entonces o = a,; por lo tanto para toda a € T1[X] se tiene que (Px o Ux)(a) = . Es
decir (I)X 9] \I]X = _’Z,-d:gl[X].
Entonces Ux = @' y ®y es biyectiva.

(i) Para X, Y conjuntos y f: X — Y una funcién vamos a probar que
[ € homfﬂp[(Xa 7—)7 (Y> U)] siysolosi f € homg, [(X7 q)X(T))? (K q)Y(U))]

Es decir que f : (X,7) — (Y,0) es Top-morfismo siy solo si f: (X, ;) = (Y, ) es
T1-morfismo. Donde

(1) =0a,y Py(0) = a,.

Veamos:

=| Dado U C Y se tiene que a,U C U porque «, es operador interior en Y, por lo
tanto

fHaoU) C f7HU).
Por otra parte f~1(U) C X y como «, es operador interior en X se tiene que
a-f~H(U) € fH(U),

entonces f~Ha,U) C f7HU) y a, f~(U) C f~YU). Pero a,U = Int,U lo cual significa
que a,U € o (pues Int,U € o) y como por hipdtesis

f(X,7) = (Y,0)
es un Top-morfismo, entonces

fHa,U) €.
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Por otra parte también se sabe que
Int, f~Y(U) = a, f1(U) (entonces a, f~1(U) € T pues Int,f1(U) € 7)
es el mayor abierto de (X, 7) contenido en f~1(U) (Afirmacién 3.1.4), entonces
F 0l € ar f1 ().

Por lo tanto f: (X, ;) = (Y, a,) es Ti-morfismo.

< | Dado U € ¢ implica que U = Int,U = a,U y como por hipétesis se tiene que
f:(X,a;) = (Y,a,) es Ty-morfismo, entonces para todo U C Y
fHaelU) € ar f7H(U)

por lo tanto se tiene que f~1(U) = f~Ha,U) C a,fH(U), es decir f~1(U) C a, f~1(U)
y también se sabe que

a. f7H(U) € f7HU)

porque «, es operador interior en X, entonces f~1(U) = o, f~H(U) = Int, f~1(U), por lo
tanto

) er

y entonces f: (X, 7) = (Y, 0) es Top-morfismo. Asi podemos concluir que Top = T;.
|



Capitulo 4

T =%

Introduccion

Otros conceptos basicos en topologia, ademéas de conjunto abierto e interior de un conjun-
to, son: conjunto cerrado, cerradura de un conjunto, frontera y vecindad. Es con base en
estos conceptos que vamos a formar las respectivas categorias concretas. En este capitulo
nos enfocaremos en el concepto de conjunto cerrado, dejaremos para los siguientes capitu-
los los conceptos de cerradura, vecindad y frontera.

Algo bien sabido que ocurre en relacién con los conceptos de abierto y cerrado, no es
que sean contrarios sino que son duales; un conjunto que no es abierto no necesariamente
es cerrado ni inversamente. Vimos, por ejemplo, que la unién arbitraria de abiertos es
abierta; para los cerrados tendremos que intersecciones arbitrarias de cerrados es cerrada.
Esto ilustra minimamente la dualidad mencionada.

Basicamente en este capitulo daremos la definicion de conjunto cerrado, la descripcién de
la categoria concreta que genera y finalizaremos demostrando que T; = %s.

4.1. El conjunto cerrado y sus propiedades

Como mencionamos, lo que cumplen los conjuntos abiertos respecto de la union, lo cum-
plen los cerrados respecto de la interseccion y lo que cumplen los conjuntos abiertos
respecto de la intersecciéon, lo cumplen los conjuntos cerrados respecto de la unién.

Definicién 4.1.1. Si (X,7) € [Top| y C € P(X), diremos que C cerrado en (X, 7) si
su complemento es abierto en (X, 7), es decir si X — C € 7.

Observacién 4.1.2. Dado (X, 7) € |Top|, la familia ¢(z), :={C e P(X) | X -C e 1}
de conjuntos cerrados de X respecto de la topologia 7, es distinta del vacio y tiene como
elementos al conjunto X y al conjunto ().

Demostracion:

Se tiene que X,0 € P(X), X - X =0er7y X -0 =X € 7 (ya que 7 € Top[X]),
por lo tanto

X, 0 € c(x),.

31
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Llamaremos a c(x), la ce familia de conjuntos cerrados de X respecto de la topologia
7. De a cuerdo con la dualidad mencionada (en la introduccién de este capitulo), en
particular con las propiedades caracteristicas de los conjuntos abiertos, si (X, 1) € |Zop|,
la c-familia de conjuntos cerrados de X respecto de la topologia 7 cumple las siguientes
propiedades:

Proposicién 4.1.3. Si (X,7) € |Top|, entonces ¢(x), satisface:

a. X y ) son elementos de c(z)7.

b. Para toda {C;}icr C ¢(x),, I arbitrario distinto del vacio, se tiene que M;c;C; € ¢(x),.
c. Para toda {C;};e;r C ¢(z),, con I finito, se tiene que U;c;C; € ¢(x),.

Demostracion:

a) Este inciso es la Observacién 4.1.2.

b) Sea {C;}ier C c(z),, entonces para toda ¢ € I tenemos que X — C; € 7. Como [
es arbitrario y 7 es una topologia para X, también se tiene que

UieI(X - Ci) S

Pero debido a les leyes de De Morgan sabemos que U;c; (X — C;) = X — Mie;C; y por lo
tanto X — M;e;C; € T; luego por definicién de ¢(z),, se tiene que

ﬁieICi € C(%’)T.

c) Sea {C;}icr C ¢(z),, con I finito. Se tiene que X — C; € 7, para toda i € I; por ser
finito y 7 una topologia para X (Observacion 2.1.7), se tiene que

mz'eI(X - Ci) S

Por las leyes de De Morgan se tiene que Nic;(X — C;) = X — Uiy, por lo tanto
X — UierC; € 1, es decir

UieICi € C(.T)T.

De manera breve podemos decir que si (X, 7) € |Top| entonces c(x), C P(X) es cerrada
bajo intersecciones arbitrarias y uniones finitas arbitrarias.

Topologia 7.,

Definicién 4.1.4. Dado X un conjunto y ¢(z) € P(X) una familia de subconjuntos de
X, si ¢(x) cumple a, b y ¢ de la Proposicién 4.1.3, llamaremos c-familia de X a c¢(x).
Veremos que la familia 7.,y de los complementos de los elementos de una c-familia de X
determina una topologia para X, de esta manera tenemos el siguiente teorema.
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Teorema 4.1.5. Si X es un conjunto y c¢(x) C P(X) es una c-familia de X, se tiene
que

Te@@) = U € P(X) | X =U € c(x)}
es una topologfa para X y c(z) es la familia de cerrados de (X, 7o)
Demostracion:

a) Se tiene que X € P(X)y X — X = (). Por otra parte como c(z) es una c-familia
de X entonces

() € ¢(z) (Definicién 4.1.4),
por lo tanto X € 7,(y).

Se sabe que ) € P(X) y X — 0 = X y puesto que ¢(z) es una c-familia para X en-
tonces

X € ¢(x) (Definicién 4.1.4).
De esto podemos concluir que @) € 7).

b) Sea {U;}ier C Tew), S€ tiene entonces U; € 7.) para toda i € I, por lo tanto
X — U; € ¢(x) para toda i € I. Como c(x) es una c-familia de X, c(zx) satisface by ¢
de la Proposicién 4.1.3, entonces por b, ¢(z) es cerrada bajo intersecciones arbitrarias, es
decir

Nicr(X — U;) € c(x).

Por De Morgan se tiene que N;er (X —U;) = X — U;erU;, lo cual implica que X — U U; €
c(z) y por lo tanto U U; € Ty(q).

c¢) Sea {Ui;}icr C Tew), con I finito. Por una parte tenemos que U; € 7., para toda
i € Iy entonces X — U; € c¢(x) para toda i € I; por otro lado se tiene que ¢(x) es una
c-familia de X, lo cual significa que c(x) es cerrada bajo uniones finitas (inciso ¢ de la
Proposicién 4.1.3); en consecuencia

Uie](X — Uz) € C(ZE)
Por las leyes de De Morgan sabemos que U;e (X —U;) = X —N;e U, entonces X —N;e U; €

c(z), pero esto es la definicién de pertenecer a 7., es decir NicU; € Te(a)-
En conclusién 7., es una topologia para X.

Ahora bien, c(x) es la familia de cerrados de (X, 7.(;)); en efecto, dado C' € P(X) tenemos
que C' es cerrado en (X, 7,(;)) siy sélo si X — C' € 74) siy sélo si, X — (X — C) € ¢(x).

Por lo tanto

C es cerrado en (X, 7o) siy sélo si C' € ¢(z).
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Si nos preguntamos cémo podria ser una c-familia de algin conjunto X, podemos consi-
derar el ejemplo siguiente.

Ejemplo. Sea X un conjunto, consideremos a P(X) entonces P(X) es una c-familia
de X, veamos.

a) X,0 € P(X) pues X y () son subconjuntos de X. (as{ queda en evidencia que se
cumple a de la Proposicién 4.1.3).

b) Sea {C;}ier € P(X), con I arbitrario distinto del vacio, puesto que C; C X para
todo i € I entonces N;e;C; € P(X) y queda probado que P(X) es cerrado bajo intersec-
ciones arbitrarias (se cumple b de la Proposicion 4.1.3).

c) Sea {C;}icr € P(X), con [ finito, puesto que C; C X para todo i € I entonces
UierC; € P(X), por lo que queda demostrado que P(X) es cerrado bajo uniones finitas
arbitrarias (se cumple ¢ de la Proposicién 4.1.3). Tenemos entonces que P(X) es una
c-familia para X y podemos considerar la pareja

(X, P(X))

en la que X es un conjunto y P(X) es una estructura para X llamada c-familia para X.
Podemos, de acuerdo al Teorema 4.1.5, determinar una topologia para X definida por la
c-familia P(X) que acabamos de ver. Tal topologia estd determinada por

px) ={U € P(X)| X = U € P(X)}.

Como se cumple que X — U € P(X) para todo U € P(X) entonces 7p(x) es la topologia
discreta.
[ |

Hemos demostrado que si X es un conjunto y c¢(z) es una c-familia de X, entonces
c(x) genera una topologia para X. Con los resultados que hemos obtenido vemos que si
(X, 7) € |Top| queda determinada su familia de conjuntos cerrados respecto de la topo-
logia 7 de X y reciprocamente si X es un conjunto y ¢(x) una c-familia para X entonces
se puede determinar una topologia para X, esto en términos generales nos deja ver que
hay una relacién entre estas dos estructuras. En el siguiente apartado sélo definiremos
la clase |Ty| aunque no estd de més tener en mente (en términos generales) la relacién
anterior que se menciono.

La clase |T,|

Anteriormente ya definimos a |Top| y |F1|, de manera andloga definiremos la clase |5,
de la siguiente manera: si X es un conjunto entonces podemos considerar la familia o[ X]
de c-familias de X, es decir si ¢(z) € T3[X], ¢(x) es una familia que cumple a, b y ¢ de
la Proposicién 4.1.3. Definimos la clase

|Ts] := {(X,c(z)) | X es un conjunto y ¢(x) € T[X]}.

Con miras a conformar la ccce ¥y definiremos en la siguiente seccion los Eo-morfismos y
las propiedades que deben cumplir.
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Los Ty-morfismos

Definicién 4.1.6. Dados (X, c(x)), (Y,c(y)) € |%2| y f: X — Y una funcién, diremos
que

[ (X e(x) = (Y, e(y)
es un To-morfismo o que f conserva la estructura de (X, c(z)) en (Y, c(y)) si
Para todo C' CY, C € c¢(y) implica que f~'(C) € c(z).

Con base en esta definicion demostraremos las propiedades de composiciéon e identidad
entre los To-morfismos.

Proposicién 4.1.7. Dados (X, c(x)), (Y,c(y)) v (Z,c(2)) € |T2|. Entonces:

a. Sif:(X,c(z)) = (Yiely) yg: (Y,cely) = (Z,c(z)) son To-morfismos, entonces
gof:(X,c(x)) = (Z,¢c(z)) es un Ty-morfismo.

b. 1x : (X,c(z)) = (X, c(z)) es un Ty-morfismo.

Demostracion:

(a) Sea W C Z tal que W € ¢(z), entonces debido a que g es un To-morfismo se tie-
ne que

g7 (W) € cly)

por otra parte como f: (X, c(x)) — (Y, c(y)) es un To-morfismo, entonces

=g (W) € e(x); pero fH g™ (W) = (go f)7H(W)
por lo tanto (go f)~1 (W) € c(x) es decir go f : (X, c(x)) = (Y, c(y)) es un Ty-morfismo.

(b) Sea C' C X tal que C € c(w), se tiene que 1, (C) = C, por lo tanto 1 (C) € c(z),
entonces

Ix : (X, e(x)) = (X, e(x)) es un Ty-morfismo.
|

Ahora podemos conformar la categoria concreta Ts.

4.2. La ccce %,

Definicién 4.2.1. La ccce Ty es una ccce conformada por los siguientes miembros:
i) La clase |T3, a cuyos elementos les llamaremos T-objetos.

ii) Para cada par (X, c(x)), (Y, c(y)) € |T2| definimos el conjunto:
home, [(X, c(x)), (Y. c(y)] :={f € Y| f: (X, c(x)) = (Y, c(y)) es Ty-morfismo},



36 CAPITULO 4. T, =%,

sujeto a las siguientes propiedades (proposicion 4.1.7.)
(a) Propiedad de composicién
Sean (X, c(x)), (Y,c(y)) v (Z,c(z)) T,-objetos arbitrarios, se tiene que

Si f € homg, [(X, ¢(2)), (Y, c(y))] v g € homg, [(Y, c(y)), (Z, c(2))]
Entonces go f € hom‘Iz[(X7 C(ZE)), (Zv C(Z))]

(b) Propiedad de identidad
Para todo Ty-objeto (X, c(x))

lx € homg,[(X, c(2)), (X, c(x))].

donde 1x(z) = x para toda = € X.

La relacién entre c(x) y 7

Observacién 4.2.2. Sea X un conjunto, Top y Ty, entonces Top[X] y T2[X] son biyec-
tables.

Demostracion:

» Sea 7 € Top[X] entonces
clz), ={CCX| X-Cer}

es la familia de cerrados con respecto de la topologia 7 por lo que podemos establecer una
funcién de Top[X] en Ty[X] cuya regla de correspondencia es

T+ (),

sabemos que ¢(x), cumple a, b y ¢ de la Proposicién 4.1.3, por lo que ¢(x), € To[X].

Por otra parte sabemos que si ¢(z) es una c-familia para X entonces genera una topologia
para X (Teorema 4.1.5), la cual es

Tex) = U € P(X)|X = U € c(2)}

por lo que podemos establecer una funcién de T,[X] en Top[X]| cuya regla de correspon-
dencia es

c(z) = To()-
Consideremos la composicién
T = ¢(Z)r = Te(z),

e Demostraremos que 7 = 7(,),, veamos:
Uertsiysolosi X —U € c(x), siysélosiU € 74y, de donde 7 = 7). Entonces
tenemos que

T = ()7 = To(z), = Tdzop[x]

donde Jdzpx) es la identidad en Top[X].
<« Reciprocamente si ¢(x) € Ty[X], se tiene que
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Tew) = {U € P(X)| X = U € ¢(x)}

es una topologia para X (Teorema 4.1.5), entonces podemos definir una funcién de To[X]
en Top[X] cuya regla de correspondencia es

c(r) = To()
como T, €s una topologia para X entonces define la c-familia para X digamos
c(m)Tc(z) ={CePX)|X-Cery}

e Demostraremos que c(z) = c(2)r,,,-
C € c(x) siy sblo si X — C € 7y siy sblo si C € ¢(x),,,, por lo tanto c(z) = c(x),,,,-
Por lo tanto tenemos que

C(.I) = Te(z) F7 C(x)fc(z) = jd%[)q

donde Jds,x) es la identidad en T, [X]. Debido a » y < se tiene que Top[X] es biyectable
a (12 [X] .
|

4.3. T, =%

Afirmacién 4.3.1. Dado X un conjunto y ¥y, %y, entonces T;[X] y Ty[X] son biyec-
tables.

Demostracion:

Se sabe que la biyectabilidad es una relacién de equivalencia entre conjuntos; en par-
ticular, es una relacion transitiva. Por otra parte para todo X han resultado biyectables
Top[X] y T1[X] (primera parte de la demostracién del Teorema 3.4.1) asi como Top[X]
y T2[X] (Observacion 4.2.2). Por lo tanto, para todo X, T;[X] y T,[X] son biyectables.

|

Teorema 4.3.2. T; = %s.
Demostracion:

(i) Sea X un conjunto y T,[X] la familia de operadores interiores de X. Por la Afir-
macién 4.3.1 se sabe que T;[X] y T5[X] son biyectables; consideremos

(I)X : ‘Zl[X] — (ZQ[X]
la biyeccién, cuya regla de correspondencia es
a— c(x),,

donde 7, es la topologia asociada al operador interior (Teorema 3.2.3). Por otra parte
podemos definir la funcion biyectiva

\I]X : ‘ZQ[X] — ‘Zl[X]
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cuya regla de correspondencia es
o(z) = o,

donde 7., es la topologia asociada a c(x) (Teorema 4.1.5). Como las funciones ®x :
TX] = o[ X] vy Ux : T[X]| — T1[X] son biyectivas sélo falta probar que ¥y es inversa
de (I)X.

e Demostraremos que Wy es la inversa de ® .

(Cl) \IJX 9] <I>X = IdTop[X]'

Sea v € T1[X], entonces

(Ux 0 @x)(a) = Ux(Px(a)) = Ux(c(2)s,).
Debido a las biyecciones que vimos entre T1[X] y Top[X], Top[X] v To[X], se tiene que

T[X]=Top[X]=>F2 [ X ]| =>Top[ X]—F1 [ X]
a = T, =e(T) T —oq

por lo tanto
Uy (c(z).,) = a.
En consecuencia se tiene que para toda o € T1[X], (Vx o Px)() = v y por lo tanto
Wy oDy = Ids, x].
(b) x 0 Ux = Lds,[x). Sea c(z) € Tr[X].

Por las biyecciones que sabemos existen, entre Top[X], T;[X] y T2[X], consideremos las
siguientes composiciones

c() = Te(z) =

(@) = Te(z) c(w)

Por lo tanto
CDX(ozTcm) = ¢(x)

En consecuencia para toda c(z) € To[X], se tiene que (®x o Ux)(c(x)) = ¢(z), entonces
¢, o Wx = Zdg,[x]. Por lo tanto ¥x es la inversa de ®x. Entonces para cada conjunto X
queda establecida la correspondencia biyectiva

by (Zl[X] — (ZQ[X]
(i) Sean XY conjuntos y f: X — Y una funcién. Demostremos que
f € homg, [(X, a), (Y, )] siy sélo si f € homg, [(X, Px(«)), (Y, Py (8)].

Puesto que a € T1[X], 8 € T1[Y] entonces x(a) = ¢(z),, € T2[X] y Py(B) = c(y)., €

T[],

8

=] Sea C' CY tal que C € c(y),, :={U CY|Y — U € 75}, por lo tanto
Y-Cerm:={VePY)pV=V}

en consecuencia (Y — C) =Y — C por definicién de 75. Por otra parte como
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[ (X, a) = (Y, 5)
es T1-morfismo, se tiene que
Y =0)=f1BY =0C) Caf'(Y=0C)
lo cual implica que f~1(Y — C) C af (Y — C) y como también se tiene que
af 71 (Y —C) C f~HY — C) (porque « es operador interior para X)

entonces f~H(Y — C) = af (Y — C), pero es precisamente la propiedad de pertenecer a
7. :={U € P(X)| aU = U}, entonces

Y Y -C)er,

ademas de que f~1(Y — C) = X — f~1(C), en consecuencia X — f~1(C) € 7, y por lo
tanto

f7HC) € ().,

debido a que ¢(7), :={D C X| X—D € 7,}; de estamanera f : (X, c(z)-,) — (Y, c(y)r,)
es Ty-morfismo ie. f € homg,[(X, c(2)r,), (Y, c(y)s,)]-
< | Sea B CY entonces B C B, ya que (8 es operador interior en Y, por lo tanto

fH(BB) C f74(B)
Por otra parte B € 13 := {V € P(Y)| BV = V'} entonces
Y — BB € c(y)s,,
como f: (X, c(x)r,) = (Y, c(y)r,) es To-morfismo entonces f~1(Y — B) € ¢(z),, y como
fHY = BB) =X — f1(BB)
entonces X — f~*(BB) € ¢(z).,; por lo tanto f~Y(BB) € 7, := {U € P(X) : aU = U},

en consecuencia

af~H(BB) = f~1(8B).

Por otro lado tenemos que f~1(8B) C f~!(B) (pues como 3 es un operador interior en
Y se tiene que fB C B) entonces

afHBB) C af~'(B) (Observacién 3.2.2)
v ya que af 1(BB) = f~1(BB), se tiene por lo tanto que
7Y (BB) C af~(B)

Entonces [ : (X,a) — (Y, ) es Ty-morfismo ie. f € homg, [(X, «), (Y, ()]. Por lo tanto
T =%



Capitulo 5

To = %3

Como ya habiamos mencionado, otro concepto basico, de la topologia, es el concepto de
cerradura de un conjunto. En este capitulo nos basaremos en el concepto de cerradura
para formar la ccce correspondiente.

Asi como consideramos los conjuntos abiertos y el operador interior, ahora consideraremos
los conjuntos cerrados y el operador cerradura. Hemos comentado que el concepto de
conjunto abierto y de conjunto cerrado son conceptos duales. Con el interior y la cerradura
pasa algo similar: Si el interior es el abierto mas grande contenido en el conjunto, la
cerradura es el cerrado mas pequeno que contiene al conjunto. Por otra parte también
definiremos la ccce T3 y demostraremos que es concretamente isomorfa a la ccce Ty en
este capitulo.

5.1. La cerradura y sus propiedades

Definicién 5.1.1.  Si (X,7) € [Top| y A € P(X), la cerradura de A en (X, 7), denotada
por A", es la interseccién de todos los conjuntos cerrados de (X, 7) que contienen a A.

Observacién 5.1.2. Dado (X, 7) € |[Top| y A € P(X), la familia
Gg={CePX)X-CeryACC}

es distinta del vacio y A" = NeegC.
Demostracion:

Ya que X — X € 7 (pues X — X = () y 7 es una topologfa para X) y A C X entonces
X € G, por lo que G # (). Se tiene que

A" =NeegC.
por la Definicién 5.1.1.
[
Tenemos, también, que si (X, 7) € [Top| y A € P(X), la familia
G={CePX)|X-CeryACC}

ademas depende de A, debido a esto denotaremos a esta familia por:

40
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Ga.

Vimos que con el interior se puede caracterizar a los conjuntos abiertos como los con-
juntos que son iguales a su interior (Proposicién 3.1.3). También los cerrados se pueden
caracterizar por su cerradura, veamos.

Proposicién 5.1.3. Si (X,7) € [Top| y A € P(X), son equivalentes

a. A es cerrado.

b.A=A".
Demostracion:
a=b

c|

Sea A € P(X) cerrado y consideremos la familia G4, entonces como X —A €7y AC A,
se tiene que A € G4, pero esto implica que

AcCA
pues Neeg,C = A" por la Observacién 5.1.2.

2]

Se tiene que A C C para todo C' € G4 esto implica que A C Neeg,C = A", es decir
ACA

Por lo tanto A = A"

b=a

Se tiene que G4 C ¢(x) = {C C X| X —C € 7} (pues G4 es la familia conformada por

los conjuntos cerrados de (X, 7) que estdn contenidos en A) y por la Proposicién 4.1.3

se sabe que ¢(z) es cerrada bajo intersecciones arbitrarias; entonces Neeg, C' es cerrada,

como por b se tiene que A = Ngeg, C, esto implica que A es cerrado.
[ |

Veamos que en todo espacio topoldgico la cerradura de un conjunto es el menor cerrado
que contiene al conjunto.

Afirmacién 5.1.4. Si (X, 7) € [Top| y A € P(X), la cerradura A™ es el menor cerrado
de (X, 7T) que contiene a A.

Demostracion:

Consideremos A € P(X) y Ga. Supongamos que existe B € P(X) tal que X — B €1y
A C B, entonces B € G4 y por lo tanto

A" =NcegC C B
n

Un resultado que sera ttil, mas adelante, es el siguiente
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Observacién 5.1.5. Sea (X,7) € |Top| y A,B € P(X) tal que A C B entonces
A crn
Demostracion:

Sea A C B; sabemos que B C B’ por la Definicién 5.1.1, entonces A € B'. Por la
Afirmacién 5.1.4 A" es el menor cerrado de (X, 7) que contiene a A y como ademas B’
es cerrado y contiene a A se tiene entonces que

A CB.
]

La siguiente proposicién establece las propiedades que cumple la cerradura, propiedades
que serviran para definir el operador cerradura.

Proposicién 5.1.6. Sean (X, 7) € |Top| y A, B € P(X) cualesquiera; entonces se sa-
tisfacen:

a. ) =0

b. ACA

c.Ad =A

d. AUB " =A"UB".
ee ANB' CA'NnD’
Demostracion:

a. Sabemos que () es un conjunto cerrado en (X, 7) pues X = X — () € 7, asi que por la
Proposicién 5.1.3 podemos concluir que

0 =0

b. A C A" por la Definicién 5.1.1 y teniendo en cuenta la Observacién 5.1.2.

T . . ., .
c. Tenemos que A es un conjunto cerrado ya que es interseccién de conjuntos cerra-
dos (Definicién 5.1.1), por lo tanto

A=A
por la Proposicién 5.1.3.
d.
<]

Por una parte A C A' C A’ UB' y entonces A C A" U B', por otra parte (andloga-
mente) B C A" UB', por lo tanto
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AUBCA UB .

Puesto que A" y B’ son conjuntos cerrados, entonces el conjunto A"UB esun conjunto
cerrado pues es unién finita de dos conjuntos cerrados, siendo asi se tiene que A" U B"
es un conjunto cerrado que contiene a A U B. Por otra parte debemos tener en cuenta
que AU B es el menor conjunto cerrado que contiene a AU B (Afirmacién 5.1.4). Por lo
tanto:

T

AUB CA UB

2]

Sabemos que A C AU B C AUB por lo que A C AU B y entonces AUB  es un
conjunto cerrado que contiene a A, pero sabemos que A" es el menor conjunto cerrado
que contiene a A (Afirmacion 5.1.4), entonces

ACAUB.

Anélogamente tenemos que B C AUB por lo tanto:
A"UB CAUBR.

De las dos contenciones podemos concluir que:

AUB =A"UB'.
e. Sabemos queAﬂBQAQZTyAﬂBQBQF, por lo tanto
ANBCA NB

y A" N'B’ es un conjunto cerrado (al ser interseccion de dos conjuntos cerrados) que
contiene a AN B. Por otra parte sabemos que AN B es el menor conjunto cerrado que
contiene a AN B, por lo tanto:

=y

ANB CA NB .
[ |

Observacién. Para corroborar que no se cumple la contencién en sentido contrario en
el inciso e de la Proposicién 5.1.6 consideremos el conjunto {a,b} y 7 = {0,{a,b},{a}}
(tenemos que 7 es la topologia de Sierpinski! para el conjunto dado). Por una parte

{afn{p}=0=0
y por otra parte {a} = {a, b}, {b} = {b}, de donde
{a} N {0} = {a,0} N {b} = {b}.
De donde vemos que {b} ¢ 0. Es decir que {a} N {b} ¢ {a} N {0}.
|

"Waclaw Franciszek Sierpinski fue un matemético polaco que propuso esta topologia en 1920 como
ejemplo de una topologia que es la mas pequenia sin ser la topologia indiscreta (o trivial)
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De la misma manera que cuando definimos el operador interior y observamos las propie-
dades que cumple el interior con respecto a la topologia, en este caso también podemos
tomar las propiedades que cumple la cerradura con respecto a la topologia para obtener
lo siguiente: Si X es un conjunto y A C X entonces podemos definir

v : P(X)— P(X)
tal que para todo A € P(X)
pA=A".
Notemos que queda justificado el nombre de operador pues ¢ es una funcién que va de

P(X) en P(X).

5.2. El operador cerradura

Las propiedades que cumple el operador del que hablamos en la parte final de la seccion
anterior quedan completamente determinadas en la siguiente definicion y también reciben
el nombre de aziomas de Kuratowski porque este matemético? descubrié que se puede
definir una topologia, para un conjunto X, tomandolas como punto de partida.

Definicién 5.2.1. Si X es un conjunto y A, B € P(X) entonces un operador cerradura
en X es una funcién ¢ : P(X) — P(X) tal que:

Ch. b = 0.

Cy. AC YA

Cy. h(YA) = A,

Cy. V(AU B) = AU YB.

En base a las propiedades mencionadas, sobre el operador cerradura, en la Definicion
5.2.1 se puede deducir lo siguiente.

Proposicién 5.2.2. Dado X un conjunto, A, B € P(X) tal que A C By ¢ un operador
cerradura en X, entonces YA C ¥ B.

Demostracion:
Por hipétesis tenemos que A C B entonces:
AUB=B.
Por otra parte (AU B) = v AU ¥ B (por Cy), entonces:

YB =y AUYB,

2Kazimierz Kuratowski fue un matematico y 16gico polaco. Realizé una construccién axiomatica de la
topologia a través de las propiedades de la cerradura.
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de donde A C B pues YA CYpAUYB.

|

Consideremos un conjunto X y ¢ : P(X) — P(X) un operador cerradura en X, la familia
W :={W e P(X)| yW =W}

es distinta del vacio porque () € 25 ya que ¥l = 0 (por C}).

Observacion 5.2.3. Sea X un conjunto y 1 un operador cerradura en X, entonces la
familia

W= (W e P(X)| W = W}

es cerrada bajo intersecciones arbitrarias y uniones finitas arbitrarias.
Demostracion:

(a) Sea {W;}ic;r C 20. Se tiene que Nie;W; C W, para cada ¢ € I entonces por la
Proposicién 5.2.2 obtenemos que ¢ N;er W; C oW, para cada ¢ € I, pero yW; = W, para
toda ¢ € I, por lo tanto

Y Nier W; C W, para toda ¢ €

En consecuencia ¢ N;er W; C Nier Wi

Por otra parte por Cy de la Definicion 5.2.1 NM;e/W; C o NMier W;. Por consiguiente
W Nier Wi = NMierW; v por lo tanto

ﬂiEIWi E Qn

(b) Sea {W,;}ier € 20 con I finito, entonces por induccién sobre sobre el nimero n de
elementos de [, tenemos lo siguiente.

(i) Base inductiva n = 0
Por definicién de unién de una familia {WW;};c; de subconjuntos de X tenemos :

UiesW; .= {x € X| hay i € I tal que = € W}
Si I = () entonces no existe ¢ € I tal que x € W; por lo que
UietW; = 0.

Y asf por C; de la Definicién 5.2.1 se tiene U;e;W; € 20 pues @ = () y la base inductiva
queda demostrada.

(ii) Como hipdtesis de induccién supongamos que se cumple para n — 1; entonces:
¢<U?:_11Wi) = U?:_llVVZ-
(iii) Veamos que se cumple para n elementos. Se tiene que

YU Wi) = (UL W U W) = (Ui W) U (W)



46 CAPITULO 5. T, = T,

por Cy de la Definicién 5.2.1. Por hipdtesis de induccién se tiene que

w(U?:HlWi) = U?;lM/i?
por lo tanto

DU W) U (W) = Ui W U W,

ya que W; € 20 para toda ¢ € I, pero

Ui W U W, = Up, W,
por lo tanto

@Z’(U?:lwi) = UL Wi,
es decir

U, W; € 20.

Topologia 7

En el siguiente teorema veremos como el operador cerradura induce una topologia para
un conjunto X.

Teorema 5.2.4. Sea X un conjunto, ¢ : P(X) — P(X) un operador cerradura en X y
la familia

0 = {W S P(X)| YW = W},
entonces
T, ={X —-W e P(X)| W € 20}

es una topologia en X y para todo A € P(X) se tiene que A=A
Demostracion:

a) Se tiene que X C X por Cy de la Definicién 5.2.1. Por otra parte X C X, ya
que 9 es una funcién que va de P(X) en P(X). Por lo tanto:

$X = X,
entonces X € 2. También se tiene que X — X = () € P(X) y entonces:
X e Top-

Para ver que () € 7, primero observemos que ) € P(X), ¥ = 0 (por C; de la Definicién
5.2.1), por lo que () € 20. Por otra parte X — ) = X € P(X), por lo tanto:

@Gﬂp.

b) Sea {X — W,;}.cr C 7, sabemos que
() S (2R q
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UieI(X - VVz) =X - mieIWi~

Como W; € 2 para toda i € I y 2 es cerrada bajo intersecciones arbitrarias (Observacién
5.2.3), entonces N;c;W; € 2T, por lo tanto

UieI(X — Wz) =X - ﬂieﬂ/Vi € Ty-
(c) Sea {X — W;}ier € 7y con [ finito, sabemos que
Nier(X — W;) = X — Uie/ W

Se tiene que para cada ¢ € I, W; € 20, por lo tanto U;c;W; € 2, ya que 20 es cerrada
bajo uniones finitas (Observacién 5.2.3), en consecuencia

ﬂigj(X - Wz) =X - UiEIWi € Top-

Entonces 7, es una topologia para X.
Finalmente veamos que para todo A € P(X)

A" = A,

Como (1P A) = 1A por Cs de la Definicién 5.2.1, entonces A es cerrado en (X, 7y) (es
decir YA € 207). Como también se tiene que A C 1A por Cy de la Definicién 5.2.1 y como
A™ es el menor cerrado de (X, Ty) que contiene a A entonces

A C A

Por otra parte se tiene que A C A™  por lo tanto YA C (A™) por la Observacién 5.1.5
y W(A™)=A" al ser A cerrado en (X, Ty), por lo tanto

YA C A"

. T,
En consecuencia A = A",

Aqui podemos preguntarnos cémo se ve un operador cerradura sin hacer alguna refe-
rencia a la topologia, es decir determinar una funcién que esté definida sobre P(X) en
P(X) y que cumpla las propiedades de la Definicién 5.2.1. Para esto consideremos el
ejemplo siguiente.

Ejemplo. Dado X un conjunto, A,B € P(X)y ¢ : P(X) — P(X) una funcién da-
da por

WA = A, para todo A € P(X).

Se tiene que ), asi definida, es un operador cerradura, veamos:
C1. Y0 =0 pues ) € P(X).
(5. Por definicién se tiene que ®»A = A por lo tanto A C 1A, entonces se cumple Cs.

C5. Se tiene que (¢ A) = ¥(A) y se cumple directamente pues YA = A para todo
A€ P(X).

Cy. Tenemos que (AU B) = AU B =9AUYB, por lo tanto (AU B) = vy AUYB.

Como se cumplen las cuatro propiedades dadas en la Definicion 5.2.1 entonces podemos
concluir que 1 es un operador cerradura y podemos considerar la pareja
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(X,9)

en la que X es un conjunto y ¥ una estructura para X llamada operador cerradura en X.
Puesto que hemos demostrado que un operador cerradura determina una topologia para
X (Teorema 5.2.4) por medio del conjunto:

7, ={X — A€ P(X)| A e},

podemos preguntarnos qué topologia, para X, determina el operador cerradura que aca-
bamos de ver. Como

W ={W e P(X)| yW =W} es la familia de cerrados

y $»A = A para todo A € P(X) entonces todos los subconjuntos de X son cerrados (y
por lo tanto también todos los subconjuntos de X son abiertos), es decir que 7 es la
topologia discreta.

La clase |%|

De la misma manera que consideramos las topologias para un conjunto dado X, ahora
vamos a considerar la familia de operadores cerradura para X que denotaremos por T3[X].
Definimos la clase

|%5] == {(X,¢)| X es un conjunto y ¢ € T3[X]}.
Determinaremos, también, la nocién de Ts-morfismos entre cualesquiera dos elementos de

T3]

Los T3-morfismos

Definicién 5.2.5. Dados (X,v), (Y, ¢) € T3] y f: X — Y una funcién. Diremos que
f(X4) = (Y. 9)
es un Ts-morfismo o que f conserva la Ts-estructura si
Para todo A € P(X) se tiene que f(YA) C ¢f(A).

La siguiente observacién determina una propiedad que tiene un T3-morfismo respecto de
las imagenes inversas.

Observacion 5.2.6. Sean (X, ), (Y,¢)€ |T3]. Si f: (X, ¢) — (Y, ¢) es un T3-morfismo

entonces
Para todo BC Y, ¢f'(B) C f~'(¢B)

Demostracion:

Sea B C Y, entonces f~1(B) C X; como f es un Tz-morfismo se tiene que
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ff=H(B)) C of (fH(B)),

por otro lado sabemos que f(f~Y(B)) C ¢f(f~1(B))y f(f~1(B)) C B, entonces

of(f71(B)) € ¢B,
por lo tanto

fwf(B)) € ¢B,
tenemos entonces que

fHffH(B))) € fH(eB),
pero 4 £-1(B) € f-1(f(6f~(B))), por lo tanto
wf~1(B) C [ (D).

[ |

En base a la Definicion 5.2.5 podemos demostrar que se cumplen las siguientes propiedades
entre los T3-morfismos.

Proposicién 5.2.7. Sean (X, ¢), (Y, ), (Z,£) € |T3].

a. Sif:(X,Y)— (Y,0)yg:(Y,0) = (Z,§) son T3-morfismos, entonces
gof:(X,v¥)— (Z,€) es Ts-morfismo
b. 1x : (X,¢) = (X,v) es un Ts-morfismo.

Demostracion:

a. Sea A € P(X), como f: (X,v) — (Y, ¢) es un Tzg-morfismo, f(YA) C ¢f(A) (Defini-
ci6én 5.2.5), por lo tanto

9(f(WA)) € g(of(A)),

pero tenemos que también g : (Y, ¢) — (Z,€) es un Tsz-morfismo, entonces

g(of(A)) C Eg(f(A)),

en consecuencia

g(f(A)) C Eg(f(A))
Entonces para todo A € P(X),
(g0 [)(WA) C&(go f)(A).
Por lo tanto g o f : (X,¢) — (Z,£) un T3-morfismo.

b. Sea 1x : (X,¢) — (X,v) tal que 1x(x) = x para toda z € X. Se tiene que

1X(@/}A) = 1/)14 = ¢1X(A)

para todo A € P(X); por lo tanto 1x(1A) C )1x(A) y entonces 1x : (X,9) — (X, ) es
un Tz-morfismo.
[
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5.3. La ccce %5

Hemos definido a los T3-morfismos y comprobamos que cumplen las propiedades de com-
posicion e identidad. Estamos en condiciones de definir a la categoria concreta de conjuntos
estructurados %s.

Definicién 5.3.1. La ccce T3 es una ccce compuesta de los siguientes miembros.
i) La clase | T3], a cuyos elementos les llamaremos ¥3-objetos.

ii) Para cada par (X, ), (Y, ¢) € |T;| definimos el conjunto:

home, [(X, ¥), (Y, 9)] :=={f € YX| f: (X,9¥) = (Y, ) es Tz-morfismo}.

Este conjunto cumple las siguientes propiedades (Proposicién 5.2.7.)
(a) Propiedad de composicién.
Dados (X7w>7 (K (b) y (275)7 € |z3| si

f S h0m53[(X, ¢)7 (}/a ¢)] yge hom33[<Y7 ¢)> (Z> 5)]

entonces

go f € homfs[(X7w>7 (Z> 5)]

(b) Propiedad de identidad
Para todo T3-objeto (X, 1)

Ix € h0m13 [(X7 ¢)a (X7 ¢)]

donde 1x(z) = x para toda = € X.

La relacién entre ¢ y 7

Observacién 5.3.2. Sea X un conjunto, Top y T3; entonces Top[X] y T3[X] son biyec-
tivables.

Demostracion:

» Sea 7 € Top[X], entonces hay una cerradura con respecto a 7 y se puede definir el
operador cerradura

Uy : P(X) = P(X)

mediante ¢, A := A" para todo A C X, por lo que tenemos la siguiente regla de corres-
pondencia

Top[X] — T3[X]
T H wT

Por otra parte se tiene que si ¥, € T3[X], entonces considerando la familia

W :={W e P(X)| v,W = W} (Observacién 5.2.3),
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existe una topologia para X asociada a v, (Teorema 5.2.4), digamos 7, € Top[X], por
lo que tenemos

T3[X] — Top[X]
¢T — TzZJT

donde 7,. = {(X — W) € P(X)| W € 20}

e Demostraremos que 7 = 7,,_, veamos :
Uertsiysélosiy (X —U)=X—-Usiysélosi X —U € WsiysdlosiU e 7y,
por lo tanto 7 = 7, . Entonces tenemos que
T r = Ty, = Tdopx]
donde Jdz,px) es la identidad en Top[X].
<« Reciprocamente

Si ¢ € T3[X], se define la familia 0 := {W € P(X)| W = W} (Observacién 5.2.3);

entonces
o ={(X —W) e P(X)| W e 2}

es una topologia para X (Teorema 5.2.4) entonces podemos definir una funcién de T3[X]
en Top[X]| cuya regla de correspondencia es

Qﬂl—>7}/}

debido a que 7, es una topologia para X que define una cerradura y por lo tanto un
operador cerradura, entonces podemos definir la funcién

T — ¢Tw

e Demostraremos que ¢ = ¢,
Sea A € P(X), se tiene que pA = A" = V7, A, por lo tanto ¢ = ¥y, .
Entonces

¢ —> Ty — '(ﬁq—w = jd‘}:3[X]

donde Jdz,[x) es la identidad en T3[X]. Por » y <« se tiene que Top[X| y T3[X] son

biyectables.
[ |

5.4. Ty =%,
Afirmacién 5.4.1. Sea X un conjunto, Ty y T3, entonces Ty[X ]y T3[X] son biyectables.
Demostracion:

Para un conjunto X se tiene que ¥o[X] y Top[X] son biyectables (Observacién 4.2.2.),
pero también Top[X] y T3[X] son biyectables (Observacién 5.3.2). Puesto que la biyec-
tabilidad es una relacién de equivalencia, en particular es transitiva, entonces Ty[X]| y
T3[X] resultan biyectables.

|
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Teorema 5.4.2. Ty, = T5.
Demostracion:

(i) Dado X un conjunto se tiene que T5[X] y T3[X] son biyectables (Afirmacién 5.4.1).
Consideremos la biyeccion

(O (ZZ[X] — Sg[X]
cuya regla de correspondencia para cada c(z) € T[X] es

c(x) — Vroys

donde el subindice 7.(,) hace referencia a la topologia determinada por la c-familia de X
c¢(x), entonces se cumple la primera parte de la condicién para que Ty y T3 sean concre-
tamente isomorfas.

(i) Para finalizar la demostracién tenemos que ver que si f : X — Y es una funcidn,
entonces

f € homg, [(X, c(z)), (Y, c(y))] si y sélo st f € homg, [(X, Dx(c(z))), (Y, Py (c(y)))]

Recordemos que por las biyecciones @ x : To[X] — T3[X] y Py : Tp[Y] — T3]V, tenemos
que (I)X(C(:E)) - 1/1%(05) y (I)Y(C(y)) = %ZJTC(y) (COH Te(x) S TOP[X] Y Te(y) S ‘Zﬂp[Y])

= | Demostraremos que para todo A € P(X), f(¢r,,,A) C ¥, f(A)

(ie. f € homg,[(X,¢r,,)), (Y, ¢r,,)])-
Dado A € P(X), entonces f(A) € P(Y), por lo tanto f(A) C ¢ f(A), ya que

Vr.,, € T3[Y]. Entonces

fHf(A) € 7 (Wn,, f(A))

ademds se tiene que A C f~'(f(A)), por lo tanto A C f~'(¢y, ., f(A)). Por otra parte
AC ¥ A (yaque ¢, € T3[X]). Pero como por hipdtesis tenemos que

fo(Xe(x) = (Y, e(y)

es Ty-morfismo, entonces al tenerse que 1, f(A) es cerrado (ya que ¢, (¢r,,, f(A)) =
Ur,, f(A), pues f(A) C Y, ¢, € T3[Y] y porque asi de define la familia de cerrados;
como los que son iguales a su cerradura), entonces ¢~ f(A) € c(y), en consecuencia
f‘l(wTC(y>f(A)) € c(x), es decir que f‘l(ch(y)f(A)) es cerrado; de esta manera se tiene
que

UrA S [T (Ur, f(A))

y esto es inmediato ya que ¢TC<I>A es el menor cerrado que contiene a A (Afirmacién 5.1.4),
debido a esta contencién se tiene que f(¢r  A) C f(f~'(¢r,,, [(A))), pero sabemos que
f(f_l(wTC<y)f(A))) C ¢, f(A), de lo cual podemos concluir que

f(z/}Tc(x) A) - ¢Tc(y)f<A)
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Entonces f € homzs[(X ) @DTC(I))a (Y, ¢Tc<y>)]'

<] Probaremos que f : (X,c(z)) — (Y,c(y)) es To-morfismo, es decir que para todo
W e cly), [7H (W) € ().

Sea W € P(Y) tal que W € c(y) es decir W es cerrado, por lo tanto ¢ W = W.
Por otra parte f~'(W) € P(X); como f : (X9, ) = (Y,tr,,) es un Tz-morfismo,
tenemos que

fWr oy J7HW)) € o, FUFTHV))

pero sabemos que f(f~!(W)) € W (propiedades de las funciones), entonces ¢-,  f(f~'(W)) C
Yr.,, W (Proposicién 5.2.2) y como ademds ¢, /W =W ya que W € c(y) (i.e. W es ce-
rrado), entonces - f(f~1(W)) € W es decir

f@r o f7H V) S W,

debido a esta contencién se tiene que f~'(f (¢, f~H(W))) € f~H(W), como también sa-
bemos que ¢r,  f~1 (W) C f~1(f(¢r,,,f~'(W))) por propiedades bésicas de las funciones,
entonces

Uro fTHW) C fHV).

Por otra parte y debido a que ¢, € T3[X] se tiene también que f7Y(w) C Q/JTC(Z>f’1(W)
(Cy Definicion 5.2.1), por lo tanto

Uro S THW) = 71 (W)

En consecuencia f~1 (W) es cerrado es decir f~1(W) € ¢(x), entonces f € homs, [(X, c¢(z)), (Y, c(y))]
y asi podemos concluir que %y = T5.



Capitulo 6

T3 =%

El concepto de vecindad viene a ser otro de los conceptos basicos de la topologia. Para
recordar o tener en mente un ejemplo sencillo del concepto de vecindad, podemos revisar
la Definicién 2.1.2 donde se determinan los discos abiertos en un espacio métrico (X, d)
con centro en algin z € X. De esta definiciéon nos podemos formar una idea basica, pero
concreta, de vecindad.

En este capitulo, a grandes rasgos, definiremos vecindad, operador vecindad y los morfis-
mos entre conjuntos dotados de un operador vecindad, definiremos la ccce T, y finaliza-
remos demostrando que T3 = Ty.

6.1. Vecindad y sus propiedades

Definicién 6.1.1. Sea (X,7) € |Top| y 2 € X, una vecindad de x en (X,7) es un
subconjunto N de X para el que existe U € 7 tal que x € U C N.

Si (X, d) es un espacio métrico, una vecindad para cada x € X es un disco abierto con
centro en = (Definicién 2.1.2). Recordemos, muy superficialmente, que cuando se habla de
convergencia de una sucesion en un punto r € X, consideramos una familia de vecindades
en torno a tal punto x (en este caso una familia de discos abiertos con centro en z), con
estas ideas en mente consideremos la definicion siguiente.

Definicién 6.1.2. Si (X, 7) € |Top|y z € X, la familia de vecindades de z es el conjunto
N, :={N € P(X)| existe U € 7 tal que z € U C N}.

Siguiendo en la linea de discusién de la Definicién 6.1.2 podemos notar que N, siempre

es distinto del vacio pues X € N, ya que X € P(X), X € 7y z € X. Por otra parte

podemos caracterizar a los abiertos de (X, 7) por medio de las vecindades como vemos en
la proposicién siguiente.

Proposicién 6.1.3. Dado (X, 7) € |Top| y A € P(X), son equivalentes :
a. Aer.

b. A € N, para toda z € A.

Demostracion:

o4
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a=b. Sea r € A. Tenemos que A C A y por hipdtesis A € 7 entonces A € N, (por
definicién de N).

b=-a. Por hipétesis tenemos que para todo x € A existe U, € 7 tal que
re U, CA.

Consideremos, entonces, Uye 4,0, e, Uy. Sea x € A entonces existe U, € 7 tal que z € U, C
A (por hipétesis), pero U, C Uzea,v,er Uy, entonces

T e UQSEA7UI€T U;t:

por lo tanto A C Uyea,u,er Uy. Por otra parte si € Uyea,u,er U, entonces z € U, para
algun zg € A, Uy, € 7y Uy, € A, de donde

r € A.

Y asi obtenemos que Uzea,u,er Ur € A, podemos concluir entonces que A = Uzea,u,er Uz
y como T es una topologia en X se tiene que Uyea,u,e- Ur € T y por lo tanto

AerT
[ |

Algunas de las propiedades que cumple N, y que caracterizan a los abiertos, son las
siguientes :

Proposicién 6.1.4. Si (X,7) € |[Top| y x € X, entonces:

a. v € N para toda N € N,.

b. Si M,N € N, entonces M NN € N,.
c.SiNeMN,y NCMC X entonces M € N,.

d. Si N € N, entonces existe M € N, tal que M C N y M € N, para toda y € M.

La Proposicion 6.1.4 se encuentra demostrada en [7] (pagina 23). En base a estas propie-
dades definiremos el operador vecindad.

6.2. El operador vecindad

Definicién 6.2.1. Dado X un conjunto, un operador vecindad en X es una funcion
v:X — P(P(X)) tal que:

vy. Para toda x € X, v(x) # 0.

vy. Para toda x € X y para toda N € v(x), z € N.
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v3. Para cualesquiera M, N € v(z), M NN € v(x).
vy. Para toda N € v(z), N C M C X implica que M € v(x).

vs. Para toda N € v(z), existe M € v(z) tal que M C N y M € v(y) para toda
ye M.

Nuestro interés se centra en la topologia que se puede inducir a partir de este opera-
dor, y en los morfismos correspondientes, como vemos en el siguiente apartado.
Topologia T,

Teorema 6.2.2. Sea X # () un conjunto y v : X — P(P(X)) un operador vecindad en
X, entonces

7, ={U € P(X)| U € v(x) para toda z € U}

es una topologia en X tal que para toda x € X satisface que v(z) = N, donde N]* es
la familia de vecindades de x en (X, 7,)

Demostracion:

a) Sea x € X, entonces por vy se tiene que v(x) # 0, por lo que podemos considerar
a N € v(x) y entonces © € N por vg, puesto que N C X C X podemos concluir que
X € v(z) por vy y entonces:

Xer,.

Para demostrar que el conjunto vacio esta en 7, debemos tener en cuenta que siempre es
valida la siguiente proposicion; para toda z € X

re€l=0¢cv(x)

(pues su antecedente es falso). Debido a esto obtenemos que ) € 7,,.

b) Sea {U;}icr C 7, v sea x € U;eU;, entonces existe ig € I tal que x € U,;,; por
otro lado se tiene también que U;, C U,;c;U;, por lo tanto

x € Uiy C UierU;

como U, € 7, entonces U;, € v(x) para toda x € Uy, y por vy se tiene que U;e;U; € v(x),
entonces

UieIUi < Ty-

c) Sea {U,V} C 7, y consideremos x € U NV, entonces x € U y x € V. Puesto que
U € 1, se tiene que:

U e v(x),
analogamente V' € v(z). Por v3 podemos concluir que:

unv ev(x),
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por lo tanto U NV € 7, y asi tenemos que 7,, es una topologia en X.
Vamos probar que v(z) = N, para toda z € X.

C| Seax € Xy N € v(z), entonces por vs existe M € v(z) tal que M C Ny M € v(y)
para toda y € M. Puesto que

7, :={U € P(X)| U € v(x) para toda z € U}

tenemos que M € 7,; ademds por vy x € M por lo tanto N € N, entonces v(zx) C Nv.

D|Seaxe Xy NeN,
como

N :={N € P(X)] existe U € 7, tal que z € U C N}

existe U € 7, tal que x € U C N, y como U € 7, entonces U € v(x) para toda = € U por
definicién de 7,; entonces por v, se tiene que N € v(z). Por lo tanto NJ* C v(z). Esto
prueba que

v(r) = NJ¥

para toda x € X.
[ |

Podemos preguntarnos céomo se ve un operador vecindad sin considerar topologia, es
decir una funcién que esté definida de X en P(P(X)) y que cumpla las propiedades de
Definicién 6.2.1. Para esto veremos el ejemplo siguiente.

Ejemplo. Sea X # () un conjunto, x € X y v : X — P(P(X) una funcién dada por
v(z) =U,, donde U, = {U € P(X)| z € U}.

Comprobaremos que U, es un operador vecindad.
v1. Como X € P(X) y 2 € X entonces X € U,, por lo tanto U, # 0.
ve. S U € U, entonces U € P(X) tal que z € U, por lo tanto se cumple vs.

v3. Sean U,V € U, entonces z € U y x € V, por lo tanto x € U NV, puesto que
UNV e P(X) se tiene que

unvel,.
vg. Sea U € U, y U CV C X, entonces x € V, por lo tanto
Vel,.
vs. Sea U € U, entonces U C U y U € U, para toda y € U, donde
U,={U e P(X)|yeU}.

Por lo que U, es un operador vecindad y podemos considerar la pareja
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(X, v)

en la que X es un conjunto y v es una estructura para X llamada operador vecindad
en X. Llegados a este punto y considerando que demostramos que un operador vecindad
determina una topologia para X por medio del conjunto

v, = {W € P(X)| W € U, para todo x € W},

podemos preguntarnos qué topologia determina U,. Tenemos que para todo A € P(X),
siempre se cumple la proposicién: para todo z € A implica que A € U,, entonces 1y, es

la topologia discreta para X (pues todo es abierto y entonces también todo es cerrado).
|

La clase |T,]

Para definir la clase |%4| vamos a considerar un conjunto X y la familia de todos los
operadores vecindad en X, denotada por T4[X|; entonces definimos la clase

1% == {(X,v)| X es un conjunto y v € T,4[X]|}.
En la siguiente seccién vamos a definir el concepto de T4-morfismo entre cualesquiera dos

elementos de |Ty].

Los T4-morfismos

Definicién 6.2.3. Sean (X,v),(Y,u) € [T4] v f: X — Y una funcién, decimos que
fXv) = (Y p)
es un T4-morfismo o que f conserva la ¥ -estructura, si
para toda x € X y para toda M € p(f(z)) existe N € v(x) tal que f(N) C M.

Partiendo de la Definicion 6.2.3 se pueden demostrar las siguientes propiedades para los
T 4-morfismos.

Proposicién 6.2.4. Sean (X,v), (Y, n), (Z,9) € |Z,]. Entonces se cumple lo siguiente:
a. Sif:(X,v)= Y,u)yg:(Y,n) — (Z,9) son Ty-morfismos entonces

go f:(X,v) = (Z,9) es un Ty-morfismo.
b. 1x : (X,v) = (X,v) tal que 1x(x) = x para toda z € X es un T,-morfismo.

Demostracion:

a) Seaz € X y M € ¥(g(f(x))), como g : (Y,u) — (Z,9) es un Ty-morfismo, existe
N € u(f(z)) tal que

g(N) S M.
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Puesto que también f : (X,v) — (Y, u) es un T4-morfismo, entonces para N € u(f(x))
existe W € v(x) tal que

Por lo tanto

entonces
g(f(W)) S M

Como x € X y M € 9(g(f(z))) fueron cualesquiera y ademés existi6 W € v(z) tal que
g(f(W)) C M, entonces:

gof:(X,v)—=(Z,9)
es un T4-morfismo.

b) Sea x € X y M € v(lx(x)) = v(z), entonces existe M € v(x) tal que 1x(M) C M.
Por lo tanto 1x es un T4-morfismo.

6.3. La ccce %,

Definicién 6.3.1. La ccce T4 es una ccce compuesta de los siguientes miembros.
i) La clase |T4], a cuyos los elementos les llamaremos ¥,-objetos.

ii) Para cada par (X, v), (Y, u) € |%4| definimos el conjunto:
hOmﬂ[(Xa I/)a (Y7 ,u)] = {f € YX‘ f : (Xa I/) — (Y> :u) €s 34'm070ﬁ5m0}7
sujeto a las siguientes condiciones (Proposicién 6.2.4).
a) Propiedad de composicién
Para (X,v), (Y,un) y (Z,9) Ty4-objetos arbitrarios, si
fe hom‘fz;[(Xv V)’ (K :u)] yge hom‘le[(}/’ u)? (Z7 79)]
entonces
go f €homg,[(X,v),(Z,9)]

b) Propiedad de identidad
Para todo T4-objeto (X, v)

1x € homg, [(X,v), (X, V)]

donde 1x(z) = x para toda x € X.
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La relacion entre 7y v

Observacion 6.3.2. Sea X un conjunto, Top y T4, entonces Top[X| y T4[X] son biyec-
tables.

Demostracion:

> Sea 7 € Top[X], entonces con respecto de la topologia 7 tenemos asociada una fa-
milia de vecindades para cada 2 € X, digamos N, entonces podemos definir el siguiente
operador vecindad

v, : X — P(P(X))
cuya regla de correspondencia es
x— NT

por lo que podemos definir una funcién de Top[X| en T4[X]| cuya regla de correspondencia
es

T Uy

y podemos definir v, (z) = N para toda x € X. Por otra parte al ser v, un operador
vecindad induce una topologia para X (Teorema 6.2.2) digamos 7, € Top[X], es decir
que podemos establecer una funcién de T,4[X] en Top[X] cuya regla de correspondencia
es

Vr = Ty

donde 7, :={U € P(X)| para todaz € U, U € v,(x)}

e Demostraremos que 7 = 7,,_.

U € 7 siy sblosipara todax € UU € NI y U € NT siy solo si para toda z € U,
U € v, (x),siysélosi, U €T, por lo tanto 7 = 7,,_. Entonces tenemos que

T Vr =Ty = jdgop[x]

donde Jdgpx] es la identidad en Top[X].
<« Ahora consideremos lo siguiente : Si v € T4[X] entonces

7, :={U € P(X)| para todax € U, U € v(z)}

es una topologia para X (Teorema 6.2.2), entonces podemos definir una funcién de T4[X]
en Top[X] cuya regla de correspondencia es

VT,

Por otra parte, como 7, es una topologia para X entonces puede definirse una familia de
vecindades N para cada z € X, tal que v, () = NJ¥ para cada z € X. Por lo que
ahora podemos pensar que la relacién inversa de T4[X] en Top[X] es

T, > U,

e Demostraremos que v = v,,,.
Se tiene que v y v, tienen el mismo dominio y contradominio, entonces inicamente basta
ver que coinciden en las imagenes de todos sus puntos. Sea x € X, entonces
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v, () =N ={N € P(X)| existe U € 7, tal que z € U C N}

4 Demostraremos que v(z) = N,

]

Sea xz € X y N € v(x) entonces, por vs existe M € v(z) tal que M C Ny M € v(y)
para toda y € M, por lo tanto M € 7, y como por vy & € M, entonces N € N7. Es decir
v(z) CN]v.

2]

Sean z € X y N € N, entonces existe U € 7, tal que z € U C N, como U € 7, se
tiene que U € v(y) para toda y € U, en particular U € v(x). Por lo que tenemos por un
lado que z € U C N y U € v(z) lo cual implica, por vy, que N € v(x) y por lo tanto
N C v(zx). En consecuencia v(z) = NJv.

Por ¢ se tiene que para toda x € X v(z) = NJ* = v, (z). Entonces

Vi Ty = Vsn, = jdgdx]

donde Jdz,[x) es la identidad en T,[X]. Por » y <« se tiene que Top[X]| y T4[X] son
biyectables. B

6.40 (ZB # ‘24
Afirmacién 6.4.1. Sea X un conjunto y T3, T4, entonces T3[X]y T4[X] son biyectables.

Demostracion:

Se sabe que T3[X] y Top[X] son biyectables (Observacion 5.3.2) y Top[X], T4[X] son
biyectables (Observacién 6.3.2) y ya que la biyectabilidad es una relacién de equivalencia
entre conjuntos, en particular es una relacién transitiva. Por lo tanto T3[X| y T4[X] son

biyectables.
[ |

Teorema 6.4.2. T3 =T,.
Demostracion:

i) Sea X un conjunto, se tiene que T3[X] y T4[X] son biyectables por la Afirmacién
6.4.1; sea

Oy T3[X] = Ty[X]
la biyeccién cuya regla de correspondencia es
(U 2
por otro lado como ®x es biyectiva, sea
Uy T[X] — T3[X].

cuya regla de correspondencia es
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V=,

Se tiene que ¥y es la inversa de ®x pues solo son composiciones de funciones biyectivas.
Como Py : T3[X] — T4[X] es biyectiva, se cumple la primer parte de la condicién para
que T3y ¥, sean concretamente isomorfas.

(ii) Sean X y Y conjuntos y f: X — Y una funcién. Entonces sélo falta probar que

f € home,[(X, ), (Y, ¢)] siy sélo si f € homg, [(X, Px(¥)), (Y, Py (0))]

Donde ®x(¢) = v;, y Py (¢) = vs,.
=] Sea z € X y V € v, (f(r)), entonces existe M € v, (f(z)) tal que M C V' y
M € v,,(y) para toda y € M (por vs), entonces

Mert,={Y -W|W e}
donde W ={W € P(Y)| oW =W}y f(x) € M CV de donde se tiene que
re f7Y(M)C (V).

Como M € 74, entonces M =Y — W, con W cerrado en (Y, 7), es decir W € 20, por lo
tanto oW = W; entonces

fHUM) = f7HY = W) =X — f7H(W).
Por hipétesis f: (X,¢) — (Y, ¢) es un Tz-morfismo , por lo tanto

f@fH W) € of(f~H(W)) (Definicién 5.2.5),
pero f(f~1(W)) C W, entonces ¢f(f~1(W)) C ¢W (Proposicién 5.2.2 pues ¢ € T3[Y]);

como ¢W = W entonces
ff W) Cof(f1 (W) C W
por lo tanto f(if~1(W)) € W, de donde f~'(f(s»f 1 (W))) C f~1(W), pero
GFYW) C FU(f (W f~H(W))) (por propiedades de las funciones)
entonces
fHW) C ).
Como f~1(W) C ¥ f~Y (W) ( ya que ¢ € T3[X]), se tiene que
VW) = fTHW),
es decir f~1(WW) es cerrado en (X, 7). Por otra parte sabemos que
fHM) =X — f~H(W),

entonces f~'(M) € 7,, por lo tanto para toda z € f~'(M), f~'(M) € v, (z) y como
Y M) C f~Y(V), entonces por vy de la Definicién 6.2.1, se tiene que

fHV) v ()
yyaque f(f7Y(V)) CV,si N= f"1(V) entonces
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Nev,(z)y f(N)CV,

por lo tanto f : (X, vr,) = (Y, tlo,) €s un Ty-morfismo.
«| Sea A € P(X) entonces f(A) € P(Y), por lo tanto ¢f(A) es cerrado en (Y, ),
entonces Y — ¢f(A) € 74. Sea x € f~H(Y — ¢f(A)) por lo tanto f(z) €Y —¢f(A) y

Y —¢f(A) € vr, (f(2)).

Como f : (X,v,) — (Y,vr,) es un Ty-morfismo existe N € v, (v) tal que f(N) C
Y — ¢f(A) (Definicién 6.2.3), entonces

fTHEIN)) € F7HY = of(A)),
como N C f~1(f(N)) (por propiedades bésicas de las funciones) implica que
N C f7HY = o f(A)),
pero N € v, (), entonces
7Y = 0f(A)) € vr, (2).
Por otra parte
fHY = 0f(A)) = X — f7Hof(4)),

por 1o tanto X — 1-1(6f(4)) € vr,(¢) ¥ como # € X — fHBf(A)) = [ (Y — 67(4)
(es decir que para todo z € X — f~1(¢f(A)) tenemos que X — f~H(¢f(A)) € v., (2)),

entonces
X — U of(A)) € 7y,
es decir f~1(¢(A)) es cerrado en (X, 7). Sabemos que f(A) C ¢f(A) de donde
F7Hf(A) C o f(A))
pero A C f(f~'(A)), entonces
AC [ of(A)).

Tenemos que A C YA y ¥ A es el menor cerrado que contiene a A, por lo tanto A C
f~Y¢f(A)) lo cual implica que

fWA) C f(fHof(A)),
pero f(f7H(df(A))) C ¢f(A) (por propiedades de las funciones) entonces
f(hA) € of(A).

En consecuencia f : (X,¢) — (Y, ¢) es un Tz-morfismo. Por lo tanto T3 = T,.
|



Capitulo 7

T = Ts

Es bien sabido que otro de los conceptos basicos en topologia es el de frontera. En este
capitulo no enfocaremos en comprobar que éste determina, basandonos en el concepto de
cerradura, una topologia para un conjunto X dado. Definiremos la ccce T5 y comproba-
remos que T es concretamente isomorfa a Ty.

7.1. La frontera y sus propiedades
Comenzaremos definiendo el concepto de frontera y determinaremos sus propiedades,

pero antes, a manera de introduccién estableceremos un resultado previo que relaciona el
interior con la cerradura y que nos sera de utilidad.

Observacién 7.1.1. Si (X,7) € |Top| y A € P(X) entonces se cumple lo siguiente:

a. X —Int,A=X—-A".
b. X — A" = Int, (X — A).
Demostracion:

a. Recordemos que

Fa={UePX)|UeryUCA}

Gxa={CePX)|X-CeryX-ACC}
entonces por una parte tenemos que Int; A = Uyer,U y por lo tanto
X —Int;,A=X —Uper, U =Nper, (X = U),
asi obtenemos que
X — Int; A= Nyer, (X —U).

Por otra parte como U € 7 se tiene que X — U es cerrado en (X, 7) y como U C A para
todo U € Fy4, entonces X — A C X — U para todo U € F4. Por lo tanto

64
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y Nuer, (X —U) es un conjunto cerrado ya que es una interseccién arbitraria de conjuntos
cerrados, por esto podemos concluir que

X —A CNyer (X =U),

es decir que (X — A) C X — Int;A (porque X — A" es el menor conjunto cerrado que
contiene a X — A). Para la otra contencién debemos considerar que
mC’EQX_AO = (X - A)

es un conjunto cerrado que contiene a X — A, es decir X — A C Ngeg,_,C entonces
X —Neegy_,C C A, ademas X — Neeg,_,C € 7, por lo tanto

X —Ncegx 4C C Ay X —Neegy ,C €T,
esto ultimo nos dice que:
X —Neegy_,C € Fa.
Por lo tanto X — Neceg, , € Uper,U entonces
X —Uper,U CNeegy_,C.
Pero X — Uper, U = Nuer, (X — U) y entonces, por esto, podemos concluir que
Nuers (X = U) € Neegy_,C = (X — A).
Asi obtenemos que

X —Int,AC(X—A) .

Por lo tanto: X — Int,A = (X — A) .

b. Consideremos las siguientes familias

Fxa={UePX)|UeTyUCX - A}

Ga={CePX)|X-CerTyACC}.
Se tiene que A = Neeg,C, por lo tanto
X-A=X- ﬂCEgAC = UCGQA(X_ O)

y asf obtenemos que X — A" = Ugeg, (X — C). Por otra parte X —C € 7y como A C C
para todo C' € G4, entonces X — C' C X — A para todo C' € G4. Por lo tanto

Uceg, (X —C) C X — A.

También se tiene que como X —C' € T entonces Ugeg, (X —C') € T pues 7 es una topologia
para X y como Int.(X — A) es el mayor abierto contenido en X — A (Afirmacion 2.1.3.)
podemos concluir que

UCGQA(X - C) - IntT(X - A),
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es decir que X — A" C Int, (X — A). Para la otra contencién consideremos lo siguiente:
UUE}'X_AU = ITLtT(X — A)

es el mayor conjunto abierto contenido en X — A, es decir que Uyer, U C X — A,
entonces A C X — Uper, U, asi hemos obtenido que X — (X — Uper, ,U) € Ty
A C X —Uper,_,U por lo cual

X — UUE}—X—AU S gA'
De esto tultimo podemos concluir que Neeg,C € X — Uper,_, U, lo cual implica que
Uverx_aU € X —Neeg, C,

es decir que
Int.(X —A)Cc X - A
De las contenciones anteriores obtenemos que
X —A" =Int.(X — A).
|
Definicién 7.1.2. Sea (X,7) € |Top| y A € P(X), la frontera de A en (X, 7), denotada

por FrA, estd dada por A’ N (X — A) . Donde A" es la cerradura de A con respecto de
Ty (X —A) eslacerradura de X — A respecto de 7.

Siguiendo en la misma linea de discusion de esta definicién, vemos que una propiedad
que cumple la frontera, con la que se pueden determinar a los cerrados de (X, 1), es la
siguiente.

Proposicién 7.1.3. Si (X,7) € [Top| y A € P(X), entonces
a. A" = AUFrA.

b. A es un conjunto cerrado siy sélo si FrA C A
Demostracion:

a. Se tiene que AU FrA= AU (A" N (X — A) ) por definicién de frontera y
AUAN(X —A) ) =(AUA)N(AU(X — A)).
Considerando el primer intersectando del segundo miembro, de esta expresion, vemos que
AUA" = A" pues A C A”. Considerando el segundo intersectando del segundo miembro
vemos que AU(X —A) =Xy AU(X —A) C X, pero también

(

XCAUX - A4)

pues AU (X —A) C AU (X — A) , entonces

AU(X —A) =X,
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de esto obtenemos que:
(AUANN(AUX —A))=A nXx=4".
Siguiendo toda esta cadena de igualdades obtenemos que:
A" = AUFrA.
b.

=]

Se tiene que FrA = A NX — A" (Definicién 7.1.2). Como A es cerrado por hipdtesis
entonces A" = A (Proposicién 5.1.3), por lo tanto A" NX — A" = ANX —A C A, de
donde

FrA C A.
<]

Se tiene que A C Ay FrA C A por hipétesis, entonces A U FrA C A. Por el inciso a
sabemos que A = AU FrA entonces

AT C A.

Por otra parte tenemos que A C A’ y por las dos contenciones obtenidas podemos concluir
que:

A=A,
lo que nos indica que A es cerrado (Proposicién 5.1.3).

Algunas relaciones de utilidad entre la frontera, la cerradura y el interior quedan estable-
cidas en la proposicion siguiente.

Proposicién 7.1.4. Si (X,7) € |Top| y A € P(X) entonces:
a. X —FrA=Int;AUInt (X — A).

b. X =Int,AUFrAUInt,(X — A).

c. A" = AUFrA=1Int,AUFrA.

d. Int,A=A— FrA.

Demostracion:

a. Se tiene que X —FrA =X — (AT N (X A)") por definicién de frontera y X —
A NX-4))=(X-A)U(X - (X —A)), por otra parte

X-A =Int.,(X-—A)yX—-X—-A) =Int.(X—(X—-A)

por b de la Observacién 7.1.1. Donde X — (X — A) = Int, Ay por lo tanto
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(X -AHUX = (X —A)) =Int(X — A)UInt A
Asi podemos concluir que:
X —FrA=1Int;AU Int. (X — A).

b. Puesto que FrA C X entonces X = FrAU (X — FrA) y por el inciso a anterior
tenemos que

X —FrA=Int;,AUlInt (X — A)

Por lo tanto X = FrAU (Int,AU Int,(X — A)) = Int, AU FrAU Int.(X — A).

c. Por la Proposicién 7.1.3 se tiene que A = AU FrA, por lo que es necesario checar que
A" = Int,AU FrA, para esto tengamos en cuenta que Int, A, Fr(A) e Int, (X — A) son
ajenos y complementarios, asi por el inciso b tenemos que:

X =Int;,AUFrAU Int (X — A),
luego
X —Int, (X —A)=1Int;,AUFrA.
Por el inciso b de la Observacién 7.1.1 tenemos que Int (X — A) = X — A", entonces:
X-—Int(X-A)=X—(X-A")=1Int,AUFrA,
es decir que A" = Int, AU FrA. Asf obtenemos que:
A" =Int,AUFrA= AU FrA.

d. Se tiene que A — FrA=AN(X — FrA) = AN (Int;AUInt. (X — A)) por el inciso a.
Distribuyendo la intersecciéon sobre la union obtenemos que:

AN(Int; AU Int (X —A)) = (AnInt,A) U (AN Int. (X — A))
vy (ANInt,A)U(ANInt. (X —A)) = Int,AUD = Int, A, por lo tanto:

A—FrA=Int A.
[ |

En la siguiente proposicion se establecen las propiedades que en general cumple la frontera,
seran bésicas para que un poco mas adelante definamos nuestro operador frontera.
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Proposicién 7.1.5. Sea (X, 7) € |Top| y A, B € P(X), entonces:
i) Frd = 0.

ii) FrA=Fr(X — A).

iin) Fr(FrA) C FrA.

w) (AUB)U (Fr(AUuB)) = (AU (FrA))U(BU(FrB)).
Demostracion:

X -0

i) Se tiene que Fr{) = 0 n ( ) por definicién de frontera. Por otra parte 0 =0 por
a de la Proposicién 5.1.6, entonces

T

P NX—0) =0n(X—0) =0.

Por lo tanto Fr) = (.

i) Por una parte se tiene que FrA = A" N (X — A)" (por definicién de frontera), por
otra parte también se tiene que: Fr(X — A) = (X — A) N (X — (X — A)) (en este caso
aplicando la definicién de frontera a X — A), pero

X — (X —A) =4,

entonces

FriX —A)=(X-A) nA =A"n(X - A) =FrA
y asi obtenemos que :

Fr(X —A)=FrA.

iii) Se tiene que Fr(FrA) = FrA" N (X — FrA) (definicién de frontera aplicada a
FrA) y como FrA=A4" N (X —A) (aqui si por la simple definicién de frontera de A),
entonces FrA es un conjunto cerrado porque es interseccién de dos conjuntos cerrados,
luego FrA' = FrA, por lo tanto tenemos que:

FrA" N (X —FrA) = FrAn (X — FrA) .

Por otra parte se tiene que X — FrA = Int, AU Int, (X — A) (inciso a Proposicién 7.1.4),
entonces:

FrAn (X — FrA) = (An(X — A)) N (Int;,AU Int, (X — A)").

También se tiene que Int, AU Int. (X — A) = Int,AUInt. (X — A) (Inciso d Proposi-
ci6n 5.1.6). Teniendo en cuenta esto ultimo obtenemos que:

(A NX —A) )N{Int,AUInt, (X —A) ) = (A n(X = A))Nn(Int, A Ulnt. (X — A))

y haciendo la distribuciéon correspondiente de la interseccion sobre la union, en el segundo
miembro de esta ecuacién, obtenemos
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—( T

(A NX ANt A) U (A N (X —A))NInt (X — A)),

llegados a este punto debemos considerar que Int, A" C A"y Int (X — A)T CX-A
(pues Int,A C Ae Int, (X —A) C X — A luego entonces, aplicamos la propiedad para la
cerradura vista en la Observacién 5.1.5), por lo tanto la expresién se puede escribir como:

(Tnt, A" N (X — A) YU (A nInt,(X — A)).

Por la Observacion 7.1.1 inciso a se tiene que X — Int,A = X — A y por el inciso b
X —A = Int,(X — A), entonces X —Int;,A = (X —A) =X-A) yX-A4 =
Int (X — A)T, teniendo en cuenta estos resultados, la expresion final nos queda como:

(Tnt, A NX —Int,A)U(ANX — A ) = Fr(Int,A) U FrA + = Fr(Int,A) U FrA'.

Sin perder de vista de donde partimos y teniendo en cuenta esta tltima igualdad llegamos
a que:

Fr(FrA) = Fr(Int,A) U FrA".

Llegado este punto analicemos lo siguiente: si x € Fr(FrA) entonces x € Fr(Int,;A) U
FrA" y de aqui se derivan dos casos:

a) © € Fr(Int;A) = Int;,A N X — Int,A’ = (X — A), entonces = € Int,A y x €
(X — A)", como ademds Int, A C A entonces Int,A C Ay por lo tanto

red yre(X—A) eored n(X—A) =FrA,

con esto en mente obtenemos que Fr(FrA) C FrA.

b) z € FrA' = A NX—-A entonces z € A vy e X —ZTT, por otra parte como
A C A entonces X — A" C X — Ay por lo tanto X — A - m (propiedad de
la cerradura, Observacién 5.1.5) y como z € X — A" entonces € mT, con esto
obtenemos que € A" y x € mT sreA N mT = FrA, por lo tanto:

Fr(FrA) C FrA.
Como en ambos casos obtenemos que Fr(FrA) C FrA podemos concluir que
Fr(FrA) C FrA.

w) Se tiene que (AU B) U (Fr(AU B)) = AUB’ por el inciso ¢ de la Proposicién
7.1.4. Por otra parte AUB = A U B’ por la Proposicién 5.1.6, pero A’ = AU FrA
y B = BU FrB de nuevo por el inciso ¢ de la Proposicién 7.1.4, esto nos deja con el
resultado:

(AUB)U (Fr(AuB))=(AUFrA)JU(BUFrB).
|

A partir de estas propiedades se puede definir, para un conjunto X, una funcién
Fr:P(X)— P(X),

que llamaremos un operador frontera.
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7.2. El operador frontera

Definicién 7.2.1. Sea X un conjunto y A, B € P(X), un operador frontera en X es
una funciéon

9: P(X) — P(X)

que satisface:

Fi. 00 = 0.

Fy. 0A = 09(X — A).

Fy. 9(0A) C OA.

Fiy. (AUB)UOJ(AUB) =(AU0A)U (BUOJB).

Las propiedades de la Definicién 7.2.1 y la siguiente afirmacién nos daran la base pa-
ra determinar un operador cerradura.

Afirmacién 7.2.2. Sean X un conjunto y 0 : P(X) — P(X) un operador frontera en
X, entonces la funcion

Y P(X) = P(X)
cuya regla de correspondencia es
A AUOA
para cada A € P(X), es un operador cerradura de P(X) en P(X).

Demostracion:
(i) 2D =000 =0UD =10y entonces ) = ().
(i) Y9A = AUDA, pero A C AUOA, por lo tanto A C Y2 A.

(ii1) 2 (Y2 A) = PP (AUDA) = (AUDA)UI(AUDA) = (AUJA)U(DAUD(OA)) por Fy de
la Definicion 7.2.1 luego (AUOA) U (OAUI(0A)) = (AUIA)U(0A) ya que 9(0A) C 0A
por Fy de la Definicién 7.2.1, entonces DAUD(DA) = 0Ay AUDAUIA = AUDA = ¢ A,
por lo tanto

WO (YIA) = YO A.
(i) Y2(AUB) = (AUB)UJ(AUB) = (AUQA)U (BUJB) por Fj de la Definicién 7.2.1
pero (AUJA)U (BUAIB) = ¢y?AU?B. De donde

(AU B) =2 AUy?B.

Y asf concluimos que ? es un operador cerradura de P(X) en P(X) porque se cumplen
las cuatro propiedades, que lo determinan, dadas en la Definicion 5.2.1.
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Sea X un conjunto y 19 el operador cerradura en X de la Afirmacién 7.2.2, entonces la
familia

W= {W € P(X)| W =W}

es distinta del vacio y cerrada bajo intersecciones arbitrarias y uniones finitas arbitrarias
(Observacién 5.2.3) y por el Teorema 5.2.4.

Tpo = {X —W| W € 20}

es una topologia en X que tienen las siguientes propiedades.

Afirmacién 7.2.3. Sea X un conjunto, entonces para todo A € P(X)
—7'1[16

a. A =AUOJAYy

b. 0A = FrA.

Demostracion:

a. Sea A € P(X), sabemos que A’ = )?A (Teorema 5.2.4), pero por definicién de
Y9 se tiene que 2 A = AU DA, por lo tanto A’ = AU HA.

b. Se tiene que FrA = A NX —A" = ?Any?(X — A) = (AUOGA) N [(X —
AUIX —A))=AN[(X -A)UIX —A)JUIAN[(X —A)UIX -A)]=[AN(X —
AJUANIX —A)JUPAN (X — A)JU[DANIX — A)], (ya que AN (X — A) = 0),
=[QU(ANI(X — A)JU[DAN(X — A)]U[OANI(X — A)], pero se tiene que A = I(X — A)
por F; de la Definicién 7.2.1 por lo tanto [ANO(X — A)|U[0AN(X —A)|JU[OANI(X —A)] =
[ANOAJU[O(X —A)N(X — A)JU[OANIA] = [ANIJAJU[O(X —A)N(X — A)]U[DA] = DA,

por lo tanto
FrA =0A.
[ |

Aqui podemos pensar si se puede definir un operador frontera sin que necesite de la
topologia, la respuesta es que si, para corroborar esto consideremos el ejemplo siguiente.

Ejemplo. Sean un conjunto X, A,B € P(X)y 0 : P(X) — P(X) una funcién defi-

nida como sigue
DA = () para todo A € P(X).

Comprobemos que 0 asi definida es un operador frontera.

Fi. 00 = () se cumple, directamente, por definicién de 9, por lo que se cumple F}.

Fy. 0A =0y 9(X — A) = () ambos por definicién de 9, por lo tanto 0A = (X — A), asi
se cumple F5.
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F3. Se tiene que 0(0A) = 9(0) = 0 y 0A = 0, por lo tanto J(0A) = OA, entonces se
cumple F3.

Fy. Se tiene que (AUB)UJ(AUB) = (AUB)Ul=AUBYy (AUJA) =AUD = A,
(BUJB)=BU) = B, por lo tanto (AUJA)U (BUOIB) = AU B, de donde
(AUB)UOJ(AUB) = (AUOA)U (BUOB) (se cumple Fy).

Con lo que podemos concluir que 0 es un operador frontera en X y podemos considerar
la pareja

(X,0)

en la que X es un conjunto y 0 una estructura para X llamada operador frontera en X. Por
otra parte ya comprobamos que un operador frontera determina un operador cerradura
(Afirmacién 7.2.2) por medio de la asignacién

A AUOA.

Con la finalidad de asignar una topologia al operador frontera considerado. Entonces como
0A = (), se tiene que

AUIA = AUD = A,

con lo que el operador cerradura asociado 19 a d nos da la funcién ? : P(X) — P(X)
definida como

WA= A

y como ya vimos en un ejemplo anterior (el correspondiente al operador cerradura) éste

nos determina la topologia discreta.
[

La clase ||

Consideremos un conjunto X y la familia de operadores frontera en X que denotaremos
como T5[X], entonces definimos la clase

|T5] := {(X,0)| X es un conjunto y 0 € T5[X|}

Andalogamente a los casos anteriores definiremos los T5-morfismos entre los elementos de
la clase |T5| para conformar la categoria concreta Ts.

Los T5-morfismos

Definicién 7.2.4. Sean (X,0), (Y,0) € |T5| y f : X — Y una funcién, entonces decimos
que

[ (X, 0) = (Y,9)
es un Ts-morfismo o que f preserva la Ts-estructura si
para todo B CY se tiene que d(f~'(B)) C f~'(dB).

De acuerdo con la Definicién 7.2.4 vamos a demostrar que los Ts-morfismos cumplen las
propiedades de composicion e identidad.
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Proposicién 7.2.5. Sean (X,0),(Y,0) vy (Z,0) € |T5|.

a)Si f:(X,0) = (Y,0) yg:(Y,0) — (Z,0) son Tz-morfismos,
go f:(X90)— (Z,0) es un Ts-morfismo.
b) 1x : (X,0) — (X, 0) es un Ts-morfismo.

Demostracion:

(a) Sea C' C Z, como ¢ : (Y,0) — (Z,0) es un Tz-morfismo se tiene que
d(g~H(C)) € g1 (20),

por lo tanto f~1(@(g~*(C))) C f (g 1 (DC)). Por otra parte f : (X,0) — (Y,0) es un
Ts-morfismo y (¢7'(C)) C Y, entonces

a(f~H(g~H(C)) € f1@(gH(C))),
por lo tanto
o(f g 1)) € fTHg™H(20)),
entonces d((gof)~H(C)) C (gof) 1 (DC), es decir gof : (X,0) — (Z,0) es un Ts-morfismo.

(b) Para todo U C X se tiene que 0U C 90U, pero
151 (U) =U e 1,/ (0U) = aU,

por lo tanto d(1(U)) C 15*(AU), por lo tanto 1x : (X, d) — (X, ) es un Tz-morfismo.
|

Ahora vamos definir la categoria concreta Ts.

7.3. La ccce %5

Definicién 7.3.1. La ccce T5 es una ccce compuesta de los siguientes miembros:
i) La clase |T5|, a cuyos elementos les llamaremos Ts-objetos.

1) Para cada par (X, 0), (Y,0) € |T5| definimos el conjunto:
home, [(X,0), (Y,0)] :={f € Y| f: (X,0) = (V,0) es Ts-morfismo},

sujeto a las siguientes condiciones (Proposicion 7.2.5).
a) Propiedad de composicién.
Para (X, 0), (Y,0) y (Z,0) Ts-objetos arbitrarios si

f € homg,[(X,0), (Y,0)] y g € homg,[(Y,0), (Z,0)]
entonces
go f € homs,[(X,0),(Z,0)].

b) Propiedad de identidad.
Para todo T5-objeto (X, 0)

1x € homg,[(X,0), (X, 0)].
donde 1x(z) = z para toda x € X.
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La relacién de 7 y 0

Observacién 7.3.2. Sea X un conjunto, T3 y T, entonces T3[X| y T5[X]| son biyecta-
bles.

Demostracion:

¢ Sea ¢ € T3[X], como Top[X] y T3[X] son biyectables (Observacion 5.3.2) 7, es la
unica topologia en X asociada a 1; por el Teorema 5.2.4, ya que ¥ es un operador ce-
rradura. Por otra parte la frontera con respecto de esta topologia, dada por la Definicion
7.1.2, es 0;, € T5[X], por lo tanto tenemos definida una funcién de T3[X] en T5[X], cuya
regla de correspondencia para cada 1) € T3[X] es

VY 0,
De aqui notemos que como d,, € T5[X] entonces definamos la funcién
v . P(X) — P(X)
cuya regla de correspondencia es

A AU A

para cada A € P(X), entonces 1)” es un operador cerradura (Afirmacién 7.2.2), es decir
Y% € T4[X]. Entonces queda definida la funcién de T5[X] en T3[X]

Oy, > 7.

e Demostraremos que ) = waﬂﬁ.
Para cada A € P(X) se tiene que pA = A" = AU Or, A = ¥% A, por lo tanto ¢ = waw.
Entonces

P Ory > PO = Ty .
¢ Sea 0 € T5[X] y definamos la funcién
Y7 : P(X) — P(X)
cuya regla de correspondencia es

A AUOA

para cada A € P(X), entonces ¢? es un operador cerradura (Afirmacién 7.2.2), es decir
Y9 € T3[X]. Por lo tanto tenemos definida una funcién de Ts[X] en T3[X], cuya regla de
correspondencia para cada 0 € T5[X] es

0 9.

Como T3[X] y Top[X] son biyectables 7,0 es la tinica topologia en X asociada a 1?. Sea
8%8 la frontera, con respecto a esta topologia, descrita en la Definiciéon 7.1.2, entonces
Or € T5[X]. Por lo que queda definida la funcién de T;[X] en T3[X] cuya regla de
correspondencia es

V0 0,
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e Demostraremos que 9 = 0 ,.
Para cada A € P(X) se tiene que Or 0 A = AV NX — AW = (A NP2 (X — A) = DA,

por lo tanto 871/)8 = 0. Entonces la funcién

0 +— wa — 8%8 = ZZ5[X}-

Por lo tanto T3[X| y T5[X] son biyectables.
[

Afirmacién 7.3.3. Sea X un conjunto, Top y T5, entonces Top[X] y T5[X] son biyec-
tables.

Demostracion:

Se tiene que T3[X |y Top[X] son biyectables y T3[X] y T5[X] son biyectables (Observacién
7.3.2), sabemos que la biyectabilidad es una relacién de equivalencia entre conjuntos, en

particular es transitiva, por lo tanto Top[X] y T5[X] son biyectables.
|

74. T, =%
Afirmacién 7.4.1 Sea X un conjunto, T,y Ts, entonces T4[X] y T5[X] son biyectables.

Demostracion:

Por la Observacién 6.2.3 se tiene que Top[X] y T,4[X] son biyectables y por la Afirmacién
7.3.3 se tiene que Top[X] y T5[X] son biyectables, sabemos que la biyectabilidad es una
relacion de equivalencia entre conjuntos, en particular es una relacién transitiva, por lo
tanto T4[X] y T5[X] son biyectables.

[

Teorema 7.4.2. T, = Ts.
Demostracion:

(i) Sea X un conjunto se tiene que T,[X] y T5[X] son biyectables por la Afirmacién
7.4.1. Sea entonces

q)X : T4[X] — T5[X]
funcién biyectiva cuya regla de correspondencia, para cada v € Tu[X], es
v 0Oy,

donde 7, es la topologia generada por el operador vecindad v (Teorema 6.2.2)

(7) Sean (X, v),(Y,u) € |Z4| y f: X — Y una funcién, probaremos que:

f € homg, [(X,v), (Y, n)] si, y solo si, f € homs, [(X, Px(v)), (Y, Py ()]
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donde ®x(v) = 0,, y @y (1) = 0-,.

4(=) Sea B C Y, sabemos que B C B™ (donde "™ s la cerradura con respecto de

la topologia 7,), B™ es cerrado, por lo tanto Y — B € T, , pero por hipétesis
f:(X,v) = (Y, ) es un Ty-morfismo,

luego, consideremos 2 € X de tal manera que Y —B™ € pu(f(z)), entonces existe N € v/(x)
tal que

f(N)CY —B™,

entonces f~H(f(N)) C f~1(Y — B™), pero N C f~*(f(N)) (por propiedades basicas de
las funciones), por lo tanto

NCf Y -B")=X—f'B" esdecir NC X — f'B™,

por otro lado N € v(z) yx € X — f'B™ (yaque f(zx) €Y —B" <z € f~ (Y —=B™)),
entonces

X — f'B™ € v(2),
por lo tanto X — f~'B™ € 7, vy entonces f~'B™ es cerrado. Por otra parte

O, f'(B)=f1B"nX - fYB)" =f1B"nfY Y -B)"

(donde "~ s la cerradura con respecto de la topologia 7,). Tenemos que B C B™ por
lo tanto f~1B C f~*B™, entonces

B

por propiedad de la cerradura (Observacién 5.1.5), pero ya comprobamos que f “1B™ es
cerrado, entonces

B = B
por lo tanto
f-1B™ C f'B™..(»).

- —— = ,
Tenemos que Y — B es cerrado, entonces f~'Y — B es cerrado (andlogamente a como
.« . 7
hicimos para B'"), por lo tanto

Y —B™ = ('Y —B™
ComoY — BCY — B™ entonces f~(Y — B) C f~'Y — B™ por lo tanto
Y -B)" cfY-B"",

y obtenemos

Y =B)" Cf'Y —B".. (<4

de (») y (<) se sigue que

fIB"nfY(y-B)"C f'B"nf'Y -—B",
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pero
BN (Y = B) =0, f'B
y
BN Y -B"=fYB"nY—-B")=f"1'9,,B
entonces

8., ['BC f'9, B

por lo tanto f € homg,[(X,0;,),(Y,0,,)], es decir f es un Ts-morfismo.

¢(<=)Seaxr e Xy Me p(f(x)), entonces existe W € 7, tal que
flx) e WM

por lo tanto

ze fT'WC M,
como W € 7,, se tiene que Y — W es cerrado, por lo tanto

0., (Y —=W) CY — W (Proposicién 7.1.3 b),
entonces
fHO, Y =W)) C Y = W),

pero por hipotesis

f(X,0,,) = (Y.0r,)
es un Ts-morfismo, entonces

On f7HY = W) C f71(0,,(Y = W))

y por lo tanto tenemos que 9, f~H(Y — W) C f~HY — W), es decir [7HY — W) =
X — f7Y(W) es cerrado (Proposicién 7.1.3 b, un cerrado contiene a su frontera), por lo
tanto f~1(W) € 7,, entonces f~1(M) € v(x) tal que

fUH M) € M
si N = f~1(M), se tiene que existe N € v(zx) tal que f(N) C M. Por lo tanto
f € home, [(X, v), (Y, w)],

entonces ¥, = T5
[ |



Capitulo 8

ccce casl 1somorfas

En esta seccion definiremos el concepto de casi isomorfo, el objetivo de hacerlo es ampliar
la teoria que hemos tratado, para lograr este objetivo comenzaremos basandonos en la
ccce Mtce, para lo cual definiremos algunos aspectos basicos de las funciones continuas
entre los espacios métricos. También presentaremos los conceptos de fineza, aspereza y
métricas equivalentes en Mtc para después generalizarlo en las ccce, pues estos conceptos
nos serviran para tratar las ideas de funcion casi biyectiva y de casi isomorfo. En esta
seccién también veremos que las ccce Top, T1, Ty, T3, T4y T son cast isomorfas.

8.1. Funciones continuas en espacios métricos

Definicién 8.1.1. Sean (X,d) y (Y, e) espacios métricos y f : X — Y una funcién. Si
x € X decimos que f es continua en x si para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que para toda
yeX

d(z,y) < ¢ implica que e(f(x), f(y)) < €.

Decimos que f es continua de (X,d) en (Y, e) si es continua para todo x € X.

La siguiente proposicion establece algunos resultados sobre funciones continuas entre es-
pacios métricos y nos seran de utilidad.

Proposicién 8.1.2. Sean (X,d) y (Y, e) espacios métricos, f : X — Y una funcién,
entonces son equivalentes:

a) f es continua de (X, d) en (Y, e).
b) Para toda e > 0 existe § > 0 tal que

f(Dd(x’ 5)) - De(f(x)a 6)‘

¢) Si A CY es abierto en (Y, e) entonces f~1(A) es abierto en (X, d).
d) ST A CY tal que A € 7, entonces f~1(A) € 4.

Donde 7, es la familia de todos los conjuntos abiertos de (X, d) segun la métrica d y
7. es la familia de todos los conjuntos abiertos de (Y, e) segin la métrica e (Definicién

79
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1.2.4).

Los resultados de esta Proposicién 8.1.2., son bdsicos. La demostracién de a) si y sélo
si b) estd en [7] paginas 4 y 5. La demostracién de a) si y sélo si ¢) se encuentra en
[7] paginas 6 y 7. Por otra parte, sin afan de realizar la demostracién, veamos que ¢) es
equivalente a d) (asi notaremos que es s6lo otra forma de mencionar lo mismo):

c) = d) Si ACY tal que A € 7. entonces A es abierto en (Y, ¢e) y por lo tanto f~(A) es
abierto en (X, d) por c), es decir que f~1(A) € 74.

d) = ¢) Si A C Y tal que A es abierto en (Y, e) entonces A € 7., por lo tanto f~1(A) € 74
por d), es decir que f~!(A) es abierto en (X, 7).

Tenemos todos los elementos necesarios para tratar la ccce 9Mtc, que veremos a deta-
lle en la siguiente seccion.

8.2. La ccce Mtc
Dado un conjunto X # () consideremos la familia

Mic[X] ={d: X x X — RTU{0}| d es métrica en X}.
Con esto en mente definamos la clase:

|9ite| = {(X,d)| X es un conjunto distinto del vacio y d € Mct[X]}

Definicién 8.2.1. La ccce Mtc es una ccce compuesta de los siguientes miembros.

1) La clase |DMtc|, a cuyos elementos les llamamos espacios métricos y en nuestro caso
también podriamos llamarlos 9tc-objetos.

i) Para cada par (X,d), (Y,e)e |Mtc| definimos el conjunto de funciones continuas

de (X,d) en (Y, e), es decir
homay [(X, d), (Y, €)] := home,[(X, 74), (Y, 7¢)]

Tal definicién de homgy se justifica gracias a la Proposicién 8.1.2. Si f € homgy[(X, d), (Y, )]
diremos que f es un Mtc-morfismo. Por otra parte homgy esta sujeto a las siguientes con-
diciones!

a) Propiedad de composicién.
Para (X, d), (Y,e) y (Z,b) € |9tc| arbitrarios, si

f € homg[(X, d), (Y,e)] y g € homgp[(Y,€),(Z,b)]
entonces

go f € homgy|(X,d),(Z,0)]

!Propiedades bésicas, muy conocidas, de las funciones continuas entre espacios métricos.
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b) Propiedad de identidad.
Para todo (X, d) € |9tc.

1x € homgy[(X, d), (X, d)]
donde 1x(z) = x para toda = € X.

Antes de abordar el siguiente concepto recordemos que si X es un conjunto, 7 y o dos
topologias para X, entonces decimos que 7 es mas fina que o si y solo si

1X : (XvT) - (X7 U)
es continua lo cual significa que si U € o entonces U € 7 (i.e. 0 C 7). Por otra parte si d,
e son dos métricas para X y 74, 7. son las topologias inducidas por d y e respectivamente,
se tiene entonces que 74 es mas fina que 7, si y solo si
Te © Ta

siguiendo con la misma linea de argumentacion.

Entre otras cosas, vemos que lo anterior nos sirve para que en el lenguaje de los objetos
y los morfismos de la ccce Mtc determinemos lo siguiente.

Definicién 8.2.2. Dado X un conjunto distinto del vacio, d, e € Mtc[X]; diremos que
d es mas fina que e o que e es mds dspera que d si

1x € homgp[(X,d), (X, e€)]

donde 1x : X — X, 1x(z) = z para toda x € X. Debido a nuestra definicién de
continuidad en la ccce Mtc lo denotaremos por

e Smc d.

Con base en este concepto podemos definir el siguiente que es el de métricas equivalentes.

Métricas equivalentes

Definicién 8.2.3. Sea X un conjunto, d, e € Mtc[X]; diremos que d es equivalente a e,
si

1x € homgy[(X,d), (X, e€)] e 15" € homg[(X,e), (X, d)]

es decir e <gpe d v d <o €. Entonces escribiremos e =gy d. Para descargar la notacion
escribiremos e = d siempre que no haya lugar a confusién.

La siguiente observacion nos permite comprender el concepto de equivalencia entre dos
métricas para X en términos de las topologias que generan para X.
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Observacion 8.2.4. Sea X un conjunto, d,e € Mtc[X], entonces d = e si, y sélo si,
Td = Te-

Demostracion:

=]
Por la Definicién 8.2.3 se tiene que d = e, si

1x € homgp[(X, d), (X,e)] e 15 € homgp (X, €), (X, d)].
En base a 1) de la Definicién 8.2.1 esto es equivalente a tener:
lx € homag[(X, 74), (X, 7)] e 15" € homz,, [(X, 70), (X, 74)],

de donde resulta que 7. C 74 y 74 C 7., es decir: 74 = 7.

<]
Si 14 = 7. entonces

lx € homag[(X, 74), (X, 7)] e 15" € homze,[(X, 70), (X, 74)].
En base a i) de la Definicién 8.2.1 esto es equivalente a tener:
1x € homgy[(X, d), (X, ¢€)] e 15" € homg[(X, €), (X, d)],

que es a lo que se queria llegar.

Llegados a este punto consideremos el siguiente ejemplo, que aunque es sencillo, nos
deja claro que dos métricas pueden ser equivalentes sin llegar a ser iguales, el objetivo de
esto es hacer un contraste entre equivalencia e igualdad.

Ejemplo 8.2.5. Sean X un conjunto distinto del vacio, d una métrica en X y e = d/2
otra métrica para X, entonces demostraremos que

1x € homgy[(X,d), (X, ¢€)] e 15" € homgy[(X,€), (X, d)]

es decir que 1x e 13 son continuas.
Demostracion:

i) Sea U C X abierto en (X, e), entonces para toda x € U existe 0, € RT tal que
D.(z,0,) CU,
Definicién 2.1.3 y
De(x,0,) :={y € X| e(x,y) < d.},
Definicién 2.1.2. Sea €, = 20, entonces ¢, >0y
Da(z, ;) :==A{y' € X| d(z,9) < & }.

Sea z € Dy(z,€,) entonces d(x, z) < €, por lo tanto d(x, z) < 26, de donde
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N

(x,2) < &y,

es decir
e(x,z) < g,
entonces z € D.(z,d,), por consiguiente
Dy(z,€;) € De(x,0,) C U,

es decir Dy(z,€,) C U para toda x € U, en consecuencia U es abierto en (X, d) (Definicién
2.1.3). Por otra parte 1;1(U) = U implica que 1;'(U) es un conjunto abierto en (X,d),
entonces

1, € homgn[(X, d), (X, e)],

es decir e < d.

ii) Sea U un conjunto abierto en (X,d), entonces para todo z € U existe o, € R
tal que

Dy(z,a) C U (Definicién 2.1.3).

Por otra parte podemos definir a 3, = %=, en este caso 3, € R* pues a, € R, y podemos
considerar a

D.(x,5,) ={y € X| e(x,2") < B}

Sea w € D.(z,3;), se tiene, entonces, que e(r,w) < 3, y por lo tanto e(z,w) < %, por
definicion de (3, asi que

2e(x,w) < ay,
de donde podemos concluir que d(x,w) < ay, lo cual implica que w € Dy(z, a;), entonces
D.(z,B:) € Dy(z,a,) C U para toda x € U.

Por esto tltimo obtenemos que U es abierto en (X, e) y como 1x(U) = U, entonces 1x(U)
es abierto en (X e), lo que nos da como resultado que

1)_(1 € homgy[(X, €), (X, d)],

es decir d < e. De (i) y (ii) obtenemos que d = e, pero d # ¢
|

Asi podemos concluir que si X es un conjunto distinto del vacio y d, e son dos métricas
para X, pasaqued =e < 175 =T, yd =e = T3 = T, sin que se tenga la implicacion
inversa en la ultima proposicién. Es decir d = e = 753 = 7. & d = e. Lo que podemos
expresar como:

d=e=>d=e.
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8.3. ccce cast isomorfas

Con el previo analisis que hicimos de métricas equivalentes en 9tc pretendemos dar paso
a la generalizacion de este concepto en las ccce en general.

Fibras equivalentes

Definicién 8.3.1. Dado X un conjunto y € una ccce tal que p, ¢ € €[X], diremos que
p es mds fina que ¢ 0 ¢ mds dspera que p si

Ix: (X7 p) - (Xu ()0)

es un &-morfismo y lo denotaremos como p <¢ . Si no hay confusién con respecto a la
ccce que se esté tratando escribiremos p < .

A manera de ejemplo y para poner en concreto esta definicion podemos citar a la ccce
Mtc, ya que dado un conjunto X y d, e € Mtc[X] tenemos que

d<e<se<gd< 1x € hom|(X,d), (X, e)l.

Y es claro que el sentido parece invertido, en la segunda expresion, debido a la definicion de
continuidad en <Mtc. De manera andloga damos la siguiente generalizacion de equivalencia
en las ccce.

Definicién 8.3.2. Sean X un conjunto, € una ccce y p,p € €[X], decimos que p es
equivalente a ¢ (que denotamos por p=¢ p 0 p =) ,si p <¢c py ¢ <¢ p, es decir si

1xX—>X

conserva la €-estructura de (X, p) en (X, p).

De nuevo como ejemplo podemos considerar a la ccce MMtc v la equivalencia entre métricas
para un conjunto arbitrario X distinto del vacio. Lo interesante de este concepto es que
la equivalencia entre métricas no implica que sean iguales como vimos anteriormente. Lle-
gamos a la parte de conceptos importantes de este capitulo. Los veremos a continuacion
en la siguiente seccion.

Funcién casi biyectiva

Antes de presentar el concepto de funcién casi biyectiva en las categorias concretas de
conjuntos estructurados, presentaremos dos conceptos necesarios.

Definicién 8.3.3. Sean X un conjunto y €, ® dos ccce. Decimos que una funcion
Tx : €[X] = D[X]
es casi inyectiva si para cualesquiera ¢, p € €[X] se tiene que
Tx(¢) = Tx(p) implica que ¢ = p.
Donde Tx(¢), Tx(p) € D[X].
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Definicién 8.3.4. Sean X un conjunto y €, ® dos ccce. Decimos que una funcién
Tx : €X]| = D[X]

es casi suprayectiva, si para toda ¢ € D[X], existe ¢’ € €[X] tal que

Donde Tx(¢') € D[X]. Sélo nos queda presentar el concepto de funcién casi biyectiva en
las ccce.

Definicién 8.3.5. Sean X un conjunto y €, ® dos ccce. Decimos que una funcién
Tx : C[X] = D[X]
es cast biyectiva, si es cast inyectiva y es casi suprayectiva.
Este ultimo concepto, tratado en la Definicién 8.3.5, es crucial para definir el concep-

to de casi isomorfo entre las ccce, que es el otro de los objetivos importantes a tratar en
este capitulo.

ccce cast tsomorfas

Definicién 8.3.6. Dadas dos ccce € y ®. Diremos que € y ® son casi isomorfas, lo que
denotaremos por € = 9, si:

i) Para cada conjunto X existe una funcién casi biyectiva
Tx : CX] = D[X],
natural en el siguiente sentido:
ii) Si f: X — Y es una funcién
[ € home[(X, ¢), (Y, p)] si, y s6lo si, f € homg[(X, Yx(p)), (Y, Ty (p)].

Para considerar un ejemplo que concrete la Definicién 8.3.6 primero tengamos en cuenta
la definicién siguiente.

Definicién 8.3.7. Dado un conjunto X y (X, 7x) € |Top|, se dice que (X, Tx) es me-
trizable si existe una métrica d en X que induzca la topologia Ty, es decir si existe un
métrica d en X tal que

Td —TXx-
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Ejemplo 8.3.8. La ccce TMNic es la ccce compuesta de los siguientes elementos.

a) La clase |TMtc| cuyos elementos son los espacios topoldgicos metrizables o TNtc-
objetos.

b) Para dos (X, 7x), (Y, 7y) € |TMtc| definimos el conjunto

homege[(X, 7x), (Y, 7v)] := homee [(X, 7x), (Y, 7v)].

Es decir las funciones continuas de (X, 7x) en (Y, 7y). Comprobemos que Mtc y TNtc
son casi isomorfas. Para probar la primera parte, de la Definiciéon 8.3.6, consideremos a
X un conjunto, entonces podemos definir la funcién

Ty : Mec[X] — TMe[X]

dada por T x(d) = 74 donde d es una métrica para X y 74 la topologia para X que induce
d. Tx es funcién puesto que d sélo induce una topologia para X. Sean d y e dos métricas,
distintas para X, tales que:

Tx(d> = Tx<€),

es decir que 75 = 7, (vimos en Ejemplo 8.2.5 que dos métricas distintas si pueden inducir
la misma topologia), entonces

d=e

por la Observacion 8.2.4. Asi queda probado que T x es casi inyectiva. Por otra parte para
toda 7x € TMtc[X] existe d € Mtc[X] (Definicién 8.3.7) tal que

Tx(d) = 7x,
lo que se puede interpretar como que:
1x € homam[(X, Tx(d)), (X, 7x)] e 1% € homag[(X, 7x), (X, Tx(d))],
es decir
Tx(d) =7x.

Lo que prueba que Tx es casi suprayectiva. Para la segunda parte consideremos dos
conjuntos X, Y y f: X — Y una funcién, vemos de manera directa que:

f € homg[(X, d), (Y,e)] siy sélo si f € homgon[(X, Tx(d)), (Y, Ty (e))]
debido a la Proposicién 8.1.2. Por lo tanto Mtec = TNHc.
[ |

De este ejemplo podemos ver que IMtc y TNte son ccce distintas, es decir que aunque
sean casi isomorfas no son concretamente isomorfas debido, principalmente, a que dos
métricas distintas pueden inducir la misma topologia, esto nos permite hacer el contraste
de que, por una parte, éstos dos conceptos (de concretamente isomorfas y casi isomorfas)
son distintos y que uno no implica el otro pero al revés si, es decir, por ejemplo, vimos
que las categorias concretas de conjuntos estructurados Top, %1, Ts, T3, T4 y Ty son con-
cretamente isomorfas entonces veremos que son casi isomorfas. En el siguiente apartado
comprobaremos esto.
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Top =%, T =%, Ta=T3, T3 =Ty, Ty =T5

Antes de comprobar que las ccce Top, %1, %o, T3, T4 v T5 son casi isomorfas veremos
varios resultados sencillos..

Afirmacion 8.3.9. Sea X un conjunto, € una categoria concreta de conjuntos estruc-
turados y p, ¢ € €[X], si p = p entonces p = ¢.

Demostracion:

Como p = ¢, se tiene que
1x: X=X

es un €-isomorfismo por la propiedad de la identidad que se cumple en las ccce, es decir
que

1X S hOITlQ[(X, p), (X, 90)] € 1)_(1 € homC[(X7 @)’ (X7 ,0)],

por lo tanto p <¢ ¢ v ¢ <¢ p lo que implica que p =¢ .
[ |

Tomando en cuenta la Afirmacién 8.3.9 podemos probar el siguiente resultado.

Observacion 8.3.10. Dado X un conjunto, € y ® dos ccce arbitrarias, si
Oy : C[X] — D[X]

es una funcién biyectiva, entonces ®x : €[X] — D[X] es casi biyectiva.
Demostracion :
¢ Primero demostraremos que ®x es casi inyectiva.

Sean p, o € €[X], como Py es biyectiva, en particular es inyectiva, entonces si

Ox(p) = ®x(0)

se tiene que p = p, por lo tanto p =¢ ¢ por la Afirmacion 8.3.9, es decir ® x es casi inyectiva.
¢ Demostraremos que ®x es casi suprayectiva.

Sea p' € D[X], como ®x es biyectiva, en particular es suprayectiva, entonces existe
p € €[X] tal que

x(p) = /¢

por lo tanto ®x(p) =p p' por la Afirmacién 8.3.9, es decir ®x es casi suprayectiva.

Si X es un conjunto arbitrario, € una ccce y p,¢ € €[X] ya vimos que si p =¢ ¢ en-
tonces no necesariamente se tiene que p = ¢ (Ejemplo 8.2.5).
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Afirmacion 8.3.11. Sean € y ® dos ccce cualesquiera; si € = ® entonces € = 3.
Demostracion:

(7) Para un conjunto X veamos que existe una funcién casi biyectiva de €[X] en D[X].

Como € = 9 existe una funcién biyectiva

Oy : C[X] = D[X],
entonces

O : C[X] — D[X]
es casi biyectiva (por la Observacion 8.3.10).

(i) Sea f: X — Y una funcién, entonces por la naturalidad de ®x se tiene que

f € home[(X, p), (Y, p)] si, y sblo si, f € homg[(X, Px(p)), (Y, Py(p))],

por lo tanto € = ©.
[ |

Ya vimos que Top = T} = Ty, = T3 = T, = T5, entonces aplicando la Afirmacion
8.3.11, obtenemos el siguiente resultado:

Top=T1 =T =T3=%,=%s.

En lo que sigue vamos a tratar algunos resultados sobre las ccce. Estudiaremos el concepto
de transportabilidad entre las ccce asi como algunas implicaciones de éste.

8.4. ccce transportables

Definicién 8.4.1. Sean X,Y conjuntos y € una ccce cualquiera, diremos que € es
transportable si para todo €-objeto (X, p) y para toda biyecciéon f : X — Y existe una
unica estructura ¢ € €[Y] tal que f: (X, p) = (Y, ¢) es un €-isomorfismo.

Es decir

f €home[(X, p), (Y, )]y f! € home[(Y, @), (X, p)].

Veremos un ejemplo de ccce transportable, pero para ello comencemos, por una parte,
recordando que en Top los Top-isomorfismos son los homeomorfismos (Definicién 2.1.11.).
Por otra parte consideremos la definicién siguiente.

Definicién 8.4.2. Un espacio topologico casi discreto es un espacio topoldgico en el que
ademds se tiene que las intersecciones arbitrarias de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.
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Ejemplo 8.4.3. La ccce de los espacios topoldgicos casi discretos, denotada como €D Top,
es una ccce conformada por los siguientes elementos.

a) La clase |€®Top|, cuyos elementos son las parejas (X, X) en donde X es un con-
junto y X es una topologia casi discreta para X, podremos llamarlos espacios topolégicos
casi discretos (o €D%op-objetos).

b) Dada la pareja (X, X), (Y,)) € |€D%Top| definimos el conjunto
homepgop[(X, X), (Y, V)] := home,,[(X, X), (Y, V)].

Como a fin de cuentas los €D Top-morfismos entre los objetos de €DTop son las funciones
continuas entre espacios topoldgicos, entonces cumplen con las propiedades de composi-
cion e identidad, como ya vimos en la Proposicién 2.1.10. Vamos a comprobar que €D Top
es una ccce transportable.

Dados X, Y conjuntos y (X,X) € |[€DTop|, consideremos f : X — Y una funcién
biyectiva. Definamos

Y={/U)|Ucx}.

Y asi definida es una topologia casi discreta para Y que hace de f : X — Y un homeo-
morfismo de (X, X) en (Y,)). En primer lugar probemos que ) es una topologia casi
discreta para Y.

a) Se tiene que f(X) = Y pues f es una funcién biyectiva y en particular suprayecti-
va. Por otro lado como X € X, porque X" es una topologia para X, entonces f(X) € Y,
es decir

Ye)y.
Tenemos que f(0) =0y 0 € X, por lo tanto
Dey.

b) Sea {f(U;)}ier € Y con I arbitrario. Por propiedades bésicas de las funciones tenemos
que

f(UiEIUi) = Uie[f(Ui).

Puesto que X es una topologia casi discreta, en particular es una topologia, para X
entonces U;c;U; € X', por esto tenemos que f(U;erU;) € Y, es decir

Uier f(U;) € V.

c¢) Consideremos, nuevamente, a { f(U;)}ier € Y con I arbitrario. Como f es una funcién
biyectiva, entonces, por propiedades basicas de las funciones tenemos que:

f(NicrUs) = Nier f(Uy),

como X es una topologia casi discreta para X entonces N;c;U; € X, por lo que f(Nie U;) €
Y, es decir

Nier f(U;) € V.
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Hasta aqui hemos probado que ) es una topologia casi discreta para Y. Veamos que esta
topologia hace de f un homeomorfismo de (X, X') en (Y, )).

Un conjunto abierto en (Y, )) es de la forma f(U) con U € X. Por otra parte

) =U
pues f: X — Y es biyectiva. Esto implica que f~'(f(U)) € X, por lo que

f & hom@gop[(X, X), (Y, y)]

Consideremos f~1: (Y,)) — (X, X), entonces para todo U € X se tiene que f(U) € Y
por definicion de ), por lo tanto

f_l € hOmgggop[(Y, y), (X, X)]

Asi hemos demostrado que f es un homeomorfismo. Por ultimo nos queda demostrar que
Y es la unica topologia casi discreta para Y que hace de f un homeomorfismo, entonces
supongamos que existe otra topologia casi discreta )’ para Y tal que f : (X, X) — (Y, ))
es un homeomorfismo.

Sea U € )’ entonces f~}(U) € X ya que estamos suponiendo que f : (X, X) — (Y,)) es
un homeomorfismo, por lo tanto f(f~*(U)) € Y, por definicién de Y, es decir

Ue)y

porque f es biyectiva y podemos concluir que )’ C ). Sea, por otra parte, U € Y,
entonces U = f(W) para algin W € X, por lo tanto f~(U) = f~1(f(W)) = W, es
decir que f~1(U) € X, pero estamos en el supuesto de que f : (X, X) — (¥,)) es un
homeomorfismo, entonces f~1: (Y,)’) — (X, X) es continua, por lo tanto:

fH ) ey

y asi obtenemos que U € ), de donde ) C ). Por las contenciones anteriores obtenemos
que

y=Y.

Y asi la topologia que hace de f un homeomorfismo es tinica, por lo que de acuerdo a la
Definiciéon 8.4.1 tenemos que €D Top es transportable.

Para establecer ideas consideremos una ccce que no es transportable, tal ejemplo nos lo
proporciona la ccce IMtc. Veamos:

Ejemplo 8.4.4. Sea X un conjunto, (X,d) € [Mtc| e 1x : X — X la funcién identidad
de X en X. De acuerdo al Ejemplo 8.2.5 consideremos otra métrica, para X, e = %l y

entonces
1X . (X,d) — (X, 6)

es un Mtc-isomorfismo (como comprobamos en el ejemplo). Por otra parte por la propie-
dad de identidad (dada en la Definicién 8.2.1) se tiene que
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1X : (X,d) — (X,d)

es un Mtc-morfismo y como 1y = 13, entonces 13" : (X,d) — (X,d) también es un

Mtc-morfismo, de donde

es un NMtc-isomorfismo. De esta manera tenemos que existen dos métricas distintas, para
X, que hacen de 1x : X — X un Mtc-isomorfismo, con lo que podemos concluir que Ntc
no es transportable.

8.5. La relacién = entre las ccce transportables

En las ccce € transportables se cumple lo siguiente.

Proposicién 8.5.1. Sean X un conjunto, € una ccce transportable y p,o0 € €[X], si
p =¢ 0 entonces p = .

Demostracion:

Sean p, o € €[X] tales que p = p, entonces
Iy (X, p) = (X, 0)
es un €-isomorfismo (Definicién 8.3.2). Por otra parte
Ly (X, p) = (X, p)

es un €-isomorfismo por la propiedad de identidad que se cumple al ser € una ccce,
como € es transportable se tiene que la tnica estructura que hace de 1x un €-isomorfismo
en € es p, por lo tanto p = p.

[ |

Proposicion 8.5.2. Sean X un conjunto, € y ® dos ccce transportables, entonces
O : C[X] — D[X]

es cast biyectiva si, y sélo si,
O : C[X] — D[X]

es biyectiva.

Demostracion:

¢ Sean p, o € €[X] tales que Px(p) = Px(0), como Py es casi biyectiva, en particu-
lar es casi inyectiva, entonces p = p. Aplicando la Proposicién 8.5.1 es p = o por lo que
®x es inyectiva.
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p=osiysolosi, p=op

¢ Sea ¢ € D[X], como Py es casi biyectiva, en particular es casi suprayectiva, entonces
existe ¢’ € €[X] tal que

Px(¢) = ¢.

Puesto que ® es transportable podemos aplicar la Proposicion 8.5.1 ya que ® es trans-
portable y asegurar que ®x(¢') = ¢, por lo que ®x resulta suprayectiva.
|

Veremos que la relacion = entre las ccce transportables es una relacién de equivalencia.
La transportabilidad nos da el siguiente resultado.

Proposicion 8.5.3. Sean € y © dos ccce transportables cualesquiera, entonces
C=Dsiysolosi€=D2.

Teorema 8.5.4. = es de equivalencia entre las ccce transportables.

Demostracion:

Por la Proposicion 8.5.3 la demostracion se hace andloga a la hecha en el Teorema 1.1.2.



Capitulo 9

Conclusiones

En este capitulo describiremos, a grandes rasgos, los puntos més relevantes que tratamos
a lo largo de este trabajo asi como las conclusiones que obtuvimos.

En principio y de manera general podemos decir que comprobamos como a partir de
los conceptos bésicos, en topologia, de conjuntos abiertos, conjuntos cerrados, interior,
cerradura, vecindad y frontera, se puede generar una categoria concreta de conjuntos
estructurados (agregando los morfismos en cada caso), éstas las denotamos por:

(Eopa (Zlv z27 53) (54 y 557

vimos que tienen bien definidos sus objetos y sus morfismos y aunque podrian parecer
distintas o no en una primera instancia, estan relacionadas de manera precisa a través del
concepto de isomorfismo concreto, teniendo que:

Top =T, 81 =%, T =03, L=y T =T

., i6n = ., . ) i
También demostramos que la relacion = es una relacién de equivalencia entre las cate
gorias concretas de conjuntos estructurados. Por otra parte podemos escribir las relaciones
anteriores como:

Top =T, =T, =T33 =%, =TF;

y pretender considerar esta expresion como una cadena. Notemos que por ser = una re-
lacién de equivalencia entre las ccce, también podriamos comprobar que:

Top = Top, Top = T, con i € {2,3,4,5}, T, = %, para todo i € {1,2,3,4,5}, T) = F;
con i € {3,4,5}, Ty =T, con i € {4,5}, Ty = Ts.

Pudimos ver a detalle como se relacionan los morfismos de una categoria con otra y como
se ven los morfismos en una categoria y otra. De hecho en términos de la estructura de
cada categoria determinamos sus morfismos, esto nos da por resultado diferentes formas
de interpretar la continuidad de acuerdo a los conjuntos abiertos, los conjuntos cerrados,
el interior, la cerradura, las vecindades y la frontera, pues con los conjuntos abiertos,
por ejemplo, tenemos la continuidad tradicional, con los conjuntos cerrados tenemos una
forma similar, de continuidad, a la que se da por conjuntos abiertos, con el interior la
continuidad se formula en términos del operador interior, con la cerradura en términos
del operador cerradura, con las vecindades en términos del operador vecindad y con la
frontera en términos del operador frontera. Algo que sale de manera adicional de acuerdo
a los resultados que obtuvimos y que no estd de més mencionar, es que se puede iniciar
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el estudio de la topologia a través de cualquiera de las categorias concretas de conjuntos
estructurados que determinamos (%; con ¢ € {1,2,3,4,5}).

El concepto que dimos en llamar casi isomorfo viene a ampliar la teoria pues a través de
la idea de fibras equivalentes permite considerar estructuras que se relacionan de una ma-
nera mas débil en el sentido de que no se necesita determinar una funcion biyectiva entre
las familias de estructuras, de dos ccce, sino sélo una funcion casi biyectiva como vimos
en el capitulo 8 y en relacién a estos conceptos principales vimos que; como biyectividad
implica casi biyectividad (es decir ==-=), entonces también tenemos que:

‘Zop:T1:‘32=‘23:T4:§5

Debido a la transportabilidad tenemos que =<= y resulta que = es una relaciéon de
equivalencia entre las ccce transportables. Nétese que sin la transportabilidad no se tiene
que === como bien vimos en el Ejemplo 8.3.7 (pues en ese ejemplo consideramos a
IMtc que no es transportable, como después corroboramos), es decir que podemos notar la
debilidad de = ante =, lo que nos permite decir que dos categorias concretas de conjuntos
estructurados que sean casi isomorfas no tienen que ser en principio similares de alguna
forma como ocurre con Mtc y TNtte (pues en el Ejemplo 8.3.7 comprobamos que son casi
isomorfas pero no por eso similares), cosa que no ocurre con el concepto: concretamente
isomorfo, como comprobamos con las ccce Top, ¥y, To, T3, T4 v T5 que tratamos, pues
en principio y dicho de manera tosca, todas son Top.

Podemos decir, también, que desarrollamos la idea de tener diferentes teorias en las que al
final de cuentas sus objetos y sus morfismos se relacionan, conceptos (objetos y morfismos)
que son basicos para comprender cada una de estas teorias, imaginando que cada una de
estds categorfas fuera parte de una teoria distinta (pues, ademds, objetos y morfismos
forman la base de cada categoria incluso si no es una ccce como vemos en la Definicion
1.1).

Queremos hacer notar que esta tesis sirve como material de introduccion al estudio de
la teoria de categorias pues aunque trabajamos con categorias concretas de conjuntos
estructurados muy particulares, éstas estdan muy detalladas (formadas a partir de las
equivalencias que nos da el conocido concepto de topologia), por lo que pudimos ver su
estructura y funcionamiento a fondo.

Por 1ltimo, para apoyar lo dicho en el parrafo inmediato anterior, tengamos en cuenta que
partimos de la definicién precisa de categoria y de categoria concreta de conjuntos estruc-
turados y aunque no definimos o siquiera hablamos del concepto de funtor, en realidad
trabajamos con esta idea pues en términos generales un funtor entre dos ccce es una fun-
cién que asocia objetos de una ccce con los objetos de otra y los morfismos (las funciones
que preservan la estructura) de una ccce con los morfismos de otra y como bien pudimos
notar, esta idea fue uno de los pilares fundamentales que nos permitié el desarrollo de
este escrito. Para concretar ideas consideremos lo siguiente:

Dadas &, ¥ dos ccce y X, Y conjuntos, para probar que & = ¥ primero definimos una
funcién biyectiva

Tx : 6[X] — T[X],
esto nos permitié relacionar el objeto
(X,%) € 6]

con el objeto
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(X, Tx (%)) € [%].
Luego probamos que T x es natural en el sentido:
f € homg[(X, %), (Y,0)] siy sélo si f € homz[(X, Tx (X)), (Y, Ty(0))],
esto nos permitié, como vimos, relacionar el morfismo:
f € home[(X, 5), (Y, 0)]
con el morfismo:
[ € homg[(X, Tx(2), (Y, Ty (O)].

De manera anédloga podemos ejemplificar, de forma superficial, el caso en el que demos-
tramos de que dos ccce son casi isomorfas y comprender la idea de que, en el fondo,
hemos relacionado objetos y morfismos. Para terminar cabe mencionar que estos concep-
tos (principalmente el de categoria y el de funtor que trabajamos mas de manera un tanto
implicita) son parte bésica y necesaria de la teorfa de categorias para poder comenzar su
estudio.
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