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mos extraer se podŕıan acomodar en un librero pequeño. Si alguien estuviera interesado en
nosotros, contando las historias de esos libros-recuerdos podŕıamos dar cuenta de nuestra
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aventuras, por su compañ́ıa, su apoyo, sus consejos y su amor. Por supuesto, no pueden
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ÍNDICE GENERAL 6

llegar a ser palabras. También quiero agradecer a amigos de la maestŕıa: Andrés, Gustavo,
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esencial, lo que queŕıa decir. Podŕıa escribir más, pero me temo que no importa que tan
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Resumen

En esta tesis estudiamos la relación entre gravedad y termodinámica en el horizonte
aparente del espaciotiempo de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker (FLRW).

Asumiendo que el horizonte aparente FLRW puede interpretarse como un sistema ter-
modinámico, obtenemos la ecuación fundamental, la cual, según las nociones de la termo-
dinámica estándar, contiene toda la información relevante del sistema. Una vez determinada,
usamos la ecuación fundamental y la primera ley de la termodinámica unificada para calcu-
lar las ecuaciones de estado y las funciones de respuesta. El análisis se hace para el horizonte
aparente con y sin constante cosmológica Λ. En el caso sin constante cosmológica, la ecuación
de estado que se obtiene implica que las variables termodinámicas permanecen constantes
durante la evolución del sistema, mientras que en el caso con constante cosmológica, las
variables evolucionan. En ambos casos, tanto las capacidades caloŕıficas como las compre-
sibilidades, son negativas, lo cual se puede explicar por el carácter de largo alcance de las
interacciones gravitacionales. Se calcula el ı́ndice adiabático siendo el mismo para ambos
casos y de este se deduce que el horizonte aparente tiene solo dos grados de libertad.

Con la ecuación fundamental en la representación entrópica, se analiza la segunda ley de
la termodinámica examinando la primera y segunda derivada de la entroṕıa con respecto al
tiempo. Encontramos que los criterios Ṡ > 0 y S̈ < 0 no se satisfacen para todos lo valores
de los parámetros del sistema, con lo cual se concluye que el horizonte aparente no siempre
se puede considerar como un sistema termodinámico. Finalmente, se analiza la segunda ley
de la termodinámica generalizada (SLG), donde se contemplan la entroṕıa del horizonte más
la entroṕıa de la materia, resultando que el cambio respecto al tiempo de la entroṕıa total
es una cantidad definida positiva, con lo cual la SLG se cumple satisfactoriamente.
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Estructura de la tesis

Esta tesis está organizada de la siguiente manera. En el primer caṕıtulo, a manera de
introducción, se discuten brevemente algunos aspectos históricos y se da una descripción
general sobre la relación entre la gravedad y la termodinámica. En el caṕıtulo 2 se presentan
los elementos básicos de la relatividad general. Presentamos los principios angulares de la
teoŕıa de la gravitación de Einstein: el principio de equivalencia y el principio de relatividad
general (covarianza). Posteriormente, se introduce el tensor de enerǵıa-momento y se realiza
una deducción heuŕıstica de las ecuaciones de campo de Einstein. Enseguida, se discuten
dos de las soluciones de las ecuaciones de campo: el espaciotiempo de Schwarzschild y de
Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker(FLRW).

En el caṕıtulo tercero se introducen las definiciones y propiedades más relevantes sobre
los horizontes. Se desarrollan las nociones de horizonte, de eventos, de Killing y aparentes.
Se presta especial atención a la definición del horizonte aparente: partiendo del concepto
de congruencia de geodésicas nulas, se define la expansión de la congruencia y se describe
la ecuación de Raychaudhuri con la que se llega a la noción de superficies atrapadas. Se
da una clasificación de superficies en función del comportamiento de la expansión de las
congruencias. Se presentan las definiciones de gravedad superficial asociadas a cada tipo de
horizonte y se introduce la llamada primera ley unificada, además de la enerǵıa de Misner-
Sharp. Por último, se presentan los horizontes cosmológicos: de part́ıculas, de eventos y el
horizonte aparente del espaciotiempo FLRW.

En el caṕıtulo cuatro se introducen los conceptos clave de la termodinámica: se presen-
tan las leyes de la termodinámica, se discute la relación entre la ecuación fundamental y
las ecuaciones de estado. Enseguida se da la noción de homogeneidad y su relevancia en la
descripción termodinámica, aśı como la relación de Gibbs-Duhem. En la sección siguiente se
estudia la definición de las funciones de respuesta. Posteriormente, se exponen las trasfor-
maciones de Legendre y los potenciales termodinámicos. Por último, se aplican los conceptos
y se desarrolla la termodinámica del gas ideal.

En el caṕıtulo cinco se exploran algunos trabajos que muestran diversos aspectos del
carácter termodinámico de la gravedad, en concreto, se revisa la termodinámica de agujeros
negros, mostrando la relación entre las leyes dinámicas que los describen y las leyes de la
termodinámica además de la ecuación fundamental asociada a estos objetos gravitacionales.
Después, se discute brevemente el efecto Unruh y su parecido con la radiación de Haw-
king. Luego, se presenta el trabajo de T. Jacobson, donde se prueba que es posible obtener
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las ecuaciones de Einstein partiendo de argumentos termodinámicos del espaciotiempo. A
continuación se presenta el trabajo de T. Padmanabhan, donde muestra que para espacio-
tiempo con simetŕıa esférica, las ecuaciones de Einstein evaluadas en el horizonte se pueden
escribir como la primera ley de la termodinámica. Por último, se desarrolla el trabajo de
R.G Cai, donde de muestra como las ecuaciones de Friedman se pueden obtener partiendo
de argumentos termodinámicos del horizonte aparente FLRW.

Los caṕıtulos sexto y séptimo contienen la parte principal de esta trabajo. En ellos se
presentan los resultados originales que se obtuvieron en nuestra investigación. En el caṕıtulo
sexto se discuten la termodinámica de horizonte aparente FLRW sin constante cosmológica.
Asumiendo que el horizonte aparente FLRW puede interpretarse como un sistema termo-
dinámico, obtenemos la ecuación fundamental, luego, aplicando los procedimientos de la
termodinámica estándar, se calculan las ecuaciones de estado y las funciones de respues-
ta. Estas expresiones determinan lo que llamamos termodinámica del horizonte aparente
FLRW. Por último, se analiza y discute la validez de la segunda ley de la termodinámica y
la segunda ley generalizada en el horizonte aparente.

En el caṕıtulo séptimo se analiza la termodinámica del horizonte aparente con constante
cosmológica Λ. Considerando que Λ puede tomarse como una presión efectiva, se obtiene la
ecuación fundamental del horizonte aparente. Con esta se calculan las ecuaciones de estado
y funciones de respuesta. Se discute la validez de la segunda ley de la termodinámica y de
la segunda ley generalizada.

Finalmente, en el octavo caṕıtulo, a manera de resumen, se presentan las conclusiones
principales a las que se llegaron en el proyecto de investigación.

Convenciones

Aqúı presentamos algunas de las convenciones que utilizaremos a lo largo de la tesis.

La signatura de la métrica se toma como (−,+,+,+).
Los ı́ndices latinos a,b,c... son indicen abstractos que denotan ecuación tensoriales que son
válidas en cualquier sistema de coordenadas.

Se consideran unidades tales que c = G = ℏ = kB = 1. No obstante, procurando la
claridad, en algunas expresiones estos son incluidos expĺıcitamente.



Caṕıtulo 1

Introducción

La gravedad sigue siendo hoy en d́ıa, quizá, la menos entendida de las cuatro fuerzas
fundamentales de la naturaleza. A pesar de lo simple que puede parecer que una manzana
caiga, las razones más profundas detrás del fenómeno que lo causa permanecen aun sin
conocerse de todo. En el hilo del tiempo, se han ensayado diversas ideas y teoŕıas que tratan
de explicar de los fenómenos gravitacionales. Aristóteles desarrolló uno de los primeros
sistemas que pretend́ıan dar una explicación lógica y coherente a los fenómenos que se
observan en el mundo. Para Aristóteles, la naturaleza de los objetos era revelada por su
movimiento. De esta manera, con el objetivo de entender el movimiento, planteo y estudió
las nociones que lo definen: espacio, tiempo y desplazamiento. Creó un modelo geométrico del
mundo basado en esferas concéntricas alrededor de la tierra. Tal modelo le permitió definir
nociones espaciales, como arriba: alejándose del centro de la esfera que defińıa la tierra, y
abajo: acercándose a dicho centro [1]. Con esto, pudo clasificar el movimiento de los cuerpos
que se mueven hacia arriba y los que se mueve hacia abajo. No obstante, Aristóteles no
asoció estos movimientos con una noción de fuerza (lo cual śı hizo Newton siglos después)
sino que los explicó en función de lo que créıa era una tendencia natural de los cuerpos a
ocupar cierto lugar en el espacio [2]. Sin embargo, aunque Aristóteles describió de manera
lógica el movimiento de los cuerpos, para él, muchos de los fenómenos que hoy sabemos son
causados por la gravedad, estaban desconectados. No fue hasta que Newton, en el siglo XVII,
introdujo los conceptos de espacio y tiempo absolutos y formuló sus leyes de la mecánica y de
la gravitación universal, que se entendió que aquello que hace caer una manzana en la Tierra
tiene el mismo origen que aquello que hace girar los planetas alrededor del Sol: la gravedad.
Si bien, Newton, con su ley de gravitación universal, lograba explicar el movimiento de los
planetas alrededor del Sol y de los objetos que caen en la Tierra, no fue capaz de dar razón
sobre la gravedad en śı misma y se vio obligado a introducir el concepto de acción a distancia.
A pesar de esto, la formulación de la ley de la gravitación universal puede ser considerada
como uno de los grandes logros de la humanidad, ya que dio por primera vez un modo
sistemático de interpretar, explicar y estudiar los fenómenos gravitacionales. Tres siglos
después, Einstein introduce la relatividad especial y unifica los conceptos de espacio y tiempo
basado en el postulado de la constancia de la velocidad de la luz y el principio de relatividad
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especial, que establece que las leyes de la f́ısica deben ser iguales para todos los observadores
inerciales. Minkowski, interpreta esta unificación de manera geométrica, introduciendo la
noción de espaciotiempo: un espacio geométrico, plano, de cuatro dimensiones, descrito
por una métrica pseudoeuclideana. El principio de relatividad especial, no es satisfactorio
del todo, pues como Einstein créıa, las leyes de la f́ısica deben ser las mismas para todos
los observadores y no solo para los inerciales. Esto lo lleva a buscar una generalización
del principio de relatividad para incluir sistemas no inerciales. Al extender el principio de
relatividad, Einstein, descubrió uno de los principios más profundos de la f́ısica teórica: el
principio de equivalencia. Aśı, la generalización del principio de relatividad especial, lo llevo
simultáneamente a una teoŕıa de la gravitación. Einstein encontró que una manera de pasar
de sistemas inerciales a no inerciales es cambiando la geometŕıa del espaciotiempo; pasando
de una métrica plana a una con curvatura. Con esto, relaciona los efectos no inerciales
con la curvatura del espaciotiempo y en un momento de auténtica genialidad se da cuenta
de que, localmente, un observador en un sistema acelerado es equivalente a un observador
en un sistema inercial con un campo gravitacional. Más tarde comprende que, de hecho, la
métrica que describe la geometŕıa del espaciotiempo puede usarse para representar un campo
gravitacional. Esto lo conduce a formular su teoŕıa de la gravedad: considerando que ni el
espacio ni el tiempo son absolutos, sino que el espaciotiempo es descrito por una variedad
diferencial y dinámica de cuatro dimensiones, la relatividad general (RG) establece que la
geometŕıa del espaciotiempo describe el campo gravitacional. Aśı, la gravedad no es más
una fuerza, sino una medida de la curvatura del espaciotiempo, la cual, a su vez, es creada
por el contenido de materia sobre él. De este modo, las ecuaciones del campo gravitacional
relacionan la curvatura del espaciotiempo con el contenido de materia del mismo.

Con la relatividad general, Einstein da una nueva manera de entender la gravedad. Su
teoŕıa no solo puede dar razón de hechos que no se pod́ıan entender desde el punto de vista
Newtoniano, por ejemplo, el perihelio de Mercurio, sino que, además, predice la existencia de
otras propiedades intŕınsecas de la gravedad que la teoŕıa de Newton no permit́ıa ver, como
la conexión indisoluble que tiene esta con el propio espaciotiempo, (pues se describe con el
mismo objeto matemático que determina la geometŕıa del espaciotiempo) o la deflexión de
la luz por un campo gravitacional, lo cual confirmó Eddington el 29 de mayo 1919 [3]. Aśı,
la teoŕıa de la relatividad general no solo es una mejor teoŕıa de la gravedad en el sentido de
que explica una mayor cantidad de fenómenos, sino que, también, y quizá más importante,
revela aspectos que permanećıan ocultos hasta entonces y que han permitido entender con
más profundidad la naturaleza de la gravedad. La relatividad general predice la existencia
de los llamados agujeros negros y de su caracteŕıstica más desconcertante, el horizonte de
eventos. Los agujeros negros son regiones del espaciotiempo cuyo campo gravitacional es
tan intenso que ni la luz puede escapar. El estudio de los agujeros negros en los años 1970
llevó a descubrir una analoǵıa entre la gravedad y la termodinámica. Primero, Bekenstein
[4] propone que estos sistemas se pueden entender como sistemas termodinámicos caracteri-
zados por una entroṕıa que es proporcional a su área. Después Hawking [5] descubre que, de
hecho, estos sistemas pueden emitir radiación a una temperatura proporcional a su grave-
dad superficial. Esto lleva a la idea de que los agujeros negros pueden ser entendidos como
auténticos sistemas termodinámicos que están caracterizados por cuatro leyes dinámicas que
son idénticas a las leyes de la termodinámica.
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Después de preguntarse si esta relación con la termodinámica es exclusiva de los agujeros
negros, Hawking muestra que estos resultados se pueden extender a otros espaciostiempo.
En 1973, junto con Gibbons muestran [6] que un universo de de Sitter tiene un horizonte
que también puede ser caracterizado con propiedades termodinámicas análogas a las de agu-
jeros negros. Este resultado impulsa la naciente idea de que la descripción termodinámica
es relevante en la gravitación. Aśı, paso de creerse que esta conexión era una coincidencia
matemática a pensarse que podŕıa tratarse de otra de las propiedades intŕınsecas de la gra-
vedad. Los horizontes han revelado el carácter termodinámico del campo gravitacional, pues
tienen definida una entroṕıa y una temperatura. Esta es una cualidad sorprendente, pues
de alguna manera, que no terminamos de entender, esto sugiere que el espaciotiempo tiene
propiedades termodinámicas. Una evidencia más de esto, la mostró Unruh [7], al descubrir
que un observador acelerado de Rindler, detecta part́ıculas con un espectro térmico, donde
un observador inercial detecta vaćıo. Dicho espectro térmico, corresponde al de un cuerpo
negro que radia con una temperatura proporcional a la aceleración del observador. Este
efecto es equivalente a la radiación de Hawking que emite un agujero negro.

Extendiendo estas ideas, Jacobson [8] muestra que las ecuaciones de Einstein se pueden
obtener partiendo de la relación de Clausius TdS, lo cual sugiere que las ecuaciones de campo
pueden ser entendidas como una ecuación de estado. Para llegar a este resultado, Jacobson,
toma la relación entroṕıa-área y la temperatura de Unruh para horizontes de Rindler defi-
nidos en cada punto del espaciotiempo. Otro de los aspectos donde aparece relación entre la
termodinámica con las ecuaciones de campo lo mostró Padmanabhan. En el caso de espacios-
tiempo estáticos con simetŕıa esférica, al evaluar las ecuaciones de Einstein en el horizonte,
es posible interpretarlas como la identidad termodinámica TdS = dE + PdV [9] [10]. Esta
relación se puede extender a horizontes estáticos esféricamente simétricos en la gravedad
de Lanczos-Lovelock [11]. Una gran cantidad de trabajos de Padmanabhan exponen otros
aspectos de la relación gravedad-termodinámica, por ejemplo, [12] [13] [14] [15] [16]. Para
una reseña ver [9]. En esa misma dirección, en 2005, R. G. Cai y S.P. Kim [17] encuentran
una relación entre las ecuaciones de Friedmann y la primera ley de la termodinámica, no
solo para relatividad general, sino en distintas teoŕıas de la gravedad como Gauss-Bonnet
y Lovelock. Asumiendo que S = A

4 y T = 1
2πr se cumplen para el horizonte aparente del

espaciotiempo FLRW y usando la primera ley unificada y la relación de Clausius obtienen
las ecuaciones de Friedmann. De la misma manera, en [18], se estudia el comportamiento
termodinámico de las ecuaciones de Friedmann y demuestran que estas pueden ser escritas
en la forma exacta de la primera ley de la termodinámica. Es decir, la analoǵıa entre las
ecuaciones de Friedmann y la primera ley es válida en ambas direcciones.
Al existir tal relación entre las ecuaciones de Friedmann y la primera ley de la termo-
dinámica, es posible incorporar nuevas posibilidades en la cosmoloǵıa que tienen su origen
en argumentos termodinámicos: tomando relaciones entroṕıa-área modificadas es posible
obtener ecuaciones de Friedmann modificadas. Un ejemplo de esto se estudia en [19] don-
de se considera la llamada entroṕıa de Borrow, que es una modificación de la entroṕıa de
Bekenstein-Hawking que incorpora efectos cuánticos. A partir de esta, es posible obtener
unas ecuaciones de Friedmann que contienen términos nuevos, los cuales permiten formu-
lar interpretaciones alternativas para estudiar la enerǵıa oscura. Otra manera de utilizar
la relación termodinámica-gravedad en modelos cosmológicos se muestra en el trabajo [20].
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Donde se considera que el universo es un sistema termodinámico, lo cual, entre otras cosas,
le permite al autor estudiar un proceso de enfriamiento, para el que obtienen un coeficiente
de Joule-Thomson positivo, lo cual significa que el sistema se está enfriando. Su resultado
tiene sentido, puesto que el universo se está expandiendo. Además, muestra como el uni-
verso puede ser considerado como una máquina térmica para la cual se puede calcular su
eficiencia. Este trabajo es interesante porque sugiere que es posible aplicar conceptos de la
termodinámica estándar al universo FLRW y sobre horizonte aparente del que está dota-
do, y obtener resultados consistentes. Otros trabajos sobre la termodinámica en modelos
FLRW pueden consultarse en [21] [22] [23] [24] [25] [26] [27] y en las referencias ah́ı citadas.
Por otro lado, desde la perspectiva de termodinámica, todo sistema está descrito por una
ecuación fundamental; una relación entre las variables extensivas relevantes del sistema que
contienen toda la información del sistema y que permite hacer una descripción completa
de él [28]. Por tanto, si los horizontes se comportan como sistema termodinámico, debeŕıa
existir una ecuación fundamental que los describa completamente. En el caso de los agujeros
negros, la ecuación fundamental es conocida [29]. Ahora bien, dado que la relación gravedad-
termodinámica también está presente en el espaciotiempo FLRW, mediante la existencia del
horizonte aparente, consideramos que también es posible definir una ecuación fundamental
para este sistema. Este es precisamente el objetivo que nos planteamos y que se discute en
esta tesis; encontrar la ecuación fundamental que caracterice al horizonte aparente FLRW
como sistema termodinámico. Una vez conocida la ecuación fundamental, será posible apli-
car el formalismo de la termodinámica para estudiar la segunda ley de la termodinámica, y
las propiedades termodinámicas del sistema, tales como ecuaciones de estado y funciones de
respuesta, las cuales podŕıan ser importantes para comprender con más detalle la relación
entre termodinámica y gravedad en escenarios cosmológicos.



Caṕıtulo 2

Gravitación

La relatividad general es quizá el logro más grande de la f́ısica teórica. Al considerar que
el espaciotiempo es descrito por una variedad diferenciable de cuatro dimensiones, Einstein
vio la similitud entre la f́ısica en presencia de un campo gravitacional y los espacios con
curvatura; identificó las trayectorias de part́ıculas en cada libre, es decir, las que se mueven
solo en presencia de un campo gravitacional, con las geodésicas de un espaciotiempo con
curvatura [30]. De esta manera, la relatividad general da una descripción simple y elegante
de la gravedad en función de la geometŕıa dinámica del espaciotiempo: la geometŕıa del
espaciotiempo le indica a la materia como moverse, y, a su vez, el contenido de materia le
indica al espaciotiempo como curvarse.
En este caṕıtulo daremos un resumen de algunos de los conceptos más importantes de esta
teoŕıa.

2.1. Relatividad General

La relatividad especial esta fundada en dos postulados

Principio de Relatividad Especial
Todos los sistemas de referencia inerciales son equivalentes (covarianza de Lorentz). Las
leyes de la f́ısica son covariantes con respecto a las trasformaciones entre marcos de

referencia inerciales.

Principio de la constancia de la velocidad de la luz
La velocidad de la luz es constante en todos los sistemas de referencia inerciales.

De esto se sigue que la teoŕıa de la relatividad especial solo es válida para una clase espe-
cial de observadores; aquellos que se mueven unos respecto de otros con velocidad constan-
te. Einstein no estaba conforme con esto; su intuición, más bien le dećıa que ”The laws of

physics must be of such a nature that they apply to systems of reference in any

14
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kind of motion”[31]. Bajo esta convicción trabajó en generalizar el principio de relatividad.
Por otro lado, dado que la relatividad especial no contemplaba los fenómenos gravitaciones,
Einstein se planteaba como modificar la teoŕıa de Newton para incorporarla al marco re-
lativista. Las cosas resultaron mucho mejor de lo que pudo haber imaginado, pues ambos
problemas resultaron tener la misma solución. Al extender el principio de relatividad para
incluir toda clase de sistemas de referencia, Einstein dio con el que es, quizá, el descubri-
miento más fantástico que un humano ha hecho jamás; localmente, las leyes de la f́ısica
en un sistema de referencia con aceleración uniforme son equivalentes a las le-
yes de la f́ısica en un sistema de referencia inercial con un campo gravitacional
estático y uniforme [32]. Este principio lo llevó a formular su teoŕıa de la gravedad.
En los párrafos anteriores están condensadas las ideas de los dos principios angulares sobre
los que está fundamentada la teoŕıa de la Relatividad General: el principio de covarianza y
el principio de equivalencia.

Principio de covarianza

La relatividad general no solo es una teoŕıa de la gravedad, sino que también da un
criterio sobre cómo debe construirse una teoŕıa f́ısica. Mediante el principio de covarianza se
entiende que una teoŕıa no se debe limitarse a las conclusiones a las que un observador llega
mediante la experimentación y la observación en un marco de referencia particular, sino que
la teoŕıa debe permitir concluir lo mismo a un observador que se encuentra en un marco de
referencia distinto. Lo anterior implica que una teoŕıa debe incorporar una estructura tal
que en esta se manifieste expĺıcitamente, que las únicas magnitudes que deben tener sentido
f́ısico son aquellas que permanecen invariantes ante una transformación de un sistema de
referencia a otro. Este es el contenido esencial del principio de relatividad general o principio
de covarianza, el cual podemos enunciar como sigue

Principio de Relatividad General
Todos los sistemas de referencia son equivalentes (covarianza general). Las leyes de la
f́ısica son idénticas(covariantes) para todos los observadores, independientemente del

sistema de referencia desde el que las describan.

La estructura requerida por el principio de covarianza es incorporada en la f́ısica al expresar
las leyes en términos de tensores. Estos son adecuados para expresar las leyes f́ısicas porque
son objetos geométricos intŕınsecos en una variedad. Los tensores pueden ser representados
por sus componentes; números espećıficos asociados a ellos mediante la elección de un sis-
tema de coordenadas particular, pero con leyes de trasformación generales, que permiten
pasar de un sistema coordenado a otro. Aśı, la utilidad de los tensores radica justamente en
que una ecuación expresada en forma tensorial, de manera natural, cumplirá con el principio
de covarianza, puesto que su expresión matemática será válida para cualquier sistema de
referencia. Se emplea el término covarianza (y no invarianza) porque los componentes de los
tensores no son invariantes bajo trasformaciones de coordenadas, pero sus reglas de transfor-
mación son tales que, las ecuaciones escritas en términos tensoriales, que son válidas en un
sistema coordenado, se mantienen válidas en cualquier otro sistema, siempre y cuando estén
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relacionados mediante un difeomorfismo[33]. Es decir, que las leyes pueden parecer diferentes
para distintos observadores, i.e., en distintos marcos de referencia, pero es posible encontrar
expresiones que sean independientes del sistema de referencia. Esto es, en última instancia,
lo que permite que distintos observadores puedan interpretar y comparar sus mediciones.
De esta manera, lo que el principio de covarianza general significa, es que sin importar el
tipo de observadores: inerciales, rotantes, acelerados, etc., si sus sistemas de referencia están
relacionados mediante un difeomorfismo, las ecuaciones en notación covariante (tensorial)
son válidas para todos los observadores. En esencia, lo que este principio establece, es que
el universo no está dotado naturalmente con una estructura que podamos identificar como
un sistema de coordenadas. Es decir, que los sistemas coordenados son construcciones ma-
temáticas que usamos los humanos para describir las leyes de la f́ısica, pero no existen por
śı mismos en la naturaleza [33]. Por tanto, las leyes de la f́ısica deben ser independientes de
los sistemas de coordenadas. Esto es precisamente lo que Einstein buscaba al generalizar el
principio de la relatividad especial: que las leyes de la f́ısica que se formulan en un sistema
de referencia acelerado deben ser las mismas que se formulan en un sistema de referencia
inercial. De esta manera, el principio de relatividad general encuentra su expresión formal
en el principio de covarianza. Más aún, al generalizar el principio de relatividad especial,
Einstein encontró algo mucho más grande.

Principio de equivalencia

En relatividad general, las part́ıculas puntuales en cáıda libre, siguen trayectorias tipo
tiempo que son geodésicas de la métrica y cuya ecuación de movimiento resulta ser indepen-
diente de su masa. Estas trayectorias están determinadas por la ecuación de las geodésicas,
que en coordenadas arbitrarias podemos expresar como

d2xb

ds2
+ Γb

ac

dxa

ds

dxc

ds
= 0, (2.1)

donde Γb
ac son los śımbolos de Christoffel y s es un parámetro af́ın. Las soluciones de esta

ecuación definen una clase especial de trayectorias a través del espaciotiempo conocidas
como trayectorias inerciales; toda part́ıcula en cáıda libre se mueve siguiendo estas curvas.
Esto significa, que todas las part́ıculas de prueba en un campo gravitacional se mueven con
la misma aceleración independientemente de su masa. La gran consecuencia que se deriva
de aqúı es la equivalencia de la masa gravitacional mg y la masa inercial mi

1

mg

mi
= 1. (2.2)

Con esto en mente, podemos enunciar el principio de equivalencia débil de la siguiente
manera

1De hecho, esta es la manera de probar experimentalmente la validez del principio de equivalencia débil.
Los ĺımites experimentales actuales que comprueban dicha equivalencia son del orden de 10−13 [34].
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Principio de equivalencia débil
En una región suficientemente pequeña del espaciotiempo, el movimiento de part́ıculas en

cáıda libre, es el mismo en un campo gravitacional y en un marco de referencia con
aceleración uniforme.

Dado que, en esencia, la gravedad es de naturaleza geométrica, para poder describirla es
necesario generalizar la noción de espaciotiempo plano (N , η) de la relatividad especial.
En relatividad general, el espaciotiempo es descrito como una variedad diferencial pseudo-
Riemanniana (M, g) 2. A grandes rasgos se puede definir una variedad n-dimensional M
como un espacio que localmente tiene el aspecto de Rn. Esto significa que en cada punto p de
la variedad se puede definir un espacio tangente Tp(MN ) que es isomorfo a Rn. Las métricas
Riemannianas y Lorentzianas tiene la propiedad especial de que cada espacio tangente está
dotado con un producto interno g. De hecho, en la Relatividad General, la variable dinámica
fundamental es el tensor métrico gab, el cual permite definir la distancia entre dos eventos
del espaciotiempo

ds2 = gabdx
adxb, (2.3)

además de otras propiedades métricas como el ángulo entre dos curvas, área de una superficie
y volumen. Lo que la hace que una variedad sea ideal en este escenario, es que mediante
el tensor de Riemann es posible definir una noción invariante de curvatura. El tensor de
Riemann está dado por

Ra
bcd = ∂cΓ

a
bd − ∂dΓ

a
bc + Γe

bdΓ
a
ec − Γe

bcΓ
a
ed, (2.4)

donde los coeficientes de Christoffel Γc
ab están dados en función de los componentes de

métrica gab que describe el espaciotiempo

Γc
ab =

1

2
gcd(∂agdb + ∂bgad − ∂dgab). (2.5)

La propiedad más importante de una variedad es que, localmente, se puede considerar como
un espacio plano. Esto tiene consecuencias f́ısicas importantes. Si recordamos que la relati-
vidad especial está formulada en un espacio plano y en ausencia de campos gravitacionales,
las consideraciones anteriores conducen al

Principio de equivalencia de Einstein: PEE
En regiones lo suficientemente pequeñas del espaciotiempo, las leyes de la f́ısica se reducen

a las de la relatividad especial. Es imposible detectar la existencia de campos
gravitacionales mediante experimentos locales. [35]

Considerando que uno de los resultados fundamentales de la relatividad especial es la
equivalencia entre masa y enerǵıa, el PEE extiende el principio de equivalencia para formas

2A diferencia de una variedad Riemanniana, en una Lorentziana, la métrica no es definida positiva;
puede ser negativa, nula o positiva, lo que define las trayectorias, tipo tiempo (ds2 < 0), nulas (ds2 = 0)
y tipo espacio (ds2 > 0). Asimismo, permite clasificar a los vectores en tipo tiempo, nulos y tipo espacio,
respectivamente.
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más generales de enerǵıa. En resumen, el PED dice que la gravedad se acopla solo a la
masa, mientras que el PEE asegura que el campo gravitacional se acopla a otras formas
de enerǵıa, como la electromagnética. Esta noción se puede extender aún más para incluir
efectos gravitacionales, en tal caso se habla del principio de equivalencia fuerte (PEF) que
dice que el campo gravitacional se acopla a śı mismo (de ah́ı el carácter no lineal de la
teoŕıa). Para una discusión profunda ver [35] [32].

El PEE es sumamente importante, pues implica que al considerar regiones lo suficien-
temente pequeñas en sistemas de referencia en cáıda libre, la formulación de las leyes de
la f́ısica está dada por las reglas de la relatividad especial. De esto se sigue que los marcos
inerciales de la relatividad especial pueden ser identificados con marcos en cáıda libre en
relatividad general. En tales marcos de referencia, la gravedad no está presente, y, por tanto,
no se necesita modificar la forma de las leyes de la f́ısica para tener en cuenta los efectos gra-
vitacionales. Desde la perspectiva matemática, esto significa que existe una transformación
de coordenadas para la cual los śımbolos de Christoffel se anulan, lo cual elimina el campo
gravitacional haciendo que localmente el espaciotiempo sea plano. En un espaciotiempo ge-
neral (M, g) siempre es posible encontrar un sistema de coordenadas locales (coordenadas
de Riemann) tales que los śımbolos de Christoffel se anulen en tal punto. También es posible
encontrar coordenadas locales (coordenadas de Fermi) tal que los śımbolos de Christoffel
se anulan a lo largo de una geodésica. Esto se debe a que en vecindades lo suficientemente
pequeñas de una geodésica, las aceleraciones relativas de objetos en cáıda libre se anulan (en
[32] se da el procedimiento para obtener dichas coordenadas). Por otro lado, esto implica
que la forma covariante de las leyes será idéntica a las de la relatividad especial, lo único que
debe cambiar para tomar en cuenta la presencia de campos gravitacionales es que el espacio
plano de Minkowski válido solo para la descripción de sistemas inerciales, debe reemplazar-
se por un espaciotiempo más general (M, g) que esté descrito por la métrica g, es decir,
η −→ g. Esto último sugiere que la gravedad es de naturaleza puramente geométrica, pues,
para incluirla en la formulación de las leyes f́ısicas solo basta con pasar del espaciotiempo de
Minkowski (N , η) a otro espaciotiempo más general (M, g). Aśı, al hacer un cambio en la
geometŕıa introducimos gravedad. A su vez, esto implica que la métrica, en última instancia,
determina los efectos de la gravedad. No obstante, en una variedad general, no es posible
encontrar un sistema de coordenadas en el cual todos los śımbolos de Christoffel sean nulos.
En tales casos, los efectos gravitacionales no se pueden identificar con los efectos inerciales
y es ah́ı donde la gravedad muestra su carácter absoluto [32]. Las inhomogeneidades del
campo gravitacional dan lugar a las llamadas fuerzas de marea y estas son consideradas co-
mo la manifestación fundamental de la gravedad [30]. Matemáticamente, al tener un tensor
de curvatura diferente de cero, los efectos gravedad se presentan mediante la aceleración
relativa de part́ıculas de prueba 3. Desde el punto de vista de la teoŕıa de Newton, dicha
aceleración se atribuye a una fuerza que actúa entre las part́ıculas y que las obliga a cambiar
su estado de movimiento. Sin embargo, en relatividad general, se considera que la acelera-
ción de las part́ıculas es causada por la curvatura del espaciotiempo y no por una fuerza que
actúa entre ellas. Es decir, lo que clásicamente se considera como una fuerza gravitacional,
en el contexto de relatividad general, es un efecto debido a la curvatura del espaciotiempo.
En resumen, uniendo todos los puntos anteriores, Einstein descubrió que el espaciotiempo

3Tal efecto es descrito por la ecuación de desviación geodésica.
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puede modelarse como una variedad que localmente es plana (donde las reglas de la rela-
tividad especial son válidas) pero globalmente puede tener curvatura, y, que, la gravedad
debeŕıa ser entendida como el efecto debido a la curvatura del espaciotiempo, es decir, que
la gravedad es geometŕıa.

Tensor de Enerǵıa-Momento

Si bien, hemos dicho que el tensor de Riemann da una medida de la curvatura del
espaciotiempo, hasta el momento no hemos averiguado nada acerca de qué causa que el
espaciotiempo se curve. Para poder responder esta pregunta recordemos que en la teoŕıa
clásica de Newton, la masa es la fuente del campo gravitacional 4. De esto se sigue que, si la
masa es la fuente del campo, entonces también debe ser la causa de que el espaciotiempo se
curve. No obstante, Einstein se dio cuenta de que no solo la masa pod́ıa causar curvatura,
sino que también la enerǵıa. Por tanto, como la materia no es suficiente para describir la
fuente de curvatura, es necesario considerar el tensor de enerǵıa-momento, el cual generaliza
la noción de fuente del campo gravitacional.
El tensor de enerǵıa-momento Tab es un tensor simétrico, es decir, Tab = Tba que en forma
matricial está dado por

Tab =


T00 T01 T02 T03
T10 T11 T12 T13
T20 T21 T22 T23
T30 T31 T32 T33

 (2.6)

El término T00 se corresponde con la densidad de enerǵıa, los términos {T10, T20, T30},
se interpretan usualmente como la densidad de momento, {T12, T13, T23} representan las
contribuciones de esfuerzo cortante, es decir, términos disipativos y finalmente {T11, T22, T33}
definen la presión. Por otro lado, puesto que la enerǵıa y el momento deben conservarse, Tab
debe satisfacer

∇aT
ab = 0. (2.7)

Ecuaciones de campo de Einstein

El principio de Mach [36] expresa la idea de que la inercia de un objeto es el resultado
de la interacción de dicho objeto con el resto del universo. Einstein conoćıa este principio
y probablemente, influido por este, pensó que la curvatura del espaciotiempo debeŕıa estar
relacionada localmente con la presencia o ausencia de materia. La descripción de la materia
queda determinada por el tensor de enerǵıa-momento Tab y la curvatura del espaciotiempo,
mediante el tensor de Riemann Ra

bcd. Aśı, en principio, con esto debeŕıa ser posible describir
como la materia curva el espaciotiempo. Por tanto, el punto era encontrar una manera
matemáticamente consistente de relacionar el tensor de curvatura con el tensor de enerǵıa-
momento.
Desde el punto de vista Newtoniano, la gravedad es descrita por dos ecuaciones. La primera

4esto se ve claramente en la ecuación de Poisson, ∇2ϕ = 4πρ, donde ρ es la densidad de masa que actúa
como fuente del campo ϕ



2.1. RELATIVIDAD GENERAL 20

describe la trayectoria de una part́ıcula en el espacio. Si una part́ıcula está moviendo en
presencia de un campo gravitacional representado mediante el potencial ϕ, la segunda ley
de Newton está dada por

F = ma = −m∇ϕ. (2.8)

Esta la podemos escribir como
d2x

dt2
= −∇ϕ. (2.9)

Podemos notar que 2.9 es análoga a la ecuación de desviación geodésica

D2ηa

Dτ2
= Ra

bcdu
bucηd. (2.10)

Comparando las ecuaciones (2.9) y (2.10), obtenemos una pista sobre como describir el com-
portamiento de la materia en respuesta a un campo gravitacional. Ahora, consideremos la
ecuación de Poisson que describe como la masa actúa como fuente de un campo gravitacional

∇2ϕ = 4πρ. (2.11)

Observamos que, por un lado, la fuente del campo está dada por la densidad de materia ρ. Sin
embargo, desde la perspectiva relativista, dada la equivalencia entre materia y enerǵıa, no
solo la materia seŕıa fuente del campo, sino también la enerǵıa. Por tanto, para representar
correctamente la fuente del campo se debe usar el tensor de enerǵıa-momento. Por otro lado,
la métrica contiene toda la información geométrica del espacio y puesto que la gravedad está
relacionada con la curvatura del espaciotiempo, es natural pensar que esta toma el papel del
potencial gravitacional, por tanto, para obtener una expresión análoga a la ecuación (2.11)
necesitamos una expresión que considere segundas derivadas de la métrica. Los coeficientes
de Christoffel Γc

ab =
1
2g

cd(∂agdb+∂bgad−∂dgab) solo tienen primeras derivadas de la métrica,
sin embargo, el tensor de Riemann al estar definido mediante derivadas de los śımbolos de
Christoffel contienen segundas derivadas Ra

bcd = ∂cΓ
a
bd − ∂dΓ

a
bc + Γe

bdΓ
a
ec − Γe

bcΓ
a
ed.

La ecuación de Poisson relaciona la traza de ∇a∇bϕ con la densidad de masa ρ, aśı, una
expresión más parecida a esta envolveŕıa términos relacionados con la traza del tensor de
Riemann la cual define el tensor de Ricci Rab. Aśı, como una primera aproximación podemos
escribir

Rab ∝ Tab. (2.12)

No obstante, dado que el tensor de enerǵıa-momento debe satisfacer la restricción∇bT
ab = 0,

el lado izquierdo de la ecuación también debe satisfacer una expresión análoga, sin embargo,
∇bR

ab ̸= 0. De hecho, se puede mostrar que ∇bR
ab = 1

2g
abR. Esto nos da una pista de cuál

debeŕıa ser la expresión correcta que debe ir del lado izquierdo de la ecuación. Definimos el
tensor de Einstein como

Gab = Rab −
1

2
gabR. (2.13)

el cual satisface ∇bG
ab = 0. De esta manera llegamos a las ecuaciones de campo de Einstein,

Gab = κTab, (2.14)
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donde κ es una constante que se determina en el ĺımite de campo débil, comparando con las
ecuaciones Newtonianas y que resulta estar dada por κ = 8πG

c4 . En unidades naturales las
ecuaciones son [37]

Rab −
1

2
gabR = 8πTab. (2.15)

Estas ecuaciones describen la dinámica del espaciotiempo, y, por tanto, el campo gravita-
cional.
Las ecuaciones de campo predicen que el universo es dinámico. Sin embargo, en la época
de Einstein, se créıa que el universo debeŕıa ser estático, aśı, guiado por esta premisa, Eins-
tein introdujo la llamada constate cosmológica que daba la posibilidad de obtener modelos
estáticos. Tiempo después, Hubble descubrió que el universo de hecho se expand́ıa. Einstein
desechó la constante de sus ecuaciones, llamándola el peor error de su vida. En la época
actual, las observaciones cosmológicas sugieren la existencia de una clase de enerǵıa de vaćıo
que causa que el universo se expanda aceleradamente. Esto se puede modelar introduciendo
de nuevo la constante cosmológica. Si se define la densidad de enerǵıa de vaćıo como ρ = Λ

8π
y se incluye este término, las ecuaciones de campo se leen

Rab −
1

2
gabR+ gabΛ = 8πTab. (2.16)

El procedimiento que se ha mostrado aqúı, es un esbozo, sobre como Einstein pudo de-
terminar la relación entre la curvatura del espaciotiempo y la enerǵıa que causaba dicha
curvatura. Por tal razón, debe considerarse como un postulado, más que una derivación de
primeros principios. Sin embargo, existe una manera rigurosa de calcular las ecuaciones de
campo a partir de métodos variacionales.

Principio de acción en Relatividad General

Las ecuaciones de Einstein se pueden obtenerse del principio de mı́nima acción, al variar
la acción

S = Sg + Sm, (2.17)

donde Sg es la acción del campo gravitacional y Sm la acción que corresponde a los campos
de materia. La acción del campo gravitacional está dado por [38]

Sg =
1

16π

∫
RdV, (2.18)

donde dV =
√
−g d4x es el elemento invariante de volumen. Al variar (2.18) se obtiene

1√
−g

δSg

δgab
=

1

16π

(
Rab −

1

2
Rgab

)
. (2.19)

Por otro lado, la acción de la materia la podemos escribir como

Sm =

∫
L dV, (2.20)
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de tal manera que el tensor de enerǵıa momento queda definido por la expresión

Tab = − 2√
−g

δSm

δgab
. (2.21)

Al variar la acción total, S = Sg + Sm obtenemos

1√
−g

δS

δgab
=

1√
−g

δSg

δgab
+

1√
−g

δSm

δgab
= 0 (2.22)

=
1

16π

(
Rab −

1

2
Rgab

)
− 1

2
Tab = 0, (2.23)

de donde se siguen las ecuaciones de campo

Rab −
1

2
Rgab = 8πTab. (2.24)

2.2. Agujeros negros

Esta sección está basada siguiendo las discusiones que se presentan en [39].

Las ecuaciones de Einstein forman un sistema de diez ecuaciones diferenciales parciales
no lineales acopladas de segundo orden, lo que hace extremadamente dif́ıcil su resolución
anaĺıtica. La suma de dos soluciones no es una nueva solución. Esto se debe a que la curvatura
del espaciotiempo no solo se acopla a la materia y a la enerǵıa, sino también, a śı misma,
lo que implica que la propia curvatura genera curvatura. De ah́ı el carácter no lineal de las
ecuaciones. Aunque el propio Einstein pensaba que sus ecuaciones no se podŕıan solucionar,
poco tiempo después de que publicara su teoŕıa, tuvo noticia de la primera solución anaĺıtica:
la métrica de Schwarzschild. Con el paso del tiempo fueron apareciendo nuevas soluciones
[40], no obstante, la mayoŕıa de soluciones anaĺıticas conocidas son casos con mucha simetŕıa.
La métrica de Schwarzschild es una solución estática con simetŕıa esférica de las ecuaciones
de Einstein en vaćıo y es un buen modelo para describir el campo gravitacional causado
por objetos esféricos, como estrellas, planetas y agujeros negros. Para entender la solución
de Schwarzschild, primero, es necesario introducir algunas definiciones. Un espaciotiempo
se dice que es estacionario si admite un vector de Killing ξa tipo tiempo i.e gabξ

aξb = −1.
En tal caso, existe un sistema de coordenadas donde ξa =

(
∂
∂t

)a
, y, por tanto, ∂gab

∂t = 0.
Un espaciotiempo es estático si es estacionario, es decir, si tiene un vector de Killing tipo
tiempo ξa =

(
∂
∂t

)a
, que además satisface

ξ[a∇bξc] = 0. (2.25)

La condición de estaticidad del vector de Killing, significa que este es ortogonal a hipersu-
perficies espaciales de t = cte. Un espaciotiempo estático no evoluciona, de lo cual se sigue
que existe un sistema de coordenadas donde la métrica no depende del tiempo. A su vez,
geométricamente esta condición se traduce en que ds2 debe ser invariante ante inversiones
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temporales t→ t′ = −t, lo que su vez implica que gti ≡ 0. La métrica de un espaciotiempo
estático toma la forma

ds2 = gtt(x
1, x2, x3)dt2 + gij(x

1, x2, x3)dxidxj . (2.26)

donde i, j, k pueden tomar valores 1, 2, 3.

Por otro lado, para un espaciotiempo estacionario pero no estático gti ̸= 0. Por ejemplo,
el espaciotiempo de Kerr, el cual representa un agujero negro rotante, la trasformación
t→ t′ = −t cambia el sentido de la rotación.

Un espaciotiempo es esféricamente simétrico, śı admite tres vectores de Killing tipo
espacio, linealmente independientes, que satisfacen el álgebra de SO(3)

[ξi, ξj ] = ϵijkξk, (2.27)

donde ϵijk es el śımbolo totalmente antisimétrico con ϵ123 = 1.
En coordenadas esféricas, la métrica de un espaciotiempo con estas caracteŕısticas se puede
escribir como

ds2 = gtt(t, r)dt
2 + 2gtr(t, r)dtdr + grr(t, r)dr

2 + b2(t, r)
[
dθ2 + sen2θdφ2

]
. (2.28)

De las expresiones (2.26) y (2.28), se sigue que la forma de la métrica de un espaciotiempo
estático con simetŕıa esférica debe tener la forma [41]

ds2 = −B(r)dt2 +A(r)dr2 + r2
[
dθ2 + sen2θdφ2

]
. (2.29)

Las funciones B(r) y A(r) son desconocidas, por tanto, la idea es introducir este Anzats en
las ecuaciones de Einstein en vaćıo (puesto que la solución de Schwarzschild está dada en
ausencia de materia) para poder determinarlas. Utilizando Γc

ab =
1
2g

cd(∂agdb+∂bgad−∂dgab)
obtenemos los śımbolos de Christoffel no triviales:

Γt
rt = Γt

tr =
1

2B

dB

dr
, (2.30)

Γr
tt =

1

2A

dB

dr
, Γr

rr =
1

2A

dA

dr
, Γr

θθ = − r

A
, Γr

φφ = −rsen
2θ

A
, (2.31)

Γθ
θr = Γθ

θr =
1

r
, Γθ

φφ = −sinθcosθ, (2.32)

Γφ
θφ = Γφ

φθ = cotθ, Γφ
φr = Γφ

rφ =
1

r
. (2.33)

Con estos, calculamos los elementos del tensor de Ricci:

Rtt = −B
′′

2A
+
B′

4A

(
A′

A
+
B′

B

)
− 1

r

B′

A
, (2.34)

Rrr =
B′′

2B
− B′

4B

(
A′

A
+
B′

B

)
− 1

r

A′

A
, (2.35)
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Rθθ = −1 +
r

2A

(
B′

B
− A′

A

)
+

1

A
, (2.36)

Rφφ = −sen2θ + rsen2θ

2A

(
B′

B
− A′

A

)
+
sen2θ

A
, (2.37)

donde las cantidades primadas representan derivadas con respecto a r. Por otro lado, las
ecuaciones de Einstein en vaćıo están dadas por

Rab −
1

2
Rgab = 0. (2.38)

Si contraemos (2.38) con la métrica gab las ecuaciones de campo se reducen a 5

Rab = 0. (2.39)

Usando las componentes del tensor de Ricci podemos comprobar que

Rtt

B
+
Rrr

A
=

1

rA

(
B′

B
− A′

A

)
= 0, (2.40)

por tanto tenemos la ecuación diferencial A′B−B′A = (AB)′ = 0 de donde AB = cte. Para
determinar la constante, podemos pedir que cuando r tiende a infinito la métrica (2.29)
tienda a la métrica de Minkowski, aśı ĺımr→∞B(r) = ĺımr→∞A(r) = 1. Por tanto, A = 1

B .
Con este resultado podemos escribir

Rθθ = −1 + rB′ +B = −1 + (rB)′, (2.41)

Rrr =
B′′

2B
+
B′

rB
=
R′

θθ

2rB
. (2.42)

Con esto Rab = 0 se reduce a

Rθθ = 0 ⇒ B = 1 +
cte

r
. (2.43)

En el ĺımite Newtoniano gtt → −1 + MG
r , aśı, al ser B(r) la componente tt de la métrica

(2.29) obtenemos

B(r) = 1− 2M

r
. (2.44)

Por tanto, la métrica de Schwarzschild está dada por

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

dr2(
1− 2M

r

) + r2
(
dθ2 + sen2θdφ2

)
. (2.45)

Esta métrica describe un objeto esférico y estático situado en el origen. Esto lo podemos
saber por qué en la mecánica Newtoniana el potencial de un objeto esférico con masa m
es precisamente Φ = −GM

r . De esta manera, M se puede interpretar como la masa del

5gabRab − 1
2
Rgabgabg = R− 2R = 0, donde se uso gabgab = δab = 4.
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objeto que causa la curvatura del espacio. Resulta inmediato observar que (2.48) tiene
una singularidad en el llamado radio de Schawarzschild, r = 2M , no obstante, esta no
es una singularidad del espaciotiempo f́ısico, sino una singularidad de las coordenadas. La
manera de distinguir entre estas, es analizando los invariantes de curvatura. En el caso de
Schwarzschild, tanto R como RabR

ab resultan inútiles, pues la métrica es una solución en
vaćıo (R = 0, Rab = 0). Sin embargo, al calcular el escalar de Kretschmann, obtenemos [39]
[42]

RabcdR
abcd =

48M2

r6
. (2.46)

Aqúı podemos ver que r = 2M es una singularidad de coordenadas, puesto que el escalar es
regular en ese punto. En contraste, en r = 0 si se tiene una singularidad f́ısica, ya que en ese
punto la curvatura se vuelve infinita. Nótese que aun cuando un invariante sea regular en
un punto, no es seguro que se trate de una singularidad de coordenadas, pues podŕıa existir
otro escalar que diverja en ese punto.
Desde la perspectiva matemática, las singularidades del espaciotiempo se entienden como
puntos en los que la métrica no está definida o no es diferenciable, sin embargo, estricta-
mente, estos puntos no debeŕıan considerarse como pertenecientes al espaciotiempo. Aśı, las
singularidades podŕıa entenderse como hoyos que se dejan en el espaciotiempo al remover
estos puntos. No obstante, se cree que una interpretación f́ısica no se podrá dar hasta que
no se tenga una teoŕıa cuántica de la gravedad.
A pesar de que r = 2M es una singularidad de coordenadas, esta tiene una interpretación
f́ısica, como se verá más adelante. La métrica (2.48) está escrita en las llamadas coordenadas
de Schwarzschild; estas solo son útiles para describir la región donde r > 2M . Para entender
la estructura causal de este espaciotiempo es necesario usar unas coordenadas que no sean
singulares en r = 2M . Las coordenadas de Eddington-Finkelstein están dadas por [39]

v = t+ r + 2Mln(r − 2M) u = t− r − 2Mln(r − 2M), (2.47)

por lo que la métrica queda como

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dvdu+ r2

(
dθ2 + sen2θdφ2

)
. (2.48)

En estas coordenadas las geodésicas nulas entrantes y salientes son

t̃ = −r + C, t̃ = r + 4Mln|r − 2M |+ C. (2.49)

En estas coordenadas notamos que para r ≫ 2M , los conos de luz se comportan como en
el espacio de Minkowski, esto es de esperarse, pues, la métrica de Schwarzschild es asintóti-
camente plana. Por otro lado, al acercarse a r = 2M , los conos comienzan a inclinarse en
dirección a la singularidad, porque el ángulo de las geodésicas salientes se vuelve cada vez
mayor debido a que la curvatura del espaciotiempo es tan intensa que les cuesta salir. Al
llegar a r = 2M , las geodésicas salientes forman un ángulo de 90 grados con el eje r. De
esta manera, un rayo de luz emitido hacia el exterior se queda a una distancia fija r = 2M .
Es decir, se queda atrapada en la superficie r = 2M . Para radios r < 2M , la curvatura es
tan intensa que ĺıneas geodésicas salientes no pueden escapar y terminan en la singularidad.
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De ese análisis podemos concluir que el radio de Schwarzschild define una hipersuperficie
nula (ya que en ella se mueven los rayos de luz) que actúa como una membrana unidirec-
cional que divide el espacio en dos regiones causalmente desconectas. Esta membrana es el
horizonte de sucesos. Este también puede ser entendido como la frontera de una región del
espaciotiempo más allá de la cual los eventos f́ısicos no pueden afectar o ser comunicados a
un observador en el exterior. La región interior de esta frontera, es decir, donde r < 2M , es
llamada agujero negro. Una definición más formal se dará más adelante.
Notemos que si M < 0 no habŕıa horizonte de eventos que cubriera a la singularidad y,
por tanto, estaŕıa desnuda. No obstante, la conjetura de censura cósmica establece que las
singularidades desnudas no ocurren en la naturaleza.
Las coordenadas que describen por completo el espaciotiempo de Schwarzschild son las
coordenadas de Kruskal. En estas coordenadas la métrica se escribe como

ds2 =
16M2

r
e

−r
2M

(
dT 2 − dR2

)
− r2

(
dθ2 + sen2θdφ2

)
, (2.50)

donde T y R se relacionan con las coordenadas de Schwarzschild mediante

T = e
r

4M

√
r − 2M sinh

(
t

4M

)
, R = e

r
4M

√
r − 2M cosh

(
t

4M

)
. (2.51)

A diferencia de las coordenadas de Schwarzschild que solo cubren la región con r > 2M ,
las coordenadas de Kruskal cubren por completo todo el espaciotiempo. Estas forman lo
que ese llama la extensión máxima de la métrica de Schwarzschild. Desde la perspectiva
Newtoniana también existe manera de definir una noción de agujero negro. La velocidad de

escape de una masa esférica M de radio R satisface 1
2v

2
esc = M

R , o vesc =
√

2M
R . Notemos

que la velocidad de escape vesc excedeŕıa la velocidad de la luz si R < rs = 2M
c2 por lo que

en principio se debe cumplir R > rs. El radio rs se denomina radio de Schwarzschild para la
masa M . De esta manera, la región con R < rs define una región de la que ni la luz podŕıa
salir. Conceptualmente, esto podŕıa tomarse como la definición Newtoniana de un agujero
negro. Finalmente, debemos mencionar que existen teoremas de unicidad que establecen
que un agujero negro -en la teoŕıa de Einstein-Maxwell en el vaćıo- puede ser caracterizados
solo por tres parámetros: su masa M , su momento angular J y su carga Q. Las anteriores
propiedades llevan a enunciar el teorema de no pelo, que básicamente establece que toda
otra información adicional -a la masa, la carga y el momento angular- de la materia que
forma el agujero negro o que está cayendo en él, desaparece detrás del horizonte de sucesos y
es inaccesible a un observador externo. El término no pelo fue acuñado por John Archibald
Wheeler para referirse al hecho de que no importa la naturaleza de los objetos que caen en
el agujero, el estado final de este es siempre independiente del cuerpo original, tanto de sus
propiedades f́ısicas, como de su forma. A consecuencia de esto, existen solo cuatro soluciones
exactas de las ecuaciones de Einstein-Maxwell que describen estos objetos:
• La solución de Schwarzschild (1916), estática y esféricamente simétrica.
• La solución de Reissner-Nordström (1918), estática, esféricamente simétrica; describe un
objeto con masa M y con carga eléctrica Q.
• La solución de Kerr (1963), estacionaria, axisimétrica; describe un objeto con masa M y
con momento angular J .
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• La solución de Kerr-Newman (1965), estacionaria, axisimétrica; describe un objeto que
depende de los tres parámetros que permite el teorema de no pelo, masa M , carga Q y
momento angular J .
De lo anterior es claro que la solución de Kerr-Newman es la más general de un agujero
negro en equilibrio que satisface el teorema de no pelo. Dicha solución en las coordenadas
de Boyer-Lindquist puede ser expresada como

ds2 =
∆− a2sin2θ

Σ
dt2 − 2asin2θ(r2 + a2 −∆)

Σ
dtdφ (2.52)

+
(r2 + a2)2 − a2sin2θ∆

Σ
sin2θdφ2 +

Σ

∆
dr2 +Σdθ2,

Σ = r2 + a2cos2θ, ∆ = (r − r+)(r − r−), r± =M ±
√
M2 −Q2 − a2,

donde a = J
M es el momento angular espećıfico y r+ es la distancia a la que se encuentra el

horizonte de eventos. Si consideramos a = 0 y Q = 0 obtenemos las métricas de Reissner-
Nordstrom y Kerr respectivamente, si se toman simultáneamente recuperamos la solución
de Schwarzschild.
Nótese que de la expresión r± = M ±

√
M2 −Q2 − a2 los parámetros que caracterizan

un agujero negro no pueden tomar valores arbitrarios, sino que los únicos permitidos son
aquellos que satisfacen la condición de masa positiva a2 +Q2 ≤M2.

2.3. Cosmoloǵıa FLRW

Esta sección se escribió siguiendo las referencias [35] [33].

Encontrar una solución anaĺıtica a las ecuaciones de campo es una tarea sumamente
complicada. No obstante, al considerar espaciotiempos con mucha simetŕıa esta dificultad
se reduce. Este es el caso de la cosmoloǵıa, donde se considera que el espaciotiempo del
universo debe satisfacer el principio cosmológico, el cual asegura, basado en observaciones,
que el universo, visto a grandes escalas, es homogéneo e isotrópico. Esto significa que el
universo se ve igual independientemente del lugar (homogeneidad) y la dirección (isotroṕıa)
desde el cual se observa. Estas caracteŕısticas imponen restricciones sobre la forma que debe
tener la métrica para que capture y represente la estructura espaciotemporal del universo
completo.

Desde el punto de vista matemático, la homogeneidad implica que el espaciotiempo
debe tener una simetŕıa ante traslaciones y la isotroṕıa, una simetŕıa ante rotaciones. Un
espaciotiempo que es homogéneo es isotrópico, es máximalmente simétrico, lo cual significa
que tiene el máximo número posible de vectores de Killing.
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Para espacios máximalmente simétricos, el tensor de Riemann satisface [42] [35]

Rcdab = k (gcagdb − gcbgda) , (2.53)

donde la curvatura k está dado en términos de escalar de Ricci

k =
R

n(n− 1)
. (2.54)

En estos espaciostiempo el escalar de Ricci R es constante y son caracterizados localmen-
te por el signo de k. En relatividad general se tienen tres espaciostiempo máximalmente
simétricos: Minkowski para k = 0, de de Sitter para k > 0 y para k < 0, anti de Sitter.

Algo importante que se debe considerar es que las observaciones muestran que el uni-
verso es homogéneo e isotrópico en el espacio, más no en el tiempo, porque evoluciona. De
esto se sigue que solo la parte espacial de la métrica debe satisfacer las condiciones que se
describieron ĺıneas arriba. Esto se puede entender de la siguiente manera. Supongamos que
puedo tomar fotos del universo para cada instante de tiempo. Las fotos representan rebana-
das espaciales del universo y es en cada una de las fotos, donde se presenta la homogeneidad
y la isotroṕıa. Si comparo dos fotos tomadas en t y en t+ t1, el universo es diferente porque
evolucionó de un tiempo a otro, pero en cada una de las fotos se cumplen las condiciones
de homogeneidad e isotroṕıa. Matemáticamente, eso significa que el espaciotiempo se puede
foliar con hipersuperficies tipo espacio que son máximalmente simétricas.

La métrica que cumple con las condiciones que hemos discutido tiene la forma

ds2 = −dt2 + a2(t)dσ2, (2.55)

donde a(t), el factor de escala, es una función desconocida. Una vez que se haya deter-
minado la forma explicita de la métrica, i.e., al conocer dσ2, y esta sea introducida en las
ecuaciones de Einstein, la solución de dichas ecuaciones impondrá restricciones para a(t).
Tales restricciones darán lugar a las ecuaciones que determinan la evolución del universo.
Ahora determinemos la forma de dσ2.

Si el espacio es máximalmente simétrico, debe tener simetŕıa esférica, aśı, se puede mos-
trar [35] que la métrica más general que satisface los criterios es

dσ2 =
dr2

1− kr2
+ r2

(
dθ2 + sin2θdϕ2

)
, (2.56)

donde k es una constante que describe la curvatura espacial. Esta puede tomar tres
valores: k = 1 describe un universo cerrado, i.e., de volumen finito, k = 0 describe un
universo plano y k = −1 un universo abierto.

Una vez determinada la forma espacial podemos escribir la métrica completa,

ds2 = −dt2 + a(t)2
[

dr2

1− kr2
+ r2

(
dθ2 + sin2θdϕ2

)]
. (2.57)
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Esta es la métrica de Friedmann-Lemâıtre -Robertson-Walker (FLRW).

Diversas observaciones señalan que el universo se está expandiendo, de esta manera, los
puntos del universo se separan a medida que el tiempo transcurre, por tanto, a(t) es una
función que depende expĺıcitamente del tiempo.

El factor de escala en el tiempo presente se define como a(t = 0) = 1. Por otra parte,
observamos que la métrica FLRW describe un universo isotrópico, porque no tiene términos
cruzados entre el tiempo y el espacio, esto significa que no hay una dirección privilegiada.
También describe el universo homogéneo debido a la simetŕıa esférica.
La métrica FLRW se obtuvo al suponer las propiedades geométricas de homogeneidad e iso-
troṕıa. Sin embargo, śı se pretende que esta métrica describa el espaciotiempo del universo
que observamos, debemos exigir que satisfagan las ecuaciones de Einstein. Ahora bien, para
resolver dichas ecuaciones es necesario proporcionar el tensor de enerǵıa-momento que des-
criba el contenido de materia-enerǵıa del universo. Un modelo consistente con las simetŕıas
de la métrica (2.57) es el fluido perfecto — un sistema termodinámico que exhibe isotroṕıa
y homogeneidad—. De esta manera, se propone que el contenido material de universo está
dado por el tensor de enerǵıa-momento

Tab = (ρ+ p)uaub + pgab, (2.58)

donde gab es la métrica FLRW, ρ = ρ(t) la densidad de enerǵıa, p = p(t) la presión y ua
la cuadrivelocidad de un observador comovil. Con esta información es posible resolver las
ecuaciones de Einstein para la métrica FLRW.

Primero, podemos comprobar que

Γt
rr =

aȧ

1− kr2
, Γt

θθ = aȧr2, Γt
ϕϕ = aȧr2sen2θ, (2.59)

Γr
rr =

kr

1− kr2
, Γr

θθ = −r(1− kr2), Γr
ϕϕ = sen2θΓr

θθ Γr
tr = Γθ

tθ = Γϕ
tϕ =

ȧ

a
,

(2.60)

Γθ
rθ = Γϕ

rϕ =
1

r
, Γθ

ϕϕ = −sinθcosθ, Γϕ
ϕθ =

1

tanθ
. (2.61)

Asimismo, las componentes del tensor de Ricci son

Rtt = −3
ä

a
Rii = −gii

a2
(aä+ 2ȧ2 + 2k). (2.62)

Mientras que el escalar de Ricci viene dado por

R = − 6

a2
(aä+ ȧ2 + k). (2.63)

Al introducir estas expresiones junto con los respectivos componentes del tensor de enerǵıa-
momento en las ecuaciones de Einstein, obtenemos las ecuaciones que debe satisfacer a(t),
ρ(t) y p(t).

ȧ2

a2
+

k

a2
=

8π

3
ρ, (2.64)
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ä

a
= −4π

3
(ρ+ 3p). (2.65)

Estas son las ecuaciones de Friedmann, las cuales determinan la evolución del universo.
Podemos ver que la dinámica de la métrica se reduce a la dinámica del factor de escala,
que es el parámetro indeterminado del que se habló antes. Nótese que derivando respecto al
tiempo la ecuación (2.64) y sustituyéndola en (2.65) se obtiene

d

dt
(ρa3) + p

d

dt
a3 = 0 (2.66)

Si tomamos V = a3 y U = ρa3, esta ecuación muestra la misma estructura que la primera
ley de la termodinámica TdS = dU +PdV = 0, lo que sugiere que la evolución del universo
es un proceso adiabático.
Si definimos el parámetro de Hubble H = ȧ

a podemos expresar las ecuaciones de Friedmann
como

H2 +
k

a2
=

8π

3
ρ, (2.67)

Ḣ − k

a2
= −4π(ρ+ p). (2.68)

Por otro lado, si en las ecuaciones de campo de Einstein incluimos expĺıcitamente la cons-
tante cosmológica, i.e., Rab − 1

2Rgab + Λgab = 8πTab, se obtienen las expresiones

H2 +
k

a2
=

8π

3
ρ+

Λ

3
, (2.69)

Ḣ − k

a2
= −4π(ρ+ p). (2.70)

Estas ecuaciones diferenciales ordinarias, de segundo orden, rigen la evolución del universo
y han sido utilizadas con mucho éxito en la cosmoloǵıa moderna, pues encajan de manera
notable con las observaciones.

Consideremos la ecuación de conservación del tensor de enerǵıa-momento

∇aT
ab = 0, (2.71)

en particular, fijemonos en la componente temporal

∇aT
a
t = ∂aT

a
t + Γa

acT
c
t − Γc

atT
a
c = 0, (2.72)

donde T a
b = diag(−ρ, p, p, p). Al usar los śımbolos de Christoffel que se calcularon con

anterioridad se obtiene
ρ̇+ 3H(ρ+ p) = 0. (2.73)

Notemos que esta expresión, que determina la conservación de la enerǵıa, también puede
obtenerse de las ecuaciones de Friedmann (2.67) y (2.68) por lo que no son independientes
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entre śı. Las ecuaciones de Friedmann no forman un sistema algebraico cerrado, pues se
tiene dos ecuaciones y tres incógnitas; para resolver el sistema se tiene que dar una ecuación
adicional. La forma más sencilla de completar el sistema, es proponer una relación entre ρ
y p, es decir, una ecuación de estado. En cosmoloǵıa se suele usar la ecuación de estado
barotrópica dada por

p = ωρ, (2.74)

donde ω es el factor barotrópico que determina si el fluido en cuestión se trata de radiación
(ω = 1/3), materia (ω = 0) o enerǵıa obscura (ω = −1).

La ecuación de estado, permite reescribir (2.73) como

ρ̇

ρ
= −3(1 + ω)

ȧ

a
. (2.75)

Integrando esta última obtenemos,

ρ = ρ0

(
a

a0

)−3(1+ω)

. (2.76)

Para el caso de radiación, materia y enerǵıa oscura obtenemos, respectivamente,

ρ = ρ0

(
a

a0

)−4

, (2.77)

ρ = ρ0

(
a

a0

)−3

, (2.78)

ρ = ρ0 = cte. (2.79)

Observamos que la densidad de enerǵıa disminuye más rápido cuando el contenido material
del universo está dado solo por radiación que cuando está dado solo por materia, mientras
que en el caso de enerǵıa oscura se mantiene constante.

Ecuaciones de Friedmann y parámetro de densidad

Consideremos las ecuaciones sin constante cosmológica. De (2.67) podemos escribir como

k

H2a2
=

8π

3H2
ρ− 1 =

ρ

ρc
− 1, (2.80)

donde la densidad cŕıtica ρc =
3H2

8π define el valor que la densidad de enerǵıa ρ debe tomar al
tiempo t para que el espaciotiempo sea plano. A su vez, definiendo el parámetro de densidad
Ω = ρ

ρc
esta la podemos reescribir como

k

H2a2
= Ω− 1. (2.81)
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Podemos notar que el signo de la curvatura queda determinado por

sgn(k) = sgn(Ω− 1). (2.82)

Aśı: Ω > 1 ↔ k = 1, Ω < 1 ↔ k = −1, Ω = 1 ↔ k = 0. El parámetro de densidad define
que tipo de universo se tiene; cerrado, abierto o plano.

Evolución de un universo plano

Consideremos un universo plano, i.e k = 0, en cuyo caso la ecuación de Friedmann es

H2 =
8π

3
ρ. (2.83)

La cual, en términos del factor de escala, se lee como(
ȧ

a

)2

∝ a−3(1+ω). (2.84)

Esta ecuación diferencial para a(t) puede integrar para obtener

a(t) = a0(H0t)
2/(3(1+ω)). (2.85)

Al considerar distintos valores de ω se obtiene las soluciones,

a(t) = a0(H0t)
1/2, ω = 1/3, (2.86)

a(t) = a0(H0t)
2/3, ω = 0, (2.87)

a(t) = a0e
H∗t, ω = −1. (2.88)

Por otro lado, śı consideramos la densidad cŕıtica actual ρ0,c =
3H2

0

8π podemos escribir la
ecuación de Friedmann como

H2

H2
0

=
ρ

ρ0,c
. (2.89)

En la cosmoloǵıa actual, se considera que hay tres clases de materia que abunda en el
universo: radiación, materia y enerǵıa obscura. Cada una con una densidad y abundancia
distinta. Con esto podemos definir la densidad total ρ = ρr + ρm + ρΛ y escribir

H2

H2
0

=
ρ0,r
ρ0,c

a−4 +
ρ0,m
ρ0,c

a−3 +
ρ0,Λ
ρ0,c

. (2.90)

En términos del parámetro de densidad podemos escribir

H2

H2
0

= Ω0,ra
−4 +Ω0,ma

−3 +Ω0,Λ, (2.91)

donde ∑
i

Ωi +Ωk = 1. (2.92)

Esta se debe satisfacer para todo tiempo, en particular para t0,
∑

i Ω0,i + Ω0,k = 1. Las
observaciones recientes muestran que sus valores son Ω0,r ≈ 5.3x10−5, Ω0,m ≈ 0.30, Ω0,Λ ≈
0.69. Esto indica que nuestro universo actual está dominado por la llamada enerǵıa obscura.
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2.4. Teoŕıas alternativas de gravedad: Gauss-Bonnet y
Lovelock

Esta sección está basada en [43] [44].

En la relatividad general, las ecuaciones de Einstein relacionan la geometŕıa del espacio-
tiempo con su contenido de materia

Gab + Λgab = 8πTab. (2.93)

Sin embargo, es natural preguntarse si estas son las únicas ecuaciones que puede describir
el campo gravitacional.

La parte izquierda de (2.93), contiene la información de la geometŕıa del espaciotiempo
relevante para describir el campo gravitacional. Ambos términos tienen la propiedad de ser
tensores simétricos que solo depende de la métrica (gab), su primera gab,c y segunda deri-
vada gab,cd. De esta manera, dado que la métrica es la variable fundamental, las ecuaciones
de movimiento son de segundo orden. Otra de las propiedades importantes que define la
teoŕıa, es que tanto el tensor de Einstein como el tensor de enerǵıa-momento tienen que
tener divergencia nula. Bajo estas consideraciones, la pregunta por la unicidad de las ecua-
ciones de Einstein se reduce a responder si Gab + Λgab es el único objeto matemático que
puede representar la geometŕıa del campo gravitacional. Lovelock respondió esta pregunta
mostrando que existen teoŕıas de la gravedad más generales que la relatividad general.

Teoŕıa de la gravedad de Lovelock

Interesado en responder si las ecuaciones de campo de Einstein son únicas, Lovelock
concluyó que un tensor Aab que satisficiera las siguientes condiciones

Aab = Aba, (2.94)

∇bA
ab = 0, (2.95)

Aab = Aab (gmn, gmn,p, gmn,pq) , (2.96)

seŕıa un buen candidato para la parte izquierda de las ecuaciones de campo, pues bajo
estas condiciones se podŕıa acoplar al tensor de enerǵıa-momento. Con esto, se planteó
encontrar todos los posibles tensores que cumplieran con los requerimientos de simetŕıa
(2.94), conservación (2.95) y que producirán ecuaciones de movimiento de segundo orden en
la métrica (2.96).

Cartan y Weyl hab́ıan investigado 6 esta posibilidad antes que Lovelock, mostrando que
si, además de las condiciones (2.94-2.96), se impońıa que Aab fuera lineal en las segundas
derivadas de gab, la única solución posible, teńıa la forma

Aab = cGab + dgab, (2.97)

6Ver referencias citadas en [45] [46].
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donde Gab es el tensor de Einstein y c, d constantes. Por tanto, bajo estas condiciones, las
ecuaciones de Einstein son únicas.

Lovelock, relajó la condición de linealidad en Aab y con esto mostró que existe una gran
cantidad de posibles tensores que satisfacen las condiciones (2.94-2.96) y que, por tanto,
podŕıan ser candidatos para representar la parte geométrica de las ecuaciones de campo. Algo
importante es que en estas soluciones no se introdućıa ningún grado de libertad adicional,
sino que la teoŕıa de la gravedad que resultaba de ellas segúıa tenido los grados de libertad
provenientes solo de la métrica. Además, Lovelock probó que [46]

Teorema I: En un espaciotiempo de cuatro dimensiones, el único tensor que satisface
las condiciones (2.94-2.96) son el tensor de Einstein Gab y el tensor métrico gab.

Lo cual implica que en cuatro dimensiones, solo una combinación de la forma aGhk +
bghk, es decir, el tensor de Einstein más un término proporcional a la métrica (constante
cosmológica), pueden representar la geometŕıa de un campo gravitacional que se acople al
tensor de enerǵıa-momento.

Esto muestra, que para poder construir una teoŕıa de la gravedad diferente a la rela-
tividad General, pero que satisfaga las condiciones (2.94-2.96) se tiene que considerar un
espaciotiempo con más de cuatro dimensiones. En general, relajando cualquiera de las con-
diciones mencionadas, se podŕıan obtener teoŕıas diferentes, por ejemplo, con ecuaciones de
movimiento de orden mayor a dos, teoŕıas que no son simétricas, o que su divergencia sea
distinta de cero, es decir, sin conservación. Además, si se agrega un campo extra se obtienen
teoŕıas donde la gravedad no es capturada de manera única por la métrica. Por ejemplo, si
se relaja la condición (2.96) y se considera que la teoŕıa no solo depende de la métrica, sino
de otros grados de libertad provenientes de un campo escalar, entonces se obtiene una clase
de teoŕıas conocidas como escalar-tensorial. En ellas, el campo gravitacional es mediado
por la métrica y un campo escalar. La más general de estas son las teoŕıas de gravedad de
Horndeski [47].

Por otro lado, si no se introducen grados de libertad adicionales a los de la métrica, esto
es, si se sigue considerando que la métrica es el único mediador del campo gravitacional,
pero se consideran espaciostiempo con más de cuatro dimensiones, se obtienen las teoŕıas
de Lovelock. Esta generalización implica que es posible construir teoŕıas geométricas de la
gravedad en dimensiones mayores a cuatro.

Lovelock demostró que [45]

Teorema 2: El tensor más general que satisface las condiciones (2.94-2.96), es decir,
que tiene divergencia nula, es simétrico y cuyas ecuaciones de movimiento solo depende de
la métrica y sus primeras dos derivadas, es

Aa
b = −

∑
j

αj

2j+1
δ
ap1q1...pjqj
bm1n1...mjnj

j∏
i=1

Rmini
piqi . (2.98)

Este tensor da lugar a una teoŕıa modificada de la gravedad, la cual resulta ser la teoŕıa más
general con ecuaciones de movimiento de segundo orden, que es covariante y que considera
que la métrica es el único mediador del campo gravitacional. Las ecuaciones de campo de
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Lovelock están dadas por

Aab = 8πTab. (2.99)

Estas se obtienen de un principio variacional, donde la densidad lagrangiana está dada
por

L =
√
g

jf∑
j=0

αjRj , (2.100)

donde Rj

Rj =
1

2j
δp1q1...pjqj
m1n1...mjnj

j∏
i=1

Rmini
piqi , δp1q1...pjqj

m1n1...mjnj
= j!δp1

[m1
δq1n1

...δpj
mj
δ
qj
nj ]
. (2.101)

Los coeficientes αj son constantes.
El tensor (2.98) puede obtenerse al variar la densidad lagrangiana (2.100). Primero, L puede
integrarse sobre una región de D dimensiones Ω para construir una acción. Luego, al variar
esta acción se obtiene [43]

δS = δ

∫
Ω

dDx
√
−gL =

∫
Ω

dDx
√
−gAabδg

ab +

∫
∂Ω

dD−1x
√
−hB (2.102)

donde Aa
b está dado por (2.98) y h es la métrica inducida en ∂Ω. Para una discusión más

profunda ver [48].

De acuerdo al Teorema 1, en cuatro dimensiones, el tensor Aab se reduce a

Aa
b = −1

2
α0δ

a
b + α1

(
Ra

b −
1

2
δabR

)
. (2.103)

Teoŕıa de la gravedad de Gauss-Bonnet

Entre las teoŕıas con términos de curvatura más altos que las ecuaciones de Einstein se
encuentra la teoŕıa de Gauss-Bonnet. Al considerar un espaciotiempo de cinco dimensiones,
la densidad lagrangiana (2.100) se reduce a

L =
√
−g [α0 + α1R+ α2G] . (2.104)

Notemos que aqúı aparece un término cuadrático adicional a los de Einstein dado por

G = R2 − 4RabR
ab +RabcdR

abcd. (2.105)

Este es conocido como el término de Gauss-Bonnet.

Al variar (2.104), junto con el lagrangiano del tensor de enerǵıa-momento, se obtienen
unas ecuaciones de campo que satisfacen las condiciones (2.94-2.96).
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Se puede probar que en D = 4 el término de Gauss-Bonnet es una derivada total y, por
tanto, no contribuye a la dinámica gravitacional. Esto se puede ver de la siguiente manera;
al variar G, su contribución a las ecuaciones de Einstein es [49]

gnb√
g

δSGB

δgmb
= −2Rmp

bqR
bq

np + 4Rmp
nrR

r
p + 4Rm

pR
p
n − 2RRm

n +
1

2
Gδmn. (2.106)

La traza de esta expresión, resulta

gab√
g

δSGB

δgab
= (D − 4)× α

2
G. (2.107)

Esto significa que las posibles contribuciones del término Gauss-Bonnet son proporcio-
nales a D − 4, de ah́ı, que en cuatro dimensiones, no hay contribución a las ecuaciones de
movimiento.

Otra manera de entender esto, es que en D = 4, G puede considerarse como término
topológico, pues está relacionado con la caracteŕıstica de Euler de la siguiente manera

χ =
1

32π

∫
d4x

√
−g G. (2.108)

Por tanto, en cuatro dimensiones, al ser un término topológico y no geométrico, no
contribuye en la dinámica del espaciotiempo. No obstante, para dimensiones mayores que
cuatro G si aporta información a la dinámica del campo.

La acción de la teoŕıa Gauss-Bonnet en n+ 1 dimensiones está dada por 7

S =
1

16π

∫
dn+1x

√
−g (R− 2Λ + αG) + Sm, (2.109)

donde la constante cosmológica se toma como Λ = −(n− 1)(n− 2)/l2 [50].

Al variar esta acción, se obtienen las ecuaciones de campo de Einstein-Gauss-Bonnet [17]

Rab−
1

2
Rgab+Λgab−α

(
1

2
Rgab − 2RRab + 4RacR

c
b + 4RcdR

c d
a b − 2RacdeR

cde
b

)
= 8πTab.

(2.110)

Solución de agujero negro

Las ecuaciones de Einstein-Gauss-Bonnet aceptan soluciones estáticas de agujero negro.
La métrica de un agujero negro estático y esféricamente simétrico en esta teoŕıa está definido
por [50]

ds2 = −F 2(r)dt2 +
1

G2(r)
dr2 + r2hµνdx

νdxµ, (2.111)

7Para ser consistente con la notación de [50], [17], hagamosD = n, para denotar el número de dimensiones.
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donde hµν es la métrica de una esfera Sn−2 de curvatura constante (n− 2)(n− 3)k, con
k = 0,±1. Al solucionar las ecuaciones correspondientes se obtiene que

F 2(r) = G2(r) = k +
r2

2α̃

(
1−

√
1 +

64πα̃M

n(n− 1)Σkrn−1)
+

8α̃Λ

(n− 1)(n− 2)

)
, (2.112)

donde Σk es el volumen de Sn−2 y α̃ = (n− 3)(n− 4)α.

De manera análoga a la teoŕıa de Einstein, este agujero negro también tiene asociada
una temperatura y una entroṕıa

T =
(n− 1)r4+ + (n− 3)kl2r2+ + (n− 5)α̃k2l2

4πl2r+
(
r2+ + 2α̃k

) , (2.113)

S =
rn−2
+ Σk

4

(
1 +

2α̃(n− 2)

(n− 4)r2+

)
, (2.114)

con r+ el radio del horizonte.

Solución FLRW en la teoŕıa Gauss-Bonnet

Al considerar el tensor de enerǵıa-momento de un fluido perfecto y la métrica de FLRW
en (n− 1) dimensiones

ds2 = −dt2 + a2(t)

(
dr2

1− kr2
+ r2dΩ2

n−1

)
, (2.115)

donde Ω2
n−1 es el elemento de ĺınea de una esfera unitaria en (n−1) dimensiones y k = 0,±1,

la constante de curvatura, las ecuaciones de Friedmann en la teoŕıa de Einstein-Gauss-
Bonnet están dadas por [17](

1 + 2α̃

(
H2 +

k

a2

))(
Ḣ − k

a2

)
= − 8πG

n− 1
(ρ+ p) , (2.116)

H2 +
k

a2
+ α̃

(
H2 +

k

a2

)2

=
16π

n(n− 1)
ρ, (2.117)

donde α̃ = (n− 1)(n− 2)α. Notemos que, cuando α = 0 recuperamos las ecuaciones de
Friedmann de la relatividad general.

Solución FLRW en la teoŕıa de Lovelock

En el caso de la teoŕıa de gravedad de Lovelock las ecuaciones de Friedmann están dadas
por [17]
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m∑
i=1

iĉi

(
H2 +

k

a2

)i−1(
Ḣ − k

a2

)
= − 8πG

n− 1
(ρ+ p) , (2.118)

m∑
i=1

ĉi

(
H2 +

k

a2

)i

=
16π

n(n− 1)
ρ, (2.119)

donde ĉi = ciΠ
2m
j=3(n+ 1− j) y ci son los coeficientes que aparecen en el lagrangiano de

Lovelock escrito en la forma L =
∑m

i=0 ciLi. Para más de talles ver [17].

Gran parte del interés de la f́ısica teórica por el término Gauss-Bonnet, es que este
aparece en diversas teoŕıas de cuerdas, las cuales predicen que a nivel clásico las ecuaciones
de Einstein están sujetas a correcciones de términos superiores en la curvatura [51] [52].

Sin embargo, en lo que respecta a nuestra investigación, estamos interesados en las
teoŕıas de Lovelock y Gauss-Bonnet debido a que se ha mostrado [17][10] [53] [11] que en
estas teoŕıas persiste la relación entre gravedad y termodinámica, es decir, que esta no es
única de la teoŕıa de Einstein. Esto es muy importante, pues demuestra que el carácter
termodinámico de la gravedad es muy general.



Caṕıtulo 3

Horizontes

El carácter geométrico de la relatividad general, permite que en ciertas configuraciones
espaciotemporales existan superficies que se comportan de una manera muy particular: los
horizontes. Podemos entender un horizonte como una barrera causal que separa el espacio-
tiempo en dos regiones, de tal manera que la información de los eventos que suceden más
allá del horizonte no se puede filtrar y llegar donde se encuentra el observador. Si bien todos
los horizontes comparten la caracteŕıstica anterior, no todos son iguales, sino que dependen
de las propiedades espećıficas del espaciotiempo que los contiene. En este caṕıtulo explo-
ramos las definiciones y propiedades de algunos tipos de horizontes, poniendo énfasis en la
definición de horizonte aparente que es el concepto clave en nuestro trabajo. La presentación
que se hace aqúı está basada en gran medida en [54][55].

3.1. Horizonte de eventos

Una de las configuraciones espaciotemporales donde se presenta un horizonte es en la des-
crita por la métrica de Schwarzschild, la cual modela un agujero negro. Esta tiene asociado
un horizonte de eventos. La definición más formal de este se hace de la siguiente manera:

Si J + denota el futuro nulo infinito y J− (J +) es el conjunto de todos los eventos que
pueden enviar señales de luz a J +, es decir, su pasado causal, entonces, el horizonte de
eventos está dado por la frontera del pasado causal de J + esto es ∂ (J− (J +)). De esta
definición notamos el carácter global del horizonte de eventos, pues para poder definirlo
seŕıa necesario conocer toda la historia futura de un espaciotiempo. En el caso del agujero
negro de Schwarzschild, la superficie R = 2M es un horizonte de eventos.

3.2. Horizonte de Killing

Un horizonte de Killing H , se define como una hipersuperficie nula que es tangente en
todos sus puntos a un vector de Killing que satisface kaka = 0 sobre H , y kaka < 0 en la

39
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región que tiene H como frontera. El horizonte de eventos de Schwarzschild, es, a su vez,
un horizonte de Killing. Se puede probar que el vector de Killing k =

(
∂
∂t

)a
es tipo tiempo

en la región R > 2M , es decir, fuera del horizonte y que sobre el horizonte, es decir, en
R = 2M se vuelve un vector nulo. Aśı mismo, dentro del horizonte, el vector de Killing se
vuelve tipo espacio kaka > 0.

Una de las razones por la que los horizontes de Killing son interesantes es que estos
permiten definir la noción de gravedad superficial, que, como veremos luego, está relacionada
con la temperatura de horizonte mediante T = κ

2π . Si k es un vector de Killing que define
un horizonte, entonces satisface

ka∇ak
b = κkb. (3.1)

Para un espacio estático, la gravedad superficial se puede entender de la siguiente manera:
supongamos que un observador se encuentra en el infinito y que, mediante una cuerda sin
masa, mantiene una masa de prueba unitaria sobre el horizonte. Es ese caso, la gravedad
superficial se definiŕıa como la fuerza necesaria que el observador debeŕıa ejercer sobre la
cuerda para mantener la masa de prueba justo sobre el horizonte. Una manera alternativa
de definir la gravedad superficial es

κ2 = −1

2

(
∇akb

)
(∇akb) . (3.2)

Lo dicho aqúı supone la existencia del vector de Killing tipo tiempo k =
(

∂
∂t

)a
, el cual a

su vez supone que el espacio es estacionario. Aśı, los horizontes de Killing solo están definidos
para esta clase de espaciotiempo. No obstante, para espacios con simetŕıa esférica, el vector
de Kodama (que es equivalente a un vector de Killing en estos espacios), permite definir la
noción de horizonte aparente.

3.3. Horizonte de Rindler

Esta sección está basada en [35].

Consideremos el espaciotiempo de Minkowski visto por un observador acelerado. Para
un observador inercial, la métrica de Minkowski en dos dimensiones está dada por

ds2 = −dt2 + dx2. (3.3)

Las trayectorias de un observador moviéndose con una aceleración a están dadas por

x(τ) =
1

a
cosh(aτ), t(τ) =

1

a
sinh(aτ). (3.4)

En este caso las componentes de la aceleración están dadas por

at = asinh(aτ), ax = acosh(aτ). (3.5)

Podemos comprobar que la magnitud de la aceleración es



3.3. HORIZONTE DE RINDLER 41

ama
m =

√
a2 (cosh2(aτ)− sinh2(aτ))

= a, (3.6)

y que las trayectorias de estos observadores satisfacen

x2 = t2 + a2. (3.7)

De este modo, los observadores acelerados se mueve describiendo hipérbolas asintóticas a
las ĺıneas nulas x = ±t, i.e., ĺıneas a 45 grados en el espacio de Minkowski.

Consideremos ahora las coordenadas de Rindler dadas por

t =
1

a
eaξsinh(aη), x =

1

a
eaξcosh(aη). (3.8)

Estas no cubren por completo el espacio de Minkowski, si no solo la región x < |t|
llamada cuña de Rindler.

Notemos que (3.8) no es una trasformación de Lorentz, pues lleva a de un sistema inercial
a uno acelerado, por tanto, bajo esta trasformación de coordenadas la métrica de Minkowski
adquiere la forma

ds2 = eaξ
(
−dη2 + dξ2

)
. (3.9)

No obstante, aun cuando la métrica de Rindler (3.9) no tenga la forma de una métrica
plana, calculando el tensor de Riemann se puede comprobar que este es cero. Por lo que en
realidad se trata de un espaciotiempo plano.

Lo interesante de esta métrica es que presenta una singularidad (que es de coordenadas,
pues ya dijimos que su tensor de Riemann es nulo) en a = 0 la cual corresponde a x = ±t.
De hecho, la estructura causal de este espaciotiempo es muy parecida a la de un agujero
negro en las coordenadas de Kruskal, donde las ĺıneas nulas x = ±t definen una superficie
nula llamada horizonte de Rindler.

Al observar la métrica (3.9) notamos que sus componentes son independientes de la
coordenada η, esto significa que la métrica tiene una simetŕıa asociada a traslaciones en la
dirección de esta coordenada. Esto nos lleva a considerar que el vector ∂η es un vector de
Killing asociado a esta isometŕıa. Este vector de Killing, puede ser expresado como [35]

∂η = a (x∂t + t∂x) . (3.10)

Asimismo, se puede mostrar que la gravedad superficial asociada a este vector de Killing
es [35] [55]

κ = a. (3.11)

Ya dijimos que a pesar de su forma, la métrica de Rindler representa un espaciotiempo
plano, por lo que no hay un campo gravitacional real. Sin embargo, por el principio de
equivalencia, tiene sentido que la gravedad superficial del horizonte de Rindler esté dada
por la aceleración.
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3.4. Congruencias y ecuación de Raychaudhuri

Los horizontes son hipersuperficies nulas que dividen el espacio en dos regiones causal-
mente disconexas. No obstante, aunque en ciertos casos esta definición es útil, para sistemas
dinámicos es necesario extender estas nociones. En general, las definiciones más formales
de los horizontes se hacen en función del comportamiento de congruencias de geodésicas
nulas que entran y salen de una superficie. Las congruencias (entendidas como un flujo) son
caracterizadas por tres parámetros: la expansión θ, el corte σ y la rotación ω. La expansión
resulta fundamental para definir las propiedades de las superficies, por ejemplo, si son atra-
padas, antiatrapadas o marginales. Asimismo, las ecuaciones de Raychaudhuri describen la
evolución de las congruencias en función de los parámetros θ, σ, ω.

Para poder definir el horizonte aparente, el cual es de importancia fundamental para
este trabajo, es necesario hacer un resumen de las nociones más importantes relacionadas
con la congruencia de geodésicas y cómo estas se usan para estudiar el comportamiento de
superficies. Comencemos estudiando el concepto de congruencia.

Sea O una región abierta del espaciotiempo. Una congruencia es una familia de curvas
tal que por cada punto de O pasa una y solo una curva de la familia. Dado que las superficies
que nos interesan son nulas (horizontes), consideremos una congruencia de geodésicas nulas.
Una geodésica nula es una curva en el espaciotiempo que tiene una tangente nula, la, es
decir, lala = 0, y satisface la ecuación de las geodésicas.

lb∇bl
a = 0. (3.12)

Desde el punto de vista conceptual, es posible establecer una analoǵıa entre una congruencia
y un flujo [56]; puesto que los flujos pueden entenderse como las curvas integrales generadas
por un campo vectorial dado, si se identifican dichas curvas con geodésicas, entonces la
congruencia, se identifica con el conjunto de curvas integrales, es decir, el flujo. En pocas
palabras, si un flujo es el conjunto de ĺıneas integrales generadas por un campo vectorial,
entonces, una congruencia es un conjunto de curvas geodésicas generadas por un campo
vectorial. En particular, si este campo vectorial la es nulo, obtenemos una congruencia de
geodésicas nulas.

Si una congruencia puede pensarse como un flujo, resulta natural preguntarse por las
propiedades que caracterizan dicho flujo. Podemos imaginar que a medida que nos movemos
de un punto a otro a lo largo del flujo, la forma de este cambia; aun incluyendo el mismo
conjunto de ĺıneas geodésicas, este puede ser más pequeño (o más grande), cortado o torcido.
Este razonamiento sugiere que existen algunas cantidades que dan cuenta de estas posibles
deformaciones.

Para responder concretamente esta pregunta consideremos el gradiente del campo la [56]

∇alb = σab + ωab +
1

n− 1
habθ, (3.13)

donde n es la dimensión del espacio en cuestión. Notamos que este es un tensor de segundo
rango, que se divide en tres términos. Estos representan los tipos de deformaciones (vistos
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en una sección transversal), que el fluido puede experimentar a medida que evoluciona.

Śı tomamos una sección transversal del flujo (congruencia), entonces el esfuerzo cortante
está dado por

σab =
1

2
(∇alb +∇bla)−

1

n− 1
habθ, (3.14)

donde hab = gab− lanb+ lbna es la métrica del 2-espacio ortogonal a la y na es un vector
auxiliar tal que nana = 0 y lana = −1.

Por otro lado, la rotación, la parte antisimétrica, está definida por la expresión

ω2 =
1

2
(∇alb −∇bla) . (3.15)

Por último, la expansión es

θ = ∇al
a. (3.16)

Esta describe cómo el área de la sección vaŕıa con respecto al parámetro af́ın. Ahora bien,
estas definiciones son válidas en el caso de que las ĺıneas geodésicas estén af́ınmente para-
metrizadas, sin embargo, para calcular la expansión del vector nulo la cuando la geodésica
a la que es tangente no está necesariamente caracterizada por un parámetro af́ın se usa la
ecuación [54]

θ = hab∇alb =

[
gab +

lanb + nalb

(−ncldgcd)

]
∇alb. (3.17)

Por otro lado, la dinámica de estas cantidades está descrita por las ecuaciones de Ray-
chaudhuri. En particular, la propagación de la expansión a lo largo de una geodésica nula
se rige por

dθ

dλ
= −θ

2

2
− σ2 + ω2 −Rabl

alb. (3.18)

Esta ecuación describe cómo las geodésicas nulas (ĺıneas de flujo) convergen dθ
dλ < 0 o

divergen dθ
dλ > 0 en función de la expansión misma, el esfuerzo de corte, la rotación y la

materia (relacionada con Rab a través de las ecuaciones de Einstein). Notamos que el esfuerzo
cortante actúa como la gravedad, es decir, de manera atractiva, mientras que la rotación
actúa en la dirección opuesta. Esto último tiene sentido incluso en la teoŕıa Newtoniana,
donde un cuerpo rotando experimenta una fuerza centŕıfuga que actúa en dirección contraria
a la gravedad.

Teorema de convergencia

Para entender la relevancia de la ecuación de Raychaudhuri respecto al comportamiento
de las congruencias, analicemos el teorema de enfoque o convergencia 1.

1Focussing theorem
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Primero notemos que la ecuación (3.24) la podemos escribir como [56]

d2F

dλ2
+

1

3

(
σ2 − ω2 +Rabl

alb
)
F = 0, (3.19)

donde se toma θ = 3F ′

F .

Dado que la expansión define el ritmo de cambio del área de la sección transversal de la
congruencia, si esta tiende al infinito negativo, implica que el conjunto de geodésicas conver-
ge, mientras que al acercarse al infinito positivo, divergen. En particular, el comportamiento
convergente de las geodésicas se pueden asociar con carácter atractivo de la gravedad. Por
tanto, estamos interesados en las condiciones que se deben cumplir para que la expansión
de una congruencia converja. Sin más preámbulos se puede mostrar que converge si [56]

σ2 − ω2 +Rabl
alb ≥ 0. (3.20)

Para el caso de campos vectoriales que son ortogonales a hipersuperficies, el término
rotacional es nulo y considerando, además, que el corte es despreciable respecto al tensor de
Ricci obtenemos

Rabl
alb ≥ 0. (3.21)

En relatividad general, la curvatura es causada por el contenido de materia. Usando las
ecuaciones de Einstein se puede reescribir el tensor de Ricci como

Rab = Tab −
1

2
gabT. (3.22)

De esta manera, el criterio para la convergencia de la congruencia es a su vez un criterio
sobre el tensor de enerǵıa momento. Es decir, para que una congruencia en un espaciotiempo
con materia converja, es necesario que el tenso de enerǵıa momento satisfaga(

Tab −
1

2
gabT

)
lalb ≥ 0. (3.23)

Esta define la condición de enerǵıa fuerte; el equivalente relativista del enunciado New-
toniano que asegura que la fuerza gravitacional es atractiva solo si la masa es positiva.
Regresando a la ecuación de Raychaudhuri, la cual, usando los resultados obtenidos puede
ser reescrita como

dθ

dλ
= −θ

2

2
− σ2 −

(
Tab −

1

2
gabT

)
lalb. (3.24)

Nótese que al cumplirse la condición de enerǵıa fuerte, entonces, dθ
dλ ≤ 0. Con esto com-

probamos que a medida que el parámetro af́ın avanza, la expansión se vuelve más y más
pequeña, lo cual significa que las geodésicas se van acercando unas a otras, atráıdas entre
śı. De esta manera, la naturaleza atractiva de la gravedad se manifiesta en la convergencia
de las geodésicas.

En resumen, si la materia es positiva, lo cual es equivalente a decir que la gravedad es
atractiva, las geodésicas convergen, lo cual es caracterizado por una disminución del área,
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es decir, una expansión negativa. Mientras más grande es la cantidad de materia en el
espaciotiempo, mayor es la curvatura y las geodésicas se atraen con mayor intensidad. De
esto podemos ver que el comportamiento gravitacional de una congruencia es caracterizado
por su expansión. Ahora bien, puesto que un horizonte (superficie nula) puede entenderse
como un conjunto de ĺıneas geodésicas nulas (generadores de la superficie), la expansión
puede usarse para caracterizar el comportamiento gravitacional de los horizontes.

Hipersuperficies nulas

Una hipersuperficie nula está caracterizada [35] por ciertas propiedades espećıficas. Pri-
mero, una hipersuperficie Σ es una subvariedad de n − 1 dimensiones en una variedad
(espaciotiempo) M de n dimensiones. Esta puede definirse mediante una función f(x) que
permanece constante en una región del espaciotiempo y cuyo gradiente es normal a Σ. Si el
vector gradiente es nulo, entonces la hipersuperficie es nula y el vector normal es tangente a
Σ. Si es tipo tiempo, la hipersuperficie es espacialoide y si el vector gradiente es tipo espa-
cio, la hipersuperficie es temporaloide. La propiedad más importante de una hipersuperficie
nula es que esta puede entenderse como un conjunto de geodésicas nulas (congruencia) 2,
llamadas generadores de la hipersuperficie.

Un horizonte es una hipersuperficie nula que divide el espaciotiempo en dos regiones,
una (el exterior) cuyos puntos pueden conectar con el infinito3 y otra (el interior) cuyos
puntos no pueden conectarse con el infinito. Las curvas del interior de un horizonte, no
pueden escapar hacia el infinito, porque están atrapadas. Se dice entonces que el horizonte
está definido por una superficie atrapada, de hecho, se puede pensar un horizonte como la
frontera de una región atrapada.

Para entender conceptualmente lo que es una superficie atrapada, consideremos una
esfera de dos dimensiones en el espaciotiempo de Minkowski. Imaginemos dos conjuntos
(congruencias) de rayos de luz; consideremos que el primer conjunto emana de la esfera, y,
que, por tanto, al alejarse de esta, los rayos dibujan esferas de radios crecientes, es decir,
divergen. El segundo conjunto, son rayos de luz que están dirigidos hacia la esfera, de tal
manera que estos dibujan esferas de radios cada vez más chicos, y, por tanto, de áreas cada
vez más pequeñas, lo cual, ya vimos, que implica una convergencia. Este es el comportamien-
to que se esperaŕıa en una superficie normal i.e., en un espacio plano. Ahora, imaginemos
este escenario en el interior de un agujero negro. En esas condiciones, la curvatura es tan
extrema que los rayos de luz viajan de tal manera que las esferas que van dibujando, tanto
los rayos entrantes como los salientes, son de radios cada vez más pequeños; esto significa,
que incluso los rayos que intentan salir de la esfera y escapar hacia el infinito, son obligados
(por la curvatura) a converger de vuelta hacia la esfera; de aqúı, que en un agujero negro
solo puedan entrar cosas, pero que nada pueda salir. En otras palabras, las esferas dibuja-
das por los rayos entrantes y salientes son cada vez de áreas más y más pequeñas, lo cual
significa que ambos conjuntos de rayos convergen, y, que, por tanto, su expansión es nega-

2Esta es la razón por la que al estudiar la cinemática (expansión, corte y rotación) y dinámica (ecuación de
Raychaudhuri) de las congruencias, se pueden conocer las propiedades de una hipersuperficie, en particular
de la que define un horizonte.

3El espacio asintóticamente plano que está más allá de un agujero negro.
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tiva. En este sentido, se dice que los rayos de luz están atrapados. La región de la cual no
pueden escapar define una región o superficie atrapada. Por tanto, según los razonamientos
que hemos presentado, podemos concluir que tales superficies están caracterizadas por una
expansión negativa.

Clasificación de hipersuperficies

En general, es posible clasificar las hipersuperficies de acuerdo al comportamiento de
las expansiones θl y θn, asociadas a congruencias de geodésicas nulas, salientes y entrantes,
respectivamente. Las siguientes son algunas definiciones [55] válidas para 2-superficies:

• Una superficie normal está caracterizada por θl > 0 y θn < 0. Este es el caso, por
ejemplo, de una 2-esfera en el espacio de Minkowski.

• Una superficie atrapada está caracterizada por θl < 0 y θn < 0 . En este caso, los rayos
nulos entrantes y salientes dirigidos hacia el futuro, convergen: la luz que se propaga
hacia el exterior es arrastrada hacia atrás (por la gravedad).

• Una superficie marginalmente exterior atrapada (o marginal) (MOTS) corresponde a
θl = 0 y θn < 0.

• Una superficie no atrapada es aquella con θlθn < 0.

El lector interesado puede encontrar más detalles sobre la clasificación de horizontes en
[57] [55] [58] [59].

3.5. Definición de horizonte aparente

Con la descripción anterior podemos dar la siguiente definición [57] [54]
Un horizonte aparente es una hipersuperficie marginal caracterizada por las expansiones

θl = 0, (3.25)

θn < 0. (3.26)

En pocas palabras, es la frontera que divide las superficies atrapadas de las no atrapas.
La ecuación (3.25) indica que las geodésicas nulas salientes dejan de propagarse hacia afuera
y se quedan atrapadas sobre la superficie del horizonte. Este comportamiento se explicó
cuando se estudiaron las geodésicas (2.49) de agujeros negros. La condición (3.26) distingue
entre agujeros negros y agujeros blancos.
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Como ejemplo, consideremos un espaciotiempo con simetŕıa esférica dado por la métrica
en coordenadas Painlevé-Gullstrand (τ,R, θ, ϕ)

ds2 =
[
c2(τ,R)− v2(τ,R)

]
dτ2 + 2v2(τ,R)dτdR+ dR2 +R2dΩ2, (3.27)

donde c(τ,R) = e−ϕ(t,R)

∂τ/∂t y v = c(τ,R)
√

2M
R y dΩ2 = dθ2 + sin2θdϕ2.

Las congruencias asociadas a las geodésicas nulas, radiales, salientes y entrantes, están
dadas respectivamente por[55]

la =
1

c(τ,R)
(1, c(τ,R)− v(τ,R), 0, 0) , (3.28)

na =
1

c(τ,R)
(1,−c(τ,R)− v(τ,R), 0, 0) . (3.29)

Aśı, usando (3.59) podemos calcular las expansiones que resultan ser

θl =
2

R

(
1−

√
2M

R

)
, θn = − 2

R

(
1 +

√
2M

R

)
. (3.30)

En el caso de un agujero negro de Schwarzschild, las superficies atrapadas son aquellas
donde R < 2M , las superficies no atrapadas aquellas donde R > 2M y la frontera entre
estas es R = 2M , que corresponde con el radio de Schwarzschild. Nótese que el horizonte
R = 2M está definido por la condición θl = 0. En este caso el horizonte aparente coincide
con el horizonte de eventos. Más adelante definiremos el horizonte aparente FLRW.

Horizonte aparente y Enerǵıa de Misner-Sharp

Consideremos un espaciotiempo con simetŕıa esférica, cuya métrica está dada por

ds2 = habdx
adxb +R2dΩ2, (3.31)

donde hab es la métrica del plano (t, R), y los indices a, b solo toman valores 0, 1 tales que
dx0 = dt y dx1 = dR.

En esta clase de espaciotiempo el horizonte aparente puede ser estudiado, alternativa-
mente, usando la enerǵıa Misner-Sharp. Esta es una cantidad invariante en el espacio (t, R)
y solo está definida para espaciostiempo esféricamente simétricos. Una de las propiedades
que la hace especialmente útil desde el punto de vista f́ısico y matemático es que esta es la
corriente de Noether conservada asociada con el vector de Kodama. La enerǵıa de Misner-
Sharp está definida como

E =
R

2

(
1− hab∂aR∂bR

)
. (3.32)

En función de esta cantidad, las condiciones sobre superficies se pueden escribir como
[22]
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• atrapada hab∂aR∂bR < 0 ,

• marginal hab∂aR∂bR = 0,

• no atrapada hab∂aR∂bR > 0.

El horizonte aparente es la frontera entre superficies atrapadas y no atrapadas, por tanto,
es una superficie marginal que satisface la condición

hab∂aR∂bR = 0. (3.33)

De la ecuación (3.32) observamos que esto implica R = 2E, que en caso de una agujero negro,
donde E = M , define el radio de Schwarzschild. Nótese que esta expresión es consistente
con el criterio θl = 0 en (3.30). En la literatura se muestra que ambos criterios están
relacionados. En [22] se muestra que al considerar un espaciotiempo con simetŕıa esférica en
n− 1 dimensiones con la métrica en la forma doble nula

ds2 = −2e−fdξ+dξ− + r2dΩ2
n−1, (3.34)

las expansiones estarán dadas p

θ± = (n− 1)
∂±
r
, (3.35)

donde ∂± = ∂/∂ξ±.

De esto se sigue que

gab∂aR∂bR = − 2

(n− 1)2
efθ+θ−, (3.36)

una esfera es atrapada si θ+θ− > 0, no atrapada por θ+θ− < 0 y marginal si θ+θ− = 0.
Otro ejemplo de esto se da en [60] donde, de hecho, se escribe expĺıcitamente

θl = hab∂aR∂bR = 0. (3.37)

Gravedad superficial de un horizonte aparente

Desde el punto de vista f́ısico, la enerǵıa de Misner-Sharp es una cantidad invariante
en el 2-espacio (t, R) y está asociada a la cantidad de enerǵıa gravitacional contenida en
una esfera de radio R. Una de las propiedades que la hace especialmente importante es que
resulta ser la corriente de Noether conservada asociada con el vector de Kodama.

El vector de Kodama, al igual que la enerǵıa de Misner-Sharp, solo está definido para
espacios con simetŕıa esférica y está dado por [61]

Ka = ϵab∇bR, (3.38)

donde ϵab es el tensor antisimétrico en el plano (t, R) [62]. De esta forma, Ka está definido
solo en este 2-espacio; por tanto, tiene la forma Ka = (Kt,KR, 0, 0). El vector de Kodama,
al igual que un vector de Killing, está relacionado con la simetŕıa del espaciotiempo. De
hecho, se puede pensar que el vector de Kodama es al espacio con simetŕıa esférica, lo que
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el vector de Killing al espacio estacionario; en particular, en espacios estáticos el vector de
Kodama es paralelo al vector de Killing.
La propiedad que hace especial a este vector, es que su divergencia se anula

∇aK
a = 0. (3.39)

Esto implica que la corriente
Ja = GabKb, (3.40)

donde Gab es el tensor de Einstein, resulta ser una cantidad conservada aun cuando no exista
un vector de Killing tipo tiempo. Esta es una propiedad tan excepcional que se le conoce
como el milagro de Kodama [63].

En un espacio dinámico no se tiene un vector de Killing tipo tiempo, y, por tanto, no se
tiene una dirección de invariante en el tiempo; sin embargo, el vector de Kodama sigue dando
una dirección de tiempo preferida, de esta manera Ka satisface una ecuación equivalente a
la ecuación de Killing,

Ka (Ka∇b +Kb∇a) = 8πRψb, (3.41)

donde
ψa = T b

a∇bR−W∇aR, (3.42)

es el llamado vector de flujo de enerǵıa, el cual, en este contexto, lo podemos entender como
una cantidad que mide que tanto se aleja el espaciotiempo en cuestión, de un espaciotiempo
estático. Al igual que el vector de Kodama ψa solo esta definido en el 2-espacio (t, R) y tiene
la forma ψa = (ψt, ψR, 0, 0).
T es el tensor de enerǵıa momento y W es la densidad de trabajo definida como

W = −1

2
T abhab, (3.43)

De manera análoga a la ecuación (3.1), el vector de Kodama permite definir una noción
de gravedad superficial dada por

1

2
gabKc (∇cKa −∇aKc) = κKb. (3.44)

Esta expresión puede ser reescrita, de manera que resulte más practica para realizar los
cálculos, como

κ =
1

2
√
−h

∂a

(√
−hhab∂bR

)
. (3.45)

o bien

κ = G
E

R2
− 4πWR. (3.46)

La expresión (3.45) define la gravedad superficial que se asocia a un horizonte aparente.
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Primera ley unificada

Las cantidades que se han mencionado en esta sección no son todas independientes entre
śı, sino que satisfacen la llamada primera ley unificada [57] [64] [65]

∇aE = Aψa +W∇aV. (3.47)

donde, E es la enerǵıa de Misner-Sharp, ψ el vector de flujo de enerǵıa, W la densidad de
trabajo y V = 4π

3 R
3 el volumen áreal.

Esta expresión representa una generalización de la primera ley (de la termodinámica) de
agujeros negros para el caso de espaciostiempo dinámicos.

Podemos verificar [66] [62] que (3.47) es equivalente a la expresión

Aψa = R∇a

(
E

R

)
+

κ

8π
∇aA. (3.48)

Asimismo, al proyectar sobre el horizonte, se obtiene

Aψa =
κ

8π
∇aA. (3.49)

Esta expresión se puede entender como la versión espaciotemporal de la relación de Clausius
δQ = TdS; el término Aψa puede ser interpretado como un flujo de enerǵıa (calor) que
atraviesa el horizonte; κ

2π , al igual que en agujeros negros, se interpreta como la temperatura
y el área A como la entroṕıa. Aśı, (3.49) establece que un flujo de enerǵıa a través del
horizonte es proporcional a un aumento en el área de dicho horizonte.

Las definiciones y conceptos presentados aqúı son fundamentales para entender la termo-
dinámica asociada a los horizontes aparentes. En particular, en el caṕıtulo 5 veremos como
aplicando estos conceptos al espaciotiempo de FLRW es posible obtener las ecuaciones de
Friedmann a partir de la relación de Clausius.

3.6. Horizontes FLRW

En esta sección revisaremos los horizontes definidos en el espaciotiempo de Friedmann-
Lemâıtre-Robertson-Walker.

Horizonte de part́ıculas y horizonte de eventos

De acuerdo con la cosmoloǵıa moderna, el universo no puede ser observado en su totali-
dad; solo podemos ver una parte pequeña de él, lo que se suele llamar, el universo observable.
La razón de esto, es que el proceso de expansión del universo hace que la distancia propia
entre dos objetos aumente con el tiempo, lo cual, da lugar al horizonte de part́ıculas y el
horizonte de eventos.
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Podemos entender el horizonte de part́ıculas como una esfera centrada en el observador
comovil en r = 0, cuyo radio está dado por [54]

RHP = a(t)

∫ t

0

dt′

a(t′)
. (3.50)

El horizonte de part́ıculas define la distancia máxima que podemos observar en el tiempo
presente. Está definido por el conjunto de todas las señales de part́ıculas que han llegado al
observador en el intervalo de tiempo comprendido entre el Big Bang (t = 0) y el tiempo t.

Una caracteŕıstica de los horizontes cosmológicos, es que estos evolucionan con el tiempo,
de manera que lo que al tiempo t no se puede observar, podŕıa observarse a un tiempo
posterior. De hecho, derivando la expresión (3.50) podemos probar que la evolución del
horizonte de part́ıculas está dada por

ṘHP = HRHP + 1. (3.51)

Para un universo que se expande, el horizonte se extiende con el tiempo, es decir, ṘHP >
0, lo cual significa que a medida que se avanza al futuro, un número mayor de señales
provenientes del pasado pueden llegar al observador.

El horizonte de part́ıculas, al igual que el horizonte de un agujero negro, es una hiper-
superficie nula que divide el espaciotiempo en dos regiones. En este caso, lo que está más
allá del horizonte, son los eventos que el observador, a un tiempo t, no puede conocer. En
contraste con el horizonte de un agujero negro, el horizonte de part́ıculas evoluciona con
el tiempo y depende del observador. Otra diferencia significativa es que en el horizonte de
agujeros negros el observador está situado fuera del horizonte, mientras en un contexto cos-
mológico, el observador está dentro del horizonte.

Consideremos ahora el horizonte de eventos.

En 1929 E. Hubble descubrió que cuanto más lejos se encuentra una galaxia de otra,
más rápido se aleja una de otra 4

v = H0D. (3.52)

Esta es la ley de Hubble y establece una relación entre la velocidad de recesión y la distancia
de una galaxia.

Si se asume que a ley de Hubble es válida para todas las distancias, es posible que una
galaxia se aleje con velocidades más grandes que las de la luz [67]. En tal caso, la luz que
emiten hoy esas galaxias jamás podrá alcanzarnos. Esto nos lleva al horizonte de eventos.
el cual se puede definir como la distancia más grande desde la cual la luz emitida hoy nos
alcanzara en cierto momento en el futuro. El radio del horizonte de eventos está dado por

RHE = a(t)

∫ +∞

t

dt′

a(t′)
. (3.53)

4De sus observaciones pudo deducir que el corrimiento al rojo de una galaxia es proporcional a la distancia
a la que esta se encuentra.
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Si comparamos con el radio del horizonte de part́ıculas (3.50), el horizonte de eventos
puede considerarse como su complemento.

El horizonte de eventos también es un hipersuperficie nula y al igual que el horizonte
de part́ıculas es dinámico, por lo que al derivar (3.53) encontramos que su evolución está
determinada por

ṘHE = HRHE − 1. (3.54)

Horizonte aparente

Anteriormente vimos que el horizonte aparente está definido por las condiciones θl = 0
y θn < 0. Por tanto, para determinar el horizonte aparente, primero tenemos que calcular
las expansiones de las congruencias entrantes y salientes del espaciotiempo FLRW.

La métrica FLRW está dada por

ds2 = −dt2 + a2(t)

(
dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sin2θdϕ2)

)
. (3.55)

Para obtener las congruencias radiales entrantes y salientes consideremos el espacio (t, r),
es decir, hacemos dθ = dϕ = 0, aśı

ds2 = 0 ⇒ dr

dt
=
p1
p0

= ±
√
1− kr2

a
. (3.56)

donde tomamos p0 = dt
dλ y p1 = dr

dλ .
Con esto podemos determinar que las geodésicas nulas radiales, salientes y entrantes tienen
campos tangentes definidos respectivamente por

la =

(
1,

√
1− kr2

a(t)
, 0, 0

)
, na =

(
1,−

√
1− kr2

a(t)
, 0, 0

)
. (3.57)

Reescribiendo la métrica (3.55) como

ds2 = habdx
adxb +R2

(
dθ2 + sin2θdϕ2

)
. (3.58)

donde R = a(t)r, hab = diag
(
−1, a2

1−kr2 , 0, 0
)
y usando la ecuación (3.59)

θ = hab∇alb =

[
gab +

lanb + nalb

(−ncldgcd)

]
∇alb, (3.59)

podemos calcular las expansiones, las cuales están dadas por [21] 5

θl = 2

(
H +

1

R

√
1− kR2

a2

)
, (3.60)

5El cálculo explicito se hace en la página 69 de [54])
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θn = 2

(
H − 1

R

√
1− kR2

a2

)
. (3.61)

En este caso, el horizonte aparente está definido por θn = 0 y θl < 0. Lo cual conduce a

Rh =
1√

H2 + k
a2

. (3.62)

Por otro lado, podemos probar que siguiendo el método de la enerǵıa de Misner-Sharp
obtenemos el mismo resultado. La condición que determina el horizonte aparente según el
criterio (3.33), es

hab
∂R

∂xa
∂R

∂xb

∣∣∣∣
R=Rh

= 0. (3.63)

Aśı,

[
htt

∂R

∂t

∂R

∂t
+ hrr

∂R

∂r

∂R

∂r

]
R=Rh

= 0, (3.64)

a2

1− kr2
(RhH)2 − a2 = 0, (3.65)

(RhH)2 + k
R2

h

a2
= 1, (3.66)

R2
h =

(
H2 +

k

a2

)−1

, (3.67)

donde se ha considerado ∂tR = RH y ∂rR = a. Por tanto, el radio del horizonte aparente
es

Rh =
1√

H2 + k
a2

. (3.68)

Notemos que esta expresión es exactamente igual a la ecuación (3.62) que obtuvimos al
calcular el radio con el método de la expansión. Esto muestra la consistencia de las dos
definiciones.



Caṕıtulo 4

Termodinámica

La termodinámica estudia las propiedades f́ısicas de la materia a nivel macroscópico.
Esto significa que aun cuando a nivel fundamental la materia tenga una estructura interna
formada por part́ıculas elementales, átomos, moléculas, etc., las relaciones establecidas me-
diante los métodos de la termodinámica deben permanecer invariantes ante cambios en los
modelos microscópicos de la materia [68] [69].

Podemos considerar que el problema de la termodinámica queda descrito de la siguiente
manera: tomemos un sistema aislado formado por dos subsistemas simples, no necesaria-
mente aislados, por ejemplo, un recipiente con una pared que divide al sistema en dos partes,
donde en cada parte se encuentra un gas. Supongamos que el sistema total se encuentra en
equilibrio respecto a ciertas ligaduras internas, e.g, la pared que divide a los dos gases. Ahora
bien, si algunas de estas ligaduras internas se remueven, esto causa una serie de procesos
en el sistema que con el tiempo determinan una nueva condición de equilibrio. Por ejemplo,
al quitar la pared que divide los dos gases, estos se mezclan entre śı hasta que alcanzan un
nuevo estado de equilibrio.
Aśı, el problema esencial de la termodinámica es encontrar el estado de equilibrio final que
alcanza un sistema compuesto aislado después de que algunas ligaduras internas han sido
removidas [28]. En termodinámica, los estados de equilibrio se encuentran caracterizados
por un número pequeño de parámetros que se denominan variables de estado. Cuando se
alcanza un estado donde las variables de estado permanecen sin cambios, se dice que el
sistema está en equilibrio.
El problema que hemos descrito se soluciona considerando que existe una cantidad f́ısica
que alcanza un valor máximo cuando las variables de estado precisamente han alcanzado
su estado de equilibrio. Esta cantidad fundamental se denomina entroṕıa. Una vez que la
entroṕıa se ha determinado para un sistema concreto, los métodos de la termodinámica per-
miten obtener, a partir de esta, toda la información termodinámica concerniente al sistema.
De esta manera, el problema de la termodinámica se resuelve por completo.

54
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4.1. Leyes de la termodinámica

El formalismo de la termodinámica está fundado en cuatro postulados, a partir de los
cuales, es posible deducir relaciones entre las propiedades de la materia. Estos postulados
son conocidos como leyes de la termodinámica

Ley cero
Existen estados macroscópicos particulares llamados de equilibrio caracterizados por el

hecho de que las propiedades macroscópicas del sistema no vaŕıan con el tiempo.
Todos los sistemas en equilibrio con un sistema dado están en equilibrio unos con otros.

Primera ley
Existe una función de estado denominada enerǵıa interna U y una forma de enerǵıa Q
transmitida por medios no mecánicos llamada calor, las cuales guardan una relación de

conservación con el trabajo mecánico W

dU = δQ− δW. (4.1)

Segunda ley
Existe una función de estado denominada entroṕıa, dependiente de los parámetros

extensivos, tal que al liberar un sistema de sus ligaduras, este evoluciona hacia un estado
de equilibrio de entroṕıa mayor, en el que los parámetros extensivos toman valores que

maximizan dicha función

dS ≥ 0, d2S ≤ 0. (4.2)

Tercera ley: Postulado de Nernst
No es posible alcanzar el estado para el que ∂U

∂S = 0 en un número finito de pasos.

Hagamos algunas observaciones sobre estos enunciados.

El equilibrio térmico es caracterizado por una propiedad intensiva común a todos los sis-
temas que se denominan temperatura T . Asimismo, el equilibrio mecánico es caracterizado
por la presión p, que en la perspectiva termodinámica es una cantidad intensiva; el equili-
brio qúımico está caracterizado por el potencial qúımico µ. Cuando todas estas cantidades
permanecen sin cambio en dos o más (sub)sistemas que estén en contacto entre śı, se dice
que los (sub)sistemas están en equilibrio termodinámico.

En la primera ley escribimos δQ y δW para señalar que estas no son necesariamente
diferenciales de una cantidad de estado, a diferencia de dU , que si lo es. Esto significa, que
la enerǵıa interna U , tiene un valor definido para cada estado del sistema, mientras que Q y
W no lo tiene, es decir, para un sistema en un estado definido, no se puede decir que tenga
una cierta cantidad de calor o trabajo [68].

Para que la entroṕıa describa correctamente un sistema termodinámico, esta debe ser
una función continua y diferenciable, aditiva, homogénea de primer orden y monótonamente
creciente con respecto a la enerǵıa interna [28]. Que sea aditiva significa que la suma de las
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entroṕıas de dos sistemas debe ser la suma de la entroṕıa de cada sistema, i.e., S(A+B) =
S(A)+S(B). La homogeneidad de grado uno significa que la entroṕıa deber ser una función
extensiva, esto se analizara más adelante. Finalmente, que sea monótonamente creciente
significa que ∂S

∂U < 0, lo que a su vez implica que la temperatura, definida como, 1
T = ∂S

∂U
debe ser una cantidad positiva.

Matemáticamente, el principio de entroṕıa máxima, implica que los cambios en la en-
troṕıa, respecto de un parámetro extensivo que cambia, suceden de tal manera que la en-
troṕıa siempre aumenta, es decir, dS > 0 pero no solo eso, para que el sistema alcance un
estado de equilibrio después de experimentar un cambio, por ejemplo, al retirar una ligadu-
ra, la entroṕıa debe alcanzar un valor máximo, y esto implica que la segunda derivada de la
entroṕıa respecto al parámetro adecuado, debe ser negativa i.e., S < 0. Si este criterio falla,
la entroṕıa podŕıa crecer indefinidamente y el sistema no alcanzaŕıa un estado de equilibrio.

Por último, con respecto a la tercera ley hay un debate sobre si debe o no considerarse
como una ley, pues hay sistemas para los que parece no aplicar [70].

4.2. Ecuación fundamental y ecuaciones de estado

La entroṕıa permite solucionar completamente el problema de la termodinámica. Si esta
es expresada en términos de los parámetros extensivos, por ejemplo S = S(U, V,N),entonces
contiene toda la información termodinámica posible de un sistema. En tal caso, la entroṕıa
se denomina ecuación fundamental del sistema.

La ecuación fundamental da una descripción completa de un sistema: contiene toda la
información termodinámica posible; equivale a tener todas las graficas y todos los datos
numéricos existentes. Al conocer la ecuación fundamental, no queda un solo atributo ter-
modinámico que no esté determinado, pues toda la información del sistema puede derivarse
de esta [28]. Por tanto, la relación fundamental se convierte en la cantidad más importarte
en la Termodinámica. Es posible obtener la ecuación fundamental en dos representaciones:
energética y entrópica.

Representación energética: Para un sistema simple, la enerǵıa interna como función de
la entroṕıa S, el volumen V y el número de part́ıculas N , define la ecuación fundamental

U = U(S, V,N). (4.3)

En este caso, la primera ley de la termodinámica está dada por

dU = TdS − pdV + µdN, (4.4)

donde el término TdS es el calor intercambiado, pdV y µdN son los términos de trabajo.

Comparando la expresión anterior con la forma diferencial de la ecuación fundamental
U(S, V,N),

dU(S, V,N) =

(
∂U

∂S

)
V,N

dS +

(
∂U

∂V

)
S,N

dV +

(
∂U

∂N

)
V,S

dN (4.5)
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obtenemos las llamadas ecuaciones de estado

T =

(
∂U

∂S

)
V,N

p = −
(
∂U

∂V

)
S,N

µ =

(
∂U

∂N

)
V,S

. (4.6)

Estas son derivadas parciales de la ecuación fundamental y definen a los parámetros inten-
sivos en función de los parámetros extensivos independientes. De esto observamos que la
ecuación fundamental contiene la información completa de las ecuaciones de estado. Alter-
nativamente, si tenemos todas las ecuaciones de estado, estas son equivalentes a tener la
ecuación fundamental. Sin embargo, si se tiene solo una ecuación de estado, la información
del sistema está incompleta.

En la representación energética, en lugar del principio de máxima entroṕıa, se tiene el
principio de mı́nima enerǵıa

En el equilibrio, los parámetros extensivos toman valores tales que minimizan la enerǵıa
para un valor dado de entroṕıa total

Es posible mostrar la equivalencia [28] de este enunciado con el principio de entroṕıa
máxima, que se mencionó al inicio del caṕıtulo.

Representación entrópica: para un sistema simple, la entroṕıa como función de la enerǵıa
interna U , el volumen V y el número de part́ıculas N , define la ecuación fundamental en la
representación entrópica

S = S(U, V,N). (4.7)

Al diferenciar esta expresión obtenemos,

dS(U, V,N) =

(
∂S

∂U

)
V,N

dU +

(
∂S

∂V

)
U,N

dV +

(
∂S

∂N

)
V,U

dN. (4.8)

Por otro lado, al despejar el diferencial de entroṕıa de la primera ley (4.4)

dS =
1

T
dU +

p

T
dV − µ

T
dN, (4.9)

y comparar con (4.8), obtenemos las ecuaciones de estado en la representación entrópica

1

T
=

(
∂S

∂U

)
V,N

p

T
=

(
∂S

∂V

)
U,N

µ

T
= −

(
∂S

∂N

)
U,V

. (4.10)

La entroṕıa debe ser una función monótonamente creciente de la enerǵıa, i.e.,

(
∂S

∂U

)
V

> 0

por tanto, esta condición implica que la temperatura de un sistema termodinámico debe ser
positiva.
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Extensividad y aditividad

Supongamos que tenemos un sistema en equilibrio y que dividimos dicho sistema en
dos, de tal manera que cada parte ocupe el mismo volumen. Observamos, entonces, que
algunas de las variables en cada subsistema, tiene la mitad del valor de las correspondientes
al sistema total, pero otras, mantienen el mismo valor. La temperatura y la presión son
ejemplos de estas últimas, mientras que la enerǵıa, la entroṕıa y el volumen, son ejemplos
de las primeras. Esta observación nos permite determinar que existen dos clases de variables
termodinámicas: unas que no dependen del tamaño del sistema, i.e., del número de consti-
tuyentes elementales, y otras que si lo hacen. Las que dependen de tamaño del sistema se
denominan variables extensivas y las que no dependen del tamaño del sistema se denominan
variables intensivas. La propiedad que hace que una variable dependa del tamaño el sistema
se denomina extensividad; los sistemas que satisfacen esto se llaman sistemas extensivos.

Otra propiedad importante para la termodinámica es la aditividad. Consideremos la
enerǵıa del sistema. Al dividirlo en dos partes iguales, en general, la enerǵıa total E se
podŕıa escribir como E = E1 + E2 + Eint, donde Eint es la enerǵıa de interacción entre las
dos partes. Examinemos ahora la expresión E

E1+E2
= 1+ Eint

E1+E2
. En el ĺımite termodinámico,

el cociente Eint

E1+E2
tiende a cero; pues al considerar sistemas macroscópicos, la enerǵıa de

bulto es mucho mayor que la enerǵıa asociada a las superficies de contacto entre los sistemas.
De esta manera, en este ĺımite, la enerǵıa es aproximadamente la suma de la enerǵıa de las
dos partes, E ≈ E1 + E2. Se dice, entonces, que la enerǵıa es una variable aditiva. Los
sistemas para los cuales su enerǵıa total satisface esta propiedad se denominan aditivos.

De estos razonamientos, podemos notar que existe una relación entre extensividad y la
aditividad. Al dividir un sistema en dos partes iguales y definir la extensividad, si no se
considera que la enerǵıa de interacción es despreciable, respecto a la enerǵıa de las partes,
no seŕıa posible concluir que la enerǵıa de cada parte del sistema es la mitad de la enerǵıa
total. Por tanto, podemos decir, que la aditividad es necesaria para tener extensividad. La
aditividad implica extensividad, pero la extensividad no implica necesariamente aditividad
[71].

Homogeneidad y ecuación de Gibbs-Duhem

El grado de extensividad de una variable se determinan por la respuesta que muestran
ante escalamientos en el tamaño del sistema y se pueden caracterizar en términos de sus
propiedades de homogeneidad.
Una función real de tres variables f(x, y, z) es homogénea de grado k si satisface

f(λx, λy, λz) = λkf(x, y, z), (4.11)

para algún k constante y un λ real.
De esto podemos concluir que los parámetros extensivos como la enerǵıa, el volumen y
la entroṕıa deben ser funciones homogéneas de grado uno, puesto que, al escalarlas, e.g.,
duplicar el tamaño del sistema, estas cantidades se duplican también. Por otro lado, las
variables intensivas, como la temperatura, la presión y el potencial qúımico, corresponden
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a funciones homogéneas de grado cero, pues al duplicar el tamaño del sistema estas no se
duplican, sino que se mantienen igual.
En general, una función diferenciable homogénea de grado k está definida por el
Teorema de Euler
Una función es homogénea de grado k si y solo si

x⃗ · ∇f(x⃗) = kf(x⃗), (4.12)

donde x⃗ = (x, y, z, ...) y ∇ = ( ∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z ...).

Si f = U es la ecuación fundamental en términos del volumen, la entroṕıa y el número
de part́ıculas, obtenemos que

S
∂U(S, V,N)

∂S
+ V

∂U(S, V,N)

∂V
+N

∂U(S, V,N)

∂N
= kU(S, V,N). (4.13)

Como la enerǵıa es una variable extensiva debe ser homogénea de grado k = 1 y usando
las expresiones de las ecuaciones de estado, obtenemos la ecuación de Euler

U = TS − pV + µN. (4.14)

Al diferenciar ecuación de Euler se encuentra una restricción entre las variables intensivas
dada por la relación de Gibbs-Duhem

SdT − V dP +Ndµ = 0. (4.15)

La cual implica que no todas las variables intensivas son independientes entre śı. La relación
de Gibbs-Duhem permite reducir en uno los grados de libertad necesarios para describir un
sistema termodinámico. Como es usual en la f́ısica, la reducción del número de variables
indica la existencia de una simetŕıa del sistema. En este caso, tal simetŕıa se refiere a la
invarianza ante escalamientos de las propiedades intensivas que caracterizan el sistema.
Esto se puede ver de la siguiente manera. Dada una función de tres variables, homogénea
de grado k

S(λU, λV, λN) = λkS(U, V,N) (4.16)

es posible elegir λ = 1
N , con lo cual podemos escribir

S(
U

N
,
V

N
, 1) =

1

Nk
S(U, V,N). (4.17)

Aśı, para una función extensiva i.e k = 1, podemos rescribir S como

S(U, V,N) = NS(
U

N
,
V

N
, 1) = Ns(u, v), (4.18)

donde u = U
N , v = V

N y s = S(u, v, 1). Esto significa que un sistema termodinámico de tres
grados de libertad caracterizado por S(U, V,N) se puede describir como un sistema de dos
grados de libertad caracterizado por s(u, v), que es una función intensiva. O bien, que se
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puede describir con dos ecuaciones de estado: T = ∂s
∂u ,

p
T = ∂s

∂v (la tercera ecuación de estado
no es independiente de estas dos y se puede obtener usando la relación de Gibbs-Duhem,
i.e., integrando dµ = −sdT + vdp) Por otro lado, una función intensiva cumple

T (λU, λV, λN) = λ0T (U, V,N) = T (U, V,N). (4.19)

Es decir, es una función homogénea de grado cero. En consecuencia, se mantiene invariante
ante un escalamiento en el tamaño del sistema.

Ecuaciones de estado y homogeneidad

Para analizar como la homogeneidad se incorpora en la termodinámica consideremos lo
siguiente. Tomemos un sistema simple con ecuación fundamental U = U(S, V,N). Usando la
propiedad de homogeneidad podemos reescribir esta como, u = u(s, v). Por tanto, al derivar,
obtenemos las ecuaciones de estado en la forma

T = T (S, V,N) = T (s, v), p = p(S, V,N) = p(s, v), µ = µ(S, V,N) = µ(s, v).
(4.20)

Aśı, pasamos de un sistema de tres variables (S, V,N) a uno de dos (s, v). Si reemplazamos
las ecuaciones de estado en la ecuación de Euler, podemos obtener la ecuación fundamental.
De esto se sigue que cada ecuación de estado por si sola contiene menos información que la
ecuación fundamental. Por otro lado, si tenemos dos ecuaciones de estado, podemos obtener
la tercera usando la ecuación de Gibbs-Duhem. De esta forma, tener dos ecuaciones de
estado es suficiente para determinar la ecuación fundamental (salvo una constante). Por
ejemplo, si tenemos las ecuaciones de estado T = T (s, v) y p = p(s, v), podemos determinar
la ecuación fundamental a partir de la relación

du = Tds− pdv. (4.21)

Es posible expresar U en términos de otros parámetros, por ejemplo, podemos despejar
S en función de T y con eso escribimos U = U(T, V,N). Sin embargo, esta no contiene toda
la información termodinámica del sistema y, por tanto, no es una relación fundamental. La
expresión U = U(T, V,N) es una ecuación en derivadas parciales, pues la podemos escribir
como U = U(∂U∂S , V,N). Al integrar esta ecuación se tendrá una función indeterminada de
(V,N) por ello, al ser desconocida la dependencia de U con respecto a V y N , la información
no estaŕıa completa.

4.3. Funciones de respuesta

Las ecuaciones de estado están definidas como primeras derivadas (parciales) de la ecua-
ción fundamental. Las segundas derivadas de la ecuación fundamental definen las funciones
de respuesta del sistema. Estas son cantidades que indican cómo cambia una variable de es-
tado en respuesta a cambios en otra variable bajo condiciones controladas, e.g., cómo cambia
la entroṕıa al variar la temperatura mientras se mantiene el volumen fijo. Estas funciones
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están dadas por:
Funciones de respuesta térmica: capacidades caloŕıficas a volumen y presión constante

cV = T

(
∂S

∂T

)
V

, cp = T

(
∂S

∂T

)
p

. (4.22)

La capacidad caloŕıfica es una propiedad extensiva que define el calor que debe ser suminis-
trado a un sistema para producir un cambio de un grado en su temperatura.

Funciones de respuesta mecánica: compresibilidades isotérmica κT y adiabática κs

κT = − 1

V

(
∂V

∂p

)
T

, κS = − 1

V

(
∂V

∂p

)
S

. (4.23)

La compresibilidad mide la capacidad que tiene un sistema para cambiar su volumen al ser
sometido a una presión mientras se mantiene constante su temperatura o su entroṕıa.

Coeficiente de expansión térmica

α =
1

V

(
∂V

∂T

)
p

. (4.24)

Podemos ver el carácter de segunda derivada de la siguiente manera

c−1
V =

1

T

(
∂T

∂S

)
V

=
1

T

(
∂2U

∂S2

)
V

(4.25)

donde se usó T =
(
∂U
∂S

)
V
. Algo similar se puede mostrar para el resto de funciones de

respuesta.

Estas cantidades no son todas independientes entre śı; están relacionadas mediante

cp = cV +
TV α2

κT
, κT = κS +

TV α2

cp
(4.26)

Por tanto, solo tres de las cinco son independientes. Además, se cumple que

cp
cV

= γ =
κT
κS

(4.27)

donde γ es el ı́ndice adiabático.

Transformación de Legendre

La descripción de un sistema termodinámica en términos de la entroṕıa S(U, V,N)(o
enerǵıa interna U(S, V,N) presupone que el estado del sistema se describe especificando
su, enerǵıa (entroṕıa), volumen V y número de part́ıculas N . Sin embargo, esta no es la
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única posibilidad para determinar el estado del sistema. En ciertos sistemas, resulta de
mayor utilidad, por ejemplo, manipular la presión que el volumen, entonces en este caso,
es deseable que el estado del sistema se especifique en términos de la presión. Es decir, en
ocasiones resulta más conveniente describir el sistema en términos de las variables intensivas.
Pasar de un conjunto de variables independientes a otro sin perder información del sistema
se denomina trasformación de Legendre.
La derivada total de la enerǵıa es

dU(S, V ) =

(
∂U

∂S

)
V

dS +

(
∂U

∂V

)
S

dV. (4.28)

Usando T =

(
∂U

∂S

)
V

y −p =
(
∂U

∂V

)
S

, ésta puede ser escrita como

dU(S, V ) = TdS − pdV. (4.29)

Si escribimos TdS = d(TS)− SdT y agrupamos los diferenciales obtenemos

d(U − TS) = −SdT − pdV. (4.30)

El argumento de la diferencial es la enerǵıa del sistema expresada en términos de la tempe-
ratura y del volumen. Esta expresión es llamada enerǵıa libre de Helmholtz y es denotada
como F = U − TS. Aśı, la trasformada de Legendre de la enerǵıa interna con respecto a la
entroṕıa es

dF = −SdT − pdV. (4.31)

Esta función permite estudiar los cambios de enerǵıa del sistema teniendo como variables
de estado (o control) la temperatura y el volumen, i.e.

dF (T, V ) =

(
∂F

∂T

)
V

dT +

(
∂F

∂V

)
T

dV. (4.32)

Comparando con (3.25) podemos verificar que

S = −
(
∂F

∂T

)
V

, p = −
(
∂F

∂V

)
T

. (4.33)

Mediante el procedimiento anterior es posible realizar la trasformada de Legendre con res-
pecto al volumen, en este caso el potencial que obtenemos es llamado entalṕıa

H = U + PV. (4.34)

De esta definición se sigue que

dH = TdS + V dp, dH(S, p) =

(
∂H

∂S

)
p

dS +

(
∂H

∂p

)
S

dp, (4.35)



4.4. TERMODINÁMICA DEL GAS IDEAL 63

y, por tanto,

T =

(
∂H

∂S

)
p,

V =

(
∂H

∂p

)
S

. (4.36)

De manera análoga, se define la enerǵıa libre de Gibbs,

G = U + PV − TS = H − TS. (4.37)

Para la cual se cumple que

S = −
(
∂G

∂T

)
p

, V =

(
∂G

∂p

)
T

. (4.38)

Hasta aqúı se presentó una revisión breve de los elementos mı́nimos para comprender
la termodinámica. Ahora bien, en lugar de continuar con una explicación más exhaustiva,
cosa que se hace de mejor manera en, por ejemplo, [28] preferimos mostrar con un ejemplo
la aplicación de los conceptos ya revisados.

4.4. Termodinámica del gas ideal

4.5. Termodinámica del gas ideal

Un gas ideal se puede considerar como un fluido hipotético en el que sus componentes no
interaccionan entre śı. El sistema está caracterizado por los paramentos extensivos: U, S, V,N
y los intensivos: T, p, µ Para estudiar las propiedades termodinámicas, es necesario, tener
la ecuación fundamental, o bien, las ecuaciones de estado. Veamos, como a partir de las
ecuaciones de estado, se puede obtener la ecuación fundamental.

Para este sistema las ecuaciones de estado están dadas por

U =
3

2
NkBT, pV = NkBT. (4.39)

Considerando la propiedad de homogeneidad podemos escribir u = U
N , s = S

N , v = V
N . Aśı,

de la primera ley tenemos
du = Tds− pdv. (4.40)

Usando las ecuaciones de estado (4.39) y (4.40) obtenemos

ds =
3

2
kB

dT

T
+ kB

dv

v
, (4.41)

e integrando

s(T, v) = kBln

[(
T

T0

) 3
2 v

v0

]
+ s0. (4.42)
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Por supuesto, esta no es la ecuación fundamental, pues no es función solamente de variables
extensivas. Para encontrar la ecuación fundamental debemos encontrar S = S(N,U, V ) o
equivalentemente s = s(u, v). Para expresar la entroṕıa en esta forma usamos la ecuación
de estado u = 3

2kBT , aśı

s(u, v) =
3

2
kBln

u

u0
+ kBln

v

v0
+ s0. (4.43)

La ecuación fundamental contiene toda la información termodinámica de un sistema, aśı
que, de (4.43) podemos extraer toda la información necesaria para caracterizar el sistema.
En efecto, por un lado, de la primera ley de la termodinámica tenemos

ds =
1

T
du+

p

T
dv (4.44)

Por otro lado, tomando el diferencial de (4.43) se obtiene que

ds =

(
∂s

∂u

)
v

du+

(
∂s

∂v

)
u

dv, (4.45)

aśı
1

T
=

(
∂s

∂u

)
v

=
3
2kB

u
,

p

T
=

(
∂s

∂v

)
u

=
kB
v
. (4.46)

Las cuales coinciden con las ecuaciones de estado (4.39) con u = U
N y v = V

N .

Finalmente, la tercera ecuación de estado la podemos obtener de la ecuación de Gibbs-
Duhem

dµ = −s(T, p)dT + v(T, p)dp. (4.47)

Sustituyendo las ecuaciones de estado e integrando obtenemos

µ(T, p) = µ0 − kBT ln

[(
T

T0

)5/2
p0
p

]
+

(
5

2
− s0

)
kB(T − T0). (4.48)

Podemos expresar todas las cantidades que hemos obtenido como función del número de
part́ıculas N . Para eso simplemente usamos la propiedad de homogeneidad S = Ns,U =
Nu, V = Nv. En particular, con esto obtenemos la entroṕıa (4.43) como función de la
enerǵıa interna, el volumen y el número de part́ıculas

S(U, V,N) =
N

N0
S0 +NkBln

[(
U

U0

)3/2
V

V0

(
N0

N

)5/2
]
. (4.49)

De las ecuaciones de estado (4.39) podemos calcular las funciones de respuesta. Primero,
observamos que usando la regla de la cadena podemos reescribir la capacidad caloŕıfica como

cv = T

(
∂s

∂T

)
v

= T

(
∂s

∂u

∂u

∂T

)
v

=

(
∂u

∂T

)
v

, (4.50)
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por tanto, al tomar la derivada parcial de u = 3
2kBT , obtenemos

cv =
3

2
kB . (4.51)

De manera análoga, calculando las derivadas parciales de pv = kBT obtenemos

κT =
1

p
, α =

1

T
. (4.52)

Al tener, cv, κT y α podemos usar las expresiones (4.26) para calcular

cp = cv +
Tvα2

κT
=

5

2
kB , κT = κS +

Tvα2

cp
=

3

5p
. (4.53)

Por tanto, podemos verificar que el ı́ndice adiabático para el gas ideal es

γ =
cp
cv

=
κT
κS

=
5

3
. (4.54)

Usando el teorema de equipartición se puede mostrar que

cv =
f

2
kB , (4.55)

donde f son los grados de libertad del sistema. Por otro lado, para un gas ideal (en unidades
donde kB = 1) se cumple

cp − cv = 1. (4.56)

Por tanto, al tomar estas, junto con la definición del ı́ndice adiabático γ =
cp
cv
, encontramos

una expresión que relaciona los grados de libertad f del sistema con el ı́ndice adiabático [72]

γ =
2 + f

f
, f =

2

γ − 1
. (4.57)

Aśı, obtenemos que, en este caso, un gas monoatómico tiene f = 3 grados de libertad.

Estas nociones serán importantes en los caṕıtulos sexto y séptimo cuando calculemos las
propiedades termodinámicas de la ecuación fundamental del espaciotiempo FLRW.



Caṕıtulo 5

Aspectos termodinámicos de la
gravedad

En el caṕıtulo 3 vimos que la Relatividad General permite la existencia de horizontes
espaciotemporales que actúan como un ĺımite causal y bloquean la propagación de informa-
ción a un observador externo. Las propiedades de los horizontes gravitacionales aún no son
comprendidas del todo, sin embargo, conocemos algo fundamental sobre ellos; están dotados
de entroṕıa y temperatura. Esta caracteŕıstica de los horizontes señala la existencia de una
relación profunda entre la dinámica gravitacional y la termodinámica. Esta relación aparece
de diversas formas dependiendo de los sistemas gravitacionales que se consideren. En este
caṕıtulo exponemos algunos de los aspectos más importantes 1, de la relación gravedad-
termodinámica. Gran parte del contenido que se discute aqúı se escribió siguiendo [73].

5.1. Termodinámica de agujeros negros

El hecho de que los agujeros negros posean una frontera que actúa como un ĺımite causal
que bloquea la transmisión de información llevó a Bekenstein [4][74] en 1973 a encontrar
argumentos suficientes para sugerir que estos sistemas deben poseer una entroṕıa distinta de
cero, ya que ocultan información del observador externo. Bekenstein sugirió que el área A del
horizonte del agujero negro debeŕıa tomarse como su entroṕıa f́ısica, puesto que esta tiene la
propiedad de no poder disminuir [75]. Esta analoǵıa ya hab́ıa sido vista por Barden, Carter y
Hawking [76] aunque para ellos solo se trataba de una simple coincidencia matemática, pues
desde el punto de vista clásico un agujero negro tiene una temperatura nula y realmente no
hab́ıa indicios f́ısicos para justificar que el área estuviera relacionada con la entroṕıa. Si un
agujero negro tuviera temperatura, este radiaŕıa, pero esto contradećıa la definición de un
agujero negro, pues nada que entre en él podŕıa salir.

No obstante, aunque clásicamente un agujero negro no emite radiación, al considerar

1en el contexto con los intereses de nuestro trabajo

66
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efectos cuánticos las cosas cambian y de hecho fue el propio Hawking quien probó que los
agujero negros emiten radiación a una temperatura distinta de cero. En 1975, Hawking,
mostró [5] que debido a procesos cuánticos es posible que un agujero negro emita un flujo
de part́ıculas con el espectro térmico de un cuerpo negro.

Para llegar a este resultado, Hawking considero un campo cuántico en el colapso de un
agujero negro. Primero toma un campo cuántico que se propaga sobre el espaciotiempo de
tal manera que antes del colapso se encuentra definido por su estado de vaćıo. Después,
calcula el estado de part́ıculas para tiempos posteriores. El resultado de sus cálculos indican
que el número de part́ıculas observado en infinito tiene el espectro de radiación de un cuerpo
negro. Esto le permite identificar la temperatura de radiación como T = κ

2π .

Este descubrimiento llevó a una visión alternativa y complementaria de un agujero negro,
ya no solo se trataba de un sistema gravitacional, sino también de un sistema termodinámi-
co con una temperatura bien definida que se pod́ıa explicar mediante un mecanismo f́ısico
concreto. Por otro lado, con este descubrimiento, la propuesta que hab́ıa hecho Bekens-
tein término por confirmarse; un agujero negro tiene una entroṕıa proporcional al área del
horizonte dada por S = 1

4A.

La relación entre la termodinámica y la dinámica de agujeros negros se volvió más evi-
dente cuando se descubrieron otras propiedades de los agujeros negros. En particular, los
teoremas de unicidad ([77]) establećıan que un agujero negro estaba caracterizado comple-
tamente por un conjunto pequeño de parámetros que se podŕıan comparar con las variables
de estado de un sistema termodinámico.

Las propiedades que caracterizan el comportamiento de los agujeros negros se condensa-
ron en cuatro enunciados, llamados leyes de la dinámica de agujeros negros. Estas son expre-
siones análogas a las leyes de la termodinámica que describen el comportamiento mecánico
de estos sistemas. Las cuatro leyes fueron formuladas expĺıcitamente por Bardeen, Carter y
Hawking en 1973 [76], aunque solo se consideraron con significado f́ısico después de saber
que los agujeros negros radiaban. No es de particular relevancia en este trabajo exponer
una deducción formal ni detallada de estas, por lo que las enunciaremos de forma breve. El
lector interesado puede encontrar una descripción amplia en [76] [78] [42] .

Ley Cero
Si las ecuaciones de Einstein se cumplen y el tensor de enerǵıa momento satisface la con-
dición de enerǵıa dominante 2 entonces la gravedad superficial es constante sobre toda la
superficie del horizonte de eventos de un agujero negro estacionario.

Primera ley
Cuando un agujero negro caracterizado por los parámetros (M,Q, J) con un horizonte de
eventos de gravedad superficial κ, potencial eléctrico Φ y velocidad angular Ω es llevado
(perturbado) a un estado con masa M + dM , carga Q+ dQ y momento angular J + dJ los

2La condición de enerǵıa dominante establece que para cualquier vector tipo tiempo ξ, Tmnξmξn ≥ 0 y
Ta

nξ
n es causal [79] . F́ısicamente, esto significa que la velocidad del flujo enerǵıa no puede fluir más rápido

que la velocidad de la luz.
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cambios en los parámetros están relacionados por la identidad [78]

dM =
κ

8π
dA+ΦdQ+ΩdJ. (5.1)

donde se cumple que T = κ
2π y S = 1

4A .

Segunda ley
Si las ecuaciones de Einstein se cumplen y se satisface la condición de enerǵıa nula Tabk

akb ≥
0 y si, además, el espaciotiempo es asintóticamente predecible, entonces el área del horizonte
de eventos es una función que nunca decrece con el tiempo,

dA ≥ 0. (5.2)

De esta manera, la segunda ley está definida por el teorema de no decrecimiento del área de
Hawking [75].

Tercera ley
Si el tensor de enerǵıa momento está acotado y satisface la condición de enerǵıa débil 3,
entonces la gravedad superficial κ no puede reducirse a cero en un tiempo o número de
operaciones finito.

Si se considera que la gravedad superficial κ, el área A y la masa M juegan el papel
de temperatura, entroṕıa y enerǵıa interna respectivamente, las leyes de agujeros negros
presentan una profunda semejanza con las leyes de la termodinámica.

Debemos mencionar que solo en espaciostiempo estacionarios, como agujeros negros, es
posible relacionar la variación de cantidades definidas en el horizonte como el área, con
cantidades como la masa o el momento angular que están definidos en el infinito ([80]). Ah́ı
mismo se explica que para poder definir variables termodinámicas en un espaciotiempo no
estacionario, estas debeŕıan ser cantidades locales. En concreto, en ([59]) se investiga esta
posibilidad mediante el estudio de horizontes aislados que precisamente se definen como hi-
persuperficies nulas con expansión y esfuerzo contante nulos. Esto es de suma importancia,
pues en [8] considera estas como las condiciones de equilibrio que le permiten derivar las
ecuaciones de Einstein, exigiendo que se cumpla la relación de Clausius δQ = TdS. Ver más
adelante en este caṕıtulo.

Sobre la tercera ley hay algo más que decir. En el caso de agujeros negros esta parece que
no se cumple del todo, pues en principio es posible tener agujeros negros extremos [80] i.e,
κ = 0 con una área finita A ̸= 0. Por otro lado, existen argumentos [70] que paren mostrar
que la tercera ley no debeŕıa considerarse como tal.

3La condición de enerǵıa débil establece que para cualquier vector tipo tiempo ξ, Tmnξmξn ≥ 0 [?]
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Segunda ley generalizada

Si un objeto cae en un agujero negro, todo lo concerniente a su información f́ısica desapa-
rece, incluida su entroṕıa, pues después de atravesar el horizonte, inevitablemente termina
en la singularidad. Esto sugiere que la segunda ley de la termodinámica se viola, pues en lo
que respecta a un observador externo la entroṕıa del universo ha disminuido.

Puesto que esto no es f́ısicamente aceptable, Bekenstein [74] [4] encontró una manera
de resolver este problema. Su propuesta consist́ıa en asociar una entroṕıa al agujero ne-
gro, la cual es proporcional al área del horizonte de eventos. Luego, propone una entroṕıa
generalizada

S = SBH + Smateria. (5.3)

para la cual se cumple que

dS = d(SBH + Smateria) ≥ 0. (5.4)

Esta es la segunda ley generalizada (SLG) de la termodinámica y establece que la entroṕıa
total SBH + Smateria nunca decrece.

De esta manera, si la entroṕıa de la materia disminuye al desaparecer en el agujero negro,
esta es compensada por un aumento en la entroṕıa SBH . Es decir, cuando la materia entra
al agujero negro, este proceso aumenta el área de su horizonte de eventos.

La SLG resulta especialmente útil a la hora de considerar un problema que surge al
considerar efectos cuánticos en un agujero negro. Ya se dijo que en ese caso, un agujero
negro radia, sin embargo, al ser un sistema aislado, este proceso implica que parte de su
masa se evapora. Al disminuir la masa, el área del horizonte también disminuye, por lo que
eventualmente el agujero negro desapareceŕıa por completo. Como se puede observar, esto
viola el teorema de área de Hawking 4, y, por tanto, la segunda ley de agujeros negros. La
SLG resuelve este problema, ya que aun cuando debido a efectos cuánticos el teorema de
área no se satisface, el proceso de evaporación de agujeros negros no viola la segunda ley
generalizada [80].

Ecuación fundamental de agujeros negros

Otro aspecto importante que debemos considerar es que la noción de ecuación funda-
mental de la termodinámica ordinaria también se puede extender a la mecánica de agujeros
negros. La ecuación fundamental que contiene toda la información termodinámica de un
agujero negro que satisface el teorema de no pelo fue derivada por Smarr en 1973 [29]. En
la representación de enerǵıa está dada por

M =

[
πJ2

S
+

S

4π

(
1 +

πQ2

S

)2
]1/2

. (5.5)

4Esto se debe a que el tensor de enerǵıa momento asociado a la radiación que escapa del agujero negro
no cumple la condición de enerǵıa nula
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De esta expresión, igual que en la termodinámica, podemos calcular las funciones de estado.
Tomando el diferencia de (5.5) obtenemos

dM =

(
1

8πM
−

4π2(J2 + 1
4Q

2)

8πMS2

)
dS +

Q(πQ2 + S)

2SM
dQ+

πJ

SM
dJ, (5.6)

comparando esto con la primera ley (5.7)

dM = TdS +ΦdQ+ΩdJ, (5.7)

podemos identificar las ecuaciones de estado

T =

(
∂M

∂S

)
=

1

8πM

(
1−

4π2(J2 + 1
4Q

2)

S2

)
, (5.8)

Ω =

(
∂M

∂J

)
=

πJ

SM
, (5.9)

Φ =

(
∂M

∂Q

)
=
Q(πQ2 + S)

2SM
. (5.10)

En analoǵıa con las variables intensivas en un sistema termodinámico en equilibrio, estas
cantidades son las variables conjugadas y permanecen constantes en el horizonte.

Como es usual en termodinámica estándar, la ecuación (5.5) se puede rescribir en la
representación entrópica,

S = π
(
2M2 −Q2 + 2

√
M4 +M2Q2 − J2

)
. (5.11)

Otras propiedades interesantes tales como la capacidad caloŕıfica y transiciones de fase
han sido estudiadas en [81] [82]. Por otro lado, al considerar la constante cosmológica como
una presión termodinámica, la masa del agujero negro pasa de ser la enerǵıa interna del
sistema a ser interpretada como la entalṕıa. Además, bajo estas consideraciones surge una
noción de volumen para agujeros negros [83] [84] [85].
En resumen, las cuatro leyes de la dinámica de agujeros negros tienen una profunda co-
rrespondencia con las leyes de la termodinámica si consideramos que κ juega el papel de la
temperatura, A el de entroṕıa y M el de la enerǵıa interna.
La ley cero de la termodinámica clásica establece que un sistema en equilibrio tiene una
temperatura uniforme, en contraste para un agujero negro tenemos que la gravedad super-
ficial κ es uniforme sobre todo el horizonte. La primera ley establece la conservación de la
enerǵıa, mientras que para agujeros negros tenemos lo que podemos llamar la conservación
de la masa —sin embargo, recordemos que E = Mc2— que implica que un cambio en los
parámetros Q y J implican necesariamente un cambio en M . La segunda ley define la di-
rección en la que fluye el calor, mientras que su análogo establece una dirección en la cual
puede fluir información a través del horizonte. Finalmente, la tercera ley establece que no
es posible alcanzar el cero absoluto de temperatura por un proceso adiabático, en el caso de
agujeros negros esta o se cumple del todo. De esta discusión se puede observar la sorpren-
dente analoǵıa entre las leyes de la termodinámica y las leyes de la dinámica de agujeros
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negros.
Puede haber controversia en śı, estas leyes son termodinámicas o no, pues, estrictamente
hablando, las propiedades que relacionan son mecánicas y no termodinámicas, sin embargo,
al descubrirse una relación directa entre temperatura-gravedad superficial y entroṕıa-área,
estas cantidades mecánicas adquieren un significado termodinámico y las leyes de agujeros
negros pueden interpretarse como leyes termodinámicas. Además, si consideramos que la
termodinámica es definida por la estructura matemática impuesta por las cuatro leyes que
la rigen, es decir, que un sistema termodinámico es aquel que obedece dichas expresiones,
entonces, al ser igual, la estructura matemática de las leyes dinámicas de agujeros negros a
las leyes de la termodinámica, podemos decir que los agujeros negros son sistemas termo-
dinámicos. Al menos esto debe ser cierto desde el punto de vista teórico. Desde el punto
de vista experimental no se puede asegurar nada, pues por el momento resulta muy dif́ıcil
implementar experimentos que permitan validar o rechazar estos enunciados. No obstante,
el hecho de que un agujero negro se comporte como un sistema termodinámico, puede ser
un incidió de una profunda relación entre la gravitación, la termodinámica y la mecánica
cuántica.

5.2. Efecto Unruh

La estructura causal del espaciotiempo de Rindler es muy parecida a la de un agujero
negro. De hecho, podemos notar que la métrica de un agujero negro de Schwarzschild en
coordenadas de Kruskal (2.50)

ds2 =
16M2

r
e

−r
2M

(
dT 2 − dR2

)
− r2

(
dθ2 + sen2θdφ2

)
. (5.12)

es muy parecida a la métrica de Rindler (3.9)

ds2 = eaξ
(
−dη2 + dξ2

)
. (5.13)

Ambas métricas presentan un horizonte, siendo el de Rindler el horizonte que detecta
un observador acelerado.

Al considerar efectos cuánticos, el horizonte de eventos de un agujero negro, puede emitir
radiación y, por tanto, tiene una temperatura bien definida. De estos razonamientos resulta
natural preguntarse si el horizonte de Rindler está dotado también con estas propiedades.
Este problema fue resuelto por Unruh y la respuesta es afirmativa: al estudiar la teoŕıa
cuántica de campos en un espaciotiempo de Rindler, resulta que es posible asociar una tem-
peratura al horizonte percibido por observadores acelerados [7]. En concreto, un observador
acelerado percibe el estado de vaćıo de Minkowski como radiación de espectro térmico a una
temperatura dada por

TU =
a

2π
, (5.14)

donde a es la aceleración del observador. Este fenómeno es conocido como efecto Unruh.
Para una derivación detallada de los cálculos que conducen a este resultado recomendamos
[35] [86].
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Podemos notar que, si el observador es inercial, la temperatura de Unruh es nula. Aśı, un
observador inercial no experimentará este fenómeno. Esto tiene consecuencias importantes,
pues de esto se sigue que un observador acelerado en el espacio de Minkowski percibe
part́ıculas, mientras que un observador inercial en el mismo espacio no detecta part́ıculas.
Por tanto, el efecto Unruh muestra directamente que la idea de vaćıo es una noción que
depende del observador.

El efecto Unruh es idéntico a la radiación de Hawking en más de un sentido. El principio
de equivalencia afirma que un observador con aceleración uniforme en un espaciotiempo
plano es equivalente a un observador inercial en un campo gravitacional constante. Aśı,
apelando a dicho principio, podemos explicar la similitud de las métricas (5.12) y (5.13),
es decir, podŕıamos asumir que el observador de Rindler no se encuentra acelerado, sino
que está inmerso en un campo gravitacional; de esta manera, el horizonte de Rindler seŕıa
causado por la curvatura del campo gravitacional; un observador de Rindler seŕıa equivalente
a un observador estático en el caso de agujeros negros y la temperatura de Unruh seŕıa la
temperatura de Hawking. Por otro lado, a pesar de estas similitudes, también debemos
notar que hay diferencias importantes. La principal, por supuesto, es que la métrica de un
agujero negro representa realmente una configuración del espaciotiempo con gravedad y no
es solo un artificio dado por una trasformación de coordenadas, como en el caso de la métrica
de Rindler. Esto significa, que a diferencia del espacio de Rindler, el espaciotiempo de un
agujero negro tiene curvatura; esto es fácil de mostrar porque su tensor de curvatura es
distinto de cero, mientras que para Rindler, es nulo. Además, con esto se puede probar que
la singularidad de un agujero negro es una singularidad f́ısica, mientras que en Rindler es
una singularidad de coordenadas 5.

En estos espaciostiempo el horizonte juega un papel fundamental como la superficie sobre
la cual se puede asociar propiedades termodinámicas. Esto lo podemos notar claramente en
el espaciotiempo de Rindler donde la temperatura es proporcional a la aceleración, por
tanto, para un observador sin aceleración, el horizonte no existirá y la temperatura será
cero. En [87], se argumenta que cualquier horizonte causal estará dotado de propiedades
termodinámicas. No obstante, en [88] se muestra que es posible establecer una relación
entre la termodinámica y la gravedad sin la necesidad de un horizonte.

5.3. Las ecuaciones de Einstein como ecuación de estado

En su art́ıculo de 1995, T. Jacobson [8], demuestra que las ecuaciones de Einstein se pue-
den interpretar como una ecuación de estado, en el siguiente sentido: Se define un horizonte
de Rindler en cada punto del espaciotiempo. Luego considera una clase de termodinámica
gravitacional asociada a tales horizontes, de tal manera que el sistema se define como los
grados de libertad ocultos tras el horizonte. De manera análoga a como un sistema termo-
dinámico usual está separado del resto del universo por una barrera diatérmica, este sistema
está separado por una barrera causal, i.e., el horizonte. Las condiciones de equilibrio para

5Granger, A. (2010). Thermodynamic gravity and the emergence of space with geometry (QFFF Dis-
sertation). London: Imperial College. https://www.imperial.ac.uk/media/imperial-college/research-centres-
and-groups/theoretical-physics/msc/dissertations/2010/Andrew-Granger-Dissertation.pdf
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este sistema se especifican suponiendo que en cada horizonte local, la expansión, rotación y
esfuerzo cortante son despreciables. Suponiendo, además, que la entroṕıa es proporcional al
área del horizonte y que la temperatura está dada por la temperatura de Unruh, las ecua-
ciones de Einstein se obtienen exigiendo que la relación de Clausius δQ = TdS se cumpla
para todo observador de Rindler asociado a cada punto del espaciotiempo. En las siguientes
ĺıneas exponemos sus resultados con más detalles.

Dado un espaciotiempo arbitrario, se invoca el principio de equivalencia, para considerar
que una región lo suficientemente pequeña alrededor de un punto p se puede tomar como
plana. A continuación se introduce un marco de referencia acelerado de Rindler. En tal
sistema, los observadores acelerados perciben un horizonte. Sea ξa el vector de Killing que
genera dicho horizonte.
Puesto que en termodinámica que considera el calor como un flujo de enerǵıa entre los
grados de libertad del sistema, aqúı se define el calor como el flujo de enerǵıa que atraviesa
el horizonte

δQ =

∫
H

Tabξ
adΣb, (5.15)

donde Tab es el tensor de enerǵıa-momento.

Definiendo un vector tangente al horizonte de tal forma que ξa = −κλka, podemos
expresar el elemento de volumen como dΣa = kadAdλ, donde A es el área del horizonte,
con esto, el flujo de calor resulta

δQ = −κ
∫
H

Tabk
akbλdλdA. (5.16)

Por otro lado, el ritmo de cambio del área de un horizonte local con respecto al parámetro
af́ın λ esta dado por la expansión

θ =
1

δA

d(δA)

δλ
, (5.17)

de donde

δA =

∫
H

θdλdA. (5.18)

Anteriormente, se se dijo que la ecuación de Raychaudhuri (3.24) describe la evolución
de las congruencias nulas que generan el horizonte. En el caso de campos vectoriales que son
ortogonales a hipersuperficies, el término rotacional es cero debido al teorema de Frobenius
[38]. Por tanto, en ese caso, la ecuación de Raychaudhuri es

dθ

dλ
= −θ2 − σ2 −Rabk

akb. (5.19)

Para definir el equilibrio en este sistema, se considera que la expansión y el esfuerzo
cortante son despreciables 6 en el horizonte, por tanto, teniendo en cuenta esto e integrando
(5.19) obtenemos

6En ([59]) se investiga los horizontes aislados que precisamente se definen como hipersuperficies nulas
con expansión y esfuerzo contante nulos. Una discusión similar sobre las propiedades de los horizontes de
agujeros negros que se pueden inferir de la ecuación de Raychaudhuri se hace en [78].
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θ = −λRabk
akb. (5.20)

De esta manera podemos escribir

δA = −
∫
H

Rabk
akbλdλdA. (5.21)

Finalmente, si se asume que la relación de Clausius δQ = TdS es válida para todos los
horizontes locales de Rindler, con T , la temperatura de Unruh T = κ

2π
7 y S, proporcional

al área, de tal manera que δS = ηδA, obtenemos

κ

∫
H

Tabk
akbλdλdA = η

κ

2π

∫
H

Rabk
akbλdλdA. (5.22)

Esto implica que para todo vector nulo ka, es decir, para todo vector de Killing ξa

asociado a un horizonte en cualquier punto del espaciotiempo, se cumple

Tabk
akb =

η

2π
Rabk

akb. (5.23)

Por otro lado, para todo vector nulo se satisface gabk
akb = 0, por lo que podemos escribir

Tabk
akb =

η

2π
Rabk

akb + fgabk
akb, (5.24)

para toda función arbitraria f . Tomando la divergencia de esta ecuación y usando la con-
servación del momento ∇aTab = 0 y la identidad de Bianchi ∇aRab =

1
2∇bR, se encuentra

que f = − 1
2R+ Λ por tanto, de (5.24) obtenemos las ecuaciones de Einstein

Rab −
1

2
Rgab + Λgab =

2π

η
Tab. (5.25)

Nótese que en esta derivación es fundamental considerar regiones donde θ = 0, es decir,
donde la expansión sea nula; los horizontes de Rindler satisfacen esta condición porque son
estacionarios. En el caṕıtulo 3 se mostró que esta es la condición que define un horizonte
aparente. En particular, el horizonte aparente del espaciotiempo FLRW.

Los agujeros negros y el efecto Unruh ya hab́ıan dado evidencias de la relación entre
termodinámica y gravedad. Sin embargo, el trabajo de Jacobson ha llevado está aún más
lejos al mostrar que las ecuaciones de Einstein pueden ser entendidas como una ecuación
de estado. Las implicaciones f́ısicas de esto pueden ser muy importantes, ya que como el
propio Jacobson discute, su resultado podŕıan implicar que cuantizar la gravedad no tendŕıa
más sentido que el de cuantizar una onda de presión. En realidad las cosas siguen siendo
bastante inciertas sobre si es posible o no cuantizar la gravedad; sin embargo, este trabajo ha
mostrado un aspecto importante de la gravedad. Con él, dio una dirección alternativa para
investigar la relación entre termodinámica y gravedad. En particular, siguiendo sus ideas en

7En este caso κ es la aceleración de los observadores de Rindler
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[89] se muestra que la noción de las ecuaciones de campo como ecuación de estado se puede
extender para teoŕıas f(R). En ese mismo orden de ideas, en [90] E. Verlinde propone que la
gravedad es una fuerza entrópica. Por otro lado, en [17] se aplican sus ideas al caso particular
de universos FLRW, donde se muestra que de las ecuaciones de Friedmann pueden derivarse
de la relación de Clausius. En la siguiente sección revisaremos estos cálculos.

5.4. Ecuaciones de Friedmann y la primera ley de la
termodinámica

Para estudiar las propiedades termodinámicas de un espaciotiempo es necesario poder
definir un horizonte. El espaciotiempo FLRW, descrito por la métrica

ds2 = habdx
adxb +R2

(
dθ2 + sin2θdϕ2

)
, hab = diag

(
−1,

a2

1− kr2
, 0, 0

)
, R = ar,

(5.26)
está dotado de un horizonte aparente definido por

hab
∂R

∂xa
∂R

∂xb
= 0 . (5.27)

Nótese que hab está definida solo para el plano (t, r) donde los ı́ndices a, b toman valores
tales que dx0 = dt, dx1 = dr.
La expresión (5.27) es una ecuación diferencial cuya solución,

Rh =
1√

H2 + k
a2

, (5.28)

determina el radio del horizonte aparente. Donde H = ȧ
a denota el parámetro de Hubble y es

una cantidad que depende del tiempo; de donde se sigue que Rh es una cantidad que también
depende del tiempo. Esta es una propiedad que lo diferencia del horizonte de eventos de un
espaciotiempo estático.

Al tomar la derivada de Rh con respecto al tiempo, obtenemos la expresión que describe
la dinámica del horizonte

Ṙh = −R3
hH

(
Ḣ − k

a2

)
(5.29)

Estas cantidades resultan ser importantes, pues la entroṕıa y temperatura están deter-
minadas completamente por ellas. Nótese, que para un universo plano, es decir, k = 0, el
radio del horizonte aparente es igual al llamado radio de Hubble rH = 1

H .

De manera análoga al caso de agujeros negros, se ha mostrado [91] que el horizonte
aparente emite radiación de Hawking y que es posible asociarle una temperatura y entroṕıa
dadas por

S =
A

4
, T =

|κ|
2π
, (5.30)
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donde A = 4πR2
h es el área del horizonte y κ su gravedad superficial.

En el caṕıtulo 3 definimos la gravedad superficial del horizonte aparente FLRW como

κ =
1

2
√
−h

∂a

(√
−hhab∂bR

)
. (5.31)

Considerando,

√
−h =

a√
1− kr2

, ∂tR = RH, ∂rR = a, (5.32)

podemos hacer un cálculo expĺıcito y obtener

κ =

√
1− kr2

2a

[
∂t

(
a√

1− kr2
(−RH)

)
+ ∂r

(
a√

1− kr2
1− kr2

a2
a

)]
,

= − 1

2a

(
ȧRH +Rä+

k

a
R

)
,

= −R
2

(
2H2 + Ḣ +

k

a2

)
,

= − R

R2
h

(
1− Ṙh

2HRh

)
,

(5.33)

donde se usaron las ecuaciones de Friedmann (2.64),(2.65), la definición del radio del ho-
rizonte (5.28) y su derivada (5.29). Por tanto, al evaluar en R = Rh, obtenemos que la
temperatura del horizonte aparente está dada por

T =
|κ|
2π

=
1

2πRh

(
1− Ṙh

2HRh

)
. (5.34)

Más detalles sobre la gravedad superficial y temperatura del horizonte aparente FLRW pue-
den consultar en [66] [62].

El carácter termodinámico de la gravedad en este escenario va más allá del hecho de
poder definir una temperatura y entroṕıa en el horizonte aparente, pues se ha demostrado
[17][92][21][93] que las ecuaciones de Friedmann guardan una relación muy estrecha con la
primera ley de la termodinámica y en espećıfico con el término δQ = TdS.

La primera ley unificada está dada por la expresión (3.47). No obstante, en el art́ıculo
[17] no se toma la expresión más general sino una proyección [66] dada por

dE = ΨA+WdV. (5.35)

En el espaciotiempo FLRW el contenido de materia está dado por tensor enerǵıa-momento
de un fluido perfecto (2.58). La proyección de este en el plano (t, r) es Tab = (ρ+p)uaub+phab.
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Con este podemos calcular expĺıcitamente la densidad de trabajo 3.43

W = −1

2
T abhab =

1

2
(ρ− p), (5.36)

y el vector de flujo 3.42

ψa =

(
−1

2
(ρ+ p)HR,

1

2
(ρ+ p)a, 0, 0

)
, Ψ = ψadx

a = −1

2
(ρ+ p)HRdt+

1

2
(ρ+ p)adr.

(5.37)
donde dx0 = dt, dx1 = dr. Simplificando esta expresión y evaluándola en R = Rh podemos
escribir

Ψ =
1

2
(ρ+ p)

(
−2HRh + Ṙh

)
dt. (5.38)

El volumen del horizonte aparente es V = 4π
3 R

3
h, por tanto, dV = AdRh aśı, el cambio en

la enerǵıa interna resulta dado por

dE = ΨA+WdV = ρ(Ṙh −HRh)dt−ApHRhdt, (5.39)

donde A = 4πR2
h es el área del horizonte aparente. Esta ecuación se puede reescribir

como

Ė = −AρHRh

(
1− Ṙh

RhH

)
−ApHRh. (5.40)

Si se considera la aproximación Ṙh

2HRh
≪ 1, es decir, que horizonte evoluciona muy lenta-

mente, el cambio en la enerǵıa estará dado por

dE = −4π(ρ+ p)HR3
hdt. (5.41)

Notemos que bajo esta aproximación el término dinámico de la temperatura (5.34) desapa-
rece y solo queda T = 1

2πRh
. Por otro lado, śı se considera que un flujo de calor δQ a través

del horizonte aparente es igual al cambio en su enerǵıa i.e., δQ = −dE 8, entonces, usando
la relación de Clausius δQ = TdS, la primera ley de la termodinámica se puede escribir
como

dE = −TdS.

4π(ρ+ p)HR3
hdt =

1

2πRh
dS.

4π(ρ+ p)HR3
h = Ṙh,

(5.42)

donde se usó dS = 2πRhdRh.

8Al atravesar el horizonte, la enerǵıa no puede volver a salir, de ah́ı el signo negativo
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Finalmente, al usar la expresión Ṙh = −R3
hH

(
Ḣ − k

a2

)
obtenemos,

Ḣ − k

a2
= −4π(ρ+ p). (5.43)

Que es la ecuación de aceleración de Friedmann (2.65). Este es el resultado que se obtiene
en [17] y que muestra una equivalencia entre las ecuaciones de Friedmann y la primera
ley de la termodinámica. Además, es posible mostrar que este resultado es ambivalente, es
decir, asumiendo las ecuaciones de Friedmann y la expresión para la temperatura, se puede
obtener que la expresión para la entroṕıa es S = A

4 [18] [20].

Es importante notar que lo único que se asumió en este cálculo es que la temperatura y
la entroṕıa para el horizonte aparente del universo FLRW tiene la forma usual asociada al
horizonte de agujeros negros, sin embargo, dado el resultado satisfactorio se podŕıa justificar
estas premisas, puesto que llevan a una solución consistente.

No obstante, en [62] [66] se critica este procedimiento y proponen una manera más general
de realizar los cálculos sin hacer suposiciones ni aproximaciones. En resumen, se considera
la definición más general de la primera ley unificada (3.48),

Aψa = R∇a

(
E

R

)
+

κ

8π
∇aA, (5.44)

luego, esta se proyecta sobre un vector ta que es tangente al horizonte ta∇a

[
∇bR∇bR

]
= 0.

Los términos proyectado están dados por

ta(Aψa) = −2πR3H (ρ+ p)

(
1− Ṙh

2HRh

)
, (5.45)

ta∇a
E

R
= 0, (5.46)

ta
( κ
8π

∇aA
)
= −R

3Ṙh

2R3
h

(
1− Ṙh

2HRh

)
. (5.47)

Con esto, la proyección de la primer ley unificada es

−2πHR3 (ρ+ p)

(
1− Ṙh

2HRh

)
= −R

3Ṙh

2R3
h

(
1− Ṙh

2HRh

)
. (5.48)

Simplificando y usando la definición Ṙ = −R3
hH

(
Ḣ − k

a2

)
obtenemos

−4π (ρ+ p) = Ḣ − k

a2
. (5.49)

Nótese que en este cálculo, en ningún momento fue necesario asumir la forma de la
entroṕıa ni de la temperatura. Por tanto, este es un cálculo mucho más general que el
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hecho en [17]. Lo cierto es que R.G. Cai fue el primero en darse cuenta de la relación entre
las ecuaciones de Friedmann y la primera ley de la termodinámica. De hecho, en su trabajo
muestra que esta no solo es válida bajo el esquema de la relatividad general, sino que incluso,
esta sigue siendo válida en teoŕıas generalizadas como Gauss-Bonnet y Lovelock.

Siguiendo un procedimiento idéntico al que hemos revisado, Cai muestra que si se asume
que la entroṕıa del horizonte aparente en la teoŕıa de Gauss-Bonnet es

S =
A

4

(
1 +

2α̃(n− 1)

R2
h(n− 3)

)
, (5.50)

con A = nΩnR
n−1
h , α̃ = (n − 2)(n − 3)α y que la temperatura T = 1

2πRh
entonces, al

usar la primera ley unificada para calcular dE y luego la relación de Clausius, δQ = TdS,
identificando δQ = −dE, se obtiene que dE = −TdS implica(

1 + 2α̃

(
H2 +

k

a2

))(
Ḣ − k

a2

)
= − 8πG

n− 1
(ρ+ p) . (5.51)

En el caṕıtulo 2 vimos que es una de las ecuaciones de Friedmann (2.116) en la teoŕıa
Einstein-Gauss-Bonnet.

En el caso de la teoŕıa de Lovelock, se considera que la entroṕıa del horizonte aparente
está dada por [17]

S =
A

4

m∑
i=1

i(n− 1)

(n− 2i+ 1)
ĉiR

2−2i
h . (5.52)

donde A = nΩnR
n−1
h es el área del horizonte aparente y los coeficientes ĉi se definieron en la

sección 2.4. Aplicando el mismo procedimiento que describimos para el caso de relatividad
general y Gauss-Bonnet, se encuentra que al exigir que se cumpla relación de Clausius
δQ = TdS, se llega a la ecuación

m∑
i=1

iĉi

(
H2 +

k

a2

)i−1(
Ḣ − k

a2

)
= − 8πG

n− 1
(ρ+ p) . (5.53)

La cual es la ecuación de Friedmann (2.118) en la teoŕıa de Lovelock.

5.5. Ecuaciones de Einstein como una identidad termo-
dinámica en el horizonte

Otro de los aspectos de la relación entre termodinámica y gravedad, que también conecta
la primera ley con las ecuaciones de Einstein, es, como mostró Padmanabhan [9] [10], que
en un espaciotiempo estático con simetŕıa esférica, es posible interpretar las ecuaciones de
Einstein, evaluadas en el horizonte, como la identidad termodinámica TdS = dE + PdV .

Considérese una métrica esféricamente simétrica escrita de la forma

ds2 = −f(r)dt2 + 1

g(r)
dr2 + r2

(
dθ2 + sin2θdϕ2

)
. (5.54)
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Un espaciotiempo de estas caracteŕısticas tiene un horizonte en algún punto r = a que puede
ser localizado encontrando el punto donde se anula la función f(a). Además, el horizonte
tiene asociada una temperatura dada por la expresión

T =

√
f ′(a)g′(a)

4π
. (5.55)

Para asegurar que la superficie definida en r = a sea un horizonte y no una singularidad,
se imponen las condiciones g(a = 0) y f ′(a) = g′(a). Con esto, la temperatura se reduce a

T = g′(a)
4π .

Las especificaciones anteriores impone restricciones sobre la forma del tensor de enerǵıa
momento, que debe satisfacer

T t
t

∣∣
r=a

= T r
r |r=a , T θ

θ

∣∣
r=a

= Tϕ
ϕ

∣∣∣
r=a

. (5.56)

Bajo estas consideraciones, las ecuaciones de Einstein resultan ser

(1− g)− rg′(r) = 8πPr2, (5.57)

donde P = T r
r es la presión radial.

Al evaluar 5.57 en r = a se obtiene

1

2
ag′(a)− 1

2
= 4πPa2. (5.58)

Ahora, se toman dos soluciones que solo difieren entre śı por un desplazamiento virtual
dado por da, es decir, una solución para a y otra para a + da. Multiplicando la ecuación
anterior por da se obtiene 9

g′(a)

4π
d

(
1

4
4πa2

)
− 1

2
da = Pd

(
4π

3
a3
)
. (5.59)

Es claro que, si identificamos T = g′(a)
4π , S = 1

4A, E = a
2 y V = 4π

3 a
3, la ecuación

anterior resulta ser la identidad termodinámica

TdS − dE = PdV.

Este resultado puede ser interpretado de la siguiente manera. La primera ley de la
termodinámica asegura que dos estados en equilibrio que difieren por dS, dE y dV pero
que están definidos por las mismas propiedades intensivas T y P , están relacionados por
TdS = dE + PdV . De una manera análoga, podemos decir que dos estados cuasiestáticos
de equilibrio en un horizonte de simetŕıa esférica que difieren por da, donde ambos tiene la

misma fuente P = T r
r y temperatura T = g′(a)

4π están conectados por la relación(5.59).

9La expresión con unidades se ve como
ℏcg′(a)

4π
c3

Gℏd
(
1
4
4πa2

)
− 1

2
c4da
G

= Pd
(
4π
3
a3

)
.
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Pero eso no es todo. Además de lo ya expuesto, en [10] se muestra que esta conexión
entre termodinámica y gravedad no está restringida solo para espacios esféricos y estáticos,
si no, que, de hecho, es posible interpretar las ecuaciones de Einstein como una identidad
termodinámica para espacios estacionarios axisimétricos y para horizontes que evolucionan
en el tiempo. En otros trabajos se muestra que esto se puede extender a horizontes estáticos
esféricamente simétricos en la gravedad de Lanczos-Lovelock [11].

Padmanabhan ha desarrollado todo un programa sobre los aspectos termodinámicos de
la gravedad, entre sus investigaciones se incluye los resultados presentados en esta sección,
además de una larga lista de trabajos en los que se estudian otras formas de la relación
entre la termodinámica y la gravedad. Entre los más destacados se puede mencionar que ha
encontrado [94] [95] una relación holográfica entre el término de superficie y el término de
bulto de la acción Einstein-Hilbert,

√
−gLsur = −∂c

[
gab

∂
√
−gLbulk

∂(∂cgab)

]
. (5.60)

Esto significa que dada una acción en una superficie ∂V es posible determinar la acción
total en el bulto V . De esta manera, prueba que las ecuaciones de Einstein se puede obtener
de un principio de acción que solo involucra un término de superficie. Dicho término no es
una expresión arbitraŕıa, sino que, al evaluarse en el horizonte, resulta ser la entroṕıa del
horizonte.

Otro de sus trabajos [96] [97] muestra que la condición de entroṕıa local δSgrav =
δSmat en términos de las variables termodinámicas percibidas por un observador de Rindler,
implica las ecuaciones de campo (

Gab − 8πT ab
)
kakb = 0, (5.61)

para todo vector nulo ka.
Más de sus investigaciones pueden consultarse en [12] [13] [14] [15] [16]. Para una reseña ver
[9]. Algunas de estas propuestas también se encuentran desarrolladas en [73].



Caṕıtulo 6

Termodinámica del horizonte
aparente FLRW (Λ = 0)

El espaciotiempo de Friedmann tiene asociado tres horizontes diferentes: el horizonte de
part́ıculas, el horizonte de eventos y el horizonte aparente. Sin embargo, los horizontes de
part́ıculas y eventos solo están definidos bajo ciertas circunstancias [98], en particular, el
horizonte de eventos solo existe para universos acelerados con p < −ρ/3[54]. En contraste, el
horizonte aparente siempre está bien definido [54]. Por otro lado, la termodinámica asociada
a los horizontes de part́ıculas y eventos lleva a inconsistencias [99] [100]. Esto sugiere que el
horizonte aparente es la superficie donde se puede estudiar el aspecto termodinámico de la
gravedad en escenarios cosmológicos.

En este caṕıtulo discutimos la termodinámica de horizonte aparente FLRW sin cons-
tante cosmológica. Asumiendo que el horizonte aparente FLRW puede tomarse como un
sistema termodinámico, encontramos la ecuación fundamental que lo define, y aplicando el
formalismo de la termodinámica estándar analizamos sus propiedades. Los resultados que
se presentan a continuación son originales y fueron publicados en [101].

6.1. Ecuación Fundamental

Tomando el horizonte aparente FLRW como un sistema termodinámico, podemos consi-
derar que las variables que caracterizan a este sistema son la entroṕıa S, que está relacionada
con el área del horizonte, y la densidad de enerǵıa ρ, que impĺıcitamente relaciona la enerǵıa
E y el volumen V del horizonte. La ecuación fundamental para este sistema, debeŕıa ser una
expresión del tipo S = S(E, V ) o bien en la representación energética E = E(S, V ). Para
encontrar una relación significativa entre estas cantidades observemos lo siguiente.

El espaciotiempo de Friedmann-Lemâıtre -Robertson- Walker(FLRW)

ds2 = habdx
adxb +R2dΩ2, (6.1)

82
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donde R(t) = a(t)r 1 y hab = diag(−1, a2

1−kr2 , 0, 0), está dotado de un horizonte aparente,
el cual, es una hipersuperficie nula que satisface la ecuación (3.63)

hab∂aR∂bR = 0. (6.2)

En el caṕıtulo 3 y 5 vimos que la métrica hab esta definida solo en el plano (t, r). La
solución de la expresión (6.2) da el radio del horizonte aparente

Rh =

√
1

H2 + k
a2

. (6.3)

El radio del horizonte FLRW es una cantidad dinámica y su derivada con respecto al
tiempo está dada por

Ṙh = −R3
hH

(
Ḣ − k

a2

)
. (6.4)

Usando la ecuación de Friedmann Ḣ− k
a2 = −4π (ρ+ p) podemos expresar (6.4) en términos

de la densidad de enerǵıa y de la presión

Ṙh = 4πR3
hH (ρ+ p) . (6.5)

Antes ya se discutió que la presencia de un horizonte en un espaciotiempo es lo que per-
mite vincular la gravedad con la termodinámica. Por consiguiente, la existencia del horizonte
aparente es lo que dota al espaciotiempo FLRW de propiedades termodinámicas.

La expresión que vincula directamente la termodinámica con la gravedad y la geometŕıa
es la relación entre entroṕıa y área del horizonte

S =
A

4
, (6.6)

donde A = 4πR2
h. Expresada en función del radio del horizonte, la entroṕıa es

S = πR2
h. (6.7)

Para poder encontrar una relación entre la entroṕıa, la enerǵıa y el volumen, consideremos
lo siguiente.

La ecuación de Friedmann

H2 +
k

a2
=

8π

3
ρ, (6.8)

relaciona la densidad de enerǵıa ρ con propiedades geométricas del espaciotiempo H, k. Si
observamos la definición (6.3) notamos que es posible expresar la densidad de enerǵıa en
términos del radio del horizonte de la siguiente manera

ρ =
3

8πR2
h

. (6.9)

1En adelante se denotará simplemente como R=ar
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Al eliminar el radio entre (6.7) y (6.9), obtenemos una expresión que vincula directamente
la densidad de enerǵıa con la entroṕıa del horizonte.

S =
3

8

1

ρ
. (6.10)

Observamos que aqúı el radio del horizonte funciona como una especie de puente que
permite conectar la entroṕıa del horizonte (que no depende de las ecuaciones de Einstein)
con la densidad de enerǵıa proveniente del tensor de enerǵıa-momento. Es interesante notar
que debido a la naturaleza de las ecuaciones de Einstein, que ligan la geometŕıa con la f́ısica,
las ecuaciones de Friedmann, permiten expresar la densidad de enerǵıa en términos de una
propiedad puramente geométrica como lo es el radio del horizonte aparente. Esto es, sin las
ecuaciones de Einstein funcionando como puente entre la geometŕıa y las cantidades f́ısicas,
no se podŕıa relacionar directamente la entroṕıa del horizonte con la densidad de enerǵıa.
Es decir, no se podŕıa escribir una ecuación fundamental.

Si tomamos ρ = E
V , lo cual está justificado como se verá más adelante, podemos escribir

una relación entre entroṕıa, enerǵıa y volumen

S(E, V ) =
3

8

V

E
. (6.11)

Esta es una relación del tipo S = S(E, V ) y según vimos en el caṕıtulo 3, esta es justo
la forma de una ecuación fundamental en la representación entrópica (4.7). Por tanto, pro-
ponemos (6.11) como la ecuación fundamental de la termodinámica del horizonte aparente
FLRW[101].

De acuerdo a la termodinámica, es posible invertir esta ecuación para obtener la represen-
tación energética de la ecuación fundamental. En este caso, el cálculo es trivial, resultando

E(S, V ) =
3

8

V

S
. (6.12)

Esta expresión es significativa desde el punto de vista de la gravitación, pues resulta ser
la Enerǵıa de Misner-Sharp del sistema.

La enerǵıa de Misner-Sharp está definida mediante la expresión (3.32)

E =
R

2

(
1− hab∂aR∂bR

)
. (6.13)
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Haciendo el cálculo podemos comprobar que

E =
R

2

(
1− hab∂aR∂bR

)
, (6.14)

=
R

2

[
1−

(
htt∂tR ∂tR+ hrr∂rR ∂r

)]
, (6.15)

=
R

2

[
1−

(
−r2(ȧ2 − k) + 1

))
, (6.16)

=
R

2

[
R2

(
H2 − k

a2

)]
, (6.17)

=
R3

2

(
H2 +

k

a2

)
, (6.18)

donde se usó ∂tR = RH y ∂rR = a. Por tanto, al evaluar en el horizonte, encontramos

E =
R3

h

2

(
H2 +

k

a2

)
. (6.19)

Por otro lado, de la relación de la entroṕıa (6.11) y el radio del horizonte (6.3) podemos
escribir

H2 +
k

a2
=
π

S
. (6.20)

Al sustituir, en (6.19) se llega a

E =
πR3

H

2S
. (6.21)

Finalmente, si se considera que el horizonte aparente tiene un volumen dado por V =
4πR3

h

3 ,
obtenemos

E(S, V ) =
3

8

V

S
. (6.22)

Esta es justo la ecuación que se consiguió al invertir (6.11), por tanto, la representación
energética de la ecuación fundamental resulta ser la enerǵıa de Misner-Sharp. Lo inverso
también es correcto; si se considera la enerǵıa de Misner-Sharp como ecuación fundamental,
entonces la entroṕıa S = A

4 (expresada en variables termodinámicas) es la representación
entrópica de dicha ecuación fundamental.

Observemos que remplazando la ecuación de Friedmann (6.8) en la expresión (6.19) se
obtiene que

E =
4πR3

h

3
ρ = V ρ. (6.23)

Lo que justifica tomar ρ = E
V .
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6.2. Primera ley unificada y ecuaciones de estado

Según el formalismo teórico de la termodinámica [28] al tener la ecuación fundamental
es posible obtener toda la información termodinámica del sistema. De particular importan-
cia para la caracterización de un sistema son las ecuaciones de estado. Para obtenerlas es
necesaria una definición de la primera ley. En el caso de la termodinámica del horizonte
aparente es necesario usar la primera ley unificada que se estudió en los caṕıtulos 3 y 5.
Aqúı adoptaremos la expresión (5.35)

dE = AΨ+WdV. (6.24)

Se puede demostrar que para el horizonte FLRW el primer término de esta se puede
escribir como AΨ = −TdS.

De (5.38),

Ψ =
1

2
(ρ+ p)

(
−2HRh + Ṙh

)
dt.

podemos escribir

AΨ =
A

2
(ρ+ p)

(
−2HRh + Ṙh

)
dt (6.25)

= −A
2
(ρ+ p)2HRh

(
1− Ṙh

2HRh

)
dt. (6.26)

Ahora, usando la expresión para la temperatura (5.34)

T =
1

2πRh

(
1− Ṙh

2HRh

)
, (6.27)

y el área como A = 4πR2
h, obtenemos

AΨ = −2πRh

(
4πR3

hH(ρ+ p)dt
)
T. (6.28)

Usando la derivada del radio del horizonte 6.5 dRh = 4πR3
hH(ρ+p)dt, la expresión anterior

resulta
AΨ = −2πRhdRhT. (6.29)

Finalmente, si dS = 2πRhdRh,
AΨ = −TdS. (6.30)

Por tanto, podemos escribir la primera ley unificada como 2 [102]

dE = −TdS +WdV. (6.31)

2El signo proviene de considerar que el flujo de calor a través del horizonte es δQ = −dE
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Por otro lado, al tomar la diferencial de la ecuación fundamental en la representación
energética 6.12 podemos escribir

dE = − 3V

8S2
dS +

3

8S
dV, (6.32)

o bien, en términos de la densidad de enerǵıa

dE = −8

3
V ρ2dS + ρdV . (6.33)

Aśı, por inspección, de (6.31) y (6.32) obtenemos las ecuaciones de estado del sistema

T =
3

8

V

S2
, W = −3

8

1

S
. (6.34)

En términos de la densidad de enerǵıa podemos escribir

T =
3

8
V ρ2, W = ρ. (6.35)

Estas expresiones pueden considerarse como las condiciones de equilibrio termodinámico
del horizonte aparente.

Nótese que al sustituir S = πR2
h y V = 4π

3 R
3
h, en la expresión de la temperatura, ob-

tenemos que T = 1
2πRh

. Esto significa que en caso de considerar S = A
4 como ecuación

fundamental, la temperatura asociada a esta es T = 1
2πRh

. En general, la temperatura tiene

un término dinámico (ver 5.34), sin embargo, como se argumenta en [17] y [20] al tratarse
de propiedades termodinámicas, la parte dinámica de la expresión no debeŕıa considerarse,

por lo que toman la aproximación Ṙh

2RhH
≪ 1 la cual es válida cuando el horizonte evo-

luciona lentamente. Lo interesante es que, en nuestro caso, no necesitamos hacer ninguna
aproximación, esta condición está impĺıcita de alguna forma, pues al calcular las ecuaciones
de estado, se obtiene la misma expresión para la temperatura.

En el caṕıtulo 3 se definió la densidad de trabajo W . Luego, en el caṕıtulo 4, al explorar
los resultados de [17] vimos que para el caso del horizonte aparente FLRW W está dada por
5.36

W =
1

2
(ρ− p). (6.36)

Por otro lado, del cálculo de las ecuaciones de estado, nosotros obtenemos que W = ρ.
Comparando estas expresiones, concluimos que la única manera de que ambas sean consis-
tentes es que

ρ+ p = 0 . (6.37)

La expresión (6.37) representa una ecuación de estado barotrópica con w = −1. Este re-
sultado es interesante desde el punto de vista cosmológico pues, como se sabe, los modelos
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de Friedmann no forman un sistema de ecuaciones cerrado, por lo que para completarlo es
usual introducir ”a mano” una ecuación de estado. En este caso, las condiciones de equilibrio
termodinámico provenientes de la ecuación fundamental, dan una ecuación de estado por śı
mismas.

En el contexto de la termodinámica que estamos desarrollando (6.37) tiene sentido;
observando que la derivada temporal del radio del horizonte se puede escribir como

Ṙh = 4πR3
hH (ρ+ p) , (6.38)

entonces, para una ecuación de estado ρ+ p = 0 la derivada es nula y con eso recuperamos
el caso de un horizonte estático, el cual podemos considerar el equivalente mecánico del
equilibrio termodinámico, como en el caso de agujeros negros. Otra consecuencia de la
condición de compatibilidad (6.37) es que la densidad de trabajo W puede interpretarse
como el negativo de la presión del fluido, es decir,

W = −p (6.39)

lo cual se obtiene simplemente remplazando W = ρ en (6.37). Este resultado es consistente
con lo que se discute en [103] [102]).

De los razonamientos presentados hasta aqúı, podemos decir que las principales variables
termodinámicas del sistema son

S =
3

8ρ
, T =

3

8
V ρ2, p = −ρ. (6.40)

Integrando la ecuación de continuidad (2.75) se obtiene

ρ = ρ0

(
a

a0

)−3(1+ω)

, (6.41)

y usando la definición del parámetro de corrimiento al rojo,

z + 1 =
a0
a
, (6.42)

podemos expresar la densidad de enerǵıa de la siguiente manera

ρ = ρ0

(
1 + z

a0

)3(1+w)

. (6.43)

Para un fluido barotrópico con ω = −1 la densidad de enerǵıa será constante y tendremos
que

S =
3

8ρ0
, T =

√
2ρ0
3π

, p = −ρ0 , (6.44)

Es decir, las variables termodinámicas para el horizonte FLRW, sin constante cosmológica,
permanecen constantes durante la evolución del sistema.

En resumen, la ecuación fundamental, junto con la primera ley unificada, nos permite
encontrar las ecuaciones de estado del sistema. Estas implican que ρ = −p y que, por tanto,
las cantidades termodinámicas permanecen constantes durante la evolución del sistema.
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6.3. Funciones de respuesta

Al tener la ecuación fundamental y las ecuaciones de estado, podemos calcular otras
propiedades del sistema. Consideremos ahora las funciones de respuesta. En el caṕıtulo 3
vimos que estas miden la respuesta del sistema ante variaciones de los parámetros de estado.

Estas son: la capacidad caloŕıfica cV = T
(
∂S
∂T

)
V
, la compresibilidad κT = − 1

V

(
∂V
∂p

)
T
y el

coeficiente de expansión térmica α = 1
V

(
∂V
∂T

)
p
.

Primero, observemos que usando ρ = −p, podemos escribir

W = −p, S = − 3

8p
, T =

3

8
V p2. (6.45)

Para calcular cV , es necesario obtener S = S(T, V ); de las ecuaciones (6.45) podemos
obtener T = 3

8
V
S2 , luego despejando S de esta, encontramos

S(T, V ) =

√
3

8

V

T
. (6.46)

Al calcular la derivada parcial con respeto a la temperatura, resulta

cV = −1

2

√
3

8

V

T
= −1

2
S(T, V ), (6.47)

o bien, usando S = 3
8
1
ρ ,

cV = − 3

16

1

ρ
. (6.48)

Notamos que esta es negativa, igual que en el caso de agujeros negros [104] [105]; dado
que la temperatura es proporcional a la masa M , podemos escribir M = 1

8πT , por tanto,

cp =
(
∂M
∂T

)
Λ
= − 1

8πT 2 . En este caso se considera que la constante cosmológica juega el papel
de la presión [106] [84] [85]. Esta es una propiedad que resulta desconcertante para sistemas
termodinámicos usuales, pues indicaŕıa que el sistema aumenta su temperatura al extraer
calor de él y que se enfŕıa al suministrarle calor. Para un agujero negro la capacidad caloŕıfica
resulta negativa debido a que su temperatura disminuye cuando aumenta su masa(enerǵıa).

En general, para el caso de sistemas con interacciones de largo alcance, se sabe que la ca-
pacidad caloŕıfica es negativa [107] [108]. El signo de la capacidad caloŕıfica puede depender
del ensamble e incluso para el ensamble canónico es posible obtener capacidades caloŕıficas
negativas [109]. En el caso del sistema que estamos analizando, es decir, el horizonte apa-
rente FLRW, se puede decir con seguridad que se trata de un sistema gravitacional y, por
tanto, está gobernado por interacciones de largo alcance. De ah́ı el signo de (6.48).

Para calcular α y κT necesitamos expresar el volumen como función de la temperatura
y la presión i.e V = V (T, p). De las ecuaciones de estado T = 3

8
V
S2 y S = − 3

8
1
p eliminamos

la entroṕıa, con lo cual se llega a

T =
8

3
V p2. (6.49)
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Despejando el volumen de esta última, se consigue

V (T, p) =
3

8

T

p2
. (6.50)

Notemos que esta es una cantidad definida positiva, como se esperaŕıa para un volumen.
Calculando las derivadas parciales a T y p constante, resulta

α =
3

8

1

V p2
=

1

T
, (6.51)

κT =
3

4

T

V p3
=

2

p
= −2

ρ
. (6.52)

Donde para obtener la última igualdad se usa la ecuación de estado p = −ρ. Finalmente,
para calcular cp es necesario encontrar S = S(T, p), sin embargo, esto no se puede hacer,
pues la ecuación S = − 3

8p no depende expĺıcitamente del volumen, y, por tanto, no se puede

invertir. Lo mismo sucede con V (S, p). De lo anterior se sigue que no podemos calcular
directamente cp ni κS . No obstante, para determinarlas podemos usar las expresiones que
se presentaron en el caṕıtulo 3.

cp = cV +
TV α2

κT
, κT = κS +

TV α2

cp
. (6.53)

Usando las ecuaciones (6.48) y (6.51) se obtiene que

cp = −3

8

1

ρ
, κS = −1

ρ
. (6.54)

Podemos verificar que se cumple la identidad

cP
cV

=
κT
κS

= 2. (6.55)

De donde, el ı́ndice adiabático es
γ = 2. (6.56)

Para analizar más a fondo las funciones de respuesta dadas anteriormente, considera-
mos su dependencia expĺıcita del parámetro de corrimiento al rojo z. Reemplazando las
expresiones de las variables termodinámicas (6.44) en las funciones de respuesta, obtenemos

cV = − 3

16ρ0
, κT = − 2

ρ0
, α =

√
3π

2ρ0
. (6.57)

Observamos que las compresibilidades también son negativas, lo que, de igual manera, puede
explicarse por el carácter de largo alcance de la interacción gravitacional.

El hecho de que las capacidades caloŕıficas y las compresibilidades sean constantes duran-
te la evolución del horizonte aparente FLRW nos permite realizar una comparación formal
con las propiedades de un gas ideal.
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F. Respuesta H. Aparente FLRW (ω = −1) Gas ideal

α 1
T =

√
3π
2ρ0

1
T

κT
1
p = − 2

ρ0

1
p

cV − 3
16ρ0

3
2

En particular, esto nos permite usar la ecuación que relaciona el ı́ndice adiabático con
los grados de libertad f 4.57

γ =
2 + f

f
, f =

2

γ − 1
. (6.58)

Aśı, al aplicarlo en nuestro caso resulta que el horizonte aparente se comporta como un
sistema termodinámico que posee f = 2 grados de libertad. En contraste, un gas mono-
atómico tiene f = 3 (ver caṕıtulo 3). Es probable que esta reducción del número de grados
de libertad respecto al gas ideal, que es el sistema más simple que se conoce, sea consecuencia
de la interacción de largo alcance del campo gravitacional. Otra posibilidad es que f = 2 re-
fleje el hecho de que el campo gravitacional tiene dos grados libertad. No obstante, es dif́ıcil
poder probar esta suposición. Pero si es el caso, el ı́ndice adiabático estaŕıa relacionado con
los grados de libertad del campo gravitacional. Por otro lado, lo que si podemos decir, es
que el horizonte aparente visto como un sistema termodinámico con ecuación fundamental
S = 3V

8E tiene dos grados de libertad, esto es sugerente, en el sentido de que el horizonte apa-
rente, en principio, es una superficie de dos dimensiones. Por tanto, podŕıamos comparar su
comportamiento termodinámico con un gas moviéndose sobre superficie de dos dimensiones,
pues en ese caso, el sistema solo tendŕıa dos grados de libertad. De esta discusión podemos
decir que el horizonte aparente FLRW, visto como un sistema termodinámico, puede ser
interpretado como un fluido caracterizado por un factor barotrópico ω = −1 (fluido tipo
enerǵıa oscura), un ı́ndice adiabático γ = 2 (lo cual sugiere que tiene solo dos grados de
libertad) y con capacidades caloŕıficas y compresibilidades negativas.

6.4. Segunda ley

En el caṕıtulo 4 se enunció la segunda ley de la termodinámica; la entroṕıa nunca decrece,
pero su evolución tiende a un máximo. Esto último garantiza que la entroṕıa no crezca de
manera indefinida, y, que, en cambio, llegue a un estado de equilibrio caracterizado por
un valor máximo. En esta sección analizaremos la segunda ley para el horizonte aparente
FLRW.

Tomando la entroṕıa como S = 3
8ρ y calculando su derivada con respecto al tiempo

obtenemos

Ṡ = − 3ρ̇

8ρ2
. (6.59)

Para que (6.59) sea positiva, la densidad debe ser una función decreciente del tiempo, es
decir, ρ̇ ≤ 0. De acuerdo con la ley de conservación (2.75), ρ̇ = −3ρH(ω+1) para un fluido
barotrópico, esto conduce a
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Ṡ =
9H

8ρ
(1 + ω). (6.60)

Observamos que esta no es una expresión definida positiva. Sin embargo, si consideramos
que el parámetro de Hubble y la densidad de enerǵıa positivos, la segunda ley impone una
condición sobre los valores que puede tomar el factor barotrópico

Ṡ ≥ 0 ⇒ ω ≥ −1. (6.61)

Es decir, la primera derivada de la entroṕıa será positiva solo para valores del factor ba-
rotrópico que satisfagan ω ≥ −1. Puesto que ω determina la ecuación de estado, esta condi-
ción implica que en el contexto del horizonte aparente FLRW, la segunda ley solo se cumple
para cierta clase de fluidos. O mejor dicho, la segunda ley impone restricciones sobre la clase
de fluidos que son f́ısicamente aceptables. La condición (6.61) podŕıa entenderse como un
análogo a las condiciones de enerǵıa. De hecho, en [110] [111] se muestra que las condiciones
de enerǵıa nula se pueden explicar mediante la segunda ley de la termodinámica. En un tra-
bajo futuro se abordará este tema, pues parece posible que usando la ecuación fundamental
en la representación energética (6.12) el principio de mı́nima enerǵıa imponga restricciones
sobre el factor barotrópico que sean idénticas a las condiciones de enerǵıa gravitacionales.

Por otro lado, cabe mencionar que aqúı estamos tratando al horizonte aparente como
un sistema aislado. Esto nos lleva a que la segunda ley podŕıa no cumplirse siempre, sino
solo para ciertos fluidos como ya discutimos. Sin embargo, en el caṕıtulo 5 vimos que en
contexto de la gravitación, la segunda ley de la termodinámica se tiene que generalizar y que
en realidad la cantidad que tiene que ser positiva es la entroṕıa total Ṡtot = Ṡm + Sh ≥ 0.
Esta es la segunda ley generalizada propuesta por Bekenstein [74]. En la siguiente sección nos
ocuparemos de esta. Por ahora, analicemos la segunda derivada de la entroṕıa del horizonte
aparente.

Tomando la derivada de (6.59), obtenemos[101]

S̈ =
3

8

(
2
ρ̇2

ρ3
− ρ̈

ρ2

)
=

9

2
π(1 + ω)2 − 9k

8ρ0
(1 + ω)(2 + 3ω)

(
1 + z

a0

)−1−3ω

, (6.62)

donde, para pasar a la segunda ĺınea se usó ρ = ρ0

(
1+z
a0

)3(1+ω)

y las ecuaciones de

Friedmann.

Notamos que de la misma manera que la primera condición de la entroṕıa Ṡ > 0 res-
tringe los posibles fluidos que satisfacen la segunda ley, la segunda derivada S̈ < 0 impone
condiciones similares, incluso más restrictivas. En efecto, podemos observar que la expresión
(6.62) será positiva si se cumple que k(1+ω)(2+3ω) > 0, puesto que la función (1+z)−1−3ω

es positiva durante la evolución. Aun aśı, tenemos tres casos particularmente importantes:

Para k = 1, la segunda derivada es positiva solo para fluidos con factor barotrópico
ω < −1 or ω > −2/3.
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Figura 6.1: Comportamiento de la segunda derivada de la entroṕıa en función del parámetro
de corrimiento al rojo z para diferentes valores del factor barotrópico ω. Donde se eligió
ρ0 = 0 , a0 = 1 y k = −1. Imagen tomada de[101]

Para k = −1, la segunda derivada restringe el valor del factor barotrópico a ω ∈
(−1,−2/3),

Finalmente, para el caso k = 0, la única solución posible es ω = −1 y en este caso se
tendŕıa S̈ = 0. Cabe mencionar que para este caso, usando la ecuación de Friedmann, la
primera ĺınea de (6.62) puede reescribirse como

S̈ = 2π

[
3
Ḣ2

H4
− Ḧ

H3

]
, (6.63)

lo cual es consistente con lo reportado en [27]. Esta expresión sigue siendo válida si en lugar
de tomar las derivadas con respecto al tiempo i.e., Ḣ = dH/dt, se toma con respecto al
factor de escala e.g., H ′ = dH/da.

De estos razonamientos, concluimos que solo los horizontes aparentes que satisfagan las
condiciones anteriores pueden considerarse como sistemas termodinámicos [101]. En la figura
6.1, se muestra el comportamiento de S̈ en función del parámetro de corrimiento al rojo z
para diferentes valores del factor barotrópico ω. Para el caso k = −1, un fluido caracterizado
por un factor barotrópico ω = −0, 9 satisface la condición de máximo S̈ ≤ 0. En contraste,
notamos que un fluido con w = −0.5 y k − 1 no la satisface: por tal motivo, este fluido, no
puede considerarse como un sistema termodinámico. En caso ω = −1, implica S̈ = 0; luego,
aun cuando satisface la condición de máximo trivialmente, es un fluido aceptable desde el
punto de vista termodinámico.
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Segunda ley generalizada

El hecho de que la primera derivada de la entroṕıa del horizonte no sea positiva, supone
un problema desde el punto de vista termodinámico, pues implicaŕıa que en ciertos casos
la segunda ley se podŕıa violar. No obstante, es bien sabido [74] [4] que el caso de agujeros
negros, la segunda ley debe extenderse para incluir no solo la entroṕıa del horizonte Sh sino
también la entroṕıa de la materia Sm que entra o cae al agujero negro (ver caṕıtulo 5).
Bekenstein propuso una generalización de la segunda ley dada por

dS = dSh + dSm ≥ 0. (6.64)

En principio, esto permitiŕıa que Ṡh sea negativa siempre y cuando el cambio de la
entroṕıa total sea positiva. Se considera que la segunda ley generalizada es válida para
cualquier horizonte y no solo para el caso de agujeros negros [80]. En particular, dadas
las similitudes con agujeros negros, en el contexto cosmológico la segunda ley generalizada
también se cumple [25] [99] [26].

La entroṕıa del horizonte aparente es S = 3V
8E . Ahora determinemos la entroṕıa de la

materia. Puesto que en principio esta es una entroṕıa ”normal”, podemos usar la relación
de Gibbs para calcularla [99] [25].

Partiendo de la primera ley
TdSm = dE + pdV, (6.65)

podemos escribir
TdSm = V dρ+ ρdV + pdV. (6.66)

Usando dρ = −3H (ρ+ p) dt y dV = 4πR2
hdRh, obtenemos

TdSm = (ρ+ p) dV + V dρ = 4πR2
h (ρ+ p) dRh − 4πR3

hH (ρ+ p) dt (6.67)

Aśı, considerado T = 1
2πRh

, la derivada temporal de la entroṕıa de la materia es

Ṡm = 8π2R3
h

(
Ṙh −RhH

)
(ρ+ p) (6.68)

Por otro lado, la derivada de la entroṕıa del horizonte es (6.59)

Ṡh = 2πRhṘh = −3

8

ρ̇

ρ2
(6.69)

Por tanto,

Ṡtot = Ṡm + Ṡh = 8π2R3
h

(
Ṙh −RhH

)
(ρ+ p) + 2πRhṘh (6.70)

En las secciones previas vimos que la derivada del radio horizonte se puede escribir como
Ṙh = 4πR3

hH (ρ+ p). Remplazando esta en la derivada de la entroṕıa total (6.70) se llega a
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Ṡtot = Ṡm + Ṡh = 32π3R6
hH (ρ+ p)

2 − 8π2R4
hH (ρ+ p)

+ 8π2R4
hH (ρ+ p) , (6.71)

De esta manera, tenemos que el cambio en la entroṕıa total es [101]

Ṡtot = 32π3R6
hH (ρ+ p)

2
(6.72)

Nótese que para H > 0 resulta ser una cantidad definida positiva. Por tanto, la se-
gunda ley de la termodinámica generalizada se cumple sin ninguna restricción en el factor
barotrópico.

Para la segunda derivada de la entroṕıa total obtenemos

S̈tot = 32π3H
[
2R6

hH (ρ+ p) ρ̇+ 6R5
hṘh (ρ+ p)

2
]
+ 32π3R6

h (ρ+ p)
2
Ḣ (6.73)

Ahora, usando la ecuación de continuidad ρ̇ = −3H (ρ+ p) y Ṙh = 4πR3
hH (ρ+ p) se llega

a

S̈tot = 32π3R6
hH

2 (ρ+ p)
2

[
−6 + 24πR2

h (ρ+ p) +
Ḣ

H2

]
(6.74)

El signo de (6.74) queda definido por la expresión dentro del paréntesis. En general, esta no

dice mucho, pero para el caso particular de k = 0 y p = ωρ obtenemos que Ḣ
H2 = − 3

2 (ω+1)
y Rh = H−1 aśı,

S̈tot ≤ 0 ⇒ ω ≤ −1

5
(6.75)

En conclusión, el cambio en la entroṕıa total con respecto a tiempo es una cantidad
definida positiva y por esta razón satisface la segunda ley generalizada. Este resultado con-
trasta con el caso donde se toma el horizonte de manera aislada, en donde el cambio de
su entroṕıa con respecto al tiempo (6.60) no es definida positiva. En cambio, el criterio de
máximo S̈tot ≤ 0 sigue condicionando (o estando condicionada por), los valores del factor
barotrópico.



Caṕıtulo 7

Termodinámica de horizonte
aparente FLRW(Λ ̸= 0)

La constante cosmológica juega un papel fundamental en la f́ısica moderna, pues en
la gravitación está asociada a la expansión acelerada del universo. Sin embargo, desde la
perspectiva termodinámica, esta puede ser entendida como una presión efectiva. Aqúı se
analiza la termodinámica del horizonte aparente con constante cosmológica. Los resultados
que se exponen aqúı fueron publicados en [101].

7.1. Ecuación Fundamental

En un escenario con constante cosmológica Λ las ecuaciones de Friedmann son

Ḣ − k

a2
= −4π(ρ+ p), H2 +

k

a2
=

8π

3
ρ+

Λ

3
, (7.1)

mientras que la ecuación de continuidad esta dada por

ρ̇ = −3H (ρ+ p) . (7.2)

Observamos que la combinación ρ + p hace que la dependencia explicita con la constante
cosmológica desaparezca, sin embargo, al escribirlas en términos del factor de escala, Λ
aparece directamente en ambas ecuaciones

ȧ2

a2
+

k

a2
=

8π

3
ρ+

Λ

3
,

ä

a
= −4π

3

(
ρ+ 3p− Λ

3

)
. (7.3)

Antes de continuar, conviene decir algo sobre la constante cosmológica en el contexto de
la termodinámica de agujeros negros, puesto que esto justificará que tomemos la constan-
te cosmológica como una presión efectiva en la descripción termodinámica del horizonte
aparente.

96
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Una de las cosas que resalta a simple vista al considerar la analoǵıa de la primera ley
dinámica de agujeros negros con la primera ley de la termodinámica es la ausencia del
término pdV en el caso gravitacional. No obstante, las expresiones de la termodinámica de
agujeros negros no sugieren una noción para la presión ni el volumen. En años recientes, esto
ha causado un gran interés y han surgido intentos de definir tales conceptos. La idea esencial
de estos planteamientos es proponer que la constante cosmológica Λ puede considerarse como
una variable que tome el papel de presión [85] [84] [106] [112] [113] [114]. En este contexto,
un agujero negro se entendeŕıa como un sistema inmerso en un ambiente con una presión
causada por una constante cosmológica negativa P = − Λ

8π .

En particular, un agujero negro asintóticamente anti de Sitter es solución de las ecua-
ciones de Einstein

Rab −
1

2
Rgab + Λgab = 8πTab, (7.4)

donde Λ es negativa y está definida por

Λ = − (d− 1)(d− 2)

2l2
. (7.5)

En este caso, la primera ley de la termodinámica puede escribirse como [85] [83]

dM = TdS + V dP +ΩdJ +ΦdQ, (7.6)

donde la presión es interpretada como

P = − Λ

8π
=

(d− 1)(d− 2)

16πl2
, (7.7)

y, asociada a esta, la variable conjugada es el volumen [115] [114]

V =

(
∂M

∂P

)
S,Q,J

. (7.8)

Śı comparamos con la forma usual de la primera ley

dE = TdS +ΩdJ +ΦdQ , (7.9)

notamos que al introducir Λ, la variable M , que se entend́ıa como la enerǵıa interna,
cambia su significado y ahora tiene más sentido que esta sea la entalṕıa del sistema, pues

dM = (TdS +ΩdJ +ΦdQ) + V dP = dE + V dP. (7.10)

Aśı, M resulta ser la versión gravitacional de la entalṕıa,

M = E + PV. (7.11)

La interpretación termodinámica de la entalṕıa para este caso, implicaŕıa queM es la enerǵıa
requerida para crear un agujero negro y ponerlo en un ambiente inmerso de una constante
cosmológica negativa [85].
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Quizá la idea más interesante que ha emergido de considerar el término PdV es la qúımi-
ca de agujeros negros [84][116]. El punto es que al tener una presión surgen nociones como
transiciones de fase [117] y puntos triples [118], aśı como la posibilidad de introducir mode-
los tipo Van del Waals [119]. El tema es demasiado extenso para tratarlo en su totalidad,
sin embargo, aqúı se han presentado las ideas esenciales, y, para nuestros propósitos, es
suficiente. Para más detalles, el lector puede consultar la revisión que se hace en [85].

Siguiendo las ideas de la discusión que se ha hecho, aqúı consideramos que las similitu-
des entre el horizonte de eventos de agujeros negros y el horizonte aparente FLRW son lo
suficientemente razonables para extender la noción de constante cosmológica como presión
al caso del espaciotiempo FLRW. En [20] se hace una suposición similar. De esta mane-
ra, tomaremos P = − Λ

8π como una presión efectiva que nos permitirá tratar la constante
cosmológica como una variable termodinámica en el horizonte aparente FLRW.

Bajo estos razonamientos, las ecuaciones de Friedmann pueden ser reescritas como

Ḣ − k

a2
= −4π(ρ+ p), H2 +

k

a2
=

8π

3
(ρ− P ) . (7.12)

La definición del radio del horizonte solo depende de la métrica que se considere, por
tanto, al introducir la constante cosmológica, la definición (6.3) sigue siendo válida. En este
caso Rh resulta ser

Rh =

√
3

8π(ρ− P )
. (7.13)

Nótese el radio del horizonte solo está definido para ρ > P .

Al introducir, la constante cosmológica, la interpretación de la variable ρ cambia. Pode-
mos comprobar esto de la siguiente manera; despejando ρ de (7.13) escribimos,

ρ =
3

8πR2
h

+ P. (7.14)

Ahora, tomado la entroṕıa como un cuarto del área, es decir, S = πR2
h y escribiendo ρ = H

V ,
se obtiene

H =
3

8

V

S
+ PV (7.15)

donde se tomo el volumen como V = 4π
3 R

3
h. Esta estructura nos permite identificar H como

la entalṕıa
H = E + PV, (7.16)

donde E = 3
8
V
S , es la enerǵıa (6.12) del caso sin constante cosmológica que analizamos en

la sección anterior.

Invirtiendo (7.15) podemos expresar la entroṕıa como

S =
3V

8(H − PV )
. (7.17)
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Esta es la ecuación fundamental en la representación entrópica, mientras que (7.15) es
la representación energética. En este caso, la enerǵıa de Misner-Sharp, se puede calcular
directamente de la ecuación (6.19)

E =
R3

h

2

(
H2 +

k

a2

)
= V ρ− V P. (7.18)

de donde V ρ = E + PV , en consistencia con (7.16).

7.2. Primera ley unificada y ecuaciones de estado

Una vez que la ecuación fundamental es conocida, podemos usarla para calcular las
propiedades termodinámicas del sistema, tal como hicimos en el caṕıtulo previo. Tomando
la diferencial de (7.16) y la definición de la primera ley unificada (6.31), obtenemos

dH = dE + V dP + PdV = −TdS + (W + P )dV + V dP. (7.19)

Por otro lado, el diferencial de la ecuación fundamental (7.15) resulta ser

dH = −3

8

V

S2
dS +

(
3

8S
+ P

)
dV + V dP. (7.20)

Comparando (7.19) y (7.20) obtenemos las ecuaciones de estado

T =
3

8

V

S2
=

8

3
V (ρ− P )2, W =

3

8S
= ρ− P. (7.21)

Puesto que ni la métrica ni el tensor de enerǵıa momento cambian al introducir la constante
cosmológica, la densidad de trabajo W = − 1

2T
abhab, definida en (3.43), sigue siendo W =

1
2 (ρ − p). Aśı, al exigir que esta sea consistente con la ecuación de estado W = ρ − P ,
obtenemos, la condición de compatibilidad

ρ+ p = 2P. (7.22)

Observemos que en caso de que la constante cosmológica Λ = −8πP sea cero, obtenemos
ρ+ p = 0 , que de hecho es la ecuación de estado (6.37) del caṕıtulo anterior. Esto muestra
la coherencia de este resultado.

Esta ecuación de estado nos permite integrar la ley de conservación (7.2) y obtener

ρ̇ = −6HP. (7.23)

Utilizando la definición del parámetro de corrimiento al rojo (6.42) podemos reescribir
(7.23) como

ρ = ρ0 + 6P ln
1 + z

a0
, (7.24)
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donde ρ0 es una constante de integración. En consecuencia, las principales variables termo-
dinámicas son

S =
3

8
(
ρ0 − P + 6P ln 1+z

a0

) , (7.25)

T =
8

3
V

(
ρ0 − P + 6P ln

1 + z

a0

)2

, (7.26)

p = 2P − ρ0 − 6P ln
1 + z

a0
. (7.27)

Las cuales resultan de sustituir (7.24) en S = 3
8(ρ−P ) , T = 8

3V (ρ− P )2, ρ + p = 2P .

Como notamos de la ecuación (7.13), el horizonte aparente existe solo en el intervalo ρ > P ,
que corresponde a z > exp((1−ρ0/P )/6)−1 con z > 0.18 para ρ0 = 0. Podemos observar que
mientras el sistema evoluciona, la entroṕıa aumenta a medida que disminuye la densidad.
Por otro lado, la presión es negativa durante la mayor parte de la evolución, pero se vuelve
positiva cerca del ĺımite inferior de z.

Si comparamos con las expresiones del caso sin constante cosmológica (6.44), observamos
que la principal diferencia radica en que, en el caso Λ = 0, las cantidades termodinámicas se
mantienen constantes durante la evolución, mientras que con Λ ̸= 0 las variables evolucionan.
Esto significa que la constante cosmológica actúa de tal manera que causa que el horizonte
aparente evolucione. Incluso se podŕıa decir, que es la fuente de la evolución. Una manera
de ver esto con claridad es mediante la ecuación de estado (7.22). Al introducir ρ+ p = 2P
en la expresión de la derivada temporal del radio del horizonte se obtiene

Ṙh =−R3
hH

(
Ḣ − k

a2

)
,

=4πHR3
h (ρ+ p) ,

=8πHR3
hP.

(7.28)

Notamos que P = 0 ⇒ Ṙh = 0, lo que implicaŕıa que el horizonte aparente no cambia en el
tiempo, justo como en el caso del caṕıtulo anterior, donde al tener ρ + p = 0, el horizonte
permanećıa sin evolución. Esta es una conclusión importante, pues, parece que la presencia
de la constante cosmológica es el factor que garantiza la evolución del sistema.

7.3. Funciones de Respuesta

Para calcular las funciones de respuesta utilizaremos las definiciones dadas en el caṕıtulo
anterior.

En el escenario con constante cosmológica, las expresiones para la temperatura y la
entroṕıa pueden ser escritos como

T =
8

3
V (P − p)2, S =

3

8(P − p)
. (7.29)
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Estas se obtienen de (7.22), (7.21) y (7.17). Notemos que ambas expresiones dependen
de la diferencia entre la presión asociada a la constante cosmológica y la presión del fluido.
Si definimos la presión efectiva P = p− P , podemos escribir

T =
8

3
V P2, S = − 3

8P
. (7.30)

De hecho, de W = ρ− P y ρ+ p = 2P podemos notar que W = −P 1.

De (7.30) podemos obtener la entroṕıa como función del volumen y la temperatura

S(T, V ) =

√
3V

8T
. (7.31)

Calculando la derivada parcial
(
∂S
∂T

)
V

de esta ecuación, se obtiene la capacidad caloŕıfica

cV = −1

2
S. (7.32)

Expresando el volumen como función de la temperatura y la presión efectiva obtenemos

V (T,P) =
3

8

T

P2
. (7.33)

Calculando κ̃T = − 1
V

(
∂V
∂P
)
T
y α = 1

V

(
∂V
∂T

)
P obtenemos

α =
3

8

1

V P2
=

1

T
, κT =

3

4

T

V P3
= 2

1

P
. (7.34)

Notemos que usando S = − 3
8P podemos reescribir la compresibilidad como

κT = 2
1

P
= −16

3
S, (7.35)

El resto de funciones de respuesta las podemos calcular usando las ecuaciones (6.53), aśı

cP = −S, κS = −8

3
S. (7.36)

Con estos resultados podemos verificar que se sigue cumpliendo la identidad

cP
cV

= γ =
κT
κS
, γ = 2. (7.37)

Como es de esperarse, ya que las variables T , S y p, evolucionan, las funciones de res-
puesta son cantidades que también lo hacen. Podemos mostrar esto fácilmente al expresarlas
en términos de las ecuaciones (7.38), (7.39) y (7.40), con lo que se obtiene

1En caso sin constante cosmológica se teńıa W = −p, T = 8
3
V p2, S = − 3

8p
.
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cV = − 3

16
(
ρ0 − P + 6P ln 1+z

a0

) , (7.38)

α =
3

8V
(
ρ0 − P + 6P ln 1+z

a0

)2 , (7.39)

κT =
2

ρ0 − P + 6P ln 1+z
a0

. (7.40)

7.4. Segunda ley

En esta sección analizamos las consecuencias de exigir el cumplimiento de las condiciones
de entroṕıa Ṡ ≥ 0 y S̈ ≤ 0.
De la ecuación fundamental (7.17), obtenemos que

Ṡ = −3

8

ρ̇

(ρ− P )2
, (7.41)

lo que implica que la densidad debe ser una función creciente del tiempo, es decir, ρ̇ ≤ 0.

De la ecuación de continuidad podemos escribir ρ̇ = −6HP . Aśı, para H > 0 y P > 0

Ṡ =
9

4

HP

(ρ− P )2
≥ 0 (7.42)

Este resultado contrasta con su análogo del caṕıtulo anterior, donde la entroṕıa del ho-
rizonte, tomado aisladamente, no era una cantidad definida positiva, sino que esta depend́ıa
del factor barotrópico. En este caso, al estar presente la constante cosmológica, el horizonte,
aún aislado, satisface la segunda ley.

En cuanto a la segunda derivada de la entroṕıa, se puede comprobar que

S̈ =
3

8(ρ− P )2

(
2ρ̇2

ρ− P
− ρ̈

)
(7.43)

=
54P 2

(ρ− P )2
− 9k

4

P (13P − ρ)

a2(ρ− P )3
. (7.44)

donde se ha usado la ley de conservación 2.75, las ecuaciones de Friedmann y la ecuación
de estado (7.22).

Observamos que el primer término de (7.44) siempre es positivo, por tanto, en el caso
de k = 0,

S̈ =
54P 2

(ρ− P )2
. (7.45)



7.5. SEGUNDA LEY GENERALIZADA 103

Figura 7.1: Segunda derivada de la entroṕıa en función del corrimiento al rojo para diferentes
valores de la curvatura espacial k. Las constantes se eligen como a0 = 1, P = 1 y ρ0 = 0.1.
También se traza la curva ρ− P . La ĺınea continua vertical indica el ĺımite inferior para la
existencia de un horizonte aparente. Imagen tomada de [101]

Esta cantidad nunca será negativa y a lo más se cumple S̈ = 0 para P = 0. Desde la
perspectiva termodinámica, esto implicaŕıa que la constante cosmológica no es compatible
con un universo plano.

En general, para k ̸= 0, notamos que la expresión k(13P − ρ) > 0 determina el signo de
la segunda derivada de la entroṕıa.

Para que la segunda derivada sea negativa, en el caso k = −1, ρ debe satisfacerse
ρ > 13P , mientras que para k = 1, ρ ∈ (P, 13P ).

En la figura 7.1 graficamos el comportamiento de S̈ para k = ±1, aśı como la curva ρ−P
que determina la región donde el horizonte aparente está bien definido 2. Para graficar se
han escogido los valores: P = 1, ρ0 = 0.1 y a0 = 1 los cuales corresponden a z > 0.18.

7.5. Segunda ley generalizada

La primera derivada de la entroṕıa del horizonte aparente con constante cosmológica
(7.42), resulta ser positiva. No obstante, en el contexto de la termodinámica asociada a
horizontes es necesario considerar la segunda ley generalizada.

Procederemos de manera análoga a como se hizo en el caso Λ = 0. Primero calcularemos
la derivada de la entroṕıa de la materia.

2Recordemos que el radio de horizonte aparente está dado por Rh =
√

3
8π(ρ−P )
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Considerando la constante cosmológica, podemos escribir la primera ley como [101]

TdSm = dE + (p+ P ) dV. (7.46)

tomando, E = (ρ− P )V , obtenemos

TdSm =V d (ρ− P ) + (ρ− P ) dV + (p+ P ) dV,

=(ρ+ p) dV + V dρ,

=4πR2
h (ρ+ p) dRh − 4πR3

hH (ρ+ p) dt.

(7.47)

donde tomó dP = 0, la ecuación de continuidad dρ = −3H (ρ+ p) dt y dV = 4πR2
hdRh.

Observamos que P se elimina de la ecuación 3, aunque sigue estando impĺıcita en el radio

del horizonte, pues Rh =
√

3
8π(ρ−P ) .

Finalmente, considerado T = 1
2πRh

, la derivada temporal de la entroṕıa de la materia es

Ṡm = 8π2R3
h

(
Ṙh −RhH

)
(ρ+ p) . (7.48)

Observemos que de hecho esta es idéntica a la ecuación (6.68), no obstante, en este caso
Rh = Rh(ρ, P (Λ)). Lo mismo sucede con la entroṕıa del horizonte, donde tenemos

Ṡh = 2πRhṘh. (7.49)

Por tanto, la segunda ley generalizada resulta en

Ṡtot = Ṡm + Ṡh = 8πR3
h

(
Ṙh −RhH

)
(ρ+ p) + 2πRhṘh. (7.50)

Simplificando (7.50), se llega a

Ṡtot = 32π3R6
hH (ρ+ p)

2
. (7.51)

Donde se han usado la derivada del radio del horizonte Ṙh = 4πHR3
h(ρ + p). La ecuación

(7.53) es idéntica en forma a su correspondiente en el caso sin constante cosmológica (6.70).

La otra cosa significativa que cambiar es la ecuación de estado para la materia en pre-
sencia y sin presencia de constante cosmológica. Para el caso Λ = 0 esta resulta ser ρ+p = 0
mientras que para Λ ̸= 0 , ρ + p = 2P . De esta manera, en el primer caso, el cambio de la
entroṕıa total con respecto al tiempo es cero, mientras que en el segundo

Ṡtot = 128π3R6
hHP

2. (7.52)

3De la misma manera que lo hace en la ecuación de Friedmann (7.1) y la ecuación de continuidad
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De hecho, si se considera, enerǵıa oscura, la ecuación para la entroṕıa total se puede
escribir como [101][25] [26]

Ṡtot = 32π3R6
hH (ρ+ p+ ρDE + pDE)

2
. (7.53)

Para la segunda derivada de la entroṕıa total obtenemos

S̈tot = 32π3H
[
2R6

hH (ρ+ p) ρ̇+ 6R5
hṘh (ρ+ p)

2
]
+ 32π3R6

h (ρ+ p)
2
Ḣ. (7.54)

Usando la ecuación de continuidad ρ̇ = −3H (ρ+ p) y Ṙh = 4πR3
hH (ρ+ p) obtenemos

S̈tot = 32π3R6
hH

2 (ρ+ p)
2

[
−6 + 24πR2

h (ρ+ p) +
Ḣ

H2

]
. (7.55)

El término fuera del paréntesis es positivo, por tanto, el signo de la segunda derivada queda
definido por la expresión

−6 + 24πR2
h (ρ+ p) +

Ḣ

H2
.

Aśı, al tomar ρ + p = 2P y el caso particular k = 0, lo cual implica que Ḣ
H2 = − 3P

ρ ,
obtenemos

S̈tot ≤ 0 ⇒ P 2 + 7Pρ− 2ρ2 ≤ 0. (7.56)

Por tanto, el criterio de máximo está condicionado aún para la entroṕıa total.
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Conclusiones

La relatividad general es quizá el logro más grande de la f́ısica teórica.

Aun aśı, a pesar de los éxitos de la teoŕıa de Einstein, no hemos alcanzado a comprender
del todo la naturaleza de los fenómenos gravitacionales. No obstante, se han hecho avances.
En este sentido, la relación entre gravedad y termodinámica parece jugar un papel impor-
tante. Es bien conocido que ciertos sistemas gravitacionales se comportan como sistemas
termodinámicos. El ejemplo más claro de esto son los agujeros negros; las leyes dinámicas
que los describen muestran una estructura matemática y f́ısicamente idéntica a las leyes de
la termodinámica, lo cual indica la existencia de una relación profunda entre gravedad y
termodinámica [80].

El punto clave en esta relación es la existencia de horizontes gravitacionales que exhiben
propiedades termodinámicas. Las principales caracteŕısticas de los horizontes es que es po-
sible identificar su área como una medida de su entroṕıa y su gravedad superficial como su
temperatura.

En particular, en el caso de espaciotiempo de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker
(FLRW) que está dotado de un horizonte aparente, el v́ınculo entre gravedad y termo-
dinámica se ha estudiado con respecto a la primera ley de la termodinámica; es posible
mostrar que las ecuaciones de Friedmann pueden ser obtenidas de la primera ley (unifica-
da) de la termodinámica [17]. Esta perspectiva de la relación gravedad-termodinámica es
relativamente nueva y sigue siendo poco entendida.

En este trabajo nos propusimos avanzar en esta dirección y explorar las propiedades del
horizonte aparente FLRW desde una perspectiva termodinámica. Lo nuevo de este trabajo
es que asumiendo que el horizonte aparente es un sistema termodinámico, pudimos calcular
su ecuación fundamental y con ello estudiar sus propiedades termodinámicas, incluyendo la
segunda ley.

El objetivo principal de esta investigación radicó en encontrar la ecuación fundamental
que caracterizará el horizonte aparente FLRW.

Este objetivo se logró basándose en los conceptos provenientes de la termodinámica

106
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de agujeros negros, donde es conocido que la entroṕıa del horizonte de eventos, que es
proporcional a su área, puede ser considerada como la ecuación fundamental del sistema.
En el caso de un horizonte aparente, la entroṕıa, que también es proporcional al área, puede
ser determinada en términos del radio del horizonte. Este último, junto con su derivada
temporal, permiten relacionar las ecuaciones de Friedmann con la entroṕıa del horizonte y
finalmente expresar la entroṕıa en términos de la enerǵıa y el volumen. La relación que resulta
de esto es S(E, V ) = 3V

8E , la cual propusimos como la ecuación fundamental del horizonte
aparente FLRW. Por otro lado, mostramos que la enerǵıa de Misner-Sharp, expresada en
términos de variables termodinámicas, puede ser entendida como la ecuación fundamental
en la representación energética.

Se analizó el caso de espaciotiempo de FLRW con y sin constante cosmológica Λ. Pri-
mero, se estudió el caso con Λ = 0 y con un fluido barotrópico como fuente. Utilizando
las definiciones de entroṕıa, radio del horizonte aparente y las ecuaciones de Friedmann,
se obtuvo la ecuación fundamental en la representación entrópica. Una vez determinada la
ecuación fundamental y usando la primera ley unificada de la termodinámica [65] se cal-
culó la temperatura y la densidad de trabajo, resultando de estas una ecuación de estado
tipo enerǵıa oscura ρ + p = 0. La forma particular de esta ecuación de estado implicó que
las variables termodinámicas deben permanecen constantes a lo largo de la evolución del
sistema.

También se obtuvieron las funciones de respuesta; las capacidades caloŕıficas y las com-
presibilidades son cantidades negativas, lo cual puede explicarse en función de las inter-
acciones de largo alcance de los sistemas gravitacionales [108]. Con las expresiones de las
funciones respuesta, se comprobó que satisfacen la identidad cP

cV
= κT

κS
, de lo cual resultó un

ı́ndice adiabático γ = 2.

Dado que las principales variables termodinámicas permanecen constantes durante de
la evolución del sistema, fue posible establecer una comparación formal con un gas ideal y
determinar que, desde la perspectiva termodinámica, el horizonte aparente tiene solo dos
grados de libertad. Esto es razonable en el sentido de que este es una superficie de dos
dimensiones.

Asimismo, se investigó la segunda ley de la termodinámica. Considerando el horizonte
aparente como un sistema aislado, encontramos que śı se exige que la primera derivada con
respecto al tiempo de la entroṕıa sea positiva y la segunda derivada negativa (condición de
máximo), se imponen restricciones sobre los valores que puede tomar el factor barotrópico
ω, y, por tanto, se restringe los tipos de fluidos que son f́ısicamente aceptables. En el caso
de la segunda derivada, incluso se imponen condiciones sobre la curvatura espacial k del
modelo FLRW. Observamos que para ciertos valores de ω y k es posible que el sistema
no cumpla las condiciones (Ṡ ≥ 0 , S̈ ≤ 0), lo cual sugiere que en esos casos el sistema
no podŕıa interpretarse como un sistema termodinámico. Sin embargo, al considerar los
resultados obtenidos al estudiar la primera ley, es decir, la ecuación de estado ρ = −p, las
condiciones de entroṕıa son cumplidas, ya que en este caso se obtiene, Ṡ = 0 y S̈ = 0.

Por otro lado, es sabido que el caso de la entroṕıa de agujeros negros, la segunda ley
podŕıa no satisfacerse, pues cuando un objeto cae dentro de un agujero negro, su entroṕıa
desaparece para un observador externo. La solución para esto la dio Bekenstein [74] al
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proponer que para estos sistemas gravitacionales la segunda ley debeŕıa generalizarse de tal
manera que dStot = dSh + dSm > 0 1 Aśı, al considerar el horizonte aparente, no como un
sistema aislado, sino tomándolo en conjunto con la materia [25] [26], se calculó el cambio en
la entroṕıa total, encontrándose que la expresión para la derivada temporal de la entroṕıa
total es una cantidad definida positiva. Mostrando con esto la validez de la segunda ley
generalizada [101].

Con los resultados obtenidos concluimos que desde la perspectiva termodinámica, el
horizonte aparente FLRW sin constante cosmológica puede ser interpretado como un fluido
con una ecuación de estado barotrópica tipo enerǵıa oscura ρ = −p y un ı́ndice adiabático
γ = 2, con dos grados de libertad, y capacidades caloŕıficas y compresibilidades negativas.

Considerando un escenario con constante cosmológica, los resultados obtenidos fueron
diferentes. Primero, en analoǵıa con el caso de agujeros negros, se consideró que la constante
cosmológica puede tomarse como una presión efectiva, P = − Λ

8π . Con esto, la variable que
representaba la enerǵıa interna en el caso con Λ = 0, pasa a ser interpretada como la entalṕıa
del sistema.

Usando la primera ley unificada para calcular la temperatura y la densidad de trabajo,
resultó que para este sistema se cumple la ecuación de estado lineal ρ + p = 2P . Esta
expresión implica que las variables termodinámicas no son constantes, como el caso con
Λ = 0, sino que evolucionan en el tiempo.

Además, se calcularon las funciones de respuesta, obteniendo que las capacidades ca-
loŕıficas y las compresibilidades son negativas y que el ı́ndice adiabático es γ = 2. Por otro
lado, analizando la segunda ley, encontramos que en caso con constante cosmológica, la con-
dición Ṡ > 0 se cumple, incluso para el horizonte como un sistema aislado. Sin embargo, la
condición de máximo, impone restricciones sobre los valores que puede tomar la entalṕıa y
la constante de curvatura del sistema. Este resultado lo interpretamos diciendo que no en
todos los casos el horizonte aparente con constante cosmológica puede interpretarse como
un sistema termodinámico. En particular, para el caso plano, es decir, k = 0, se deduce
que la única posibilidad de que S̈ ≤ 0 es que P = 0, lo cual sugiere que un espaciotiempo
plano no es compatible con la constante cosmológica vista como una presión termodinámi-
ca. Esto parece una contradicción son las observaciones de nuestro universo, lo que significa
que tomar la constante cosmológica como una presión, no está plenamente justificado. Para
aclarar estos puntos es necesario seguir investigando.

Como conclusión final, podemos decir que el horizonte aparente FLRW, puede ser con-
siderado como un sistema termodinámico aislado siempre y cuando se tenga en cuenta que
la segunda ley impone restricciones sobre los valores que pueden tomar los parámetros del
sistema. No obstante, al ampliar el sistema y considerar la entroṕıa del horizonte aparente,
más la entroṕıa de la materia, la segunda ley generalizada se cumple satisfactoriamente, por
lo que la analoǵıa entre gravedad y termodinámica se puede extender al caso del horizonte
aparente FLRW.

1Esto, a su vez es el mejor argumento para entender que un agujero negro, en general un horizonte, tiene
una entroṕıa asociada, pues al caer un objeto dentro de él, la entroṕıa del universo estaŕıa desapareciendo,
lo cual no puede ser. La solución es que el agujero negro tenga una entroṕıa, la cual aumenta cuando un
objeto cae dentro él, compensando la entroṕıa del objeto que entró.
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[33] Saúl Ramos-Sánchez. Relatividad para futuros f́ısicos, volume 1. CopIt ArXives, 2018.

[34] Clifford M Will. The confrontation between general relativity and experiment. Living
reviews in relativity, 17:1–117, 2014.

[35] Sean M Carroll. Spacetime and geometry. Cambridge University Press, 2019.

[36] Herbert Lichtenegger and Bahram Mashhoon. Mach’s principle. arXiv preprint phy-
sics/0407078, 2004.

[37] Albert Einstein. Die feldgleichungen der gravitation. Sitzungsberichte der Königlich
Preußischen Akademie der Wissenschaften (Berlin), pages 844–847, 1915.

[38] Eric Poisson. A relativist’s toolkit: the mathematics of black-hole mechanics. Cam-
bridge university press, 2004.
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[85] David Kubizňák, Robert B Mann, and Mae Teo. Black hole chemistry: thermodyna-
mics with lambda. Classical and Quantum Gravity, 34(6):063001, 2017.

[86] Paul M Alsing and Peter W Milonni. Simplified derivation of the hawking–unruh
temperature for an accelerated observer in vacuum. American Journal of Physics,
72(12):1524–1529, 2004.

[87] Ted Jacobson and Renaud Parentani. Horizon entropy. Foundations of Physics,
33:323–348, 2003.

[88] Jonathan Oppenheim. A thermodynamic sector of quantum gravity. arXiv preprint
gr-qc/0112001, 2001.

[89] Emilio Elizalde and Pedro J Silva. F (r) gravity equation of state. Physical Review D,
78(6):061501, 2008.

[90] Erik Verlinde. On the origin of gravity and the laws of newton. Journal of High Energy
Physics, 2011(4):1–27, 2011.

[91] Rong-Gen Cai, Li-Ming Cao, and Ya-Peng Hu. Hawking radiation of an apparent
horizon in a frw universe. Classical and Quantum Gravity, 26(15):155018, 2009.

[92] Rong-Gen Cai and Li-Ming Cao. Thermodynamics of apparent horizon in brane world
scenario. Nuclear Physics B, 785(1-2):135–148, 2007.

[93] M Akbar and Rong-Gen Cai. Friedmann equations of frw universe in scalar–tensor
gravity, f (r) gravity and first law of thermodynamics. Physics Letters B, 635(1):7–10,
2006.



BIBLIOGRAFÍA 115
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