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Resumen

En esta tesis estudiamos la relacién entre gravedad y termodindmica en el horizonte
aparente del espaciotiempo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW).

Asumiendo que el horizonte aparente FLRW puede interpretarse como un sistema ter-
modindmico, obtenemos la ecuaciéon fundamental, la cual, segin las nociones de la termo-
dindmica estandar, contiene toda la informacién relevante del sistema. Una vez determinada,
usamos la ecuacién fundamental y la primera ley de la termodinamica unificada para calcu-
lar las ecuaciones de estado y las funciones de respuesta. El anélisis se hace para el horizonte
aparente con y sin constante cosmolégica A. En el caso sin constante cosmoldgica, la ecuacién
de estado que se obtiene implica que las variables termodindmicas permanecen constantes
durante la evolucién del sistema, mientras que en el caso con constante cosmoldgica, las
variables evolucionan. En ambos casos, tanto las capacidades calorificas como las compre-
sibilidades, son negativas, lo cual se puede explicar por el caracter de largo alcance de las
interacciones gravitacionales. Se calcula el indice adiabatico siendo el mismo para ambos
casos y de este se deduce que el horizonte aparente tiene solo dos grados de libertad.

Con la ecuacién fundamental en la representacion entrépica, se analiza la segunda ley de
la termodindmica examinando la primera y segunda derivada de la entropia con respecto al
tiempo. Encontramos que los criterios S > 0 y S < 0 no se satisfacen para todos lo valores
de los parametros del sistema, con lo cual se concluye que el horizonte aparente no siempre
se puede considerar como un sistema termodinamico. Finalmente, se analiza la segunda ley
de la termodindmica generalizada (SLG), donde se contemplan la entropia del horizonte més
la entropia de la materia, resultando que el cambio respecto al tiempo de la entropia total
es una cantidad definida positiva, con lo cual la SLG se cumple satisfactoriamente.



Estructura de la tesis

Esta tesis estd organizada de la siguiente manera. En el primer capitulo, a manera de
introduccién, se discuten brevemente algunos aspectos historicos y se da una descripcion
general sobre la relacién entre la gravedad y la termodindmica. En el capitulo 2 se presentan
los elementos basicos de la relatividad general. Presentamos los principios angulares de la
teoria de la gravitacion de Einstein: el principio de equivalencia y el principio de relatividad
general (covarianza). Posteriormente, se introduce el tensor de energia-momento y se realiza
una deduccién heuristica de las ecuaciones de campo de Einstein. Enseguida, se discuten
dos de las soluciones de las ecuaciones de campo: el espaciotiempo de Schwarzschild y de
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker(FLRW).

En el capitulo tercero se introducen las definiciones y propiedades mas relevantes sobre
los horizontes. Se desarrollan las nociones de horizonte, de eventos, de Killing y aparentes.
Se presta especial atencién a la definicién del horizonte aparente: partiendo del concepto
de congruencia de geodésicas nulas, se define la expansién de la congruencia y se describe
la ecuacion de Raychaudhuri con la que se llega a la nocién de superficies atrapadas. Se
da una clasificacién de superficies en funcién del comportamiento de la expansiéon de las
congruencias. Se presentan las definiciones de gravedad superficial asociadas a cada tipo de
horizonte y se introduce la llamada primera ley unificada, ademas de la energia de Misner-
Sharp. Por tdltimo, se presentan los horizontes cosmoldgicos: de particulas, de eventos y el
horizonte aparente del espaciotiempo FLRW.

En el capitulo cuatro se introducen los conceptos clave de la termodindmica: se presen-
tan las leyes de la termodindmica, se discute la relacion entre la ecuacion fundamental y
las ecuaciones de estado. Enseguida se da la nocién de homogeneidad y su relevancia en la
descripcién termodinamica, asi como la relaciéon de Gibbs-Duhem. En la seccién siguiente se
estudia la definicion de las funciones de respuesta. Posteriormente, se exponen las trasfor-
maciones de Legendre y los potenciales termodinamicos. Por 1ltimo, se aplican los conceptos
y se desarrolla la termodinamica del gas ideal.

En el capitulo cinco se exploran algunos trabajos que muestran diversos aspectos del
cardcter termodinamico de la gravedad, en concreto, se revisa la termodinamica de agujeros
negros, mostrando la relacién entre las leyes dindmicas que los describen y las leyes de la
termodindmica ademds de la ecuaciéon fundamental asociada a estos objetos gravitacionales.
Después, se discute brevemente el efecto Unruh y su parecido con la radiaciéon de Haw-
king. Luego, se presenta el trabajo de T. Jacobson, donde se prueba que es posible obtener



INDICE GENERAL 9

las ecuaciones de Einstein partiendo de argumentos termodindmicos del espaciotiempo. A
continuacién se presenta el trabajo de T. Padmanabhan, donde muestra que para espacio-
tiempo con simetria esférica, las ecuaciones de Einstein evaluadas en el horizonte se pueden
escribir como la primera ley de la termodinamica. Por ultimo, se desarrolla el trabajo de
R.G Cai, donde de muestra como las ecuaciones de Friedman se pueden obtener partiendo
de argumentos termodindmicos del horizonte aparente FLRW.

Los capitulos sexto y séptimo contienen la parte principal de esta trabajo. En ellos se
presentan los resultados originales que se obtuvieron en nuestra investigacion. En el capitulo
sexto se discuten la termodinamica de horizonte aparente FLRW sin constante cosmolégica.
Asumiendo que el horizonte aparente FLRW puede interpretarse como un sistema termo-
dindmico, obtenemos la ecuacién fundamental, luego, aplicando los procedimientos de la
termodindmica estéandar, se calculan las ecuaciones de estado y las funciones de respues-
ta. Estas expresiones determinan lo que llamamos termodinamica del horizonte aparente
FLRW. Por ultimo, se analiza y discute la validez de la segunda ley de la termodinamica y
la segunda ley generalizada en el horizonte aparente.

En el capitulo séptimo se analiza la termodindmica del horizonte aparente con constante
cosmologica A. Considerando que A puede tomarse como una presién efectiva, se obtiene la
ecuacién fundamental del horizonte aparente. Con esta se calculan las ecuaciones de estado
y funciones de respuesta. Se discute la validez de la segunda ley de la termodindmica y de
la segunda ley generalizada.

Finalmente, en el octavo capitulo, a manera de resumen, se presentan las conclusiones
principales a las que se llegaron en el proyecto de investigacion.

Convenciones

Aqui presentamos algunas de las convenciones que utilizaremos a lo largo de la tesis.

La signatura de la métrica se toma como (—, +,+,+).
Los indices latinos a,b,c... son indicen abstractos que denotan ecuacién tensoriales que son
validas en cualquier sistema de coordenadas.

Se consideran unidades tales que ¢ = G = h = kp = 1. No obstante, procurando la
claridad, en algunas expresiones estos son incluidos explicitamente.



Capitulo 1

Introduccion

La gravedad sigue siendo hoy en dia, quiza, la menos entendida de las cuatro fuerzas
fundamentales de la naturaleza. A pesar de lo simple que puede parecer que una manzana
caiga, las razones mas profundas detrds del fendmeno que lo causa permanecen aun sin
conocerse de todo. En el hilo del tiempo, se han ensayado diversas ideas y teorias que tratan
de explicar de los fenémenos gravitacionales. Aristételes desarrollé uno de los primeros
sistemas que pretendian dar una explicacién logica y coherente a los fendmenos que se
observan en el mundo. Para Aristételes, la naturaleza de los objetos era revelada por su
movimiento. De esta manera, con el objetivo de entender el movimiento, planteo y estudié
las nociones que lo definen: espacio, tiempo y desplazamiento. Creé un modelo geométrico del
mundo basado en esferas concéntricas alrededor de la tierra. Tal modelo le permitié definir
nociones espaciales, como arriba: alejandose del centro de la esfera que definia la tierra, y
abajo: acercdndose a dicho centro [1]. Con esto, pudo clasificar el movimiento de los cuerpos
que se mueven hacia arriba y los que se mueve hacia abajo. No obstante, Aristételes no
asocié estos movimientos con una nocién de fuerza (lo cual si hizo Newton siglos después)
sino que los explicé en funcién de lo que creia era una tendencia natural de los cuerpos a
ocupar cierto lugar en el espacio [2]. Sin embargo, aunque Aristételes describié de manera
logica el movimiento de los cuerpos, para él, muchos de los fenémenos que hoy sabemos son
causados por la gravedad, estaban desconectados. No fue hasta que Newton, en el siglo XVII,
introdujo los conceptos de espacio y tiempo absolutos y formuld sus leyes de la mecénica y de
la gravitacién universal, que se entendi6 que aquello que hace caer una manzana en la Tierra
tiene el mismo origen que aquello que hace girar los planetas alrededor del Sol: la gravedad.
Si bien, Newton, con su ley de gravitacion universal, lograba explicar el movimiento de los
planetas alrededor del Sol y de los objetos que caen en la Tierra, no fue capaz de dar razén
sobre la gravedad en si misma y se vio obligado a introducir el concepto de accién a distancia.
A pesar de esto, la formulacién de la ley de la gravitacion universal puede ser considerada
como uno de los grandes logros de la humanidad, ya que dio por primera vez un modo
sistemdatico de interpretar, explicar y estudiar los fendmenos gravitacionales. Tres siglos
después, Einstein introduce la relatividad especial y unifica los conceptos de espacio y tiempo
basado en el postulado de la constancia de la velocidad de la luz y el principio de relatividad

10
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especial, que establece que las leyes de la fisica deben ser iguales para todos los observadores
inerciales. Minkowski, interpreta esta unificacién de manera geométrica, introduciendo la
nocién de espaciotiempo: un espacio geométrico, plano, de cuatro dimensiones, descrito
por una métrica pseudoeuclideana. El principio de relatividad especial, no es satisfactorio
del todo, pues como Einstein crefa, las leyes de la fisica deben ser las mismas para todos
los observadores y no solo para los inerciales. Esto lo lleva a buscar una generalizacién
del principio de relatividad para incluir sistemas no inerciales. Al extender el principio de
relatividad, Einstein, descubrié uno de los principios més profundos de la fisica tedrica: el
principio de equivalencia. Asi, la generalizacion del principio de relatividad especial, lo llevo
simultdaneamente a una teoria de la gravitacion. Einstein encontré que una manera de pasar
de sistemas inerciales a no inerciales es cambiando la geometria del espaciotiempo; pasando
de una métrica plana a una con curvatura. Con esto, relaciona los efectos no inerciales
con la curvatura del espaciotiempo y en un momento de auténtica genialidad se da cuenta
de que, localmente, un observador en un sistema acelerado es equivalente a un observador
en un sistema inercial con un campo gravitacional. Mas tarde comprende que, de hecho, la
métrica que describe la geometria del espaciotiempo puede usarse para representar un campo
gravitacional. Esto lo conduce a formular su teoria de la gravedad: considerando que ni el
espacio ni el tiempo son absolutos, sino que el espaciotiempo es descrito por una variedad
diferencial y dindmica de cuatro dimensiones, la relatividad general (RG) establece que la
geometria del espaciotiempo describe el campo gravitacional. Asi, la gravedad no es mas
una fuerza, sino una medida de la curvatura del espaciotiempo, la cual, a su vez, es creada
por el contenido de materia sobre él. De este modo, las ecuaciones del campo gravitacional
relacionan la curvatura del espaciotiempo con el contenido de materia del mismo.

Con la relatividad general, Einstein da una nueva manera de entender la gravedad. Su
teoria no solo puede dar razén de hechos que no se podian entender desde el punto de vista
Newtoniano, por ejemplo, el perihelio de Mercurio, sino que, ademas, predice la existencia de
otras propiedades intrinsecas de la gravedad que la teoria de Newton no permitia ver, como
la conexién indisoluble que tiene esta con el propio espaciotiempo, (pues se describe con el
mismo objeto matemético que determina la geometria del espaciotiempo) o la deflexién de
la luz por un campo gravitacional, lo cual confirmé Eddington el 29 de mayo 1919 [3]. Asi,
la teoria de la relatividad general no solo es una mejor teoria de la gravedad en el sentido de
que explica una mayor cantidad de fenémenos, sino que, también, y quizd mas importante,
revela aspectos que permanecian ocultos hasta entonces y que han permitido entender con
més profundidad la naturaleza de la gravedad. La relatividad general predice la existencia
de los llamados agujeros negros y de su caracteristica mas desconcertante, el horizonte de
eventos. Los agujeros negros son regiones del espaciotiempo cuyo campo gravitacional es
tan intenso que ni la luz puede escapar. El estudio de los agujeros negros en los anos 1970
llevé a descubrir una analogia entre la gravedad y la termodindmica. Primero, Bekenstein
[4] propone que estos sistemas se pueden entender como sistemas termodindmicos caracteri-
zados por una entropia que es proporcional a su drea. Después Hawking [5] descubre que, de
hecho, estos sistemas pueden emitir radiaciéon a una temperatura proporcional a su grave-
dad superficial. Esto lleva a la idea de que los agujeros negros pueden ser entendidos como
auténticos sistemas termodinamicos que estan caracterizados por cuatro leyes dinamicas que
son idénticas a las leyes de la termodinamica.
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Después de preguntarse si esta relacién con la termodindmica es exclusiva de los agujeros
negros, Hawking muestra que estos resultados se pueden extender a otros espaciostiempo.
En 1973, junto con Gibbons muestran [6] que un universo de de Sitter tiene un horizonte
que también puede ser caracterizado con propiedades termodindmicas andlogas a las de agu-
jeros negros. Este resultado impulsa la naciente idea de que la descripcion termodinamica
es relevante en la gravitacién. Asi, paso de creerse que esta conexién era una coincidencia
matematica a pensarse que podria tratarse de otra de las propiedades intrinsecas de la gra-
vedad. Los horizontes han revelado el cardcter termodindmico del campo gravitacional, pues
tienen definida una entropia y una temperatura. Esta es una cualidad sorprendente, pues
de alguna manera, que no terminamos de entender, esto sugiere que el espaciotiempo tiene
propiedades termodindmicas. Una evidencia més de esto, la mostré Unruh [7], al descubrir
que un observador acelerado de Rindler, detecta particulas con un espectro térmico, donde
un observador inercial detecta vacio. Dicho espectro térmico, corresponde al de un cuerpo
negro que radia con una temperatura proporcional a la aceleracion del observador. Este
efecto es equivalente a la radiacién de Hawking que emite un agujero negro.

Extendiendo estas ideas, Jacobson [8] muestra que las ecuaciones de Einstein se pueden
obtener partiendo de la relacién de Clausius T'dS, lo cual sugiere que las ecuaciones de campo
pueden ser entendidas como una ecuaciéon de estado. Para llegar a este resultado, Jacobson,
toma la relacién entropia-drea y la temperatura de Unruh para horizontes de Rindler defi-
nidos en cada punto del espaciotiempo. Otro de los aspectos donde aparece relacion entre la
termodinamica con las ecuaciones de campo lo mostré Padmanabhan. En el caso de espacios-
tiempo estaticos con simetria esférica, al evaluar las ecuaciones de Einstein en el horizonte,
es posible interpretarlas como la identidad termodindmica TdS = dE + PdV [9] [10]. Esta
relacién se puede extender a horizontes estaticos esféricamente simétricos en la gravedad
de Lanczos-Lovelock [11]. Una gran cantidad de trabajos de Padmanabhan exponen otros
aspectos de la relacién gravedad-termodindmica, por ejemplo, [12] [13] [14] [15] [16]. Para
una resena ver [9]. En esa misma direccién, en 2005, R. G. Cai y S.P. Kim [17] encuentran
una relacion entre las ecuaciones de Friedmann y la primera ley de la termodindmica, no
solo para relatividad general, sino en distintas teorias de la gravedad como Gauss-Bonnet
y Lovelock. Asumiendo que S = % yT = T}rr se cumplen para el horizonte aparente del
espaciotiempo FLRW y usando la primera ley unificada y la relacién de Clausius obtienen
las ecuaciones de Friedmann. De la misma manera, en [18], se estudia el comportamiento
termodinamico de las ecuaciones de Friedmann y demuestran que estas pueden ser escritas
en la forma exacta de la primera ley de la termodindmica. Es decir, la analogia entre las
ecuaciones de Friedmann y la primera ley es valida en ambas direcciones.

Al existir tal relacién entre las ecuaciones de Friedmann y la primera ley de la termo-
dindmica, es posible incorporar nuevas posibilidades en la cosmologia que tienen su origen
en argumentos termodindmicos: tomando relaciones entropia-drea modificadas es posible
obtener ecuaciones de Friedmann modificadas. Un ejemplo de esto se estudia en [19] don-
de se considera la llamada entropia de Borrow, que es una modificaciéon de la entropia de
Bekenstein-Hawking que incorpora efectos cudnticos. A partir de esta, es posible obtener
unas ecuaciones de Friedmann que contienen términos nuevos, los cuales permiten formu-
lar interpretaciones alternativas para estudiar la energia oscura. Otra manera de utilizar
la relacién termodindmica-gravedad en modelos cosmoldgicos se muestra en el trabajo [20].
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Donde se considera que el universo es un sistema termodinamico, lo cual, entre otras cosas,
le permite al autor estudiar un proceso de enfriamiento, para el que obtienen un coeficiente
de Joule-Thomson positivo, lo cual significa que el sistema se esta enfriando. Su resultado
tiene sentido, puesto que el universo se estd expandiendo. Ademds, muestra como el uni-
verso puede ser considerado como una maquina térmica para la cual se puede calcular su
eficiencia. Este trabajo es interesante porque sugiere que es posible aplicar conceptos de la
termodindmica estdndar al universo FLRW y sobre horizonte aparente del que estd dota-
do, y obtener resultados consistentes. Otros trabajos sobre la termodindmica en modelos
FLRW pueden consultarse en [21] [22] [23] [24] [25] [26] [27] y en las referencias ahi citadas.
Por otro lado, desde la perspectiva de termodindmica, todo sistema estd descrito por una
ecuacién fundamental; una relacién entre las variables extensivas relevantes del sistema que
contienen toda la informacién del sistema y que permite hacer una descripciéon completa
de él [28]. Por tanto, si los horizontes se comportan como sistema termodindmico, deberfa
existir una ecuacién fundamental que los describa completamente. En el caso de los agujeros
negros, la ecuacién fundamental es conocida [29]. Ahora bien, dado que la relacién gravedad-
termodindmica también estd presente en el espaciotiempo FLRW, mediante la existencia del
horizonte aparente, consideramos que también es posible definir una ecuacién fundamental
para este sistema. Este es precisamente el objetivo que nos planteamos y que se discute en
esta tesis; encontrar la ecuacién fundamental que caracterice al horizonte aparente FLRW
como sistema termodinamico. Una vez conocida la ecuacién fundamental, serd posible apli-
car el formalismo de la termodindmica para estudiar la segunda ley de la termodinamica, y
las propiedades termodinamicas del sistema, tales como ecuaciones de estado y funciones de
respuesta, las cuales podrian ser importantes para comprender con més detalle la relacién
entre termodindmica y gravedad en escenarios cosmoldgicos.



Capitulo 2

Gravitacion

La relatividad general es quizé el logro més grande de la fisica tedrica. Al considerar que
el espaciotiempo es descrito por una variedad diferenciable de cuatro dimensiones, Einstein
vio la similitud entre la fisica en presencia de un campo gravitacional y los espacios con
curvatura; identificé las trayectorias de particulas en cada libre, es decir, las que se mueven
solo en presencia de un campo gravitacional, con las geodésicas de un espaciotiempo con
curvatura [30]. De esta manera, la relatividad general da una descripcién simple y elegante
de la gravedad en funcién de la geometria dinamica del espaciotiempo: la geometria del
espaciotiempo le indica a la materia como moverse, y, a su vez, el contenido de materia le
indica al espaciotiempo como curvarse.

En este capitulo daremos un resumen de algunos de los conceptos més importantes de esta
teoria.

2.1. Relatividad General

La relatividad especial esta fundada en dos postulados

Principio de Relatividad Especial
Todos los sistemas de referencia inerciales son equivalentes (covarianza de Lorentz). Las
leyes de la fisica son covariantes con respecto a las trasformaciones entre marcos de
referencia inerciales.

Principio de la constancia de la velocidad de la luz
La velocidad de la luz es constante en todos los sistemas de referencia inerciales.

De esto se sigue que la teoria de la relatividad especial solo es valida para una clase espe-
cial de observadores; aquellos que se mueven unos respecto de otros con velocidad constan-
te. Einstein no estaba conforme con esto; su intuiciéon, mas bien le decia que ”"The laws of
physics must be of such a nature that they apply to systems of reference in any

14
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kind of motion”[31]. Bajo esta conviccién trabajé en generalizar el principio de relatividad.
Por otro lado, dado que la relatividad especial no contemplaba los fenémenos gravitaciones,
Einstein se planteaba como modificar la teoria de Newton para incorporarla al marco re-
lativista. Las cosas resultaron mucho mejor de lo que pudo haber imaginado, pues ambos
problemas resultaron tener la misma solucién. Al extender el principio de relatividad para
incluir toda clase de sistemas de referencia, Einstein dio con el que es, quiza, el descubri-
miento mas fantdstico que un humano ha hecho jamaés; localmente, las leyes de la fisica
en un sistema de referencia con aceleraciéon uniforme son equivalentes a las le-
yes de la fisica en un sistema de referencia inercial con un campo gravitacional
estdtico y uniforme [32]. Este principio lo llevé a formular su teoria de la gravedad.

En los parrafos anteriores estdn condensadas las ideas de los dos principios angulares sobre
los que estd fundamentada la teoria de la Relatividad General: el principio de covarianza y
el principio de equivalencia.

Principio de covarianza

La relatividad general no solo es una teoria de la gravedad, sino que también da un
criterio sobre cémo debe construirse una teoria fisica. Mediante el principio de covarianza se
entiende que una teoria no se debe limitarse a las conclusiones a las que un observador llega
mediante la experimentacién y la observacién en un marco de referencia particular, sino que
la teoria debe permitir concluir lo mismo a un observador que se encuentra en un marco de
referencia distinto. Lo anterior implica que una teoria debe incorporar una estructura tal
que en esta se manifieste explicitamente, que las inicas magnitudes que deben tener sentido
fisico son aquellas que permanecen invariantes ante una transformaciéon de un sistema de
referencia a otro. Este es el contenido esencial del principio de relatividad general o principio
de covarianza, el cual podemos enunciar como sigue

Principio de Relatividad General
Todos los sistemas de referencia son equivalentes (covarianza general). Las leyes de la
fisica son idénticas(covariantes) para todos los observadores, independientemente del
sistema de referencia desde el que las describan.

La estructura requerida por el principio de covarianza es incorporada en la fisica al expresar
las leyes en términos de tensores. Estos son adecuados para expresar las leyes fisicas porque
son objetos geométricos intrinsecos en una variedad. Los tensores pueden ser representados
por sus componentes; nimeros especificos asociados a ellos mediante la eleccién de un sis-
tema de coordenadas particular, pero con leyes de trasformacion generales, que permiten
pasar de un sistema coordenado a otro. Asi, la utilidad de los tensores radica justamente en
que una ecuacién expresada en forma tensorial, de manera natural, cumplira con el principio
de covarianza, puesto que su expresiéon matematica serd valida para cualquier sistema de
referencia. Se emplea el término covarianza (y no invarianza) porque los componentes de los
tensores no son invariantes bajo trasformaciones de coordenadas, pero sus reglas de transfor-
macién son tales que, las ecuaciones escritas en términos tensoriales, que son validas en un
sistema coordenado, se mantienen vélidas en cualquier otro sistema, siempre y cuando estén
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relacionados mediante un difeomorfismo[33]. Es decir, que las leyes pueden parecer diferentes
para distintos observadores, i.e., en distintos marcos de referencia, pero es posible encontrar
expresiones que sean independientes del sistema de referencia. Esto es, en ltima instancia,
lo que permite que distintos observadores puedan interpretar y comparar sus mediciones.
De esta manera, lo que el principio de covarianza general significa, es que sin importar el
tipo de observadores: inerciales, rotantes, acelerados, etc., si sus sistemas de referencia estan
relacionados mediante un difeomorfismo, las ecuaciones en notacién covariante (tensorial)
son vélidas para todos los observadores. En esencia, lo que este principio establece, es que
el universo no estd dotado naturalmente con una estructura que podamos identificar como
un sistema de coordenadas. Es decir, que los sistemas coordenados son construcciones ma-
tematicas que usamos los humanos para describir las leyes de la fisica, pero no existen por
si mismos en la naturaleza [33]. Por tanto, las leyes de la fisica deben ser independientes de
los sistemas de coordenadas. Esto es precisamente lo que Einstein buscaba al generalizar el
principio de la relatividad especial: que las leyes de la fisica que se formulan en un sistema
de referencia acelerado deben ser las mismas que se formulan en un sistema de referencia
inercial. De esta manera, el principio de relatividad general encuentra su expresién formal
en el principio de covarianza. Mas atin, al generalizar el principio de relatividad especial,
Einstein encontré algo mucho més grande.

Principio de equivalencia

En relatividad general, las particulas puntuales en caida libre, siguen trayectorias tipo
tiempo que son geodésicas de la métrica y cuya ecuacién de movimiento resulta ser indepen-
diente de su masa. Estas trayectorias estdn determinadas por la ecuacion de las geodésicas,
que en coordenadas arbitrarias podemos expresar como

Pt e et
ds? % ds ds

—0, (2.1)

donde I'®,, son los sfmbolos de Christoffel y s es un pardmetro affn. Las soluciones de esta
ecuacion definen una clase especial de trayectorias a través del espaciotiempo conocidas
como trayectorias inerciales; toda particula en caida libre se mueve siguiendo estas curvas.
Esto significa, que todas las particulas de prueba en un campo gravitacional se mueven con
la misma aceleracién independientemente de su masa. La gran consecuencia que se deriva
de aqui es la equivalencia de la masa gravitacional m, y la masa inercial m; !

mg

=1. (2.2)

m;

Con esto en mente, podemos enunciar el principio de equivalencia débil de la siguiente
manera

IDe hecho, esta es la manera de probar experimentalmente la validez del principio de equivalencia débil.
Los limites experimentales actuales que comprueban dicha equivalencia son del orden de 10~13 [34].
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Principio de equivalencia débil
En una regién suficientemente pequena del espaciotiempo, el movimiento de particulas en
caida libre, es el mismo en un campo gravitacional y en un marco de referencia con
aceleracion uniforme.

Dado que, en esencia, la gravedad es de naturaleza geométrica, para poder describirla es
necesario generalizar la nocién de espaciotiempo plano (N,7n) de la relatividad especial.
En relatividad general, el espaciotiempo es descrito como una variedad diferencial pseudo-
Riemanniana (M, g) 2. A grandes rasgos se puede definir una variedad n-dimensional M
como un espacio que localmente tiene el aspecto de R™. Esto significa que en cada punto p de
la variedad se puede definir un espacio tangente T,,(M?™) que es isomorfo a R™. Las métricas
Riemannianas y Lorentzianas tiene la propiedad especial de que cada espacio tangente esta
dotado con un producto interno g. De hecho, en la Relatividad General, la variable dindmica
fundamental es el tensor métrico g.p, €l cual permite definir la distancia entre dos eventos
del espaciotiempo

ds® = gapda®da®, (2.3)

ademds de otras propiedades métricas como el &ngulo entre dos curvas, drea de una superficie
y volumen. Lo que la hace que una variedad sea ideal en este escenario, es que mediante
el tensor de Riemann es posible definir una nocién invariante de curvatura. El tensor de
Riemann estd dado por

R%.q = 01'%q — 0al'%e + %l — T%: %, (2.4)

donde los coeficientes de Christoffel I' , estdn dados en funcién de los componentes de
métrica g, que describe el espaciotiempo

1
I = 596(1(&19«11) + Obgad — Odgav)- (2.5)

La propiedad més importante de una variedad es que, localmente, se puede considerar como
un espacio plano. Esto tiene consecuencias fisicas importantes. Si recordamos que la relati-
vidad especial esta formulada en un espacio plano y en ausencia de campos gravitacionales,
las consideraciones anteriores conducen al

Principio de equivalencia de Einstein: PEE
En regiones lo suficientemente pequenias del espaciotiempo, las leyes de la fisica se reducen
a las de la relatividad especial. Es imposible detectar la existencia de campos
gravitacionales mediante experimentos locales. [35]

Considerando que uno de los resultados fundamentales de la relatividad especial es la
equivalencia entre masa y energia, el PEE extiende el principio de equivalencia para formas

2A diferencia de una variedad Riemanniana, en una Lorentziana, la métrica no es definida positiva;
puede ser negativa, nula o positiva, lo que define las trayectorias, tipo tiempo (ds? < 0), nulas (ds? = 0)
y tipo espacio (ds? > 0). Asimismo, permite clasificar a los vectores en tipo tiempo, nulos y tipo espacio,
respectivamente.
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mas generales de energia. En resumen, el PED dice que la gravedad se acopla solo a la
masa, mientras que el PEE asegura que el campo gravitacional se acopla a otras formas
de energia, como la electromagnética. Esta nocién se puede extender ain méas para incluir
efectos gravitacionales, en tal caso se habla del principio de equivalencia fuerte (PEF) que
dice que el campo gravitacional se acopla a s{ mismo (de ah{ el cardcter no lineal de la
teorfa). Para una discusién profunda ver [35] [32].

El PEE es sumamente importante, pues implica que al considerar regiones lo suficien-
temente pequenas en sistemas de referencia en caida libre, la formulacién de las leyes de
la fisica estd dada por las reglas de la relatividad especial. De esto se sigue que los marcos
inerciales de la relatividad especial pueden ser identificados con marcos en caida libre en
relatividad general. En tales marcos de referencia, la gravedad no esta presente, y, por tanto,
no se necesita modificar la forma de las leyes de la fisica para tener en cuenta los efectos gra-
vitacionales. Desde la perspectiva matematica, esto significa que existe una transformacion
de coordenadas para la cual los simbolos de Christoffel se anulan, lo cual elimina el campo
gravitacional haciendo que localmente el espaciotiempo sea plano. En un espaciotiempo ge-
neral (M, g) siempre es posible encontrar un sistema de coordenadas locales (coordenadas
de Riemann) tales que los simbolos de Christoffel se anulen en tal punto. También es posible
encontrar coordenadas locales (coordenadas de Fermi) tal que los simbolos de Christoffel
se anulan a lo largo de una geodésica. Esto se debe a que en vecindades lo suficientemente
pequenas de una geodésica, las aceleraciones relativas de objetos en caida libre se anulan (en
[32] se da el procedimiento para obtener dichas coordenadas). Por otro lado, esto implica
que la forma covariante de las leyes serd idéntica a las de la relatividad especial, lo iinico que
debe cambiar para tomar en cuenta la presencia de campos gravitacionales es que el espacio
plano de Minkowski vélido solo para la descripcién de sistemas inerciales, debe reemplazar-
se por un espaciotiempo mds general (M, g) que esté descrito por la métrica g, es decir,
n — g. Esto tltimo sugiere que la gravedad es de naturaleza puramente geométrica, pues,
para incluirla en la formulacién de las leyes fisicas solo basta con pasar del espaciotiempo de
Minkowski (N, 7) a otro espaciotiempo mas general (M, g). Asi, al hacer un cambio en la
geometria introducimos gravedad. A su vez, esto implica que la métrica, en ultima instancia,
determina los efectos de la gravedad. No obstante, en una variedad general, no es posible
encontrar un sistema de coordenadas en el cual todos los simbolos de Christoffel sean nulos.
En tales casos, los efectos gravitacionales no se pueden identificar con los efectos inerciales
y es ahi donde la gravedad muestra su cardcter absoluto [32]. Las inhomogeneidades del
campo gravitacional dan lugar a las llamadas fuerzas de marea y estas son consideradas co-
mo la manifestacién fundamental de la gravedad [30]. Matemdticamente, al tener un tensor
de curvatura diferente de cero, los efectos gravedad se presentan mediante la aceleracion
relativa de particulas de prueba 3. Desde el punto de vista de la teorfa de Newton, dicha
aceleracion se atribuye a una fuerza que actia entre las particulas y que las obliga a cambiar
su estado de movimiento. Sin embargo, en relatividad general, se considera que la acelera-
cion de las particulas es causada por la curvatura del espaciotiempo y no por una fuerza que
actua entre ellas. Es decir, lo que cldsicamente se considera como una fuerza gravitacional,
en el contexto de relatividad general, es un efecto debido a la curvatura del espaciotiempo.
En resumen, uniendo todos los puntos anteriores, Einstein descubrié que el espaciotiempo

3Tal efecto es descrito por la ecuacién de desviacién geodésica.
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puede modelarse como una variedad que localmente es plana (donde las reglas de la rela-
tividad especial son vélidas) pero globalmente puede tener curvatura, y, que, la gravedad
deberia ser entendida como el efecto debido a la curvatura del espaciotiempo, es decir, que
la gravedad es geometria.

Tensor de Energia-Momento

Si bien, hemos dicho que el tensor de Riemann da una medida de la curvatura del
espaciotiempo, hasta el momento no hemos averiguado nada acerca de qué causa que el
espaciotiempo se curve. Para poder responder esta pregunta recordemos que en la teoria
cldsica de Newton, la masa es la fuente del campo gravitacional 4. De esto se sigue que, si la
masa es la fuente del campo, entonces también debe ser la causa de que el espaciotiempo se
curve. No obstante, Einstein se dio cuenta de que no solo la masa podia causar curvatura,
sino que también la energia. Por tanto, como la materia no es suficiente para describir la
fuente de curvatura, es necesario considerar el tensor de energia-momento, el cual generaliza
la nocién de fuente del campo gravitacional.

El tensor de energia-momento Ty, es un tensor simétrico, es decir, T, = Tp, que en forma
matricial estd dado por

Too Tor Toz Tos
Tyo Tn Tia Tis
To Tor T2 T3
Ts0 Ts1 T32 T3

Tap = (26)

El término Ty se corresponde con la densidad de energia, los términos {7119, 750, T30},
se interpretan usualmente como la densidad de momento, {712,743, 23} representan las
contribuciones de esfuerzo cortante, es decir, términos disipativos y finalmente {711, T52, T33}
definen la presién. Por otro lado, puesto que la energia y el momento deben conservarse, Ty
debe satisfacer

VT =0. (2.7)

Ecuaciones de campo de Einstein

El principio de Mach [36] expresa la idea de que la inercia de un objeto es el resultado
de la interaccion de dicho objeto con el resto del universo. Einstein conocia este principio
y probablemente, influido por este, pensé que la curvatura del espaciotiempo deberia estar
relacionada localmente con la presencia o ausencia de materia. La descripcién de la materia
queda determinada por el tensor de energia-momento 7T, y la curvatura del espaciotiempo,
mediante el tensor de Riemann R% ;. Asi, en principio, con esto deberfa ser posible describir
como la materia curva el espaciotiempo. Por tanto, el punto era encontrar una manera
matematicamente consistente de relacionar el tensor de curvatura con el tensor de energia-
momento.

Desde el punto de vista Newtoniano, la gravedad es descrita por dos ecuaciones. La primera

4esto se ve claramente en la ecuacién de Poisson, V2¢ = 4mp, donde p es la densidad de masa que actta
como fuente del campo ¢
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describe la trayectoria de una particula en el espacio. Si una particula estd moviendo en
presencia de un campo gravitacional representado mediante el potencial ¢, la segunda ley
de Newton esta dada por

F=ma=-mVe. (2.8)
Esta la podemos escribir como
T2 vy (2.9
a2 ' '

Podemos notar que 2.9 es analoga a la ecuacion de desviacién geodésica

D27]a
D2

= R uu‘n®. (2.10)

Comparando las ecuaciones (2.9) y (2.10), obtenemos una pista sobre como describir el com-
portamiento de la materia en respuesta a un campo gravitacional. Ahora, consideremos la
ecuacion de Poisson que describe como la masa actiia como fuente de un campo gravitacional

V3¢ = 4d7p. (2.11)

Observamos que, por un lado, la fuente del campo estd dada por la densidad de materia p. Sin
embargo, desde la perspectiva relativista, dada la equivalencia entre materia y energia, no
solo la materia seria fuente del campo, sino también la energia. Por tanto, para representar
correctamente la fuente del campo se debe usar el tensor de energia-momento. Por otro lado,
la métrica contiene toda la informacién geométrica del espacio y puesto que la gravedad esta
relacionada con la curvatura del espaciotiempo, es natural pensar que esta toma el papel del
potencial gravitacional, por tanto, para obtener una expresién andloga a la ecuacién (2.11)
necesitamos una expresién que considere segundas derivadas de la métrica. Los coeficientes
de Christoffel I'°,, = % Y00 gap+0ygad—Oagap) solo tienen primeras derivadas de la métrica,
sin embargo, el tensor de Riemann al estar definido mediante derivadas de los simbolos de
Christoffel contienen segundas derivadas R% ., = 0.I'%,; — 0al'%. + ' g% — I'% 1%,
La ecuacién de Poisson relaciona la traza de V,Vy¢ con la densidad de masa p, asi, una
expresion mas parecida a esta envolveria términos relacionados con la traza del tensor de
Riemann la cual define el tensor de Ricci Rgp. Asi, como una primera aproximacién podemos
escribir

Rab 0.8 Tab~ (212)

No obstante, dado que el tensor de energia-momento debe satisfacer la restriccién V, T = 0,
el lado izquierdo de la ecuacion también debe satisfacer una expresién andloga, sin embargo,
V,R® % 0. De hecho, se puede mostrar que V,R® = 2%’ R. Esto nos da una pista de cual
deberia ser la expresion correcta que debe ir del lado izquierdo de la ecuacién. Definimos el
tensor de Einstein como

1
Gab = Rab — ggabR. (2.13)
el cual satisface VG = 0. De esta manera llegamos a las ecuaciones de campo de Einstein,

Gab = K:Tab; (214)
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donde k es una constante que se determina en el limite de campo débil, comparando con las
ecuaciones Newtonianas y que resulta estar dada por k = 8:4G. En unidades naturales las
ecuaciones son [37]

1
Rab — igabR = 87TTab. (2.15)

Estas ecuaciones describen la dindamica del espaciotiempo, y, por tanto, el campo gravita-
cional.

Las ecuaciones de campo predicen que el universo es dindamico. Sin embargo, en la época
de Einstein, se creia que el universo deberia ser estatico, asi, guiado por esta premisa, Eins-
tein introdujo la llamada constate cosmoldgica que daba la posibilidad de obtener modelos
estaticos. Tiempo después, Hubble descubrié que el universo de hecho se expandia. Einstein
deseché la constante de sus ecuaciones, llaméandola el peor error de su vida. En la época
actual, las observaciones cosmolégicas sugieren la existencia de una clase de energia de vacio
que causa que el universo se expanda aceleradamente. Esto se puede modelar introduciendo
de nuevo la constante cosmoldgica. Si se define la densidad de energia de vacio como p = %
y se incluye este término, las ecuaciones de campo se leen

Ray — %gabR + gabA = 8T p. (216)
El procedimiento que se ha mostrado aqui, es un esbozo, sobre como Einstein pudo de-
terminar la relaciéon entre la curvatura del espaciotiempo y la energia que causaba dicha
curvatura. Por tal razén, debe considerarse como un postulado, mas que una derivacién de
primeros principios. Sin embargo, existe una manera rigurosa de calcular las ecuaciones de
campo a partir de métodos variacionales.

Principio de accién en Relatividad General

Las ecuaciones de Einstein se pueden obtenerse del principio de minima accién, al variar
la accién
S =85+ Sm, (2.17)

donde Sy es la accién del campo gravitacional y S, la accién que corresponde a los campos
de materia. La accién del campo gravitacional estd dado por [38]

1
Sy = 1o | RaV: (2.18)

donde dV = /=g d*z es el elemento invariante de volumen. Al variar (2.18) se obtiene

1 69, 1 1
\/7—7959‘” = 6 (Rab - 2Rgab> . (2.19)

Por otro lado, la acciéon de la materia la podemos escribir como

Sy = / Zdv, (2.20)
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de tal manera que el tensor de energia momento queda definido por la expresién

2 0Sm

Ty = ———2m. 2.21
vV —9g 0Gab ( )
Al variar la accién total, S = S, + S, obtenemos
1 45 1 468, 1 0Sn
— + =0 2.22
/_g 6gab /_g 5gab /_g 6gab ( )
1 1 1
- ab — =Rgap ) — =Tap =0, 2.2
T6m (Rb QRQ b) 5 Lab 0 (2.23)
de donde se siguen las ecuaciones de campo
1
Ry — §Rg“b = 81 Tyyp. (2.24)

2.2. Agujeros negros

Esta seccién estd basada siguiendo las discusiones que se presentan en [39].

Las ecuaciones de Einstein forman un sistema de diez ecuaciones diferenciales parciales
no lineales acopladas de segundo orden, lo que hace extremadamente dificil su resolucion
analitica. La suma de dos soluciones no es una nueva solucién. Esto se debe a que la curvatura
del espaciotiempo no solo se acopla a la materia y a la energia, sino también, a si misma,
lo que implica que la propia curvatura genera curvatura. De ahi el caracter no lineal de las
ecuaciones. Aunque el propio Einstein pensaba que sus ecuaciones no se podrian solucionar,
poco tiempo después de que publicara su teoria, tuvo noticia de la primera solucién analitica:
la métrica de Schwarzschild. Con el paso del tiempo fueron apareciendo nuevas soluciones
[40], no obstante, la mayoria de soluciones analiticas conocidas son casos con mucha simetria.
La métrica de Schwarzschild es una solucion estatica con simetria esférica de las ecuaciones
de Einstein en vacio y es un buen modelo para describir el campo gravitacional causado
por objetos esféricos, como estrellas, planetas y agujeros negros. Para entender la solucién
de Schwarzschild, primero, es necesario introducir algunas definiciones. Un espaciotiempo

se dice que es estacionario si admite un vector de Killing £% tipo tiempo i.e g,,&%€® = —1.
. . a
En tal caso, existe un sistema de coordenadas donde £* = (&), y, por tanto, 2%t = (.

Un espaciotiempo es estatico si es estacionario, es decir, si tiene un vector de Killing tipo
. a __ [ O\® ) .
tiempo £ = (5) , que ademads satisface

e Veég = 0. (2.25)

La condicion de estaticidad del vector de Killing, significa que este es ortogonal a hipersu-
perficies espaciales de t = cte. Un espaciotiempo estatico no evoluciona, de lo cual se sigue
que existe un sistema de coordenadas donde la métrica no depende del tiempo. A su vez,
geométricamente esta condicién se traduce en que ds? debe ser invariante ante inversiones
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temporales t — ' = —t, lo que su vez implica que gy; = 0. La métrica de un espaciotiempo
estdtico toma la forma

ds? = gy (2, 22, 2%)dt* + gi;(x', 22, 2%)da' da? . (2.26)

donde 1, j, k pueden tomar valores 1,2, 3.

Por otro lado, para un espaciotiempo estacionario pero no estatico gy # 0. Por ejemplo,
el espaciotiempo de Kerr, el cual representa un agujero negro rotante, la trasformacion
t — t' = —t cambia el sentido de la rotacién.

Un espaciotiempo es esféricamente simétrico, si admite tres vectores de Killing tipo
espacio, linealmente independientes, que satisfacen el dlgebra de SO(3)

€, &5] = €, (2.27)

donde €;;1;, es el simbolo totalmente antisimétrico con €193 = 1.
En coordenadas esféricas, la métrica de un espaciotiempo con estas caracteristicas se puede
escribir como

ds® = gu(t,r)dt* + 2g4, (t, r)dtdr + gpp (t,7)dr? + b°(t,r) [d6* + sen®0dp?] . (2.28)

De las expresiones (2.26) y (2.28), se sigue que la forma de la métrica de un espaciotiempo
estdtico con simetria esférica debe tener la forma [41]

ds* = —B(r)dt* + A(r)dr* 4+ r* [d6® + sen®0do?] . (2.29)

Las funciones B(r) y A(r) son desconocidas, por tanto, la idea es introducir este Anzats en
las ecuaciones de Einstein en vacio (puesto que la solucién de Schwarzschild estd dada en
ausencia de materia) para poder determinarlas. Utilizando I'¢, = % °U0agab+ObGad —Odap)
obtenemos los simbolos de Christoffel no triviales:

1 dB
rt, =rt —_—_"— 2.
rt tr 2B dT ’ ( 30)
1 dB 1 dA r rsen6
rr, = —— | R ——— Iy = —— rr,,=— 2.31
"T2A dr” T 2A dr A 144 A (231)
1 .
ré, =rf, = - Few, = —sinfcosb, (2.32)
1
F”ew = F”’we = cotb, Y, =1%,= - (2.33)
Con estos, calculamos los elementos del tensor de Ricci:
B" B (A B 1B
Ry=-——+— (242 )22 2.34
& 2A+4A(A+B) r A (2:34)
B" B (A B 1A
R”_2B_43<A+B) A (2.35)
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r (B A 1
Roo = =1+ 57 (B_A> I (2:36)
2 ! l 2
_ o, rsenf (B A sen-0
R,, = —sen®f + oA (B 1 VIR (2.37)

donde las cantidades primadas representan derivadas con respecto a r. Por otro lado, las
ecuaciones de Einstein en vacio estdn dadas por

1
Rab — §Rg“b =0. (2.38)

Si contraemos (2.38) con la métrica g?° las ecuaciones de campo se reducen a °

Ry, = 0. (2.39)

Usando las componentes del tensor de Ricci podemos comprobar que

Ri Rn 1 (B A
_ R — = 4
Bt A4 A (B a)=0 (240)

por tanto tenemos la ecuacién diferencial A’B— B’A = (AB)" = 0 de donde AB = cte. Para
determinar la constante, podemos pedir que cuando r tiende a infinito la métrica (2.29)
tienda a la métrica de Minkowski, as{ lim, o, B(r) = lim,_, . A(r) = 1. Por tanto, A = %.
Con este resultado podemos escribir

Rgp=—-1+rB'+ B= -1+ (rB), (2.41)
B" B’ Ry,
= — + — = . 2.42
R 2B + rB 2rB ( )
Con esto Ry, = 0 se reduce a
t
Rgg:O:>B:1+CT€. (2.43)

En el limite Newtoniano gy — —1 + MTG, asi, al ser B(r) la componente ¢t de la métrica

(2.29) obtenemos

B(r)=1- ¥ (2.44)

Por tanto, la métrica de Schwarzschild esta dada por

2M d,,,2
2 2 2 2 2 2

T

Esta métrica describe un objeto esférico y estético situado en el origen. Esto lo podemos
saber por qué en la mecanica Newtoniana el potencial de un objeto esférico con masa m
es precisamente ¢ = fGTM. De esta manera, M se puede interpretar como la masa del

5070 Ry — %Rg“bgabg = R — 2R = 0, donde se uso g%tg,, = 0% = 4.
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objeto que causa la curvatura del espacio. Resulta inmediato observar que (2.48) tiene
una singularidad en el llamado radio de Schawarzschild, r = 2M, no obstante, esta no
es una singularidad del espaciotiempo fisico, sino una singularidad de las coordenadas. La
manera de distinguir entre estas, es analizando los invariantes de curvatura. En el caso de
Schwarzschild, tanto R como Rq, R resultan inttiles, pues la métrica es una solucién en
vacio (R = 0, Rqp = 0). Sin embargo, al calcular el escalar de Kretschmann, obtenemos [39]
[42]
48 M2
r6 -

RapeaR* = (2.46)

Aqui podemos ver que r = 2M es una singularidad de coordenadas, puesto que el escalar es
regular en ese punto. En contraste, en 7 = 0 si se tiene una singularidad fisica, ya que en ese
punto la curvatura se vuelve infinita. Nétese que aun cuando un invariante sea regular en
un punto, no es seguro que se trate de una singularidad de coordenadas, pues podria existir
otro escalar que diverja en ese punto.

Desde la perspectiva matematica, las singularidades del espaciotiempo se entienden como
puntos en los que la métrica no estd definida o no es diferenciable, sin embargo, estricta-
mente, estos puntos no deberian considerarse como pertenecientes al espaciotiempo. Asi, las
singularidades podria entenderse como hoyos que se dejan en el espaciotiempo al remover
estos puntos. No obstante, se cree que una interpretacion fisica no se podra dar hasta que
no se tenga una teoria cuantica de la gravedad.

A pesar de que r = 2M es una singularidad de coordenadas, esta tiene una interpretacion
fisica, como se verd més adelante. La métrica (2.48) estd escrita en las llamadas coordenadas
de Schwarzschild; estas solo son ttiles para describir la region donde r > 2M . Para entender
la estructura causal de este espaciotiempo es necesario usar unas coordenadas que no sean
singulares en r = 2M. Las coordenadas de Eddington-Finkelstein estdn dadas por [39]

v="t+7r+2Min(r —2M) u=t—r—2Min(r — 2M), (2.47)

por lo que la métrica queda como
2 2M 2 (192 2097 2
ds® = — (1 - — dvdu + 1 (d6” + sen*0dp?) . (2.48)

En estas coordenadas las geodésicas nulas entrantes y salientes son
t=—r+C, t=r+4Mlin|r — 2M| + C. (2.49)

En estas coordenadas notamos que para r > 2M, los conos de luz se comportan como en
el espacio de Minkowski, esto es de esperarse, pues, la métrica de Schwarzschild es asintéti-
camente plana. Por otro lado, al acercarse a » = 2M, los conos comienzan a inclinarse en
direccién a la singularidad, porque el angulo de las geodésicas salientes se vuelve cada vez
mayor debido a que la curvatura del espaciotiempo es tan intensa que les cuesta salir. Al
llegar a r = 2M, las geodésicas salientes forman un dngulo de 90 grados con el eje r. De
esta manera, un rayo de luz emitido hacia el exterior se queda a una distancia fija r = 2M.
Es decir, se queda atrapada en la superficie r = 2M. Para radios r < 2M, la curvatura es
tan intensa que lineas geodésicas salientes no pueden escapar y terminan en la singularidad.
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De ese analisis podemos concluir que el radio de Schwarzschild define una hipersuperficie
nula (ya que en ella se mueven los rayos de luz) que actia como una membrana unidirec-
cional que divide el espacio en dos regiones causalmente desconectas. Esta membrana es el
horizonte de sucesos. Este también puede ser entendido como la frontera de una regién del
espaciotiempo maés alla de la cual los eventos fisicos no pueden afectar o ser comunicados a
un observador en el exterior. La regién interior de esta frontera, es decir, donde r < 2M, es
llamada agujero negro. Una definicién mas formal se dard més adelante.

Notemos que si M < 0 no habria horizonte de eventos que cubriera a la singularidad vy,
por tanto, estaria desnuda. No obstante, la conjetura de censura césmica establece que las
singularidades desnudas no ocurren en la naturaleza.

Las coordenadas que describen por completo el espaciotiempo de Schwarzschild son las
coordenadas de Kruskal. En estas coordenadas la métrica se escribe como

_16M*
N r

ds?

e (dT? — dR?) — r* (d6® + sen®0dy?) (2.50)
donde Ty R se relacionan con las coordenadas de Schwarzschild mediante
r t r t
T =e®y/r —2M sinh (4]\4) , R =e®+/r —2M cosh <4]\4> . (2.51)
A diferencia de las coordenadas de Schwarzschild que solo cubren la regién con r > 2M,
las coordenadas de Kruskal cubren por completo todo el espaciotiempo. Estas forman lo

que ese llama la extensiéon maxima de la métrica de Schwarzschild. Desde la perspectiva
Newtoniana también existe manera de definir una nocién de agujero negro. La velocidad de

escape de una masa esférica M de radio R satisface %vzsc = %, 0 Vege = %. Notemos
ue la velocidad de escape ves. excederia la velocidad de la luz si R < rs = 2L por lo que
C

en principio se debe cumplir R > 7. El radio r4 se denomina radio de Schwarzschild para la
masa M. De esta manera, la region con R < rs define una regién de la que ni la luz podria
salir. Conceptualmente, esto podria tomarse como la definicién Newtoniana de un agujero
negro. Finalmente, debemos mencionar que existen teoremas de unicidad que establecen
que un agujero negro -en la teoria de Einstein-Maxwell en el vacio- puede ser caracterizados
solo por tres pardmetros: su masa M, su momento angular J y su carga ). Las anteriores
propiedades llevan a enunciar el teorema de no pelo, que basicamente establece que toda
otra informacion adicional -a la masa, la carga y el momento angular- de la materia que
forma el agujero negro o que esta cayendo en él, desaparece detréas del horizonte de sucesos y
es inaccesible a un observador externo. El término no pelo fue acufiado por John Archibald
Wheeler para referirse al hecho de que no importa la naturaleza de los objetos que caen en
el agujero, el estado final de este es siempre independiente del cuerpo original, tanto de sus
propiedades fisicas, como de su forma. A consecuencia de esto, existen solo cuatro soluciones
exactas de las ecuaciones de Einstein-Maxwell que describen estos objetos:

e La solucién de Schwarzschild (1916), estética y esféricamente simétrica.

e La solucién de Reissner-Nordstrom (1918), estética, esféricamente simétrica; describe un
objeto con masa M y con carga eléctrica Q.

e La solucién de Kerr (1963), estacionaria, axisimétrica; describe un objeto con masa M y
con momento angular .J.
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e La solucién de Kerr-Newman (1965), estacionaria, axisimétrica; describe un objeto que
depende de los tres pardmetros que permite el teorema de no pelo, masa M, carga Q y
momento angular J.

De lo anterior es claro que la solucién de Kerr-Newman es la méas general de un agujero
negro en equilibrio que satisface el teorema de no pelo. Dicha solucién en las coordenadas
de Boyer-Lindquist puede ser expresada como

9.9 . 9 2 2 _
e A azsm adtZ _ 2asin 9(7‘2+ a® — A) dtde (2.52)
2 4 a2)2 — a24in20A 2
+(r +a?) - a“sin sin20dp? + Zdr2 + ¥d6?,

¥ = r? 4 a’cos®0), A=(r—ry)(r—r_), re =M=+ M?-Q? - a?,

donde a = % es el momento angular especifico y 74 es la distancia a la que se encuentra el

horizonte de eventos. Si consideramos a = 0 y @Q = 0 obtenemos las métricas de Reissner-
Nordstrom y Kerr respectivamente, si se toman simultdneamente recuperamos la soluciéon
de Schwarzschild.

Nétese que de la expresién r4 = M £ /M2 — Q? — a? los pardmetros que caracterizan
un agujero negro no pueden tomar valores arbitrarios, sino que los tinicos permitidos son
aquellos que satisfacen la condicién de masa positiva a? + Q% < M?2.

2.3. Cosmologia FLRW

Esta seccién se escribié siguiendo las referencias [35] [33].

Encontrar una solucién analitica a las ecuaciones de campo es una tarea sumamente
complicada. No obstante, al considerar espaciotiempos con mucha simetria esta dificultad
se reduce. Este es el caso de la cosmologia, donde se considera que el espaciotiempo del
universo debe satisfacer el principio cosmoldgico, el cual asegura, basado en observaciones,
que el universo, visto a grandes escalas, es homogéneo e isotrépico. Esto significa que el
universo se ve igual independientemente del lugar (homogeneidad) y la direccién (isotropia)
desde el cual se observa. Estas caracteristicas imponen restricciones sobre la forma que debe
tener la métrica para que capture y represente la estructura espaciotemporal del universo
completo.

Desde el punto de vista matemaético, la homogeneidad implica que el espaciotiempo
debe tener una simetria ante traslaciones y la isotropia, una simetria ante rotaciones. Un
espaciotiempo que es homogéneo es isotrépico, es maximalmente simétrico, lo cual significa
que tiene el maximo numero posible de vectores de Killing.
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Para espacios maximalmente simétricos, el tensor de Riemann satisface [42] [35]
Redab =k (gea9ds — 9evgda) » (2.53)

donde la curvatura k esta dado en términos de escalar de Ricci

R
k= ———. 2.54
n(n—1) (2:54)
En estos espaciostiempo el escalar de Ricci R es constante y son caracterizados localmen-
te por el signo de k. En relatividad general se tienen tres espaciostiempo méaximalmente
simétricos: Minkowski para k = 0, de de Sitter para k > 0 y para k < 0, anti de Sitter.

Algo importante que se debe considerar es que las observaciones muestran que el uni-
verso es homogéneo e isotrépico en el espacio, més no en el tiempo, porque evoluciona. De
esto se sigue que solo la parte espacial de la métrica debe satisfacer las condiciones que se
describieron lineas arriba. Esto se puede entender de la siguiente manera. Supongamos que
puedo tomar fotos del universo para cada instante de tiempo. Las fotos representan rebana-
das espaciales del universo y es en cada una de las fotos, donde se presenta la homogeneidad
y la isotropia. Si comparo dos fotos tomadas en ¢ y en ¢+ ¢, el universo es diferente porque
evolucion6 de un tiempo a otro, pero en cada una de las fotos se cumplen las condiciones
de homogeneidad e isotropia. Matematicamente, eso significa que el espaciotiempo se puede
foliar con hipersuperficies tipo espacio que son maximalmente simétricas.

La métrica que cumple con las condiciones que hemos discutido tiene la forma

ds? = —dt* + a®(t)do?, (2.55)

donde a(t), el factor de escala, es una funcién desconocida. Una vez que se haya deter-
minado la forma explicita de la métrica, i.e., al conocer do?, y esta sea introducida en las
ecuaciones de Einstein, la solucién de dichas ecuaciones impondré restricciones para a(t).
Tales restricciones daran lugar a las ecuaciones que determinan la evolucién del universo.
Ahora determinemos la forma de do?.

Si el espacio es maximalmente simétrico, debe tener simetria esférica, asi, se puede mos-
trar [35] que la métrica mds general que satisface los criterios es

dr?

do? = 2
7 1 — kr?

+ 12 (d6? + sin*0d¢?) , (2.56)

donde k es una constante que describe la curvatura espacial. Esta puede tomar tres
valores: £k = 1 describe un universo cerrado, i.e., de volumen finito, & = 0 describe un
universo plano y £ = —1 un universo abierto.

Una vez determinada la forma espacial podemos escribir la métrica completa,

dr?

2 _ 2 2
ds® = —dt* + a(t) -

+ 7% (d0® + sin®0dg*) | . (2.57)
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Esta es la métrica de Friedmann-Lemaitre -Robertson-Walker (FLRW).

Diversas observaciones sefialan que el universo se estd expandiendo, de esta manera, los
puntos del universo se separan a medida que el tiempo transcurre, por tanto, a(t) es una
funcién que depende explicitamente del tiempo.

El factor de escala en el tiempo presente se define como a(t = 0) = 1. Por otra parte,

observamos que la métrica FLRW describe un universo isotrépico, porque no tiene términos
cruzados entre el tiempo y el espacio, esto significa que no hay una direcciéon privilegiada.
También describe el universo homogéneo debido a la simetria esférica.
La métrica FLRW se obtuvo al suponer las propiedades geométricas de homogeneidad e iso-
tropia. Sin embargo, si se pretende que esta métrica describa el espaciotiempo del universo
que observamos, debemos exigir que satisfagan las ecuaciones de Einstein. Ahora bien, para
resolver dichas ecuaciones es necesario proporcionar el tensor de energia-momento que des-
criba el contenido de materia-energia del universo. Un modelo consistente con las simetrias
de la métrica (2.57) es el fluido perfecto — un sistema termodindmico que exhibe isotropia
vy homogeneidad—. De esta manera, se propone que el contenido material de universo esta
dado por el tensor de energia-momento

Tap = (p + p)atis + PYas, (2.58)

donde gqp es la métrica FLRW, p = p(¢) la densidad de energia, p = p(t) la presién y u,
la cuadrivelocidad de un observador comovil. Con esta informacién es posible resolver las
ecuaciones de Einstein para la métrica FLRW.

Primero, podemos comprobar que

aa

., = T Iy = aar?, 'y = aar’sen®, (2.59)
— kr
- kr - . . - a
r rr 1 — kT’Q’ r 00 — —’F(l - ]{77“2)7 r od — sen29F 00 r tr — PetG = F¢t¢ = Ev
(2.60)
1 1
6 _ 19 _ 0 _ ; ¢
Iy =1%4= p [Ys4 = —sinfcost, %0 = and” (2.61)
Asimismo, las componentes del tensor de Ricci son
a Gii | .. .9
Ry = —35 Rii = —?(aa + 2a° + 2k). (2.62)
Mientras que el escalar de Ricci viene dado por
6
R=——(ai+ a® + k). (2.63)

Al introducir estas expresiones junto con los respectivos componentes del tensor de energia-
momento en las ecuaciones de Einstein, obtenemos las ecuaciones que debe satisfacer a(t),
p(t) y p(t).

a? k 87

? + ﬁ = ?p, (264)
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a 47
R . 2.
" 3 (p+3p) (2.65)

Estas son las ecuaciones de Friedmann, las cuales determinan la evoluciéon del universo.
Podemos ver que la dindmica de la métrica se reduce a la dindamica del factor de escala,
que es el pardmetro indeterminado del que se hablé antes. Notese que derivando respecto al
tiempo la ecuacién (2.64) y sustituyéndola en (2.65) se obtiene

d 3 d 3
— —a” =0 2.66
5 (pa’) +poa (2.66)
Si tomamos V = a3 y U = pa?, esta ecuacién muestra la misma estructura que la primera
ley de la termodindmica T'dS = dU + PdV = 0, lo que sugiere que la evolucién del universo
es un proceso adiabatico.

Si definimos el pardmetro de Hubble H = ¢ podemos expresar las ecuaciones de Friedmann
como

k 8
H? + =~ == 2.67
t =g (2.67)

. k
H - i —4n(p +p). (2.68)

Por otro lado, si en las ecuaciones de campo de Einstein incluimos explicitamente la cons-
tante cosmoldgica, i.e., Rgp — %Rgab + Agap = 87T,yp, se obtienen las expresiones

k 8T A
H>4+ == —p+ = 2.
ta=grts, (2.69)
-k
H - == —4nw(p + p). (2.70)

Estas ecuaciones diferenciales ordinarias, de segundo orden, rigen la evolucién del universo
v han sido utilizadas con mucho éxito en la cosmologia moderna, pues encajan de manera
notable con las observaciones.

Consideremos la ecuacién de conservacién del tensor de energia-momento
VT =0, (2.71)
en particular, fijemonos en la componente temporal
V19 =0,1T%+1I.T1T¢—-T°,T%=0, (2.72)

donde T = diag(—p,p,p,p). Al usar los simbolos de Christoffel que se calcularon con
anterioridad se obtiene
p+3H(p+p)=0. (2.73)

Notemos que esta expresién, que determina la conservacién de la energia, también puede
obtenerse de las ecuaciones de Friedmann (2.67) y (2.68) por lo que no son independientes
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entre si. Las ecuaciones de Friedmann no forman un sistema algebraico cerrado, pues se
tiene dos ecuaciones y tres incognitas; para resolver el sistema se tiene que dar una ecuacién
adicional. La forma més sencilla de completar el sistema, es proponer una relacién entre p
y p, es decir, una ecuacién de estado. En cosmologia se suele usar la ecuacion de estado
barotrépica dada por

p=wp, (2.74)

donde w es el factor barotrépico que determina si el fluido en cuestién se trata de radiacion
(w=1/3), materia (w = 0) o energfa obscura (w = —1).
La ecuacién de estado, permite reescribir (2.73) como
P a
- =-314w)-. 2.75
£ =31+ w)] (275)

Integrando esta 1ltima obtenemos,

a —-3(1+4w)
P =po () . (2.76)

ao

Para el caso de radiacién, materia y energia oscura obtenemos, respectivamente,

p = po <a> _4, (2.77)

ao

p (2.78)
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Observamos que la densidad de energia disminuye mas rapido cuando el contenido material
del universo esta dado solo por radiacién que cuando estd dado solo por materia, mientras
que en el caso de energia oscura se mantiene constante.

Ecuaciones de Friedmann y parametro de densidad

Consideremos las ecuaciones sin constante cosmoldgica. De (2.67) podemos escribir como

k 8T p
maE et T, T (2:50)

donde la densidad critica p. = % define el valor que la densidad de energia p debe tomar al
tiempo t para que el espaciotiempo sea plano. A su vez, definiendo el pardmetro de densidad
Q= pi esta la podemos reescribir como

k
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Podemos notar que el signo de la curvatura queda determinado por
sgn(k) = sgn(2 —1). (2.82)

As: Q> 1 k=1,0<1k=-1 Q=1+« k=0. El parAmetro de densidad define
que tipo de universo se tiene; cerrado, abierto o plano.

Evoluciéon de un universo plano
Consideremos un universo plano, i.e k = 0, en cuyo caso la ecuacién de Friedmann es
8
H? = = (2.83)

La cual, en términos del factor de escala, se lee como

S\ 2
(a) o g =30+, (2.84)

a

Esta ecuacién diferencial para a(t) puede integrar para obtener

a(t) = ag(Hot)¥ GO+, (2.85)
Al considerar distintos valores de w se obtiene las soluciones,
a(t) = ag(Hot)'?,  w=1/3, (2.86)
a(t) = ao(Hot)?®,  w=0, (2.87)
a(t) = age?, w=—1. (2.88)
Hj

, . . o 3 .
Por otro lado, si consideramos la densidad critica actual pg. = T podemos escribir la

ecuacion de Friedmann como
H? p
- = . (2.89)
Hy Po,c
En la cosmologia actual, se considera que hay tres clases de materia que abunda en el
universo: radiacién, materia y energia obscura. Cada una con una densidad y abundancia

distinta. Con esto podemos definir la densidad total p = p, + pm + pa v escribir

H2 T m
== POy POm sy POA (2.90)
HO P0,c P0,c Po,c

En términos del parametro de densidad podemos escribir
H? —4 -3
T2 — QQ,T(I + Qoma + Q()’A, (291)
Hg

donde
i+ =1 (2.92)

Esta se debe satisfacer para todo tiempo, en particular para to, »_, €0 + Qor = 1. Las
observaciones recientes muestran que sus valores son g , ~ 5.32107°, Qo,m ~ 0.30, Qo A =
0.69. Esto indica que nuestro universo actual estd dominado por la llamada energia obscura.
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2.4. Teorias alternativas de gravedad: Gauss-Bonnet y
Lovelock

Esta seccién estd basada en [43] [44].

En la relatividad general, las ecuaciones de Einstein relacionan la geometria del espacio-
tiempo con su contenido de materia

Gab + Agab = 87TTab- (293)

Sin embargo, es natural preguntarse si estas son las tinicas ecuaciones que puede describir
el campo gravitacional.

La parte izquierda de (2.93), contiene la informacién de la geometria del espaciotiempo
relevante para describir el campo gravitacional. Ambos términos tienen la propiedad de ser
tensores simétricos que solo depende de la métrica (gqp), su primera gqp, y segunda deri-
vada ggp,cq- De esta manera, dado que la métrica es la variable fundamental, las ecuaciones
de movimiento son de segundo orden. Otra de las propiedades importantes que define la
teoria, es que tanto el tensor de Einstein como el tensor de energia-momento tienen que
tener divergencia nula. Bajo estas consideraciones, la pregunta por la unicidad de las ecua-
ciones de Einstein se reduce a responder si Ggp, + Aggp es el tinico objeto matematico que
puede representar la geometria del campo gravitacional. Lovelock respondié esta pregunta
mostrando que existen teorias de la gravedad més generales que la relatividad general.

Teoria de la gravedad de Lovelock

Interesado en responder si las ecuaciones de campo de Einstein son tnicas, Lovelock
concluyé que un tensor A% que satisficiera las siguientes condiciones

A = Abe (2.94)
VA% =0, (2.95)
A% = A% (gmm 9mn,p, gmn,pq) ) (296)

seria un buen candidato para la parte izquierda de las ecuaciones de campo, pues bajo
estas condiciones se podria acoplar al tensor de energia-momento. Con esto, se planteé
encontrar todos los posibles tensores que cumplieran con los requerimientos de simetria
(2.94), conservacioén (2.95) y que producirdn ecuaciones de movimiento de segundo orden en
la métrica (2.96).

Cartan y Weyl habfan investigado ¢ esta posibilidad antes que Lovelock, mostrando que
si, ademas de las condiciones (2.94-2.96), se imponia que A% fuera lineal en las segundas
derivadas de g4, la tnica solucién posible, tenia la forma

A% = G 4 dg®, (2.97)

6Ver referencias citadas en [45] [46].
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donde G® es el tensor de Einstein y ¢, d constantes. Por tanto, bajo estas condiciones, las
ecuaciones de Einstein son tnicas.

Lovelock, relajé la condicién de linealidad en A% y con esto mostré que existe una gran
cantidad de posibles tensores que satisfacen las condiciones (2.94-2.96) y que, por tanto,
podrian ser candidatos para representar la parte geométrica de las ecuaciones de campo. Algo
importante es que en estas soluciones no se introducia ningtin grado de libertad adicional,
sino que la teoria de la gravedad que resultaba de ellas seguia tenido los grados de libertad
provenientes solo de la métrica. Ademds, Lovelock probé que [46]

Teorema I: En un espaciotiempo de cuatro dimensiones, el tinico tensor que satisface
las condiciones (2.94-2.96) son el tensor de Einstein G4 y el tensor métrico gqp.

Lo cual implica que en cuatro dimensiones, solo una combinacién de la forma aG"* +
bg"%, es decir, el tensor de Einstein mds un término proporcional a la métrica (constante
cosmoldgica), pueden representar la geometria de un campo gravitacional que se acople al
tensor de energia-momento.

Esto muestra, que para poder construir una teoria de la gravedad diferente a la rela-
tividad General, pero que satisfaga las condiciones (2.94-2.96) se tiene que considerar un
espaciotiempo con mas de cuatro dimensiones. En general, relajando cualquiera de las con-
diciones mencionadas, se podrian obtener teorias diferentes, por ejemplo, con ecuaciones de
movimiento de orden mayor a dos, teorias que no son simétricas, o que su divergencia sea
distinta de cero, es decir, sin conservacién. Ademas, si se agrega un campo extra se obtienen
teorias donde la gravedad no es capturada de manera tnica por la métrica. Por ejemplo, si
se relaja la condicién (2.96) y se considera que la teorfa no solo depende de la métrica, sino
de otros grados de libertad provenientes de un campo escalar, entonces se obtiene una clase
de teorias conocidas como escalar-tensorial. En ellas, el campo gravitacional es mediado
por la métrica y un campo escalar. La mas general de estas son las teorias de gravedad de
Horndeski [47].

Por otro lado, si no se introducen grados de libertad adicionales a los de la métrica, esto
es, si se sigue considerando que la métrica es el tinico mediador del campo gravitacional,
pero se consideran espaciostiempo con méas de cuatro dimensiones, se obtienen las teorias
de Lovelock. Esta generalizacién implica que es posible construir teorias geométricas de la
gravedad en dimensiones mayores a cuatro.

Lovelock demostré que [45]

Teorema 2: El tensor mds general que satisface las condiciones (2.94-2.96), es decir,
que tiene divergencia nula, es simétrico y cuyas ecuaciones de movimiento solo depende de
la métrica y sus primeras dos derivadas, es

J
(6H O
a __ J ap1q1---P;q; m;in;
A b — E : 2j+1 5bm1n1...mjnj | I R Piqi* (2'98)

j i=1

Este tensor da lugar a una teoria modificada de la gravedad, la cual resulta ser la teoria mas
general con ecuaciones de movimiento de segundo orden, que es covariante y que considera
que la métrica es el inico mediador del campo gravitacional. Las ecuaciones de campo de
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Lovelock estan dadas por

Aab = 87TTab. (299)

Estas se obtienen de un principio variacional, donde la densidad lagrangiana esta dada
por

Jf
L=\g)> aR, (2.100)

=0
donde R?
1 J .
RI = gag;f;,l-;?{;g;nj HRmm"piqi, 6?,111‘1;1‘1"‘?;’,%% = j!éﬁ;ﬁ%ﬁ...é% 62;}. (2.101)

=1

Los coeficientes «; son constantes.
El tensor (2.98) puede obtenerse al variar la densidad lagrangiana (2.100). Primero, £ puede
integrarse sobre una regién de D dimensiones ) para construir una acciéon. Luego, al variar
esta accién se obtiene [43]

65 =46 / dPa/—gL = / dPxy/—gAudg™ + / dP~'zv/—hB (2.102)
Q Q

o0

donde A% estd dado por (2.98) y h es la métrica inducida en 092. Para una discusién més
profunda ver [48].

De acuerdo al Teorema 1, en cuatro dimensiones, el tensor A, se reduce a

1 1
Aab = —iaoéab + oy (Rab — 26abR> . (2103)

Teoria de la gravedad de Gauss-Bonnet

Entre las teorfas con términos de curvatura mas altos que las ecuaciones de Einstein se
encuentra la teoria de Gauss-Bonnet. Al considerar un espaciotiempo de cinco dimensiones,
la densidad lagrangiana (2.100) se reduce a

L=+v—g[ag+a1R+ a2G]. (2.104)
Notemos que aqui aparece un término cuadratico adicional a los de Einstein dado por
G = R* — 4R, R + Rapea R, (2.105)

Este es conocido como el término de Gauss-Bonnet.

Al variar (2.104), junto con el lagrangiano del tensor de energia-momento, se obtienen
unas ecuaciones de campo que satisfacen las condiciones (2.94-2.96).
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Se puede probar que en D = 4 el término de Gauss-Bonnet es una derivada total y, por
tanto, no contribuye a la dindmica gravitacional. Esto se puede ver de la siguiente manera;
al variar G, su contribucién a las ecuaciones de Einstein es [49]

gnb 0565

\/§ 5gmb

La traza de esta expresién, resulta

1
= —2R™, R*, +4R™ R’ +4RTRP, —2RR", + 590" (2.106)

9ab 05G1

\/§ 6gab

Esto significa que las posibles contribuciones del término Gauss-Bonnet son proporcio-
nales a D — 4, de ahi, que en cuatro dimensiones, no hay contribucién a las ecuaciones de
movimiento.

= (D —4) x %g. (2.107)

Otra manera de entender esto, es que en D = 4, G puede considerarse como término
topoldgico, pues estd relacionado con la caracteristica de Euler de la siguiente manera

1
X=55- /d“m\/—? G. (2.108)

Por tanto, en cuatro dimensiones, al ser un término topoldgico y no geométrico, no
contribuye en la dindmica del espaciotiempo. No obstante, para dimensiones mayores que
cuatro G si aporta informacién a la dindmica del campo.

La accién de la teoria Gauss-Bonnet en n + 1 dimensiones est4 dada por 7

1
us

donde la constante cosmolégica se toma como A = —(n — 1)(n — 2)/1% [50].

Al variar esta accién, se obtienen las ecuaciones de campo de Einstein-Gauss-Bonnet [17]

1 1
Rab = 5 Rgab + Agap — (2Rgab —2RRgp + 4Ry R + ARqR°%, — 2RachRbcde> = 87T
(2.110)

Solucién de agujero negro

Las ecuaciones de Einstein-Gauss-Bonnet aceptan soluciones estaticas de agujero negro.
La métrica de un agujero negro estatico y esféricamente simétrico en esta teoria estd definido
por [50]
1

2_ 2 2
ds® = —F*(r)dt +G2(r)

dr® + r?hy, dz” dxt, (2.111)

"Para ser consistente con la notacién de [50], [17], hagamos D = n, para denotar el niimero de dimensiones.
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donde h,,,, es la métrica de una esfera S"~2 de curvatura constante (n — 2)(n — 3)k, con
k = 0,=£1. Al solucionar las ecuaciones correspondientes se obtiene que

F2<r>—02<r>_k+7’2<1\/1+n( GdmaM _  8aA ) (2.112)

2a n—1)%" 1) (n—1)(n—-2)

donde Iy, es el volumen de S 2 y & = (n — 3)(n — 4)a.
De manera andloga a la teoria de Einstein, este agujero negro también tiene asociada
una temperatura y una entropia

(n—1)ri + (n— 3)kl*r3 + (n — 5)ak?1?

T = : 2.113
Aml?ry (r3 4 2ak) (2.113)
n—2 ~
TN 2a(n — 2)
= 1+ ———— 2.114
s=" e (et ) (21

con 74 el radio del horizonte.

Solucion FLRW en la teoria Gauss-Bonnet

Al considerar el tensor de energia-momento de un fluido perfecto y la métrica de FLRW
en (n — 1) dimensiones

d 2
ds? = —dt? + a*(1) (1 _TW + 7“2in_1> , (2.115)

donde Q2_; es el elemento de linea de una esfera unitaria en (n—1) dimensiones y k = 0, +1,
la constante de curvatura, las ecuaciones de Friedmann en la teoria de Einstein-Gauss-
Bonnet estan dadas por [17]

<1+2& <H2+:2)> (H 52) :—:”_Gl (p+p), (2.116)

k E\? 167
H 2+~ ra(lmH?+2) = ——2 2.11
+a2+a< + ) n(n—l)p’ (2.117)

donde & = (n — 1)(n — 2)a. Notemos que, cuando o = 0 recuperamos las ecuaciones de

Friedmann de la relatividad general.

Solucion FLRW en la teoria de Lovelock

En el caso de la teoria de gravedad de Lovelock las ecuaciones de Friedmann estan dadas
por [17]
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izc <H2 + k)i_l <H - k) __8C i), (2.118)

a? n—1

= k\' 167

donde ¢; = ciH§L”3(n +1—74) y ¢ son los coeficientes que aparecen en el lagrangiano de
Lovelock escrito en la forma £ = """, ¢;L;. Para més de talles ver [17].

Gran parte del interés de la fisica tedrica por el término Gauss-Bonnet, es que este
aparece en diversas teorias de cuerdas, las cuales predicen que a nivel clasico las ecuaciones
de Einstein estdn sujetas a correcciones de términos superiores en la curvatura [51] [52].

Sin embargo, en lo que respecta a nuestra investigacién, estamos interesados en las
teorfas de Lovelock y Gauss-Bonnet debido a que se ha mostrado [17][10] [53] [11] que en
estas teorias persiste la relacion entre gravedad y termodinamica, es decir, que esta no es
unica de la teoria de Einstein. Esto es muy importante, pues demuestra que el cardcter
termodindmico de la gravedad es muy general.



Capitulo 3

Horizontes

El caracter geométrico de la relatividad general, permite que en ciertas configuraciones
espaciotemporales existan superficies que se comportan de una manera muy particular: los
horizontes. Podemos entender un horizonte como una barrera causal que separa el espacio-
tiempo en dos regiones, de tal manera que la informacién de los eventos que suceden mas
alla del horizonte no se puede filtrar y llegar donde se encuentra el observador. Si bien todos
los horizontes comparten la caracteristica anterior, no todos son iguales, sino que dependen
de las propiedades especificas del espaciotiempo que los contiene. En este capitulo explo-
ramos las definiciones y propiedades de algunos tipos de horizontes, poniendo énfasis en la
definicién de horizonte aparente que es el concepto clave en nuestro trabajo. La presentacion
que se hace aqui estd basada en gran medida en [54][55].

3.1. Horizonte de eventos

Una de las configuraciones espaciotemporales donde se presenta un horizonte es en la des-
crita por la métrica de Schwarzschild, la cual modela un agujero negro. Esta tiene asociado
un horizonte de eventos. La definicion méas formal de este se hace de la siguiente manera:

Si _# 7T denota el futuro nulo infinito y J~ (_# ™) es el conjunto de todos los eventos que
pueden enviar senales de luz a _#*, es decir, su pasado causal, entonces, el horizonte de
eventos estd dado por la frontera del pasado causal de # T esto es d(J~ (_Z1)). De esta
definicién notamos el caracter global del horizonte de eventos, pues para poder definirlo
seria necesario conocer toda la historia futura de un espaciotiempo. En el caso del agujero
negro de Schwarzschild, la superficie R = 2M es un horizonte de eventos.

3.2. Horizonte de Killing

Un horizonte de Killing 57, se define como una hipersuperficie nula que es tangente en
todos sus puntos a un vector de Killing que satisface k%k, = 0 sobre 7, y k%, < 0 en la

39
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regién que tiene # como frontera. El horizonte de eventos de Schwarzschild, es, a su vez,
un horizonte de Killing. Se puede probar que el vector de Killing k = (%)a es tipo tiempo
en la region R > 2M, es decir, fuera del horizonte y que sobre el horizonte, es decir, en
R = 2M se vuelve un vector nulo. Asi mismo, dentro del horizonte, el vector de Killing se

vuelve tipo espacio k%k, > 0.

Una de las razones por la que los horizontes de Killing son interesantes es que estos
permiten definir la nocién de gravedad superficial, que, como veremos luego, esta relacionada
con la temperatura de horizonte mediante 7' = . Si k es un vector de Killing que define

27 ”
un horizonte, entonces satisface
k*V kY = kkb. (3.1)

Para un espacio estatico, la gravedad superficial se puede entender de la siguiente manera:
supongamos que un observador se encuentra en el infinito y que, mediante una cuerda sin
masa, mantiene una masa de prueba unitaria sobre el horizonte. Es ese caso, la gravedad
superficial se definiria como la fuerza necesaria que el observador deberia ejercer sobre la
cuerda para mantener la masa de prueba justo sobre el horizonte. Una manera alternativa
de definir la gravedad superficial es

K= —% (Vek®) (Vaks) - (3.2)

Lo dicho aqui supone la existencia del vector de Killing tipo tiempo k£ = (%)a7 el cual a
su vez supone que el espacio es estacionario. Asi, los horizontes de Killing solo estan definidos
para esta clase de espaciotiempo. No obstante, para espacios con simetria esférica, el vector
de Kodama (que es equivalente a un vector de Killing en estos espacios), permite definir la
nocion de horizonte aparente.

3.3. Horizonte de Rindler

Esta seccién estd basada en [35].

Consideremos el espaciotiempo de Minkowski visto por un observador acelerado. Para
un observador inercial, la métrica de Minkowski en dos dimensiones esta dada por

ds® = —dt* + dx?. (3.3)

Las trayectorias de un observador moviéndose con una aceleracion a estan dadas por

1 1
x(1) = —cosh(ar), t(r) = —sinh(at). (3.4)
a a
En este caso las componentes de la aceleracién estan dadas por
a' = asinh(ar), a® = acosh(ar). (3.5)

Podemos comprobar que la magnitud de la aceleracion es
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ama™ = \/a? (cosh?(at) — sinh2(at))

a, (3.6)

y que las trayectorias de estos observadores satisfacen
22 =1* 4 d®. (3.7)

De este modo, los observadores acelerados se mueve describiendo hipérbolas asintéticas a
las lineas nulas x = +t, i.e., lineas a 45 grados en el espacio de Minkowski.

Consideremos ahora las coordenadas de Rindler dadas por
1 al 1 al
t = —e*sinh(an), x = —ecosh(an). (3.8)
a a

Estas no cubren por completo el espacio de Minkowski, si no solo la regién = < |¢|
llamada cuna de Rindler.

Notemos que (3.8) no es una trasformacién de Lorentz, pues lleva a de un sistema inercial

a uno acelerado, por tanto, bajo esta trasformacion de coordenadas la métrica de Minkowski
adquiere la forma

ds® = €™ (—dn® + d¢?) . (3.9)

No obstante, aun cuando la métrica de Rindler (3.9) no tenga la forma de una métrica
plana, calculando el tensor de Riemann se puede comprobar que este es cero. Por lo que en
realidad se trata de un espaciotiempo plano.

Lo interesante de esta métrica es que presenta una singularidad (que es de coordenadas,
pues ya dijimos que su tensor de Riemann es nulo) en a = 0 la cual corresponde a = = =+t.
De hecho, la estructura causal de este espaciotiempo es muy parecida a la de un agujero
negro en las coordenadas de Kruskal, donde las lineas nulas = +t definen una superficie
nula llamada horizonte de Rindler.

Al observar la métrica (3.9) notamos que sus componentes son independientes de la
coordenada 7, esto significa que la métrica tiene una simetria asociada a traslaciones en la
direccién de esta coordenada. Esto nos lleva a considerar que el vector J, es un vector de
Killing asociado a esta isometria. Este vector de Killing, puede ser expresado como [35]

0, = a(xdy +t0,). (3.10)

Asimismo, se puede mostrar que la gravedad superficial asociada a este vector de Killing
es [35] [55]
Kk =a. (3.11)

Ya dijimos que a pesar de su forma, la métrica de Rindler representa un espaciotiempo
plano, por lo que no hay un campo gravitacional real. Sin embargo, por el principio de
equivalencia, tiene sentido que la gravedad superficial del horizonte de Rindler esté dada
por la aceleracién.
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3.4. Congruencias y ecuacion de Raychaudhuri

Los horizontes son hipersuperficies nulas que dividen el espacio en dos regiones causal-
mente disconexas. No obstante, aunque en ciertos casos esta definicién es 1til, para sistemas
dindmicos es necesario extender estas nociones. En general, las definiciones méas formales
de los horizontes se hacen en funcién del comportamiento de congruencias de geodésicas
nulas que entran y salen de una superficie. Las congruencias (entendidas como un flujo) son
caracterizadas por tres parametros: la expansion 6, el corte o y la rotaciéon w. La expansion
resulta fundamental para definir las propiedades de las superficies, por ejemplo, si son atra-
padas, antiatrapadas o marginales. Asimismo, las ecuaciones de Raychaudhuri describen la
evolucién de las congruencias en funcién de los parametros 6, o, w.

Para poder definir el horizonte aparente, el cual es de importancia fundamental para
este trabajo, es necesario hacer un resumen de las nociones méas importantes relacionadas
con la congruencia de geodésicas y cémo estas se usan para estudiar el comportamiento de
superficies. Comencemos estudiando el concepto de congruencia.

Sea O una regién abierta del espaciotiempo. Una congruencia es una familia de curvas
tal que por cada punto de O pasa una y solo una curva de la familia. Dado que las superficies
que nos interesan son nulas (horizontes), consideremos una congruencia de geodésicas nulas.
Una geodésica nula es una curva en el espaciotiempo que tiene una tangente nula, [*, es
decir, [*l, = 0, y satisface la ecuacién de las geodésicas.

1°V,1* = 0. (3.12)

Desde el punto de vista conceptual, es posible establecer una analogia entre una congruencia
y un flujo [56]; puesto que los flujos pueden entenderse como las curvas integrales generadas
por un campo vectorial dado, si se identifican dichas curvas con geodésicas, entonces la
congruencia, se identifica con el conjunto de curvas integrales, es decir, el flujo. En pocas
palabras, si un flujo es el conjunto de lineas integrales generadas por un campo vectorial,
entonces, una congruencia es un conjunto de curvas geodésicas generadas por un campo
vectorial. En particular, si este campo vectorial [* es nulo, obtenemos una congruencia de
geodésicas nulas.

Si una congruencia puede pensarse como un flujo, resulta natural preguntarse por las
propiedades que caracterizan dicho flujo. Podemos imaginar que a medida que nos movemos
de un punto a otro a lo largo del flujo, la forma de este cambia; aun incluyendo el mismo
conjunto de lineas geodésicas, este puede ser més pequeno (o mds grande), cortado o torcido.
Este razonamiento sugiere que existen algunas cantidades que dan cuenta de estas posibles
deformaciones.

Para responder concretamente esta pregunta consideremos el gradiente del campo [, [56]

1
Valy = 0ap +wap + mhabg, (3.13)

donde n es la dimensién del espacio en cuestiéon. Notamos que este es un tensor de segundo
rango, que se divide en tres términos. Estos representan los tipos de deformaciones (vistos
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en una seccién transversal), que el fluido puede experimentar a medida que evoluciona.

Si tomamos una seccién transversal del flujo (congruencia), entonces el esfuerzo cortante
esta dado por

1 1
(Y v R 14
Oab 2 ( alb bla) n 1hab97 (3 )

donde hgp = gap — lanp + lpng €s la métrica del 2-espacio ortogonal a [* y n, es un vector
auxiliar tal que n*n, =0y [*n, = —1.

Por otro lado, la rotacién, la parte antisimétrica, estd definida por la expresién
5 1
W' =5 (Valy = Vila) (3.15)

Por 1ltimo, la expansion es

0 = V,l°. (3.16)

Esta describe como el area de la seccién varia con respecto al pardametro afin. Ahora bien,
estas definiciones son validas en el caso de que las lineas geodésicas estén afinmente para-
metrizadas, sin embargo, para calcular la expansién del vector nulo [* cuando la geodésica
a la que es tangente no estd necesariamente caracterizada por un parametro afin se usa la
ecuacién [54]

1%n® + nalb
(_ncldgcd)
Por otro lado, la dindmica de estas cantidades estd descrita por las ecuaciones de Ray-

chaudhuri. En particular, la propagacion de la expansion a lo largo de una geodésica nula
se rige por

0 =hV,l, = |g® + Valp. (3.17)

2

% = —% — 0% 4+ w? — Ry, (3.18)
Esta ecuacién describe cémo las geodésicas nulas (lineas de flujo) convergen % <0o
divergen % > 0 en funcién de la expansién misma, el esfuerzo de corte, la rotacién y la
materia (relacionada con Ry, a través de las ecuaciones de Einstein). Notamos que el esfuerzo
cortante actia como la gravedad, es decir, de manera atractiva, mientras que la rotaciéon
actiia en la direccion opuesta. Esto 1ltimo tiene sentido incluso en la teoria Newtoniana,
donde un cuerpo rotando experimenta una fuerza centrifuga que actia en direccién contraria

a la gravedad.

Teorema de convergencia

Para entender la relevancia de la ecuacién de Raychaudhuri respecto al comportamiento
de las congruencias, analicemos el teorema de enfoque o convergencia ®.

1Focussing theorem
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Primero notemos que la ecuacién (3.24) la podemos escribir como [56]

d’F 1
W + g (0'2 — (A)Q + Rablalb) F = 0, (319)

donde se toma 6 = 3%’.

Dado que la expansién define el ritmo de cambio del drea de la seccién transversal de la
congruencia, si esta tiende al infinito negativo, implica que el conjunto de geodésicas conver-
ge, mientras que al acercarse al infinito positivo, divergen. En particular, el comportamiento
convergente de las geodésicas se pueden asociar con caracter atractivo de la gravedad. Por
tanto, estamos interesados en las condiciones que se deben cumplir para que la expansién
de una congruencia converja. Sin mds predmbulos se puede mostrar que converge si [506]

02 —w? + Rapl®1” > 0. (3.20)

Para el caso de campos vectoriales que son ortogonales a hipersuperficies, el término
rotacional es nulo y considerando, ademas, que el corte es despreciable respecto al tensor de
Ricci obtenemos

Rapl®1° > 0. (3.21)

En relatividad general, la curvatura es causada por el contenido de materia. Usando las
ecuaciones de Einstein se puede reescribir el tensor de Ricci como

1
Rab == Tab - §gabT~ (322)

De esta manera, el criterio para la convergencia de la congruencia es a su vez un criterio
sobre el tensor de energia momento. Es decir, para que una congruencia en un espaciotiempo
con materia converja, es necesario que el tenso de energia momento satisfaga

1
(Tab - 2gabT) lalb > 0. (323)

Esta define la condicién de energia fuerte; el equivalente relativista del enunciado New-
toniano que asegura que la fuerza gravitacional es atractiva solo si la masa es positiva.
Regresando a la ecuacién de Raychaudhuri, la cual, usando los resultados obtenidos puede
ser reescrita como

do 62 9 1

= — 0% Ty — =guT | 1°0°. 24

a2 7 ( b gl ) (3:24)
Noétese que al cumplirse la condicién de energia fuerte, entonces, % < 0. Con esto com-

probamos que a medida que el pardmetro afin avanza, la expansion se vuelve mas y mas
pequena, lo cual significa que las geodésicas se van acercando unas a otras, atraidas entre
si. De esta manera, la naturaleza atractiva de la gravedad se manifiesta en la convergencia
de las geodésicas.

En resumen, si la materia es positiva, lo cual es equivalente a decir que la gravedad es
atractiva, las geodésicas convergen, lo cual es caracterizado por una disminucion del area,
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es decir, una expansiéon negativa. Mientras mas grande es la cantidad de materia en el
espaciotiempo, mayor es la curvatura y las geodésicas se atraen con mayor intensidad. De
esto podemos ver que el comportamiento gravitacional de una congruencia es caracterizado
por su expansién. Ahora bien, puesto que un horizonte (superficie nula) puede entenderse
como un conjunto de lineas geodésicas nulas (generadores de la superficie), la expansién
puede usarse para caracterizar el comportamiento gravitacional de los horizontes.

Hipersuperficies nulas

Una hipersuperficie nula estd caracterizada [35] por ciertas propiedades especificas. Pri-
mero, una hipersuperficie ¥ es una subvariedad de n — 1 dimensiones en una variedad
(espaciotiempo) M de n dimensiones. Esta puede definirse mediante una funcién f(z) que
permanece constante en una regién del espaciotiempo y cuyo gradiente es normal a X. Si el
vector gradiente es nulo, entonces la hipersuperficie es nula y el vector normal es tangente a
3. Si es tipo tiempo, la hipersuperficie es espacialoide y si el vector gradiente es tipo espa-
cio, la hipersuperficie es temporaloide. La propiedad més importante de una hipersuperficie
nula es que esta puede entenderse como un conjunto de geodésicas nulas (congruencia) 2,

llamadas generadores de la hipersuperficie.

Un horizonte es una hipersuperficie nula que divide el espaciotiempo en dos regiones,
una (el exterior) cuyos puntos pueden conectar con el infinito® y otra (el interior) cuyos
puntos no pueden conectarse con el infinito. Las curvas del interior de un horizonte, no
pueden escapar hacia el infinito, porque estdn atrapadas. Se dice entonces que el horizonte
estd definido por una superficie atrapada, de hecho, se puede pensar un horizonte como la
frontera de una region atrapada.

Para entender conceptualmente lo que es una superficie atrapada, consideremos una
esfera de dos dimensiones en el espaciotiempo de Minkowski. Imaginemos dos conjuntos
(congruencias) de rayos de luz; consideremos que el primer conjunto emana de la esfera, y,
que, por tanto, al alejarse de esta, los rayos dibujan esferas de radios crecientes, es decir,
divergen. El segundo conjunto, son rayos de luz que estan dirigidos hacia la esfera, de tal
manera que estos dibujan esferas de radios cada vez mas chicos, y, por tanto, de areas cada
vez mas pequenas, lo cual, ya vimos, que implica una convergencia. Este es el comportamien-
to que se esperaria en una superficie normal i.e., en un espacio plano. Ahora, imaginemos
este escenario en el interior de un agujero negro. En esas condiciones, la curvatura es tan
extrema que los rayos de luz viajan de tal manera que las esferas que van dibujando, tanto
los rayos entrantes como los salientes, son de radios cada vez més pequenos; esto significa,
que incluso los rayos que intentan salir de la esfera y escapar hacia el infinito, son obligados
(por la curvatura) a converger de vuelta hacia la esfera; de aqui, que en un agujero negro
solo puedan entrar cosas, pero que nada pueda salir. En otras palabras, las esferas dibuja-
das por los rayos entrantes y salientes son cada vez de dreas méas y méas pequenas, lo cual
significa que ambos conjuntos de rayos convergen, y, que, por tanto, su expansion es nega-

2Esta es la razén por la que al estudiar la cinemética (expansién, corte y rotacién) y dindmica (ecuacién de
Raychaudhuri) de las congruencias, se pueden conocer las propiedades de una hipersuperficie, en particular
de la que define un horizonte.

3El espacio asintéticamente plano que estd més all4 de un agujero negro.
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tiva. En este sentido, se dice que los rayos de luz estan atrapados. La regién de la cual no
pueden escapar define una regién o superficie atrapada. Por tanto, segin los razonamientos
que hemos presentado, podemos concluir que tales superficies estdn caracterizadas por una
expansion negativa.

Clasificacion de hipersuperficies

En general, es posible clasificar las hipersuperficies de acuerdo al comportamiento de
las expansiones 6; y 6,,, asociadas a congruencias de geodésicas nulas, salientes y entrantes,
respectivamente. Las siguientes son algunas definiciones [55] vélidas para 2-superficies:

e Una superficie normal estd caracterizada por 6; > 0y 6, < 0. Este es el caso, por
ejemplo, de una 2-esfera en el espacio de Minkowski.

e Una superficie atrapada esta caracterizada por 8; < 0y 6, < 0. En este caso, los rayos
nulos entrantes y salientes dirigidos hacia el futuro, convergen: la luz que se propaga
hacia el exterior es arrastrada hacia atras (por la gravedad).

e Una superficie marginalmente exterior atrapada (o marginal) (MOTS) corresponde a
0,=0 y 0, <O0.

e Una superficie no atrapada es aquella con 6;6,, < 0.

El lector interesado puede encontrar mas detalles sobre la clasificacién de horizontes en
[57] [55] [58] [59].

3.5. Definicién de horizonte aparente

Con la descripcién anterior podemos dar la siguiente definicién [57] [54]
Un horizonte aparente es una hipersuperficie marginal caracterizada por las expansiones

0, =0, (3.25)
0, < 0. (3.26)

En pocas palabras, es la frontera que divide las superficies atrapadas de las no atrapas.
La ecuacidn (3.25) indica que las geodésicas nulas salientes dejan de propagarse hacia afuera
y se quedan atrapadas sobre la superficie del horizonte. Este comportamiento se explicd
cuando se estudiaron las geodésicas (2.49) de agujeros negros. La condicién (3.26) distingue
entre agujeros negros y agujeros blancos.
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Como ejemplo, consideremos un espaciotiempo con simetria esférica dado por la métrica
en coordenadas Painlevé-Gullstrand (7, R, 6, ¢)

ds* = [*(1, R) — v*(7, R)] dv* + 20*(7, R)drdR + dR* + R*dQ?, (3.27)

o= # (R

donde ¢(7, R) = %575 vy v = ¢(7, R), [2L y dO? = df? + sin*0d¢?.

Las congruencias asociadas a las geodésicas nulas, radiales, salientes y entrantes, estan
dadas respectivamente por[55]

1
= 1 R) — R),0,0 3.28
6(7—7 R) ( ?C(T7 ) U(T7 )7 Y ) ) ( )
"= (1, ~¢(r,R) - o(r, R),0,0) (3.29)
- C(7_7 R) ) T’ T? ) ) * .
Asi, usando (3.59) podemos calcular las expansiones que resultan ser
2 2M 2 2M
0 =—=|(1—1/— 0,=——=11 — . .
l R( R), R<+ R) 530)

En el caso de un agujero negro de Schwarzschild, las superficies atrapadas son aquellas
donde R < 2M, las superficies no atrapadas aquellas donde R > 2M y la frontera entre
estas es R = 2M, que corresponde con el radio de Schwarzschild. Nétese que el horizonte
R = 2M esta definido por la condicién 6; = 0. En este caso el horizonte aparente coincide
con el horizonte de eventos. Mds adelante definiremos el horizonte aparente FLRW.

Horizonte aparente y Energia de Misner-Sharp

Consideremos un espaciotiempo con simetria esférica, cuya métrica esta dada por
ds? = hapdz®da® + R%dO?, (3.31)

donde hgp es la métrica del plano (¢, R), y los indices a, b solo toman valores 0,1 tales que
dz® =dt y dz' = dR.

En esta clase de espaciotiempo el horizonte aparente puede ser estudiado, alternativa-
mente, usando la energia Misner-Sharp. Esta es una cantidad invariante en el espacio (¢, R)
y solo esta definida para espaciostiempo esféricamente simétricos. Una de las propiedades
que la hace especialmente util desde el punto de vista fisico y matemaético es que esta es la
corriente de Noether conservada asociada con el vector de Kodama. La energia de Misner-
Sharp esta definida como

E = % (1 —h*9,RO,R) . (3.32)

En funcién de esta cantidad, las condiciones sobre superficies se pueden escribir como
22]
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e atrapada h*9,RO,R < 0,
e marginal h**9,RO,R = 0,
e 1o atrapada h**9, ROR > 0.

El horizonte aparente es la frontera entre superficies atrapadas y no atrapadas, por tanto,
es una superficie marginal que satisface la condicién

h*9, RO, R = 0. (3.33)

De la ecuacién (3.32) observamos que esto implica R = 2FE, que en caso de una agujero negro,
donde E = M, define el radio de Schwarzschild. Nétese que esta expresién es consistente
con el criterio §; = 0 en (3.30). En la literatura se muestra que ambos criterios estdn
relacionados. En [22] se muestra que al considerar un espaciotiempo con simetria esférica en
n — 1 dimensiones con la métrica en la forma doble nula

ds? = —2e~Tdetde™ +r2dQ3_,, (3.34)

las expansiones estaran dadas p

10)
s = (n— 1)%, (3.35)
donde 9+ = 9/9¢*.
De esto se sigue que
2
ab _ f

0RO R = ————= €/ 0,0_, 3.36
g b (n — 1)2 e Uy ( )
una esfera es atrapada si #;0_ > 0, no atrapada por #,0_ < 0 y marginal si 6,60_ = 0.

Otro ejemplo de esto se da en [60] donde, de hecho, se escribe explicitamente

6, = h**0,RO,R = 0. (3.37)

Gravedad superficial de un horizonte aparente

Desde el punto de vista fisico, la energia de Misner-Sharp es una cantidad invariante
en el 2-espacio (¢, R) y estd asociada a la cantidad de energia gravitacional contenida en
una esfera de radio R. Una de las propiedades que la hace especialmente importante es que
resulta ser la corriente de Noether conservada asociada con el vector de Kodama.

El vector de Kodama, al igual que la energia de Misner-Sharp, solo esta definido para
espacios con simetria esférica y estd dado por [61]

K® = ¢®V,R, (3.38)

donde €4, es el tensor antisimétrico en el plano (¢, R) [62]. De esta forma, K* estd definido
solo en este 2-espacio; por tanto, tiene la forma K, = (K;, Kg,0,0). El vector de Kodama,
al igual que un vector de Killing, estd relacionado con la simetria del espaciotiempo. De
hecho, se puede pensar que el vector de Kodama es al espacio con simetria esférica, lo que
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el vector de Killing al espacio estacionario; en particular, en espacios estaticos el vector de
Kodama es paralelo al vector de Killing.
La propiedad que hace especial a este vector, es que su divergencia se anula

V. K =0. (3.39)

Esto implica que la corriente
J* = GUKy, (3.40)

donde G es el tensor de Einstein, resulta ser una cantidad conservada aun cuando no exista
un vector de Killing tipo tiempo. Esta es una propiedad tan excepcional que se le conoce
como el milagro de Kodama [63].

En un espacio dindmico no se tiene un vector de Killing tipo tiempo, y, por tanto, no se
tiene una direccion de invariante en el tiempo; sin embargo, el vector de Kodama sigue dando
una direccién de tiempo preferida, de esta manera K¢ satisface una ecuacién equivalente a
la ecuacion de Killing,

K (Kavb + Kbva) = 8w Ry, (3.41)

donde
Y = TPVyR — WV,R, (3.42)

es el llamado vector de flujo de energia, el cual, en este contexto, lo podemos entender como
una cantidad que mide que tanto se aleja el espaciotiempo en cuestion, de un espaciotiempo
estdtico. Al igual que el vector de Kodama 1), solo esta definido en el 2-espacio (¢, R) y tiene

la forma 1, = (wta ¥R, 0, 0)
T es el tensor de energia momento y W es la densidad de trabajo definida como

1
W= —§T“bhab, (3.43)

De manera andloga a la ecuacién (3.1), el vector de Kodama permite definir una nocién
de gravedad superficial dada por

%gach (VCKa - V¢1I<c) = K:Kb~ (344)

Esta expresion puede ser reescrita, de manera que resulte mas practica para realizar los
célculos, como

K= %aa (\/ThhababR) . (3.45)

o bien £
K= G@ — 47WR. (3.46)

La expresion (3.45) define la gravedad superficial que se asocia a un horizonte aparente.
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Primera ley unificada

Las cantidades que se han mencionado en esta seccién no son todas independientes entre
si, sino que satisfacen la llamada primera ley unificada [57] [64] [65]

V.E = Ay, + WV,V. (3.47)

donde, FE es la energia de Misner-Sharp, ¢ el vector de flujo de energia, W la densidad de
trabajoy V = %R?’ el volumen &real.

Esta expresion representa una generalizacién de la primera ley (de la termodindmica) de
agujeros negros para el caso de espaciostiempo dinamicos.

Podemos verificar [66] [62] que (3.47) es equivalente a la expresién

E K
A, = ol = —V,A. 4
P RV <R> + 87TV (3.48)

Asimismo, al proyectar SObI’e el horizonte, se obtiene
A’(/J = K V.A (3 49)
a 3 a4l .

Esta expresion se puede entender como la versién espaciotemporal de la relacién de Clausius
0Q = TdS; el término A, puede ser interpretado como un flujo de energia (calor) que
atraviesa el horizonte; 5=, al igual que en agujeros negros, se interpreta como la temperatura
y el drea A como la entropia. Asi, (3.49) establece que un flujo de energia a través del
horizonte es proporcional a un aumento en el area de dicho horizonte.

Las definiciones y conceptos presentados aqui son fundamentales para entender la termo-
dindmica asociada a los horizontes aparentes. En particular, en el capitulo 5 veremos como
aplicando estos conceptos al espaciotiempo de FLRW es posible obtener las ecuaciones de
Friedmann a partir de la relacién de Clausius.

3.6. Horizontes FLRW

En esta seccién revisaremos los horizontes definidos en el espaciotiempo de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker.

Horizonte de particulas y horizonte de eventos

De acuerdo con la cosmologia moderna, el universo no puede ser observado en su totali-
dad; solo podemos ver una parte pequena de él, lo que se suele llamar, el universo observable.
La razén de esto, es que el proceso de expansién del universo hace que la distancia propia
entre dos objetos aumente con el tiempo, lo cual, da lugar al horizonte de particulas y el
horizonte de eventos.



3.6. HORIZONTES FLRW 51

Podemos entender el horizonte de particulas como una esfera centrada en el observador
comovil en r = 0, cuyo radio estd dado por [54]

Rup = a(t) /0 a‘g:). (3.50)

El horizonte de particulas define la distancia maxima que podemos observar en el tiempo
presente. Esta definido por el conjunto de todas las senales de particulas que han llegado al
observador en el intervalo de tiempo comprendido entre el Big Bang (¢ = 0) y el tiempo ¢.

Una caracteristica de los horizontes cosmolégicos, es que estos evolucionan con el tiempo,
de manera que lo que al tiempo t no se puede observar, podria observarse a un tiempo
posterior. De hecho, derivando la expresién (3.50) podemos probar que la evolucién del
horizonte de particulas estd dada por

RHP =HRyp+1. (3.51)

Para un universo que se expande, el horizonte se extiende con el tiempo, es decir, Rgyp >
0, lo cual significa que a medida que se avanza al futuro, un nimero mayor de sefiales
provenientes del pasado pueden llegar al observador.

El horizonte de particulas, al igual que el horizonte de un agujero negro, es una hiper-
superficie nula que divide el espaciotiempo en dos regiones. En este caso, lo que estd mas
alla del horizonte, son los eventos que el observador, a un tiempo t, no puede conocer. En
contraste con el horizonte de un agujero negro, el horizonte de particulas evoluciona con
el tiempo y depende del observador. Otra diferencia significativa es que en el horizonte de
agujeros negros el observador estd situado fuera del horizonte, mientras en un contexto cos-
moldgico, el observador esta dentro del horizonte.

Consideremos ahora el horizonte de eventos.

En 1929 E. Hubble descubrié que cuanto mas lejos se encuentra una galaxia de otra,
més rapido se aleja una de otra *
v=HyD. (3.52)

Esta es la ley de Hubble y establece una relacién entre la velocidad de recesion y la distancia
de una galaxia.

Si se asume que a ley de Hubble es véalida para todas las distancias, es posible que una
galaxia se aleje con velocidades més grandes que las de la luz [67]. En tal caso, la luz que
emiten hoy esas galaxias jamas podra alcanzarnos. Esto nos lleva al horizonte de eventos.
el cual se puede definir como la distancia méas grande desde la cual la luz emitida hoy nos
alcanzara en cierto momento en el futuro. El radio del horizonte de eventos estd dado por

+oo dt’

RHE = a(t)/ — (353)

a(t’)’

4De sus observaciones pudo deducir que el corrimiento al rojo de una galaxia es proporcional a la distancia
a la que esta se encuentra.
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Si comparamos con el radio del horizonte de particulas (3.50), el horizonte de eventos
puede considerarse como su complemento.

El horizonte de eventos también es un hipersuperficie nula y al igual que el horizonte
de particulas es dindmico, por lo que al derivar (3.53) encontramos que su evolucién estd

determinada por )
Rygp=HRpgp — 1. (3.54)

Horizonte aparente

Anteriormente vimos que el horizonte aparente esta definido por las condiciones 6; = 0
y 0, < 0. Por tanto, para determinar el horizonte aparente, primero tenemos que calcular
las expansiones de las congruencias entrantes y salientes del espaciotiempo FLRW.

La métrica FLRW esta dada por

dr?
1 — kr2

ds® = —dt® + a*(t) ( +r2(df* + sz’n29d¢2)> . (3.55)

Para obtener las congruencias radiales entrantes y salientes consideremos el espacio (¢, r),
es decir, hacemos df = d¢p = 0, asi

d52:O:>ﬂ—&—i71_kr2.

= = 3.56
dt  po a ( )

donde tomamos pg = % yp1= g%"\.

Con esto podemos determinar que las geodésicas nulas radiales, salientes y entrantes tienen
campos tangentes definidos respectivamente por

V1 —kr? V1 —Fkr?

=1, """ 00, wno=(1,-Y"""0,0]. (3.57)
al(t) a(t)
Reescribiendo la métrica (3.55) como
ds® = hapdaz®da® + R* (d6> + sin*0d¢?) . (3.58)
donde R = a(t)r, hqy, = diag (—1, % ,0, O) y usando la ecuacién (3.59)
1onb +nalb

0 =h"Valy = |g* + ——7—| Val 3.59
Valh = o7+ s | Vb (3.59)

podemos calcular las expansiones, las cuales estan dadas por [21] °

1 kR
0, =2 H+—1/1- .
: <+R a2>, (3.60)

5El célculo explicito se hace en la pagina 69 de [54])
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1 kR2
on2<HR 1£>. (3.61)

En este caso, el horizonte aparente esta definido por 6,, =0 y 6; < 0. Lo cual conduce a
1
VH?+ &

Por otro lado, podemos probar que siguiendo el método de la energia de Misner-Sharp
obtenemos el mismo resultado. La condicién que determina el horizonte aparente segin el
criterio (3.33), es

Ry = (3.62)

ab 813 6713 =0. (3.63)
0z 0z° [ p_p,
Asi,
OROR OR OR
ttZ" rr 2T —

h ot ot or 37“:|R_R 0 (3:64)
L(R H?-a® = 0 (3.65)

T— k2" @ = ’

R2
(RhH)2+ka—§ = 1, (3.66)
-1

R} = (H2 + k) (3.67)

h a2 ) .

donde se ha considerado ;R = RH y 0,R = a. Por tanto, el radio del horizonte aparente

es 1
Rp=—nu. (3.68)

H?+ k&

Notemos que esta expresion es exactamente igual a la ecuacién (3.62) que obtuvimos al
calcular el radio con el método de la expansién. Esto muestra la consistencia de las dos
definiciones.



Capitulo 4

Termodinamica

La termodinamica estudia las propiedades fisicas de la materia a nivel macroscopico.
Esto significa que aun cuando a nivel fundamental la materia tenga una estructura interna
formada por particulas elementales, 4tomos, moléculas, etc., las relaciones establecidas me-
diante los métodos de la termodindmica deben permanecer invariantes ante cambios en los
modelos microscépicos de la materia [68] [69].

Podemos considerar que el problema de la termodinamica queda descrito de la siguiente
manera: tomemos un sistema aislado formado por dos subsistemas simples, no necesaria-
mente aislados, por ejemplo, un recipiente con una pared que divide al sistema en dos partes,
donde en cada parte se encuentra un gas. Supongamos que el sistema total se encuentra en
equilibrio respecto a ciertas ligaduras internas, e.g, la pared que divide a los dos gases. Ahora
bien, si algunas de estas ligaduras internas se remueven, esto causa una serie de procesos
en el sistema que con el tiempo determinan una nueva condicién de equilibrio. Por ejemplo,
al quitar la pared que divide los dos gases, estos se mezclan entre si hasta que alcanzan un
nuevo estado de equilibrio.

Asi, el problema esencial de la termodindmica es encontrar el estado de equilibrio final que
alcanza un sistema compuesto aislado después de que algunas ligaduras internas han sido
removidas [28]. En termodindmica, los estados de equilibrio se encuentran caracterizados
por un numero pequeno de pardmetros que se denominan variables de estado. Cuando se
alcanza un estado donde las variables de estado permanecen sin cambios, se dice que el
sistema estd en equilibrio.

El problema que hemos descrito se soluciona considerando que existe una cantidad fisica
que alcanza un valor maximo cuando las variables de estado precisamente han alcanzado
su estado de equilibrio. Esta cantidad fundamental se denomina entropia. Una vez que la
entropia se ha determinado para un sistema concreto, los métodos de la termodindmica per-
miten obtener, a partir de esta, toda la informacién termodindmica concerniente al sistema.
De esta manera, el problema de la termodindmica se resuelve por completo.
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4.1. Leyes de la termodinamica

El formalismo de la termodindmica estd fundado en cuatro postulados, a partir de los
cuales, es posible deducir relaciones entre las propiedades de la materia. Estos postulados
son conocidos como leyes de la termodindmica

Ley cero
Ezisten estados macroscopicos particulares llamados de equilibrio caracterizados por el
hecho de que las propiedades macroscopicas del sistema no varian con el tiempo.
Todos los sistemas en equilibrio con un sistema dado estan en equilibrio unos con otros.

Primera ley
Existe una funcion de estado denominada energia interna U y una forma de energia Q)
transmitida por medios no mecdnicos llamada calor, las cuales guardan una relacion de
conservacion con el trabajo mecdnico W

dU = 6Q — 6W. (4.1)

Segunda ley
FEziste una funcion de estado denominada entropia, dependiente de los pardmetros
extensivos, tal que al liberar un sistema de sus ligaduras, este evoluciona hacia un estado
de equilibrio de entropia mayor, en el que los pardmetros extensivos toman valores que
mazimizan dicha funcion

dS >0, d*S <0. (4.2)

Tercera ley: Postulado de Nernst

. aU _ , .
No es posible alcanzar el estado para el que g =0 en un nimero finito de pasos.

Hagamos algunas observaciones sobre estos enunciados.

El equilibrio térmico es caracterizado por una propiedad intensiva comtn a todos los sis-
temas que se denominan temperatura 7'. Asimismo, el equilibrio mecénico es caracterizado
por la presiéon p, que en la perspectiva termodindmica es una cantidad intensiva; el equili-
brio quimico esté caracterizado por el potencial quimico p. Cuando todas estas cantidades
permanecen sin cambio en dos o més (sub)sistemas que estén en contacto entre si, se dice
que los (sub)sistemas estédn en equilibrio termodindmico.

En la primera ley escribimos 0Q) y W para senalar que estas no son necesariamente
diferenciales de una cantidad de estado, a diferencia de dU, que si lo es. Esto significa, que
la energia interna U, tiene un valor definido para cada estado del sistema, mientras que @ y
W no lo tiene, es decir, para un sistema en un estado definido, no se puede decir que tenga
una cierta cantidad de calor o trabajo [68].

Para que la entropia describa correctamente un sistema termodinamico, esta debe ser

una funcién continua y diferenciable, aditiva, homogénea de primer orden y monétonamente
creciente con respecto a la energia interna [28]. Que sea aditiva significa que la suma de las
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entropias de dos sistemas debe ser la suma de la entropia de cada sistema, i.e., S(A+ B) =
S(A)+ S(B). La homogeneidad de grado uno significa que la entropia deber ser una funcién
extensiva, esto se analizara mas adelante. Finalmente, que sea mondétonamente creciente
significa que % < 0, lo que a su vez implica que la temperatura, definida como, & = 22

T — oU
debe ser una cantidad positiva.

Matematicamente, el principio de entropia maxima, implica que los cambios en la en-
tropia, respecto de un pardmetro extensivo que cambia, suceden de tal manera que la en-
tropia siempre aumenta, es decir, dS > 0 pero no solo eso, para que el sistema alcance un
estado de equilibrio después de experimentar un cambio, por ejemplo, al retirar una ligadu-
ra, la entropia debe alcanzar un valor maximo, y esto implica que la segunda derivada de la
entropia respecto al pardmetro adecuado, debe ser negativa i.e., S < 0. Si este criterio falla,
la entropia podria crecer indefinidamente y el sistema no alcanzaria un estado de equilibrio.

Por dltimo, con respecto a la tercera ley hay un debate sobre si debe o no considerarse
como una ley, pues hay sistemas para los que parece no aplicar [70].

4.2. Ecuaciéon fundamental y ecuaciones de estado

La entropia permite solucionar completamente el problema de la termodindmica. Si esta
es expresada en términos de los pardmetros extensivos, por ejemplo S = S(U, V| N),entonces
contiene toda la informacién termodindmica posible de un sistema. En tal caso, la entropia
se denomina ecuacion fundamental del sistema.

La ecuacion fundamental da una descripcion completa de un sistema: contiene toda la
informacién termodindamica posible; equivale a tener todas las graficas y todos los datos
numéricos existentes. Al conocer la ecuacién fundamental, no queda un solo atributo ter-
modindmico que no esté determinado, pues toda la informacién del sistema puede derivarse
de esta [28]. Por tanto, la relacién fundamental se convierte en la cantidad mds importarte
en la Termodindmica. Es posible obtener la ecuaciéon fundamental en dos representaciones:
energética y entrépica.

Representacion energética: Para un sistema simple, la energia interna como funcién de
la entropia S, el volumen V' y el ntimero de particulas IV, define la ecuacién fundamental
U=U(S,V,N). (4.3)
En este caso, la primera ley de la termodindmica estda dada por
dU =TdS — pdV + pdN, (4.4)

donde el término T'dS es el calor intercambiado, pdV y pudN son los términos de trabajo.
Comparando la expresién anterior con la forma diferencial de la ecuacién fundamental
U(S,V,N),

dU(S,V,N)(?Z) dS+<gg> dV+(gg) AN (4.5)
V,N S,N V.S
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obtenemos las llamadas ecuaciones de estado

oU oU oU
T‘(as>V,N p—‘(av>S,N ”‘(azv)ws' (46)

Estas son derivadas parciales de la ecuacién fundamental y definen a los pardmetros inten-
sivos en funcion de los parametros extensivos independientes. De esto observamos que la
ecuacion fundamental contiene la informacién completa de las ecuaciones de estado. Alter-
nativamente, si tenemos todas las ecuaciones de estado, estas son equivalentes a tener la
ecuacion fundamental. Sin embargo, si se tiene solo una ecuacién de estado, la informacion
del sistema estd incompleta.

En la representaciéon energética, en lugar del principio de maxima entropia, se tiene el
principio de minima energia

En el equilibrio, los parametros extensivos toman valores tales que minimizan la energia
para un valor dado de entropia total

Es posible mostrar la equivalencia [28] de este enunciado con el principio de entropia
maxima, que se mencioné al inicio del capitulo.

Representacion entrépica: para un sistema simple, la entropia como funcién de la energia
interna U, el volumen V' y el nimero de particulas N, define la ecuacién fundamental en la
representacién entrépica

S = S(U,V,N). (4.7)

Al diferenciar esta expresién obtenemos,

oS oS oS
dS(U,V,N) = | — aU + | =—— av + | = dN. (4.8)

W Jyn W Jun ON Jyu

Por otro lado, al despejar el diferencial de entropia de la primera ley (4.4)

1 D H
= — — — N 4'

ds TdU + TdV Td , (4.9)

y comparar con (4.8), obtenemos las ecuaciones de estado en la representacién entrépica

1_(9s p_ (95 B__ (95 (4.10)
T \oU VN T \ov UN T ON U7V' '

La entropia debe ser una funcién mondtonamente creciente de la energia, i.e., U >0
1%

por tanto, esta condicién implica que la temperatura de un sistema termodinamico debe ser
positiva.
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Extensividad y aditividad

Supongamos que tenemos un sistema en equilibrio y que dividimos dicho sistema en
dos, de tal manera que cada parte ocupe el mismo volumen. Observamos, entonces, que
algunas de las variables en cada subsistema, tiene la mitad del valor de las correspondientes
al sistema total, pero otras, mantienen el mismo valor. La temperatura y la presién son
ejemplos de estas ultimas, mientras que la energia, la entropia y el volumen, son ejemplos
de las primeras. Esta observacién nos permite determinar que existen dos clases de variables
termodindmicas: unas que no dependen del tamano del sistema, i.e., del ntimero de consti-
tuyentes elementales, y otras que si lo hacen. Las que dependen de tamano del sistema se
denominan variables extensivas y las que no dependen del tamano del sistema se denominan
variables intensivas. La propiedad que hace que una variable dependa del tamafo el sistema
se denomina extensividad; los sistemas que satisfacen esto se llaman sistemas extensivos.

Otra propiedad importante para la termodindmica es la aditividad. Consideremos la
energia del sistema. Al dividirlo en dos partes iguales, en general, la energia total E se
podria escribir como F = Fy + E5 + E;,¢, donde E;,; es la energia de interaccién entre las

. . E Eint _ s .
dos partes. E);amlnemos ahora la expresion =7 = 14+ %%~ En el limite termodinamico,
int

el cociente 55 tiende a cero; pues al considerar sistemas macroscopicos, la energia de
bulto es mucho mayor que la energia asociada a las superficies de contacto entre los sistemas.
De esta manera, en este limite, la energia es aproximadamente la suma de la energia de las
dos partes, E ~ E; + Es. Se dice, entonces, que la energia es una variable aditiva. Los
sistemas para los cuales su energia total satisface esta propiedad se denominan aditivos.

De estos razonamientos, podemos notar que existe una relacién entre extensividad y la
aditividad. Al dividir un sistema en dos partes iguales y definir la extensividad, si no se
considera que la energia de interaccion es despreciable, respecto a la energia de las partes,
no seria posible concluir que la energia de cada parte del sistema es la mitad de la energia
total. Por tanto, podemos decir, que la aditividad es necesaria para tener extensividad. La
aditividad implica extensividad, pero la extensividad no implica necesariamente aditividad
[71].

Homogeneidad y ecuacion de Gibbs-Duhem

El grado de extensividad de una variable se determinan por la respuesta que muestran
ante escalamientos en el tamano del sistema y se pueden caracterizar en términos de sus
propiedades de homogeneidad.

Una funcién real de tres variables f(z,y, z) es homogénea de grado k si satisface

para algun k constante y un A real.

De esto podemos concluir que los pardametros extensivos como la energia, el volumen y
la entropia deben ser funciones homogéneas de grado uno, puesto que, al escalarlas, e.g.,
duplicar el tamano del sistema, estas cantidades se duplican también. Por otro lado, las
variables intensivas, como la temperatura, la presion y el potencial quimico, corresponden
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a funciones homogéneas de grado cero, pues al duplicar el tamano del sistema estas no se
duplican, sino que se mantienen igual.

En general, una funcién diferenciable homogénea de grado k estd definida por el
Teorema de Euler

Una funcion es homogénea de grado k si y solo si

7 V) = kf(@), (4.12)

donde Z = (z,y,2,...) y V= (8%, a%, %...).

Si f = U es la ecuacién fundamental en términos del volumen, la entropia y el ntimero
de particulas, obtenemos que
S@U(S, V,N) OU(S,V,N) OU(S,V,N)

og o TV A N = RU(S, V). (4.13)

Como la energfa es una variable extensiva debe ser homogénea de grado k = 1 y usando
las expresiones de las ecuaciones de estado, obtenemos la ecuacién de Euler

U=TS—pV +puN. (4.14)

Al diferenciar ecuaciéon de Euler se encuentra una restriccién entre las variables intensivas
dada por la relacién de Gibbs-Duhem

SdT — VdP + Ndp = 0. (4.15)

La cual implica que no todas las variables intensivas son independientes entre si. La relacién
de Gibbs-Duhem permite reducir en uno los grados de libertad necesarios para describir un
sistema termodindmico. Como es usual en la fisica, la reduccién del niimero de variables
indica la existencia de una simetria del sistema. En este caso, tal simetria se refiere a la
invarianza ante escalamientos de las propiedades intensivas que caracterizan el sistema.
Esto se puede ver de la siguiente manera. Dada una funcién de tres variables, homogénea
de grado k

S(A\U, AV, AN) = \*S(U, V, N) (4.16)
es posible elegir A\ = %, con lo cual podemos escribir
Uu v 1
S(N,N,l)—WS(U,V,N). (4.17)

Asi, para una funcién extensiva i.e k = 1, podemos rescribir S como

u v
S(U,V,N)ZNS(N,N,I):NS(U,U), (4.18)
donde u = %, v = % y s = S(u,v,1). Esto significa que un sistema termodindmico de tres
grados de libertad caracterizado por S(U,V, N) se puede describir como un sistema de dos
grados de libertad caracterizado por s(u,v), que es una funcién intensiva. O bien, que se
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puede describir con dos ecuaciones de estado: T' = g—z, £ = % (la tercera ecuacion de estado

no es independiente de estas dos y se puede obtener usando la relacién de Gibbs-Duhem,
i.e., integrando dy = —sdT + vdp) Por otro lado, una funcién intensiva cumple

T(AU,AV,AN) = \°T(U,V,N) = T(U,V,N). (4.19)

Es decir, es una funcién homogénea de grado cero. En consecuencia, se mantiene invariante
ante un escalamiento en el tamano del sistema.

Ecuaciones de estado y homogeneidad

Para analizar como la homogeneidad se incorpora en la termodindmica consideremos lo
siguiente. Tomemos un sistema simple con ecuacién fundamental U = U(S, V, N). Usando la
propiedad de homogeneidad podemos reescribir esta como, u = u(s,v). Por tanto, al derivar,
obtenemos las ecuaciones de estado en la forma

T'=T(SV,N)="T(s,v), p=p(S,V,N) = p(s,0), p=p(S,V.N) = u(s,v).

(4.20)
Asi, pasamos de un sistema de tres variables (S, V, N) a uno de dos (s,v). Si reemplazamos
las ecuaciones de estado en la ecuacion de Euler, podemos obtener la ecuacion fundamental.
De esto se sigue que cada ecuacién de estado por si sola contiene menos informacién que la
ecuacién fundamental. Por otro lado, si tenemos dos ecuaciones de estado, podemos obtener
la tercera usando la ecuacién de Gibbs-Duhem. De esta forma, tener dos ecuaciones de
estado es suficiente para determinar la ecuacién fundamental (salvo una constante). Por
ejemplo, si tenemos las ecuaciones de estado T = T'(s,v) y p = p(s,v), podemos determinar
la ecuacién fundamental a partir de la relacién

du = Tds — pdv. (4.21)

Es posible expresar U en términos de otros pardametros, por ejemplo, podemos despejar
S en funcién de T y con eso escribimos U = U(T,V, N). Sin embargo, esta no contiene toda
la informacién termodinamica del sistema y, por tanto, no es una relaciéon fundamental. La
expresion U = U(T,V, N) es una ecuacién en derivadas parciales, pues la podemos escribir
como U =U (%, V,N). Al integrar esta ecuacién se tendrd una funcién indeterminada de
(V, N) por ello, al ser desconocida la dependencia de U con respecto a V' y N, la informacién
no estaria completa.

4.3. Funciones de respuesta

Las ecuaciones de estado estdn definidas como primeras derivadas (parciales) de la ecua-
cion fundamental. Las segundas derivadas de la ecuacion fundamental definen las funciones
de respuesta del sistema. Estas son cantidades que indican cémo cambia una variable de es-
tado en respuesta a cambios en otra variable bajo condiciones controladas, e.g., como cambia
la entropia al variar la temperatura mientras se mantiene el volumen fijo. Estas funciones
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estan dadas por:
Funciones de respuesta térmica: capacidades calorificas a volumen y presiéon constante

oS as
Cy = T (W)V s Cp = T (W)p . (422)

La capacidad calorifica es una propiedad extensiva que define el calor que debe ser suminis-
trado a un sistema para producir un cambio de un grado en su temperatura.

Funciones de respuesta mecanica: compresibilidades isotérmica k7 y adiabatica kg

1 /0V 1 /0V
— - = —— _— . 4~
=Ty (ap >T’ =y (ap >s (4.23)

La compresibilidad mide la capacidad que tiene un sistema para cambiar su volumen al ser
sometido a una presién mientras se mantiene constante su temperatura o su entropia.

Coeficiente de expansién térmica

o= % (g‘T/)p. (4.24)

Podemos ver el cardcter de segunda derivada de la siguiente manera

L 1/aT\ 1 (U
v _T<8S s T\2s2), (425)
ou

donde se us6 T = (ﬁ)\/' Algo similar se puede mostrar para el resto de funciones de
respuesta.

Estas cantidades no son todas independientes entre si; estdn relacionadas mediante

TV a? TVa?
cp =cy + , KT = Kg + (4.26)
RT Cp
Por tanto, solo tres de las cinco son independientes. Ademaés, se cumple que
2oy (4.27)
Cy RS

donde v es el indice adiabatico.

Transformacién de Legendre

La descripcién de un sistema termodindmica en términos de la entropia S(U,V, N)(o
energfa interna U(S,V, N) presupone que el estado del sistema se describe especificando
su, energia (entropfa), volumen V y niimero de particulas N. Sin embargo, esta no es la
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tnica posibilidad para determinar el estado del sistema. En ciertos sistemas, resulta de
mayor utilidad, por ejemplo, manipular la presién que el volumen, entonces en este caso,
es deseable que el estado del sistema se especifique en términos de la presion. Es decir, en
ocasiones resulta mas conveniente describir el sistema en términos de las variables intensivas.
Pasar de un conjunto de variables independientes a otro sin perder informacién del sistema
se denomina trasformacion de Legendre.

La derivada total de la energia es

dU(S,V) = (gg>v ds + <§g>s dv. (4.28)

Usando T = <gg>v y —p= <g‘[/])s, ésta puede ser escrita como

dU(S,V)=TdS — pdV. (4.29)
Si escribimos T'dS = d(T'S) — SdT y agrupamos los diferenciales obtenemos
d(U —TS)=—-S5dT — pdV. (4.30)

El argumento de la diferencial es la energia del sistema expresada en términos de la tempe-
ratura y del volumen. Esta expresiéon es llamada energia libre de Helmholtz y es denotada
como F'=U —TS. Asi, la trasformada de Legendre de la energia interna con respecto a la
entropia es

dF = —=5dT — pdV. (4.31)

Esta funcién permite estudiar los cambios de energia del sistema teniendo como variables
de estado (o control) la temperatura y el volumen, i.e.

dF(T,V) = (g)v T + (g‘ljl dv. (4.32)

Comparando con (3.25) podemos verificar que

oF oF
5= () p=- <) | (433)
or )’ ov Jr
Mediante el procedimiento anterior es posible realizar la trasformada de Legendre con res-
pecto al volumen, en este caso el potencial que obtenemos es llamado entalpia

H=U + PV. (4.34)

De esta definicién se sigue que

OH OH
dH = TdS + Vdp,  dH(S,p) = <> ds + () dp, (4.35)
o8 b dp Jg



4.4. TERMODINAMICA DEL GAS IDEAL 63

(), v-(3)

De manera analoga, se define la energia libre de Gibbs,

y, por tanto,

G=U+PV-TS=H-TS. (4.37)

- (). v-(2) ws

Hasta aqui se presenté una revision breve de los elementos minimos para comprender
la termodindmica. Ahora bien, en lugar de continuar con una explicacién méas exhaustiva,
cosa que se hace de mejor manera en, por ejemplo, [28] preferimos mostrar con un ejemplo
la aplicacién de los conceptos ya revisados.

Para la cual se cumple que

4.4. Termodinamica del gas ideal

4.5. Termodinamica del gas ideal

Un gas ideal se puede considerar como un fluido hipotético en el que sus componentes no
interaccionan entre si. El sistema estd caracterizado por los paramentos extensivos: U, S, V, N
y los intensivos: T, p, i Para estudiar las propiedades termodindmicas, es necesario, tener
la ecuacion fundamental, o bien, las ecuaciones de estado. Veamos, como a partir de las
ecuaciones de estado, se puede obtener la ecuacién fundamental.

Para este sistema las ecuaciones de estado estan dadas por

3
U=3NkT,  pV = NkgT. (4.39)

Considerando la propiedad de homogeneidad podemos escribir u = %, s = %, v = % Asi,
de la primera ley tenemos
du =Tds — pdv. (4.40)

Usando las ecuaciones de estado (4.39) y (4.40) obtenemos

e integrando
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Por supuesto, esta no es la ecuacién fundamental, pues no es funcién solamente de variables
extensivas. Para encontrar la ecuacién fundamental debemos encontrar S = S(N,U,V) o
equivalentemente s = s(u,v). Para expresar la entropfa en esta forma usamos la ecuacién
de estado u = %kBT, asi

3 U v
s(u,v) = —kpln— + kpln— + so. (4.43)
2 () Vo
La ecuacién fundamental contiene toda la informacién termodindmica de un sistema, asi
que, de (4.43) podemos extraer toda la informacién necesaria para caracterizar el sistema.
En efecto, por un lado, de la primera ley de la termodindmica tenemos

1 p
ds = Tdu + Tdv (4.44)

Por otro lado, tomando el diferencial de (4.43) se obtiene que

ds = <8s) du + <8S> dv, (4.45)
ou ), ov ),
asi 5
1 0s skp P Js kp
(2 = S 2) = 2=, 44
T <6u )U u T o), v (4.46)
Las cuales coinciden con las ecuaciones de estado (4.39) con u = % yU= %

Finalmente, la tercera ecuacion de estado la podemos obtener de la ecuaciéon de Gibbs-
Duhem
dp = —s(T,p)dT + v(T, p)dp. (4.47)

Sustituyendo las ecuaciones de estado e integrando obtenemos

( T ) 5/2 Po
To D
Podemos expresar todas las cantidades que hemos obtenido como funcién del ntimero de
particulas N. Para eso simplemente usamos la propiedad de homogeneidad S = Ns, U =

Nu,V = Nw. En particular, con esto obtenemos la entropia (4.43) como funcién de la
energia interna, el volumen y el niimero de particulas

EEET e

De las ecuaciones de estado (4.39) podemos calcular las funciones de respuesta. Primero,
observamos que usando la regla de la cadena podemos reescribir la capacidad calorifica como

s 0s Ou ou
(o), - (Gar) - (). o

5
w(T',p) = po — kpTln + (2 — so> k(T — Tp). (4.48)

S(U,V,N) = %So + Nkgln
0
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por tanto, al tomar la derivada parcial de u = %kBT, obtenemos
3
Cy = 5/@3. (4.51)

De manera analoga, calculando las derivadas parciales de pv = kT obtenemos

1 1
_1 _ L 4.52
KT p o T ( )
Al tener, ¢,, k7 y a podemos usar las expresiones (4.26) para calcular
Tva? 5 Tva? 3
Cp = Cy + o 5B KT = Ks + & 5p ( )

Por tanto, podemos verificar que el indice adiabatico para el gas ideal es

Cp KT 5
— - _ 2 4.54
V= T s 3 (4.54)

Usando el teorema de equiparticiéon se puede mostrar que

o = ng, (4.55)

donde f son los grados de libertad del sistema. Por otro lado, para un gas ideal (en unidades
donde kp = 1) se cumple
cp—Cy = 1. (4.56)

Por tanto, al tomar estas, junto con la definicién del indice adiabatico v = z—p, encontramos
una expresién que relaciona los grados de libertad f del sistema con el indice adiabatico [72]

24+ f 2
_ 7 f=—. (4.57)
f y—1
Asi, obtenemos que, en este caso, un gas monoatémico tiene f = 3 grados de libertad.

Estas nociones serdn importantes en los capitulos sexto y séptimo cuando calculemos las
propiedades termodinamicas de la ecuacién fundamental del espaciotiempo FLRW.



Capitulo 5

Aspectos termodinamicos de la
gravedad

En el capitulo 3 vimos que la Relatividad General permite la existencia de horizontes
espaciotemporales que actian como un limite causal y bloquean la propagacién de informa-
cién a un observador externo. Las propiedades de los horizontes gravitacionales atin no son
comprendidas del todo, sin embargo, conocemos algo fundamental sobre ellos; estan dotados
de entropia y temperatura. Esta caracteristica de los horizontes senala la existencia de una
relacién profunda entre la dindmica gravitacional y la termodindmica. Esta relacién aparece
de diversas formas dependiendo de los sistemas gravitacionales que se consideren. En este
capitulo exponemos algunos de los aspectos mas importantes ', de la relacién gravedad-
termodindmica. Gran parte del contenido que se discute aqui se escribié siguiendo [73].

5.1. Termodinamica de agujeros negros

El hecho de que los agujeros negros posean una frontera que actiia como un limite causal
que bloquea la transmisién de informacién llevé a Bekenstein [4][74] en 1973 a encontrar
argumentos suficientes para sugerir que estos sistemas deben poseer una entropia distinta de
cero, ya que ocultan informacion del observador externo. Bekenstein sugirié que el area A del
horizonte del agujero negro deberia tomarse como su entropia fisica, puesto que esta tiene la
propiedad de no poder disminuir [75]. Esta analogia ya habia sido vista por Barden, Carter y
Hawking [76] aunque para ellos solo se trataba de una simple coincidencia matemética, pues
desde el punto de vista cldsico un agujero negro tiene una temperatura nula y realmente no
habia indicios fisicos para justificar que el area estuviera relacionada con la entropia. Si un
agujero negro tuviera temperatura, este radiaria, pero esto contradecia la definiciéon de un
agujero negro, pues nada que entre en él podria salir.

No obstante, aunque cldsicamente un agujero negro no emite radiacién, al considerar

Len el contexto con los intereses de nuestro trabajo
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efectos cuanticos las cosas cambian y de hecho fue el propio Hawking quien probé que los
agujero negros emiten radiaciéon a una temperatura distinta de cero. En 1975, Hawking,
mostré [5] que debido a procesos cudnticos es posible que un agujero negro emita un flujo
de particulas con el espectro térmico de un cuerpo negro.

Para llegar a este resultado, Hawking considero un campo cuantico en el colapso de un
agujero negro. Primero toma un campo cuantico que se propaga sobre el espaciotiempo de
tal manera que antes del colapso se encuentra definido por su estado de vacio. Después,
calcula el estado de particulas para tiempos posteriores. El resultado de sus calculos indican
que el nimero de particulas observado en infinito tiene el espectro de radiacién de un cuerpo

K

negro. Esto le permite identificar la temperatura de radiacién como T’ = 3-.

Este descubrimiento llevé a una visién alternativa y complementaria de un agujero negro,
ya no solo se trataba de un sistema gravitacional, sino también de un sistema termodinami-
co con una temperatura bien definida que se podia explicar mediante un mecanismo fisico
concreto. Por otro lado, con este descubrimiento, la propuesta que habia hecho Bekens-
tein término por confirmarse; un agujero negro tiene una entropia proporcional al drea del
horizonte dada por S = iA.

La relacién entre la termodindmica y la dinamica de agujeros negros se volvié més evi-
dente cuando se descubrieron otras propiedades de los agujeros negros. En particular, los
teoremas de unicidad ([77]) establecian que un agujero negro estaba caracterizado comple-
tamente por un conjunto pequeno de pardametros que se podrian comparar con las variables
de estado de un sistema termodinamico.

Las propiedades que caracterizan el comportamiento de los agujeros negros se condensa-
ron en cuatro enunciados, llamados leyes de la dindmica de agujeros negros. Estas son expre-
siones analogas a las leyes de la termodinamica que describen el comportamiento mecénico
de estos sistemas. Las cuatro leyes fueron formuladas explicitamente por Bardeen, Carter y
Hawking en 1973 [76], aunque solo se consideraron con significado fisico después de saber
que los agujeros negros radiaban. No es de particular relevancia en este trabajo exponer
una deduccién formal ni detallada de estas, por lo que las enunciaremos de forma breve. El
lector interesado puede encontrar una descripcién amplia en [76] [78] [42] .

Ley Cero
Si las ecuaciones de Einstein se cumplen y el tensor de energia momento satisface la con-
dicién de energia dominante 2 entonces la gravedad superficial es constante sobre toda la
superficie del horizonte de eventos de un agujero negro estacionario.

Primera ley
Cuando un agujero negro caracterizado por los pardmetros (M, @, J) con un horizonte de
eventos de gravedad superficial k, potencial eléctrico ® y velocidad angular 2 es llevado
(perturbado) a un estado con masa M + dM, carga @) + d@Q y momento angular J + dJ los

2La condicién de energfa dominante establece que para cualquier vector tipo tiempo &, Trnn€™E™ >0y
T2.&™ es causal [79] . Fisicamente, esto significa que la velocidad del flujo energia no puede fluir més rapido
que la velocidad de la luz.
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cambios en los pardmetros estan relacionados por la identidad [78]
w4:§4A+¢a}Hw1 (5.1)
T
donde se cumple que T'= 5= y S = %A .

Segunda ley
Si las ecuaciones de Einstein se cumplen y se satisface la condicién de energfa nula T,,k*k? >
0 y si, ademas, el espaciotiempo es asintéticamente predecible, entonces el drea del horizonte
de eventos es una funciéon que nunca decrece con el tiempo,

dA > 0. (5.2)

De esta manera, la segunda ley estd definida por el teorema de no decrecimiento del area de
Hawking [75].

Tercera ley
Si el tensor de energia momento estd acotado y satisface la condicién de energia débil 2,
entonces la gravedad superficial k no puede reducirse a cero en un tiempo o nimero de
operaciones finito.

Si se considera que la gravedad superficial k, el drea A y la masa M juegan el papel
de temperatura, entropia y energia interna respectivamente, las leyes de agujeros negros
presentan una profunda semejanza con las leyes de la termodinamica.

Debemos mencionar que solo en espaciostiempo estacionarios, como agujeros negros, es
posible relacionar la variacién de cantidades definidas en el horizonte como el area, con
cantidades como la masa o el momento angular que estdn definidos en el infinito ([80]). Ah{
mismo se explica que para poder definir variables termodindmicas en un espaciotiempo no
estacionario, estas deberfan ser cantidades locales. En concreto, en ([59]) se investiga esta
posibilidad mediante el estudio de horizontes aislados que precisamente se definen como hi-
persuperficies nulas con expansién y esfuerzo contante nulos. Esto es de suma importancia,
pues en [8] considera estas como las condiciones de equilibrio que le permiten derivar las
ecuaciones de Einstein, exigiendo que se cumpla la relacién de Clausius §Q) = T'dS. Ver mas
adelante en este capitulo.

Sobre la tercera ley hay algo més que decir. En el caso de agujeros negros esta parece que
no se cumple del todo, pues en principio es posible tener agujeros negros extremos [80] i.e,
k =0 con una &rea finita A # 0. Por otro lado, existen argumentos [70] que paren mostrar
que la tercera ley no deberia considerarse como tal.

3La condicién de energia débil establece que para cualquier vector tipo tiempo &, Trmn&™E™ > 0 [?]
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Segunda ley generalizada

Si un objeto cae en un agujero negro, todo lo concerniente a su informacion fisica desapa-
rece, incluida su entropia, pues después de atravesar el horizonte, inevitablemente termina
en la singularidad. Esto sugiere que la segunda ley de la termodindmica se viola, pues en lo
que respecta a un observador externo la entropia del universo ha disminuido.

Puesto que esto no es fisicamente aceptable, Bekenstein [74] [4] encontré una manera
de resolver este problema. Su propuesta consistia en asociar una entropia al agujero ne-
gro, la cual es proporcional al area del horizonte de eventos. Luego, propone una entropia
generalizada

S = SBH + Smateria' (53)

para la cual se cumple que
dsS = d(SBH + Smatem’a) > 0. (5.4)

Esta es la segunda ley generalizada (SLG) de la termodindmica y establece que la entropia
total Spg + Smateria NUNCa decrece.

De esta manera, si la entropia de la materia disminuye al desaparecer en el agujero negro,
esta es compensada por un aumento en la entropia Sgg. Es decir, cuando la materia entra
al agujero negro, este proceso aumenta el area de su horizonte de eventos.

La SLG resulta especialmente 1til a la hora de considerar un problema que surge al
considerar efectos cudnticos en un agujero negro. Ya se dijo que en ese caso, un agujero
negro radia, sin embargo, al ser un sistema aislado, este proceso implica que parte de su
masa se evapora. Al disminuir la masa, el drea del horizonte también disminuye, por lo que
eventualmente el agujero negro desapareceria por completo. Como se puede observar, esto
viola el teorema de drea de Hawking *, y, por tanto, la segunda ley de agujeros negros. La
SLG resuelve este problema, ya que aun cuando debido a efectos cudnticos el teorema de
area no se satisface, el proceso de evaporacion de agujeros negros no viola la segunda ley
generalizada [80].

Ecuacién fundamental de agujeros negros

Otro aspecto importante que debemos considerar es que la nocién de ecuacién funda-
mental de la termodindmica ordinaria también se puede extender a la mecanica de agujeros
negros. La ecuacién fundamental que contiene toda la informacién termodindmica de un
agujero negro que satisface el teorema de no pelo fue derivada por Smarr en 1973 [29]. En
la representacion de energia estd dada por

27 1/2

M=+ S

4Esto se debe a que el tensor de energia momento asociado a la radiacién que escapa del agujero negro
no cumple la condicién de energia nula
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De esta expresion, igual que en la termodindmica, podemos calcular las funciones de estado.
Tomando el diferencia de (5.5) obtenemos

1 4m?(J? + 1Q?) Q(rQ*+9) J
dM = (87TM - SIS )dS+25M dQ—&-S—MdJ, (5.6)
comparando esto con la primera ley (5.7)
dM =TdS + ®dQ + QdJ, (5.7)

podemos identificar las ecuaciones de estado

T <8M> 1 (1 AT (P + iQ2)> ’ (5.8)

95 ) T siM 52
oM mJ
o= (%57) = 5ir 9
_(OMY\ Q@2+ 5)

En analogia con las variables intensivas en un sistema termodindmico en equilibrio, estas
cantidades son las variables conjugadas y permanecen constantes en el horizonte.

Como es usual en termodindmica estdndar, la ecuacién (5.5) se puede rescribir en la
representacién entrépica,

S=nr (2M2 — Q%+ 2/ M* + MRQ? — J2> . (5.11)

Otras propiedades interesantes tales como la capacidad calorifica y transiciones de fase
han sido estudiadas en [81] [82]. Por otro lado, al considerar la constante cosmolégica como
una presion termodindmica, la masa del agujero negro pasa de ser la energia interna del
sistema a ser interpretada como la entalpia. Ademds, bajo estas consideraciones surge una
nocién de volumen para agujeros negros [83] [84] [85].

En resumen, las cuatro leyes de la dinamica de agujeros negros tienen una profunda co-
rrespondencia con las leyes de la termodindmica si consideramos que x juega el papel de la
temperatura, A el de entropia y M el de la energia interna.

La ley cero de la termodindmica clésica establece que un sistema en equilibrio tiene una
temperatura uniforme, en contraste para un agujero negro tenemos que la gravedad super-
ficial xk es uniforme sobre todo el horizonte. La primera ley establece la conservacion de la
energia, mientras que para agujeros negros tenemos lo que podemos llamar la conservacién
de la masa —sin embargo, recordemos que E = Mc?>— que implica que un cambio en los
parametros @ y J implican necesariamente un cambio en M. La segunda ley define la di-
reccién en la que fluye el calor, mientras que su andlogo establece una direccién en la cual
puede fluir informacién a través del horizonte. Finalmente, la tercera ley establece que no
es posible alcanzar el cero absoluto de temperatura por un proceso adiabético, en el caso de
agujeros negros esta o se cumple del todo. De esta discusion se puede observar la sorpren-
dente analogia entre las leyes de la termodindmica y las leyes de la dindmica de agujeros
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negros.
Puede haber controversia en si, estas leyes son termodindmicas o no, pues, estrictamente
hablando, las propiedades que relacionan son mecanicas y no termodinamicas, sin embargo,
al descubrirse una relacién directa entre temperatura-gravedad superficial y entropia-area,
estas cantidades mecanicas adquieren un significado termodindmico y las leyes de agujeros
negros pueden interpretarse como leyes termodindmicas. Ademads, si consideramos que la
termodindmica es definida por la estructura matemaética impuesta por las cuatro leyes que
la rigen, es decir, que un sistema termodinamico es aquel que obedece dichas expresiones,
entonces, al ser igual, la estructura matematica de las leyes dindmicas de agujeros negros a
las leyes de la termodinamica, podemos decir que los agujeros negros son sistemas termo-
dindmicos. Al menos esto debe ser cierto desde el punto de vista tedrico. Desde el punto
de vista experimental no se puede asegurar nada, pues por el momento resulta muy dificil
implementar experimentos que permitan validar o rechazar estos enunciados. No obstante,
el hecho de que un agujero negro se comporte como un sistema termodinamico, puede ser
un incidié de una profunda relacién entre la gravitacion, la termodindmica y la mecéanica
cuéntica.

5.2. Efecto Unruh

La estructura causal del espaciotiempo de Rindler es muy parecida a la de un agujero
negro. De hecho, podemos notar que la métrica de un agujero negro de Schwarzschild en
coordenadas de Kruskal (2.50)

o _ 16M?

ds eIM (dT? — dR?) — r* (d6? + sen®0dp?) . (5.12)

es muy parecida a la métrica de Rindler (3.9)
ds® = e (—dn® + d€?) . (5.13)

Ambas métricas presentan un horizonte, siendo el de Rindler el horizonte que detecta
un observador acelerado.

Al considerar efectos cudnticos, el horizonte de eventos de un agujero negro, puede emitir
radiacion y, por tanto, tiene una temperatura bien definida. De estos razonamientos resulta
natural preguntarse si el horizonte de Rindler estd dotado también con estas propiedades.
Este problema fue resuelto por Unruh y la respuesta es afirmativa: al estudiar la teoria
cuantica de campos en un espaciotiempo de Rindler, resulta que es posible asociar una tem-
peratura al horizonte percibido por observadores acelerados [7]. En concreto, un observador
acelerado percibe el estado de vacio de Minkowski como radiacién de espectro térmico a una

temperatura dada por
a

Ty = —, 5.14
v=go (5.14)
donde a es la aceleracion del observador. Este fenémeno es conocido como efecto Unruh.

Para una derivacién detallada de los calculos que conducen a este resultado recomendamos
[35] [86].
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Podemos notar que, si el observador es inercial, la temperatura de Unruh es nula. Asi, un
observador inercial no experimentara este fenémeno. Esto tiene consecuencias importantes,
pues de esto se sigue que un observador acelerado en el espacio de Minkowski percibe
particulas, mientras que un observador inercial en el mismo espacio no detecta particulas.
Por tanto, el efecto Unruh muestra directamente que la idea de vacio es una nocién que
depende del observador.

El efecto Unruh es idéntico a la radiacién de Hawking en méas de un sentido. El principio
de equivalencia afirma que un observador con aceleracién uniforme en un espaciotiempo
plano es equivalente a un observador inercial en un campo gravitacional constante. Asi,
apelando a dicho principio, podemos explicar la similitud de las métricas (5.12) y (5.13),
es decir, podriamos asumir que el observador de Rindler no se encuentra acelerado, sino
que estd inmerso en un campo gravitacional; de esta manera, el horizonte de Rindler seria
causado por la curvatura del campo gravitacional; un observador de Rindler seria equivalente
a un observador estatico en el caso de agujeros negros y la temperatura de Unruh seria la
temperatura de Hawking. Por otro lado, a pesar de estas similitudes, también debemos
notar que hay diferencias importantes. La principal, por supuesto, es que la métrica de un
agujero negro representa realmente una configuracién del espaciotiempo con gravedad y no
es solo un artificio dado por una trasformacién de coordenadas, como en el caso de la métrica
de Rindler. Esto significa, que a diferencia del espacio de Rindler, el espaciotiempo de un
agujero negro tiene curvatura; esto es facil de mostrar porque su tensor de curvatura es
distinto de cero, mientras que para Rindler, es nulo. Ademds, con esto se puede probar que
la singularidad de un agujero negro es una singularidad fisica, mientras que en Rindler es
una singularidad de coordenadas °.

En estos espaciostiempo el horizonte juega un papel fundamental como la superficie sobre
la cual se puede asociar propiedades termodinamicas. Esto lo podemos notar claramente en
el espaciotiempo de Rindler donde la temperatura es proporcional a la aceleracién, por
tanto, para un observador sin aceleracién, el horizonte no existird y la temperatura sera
cero. En [87], se argumenta que cualquier horizonte causal estard dotado de propiedades
termodindmicas. No obstante, en [88] se muestra que es posible establecer una relacién
entre la termodinamica y la gravedad sin la necesidad de un horizonte.

5.3. Las ecuaciones de Einstein como ecuacion de estado

En su articulo de 1995, T. Jacobson [8], demuestra que las ecuaciones de Einstein se pue-
den interpretar como una ecuacién de estado, en el siguiente sentido: Se define un horizonte
de Rindler en cada punto del espaciotiempo. Luego considera una clase de termodinamica
gravitacional asociada a tales horizontes, de tal manera que el sistema se define como los
grados de libertad ocultos tras el horizonte. De manera andloga a como un sistema termo-
dindmico usual esta separado del resto del universo por una barrera diatérmica, este sistema
estd separado por una barrera causal, i.e., el horizonte. Las condiciones de equilibrio para

5Granger, A. (2010). Thermodynamic gravity and the emergence of space with geometry (QFFF Dis-
sertation). London: Imperial College. https://www.imperial.ac.uk/media/imperial-college /research-centres-
and-groups/theoretical-physics/msc/dissertations/2010/Andrew-Granger-Dissertation.pdf
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este sistema se especifican suponiendo que en cada horizonte local, la expansion, rotacion y
esfuerzo cortante son despreciables. Suponiendo, ademads, que la entropia es proporcional al
area del horizonte y que la temperatura estd dada por la temperatura de Unruh, las ecua-
ciones de Einstein se obtienen exigiendo que la relacién de Clausius 6QQ = T'dS se cumpla
para todo observador de Rindler asociado a cada punto del espaciotiempo. En las siguientes
lineas exponemos sus resultados con mas detalles.

Dado un espaciotiempo arbitrario, se invoca el principio de equivalencia, para considerar
que una region lo suficientemente pequena alrededor de un punto p se puede tomar como
plana. A continuacién se introduce un marco de referencia acelerado de Rindler. En tal
sistema, los observadores acelerados perciben un horizonte. Sea ¢* el vector de Killing que
genera dicho horizonte.

Puesto que en termodindmica que considera el calor como un flujo de energia entre los
grados de libertad del sistema, aqui se define el calor como el flujo de energia que atraviesa
el horizonte

5Q:/HTab§“d2b, (5.15)

donde T, es el tensor de energia-momento.

Definiendo un vector tangente al horizonte de tal forma que £* = —kAk*, podemos
expresar el elemento de volumen como dX% = k*dAd)\, donde A es el drea del horizonte,
con esto, el flujo de calor resulta

0Q =—k / Topk®kP NdNdA. (5.16)
H

Por otro lado, el ritmo de cambio del drea de un horizonte local con respecto al parametro
afin A esta dado por la expansion

! d(6A)
de donde
5A:/ OdMdA. (5.18)
H

Anteriormente, se se dijo que la ecuacién de Raychaudhuri (3.24) describe la evolucién
de las congruencias nulas que generan el horizonte. En el caso de campos vectoriales que son
ortogonales a hipersuperficies, el término rotacional es cero debido al teorema de Frobenius
[38]. Por tanto, en ese caso, la ecuacién de Raychaudhuri es

db
o —6% — 0% — Rk kP, (5.19)

Para definir el equilibrio en este sistema, se considera que la expansion y el esfuerzo
cortante son despreciables ¢ en el horizonte, por tanto, teniendo en cuenta esto e integrando
(5.19) obtenemos

6En ([59]) se investiga los horizontes aislados que precisamente se definen como hipersuperficies nulas
con expansién y esfuerzo contante nulos. Una discusién similar sobre las propiedades de los horizontes de
agujeros negros que se pueden inferir de la ecuacién de Raychaudhuri se hace en [78].
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0 = —AR kK. (5.20)

De esta manera podemos escribir

§A = — / Rapk kP AdAdA. (5.21)
H

Finalmente, si se asume que la relaciéon de Clausius 6Q = T'dS es véalida para todos los
horizontes locales de Rindler, con T', la temperatura de Unruh T' = 5= 7y S, proporcional
al area, de tal manera que 05 = nd A, obtenemos

K / Tk kP AdNDA = 17— / Rapk®kP AdMdA. (5.22)
H 21 Ju

Esto implica que para todo vector nulo k%, es decir, para todo vector de Killing £®
asociado a un horizonte en cualquier punto del espaciotiempo, se cumple

Topkk® = L R koK. (5.23)
2w
Por otro lado, para todo vector nulo se satisface g,,k%k® = 0, por lo que podemos escribir
Topkkb = gRabk“kb + Fgak®k’, (5.24)
m

para toda funcién arbitraria f. Tomando la divergencia de esta ecuacién y usando la con-
servacién del momento VT, = 0 y la identidad de Bianchi V*R,, = %VbR, se encuentra
que f = —%R + A por tanto, de (5.24) obtenemos las ecuaciones de Einstein

1 2T
Ray — §Rgab + Agay = = Lab- (5.25)

Noétese que en esta derivacién es fundamental considerar regiones donde 6 = 0, es decir,
donde la expansién sea nula; los horizontes de Rindler satisfacen esta condicién porque son
estacionarios. En el capitulo 3 se mostré que esta es la condicién que define un horizonte
aparente. En particular, el horizonte aparente del espaciotiempo FLRW.

Los agujeros negros y el efecto Unruh ya habian dado evidencias de la relacién entre
termodindmica y gravedad. Sin embargo, el trabajo de Jacobson ha llevado estd ain mas
lejos al mostrar que las ecuaciones de Einstein pueden ser entendidas como una ecuacién
de estado. Las implicaciones fisicas de esto pueden ser muy importantes, ya que como el
propio Jacobson discute, su resultado podrian implicar que cuantizar la gravedad no tendria
més sentido que el de cuantizar una onda de presiéon. En realidad las cosas siguen siendo
bastante inciertas sobre si es posible o no cuantizar la gravedad; sin embargo, este trabajo ha
mostrado un aspecto importante de la gravedad. Con él, dio una direccién alternativa para
investigar la relacién entre termodindmica y gravedad. En particular, siguiendo sus ideas en

7En este caso  es la aceleracién de los observadores de Rindler
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[89] se muestra que la nocién de las ecuaciones de campo como ecuacién de estado se puede
extender para teorfas f(R). En ese mismo orden de ideas, en [90] E. Verlinde propone que la
gravedad es una fuerza entrépica. Por otro lado, en [17] se aplican sus ideas al caso particular
de universos FLRW, donde se muestra que de las ecuaciones de Friedmann pueden derivarse
de la relacién de Clausius. En la siguiente seccién revisaremos estos calculos.

5.4. Ecuaciones de Friedmann y la primera ley de la
termodinamica
Para estudiar las propiedades termodinamicas de un espaciotiempo es necesario poder
definir un horizonte. El espaciotiempo FLRW, descrito por la métrica

2

ds® = hapdz®dz® + R? (d6? + sin®0d¢*) hay = diag (—1, ﬁ 0, 0> , R = ar,
— kr

(5.26)

estd dotado de un horizonte aparente definido por

OR OR
ab

— =0. 5.27
Oz Ozb (5.27)

Notese que hgyp estd definida solo para el plano (t,7) donde los indices a,b toman valores
tales que dz® = dt, da' = dr.
La expresién (5.27) es una ecuacién diferencial cuya solucién,

Rp— —— (5.28)

H?+ k&

determina el radio del horizonte aparente. Donde H = % denota el pardmetro de Hubble y es
una cantidad que depende del tiempo; de donde se sigue que R}, es una cantidad que también
depende del tiempo. Esta es una propiedad que lo diferencia del horizonte de eventos de un
espaciotiempo estatico.

Al tomar la derivada de Rj, con respecto al tiempo, obtenemos la expresién que describe
la dindmica del horizonte

. . k
R,=-RiH (H - a2) (5.29)

Estas cantidades resultan ser importantes, pues la entropia y temperatura estan deter-

minadas completamente por ellas. Notese, que para un universo plano, es decir, k = 0, el
1

radio del horizonte aparente es igual al llamado radio de Hubble ryg = 7.

De manera andloga al caso de agujeros negros, se ha mostrado [91] que el horizonte
aparente emite radiacién de Hawking y que es posible asociarle una temperatura y entropia

dadas por

soA ool

: -3, (5.30)
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donde A = 47rR,21 es el 4drea del horizonte y k su gravedad superficial.

En el capitulo 3 definimos la gravedad superficial del horizonte aparente FLRW como

1

= ——0, (V=hh™®OR) . 5.31

k= 57=0 ( R) (5:31)
Considerando,

Voh=-—%_  &R=RH,  &R=a, 5.32

V1 —kr? ’ “ ( )

podemos hacer un calculo explicito y obtener

<dRH + Ri+ SR) ,

(5.33)

<2H2+H+k2),
a

—_ 1_ Rh
R 2HRy, |’

donde se usaron las ecuaciones de Friedmann (2.64),(2.65), la definicién del radio del ho-
rizonte (5.28) y su derivada (5.29). Por tanto, al evaluar en R = Rj, obtenemos que la
temperatura del horizonte aparente esta dada por

|I€| 1 Rh
T="=_—_—"—|[1- . 34
2w 27TRh QHRh (53)

Mis detalles sobre la gravedad superficial y temperatura del horizonte aparente FLRW pue-
den consultar en [66] [62].

5 owlm P-

El cardcter termodindmico de la gravedad en este escenario va mas alld del hecho de
poder definir una temperatura y entropia en el horizonte aparente, pues se ha demostrado
[17][92]21][93] que las ecuaciones de Friedmann guardan una relacién muy estrecha con la
primera ley de la termodindmica y en especifico con el término 6Q) = T'dS.

La primera ley unificada estd dada por la expresién (3.47). No obstante, en el articulo
[17] no se toma la expresién més general sino una proyeccién [66] dada por

dE = VA + WadV. (5.35)

En el espaciotiempo FLRW el contenido de materia estd dado por tensor energia-momento
de un fluido perfecto (2.58). La proyeccién de este en el plano (t,7) es Typ = (p+p)tqup+phas.
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Con este podemos calcular explicitamente la densidad de trabajo 3.43

1 1
W= =T = 5(p = 1), (5.36)
y el vector de flujo 3.42
1 1 .1 1
Yo =\ =5 +PHR 5(p+p)a,0,0),  W=dde® =—5(p+p)HRAt + 5 (p + p)adr.
(5.37)

donde dz? = dt, dz' = dr. Simplificando esta expresién y evaludndola en R = Ry, podemos
escribir

1 .
U= (p+p) (—2HRh n Rh> dt. (5.38)

El volumen del horizonte aparente es V' = %Rf’” por tanto, dV = AdRy, asi, el cambio en
la energia interna resulta dado por

dE = WA+ WdV = p(Ry, — HRy,)dt — ApH R, dt, (5.39)

donde A = 47R? es el drea del horizonte aparente. Esta ecuacién se puede reescribir
como )
Ry,
RLH

E = —ApHR), <1 - ) — ApHR;,. (5.40)

Si se considera la aproximacién 257;% < 1, es decir, que horizonte evoluciona muy lenta-
mente, el cambio en la energia estara dado por
dE = —4x(p + p)HR} dt. (5.41)

Notemos que bajo esta aproximacién el término dindmico de la temperatura (5.34) desapa-

rece y solo queda T = 27711%} . Por otro lado, si se considera que un flujo de calor Q) a través

del horizonte aparente es igual al cambio en su energfa i.e., 6Q = —dE 8, entonces, usando
la relacién de Clausius §QQ = T'dS, la primera ley de la termodindmica se puede escribir
como

dE = —TdS.
dm(p+p)HR}dt =

ds. .
RS (5.42)

4n(p+ p)HR} = Ry,

donde se usé dS = 27 R, dRy,.

8 Al atravesar el horizonte, la energfa no puede volver a salir, de ahi el signo negativo
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Finalmente, al usar la expresién R, = —R¥H (H — a%) obtenemos,

ok
H — = = —dn(p+p). (5.43)

Que es la ecuacién de aceleracién de Friedmann (2.65). Este es el resultado que se obtiene
en [17] y que muestra una equivalencia entre las ecuaciones de Friedmann y la primera
ley de la termodindmica. Ademads, es posible mostrar que este resultado es ambivalente, es
decir, asumiendo las ecuaciones de Friedmann y la expresion para la temperatura, se puede
obtener que la expresién para la entropfa es S = 4 [18] [20].

Es importante notar que lo tinico que se asumié en este calculo es que la temperatura y
la entropia para el horizonte aparente del universo FLRW tiene la forma usual asociada al
horizonte de agujeros negros, sin embargo, dado el resultado satisfactorio se podria justificar
estas premisas, puesto que llevan a una solucién consistente.

No obstante, en [62] [66] se critica este procedimiento y proponen una manera mas general
de realizar los calculos sin hacer suposiciones ni aproximaciones. En resumen, se considera
la definicién més general de la primera ley unificada (3.48),

E K
Ay = RV, | = —V, 4, 5.44
P ( R) + o (5.44)
luego, esta se proyecta sobre un vector t* que es tangente al horizonte t*V, [VbRVbR] = 0.
Los términos proyectado estdan dados por

Ry,
a _ 3 _
t*(Av,) = —27R°H (p + p) (1 2HRh> , (5.45)
E
t* a Yy — Y, 4
Vap =0 (5.46)
al K _ RR Ry,
t (%V“A) T 2R} <1 B 2HRh> ' (5.47)

Con esto, la proyeccién de la primer ley unificada es

Rh R3Rh Rh
—2rHR? 1- = - 1- : 4
mHE (p +p)< 2HRh> 2R} ( 2HRh> (5.48)

Simplificando y usando la definicién R = ~R}H (H — a%) obtenemos

. k
—dn(p+p)=H — ek (5.49)

Notese que en este cédlculo, en ningin momento fue necesario asumir la forma de la
entropia ni de la temperatura. Por tanto, este es un calculo mucho més general que el
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hecho en [17]. Lo cierto es que R.G. Cai fue el primero en darse cuenta de la relacién entre
las ecuaciones de Friedmann y la primera ley de la termodinamica. De hecho, en su trabajo
muestra que esta no solo es valida bajo el esquema de la relatividad general, sino que incluso,
esta sigue siendo valida en teorias generalizadas como Gauss-Bonnet y Lovelock.

Siguiendo un procedimiento idéntico al que hemos revisado, Cai muestra que si se asume
que la entropia del horizonte aparente en la teoria de Gauss-Bonnet es

A 2a(n — 1)
§=7 (1 + W) : (5.50)

con A = nQnRZ_l, & = (n—2)(n — 3)a y que la temperatura T = #Rh entonces, al
usar la primera ley unificada para calcular dE y luego la relacién de Clausius, 6Q) = T'dS,
identificando §QQ = —dF, se obtiene que dF = —T'dS implica

<1+2d(H2+:2>) (H— k):_stl (p+p). (5.51)

a2

En el capitulo 2 vimos que es una de las ecuaciones de Friedmann (2.116) en la teoria
Einstein-Gauss-Bonnet.

En el caso de la teoria de Lovelock, se considera que la entropia del horizonte aparente
estd dada por [17]
AN in—1) . o o
S=— — ‘. .52
4Z(n—2i+l)CRh (5:52)

donde A = nQnRZ_l es el area del horizonte aparente y los coeficientes ¢; se definieron en la
seccion 2.4. Aplicando el mismo procedimiento que describimos para el caso de relatividad
general y Gauss-Bonnet, se encuentra que al exigir que se cumpla relaciéon de Clausius
0Q = TdS, se llega a la ecuacién

i:;zc (H2+ k)i_l (H— k) __8C . (5.53)

a? a? n—1

La cual es la ecuacién de Friedmann (2.118) en la teorfa de Lovelock.

5.5. Ecuaciones de Einstein como una identidad termo-
dinamica en el horizonte

Otro de los aspectos de la relacién entre termodinamica y gravedad, que también conecta
la primera ley con las ecuaciones de Einstein, es, como mostré Padmanabhan [9] [10], que
en un espaciotiempo estatico con simetria esférica, es posible interpretar las ecuaciones de
Einstein, evaluadas en el horizonte, como la identidad termodinamica T'dS = dE + PdV .

Considérese una métrica esféricamente simétrica escrita de la forma
1

ds® = —f(r)dt® + )

dr® + r® (9> + sin*0d¢?) . (5.54)
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Un espaciotiempo de estas caracteristicas tiene un horizonte en algin punto r = a que puede
ser localizado encontrando el punto donde se anula la funcién f(a). Ademds, el horizonte
tiene asociada una temperatura dada por la expresién

f'(a)g'(a)
T= p . (5.55)
Para asegurar que la superficie definida en 7 = a sea un horizonte y no una singularidad,
se imponen las condiciones g(a = 0) y f'(a) = ¢’(a). Con esto, la temperatura se reduce a
T =929
A
Las especificaciones anteriores impone restricciones sobre la forma del tensor de energia
momento, que debe satisfacer

Tla = Tlmar Tl =15 (5.56)
Bajo estas consideraciones, las ecuaciones de Einstein resultan ser
(1—g)—rg'(r) =8nPr?, (5.57)
donde P =T es la presién radial.
Al evaluar 5.57 en r = a se obtiene
1, 1 9
299 (a) — 3= 4w Pa”. (5.58)

Ahora, se toman dos soluciones que solo difieren entre si por un desplazamiento virtual
dado por da, es decir, una solucién para a y otra para a + da. Multiplicando la ecuacién
anterior por da se obtiene ?

g(a) (1 5 1 A
d| -4 — =da=Pd| — . .
gy (4 Ta 5da 3¢ (5.59)
Es claro que, si identificamos T" = g;(:), S = %A, E=35yV= %’TaS, la ecuacién

anterior resulta ser la identidad termodinamica

TdS — dE = PdV.

Este resultado puede ser interpretado de la siguiente manera. La primera ley de la
termodindmica asegura que dos estados en equilibrio que difieren por dS, dE y dV pero
que estan definidos por las mismas propiedades intensivas Ty P, estan relacionados por
TdS = dE + PdV. De una manera analoga, podemos decir que dos estados cuasiestaticos
de equilibrio en un horizonte de simetria esférica que difieren por da, donde ambos tiene la

g'(a)

misma fuente P = T, y temperatura T'= ;= estan conectados por la relacién(5.59).

., . ' 3 4
9La expresién con unidades se ve como hciiw(a) &nd (i47ra2) — %% = Pd (4?"@3).
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Pero eso no es todo. Ademds de lo ya expuesto, en [10] se muestra que esta conexién
entre termodindmica y gravedad no esta restringida solo para espacios esféricos y estaticos,
si no, que, de hecho, es posible interpretar las ecuaciones de Einstein como una identidad
termodindmica para espacios estacionarios axisimétricos y para horizontes que evolucionan
en el tiempo. En otros trabajos se muestra que esto se puede extender a horizontes estaticos
esféricamente simétricos en la gravedad de Lanczos-Lovelock [11].

Padmanabhan ha desarrollado todo un programa sobre los aspectos termodinamicos de
la gravedad, entre sus investigaciones se incluye los resultados presentados en esta seccion,
ademds de una larga lista de trabajos en los que se estudian otras formas de la relacién
entre la termodindmica y la gravedad. Entre los més destacados se puede mencionar que ha
encontrado [94] [95] una relacién holografica entre el término de superficie y el término de
bulto de la accién Einstein-Hilbert,

—r Ov/—gLyuk
gLsur - ac |:gab 8(8cgab) :| . (560)

Esto significa que dada una accién en una superficie V' es posible determinar la accién
total en el bulto V. De esta manera, prueba que las ecuaciones de Einstein se puede obtener
de un principio de accién que solo involucra un término de superficie. Dicho término no es
una expresion arbitraria, sino que, al evaluarse en el horizonte, resulta ser la entropia del
horizonte.

Otro de sus trabajos [96] [97] muestra que la condicién de entropia local 0Sgrqy =
0Smat en términos de las variables termodindmicas percibidas por un observador de Rindler,
implica las ecuaciones de campo

(G*™ — 81T kigky, = 0, (5.61)

para todo vector nulo k,.
Mads de sus investigaciones pueden consultarse en [12] [13] [14] [15] [16]. Para una resefia ver
[9]. Algunas de estas propuestas también se encuentran desarrolladas en [73].



Capitulo 6

Termodinamica del horizonte
aparente FLRW (A =0)

El espaciotiempo de Friedmann tiene asociado tres horizontes diferentes: el horizonte de
particulas, el horizonte de eventos y el horizonte aparente. Sin embargo, los horizontes de
particulas y eventos solo estdn definidos bajo ciertas circunstancias [98], en particular, el
horizonte de eventos solo existe para universos acelerados con p < —p/3[54]. En contraste, el
horizonte aparente siempre estd bien definido [54]. Por otro lado, la termodindmica asociada
a los horizontes de particulas y eventos lleva a inconsistencias [99] [100]. Esto sugiere que el
horizonte aparente es la superficie donde se puede estudiar el aspecto termodindmico de la
gravedad en escenarios cosmoldgicos.

En este capitulo discutimos la termodindmica de horizonte aparente FLRW sin cons-
tante cosmolégica. Asumiendo que el horizonte aparente FLRW puede tomarse como un
sistema termodindmico, encontramos la ecuacién fundamental que lo define, y aplicando el
formalismo de la termodindmica estdndar analizamos sus propiedades. Los resultados que
se presentan a continuacién son originales y fueron publicados en [101].

6.1. Ecuacion Fundamental

Tomando el horizonte aparente FLRW como un sistema termodindmico, podemos consi-
derar que las variables que caracterizan a este sistema son la entropia S, que esta relacionada
con el drea del horizonte, y la densidad de energia p, que implicitamente relaciona la energia
E y el volumen Vdel horizonte. La ecuacién fundamental para este sistema, deberia ser una
expresion del tipo S = S(E,V) o bien en la representacién energética F = E(S,V). Para
encontrar una relacion significativa entre estas cantidades observemos lo siguiente.

El espaciotiempo de Friedmann-Lemaitre -Robertson- Walker(FLRW)

ds® = hapda®da® + R*dQ?, (6.1)

82
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donde R(t) = a(t)r ' y hapy = diag(—1 a’ 0, 0), estd dotado de un horizonte aparente,

P T—Fr2>
el cual, es una hipersuperficie nula que satisface la ecuacién (3.63)

h**9, RO, R = 0. (6.2)

En el capitulo 3 y 5 vimos que la métrica hgy, esta definida solo en el plano (¢,r). La
solucién de la expresién (6.2) da el radio del horizonte aparente

Rp= |—1 (6.3)

El radio del horizonte FLRW es una cantidad dindmica y su derivada con respecto al
tiempo esta dada por

. .k
_ _p3
R, =—-R;H (H - a2) . (6.4)
Usando la ecuacién de Friedmann H — a% = —47 (p + p) podemos expresar (6.4) en términos

de la densidad de energia y de la presién

Ry, =47R3H (p+p). (6.5)

Antes ya se discutié que la presencia de un horizonte en un espaciotiempo es lo que per-
mite vincular la gravedad con la termodindmica. Por consiguiente, la existencia del horizonte
aparente es lo que dota al espaciotiempo FLRW de propiedades termodinamicas.

La expresién que vincula directamente la termodinamica con la gravedad y la geometria
es la relacion entre entropia y drea del horizonte

§=2 (6.6)

donde A = 47 R%. Expresada en funcién del radio del horizonte, la entropia es

S = TR2. (6.7)

Para poder encontrar una relacién entre la entropia, la energia y el volumen, consideremos
lo siguiente.

La ecuacién de Friedmann
FELA L (6.8)
02 - 3 p7 .

relaciona la densidad de energia p con propiedades geométricas del espaciotiempo H, k. Si
observamos la definicién (6.3) notamos que es posible expresar la densidad de energia en
términos del radio del horizonte de la siguiente manera

3

p

1En adelante se denotars simplemente como R=ar



6.1. ECUACION FUNDAMENTAL 84

Al eliminar el radio entre (6.7) y (6.9), obtenemos una expresién que vincula directamente
la densidad de energia con la entropia del horizonte.

S = §1, (6.10)
8p

Observamos que aqui el radio del horizonte funciona como una especie de puente que
permite conectar la entropfa del horizonte (que no depende de las ecuaciones de Einstein)
con la densidad de energia proveniente del tensor de energia-momento. Es interesante notar
que debido a la naturaleza de las ecuaciones de Einstein, que ligan la geometria con la fisica,
las ecuaciones de Friedmann, permiten expresar la densidad de energia en términos de una
propiedad puramente geométrica como lo es el radio del horizonte aparente. Esto es, sin las
ecuaciones de Einstein funcionando como puente entre la geometria y las cantidades fisicas,
no se podria relacionar directamente la entropia del horizonte con la densidad de energia.
Es decir, no se podria escribir una ecuacién fundamental.

Si tomamos p = %, lo cual esta justificado como se vera mas adelante, podemos escribir
una relacién entre entropia, energia y volumen

3V

SBV) =S5 (6.11)

Esta es una relacién del tipo S = S(E, V) y segin vimos en el capitulo 3, esta es justo
la forma de una ecuacién fundamental en la representacién entrépica (4.7). Por tanto, pro-
ponemos (6.11) como la ecuacién fundamental de la termodinamica del horizonte aparente
FLRW][101].

De acuerdo a la termodinamica, es posible invertir esta ecuacién para obtener la represen-
tacién energética de la ecuacion fundamental. En este caso, el célculo es trivial, resultando
3V
E(S,V)=2>—. 6.12
(V)= 2% (612)
Esta expresion es significativa desde el punto de vista de la gravitacion, pues resulta ser
la Energia de Misner-Sharp del sistema.

La energia de Misner-Sharp estd definida mediante la expresién (3.32)

R

E==
2

(1 - "9, RO,R) . (6.13)
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Haciendo el calculo podemos comprobar que

E = g (1 —h*9,RO,R) , (6.14)
= ? [1— (h"0.R &R+ h""0,R 9,)] (6.15)
= ? [1— (=@ —k)+1)), (6.16)
)

3
= % <H2 + :2> : (6.18)

donde se usé O,R = RH y 0, R = a. Por tanto, al evaluar en el horizonte, encontramos

R} k
E=-1(H*+~ ). 1
o (e ) (6.19)
Por otro lado, de la relacién de la entropia (6.11) y el radio del horizonte (6.3) podemos
escribir

k s
H?+ — = —. 6.20
t 2= (6.20)
Al sustituir, en (6.19) se llega a
TRY,
= . 6.21
59 (6.21)
Finalmente, si se considera que el horizonte aparente tiene un volumen dado por V = @,
obtenemos
3V
ES,V)=-—. 6.22
(SV)=3g3 (6.22)

Esta es justo la ecuacién que se consiguié al invertir (6.11), por tanto, la representacién
energética de la ecuacion fundamental resulta ser la energia de Misner-Sharp. Lo inverso
también es correcto; si se considera la energia de Misner-Sharp como ecuacién fundamental,

A

entonces la entropia S = 4 (expresada en variables termodindmicas) es la representacion

entropica de dicha ecuacién fundamental.

Observemos que remplazando la ecuacién de Friedmann (6.8) en la expresién (6.19) se
obtiene que
B 4R}
3

E

p=Vp. (6.23)

E

Lo que justifica tomar p = 3.
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6.2. Primera ley unificada y ecuaciones de estado

Segtin el formalismo tedrico de la termodindmica [28] al tener la ecuacién fundamental
es posible obtener toda la informacion termodinamica del sistema. De particular importan-
cia para la caracterizacién de un sistema son las ecuaciones de estado. Para obtenerlas es
necesaria una definicién de la primera ley. En el caso de la termodinamica del horizonte
aparente es necesario usar la primera ley unificada que se estudié en los capitulos 3 y 5.
Aqui adoptaremos la expresion (5.35)

dE = AV + WdV. (6.24)

Se puede demostrar que para el horizonte FLRW el primer término de esta se puede
escribir como AV = —TdS.

De (5.38),
1 .
U= (p+p) (—QHRh + Rh> dt.

podemos escribir

A .
AV = Z(p+p) (—QHRh n Rh) dt (6.25)
A Ry,
- = 2HR, [ 1— . 2
5 (P 1) Rh( 2Hm)clt (6.26)

Ahora, usando la expresién para la temperatura (5.34)

1 Rh
T = 7Ry (1— QHRh), (6.27)

y el drea como A = 47rR,2N obtenemos

AV = —27 Ry, (4R} H (p + p)dt) T. (6.28)

Usando la derivada del radio del horizonte 6.5 dR}, = 47TR%H (p+p)dt, la expresién anterior
resulta
AV = —QWR}LdRhT. (629)

Finalmente, si dS = 27 R,dRy,,
AV = —TdS. (6.30)

Por tanto, podemos escribir la primera ley unificada como 2 [102]

dE = —TdS + WdV. (6.31)

2El signo proviene de considerar que el flujo de calor a través del horizonte es §Q = —dE
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Por otro lado, al tomar la diferencial de la ecuacién fundamental en la representacién
energética 6.12 podemos escribir

3V 3
dE = — LS + Z2dV., (6.32)

o bien, en términos de la densidad de energia
8
dE = —§Vp2ds +pdV . (6.33)

Asi, por inspeccién, de (6.31) y (6.32) obtenemos las ecuaciones de estado del sistema

3V 31
=35 W = 35 (6.34)

En términos de la densidad de energia podemos escribir

T = ngz, W = p. (6.35)

Estas expresiones pueden considerarse como las condiciones de equilibrio termodinamico
del horizonte aparente.

Nétese que al sustituir S = WR%L yV = %Ri, en la expresién de la temperatura, ob-

2W1Rh. Esto significa que en caso de considerar S = 4 como ecuacién

4
fundamental, la temperatura asociada a esta es T = ﬁ. En general, la temperatura tiene

un término dindmico (ver 5.34), sin embargo, como se argumenta en [17] y [20] al tratarse
de propiedades termodindmicas, la parte dindmica de la expresion no deberfa considerarse,
por lo que toman la aproximaciéon 25# < 1 la cual es véalida cuando el horizonte evo-
luciona lentamente. Lo interesante es que, en nuestro caso, no necesitamos hacer ninguna
aproximacién, esta condicién esta implicita de alguna forma, pues al calcular las ecuaciones

de estado, se obtiene la misma expresion para la temperatura.

tenemos que T' =

En el capitulo 3 se definié la densidad de trabajo W. Luego, en el capitulo 4, al explorar
los resultados de [17] vimos que para el caso del horizonte aparente FLRW W estd dada por
5.36

1
W= 5(p—p). (6.36)
Por otro lado, del cédlculo de las ecuaciones de estado, nosotros obtenemos que W = p.
Comparando estas expresiones, concluimos que la tinica manera de que ambas sean consis-
tentes es que
p+p=0. (6.37)

La expresién (6.37) representa una ecuacién de estado barotrdpica con w = —1. Este re-
sultado es interesante desde el punto de vista cosmolégico pues, como se sabe, los modelos
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de Friedmann no forman un sistema de ecuaciones cerrado, por lo que para completarlo es
usual introducir ”a mano” una ecuacion de estado. En este caso, las condiciones de equilibrio
termodindmico provenientes de la ecuacién fundamental, dan una ecuacion de estado por si
mismas.

En el contexto de la termodindmica que estamos desarrollando (6.37) tiene sentido;
observando que la derivada temporal del radio del horizonte se puede escribir como

Ry, =47R3H (p+p), (6.38)

entonces, para una ecuacién de estado p + p = 0 la derivada es nula y con eso recuperamos
el caso de un horizonte estatico, el cual podemos considerar el equivalente mecénico del
equilibrio termodinamico, como en el caso de agujeros negros. Otra consecuencia de la
condicién de compatibilidad (6.37) es que la densidad de trabajo W puede interpretarse
como el negativo de la presion del fluido, es decir,

W =—p (6.39)

lo cual se obtiene simplemente remplazando W = p en (6.37). Este resultado es consistente
con lo que se discute en [103] [102]).

De los razonamientos presentados hasta aqui, podemos decir que las principales variables
termodinamicas del sistema son

3 3
S ——— T =2Vp? = —p. 6.40
55 Ve p=—p (6.40)
Integrando la ecuacién de continuidad (2.75) se obtiene
a —3(14w)
p=po|— ; (6.41)

ao

y usando la definicién del pardmetro de corrimiento al rojo,

st1="20 (6.42)
a
podemos expresar la densidad de energia de la siguiente manera
3(14w)
1+z2
= (SE2) (6.43)
ao

Para un fluido barotréopico con w = —1 la densidad de energia serd constante y tendremos

que

3 2po
S = T =,/22 = _ 6.44
8p0 3 3 y D o ( )

Es decir, las variables termodinamicas para el horizonte FLRW, sin constante cosmoldgica,
permanecen constantes durante la evolucién del sistema.
En resumen, la ecuacién fundamental, junto con la primera ley unificada, nos permite

encontrar las ecuaciones de estado del sistema. Estas implican que p = —p y que, por tanto,
las cantidades termodinamicas permanecen constantes durante la evolucion del sistema.
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6.3. Funciones de respuesta

Al tener la ecuacion fundamental y las ecuaciones de estado, podemos calcular otras
propiedades del sistema. Consideremos ahora las funciones de respuesta. En el capitulo 3
vimos que estas miden la respuesta del sistema ante variaciones de los parametros de estado.

Estas son: la capacidad calorifica cyy = T (g%)v’ la compresibilidad kp = — (%—‘;)T y el
coeficiente de expansién térmica o = % (%)p .
Primero, observemos que usando p = —p, podemos escribir
3 3
W = —p, S =—— T =ZVp* 6.45
p & JVp (6.45)

Para calcular cy, es necesario obtener S = S(T,V); de las ecuaciones (6.45) podemos
obtener T = %%, luego despejando S de esta, encontramos

3V
T =4/==. 4
SV) =157 (6.46)
Al calcular la derivada parcial con respeto a la temperatura, resulta
cv=—=\/S— = —=S(T, V), (6.47)

o bien, usando S = % ,

D I=

oy = —— 2 (6.48)

Notamos que esta es negativa, igual que en el caso de agujeros negros [104] [105]; dado
que la temperatura es proporcional a la masa M, podemos escribir M = ﬁ7 por tanto,
cp = % A= —ﬁ. En este caso se considera que la constante cosmoldgica juega el papel
de la presion [106] [84] [85]. Esta es una propiedad que resulta desconcertante para sistemas
termodindamicos usuales, pues indicaria que el sistema aumenta su temperatura al extraer
calor de él y que se enfria al suministrarle calor. Para un agujero negro la capacidad calorifica
resulta negativa debido a que su temperatura disminuye cuando aumenta su masa(energia).

En general, para el caso de sistemas con interacciones de largo alcance, se sabe que la ca-
pacidad calorifica es negativa [107] [108]. El signo de la capacidad calorifica puede depender
del ensamble e incluso para el ensamble canénico es posible obtener capacidades calorificas
negativas [109]. En el caso del sistema que estamos analizando, es decir, el horizonte apa-
rente FLRW, se puede decir con seguridad que se trata de un sistema gravitacional y, por
tanto, estd gobernado por interacciones de largo alcance. De ahf el signo de (6.48).

Para calcular o y k7 necesitamos expresar el volumen como funcién de la temperatura
.7 . _ . _ 3 V _ 3 . .
y la presién i.e V = V(T p). De las ecuaciones de estado T'= oz y S = —5 ;- eliminamos
la entropia, con lo cual se llega a

1
p

8
T= §Vp2. (6.49)
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Despejando el volumen de esta 1ltima, se consigue

3T

Notemos que esta es una cantidad definida positiva, como se esperaria para un volumen.

Calculando las derivadas parciales a T'y p constante, resulta

31 1
a=—-—> ==,

SVp2 T

3T 2 2

Kp=——7%=—=——. 6.52

T IVE T, (6.52)

Donde para obtener la dltima igualdad se usa la ecuaciéon de estado p = —p. Finalmente,
para calcular ¢, es necesario encontrar S = S(T,p), sin embargo, esto no se puede hacer,
pues la ecuacién S = —% no depende explicitamente del volumen, y, por tanto, no se puede
invertir. Lo mismo sucede con V(S,p). De lo anterior se sigue que no podemos calcular
directamente ¢, ni kg. No obstante, para determinarlas podemos usar las expresiones que

se presentaron en el capitulo 3.

(6.51)

TV a? TV a?
cp=cy + a , KT = kg + e (6.53)
RT Cp

Usando las ecuaciones (6.48) y (6.51) se obtiene que

1
=00 = (6.54)

Podemos verificar que se cumple la identidad

e _Er_ o (6.55)
v  Kg
De donde, el indice adiabético es
v =2. (6.56)

Para analizar méas a fondo las funciones de respuesta dadas anteriormente, considera-
mos su dependencia explicita del pardmetro de corrimiento al rojo z. Reemplazando las
expresiones de las variables termodindmicas (6.44) en las funciones de respuesta, obtenemos

3 2 [ 3T
CV = —716p0 s /{T = —% s o = % (657)

Observamos que las compresibilidades también son negativas, lo que, de igual manera, puede
explicarse por el caracter de largo alcance de la interaccién gravitacional.

El hecho de que las capacidades calorificas y las compresibilidades sean constantes duran-
te la evolucién del horizonte aparente FLRW nos permite realizar una comparacion formal
con las propiedades de un gas ideal.
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F. Respuesta | H. Aparente FLRW (w = —1) | Gas ideal
a 1_ [ 1
T 2[)0 T
1__2 1
R P po g
Cy -3 5
650 2

En particular, esto nos permite usar la ecuacion que relaciona el indice adiabético con
los grados de libertad f 4.57

2+ f 2

=7 f_'y—l' (6.58)
Asi, al aplicarlo en nuestro caso resulta que el horizonte aparente se comporta como un
sistema termodindmico que posee f = 2 grados de libertad. En contraste, un gas mono-
atémico tiene f =3 (ver capitulo 3). Es probable que esta reduccién del niimero de grados
de libertad respecto al gas ideal, que es el sistema mas simple que se conoce, sea consecuencia
de la interaccién de largo alcance del campo gravitacional. Otra posibilidad es que f = 2 re-
fleje el hecho de que el campo gravitacional tiene dos grados libertad. No obstante, es dificil
poder probar esta suposicién. Pero si es el caso, el indice adiabatico estaria relacionado con
los grados de libertad del campo gravitacional. Por otro lado, lo que si podemos decir, es
que el horizonte aparente visto como un sistema termodinamico con ecuacién fundamental
S = % tiene dos grados de libertad, esto es sugerente, en el sentido de que el horizonte apa-
rente, en principio, es una superficie de dos dimensiones. Por tanto, podriamos comparar su
comportamiento termodindmico con un gas moviéndose sobre superficie de dos dimensiones,
pues en ese caso, el sistema solo tendria dos grados de libertad. De esta discusién podemos
decir que el horizonte aparente FLRW, visto como un sistema termodindmico, puede ser
interpretado como un fluido caracterizado por un factor barotrépico w = —1 (fluido tipo
energia oscura), un indice adiabético v = 2 (lo cual sugiere que tiene solo dos grados de

libertad) y con capacidades calorificas y compresibilidades negativas.

6.4. Segunda ley

En el capitulo 4 se enuncio la segunda ley de la termodinamica; la entropia nunca decrece,
pero su evolucién tiende a un maximo. Esto dltimo garantiza que la entropia no crezca de
manera indefinida, y, que, en cambio, llegue a un estado de equilibrio caracterizado por
un valor maximo. En esta seccién analizaremos la segunda ley para el horizonte aparente
FLRW.

Tomando la entropia como S = % y calculando su derivada con respecto al tiempo
obtenemos

_30
8p2’
Para que (6.59) sea positiva, la densidad debe ser una funcién decreciente del tiempo, es

decir, p < 0. De acuerdo con la ley de conservacién (2.75), p = —3pH (w + 1) para un fluido
barotrépico, esto conduce a

(6.59)
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S="(14uw). (6.60)

Observamos que esta no es una expresion definida positiva. Sin embargo, si consideramos
que el parametro de Hubble y la densidad de energia positivos, la segunda ley impone una
condicién sobre los valores que puede tomar el factor barotrépico

S>0=w>—1. (6.61)

Es decir, la primera derivada de la entropia serd positiva solo para valores del factor ba-
rotropico que satisfagan w > —1. Puesto que w determina la ecuacién de estado, esta condi-
cién implica que en el contexto del horizonte aparente FLRW, la segunda ley solo se cumple
para cierta clase de fluidos. O mejor dicho, la segunda ley impone restricciones sobre la clase
de fluidos que son fisicamente aceptables. La condicién (6.61) podria entenderse como un
andlogo a las condiciones de energfa. De hecho, en [110] [111] se muestra que las condiciones
de energia nula se pueden explicar mediante la segunda ley de la termodinamica. En un tra-
bajo futuro se abordaré este tema, pues parece posible que usando la ecuacién fundamental
en la representacion energética (6.12) el principio de minima energfa imponga restricciones
sobre el factor barotrépico que sean idénticas a las condiciones de energia gravitacionales.

Por otro lado, cabe mencionar que aqui estamos tratando al horizonte aparente como
un sistema aislado. Esto nos lleva a que la segunda ley podria no cumplirse siempre, sino
solo para ciertos fluidos como ya discutimos. Sin embargo, en el capitulo 5 vimos que en
contexto de la gravitacion, la segunda ley de la termodindmica se tiene que generalizar y que
en realidad la cantidad que tiene que ser positiva es la entropia total Siot = Sm + Sp > 0.
Esta es la segunda ley generalizada propuesta por Bekenstein [74]. En la siguiente seccién nos
ocuparemos de esta. Por ahora, analicemos la segunda derivada de la entropia del horizonte
aparente.

Tomando la derivada de (6.59), obtenemos[101]

. .2 .
§ = S P
s\ pp 2
9 9k 142\ 7%
= —7(1 2o —(1 2+3 6.62
kel - s+ () (6:62)
3(14w)
donde, para pasar a la segunda linea se usé p = pg (1“) y las ecuaciones de

Friedmann.

Notamos que de la misma manera que la primera condicién de la entropia S > 0 res-
tringe los posibles fluidos que satisfacen la segunda ley, la segunda derivada S <0 impone
condiciones similares, incluso mas restrictivas. En efecto, podemos observar que la expresién
(6.62) sera positiva si se cumple que k(1+w)(2+3w) > 0, puesto que la funcién (1+z) =173
es positiva durante la evolucién. Aun asi, tenemos tres casos particularmente importantes:

Para k = 1, la segunda derivada es positiva solo para fluidos con factor barotrépico
w<—1lorw>-2/3.
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[— w=009" w=053]

Figura 6.1: Comportamiento de la segunda derivada de la entropia en funcién del parametro
de corrimiento al rojo z para diferentes valores del factor barotrépico w. Donde se eligio
po=0,ay=1y k= —1. Imagen tomada de[101]

Para k& = —1, la segunda derivada restringe el valor del factor barotrépico a w €
(_17 _2/3)7
Finalmente, para el caso k = 0, la tnica solucién posible es w = —1 y en este caso se

tendria S = 0. Cabe mencionar que para este caso, usando la ecuacién de Friedmann, la
primera linea de (6.62) puede reescribirse como

. H> H

lo cual es consistente con lo reportado en [27]. Esta expresion sigue siendo vélida si en lugar
de tomar las derivadas con respecto al tiempo i.e., H = dH/dt, se toma con respecto al
factor de escala e.g., H' = dH/da.

De estos razonamientos, concluimos que solo los horizontes aparentes que satisfagan las
condiciones anteriores pueden considerarse como sistemas termodindmicos [101]. En la figura
6.1, se muestra el comportamiento de S en funcién del parametro de corrimiento al rojo z
para diferentes valores del factor barotrépico w. Para el caso k = —1, un fluido caracterizado
por un factor barotrépico w = —0,9 satisface la condicién de méximo S < 0. En contraste,
notamos que un fluido con w = —0.5 y k — 1 no la satisface: por tal motivo, este fluido, no
puede considerarse como un sistema termodindmico. En caso w = —1, implica S = 0; luego,
aun cuando satisface la condicién de maximo trivialmente, es un fluido aceptable desde el
punto de vista termodinamico.
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Segunda ley generalizada

El hecho de que la primera derivada de la entropia del horizonte no sea positiva, supone
un problema desde el punto de vista termodindmico, pues implicaria que en ciertos casos
la segunda ley se podria violar. No obstante, es bien sabido [74] [4] que el caso de agujeros
negros, la segunda ley debe extenderse para incluir no solo la entropia del horizonte S}, sino
también la entropia de la materia S,, que entra o cae al agujero negro (ver capitulo 5).
Bekenstein propuso una generalizacion de la segunda ley dada por

dS = dS), + dS,, > 0. (6.64)

En principio, esto permitiria que Sy sea negativa siempre y cuando el cambio de la
entropia total sea positiva. Se considera que la segunda ley generalizada es valida para
cualquier horizonte y no solo para el caso de agujeros negros [80]. En particular, dadas
las similitudes con agujeros negros, en el contexto cosmoldgico la segunda ley generalizada
también se cumple [25] [99] [26].

La entropia del horizonte aparente es S = %. Ahora determinemos la entropia de la
materia. Puesto que en principio esta es una entropia "normal”, podemos usar la relacion

de Gibbs para calcularla [99] [25].

Partiendo de la primera ley
TdS,, = dE + pdV, (6.65)

podemos escribir
TdS,, = Vdp+ pdV + pdV. (6.66)

Usando dp = —3H (p+ p)dt y dV = 4w R%dRy,, obtenemos
TdS, = (p+p)dV +Vdp = 47R3 (p+p)dRy, — 4wR3 H (p + p) dt (6.67)

Asi, considerado T = ﬁ, la derivada temporal de la entropia de la materia es

S’rn = 8772R2 (Rh - RhH> (p +p) (668)

Por otro lado, la derivada de la entropia del horizonte es (6.59)

. ) 3
SpL=2rRLR), = ——— 6.69
n = 2mRp R, 52 (6.69)
Por tanto,
Stot = Sm + Sh = 87T2R2 (Rh — RhH> (,0 —l—p) + 27TRth (6.70)

~ En las secciones previas vimos que la derivada del radio horizonte se puede escribir como
Ry, = 4w R} H (p + p). Remplazando esta en la derivada de la entropia total (6.70) se llega a
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Siot = Sm 4+ Sn = 327°RSH (p+p)® — 872RiH (p + p)
+ 8mRiH (p+p), (6.71)

De esta manera, tenemos que el cambio en la entropia total es [101]
Stor = 327°RYH (p + p)° (6.72)

Noétese que para H > 0 resulta ser una cantidad definida positiva. Por tanto, la se-
gunda ley de la termodinamica generalizada se cumple sin ninguna restriccién en el factor
barotrépico.

Para la segunda derivada de la entropia total obtenemos
Sior = 320°H [2R?LH (p+p)p+6RRy (p+ p)ﬂ +320°RS (p+p)° H (6.73)

Ahora, usando la ecuacién de continuidad p = —3H (p+p) y Ry, = 47R3 H (p + p) se llega
a

Sior = 32r° Ry H? (p+p)* | =6 + 247 R}, (p + p) (6.74)

e

El signo de (6.74) queda definido por la expresién dentro del paréntesis. En general, esta no

dice mucho, pero para el caso particular de k = 0 y p = wp obtenemos que % = f%(w +1)
y R, = H™! asi,

Siot 0= w < *g (675)

En conclusién, el cambio en la entropia total con respecto a tiempo es una cantidad
definida positiva y por esta razén satisface la segunda ley generalizada. Este resultado con-
trasta con el caso donde se toma el horizonte de manera aislada, en donde el cambio de
su entropia con respecto al tiempo (6.60) no es definida positiva. En cambio, el criterio de
méximo Syor < 0 sigue condicionando (o estando condicionada por), los valores del factor
barotrépico.



Capitulo 7

Termodinamica de horizonte
aparente FLRW (A # 0)

La constante cosmoldgica juega un papel fundamental en la fisica moderna, pues en
la gravitacion estd asociada a la expansién acelerada del universo. Sin embargo, desde la
perspectiva termodindmica, esta puede ser entendida como una presién efectiva. Aqui se
analiza la termodinamica del horizonte aparente con constante cosmolédgica. Los resultados
que se exponen aqui fueron publicados en [101].

7.1. Ecuacion Fundamental

En un escenario con constante cosmolégica A las ecuaciones de Friedmann son

k 8w A

. k 9

mientras que la ecuacién de continuidad esta dada por
p=-3H(p+p). (7.2)

Observamos que la combinacién p + p hace que la dependencia explicita con la constante
cosmoldgica desaparezca, sin embargo, al escribirlas en términos del factor de escala, A
aparece directamente en ambas ecuaciones

a> k8« A a 4 <

+t5=—p+t7, —=——

A
aiz ) 3 3 0 3 P+ 3p — ) . (73)

3

Antes de continuar, conviene decir algo sobre la constante cosmolégica en el contexto de
la termodinamica de agujeros negros, puesto que esto justificard que tomemos la constan-
te cosmoldgica como una presion efectiva en la descripciéon termodindmica del horizonte
aparente.

96
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Una de las cosas que resalta a simple vista al considerar la analogia de la primera ley
dindmica de agujeros negros con la primera ley de la termodinamica es la ausencia del
término pdV en el caso gravitacional. No obstante, las expresiones de la termodinamica de
agujeros negros no sugieren una nocién para la presion ni el volumen. En anos recientes, esto
ha causado un gran interés y han surgido intentos de definir tales conceptos. La idea esencial
de estos planteamientos es proponer que la constante cosmoldgica A puede considerarse como
una variable que tome el papel de presién [85] [84] [106] [112] [113] [114]. En este contexto,
un agujero negro se entenderia como un sistema inmerso en un ambiente con una presién
causada por una constante cosmoldgica negativa P = —%.

En particular, un agujero negro asintéticamente anti de Sitter es solucién de las ecua-
ciones de Einstein

1
Ry — iRgab + Agab = 811y, (7.4)
donde A es negativa y esta definida por
(d-1)(d—-2)
A=———— .
o2 (7.5)
En este caso, la primera ley de la termodindmica puede escribirse como [85] [83]
dM = TdS + VdP + QdJ + ®dQ, (7.6)
donde la presion es interpretada como
A d—1)(d—2
P= ( I ) (7.7)

T8t 1672 ’

y, asociada a esta, la variable conjugada es el volumen [115] [114]

oM
v=(%5). - (78)
OP ) s 0.

Si comparamos con la forma usual de la primera ley

dE = TdS + QdJ + ®dQ , (7.9)

notamos que al introducir A, la variable M, que se entendia como la energia interna,
cambia su significado y ahora tiene mas sentido que esta sea la entalpia del sistema, pues

dM = (TdS + QdJ 4+ ®dQ) + VdP = dE + VdP. (7.10)
Asi, M resulta ser la versién gravitacional de la entalpia,
M =FE+ PV. (7.11)

La interpretacién termodindmica de la entalpia para este caso, implicaria que M es la energia
requerida para crear un agujero negro y ponerlo en un ambiente inmerso de una constante
cosmolégica negativa [85].
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Quiz4 la idea més interesante que ha emergido de considerar el término PdV es la quimi-
ca de agujeros negros [84][116]. El punto es que al tener una presién surgen nociones como
transiciones de fase [117] y puntos triples [118], asi como la posibilidad de introducir mode-
los tipo Van del Waals [119]. El tema es demasiado extenso para tratarlo en su totalidad,
sin embargo, aqui se han presentado las ideas esenciales, y, para nuestros propoésitos, es
suficiente. Para més detalles, el lector puede consultar la revisién que se hace en [85].

Siguiendo las ideas de la discusién que se ha hecho, aqui consideramos que las similitu-
des entre el horizonte de eventos de agujeros negros y el horizonte aparente FLRW son lo
suficientemente razonables para extender la nociéon de constante cosmoldgica como presion
al caso del espaciotiempo FLRW. En [20] se hace una suposicién similar. De esta mane-
ra, tomaremos P = —AW como una presion efectiva que nos permitird tratar la constante

8
cosmologica como una variable termodinamica en el horizonte aparente FLRW.

Bajo estos razonamientos, las ecuaciones de Friedmann pueden ser reescritas como

. k k I
H— — = —4n(p+p), H2—|——2:—(p—P). (7.12)

a a 3
La definicién del radio del horizonte solo depende de la métrica que se considere, por
tanto, al introducir la constante cosmolégica, la definicién (6.3) sigue siendo vélida. En este

caso R;, resulta ser

Ry, = ﬁ. (7.13)

Notese el radio del horizonte solo esta definido para p > P.

Al introducir, la constante cosmoldgica, la interpretacién de la variable p cambia. Pode-
mos comprobar esto de la siguiente manera; despejando p de (7.13) escribimos,

3

=——=+P. 7.14

P s (7.14)

Ahora, tomado la entropia como un cuarto del drea, es decir, S = 7rR,2L y escribiendo p = %,
se obtiene 3V

H =—-—+ PV 7.15

gt (7.15)

donde se tomo el volumen como V = %R%. Esta estructura nos permite identificar 7# como
la entalpia
H = FE+ PV, (7.16)

donde E = %%, es la energia (6.12) del caso sin constante cosmoldgica que analizamos en
la seccién anterior.

Invirtiendo (7.15) podemos expresar la entropia como

s=3 3V (7.17)

(# —PV) "
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Esta es la ecuacién fundamental en la representacién entrépica, mientras que (7.15) es
la representacion energética. En este caso, la energia de Misner-Sharp, se puede calcular
directamente de la ecuacién (6.19)

3

k
E="2(H>+ 2 )\ =Vp-VP 7.18
2( +a2) . (7.18)

de donde Vp = E + PV, en consistencia con (7.16).

7.2. Primera ley unificada y ecuaciones de estado

Una vez que la ecuacion fundamental es conocida, podemos usarla para calcular las
propiedades termodinamicas del sistema, tal como hicimos en el capitulo previo. Tomando
la diferencial de (7.16) y la definicién de la primera ley unificada (6.31), obtenemos

d# =dE +VdP + PdV = —=TdS + (W + P)dV + VdP. (7.19)
Por otro lado, el diferencial de la ecuacién fundamental (7.15) resulta ser

3V 3
A = —2 5dS + (85 + P) dV + VdP. (7.20)

Comparando (7.19) y (7.20) obtenemos las ecuaciones de estado

3

3V 8 3
85

=-_ =_V(p—P)? W = - P 7.21

g2~ 3/ (=P) p (7.21)
Puesto que ni la métrica ni el tensor de energia momento cambian al introducir la constante
cosmoldgica, la densidad de trabajo W = —3Thg, definida en (3.43), sigue siendo W =
%(p — p). Asi, al exigir que esta sea consistente con la ecuacién de estado W = p — P,

obtenemos, la condiciéon de compatibilidad

p+p=2P. (7.22)

Observemos que en caso de que la constante cosmoldgica A = —87 P sea cero, obtenemos
p+p =0, que de hecho es la ecuacién de estado (6.37) del capitulo anterior. Esto muestra
la coherencia de este resultado.

Esta ecuacién de estado nos permite integrar la ley de conservacién (7.2) y obtener

p=—6HP. (7.23)

Utilizando la definicién del pardmetro de corrimiento al rojo (6.42) podemos reescribir

(7.23) como

1
p=po+6PIn—2 (7.24)
ag
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donde py es una constante de integracién. En consecuencia, las principales variables termo-
dindmicas son

3

S = : (7.25)
8 (o — P+ 6P L)
8 1 2

T = V(pop+6P1n +Z> : (7.26)
3 ag

1
p = 2P—py—6Ph :Z (7.27)
0

Las cuales resultan de sustituir (7.24) en S = ﬁ7 T =3V(p—P)? p+p=2P.
Como notamos de la ecuacién (7.13), el horizonte aparente existe solo en el intervalo p > P,
que corresponde a z > exp((1—po/P)/6)—1 con z > 0.18 para pg = 0. Podemos observar que
mientras el sistema evoluciona, la entropia aumenta a medida que disminuye la densidad.
Por otro lado, la presién es negativa durante la mayor parte de la evoluciéon, pero se vuelve
positiva cerca del limite inferior de z.

Si comparamos con las expresiones del caso sin constante cosmoldgica (6.44), observamos
que la principal diferencia radica en que, en el caso A = 0, las cantidades termodindmicas se
mantienen constantes durante la evolucién, mientras que con A # 0 las variables evolucionan.
Esto significa que la constante cosmoldgica actiia de tal manera que causa que el horizonte
aparente evolucione. Incluso se podria decir, que es la fuente de la evolucién. Una manera
de ver esto con claridad es mediante la ecuacién de estado (7.22). Al introducir p 4+ p = 2P
en la expresién de la derivada temporal del radio del horizonte se obtiene

R,=—-R}H <H—a2>
=4THR; (p+p),
=8THR; P.

(7.28)

Notamos que P =0 = R}, = 0, lo que implicarfa que el horizonte aparente no cambia en el
tiempo, justo como en el caso del capitulo anterior, donde al tener p + p = 0, el horizonte
permanecia sin evolucion. Esta es una conclusién importante, pues, parece que la presencia
de la constante cosmoldgica es el factor que garantiza la evolucién del sistema.

7.3. Funciones de Respuesta

Para calcular las funciones de respuesta utilizaremos las definiciones dadas en el capitulo
anterior.

En el escenario con constante cosmoldgica, las expresiones para la temperatura y la
entropia pueden ser escritos como

8 ) 3
T=3V(P-p? 5= 5P )" (7.29)
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Estas se obtienen de (7.22), (7.21) y (7.17). Notemos que ambas expresiones dependen
de la diferencia entre la presién asociada a la constante cosmolégica y la presién del fluido.
Si definimos la presion efectiva P = p — P, podemos escribir

3

—=. (7.30)

T= gwﬂ, S =

De hecho, de W = p — P y p+ p = 2P podemos notar que W = —P 1.

De (7.30) podemos obtener la entropia como funcién del volumen y la temperatura

S(T,V) = \/?g (7.31)
as

Calculando la derivada parcial ( aT)v de esta ecuacion, se obtiene la capacidad calorifica
1
cy = —55. (7.32)

Expresando el volumen como funcién de la temperatura y la presion efectiva obtenemos

3T
V(T =—-—. 7.33
(7)== (7.3
Calculando k7 = —% (g—v)T yoa= % (%)P obtenemos
3 1 1 3 T 1
=2 — = =92, 7.34
“Tyver T T T avps TP (7.34)
Notemos que usando S = —% podemos reescribir la compresibilidad como
1 16
=2—_=_-"_"8 7.35
kT ,P 3 ) ( )

El resto de funciones de respuesta las podemos calcular usando las ecuaciones (6.53), asi

Cp = 75, Rs — 725 (736)

Con estos resultados podemos verificar que se sigue cumpliendo la identidad

A Y (7.37)
Cy KRS

Como es de esperarse, ya que las variables T', S y p, evolucionan, las funciones de res-
puesta son cantidades que también lo hacen. Podemos mostrar esto facilmente al expresarlas
en términos de las ecuaciones (7.38), (7.39) y (7.40), con lo que se obtiene

1En caso sin constante cosmologica se tenia W = —p, T = %VpQ7 S = 7%,
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o = — 3 — . (7.38)
16 (po — P+6Pln W)
o = 5 , (7.39)
142 2
8V (po — P+ 6PIn Lt2)
2
ke = : (7.40)

pO—P—i—GPlnlaiOz

7.4. Segunda ley

En esta seccién analizamos las consecuencias de exigir el cumplimiento de las condiciones
de entropia S >0y S <0.
De la ecuacién fundamental (7.17), obtenemos que
3 P
=———" 7.41
(- PP (741)
lo que implica que la densidad debe ser una funcién creciente del tiempo, es decir, p < 0.
De la ecuacién de continuidad podemos escribir p = —6H P. Asi, para H >0y P >0
.9 HP
S =

17 2" (7.42)

Este resultado contrasta con su analogo del capitulo anterior, donde la entropia del ho-
rizonte, tomado aisladamente, no era una cantidad definida positiva, sino que esta dependia
del factor barotropico. En este caso, al estar presente la constante cosmolégica, el horizonte,
aun aislado, satisface la segunda ley.

En cuanto a la segunda derivada de la entropia, se puede comprobar que
.. 3 252
S = —p 7.43
8(p—P)? (p—P ”) (7:49)
54P? B %P(L’&P —p)
(p—P)* 4 a*(p—P)*

(7.44)

donde se ha usado la ley de conservacion 2.75, las ecuaciones de Friedmann y la ecuacién
de estado (7.22).

Observamos que el primer término de (7.44) siempre es positivo, por tanto, en el caso
de k=0,

S = %. (7.45)
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Figura 7.1: Segunda derivada de la entropia en funcion del corrimiento al rojo para diferentes
valores de la curvatura espacial k. Las constantes se eligen como ag =1, P =1y py = 0.1.
También se traza la curva p — P. La linea continua vertical indica el limite inferior para la
existencia de un horizonte aparente. Imagen tomada de [101]

Esta cantidad nunca serd negativa y a lo mas se cumple S = 0 para P = 0. Desde la
perspectiva termodinamica, esto implicaria que la constante cosmoldgica no es compatible
con un universo plano.

En general, para k # 0, notamos que la expresién k(13P — p) > 0 determina el signo de
la segunda derivada de la entropia.

Para que la segunda derivada sea negativa, en el caso k = —1, p debe satisfacerse
p > 13P, mientras que para k =1, p € (P, 13P).

En la figura 7.1 graficamos el comportamiento de S para k = £1, asi como la curva p— P
que determina la regién donde el horizonte aparente estd bien definido 2. Para graficar se
han escogido los valores: P =1, pg = 0.1 y ag = 1 los cuales corresponden a z > 0.18.

7.5. Segunda ley generalizada

La primera derivada de la entropia del horizonte aparente con constante cosmoldgica
(7.42), resulta ser positiva. No obstante, en el contexto de la termodindmica asociada a
horizontes es necesario considerar la segunda ley generalizada.

Procederemos de manera andloga a como se hizo en el caso A = 0. Primero calcularemos
la derivada de la entropia de la materia.

2Recordemos que el radio de horizonte aparente estd dado por Ry, = 4/ ﬁ
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Considerando la constante cosmoldgica, podemos escribir la primera ley como [101]

TdS,, = dE + (p+ P)dV. (7.46)

tomando, E = (p — P) V, obtenemos

TdS,, =Vd(p—P)+ (p—P)dV + (p+ P)dV,
=(p+p)dV + Vdp, (7.47)
=47 R; (p+ p)dRy, — AR, H (p + p) dt.

donde tomé dP = 0, la ecuacién de continuidad dp = —3H (p+p)dt y dV = 47rR%dRh.
Observamos que P se elimina de la ecuacién ?, aunque sigue estando implicita en el radio

del horizonte, pues Ry, = \/% .

1

Finalmente, considerado T' = 5——
? 2Ry’

la derivada temporal de la entropia de la materia es
S = 8T2R? (Rh - RhH) (0 +p). (7.48)

Observemos que de hecho esta es idéntica a la ecuacién (6.68), no obstante, en este caso
Ry, = Rip(p, P(A)). Lo mismo sucede con la entropia del horizonte, donde tenemos

Sh = 27TRth. (749)

Por tanto, la segunda ley generalizada resulta en
Stot = Sm + Sh = SWR% <Rh — RhH) (p —l—p) + QWRth. (7.50)

Simplificando (7.50), se llega a
Stot = 32 RS H (p + p)2 . (7.51)

Donde se han usado la derivada del radio del horizonte R, = 4rH R3}(p+ p). La ecuacién
(7.53) es idéntica en forma a su correspondiente en el caso sin constante cosmoldgica (6.70).

La otra cosa significativa que cambiar es la ecuacién de estado para la materia en pre-
sencia y sin presencia de constante cosmoldgica. Para el caso A = 0 esta resulta ser p+p =0
mientras que para A # 0, p 4+ p = 2P. De esta manera, en el primer caso, el cambio de la
entropia total con respecto al tiempo es cero, mientras que en el segundo

Sior = 12873 RS HP?. (7.52)

3De la misma manera que lo hace en la ecuacién de Friedmann (7.1) y la ecuacién de continuidad
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De hecho, si se considera, energia oscura, la ecuaciéon para la entropia total se puede
escribir como [101][25] [26]

Stot :327T3R2H (p+p+pDE +pDE)2- (753)
Para la segunda derivada de la entropia total obtenemos
Sior = 320°H [2R2H (p+p)p+6RRy (p+ p)ﬂ +320°RS (p+p)* H. (7.54)

Usando la ecuacién de continuidad p = —3H (p +p) y Ry = 4w R} H (p + p) obtenemos

Sior = 327°RYH? (p +p)° | —6 + 247 R: (p +p) + 7 (7.55)

El término fuera del paréntesis es positivo, por tanto, el signo de la segunda derivada queda
definido por la expresion

H
—6+247R2 (p+p) + —=.

2

Asi, al tomar p+p = 2P y el caso particular £ = 0, lo cual implica que % = —%,
obtenemos )

Sior <0= P24+ 7Pp—2p*> <0. (7.56)

Por tanto, el criterio de maximo esta condicionado atin para la entropia total.



Capitulo 8

Conclusiones

La relatividad general es quiza el logro mas grande de la fisica tedrica.

Aun asi, a pesar de los éxitos de la teoria de Einstein, no hemos alcanzado a comprender
del todo la naturaleza de los fenémenos gravitacionales. No obstante, se han hecho avances.
En este sentido, la relacién entre gravedad y termodinamica parece jugar un papel impor-
tante. Es bien conocido que ciertos sistemas gravitacionales se comportan como sistemas
termodinamicos. El ejemplo mas claro de esto son los agujeros negros; las leyes dinamicas
que los describen muestran una estructura matematica y fisicamente idéntica a las leyes de
la termodindmica, lo cual indica la existencia de una relacién profunda entre gravedad y
termodindmica [80].

El punto clave en esta relacién es la existencia de horizontes gravitacionales que exhiben
propiedades termodinamicas. Las principales caracteristicas de los horizontes es que es po-
sible identificar su area como una medida de su entropia y su gravedad superficial como su
temperatura.

En particular, en el caso de espaciotiempo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
(FLRW) que estd dotado de un horizonte aparente, el vinculo entre gravedad y termo-
dindmica se ha estudiado con respecto a la primera ley de la termodindmica; es posible
mostrar que las ecuaciones de Friedmann pueden ser obtenidas de la primera ley (unifica-
da) de la termodindmica [17]. Esta perspectiva de la relacién gravedad-termodindmica es
relativamente nueva y sigue siendo poco entendida.

En este trabajo nos propusimos avanzar en esta direccién y explorar las propiedades del
horizonte aparente FLRW desde una perspectiva termodinamica. Lo nuevo de este trabajo
es que asumiendo que el horizonte aparente es un sistema termodindmico, pudimos calcular
su ecuacién fundamental y con ello estudiar sus propiedades termodinamicas, incluyendo la
segunda ley.

El objetivo principal de esta investigacién radicé en encontrar la ecuacion fundamental
que caracterizara el horizonte aparente FLRW.

Este objetivo se logré basiandose en los conceptos provenientes de la termodindmica

106
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de agujeros negros, donde es conocido que la entropia del horizonte de eventos, que es
proporcional a su drea, puede ser considerada como la ecuacién fundamental del sistema.
En el caso de un horizonte aparente, la entropia, que también es proporcional al area, puede
ser determinada en términos del radio del horizonte. Este ultimo, junto con su derivada
temporal, permiten relacionar las ecuaciones de Friedmann con la entropia del horizonte y
finalmente expresar la entropia en términos de la energia y el volumen. La relacion que resulta
de esto es S(E, V) = %, la cual propusimos como la ecuacién fundamental del horizonte
aparente FLRW. Por otro lado, mostramos que la energia de Misner-Sharp, expresada en
términos de variables termodindmicas, puede ser entendida como la ecuacién fundamental

en la representacion energética.

Se analizé el caso de espaciotiempo de FLRW con y sin constante cosmoldgica A. Pri-
mero, se estudié el caso con A = 0 y con un fluido barotrépico como fuente. Utilizando
las definiciones de entropia, radio del horizonte aparente y las ecuaciones de Friedmann,
se obtuvo la ecuacién fundamental en la representacién entrépica. Una vez determinada la
ecuacién fundamental y usando la primera ley unificada de la termodindmica [65] se cal-
culé la temperatura y la densidad de trabajo, resultando de estas una ecuaciéon de estado
tipo energia oscura p + p = 0. La forma particular de esta ecuacién de estado implicé que
las variables termodindmicas deben permanecen constantes a lo largo de la evolucién del
sistema.

También se obtuvieron las funciones de respuesta; las capacidades calorificas y las com-
presibilidades son cantidades negativas, lo cual puede explicarse en funcién de las inter-
acciones de largo alcance de los sistemas gravitacionales [108]. Con las expresiones de las
funciones respuesta, se comprobé que satisfacen la identidad i{;—' = ’;—g, de lo cual resulté un
indice adiabético v = 2.

Dado que las principales variables termodinamicas permanecen constantes durante de
la evolucion del sistema, fue posible establecer una comparacion formal con un gas ideal y
determinar que, desde la perspectiva termodindmica, el horizonte aparente tiene solo dos
grados de libertad. Esto es razonable en el sentido de que este es una superficie de dos
dimensiones.

Asimismo, se investigd la segunda ley de la termodindmica. Considerando el horizonte
aparente como un sistema aislado, encontramos que si se exige que la primera derivada con
respecto al tiempo de la entropfa sea positiva y la segunda derivada negativa (condicién de
maximo), se imponen restricciones sobre los valores que puede tomar el factor barotrépico
w, y, por tanto, se restringe los tipos de fluidos que son fisicamente aceptables. En el caso
de la segunda derivada, incluso se imponen condiciones sobre la curvatura espacial k& del
modelo FLRW. Observamos que para ciertos valores de w y k es posible que el sistema
no cumpla las condiciones (S >0 ,5 < 0), lo cual sugiere que en esos casos el sistema
no podria interpretarse como un sistema termodindmico. Sin embargo, al considerar los
resultados obtenidos al estudiar la primera ley, es decir, la ecuacién de estado p = —p, las
condiciones de entropia son cumplidas, ya que en este caso se obtiene, S=0 y 5 =0.

Por otro lado, es sabido que el caso de la entropia de agujeros negros, la segunda ley
podria no satisfacerse, pues cuando un objeto cae dentro de un agujero negro, su entropia
desaparece para un observador externo. La solucién para esto la dio Bekenstein [74] al
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proponer que para estos sistemas gravitacionales la segunda ley deberia generalizarse de tal
manera que dS; = dSp, + dS,, > 0 ' Asi, al considerar el horizonte aparente, no como un
sistema aislado, sino toméndolo en conjunto con la materia [25] [26], se calculé el cambio en
la entropia total, encontrandose que la expresién para la derivada temporal de la entropia
total es una cantidad definida positiva. Mostrando con esto la validez de la segunda ley
generalizada [101].

Con los resultados obtenidos concluimos que desde la perspectiva termodindmica, el
horizonte aparente FLRW sin constante cosmoldgica puede ser interpretado como un fluido
con una ecuacion de estado barotrdpica tipo energia oscura p = —p y un indice adiabatico
v = 2, con dos grados de libertad, y capacidades calorificas y compresibilidades negativas.

Considerando un escenario con constante cosmoldgica, los resultados obtenidos fueron
diferentes. Primero, en analogia con el caso de agujeros negros, se consideré que la constante
cosmologica puede tomarse como una presion efectiva, P = —%. Con esto, la variable que
representaba la energia interna en el caso con A = 0, pasa a ser interpretada como la entalpia
del sistema.

Usando la primera ley unificada para calcular la temperatura y la densidad de trabajo,
resulté que para este sistema se cumple la ecuacién de estado lineal p + p = 2P. Esta
expresion implica que las variables termodindmicas no son constantes, como el caso con
A =0, sino que evolucionan en el tiempo.

Ademas, se calcularon las funciones de respuesta, obteniendo que las capacidades ca-
lorificas y las compresibilidades son negativas y que el indice adiabético es v = 2. Por otro
lado, analizando la segunda ley, encontramos que en caso con constante cosmoldgica, la con-
dicién S > 0 se cumple, incluso para el horizonte como un sistema aislado. Sin embargo, la
condiciéon de maximo, impone restricciones sobre los valores que puede tomar la entalpia y
la constante de curvatura del sistema. Este resultado lo interpretamos diciendo que no en
todos los casos el horizonte aparente con constante cosmoldgica puede interpretarse como
un sistema termodindmico. En particular, para el caso plano, es decir, £k = 0, se deduce
que la tnica posibilidad de que S < 0 es que P = 0, lo cual sugiere que un espaciotiempo
plano no es compatible con la constante cosmolégica vista como una presion termodinami-
ca. Esto parece una contradiccién son las observaciones de nuestro universo, lo que significa
que tomar la constante cosmolégica como una presion, no esta plenamente justificado. Para
aclarar estos puntos es necesario seguir investigando.

Como conclusién final, podemos decir que el horizonte aparente FLRW, puede ser con-
siderado como un sistema termodinamico aislado siempre y cuando se tenga en cuenta que
la segunda ley impone restricciones sobre los valores que pueden tomar los pardametros del
sistema. No obstante, al ampliar el sistema y considerar la entropia del horizonte aparente,
mas la entropia de la materia, la segunda ley generalizada se cumple satisfactoriamente, por
lo que la analogia entre gravedad y termodinamica se puede extender al caso del horizonte
aparente FLRW.

1Esto, a su vez es el mejor argumento para entender que un agujero negro, en general un horizonte, tiene
una entropia asociada, pues al caer un objeto dentro de él, la entropia del universo estaria desapareciendo,
lo cual no puede ser. La solucién es que el agujero negro tenga una entropia, la cual aumenta cuando un
objeto cae dentro él, compensando la entropia del objeto que entré.
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