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Resumen

En el presente trabajo se investigd las fases geométricas y métricas de dos sistemas
adiabaticos de tres niveles, o cutrits, en una evolucion ciclica respecto a un campo magnéti-
co. Se estudia la fase de Berry en los estados puros, y la fase de Sjoqvist y la fase de Uhl-
mann para estados mixtos. Por el lado de las métricas, se estudia la métrica de Fubini-Study
y la métrica de Bures. El primer sistema tratado consiste en una particula de espin s = 1
en un campo magnético con simetria esférica. Dado que este sistema ha sido estudiado
extensamente, se reprodujeron los resultados sobre las fases y métricas antes mencionadas.
Adicionalmente, se obtuvo una visualizacion geométrica de la evolucién del sistema, se
relaciond la métrica de Bures y la fase de Uhlmann, y se compar6 la fase de Sjoqvist con
la fase de Uhlmann. Se encontré que la fase de Berry no presenta ningiin comportamiento
peculiar para ninguno de los tres eigenestados del sistema. De igual manera, ocurre con
la métrica de Fubini-Study, la cual resulta ser una métrica de un espacio esférico de radio
constante.

Para los estados mixtos se consideré que la particula estaba en contacto con un reservorio
a temperatura 7. Con esto, se encontré que la métrica de Bures describe una estructu-
ra esférica con radio variable pesado por una funcién dependiente de la temperatura. El
elemento de la métrica que corresponde a la temperatura se expresoé en funcién del calor
especifico del sistema. Con respecto a las fases: la fase de Sjoqvist no mostré algin re-
sultado peculiar que indicara una transicién de fase. La fase de Uhlmann, por otro lado,
muestra dos transiciones de fase para un cierto valor del angulo polar del campo. La fase de
Uhlmann fue expresada mediante los valores esperados de la base de matrices de espin-1.
También se expreso la fase de Uhlmann en funcion del elemento de la métrica de Bures de
la temperatura.

De la relacién entre la métrica de Bures y la fase de Uhlmann se encontré un interesan-
te vinculo entre el calor especifico y la fase de Uhlmann. A bajas temperaturas, el calor
especifico presenta un maximo, conocido como anomalia de Schottky, el cual esté relacio-
nado con la aparicion del primer estado excitado. Se encontrd que la temperatura de dicho
maximo es cercana a la temperatura de la primera transicion de fase.

El segundo sistema estudiado es una particula de espin-1 en un campo magnético longi-
tudinalmente anisétropo. Dicho sistema es descrito por un Hamiltoniano de espin-1 en un
campo, modificado por la matriz de espin-1 en z al cuadrado, un elemento cuadrupolar de
la base de matrices de espin-1. Dado que el sistema de espin-1 mencionado anteriormente
mantiene una simetria SU(2), el sistema propuesto rompe con dicha simetria, mostrando
una simetria dindmica SU(3).

Este nuevo sistema, debido a la complejidad de las operaciones resultantes, se dividié en
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RESUMEN VIII

dos partes. En la primera se considera que el angulo polar es constante y corresponde al
angulo para el cual el sistema de espin-1 tiene las dos transiciones. Para este caso, los
resultados se obtuvieron de manera analitica. La segunda parte es el caso general, donde
los resultados son numéricos.

La fase de Berry y la métrica de Fubini-Study solo mostraron un comportamiento anti-
simétrico respecto al signo del elemento cuadrupolar agregado. La fase de Sjoqvist sigue
un mismo comportamiento, caracterizado por un ensanchamiento de los maximos respec-
to al elemento cuadrupolar. Por su parte, la métrica de Bures mostré comportamiento
simétrico en algunos de sus términos y antisimétrico en otros. En ninguno de los casos,
tanto fases como métricas, se encontré algin comportamiento que indique una transicion,
ya sea topoldgica o cuantica.

Debido a la extension y complejidad de los elementos de la métrica de Bures, no se pudo
expresar la fase en funcion de la métrica, como en el caso isotrépico, solo fue posible expre-
sar la fase mediante valores esperados, al menos en el caso analitico. Se encontré que la fase
de Uhlmann tiene dos comportamientos, dependiendo del valor del término cuadrupolar:
en el primero de ellos no se observa ninguna transicion, mientras que el segundo tiene dos
transiciones, donde varia la longitud entre ambas transiciones, dependiendo también del
valor del elemento cuadrupolar.

Finalmente, se exploraron el calor especifico y las transiciones de fase. Se encontrd que la
evolucion del maximo en el calor especifico, conforme la contribuciéon cuadrupolar cambia,
tiene un comportamiento similar a la primera transicién. Por tanto, la probabilidad del
primer estado excitado se vuelve significativa cerca de la primera transicion.
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Capitulo 1

Introduccion

En cualquier campo de la fisica, el estudio de la geometria del espacio de estados ha

sido de gran relevancia, y en Mecénica Cuantica esto no es la excepcion. Mas en las tltimas
décadas, donde el estudio del espacio de estados cuanticos ha sido de gran relevancia en el
entendimiento de Transiciones de Fase Cuanticas, Informacion Cuantica, Nanoestructuras,
Optica Cuéntica, entre otros.
En esta tesis se estudiara la geometria de un espacio de hilbert de sistemas de tres niveles
mediante las fases geométricas y métricas, exponiendo en este primer capitulo el contexto
actual, asi como la relevancia de dichos conceptos. También, se explicara el problema
especifico a tratar, las hipotesis y los objetivos para probarlas.

1.1. Antecedentes

El estudio de la geometria de los espacios fisicos ha sido de gran importancia en cual-
quier campo de la fisica, incluyendo recientemente el de los sistemas cuanticos. Para esto,
dos de las herramientas méas utilizadas para describir el espacio geométrico de los estados
cuanticos son las Fases Geométricas y las Métricas, donde la primera de ellas permite estu-
diar la topologia de una evolucién ciclica, mientras la otra permite estudiar como cambia
el espacio alrededor de algin punto del espacio de estados.

Si un sistema evoluciona en el tiempo, el estado del sistema adquirird una fase total @,
la cual tiene dos contribuciones, una fase dindmica (FD), ®p, que depende de la evolu-
cién, y otra que depende tnicamente de la geometria del espacio de parametros del siste-
ma, llamada fase geométrica (FG), ®¢. La relacién entre estos conceptos es simplemente
& = &p + P;. Como tal, cualquier sistema que evolucione tendra una fase geométrica, la
cual puede ser clasificada dependiendo de las condiciones del sistema, como por ejemplo, la
fase de Berry [1] que corresponde a una evolucién adiabdtica no degenerada de un estado
puro. También estd la fase de Wilczek-Zee [2] para un sistema adiabatico degenerado, o la
fase de Aharonov-Anandan [3] para sistemas no-adiabéticos, entre otras, que consideran
estados puros.!

También se tiene el caso de estados mixtos, donde el primer acercamiento puede ser enten-
dido como la mezcla estadistica de las fases de los estados puros que componen el estado

1Una lista mas completa de Fases Geométricas en Estados Puros se puede encontrar en [4].
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mixto, como lo define Sjoqvist en [5], o la generalizacién de la fase de Berry para estados
mixtos, la fase de Uhlmann [6].

La importancia de las fases geométricas ha crecido en las tltimas décadas en diferentes
areas como Estado Sélido [7] con los llamados aislantes topologicos [8; 9], los cuales pueden
ser caracterizados mediante invariantes topoldgicos como el nimero de Chern o el indice
de curva cerrada (winding number), los cuales estédn relacionados con las fases geométri-
cas, como la curvatura de Berry con el nimero de Chern [7]. También se han presentado
propuestas para el desarrollo de computacion cuantica basada en las fases geométricas,
conocida como Computacién Cudntica Geométrica [10-14]. A su vez, se pueden encon-
trar diferentes aplicaciones en dptica [15-17], sistemas de fermiones [18; 19], en procesos
dindmicos [20] y en sistemas compuestos [21] donde se compara el entrelazamiento y la
fase.

Una de las fases geométricas para estados puros mas importante, y la mas utilizada, es la
fase de Berry, la cual fue una de las primeras en mostrar resultados al explicar, en la década
de los 70, el cambio de fase aislante-conductor que presenta el modelo Su—Schrieffer—Heeger
(SSH)[22], asi como caracterizar el efecto Hall Cudntico [23]. A partir de este descubrimien-
to, la fase de Berry ha sido utilizada en los aislantes topolégicos [14; 24-26], Transiciones
de Fase Cuénticas ?[27; 28], asi como en éptica [29] y otros sistemas [30; 31].

Si bien la fase de Berry tiene una gran importancia, esta limitada a estados puros don-
de los factores externos como la temperatura no son considerados. Para estudiar la fase
geométrica de un estado mixto, donde se consideran mas factores, la situacion se complica,
ya que el estado no esta representado por un vector complejo como en el caso puro, sino
que ahora se tiene una matriz, la matriz de densidad, la cual se debe evolucionar para en-
contrar de alguna manera la fase acumulada durante el ciclo. Como primer acercamiento
a dicha generalizacion se puede pensar en la Fase de Sjoqvist, mencionada anteriormente,
la cual ha sido obtenida en diferentes sistemas mixtos [32; 33|, y ha sido propuesta en [34]
como un posible parametro de orden topoldgico para temperatura finita. Dada la natura-
leza interferométrica de esta fase, ha sido posible su medicién experimental en diferentes
ocasiones [35; 306].

Por otro lado, una generalizacién més matematica de la fase geométrica de un estado mix-
to ocurre al purificar dicho estado y obtener la fase de Berry del estado puro resultante,
tal como lo propuso Armin Uhlmann en [6], desarrollando lo que hoy se conoce como fase
de Uhlmann. Una de las aplicaciones de la fase de Uhlmann [17; 19-21; 37], y de especial
interés en el presente trabajo, son las transiciones de fase en sistemas mixtos encontradas
por primera vez por Viyuela et al. [38], donde los autores muestran la relacién entre la
fase de Uhlmann y un invariante topoldgico que denominan como numero de Uhlmann,
caracterizando asi las fases topoldgicas de un sistema mixto, por ejemplo, un sistema de
fermiones bidimensional a temperatura finita [18]. A raiz de este resultado se han realizado
una gran cantidad de estudios sobre diferentes sistemas con el objetivo de buscar transi-
ciones de fase y su relacién con otros pardmetros como el entrelazamiento [21], el calor
especifico [39] y el winding number [40; 41].

Comparaciones entre la fase de Sjoqvist y la fase de Uhlmann ya ha sido hecha en [21; 42,
donde los autores en ambos casos describen que el comportamiento de una no se ve refle-

2No debe confundirse con las transiciones de fase topolégicas presentes en los aislantes topolégicos.
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jado en la otra.

El otro concepto a tratar en el presente trabajo es la métrica del espacio de Hilbert, re-
cordando que la métrica de un espacio es la distancia infinitesimal entre dos elementos del
espacio, que en este caso son los estados cuanticos. Por tanto, la métrica permite describir
el comportamiento geométrico local de un espacio alrededor de un punto. Dependiendo
de la definicién de distancia utilizada se tiene una métrica diferente, siendo la métrica de
Fubini-Study (FS)[43; 44] la mas utilizada en el caso de estados puros, y su generalizacion
a estados mixtos, la métrica de Bures [45]. Dentro de las aplicaciones de estas métricas se
tiene el andlisis en Informacién Cuéntica [46-50]. Otra aplicacién de la métrica de FS es su
relacién con las Transiciones de Fase Cudnticas (QPT, por sus siglas en inglés) propuesta
por Zanardi et al. [51] en un sistema de fermiones. Por otro lado, en [52] se puede encontrar
que en el sistema de fermiones casi libres acoplado mediante el modelo de Ising en contac-
to con un reservorio a temperatura T, estados mixtos, la métrica de Bures caracteriza las
QPT’s del sistema.

1.1.1. Hipodtesis y Objetivos

Se considera el articulo de Morachis et. al. [40], donde se estudian los sistemas de
espin en un campo magnético B, con Hamiltoniano dado como H = Bn - 5, donde
S = (S‘x,gy,gz) es el vector de matrices de espin-s y 7 = (cos ¢sinf,sin ¢ sin 6, cos0)
la direccién del campo. Dicho sistema se encuentra en contacto con un reservorio a tem-
peratura 7', por lo que el estado mixto estd dado como p =) exp[—FE,||n)(n|/Z, con
Z =Y exp|—PE,] lafuncién de particién, § = 1/kgT, E, la energia y |n) el eigenvector
del n-ésimo eigenestado.

Con este sistema, los autores encontraron que la fase de Uhlmann esta dada por

Oy = arg [Usy;(2)] (1.1)

con U, (z) el n-ésimo polinomio de Chebyshev de segundo tipo y z = cosh(8Bh/2) cos(mC(0))—
isinh(SBh/2) sin(rC(0)) cos0/C(0) donde C(0) = \/1 — sin® f tanh®(3Bh/2).

Para el caso § = w/2, z serd una funcion real, por lo que la fase tendra solo dos valores, 0
o 7 dependiendo de si z > 0 o z < 0, respectivamente, por lo que los ceros del polinomio
de Chebyshev, dependientes de 5B, definiran transiciones de fase 0(7) — 7(0). Dado que
el n-ésimo polinomio tiene n ceros, el sistema de espin-j tendrd 2j temperaturas criticas
T. donde ocurren transiciones de fase.

En el presente trabajo se pretende plantear una asociacién entre la métrica de Bures y
la fase de Uhlmann en los sistemas de tres niveles, partiendo de las transiciones de fase
encontradas para el espin con s = 1 [40]. Dicha proposicién fue ligeramente tratada por
Uhlmann en [53], donde también establece a la métrica de Bures como una generalizacién
de la probabilidad de transicién entre dos estados mixtos. Dicha relacién resulta intere-
sante, ya que la fase de Berry y la métrica de Fubini-Study han sido relacionadas [54],
teniendo este resultado importantes aplicaciones en QPT.
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Hipotesis

Teniendo en cuenta el sistema de espin con s = 1, se tienen dos temperaturas criticas
donde existen dos transiciones de fase,

» se propone que rompiendo la simetria SU(2) del sistema de espin-1, la transicién
de fase se modificara teniendo un numero diferente de temperaturas criticas. Para
hacer esto, se tomara el caso de un sistema de tres niveles en SU(3) para un campo
longitudinalmente anisétropo.

Por otro lado, ya que la métrica es otra herramienta utilizada para estudiar la geometria
del espacio, y tomando en cuenta los resultados sabidos sobre la fase de Berry y la métrica
de F-S

= se tiene como segunda hipdtesis que la métrica deberd mostrar algin comportamiento
caracteristico en el punto donde la fase de Uhlmann tiene la transicion de fase.

Objetivo General

Con el objetivo de verificar la veracidad de las hipotesis, en el presente trabajo se
pretende estudiar las fases geométricas para los sistemas de espin-1 en un campo magnético
y un sistema planteado cuyo Hamiltoniano pertenezca a SU(3) pero que rompa la simetria
SU(2), ambos con una evolucién adiabética. A su vez, y para estudiar la segunda hipdtesis,
se obtendran las métricas para estados puros y estados mixtos para ambos sistemas.

Objetivos Especificos

Para cumplir los objetivos principales del trabajo se cumpliran los siguientes objetivos
especificos para el sistema de espin s = 1

= Se obtendra la Visualizacién Geométrica de los estados puros y térmicos.

= Se calculara la métrica de Fubini-Study para los estados puros y la métrica de Bures
para los estados térmicos.

= Se calcularan la fase de Berry para estados puros y la fase de Uhlmann para estados.
mixtos. Se obtendra la fase de Sjoqvist como un primer acercamiento a la fase de
estados mixtos.

Para el sistema propuesto antes mencionado, el cual consiste en un espin en un campo
magnético anisétropo [55] descrito por un Hamiltoniano con un elemento cuadrupolar S

= Por la complejidad de las expresiones encontradas, se considerara una simplificacion
en el Hamiltoniano que permitira llegar a expresiones analiticas de la fase de Berry,
fase Sjoqvist, fase de Uhlmann y las métricas de Fubini-Study y Bures.

= Sin considerar la simplificacién mencionada, las fases y métricas se calcularan de
manera numeérica.
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1.2. Estructura de la Tesis

El presente trabajo se encuentra se divide en siete capitulos y tres apéndices, donde en

el segundo capitulo se tiene una recompilacién de conceptos basicos de mecanica cuantica
relacionados con el espacio de Hilbert, los espacios proyectivos y el espacio de pardmetros
de sistemas cuanticos. El tercer capitulo describe de manera breve el concepto de distancia
entre dos estados cudnticos (estados puros o mixtos), con lo que se explican las métricas
de Fubini-Study (FS) y de Bures. De manera similar, en el cuarto capitulo, se hace lo
propio con las fases geométricas de Berry, de Sjoqvist y de Uhlmann. En el capitulo cinco
se trabaja en el sistema de espin-1 donde se replican los resultados conocidos de la fase
de Berry y la fase de Uhlmann, y se calculan las métricas y la fase de Sjoqvist. La fase de
Uhlmann es obtenida mediante los valores esperados de la base de matrices cuadrupolares
del espin-1. Para el sexto capitulo se desarrolla todo lo que respecta al sistema modificado
propuesto para romper la simetria SU(2), las fases, métricas y visualizacién geométrica.
Por ultimo, en el séptimo capitulo se discuten los resultados de manera global para verificar
las hipdtesis propuestas y cudl es la ruta a seguir para mejorar el entendimiento de las
fases geométricas y sus posibles aplicaciones.
El primer apéndice propuesto describe la fase de Uhlmann en una forma integral, mientras
que el segundo consiste en expresar a partir de [40] la fase de Uhlmann de un espin-s
en términos de valores esperados de la base de matrices de espin-s. El ultimo apéndice
presenta las expresiones completas de algunos elementos de la métrica de Bures y fase de
Uhlmann del sistema cuadrupolar con direccién polar del campo magnético 6 = /2.



Capitulo 2

Conceptos Basicos

El objetivo de cualquier teoria fisica, incluyendo la mecanica cuantica, es establecer

axiomas o postulados que permiten hacer una descripciéon matematica de un proceso fisico.
Por ejemplo, si se considera una particula en mecanica newtoniana, entonces se elige el
espacio vectorial real, llamado espacio euclidiano, para representar el espacio real, en donde
la particula se mueve, y a cada punto en este espacio se le asigna un vector respecto a un
origen previamente definido. De esta forma, la particula puede ser descrita moviéndose en el
espacio real como un mapeo en el espacio euclidiano, en donde cada posicién correspondera
a un vector, y, por tanto, se puede describir su trayectoria. A partir de esto, se define la
distancia, la velocidad y demas observables clésicos.
En este capitulo se dard un breve resumen sobre las bases del formalismo matemético
necesarias para el desarrollo de esta tesis, tales como la definicion y propiedades del espacio
matematico donde se mapean los estados cudnticos, qué es un estado cuantico y qué
tipos existen. También se estudia cuales son las observables cuanticas y su representacién
matematica, asi como la representacion grafica del espacio de estados cuanticos.

2.1. Espacio de Hilbert

De mecanica clasica se sabe que los sistemas fisicos pueden ser representados mediante
un Hamiltoniano H , a partir del cual se puede obtener la descripcién del sistema me-
diante las ecuaciones de Hamilton. Erwin Schrodinger en 1925 realiz6 la cuantizacion del
Hamiltoniano, definiendo asi la ecuacién

L 0 .
thoy [W(t) = HI$(2)), (2.1)

conocida como la Ecuacién de Schrédinger, en donde [¢) es un vector complejo que repre-
senta el estado del sistema y como tal contiene la distribucion probabilistica de los posibles
resultados de mediciones realizadas sobre el sistema. En otras palabras, [¢) representa un
estado cudntico, el cual, usando notacion de Dirac, es llamado ket. Dado que un ket repre-
senta un estado, contiene su distribucién de probabilidad, y, por lo tanto, su norma debe
ser unitaria.

Para obtener un estado normalizado se define el producto interno entre vectores, llamado
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braket, como (¢| ) = (¢|) = z con z € C, donde (¢|, llamado bra, es el transpuesto
conjugado del ket, (1| = [(|¥))*]T, con T la transpuesta del vector, donde la normalizacién
estd dada por |[¢||*> = (¥|¢)) = 1. Ambos elementos se representan, usando notacién de
Dirac, como

w=|" ] W= a @), (2:2)

con a, € C.

Con esto, el espacio matematico en donde un sistema cuantico es mapeado debe ser tal
que sus elementos sean los vectores complejos |¢), con un espacio dual con elementos (1|,
en el que esté definida la operacién de producto interno

(6 : H x H — C, (2.3)

conocido como Espacio de Hilbert, representado como H, del cual se puede definir un
subespacio S(H) = {|¢) | (¢|) = 1} de kets normalizados.

Como cada elemento del espacio de Hilbert es un vector complejo y el producto interno
entre dos kets es un nimero complejo. La interpretacion fisica directa que estos tienen es
mediante el médulo cuadrado del braket, obteniendo un valor real que como tal representa
una probabilidad en el caso normalizado. De esto, se tiene que, desde un punto de vista
fisico, |) ~ |¢) cuando |1)) = c¢|p) con ¢ € C. Se define, por tanto, un subespacio de H
que no considere dichas equivalencias,

P(H) = H/ ~, (2.4)

el cual es un subespacio también de S(H) y es conocido como espacio proyectivo de H o
espacio fase. Es importante aclarar que cuando se tiene el caso normalizado, | (®|®) |* =
lc|> = 1, entonces ¢ = € con ¢ una fase. Se puede, por tanto, definir una proyeccién
canoénica del espacio de Hilbert al espacio proyectivo dada como

II:H — P(H), (2.5)

que representa al conjunto de vectores complejos equivalentes [¢)] en H, que son represen-
tados por un solo vector |¢) en P(H). S{ se considera la operacién inversa IT!, entonces
se estd refiriendo a un objeto matematico conocido como haz fibrado (fibre bundle).

Para el caso especifico de |1))’s normalizados se define una funcién

7 S(H) — P(H) (2.6)

tal que mapea un conjunto de estados en S(H) a un punto en P(H), tales que cumplen
con las caracteristicas de un haz fibrado [56], dados como

)
(Y1)

) = { T e s}, @)



CAPITULO 2. CONCEPTOS BASICOS 8

donde se tiene que € es un elemento del grupo U(1) de Lie y, por tanto, la construccién
es un haz U(1)-fibrado (U(1)-bundle)’.

Por otro lado, para comprender mejor el significado de un ket se consideran los eigenket’s
de un Hamiltoniano

Hn) = E,|n), (2.8)

donde E, son los eigenvalores de H. Cada eigenket representa un estado normal del sistema,
los cuales son ortonormales y los d eigenket’s forman una base de Hl, por lo que cada estado
|1} puede ser representado como un desarrollo lineal de los “estados naturales” del sistema,

1Y) = ag|0) + ...+ aq|d) (2.9)

con a, € Cy |n), conn =0,...,d, los d eigenkets de H.

Como se mencioné anteriormente, [¢)) representa una distribucién probabilistica, por lo
que al proyectar el estado sobre un eigenestado, (n|¢)) = a,, entonces dicha interpretacién
se vuelve més clara, ya que a, es la amplitud del estado [¢) en la direccién |n), donde el
médulo cuadrado p,, = |a,|* = || (n]1) ||* es la probabilidad de que el sistema esté en el
estado |n). Por tanto, la normalizacién de un estado cualquiera, |1}, puede ser representada
como

111" = (Wlv) = laol* + |ar]* + ... + [ag1[* = 1. (2.10)

Otro concepto, util para las siguientes secciones, es el producto externo |1) (¢|, el cual se
define como

ag aoba aobT c. aob;
a1 * * * a b* e

) (o] = . (bo by ... bn) - 1: ¢ . ) (2.11)
n anbp anby,

con el que se puede definir un proyector P = |6) (4], el cual actiia sobre un estado ¥ como
P ) = c|¢), con ¢ = (p|1), proyectando el estado [¢) al estado |¢).

2.2. Operadores Lineales

Como se vio, un proyector modifica el estado original y puede ser representado mediante
el producto externo de ket’s. Tal como los proyectores, se pueden definir otros operadores
que modifican los estados, transformandolos en otros estados, representando una medicién,
o cualquier operacién deseada.

Usando el producto externo ya definido y una base {|n)} del espacio de Hilbert de dimen-
sion d, se definen los operadores como una combinacién lineal de productos externos de
kets que forman una base en H,

O=> " opmn) (ml, (2.12)

!Para una mayor claridad sobre estas consideraciones se puede consultar [56; 57], donde se desarrolla
la mecénica cuantica desde un punto de vista geométrico.
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de tal forma que su accién sobre un estado cualquiera |1) es O 1)) = 3= 0p [n) (m[1)),
esto es, el operador genera otro estado dado por la combinacién lineal de estados donde los
coeficientes del desarrollo son los elementos del operador por la proyeccién en cada direccién
de la base. Esta forma de definir los operadores es 1til para visualizar geométricamente la
accién de un operador.

El primer operador que se puede definir es la identidad de dimension d x d, o relacién de
completez, dada como

To= 3 )l (2.13)

recordando que |n) es una base del espacio H sobre el que actia Z.
A partir de la relacion de completez, se encuentran los valores de los elementos del desa-
rrollo de los operadores,

0 =1,01, = Z i) (il OZ 19) Gl = Z [i) i[O 17) (| = Zoij i) Ul (2.14)

donde 0;; = (i|O|) son los elementos de matriz del operador. Como tal, los operadores son
mapeos lineales que actian sobre el espacio de Hilbert. También se pueden definir aquellos
operadores que actian sobre el espacio dual como los operadores adjuntos denotados por
o1.2

Como el operador puede representarse por una matriz, se define la traza de un operador
como la suma de los elementos de la diagonal de dicha matriz, como

Te[A] =) (n|AJn), (2.15)

n

de la cual se puede definir el producto interno de Hilbert-Schmidt, el cual permite definir
la ortogonalidad entre dos operadores como,

A-B=Tr[ATB]; (2.16)

que, si son ortogonales, entonces

Con esto, la norma de un operador es
A-A=N. (2.17)

Con la definicion de la ortonormalidad se tiene que una base de operadores {Q} del espacio
de Hilbert de dimension d cumple con que

d2
Q; - Qj = 5ijN y ZQzQz =1, (2-18)
i=1

2Por sencillez, de ahora en adelante los operadores se denotaran con letras del alfabeto latino, a menos
que se especifique lo contrario.
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donde QZ son los elementos de la base con norma N. Con dicha base se obtiene la descom-
posicién de cualquier operador A dada por

A= Z(Qz : A)Qz = ZTT[QZA]QZ (2.19)

Dentro de los operadores lineales (ecuacién (2.14)), se tienen aquellos que pueden diago-

nalizarse (operadores normales), por lo que tienen un desarrollo en una base del espacio
de Hilbert dada por

R=> "rulra) (ral, (2.20)

la cual es conocida como desarrollo espectral, en donde 7, son los eigenvalores de Ry |r,)
los eigenvectores correspondientes. La ecuacion de eigenvalores correspondiente es

Rlry) =7 |r) . (2.21)

Para definir una observable?, se postula que el operador debe cumplir con una ecuacién de
eigenvalores los cuales seran los valores esperados de la observable. Por lo tanto, R debe ser
un operador normal. Dado que los eigenvalores de una observable se interpretaran como
un posible resultado en una medicion, estos deberan ser reales. De esto, se llega a que el
operador transpuesto conjugado no cambia, i.e

R =R. (2.22)

Dichos operadores se conocen como operadores hermitianos.
Dentro de los operadores hermitianos se encuentran los:

= Operadores Positivos: R
(W|R)y >00mr, >0; (2.23)

= Operadores Proyectivos: Se definen como aquellos operadores hermitianos positivos
que es idempotente, esto es,

P?=P. (2.24)

con eigenvalores en el rango
pi € {0,1}. (2.25)

Existe también otro tipo de operadores normales que no son hermitianos, y, por tanto, no
representan observables, los cuales resultan de suma importancia tanto para el desarrollo
de la mecdnica cuantica, como para los conceptos usados en la presente tesis. Dichos
operadores son conocidos como operadores unitarios, y deben su nombre a que cumplen
con,

ut=v", (2.26)

30perador, el cual puede ser medido experimentalmente.
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por lo que UUt =1, que pueden ser expresados mediante una descomposicion espectral
dada por

U= Zew i) (i, (2.27)

donde se tiene que los eigenvalores de este operador son fases complejas. Este tipo de
operadores es de suma importancia porque definird una transformacién unitaria R’ |[¢)') =

URUY(U |4)) = AU [0 de los operadores
A =UAU, (2.28)

o del vector complejo R
) =Uly). (2.29)

Si U, = exp(iHt/h), con H el Hamiltoniano del sistema, entonces U representa la evolucién
dindmica del sistema. Si este es el caso, U, se conoce como propagador. Existen otro tipo
de operadores unitarios, incluyendo aquellos que representan la fase del estado, que son de
especial interés en la presente tesis.

Entonces, cada estado cuantico esta representado por un vector complejo que fisicamente
representa una distribucién de probabilidad sobre los eigenestados del sistema, como se ve
en ecuacién (2.9). De esto, el hecho de medir una observable R representara asignarle un
peso probabilistico a la accién de R en cada direccién de sus eigenestados y sumarlos,

(WIRIY) = (Wlran) (n] [¥) =Yl (nfe)

n n

con r, y |n) los eigenvalores y eigenkets de R, pero | (n|¢) | es la probabilidad de que el
estado |1)) esté en el estado |n), por lo que (1| R[¢)) = (R) es un valor esperado.

De lo anterior se tiene que, como se menciond anteriormente, fisicamente el término de
fase parece irrelevante, ya que (e "®Rei®|p) = (| R|1)).

2.3. Estados Cuanticos

Hasta ahora se ha considerado que los estados cuanticos estan representados por vec-
tores complejos normalizados del subespacio S(H), de la forma (2.9). Sin embargo, en
general un estado cudntico puede ser una mezcla de estados {|¢,)}, no necesariamente
eigenvectores del Hamiltoniano del sistema estudiado.

Por tanto, para generalizar el concepto de estado cudntico, pasando de representarlo como
un vector complejo a un operador de estado p, o matriz de densidad, con desarrollo,

p=D Anldn) (0l (2:30)

donde A, es el peso estadistico del estado |¢,) en p, los cuales deben tener las siguientes
caracteristicas para representar una distribucién de probabilidad:

» Tr[p] =1, que implica >, A, =1
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= p=pf, por lo que p, € N
» (|p|Y) >0, o lo que es lo mismo, p, > 0

con [¢) un ket cualquiera.
Si se tiene p, entonces la evolucién de un operador de estado puede ser escrita mediante
la representacién de Heisenberg,

p(t) = U(t,t0)plto)U (¢, to) (2.31)

donde U(t, o) es el operador de evolucién temporal. En esta representacién se obtiene la
ecuacion de Von-Neumann

ihp = [H, p(t)]. (2.32)

Si conocemos la evolucién temporal del sistema, esto es, se tiene j(t), entonces la descrip-
cion del sistema esta completa.

2.3.1. Estados Puros

Los estados puros son aquellos estados cudnticos que son representados por un ket
normalizado, [¢) € S(H), o en su defecto por una funcién de onda . Si un sistema estd
descrito por el Hamiltoniano H, entonces sus eigenestados estan dados por la ecuacion de
Schrodinger

Hln) = E, |n), (2.33)

con E, las energias del sistema y |n) los eigenvectores, los cuales estédn orto-normalizados,
(m|n) = dmn. El conjunto de eigenvectores forma una base del espacio de Hilbert nor-
malizado S(H), por lo que, cualquier estado puro [¢)) puede ser desarrollado como una
combinacion lineal del conjunto de eigenvectores de H, siendo |¢)) una distribucién de
probabilidad sobre los eigenestados del sistema.

De la generalizacion de la definicion de estado se tiene que un estado puro puede ser
representado como

pp = |) (Y] (2.34)

la cual cumple con que:
= pp es un operador positivo (y, por lo tanto, hermitiano).
» pp estd normalizado, Tr[p] = (Y[¢) = 1.

» Al ser puro, pp es idempotente, esto es, p?> = p. Esto es equivalente a decir que
Tr[p?] = 1.

En el formalismo de la matriz de densidad de un estado puro, si se desea medir el valor
esperado de una observable R en el estado |¢) se tiene que,

(R) = Tr[ppR] = Tx[|v) (| R] = (&| R|y). (2.35)
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2.3.2. Estados Mixtos

Los estados mixtos son todos aquellos estados que pueden ser descompuestos en una
mezcla estadistica de estados puros, esto es,

donde py, = |¢,) (¢n|- Cada A, es la probabilidad de que el estado esté en el estado puro
|¢n), mientras que la medicién sobre una variable fisica R estara dada por,

(R) = Tr[pR] =Y An (du| R|n) - (2.37)

En este caso, dado que p, < 1 se tiene que A2 < \,, entonces

P4 p. (2.38)

con Tr(p?) < 1. Con esto, se puede medir el nivel de mezclado mediante el nimero de
Schmidt, ng = 1/Tr(p?).

Estados Térmicos

La mayor parte de los sistemas cuanticos son representados por estados mixtos, donde
uno de los mas relevantes son los llamados Estados Térmicos, donde se considera que el
sistema fisico se encuentra en un ambiente a una cierta temperatura 7', . Estos estados se
encuentran definidos mediante el formalismo del ensamble candnico, el cual considera que
el sistema estd en contacto con un reservorio a temperatura T'. Por tanto, cada estado del
sistema estard pesado por el factor de Boltzmann [58], dado como

¢—BEn

pa(B) = — (2.39)

donde 8 = 1/kpT con kg la constante de Boltzmann y Z = 3 e #F» la funcién de
particion, con FE,, los eigenvalores del Hamiltoniano del sistema considerado, H. Con esto,
la matriz de densidad del sistema esta dada por

pr=">_pa(B)In) (nl, (2.40)

donde Tr[p] = > ,pn = 1y p, es el peso estadistico de |7), los cuales resultan ser los
eigenvalores de p. Dado que [p, H] = 0, entonces |i) son los eigenvectores de H.
Una vez obtenida la matriz de densidad se pueden calcular diferentes propiedades termo-

dindmicas como la energfa promedio ({E)) y el calor especifico (Cy)[58], dadas como

(E) = Tr[Hpr] = _agnﬁz :ZpiEi; (2.41)
9E) 1 9(E) 1

Cp = (2.42)

OT  kgT? 08  kgl? (B%) —(B)Y),

entre otras fuera del interés del presente trabajo.
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2.4. Visualizacion Geométrica de Estados Cuanticos.

Una vez definido el espacio de Hilbert como aquel al que pertenecen los estados cudnti-
cos, resulta interesante una visualizacién geométrica de cada estado y la acciéon de los ope-
radores. Si bien esto pareceria algo trivial, en un sistema de d niveles, con d = 2, 3,4, ...,
existen d? — 1 direcciones independientes, por lo que la visualizacién geométrica deberd ser
de d* — 1 dimensiones. Por esto, de manera directa solo sistemas de d = 0, 1,2 pueden ser
representados de manera directa, donde el caso mas conocido por ser un ejemplo didactico
y por sus aplicaciones en varios campos, incluyendo computaciéon cuantica, es con d = 2,
conocido como cubit, donde la visualizacién corresponde a una esfera.

En esta seccion se presenta el desarrollo de la visualizacién geométrica de un sistema de
dos niveles (cubit), y se expone el modelo propuesto en [59] para sistemas de tres niveles
(cttrit).

Cubit

Para un sistema de dos niveles, o cibit, se tiene que cada estado puro puede ser
representado de forma general como

[¥) = al0) +b[1),

utilizando la base canénica (o computacional) [0) = (1,0)7 y |1) = (0,1)7, donde T denota
el transpuesto. Dado que los coeficientes del desarrollo deben cumplir con la condicién de
normalizacin, |a|?+]b|? = 1, la cual es la ecuacién de un circulo con radio unitario, se tiene
que el estado de un cibit se reescribe en funcién de los angulos de coordenadas esféricas

|[4) = cos(0/2) |0) + sin(6/2)e™ 1), (2.43)

donde se agregé un tercer grado de libertad ¢ como la fase relativa del estado.

Con esto, a un estado puro del ciibit le corresponderd una coordenada (6, ¢), formando de
esta manera una esfera. Se considera /2 para que el estado |0) esté en el polo norte y |1)
en el polo sur de la esfera. A dicha esfera se le conoce como esfera de Bloch (Ver la figura
2.1).

Considerando un operador R que actia sobre el espacio de Hilbert del cubit, resulta tutil
desarrollarlo en la base computacional de tal forma que

R = Ry[0) (0] + Ry [0) (1] + R5|1) (0] + Ry [1) (1] (2.44)

con Ry, Ry, Rs, Ry € C. Si lo que se busca es que R sea un operador que represente un
estado, esto es, un operador de estado o matriz de densidad, entonces se debe cumplir que
Ri+ Ry =1con Ry, Ry € R, y que R3 = r5, para cumplir con la hermeticidad de la matriz
de densidad. Por conveniencia se expresa R3 = qr +iq; y Re = qr — iq; donde qg,q; €
para de esta manera poder definir las llamadas matrices de Pauli como

01y (0 =i\ (10
9==\1 0) %= \s o) =" \o —1)"

las cuales, junto con la identidad, forman una base del espacio de SU(2) ya que cumplen
con
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Figura 2.1: Visualizaciéon geométrica de un sistema de dos niveles, mediante la esfera de
Bloch. Obtenida de [60]

= Ser ortogonales

0i05 = 0ij, (2.45)
y satisfacen la relacién de completez,
d?—1
05205203:1:>I2/4+Zai2/4:]1. (2.46)

Las matrices de Pauli no afectan la interpretacion probabilistica ni la hermiticidad de una
matriz de densidad, ya que

v Tr[o,] = Tr[o,| = Tr[o,] = 0 —: Traza nula
" 0, =0, ayzogyazzal,
por lo que la matriz de densidad de un cubit se puede escribir como

1
p=5I+a-a), (2.47)

donde @ = (ay, ay, a,) se le llama el vector de Bloch, con a; = Tr[o;p| para i = z,y, z.
En esta representacion se llega a que la matriz de densidad esta dada por

P poo por\ _ 1 1+§lz Ay — ia,
P10 P11 2 \a; +ia, 1l—a, )’

con
a; = pro+ por = 2R(po1); (2.48)
ay = i(po1 — pro) = 23(p10); (2.49)
a, = pPoo— P11- (250)

Si se supone un estado puro tal que Tr[p?] = 1, entonces

Tr[p?] = = (1+|af’) =1 = |d] =1, (2.51)

N | —
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mientras que para un estado mixto

Tr[p%] = % (1+1a?*) <1 = |a| < 1. (2.52)
Por lo tanto, los estados de un cibit pueden ser representados por una esfera unitaria,
donde los estados puros representaran la superficie de dicha esfera, |@py,| = 1, mientras
que los estados mixtos seran mapeados dentro de la esfera, |@i.0| < 1, de tal forma que
el centro de la esfera serd el estado maximamente mezclado®.
Dado que cada estado serd mapeado a algin punto de la esfera, la accién de cualquier
operador podra ser representada como una rotacion en 6 y ¢, y cualquier proceso de
mezclado estarda dado por un cambio en la magnitud del vector de Bloch. Esto es una
gran ventaja en computacién cuantica, ya que cualquier compuerta légica en un algoritmo
podra ser expresado en término de rotaciones.
La esfera de Bloch puede ser utilizada en sistemas compuestos de cibits con las debidas
precauciones del valor de cada eje y cada punto de la esfera.

Cutrit

Si bien solo los sistemas de igual o menor dimensién que un cibit pueden ser mapeados
directamente a una visualizacién geométrica, en la literatura se encuentran al menos dos
opciones para tener una visualizacién geométrica de un sistema de tres niveles (o cttrit)
[59; 61], el cual tiene 32—1 grados de libertad. La reduccién de 8 direcciones a 3 representard
una pérdida de informacion, la cual dependera del modelo usado.

En esta tesis se opté por trabajar con el modelo propuesto por Eltschka et al. en [59],
donde los autores realizan una proyeccion de los seis ejes que corresponden a los elementos
fuera de la diagonal de la matriz p del cutrit.

Para entender el proceso realizado por Eltschka, se debe obtener primero la versién del
vector de Bloch para el cutrit. Para esto se debera definir ocho matrices tales que sean base
de SU(3) y que permitan un desarrollo cuyos coeficientes se relacionen con los elementos
de la matriz de densidad que cumplen con » . p; =1y p;; = Pji-

Siguiendo la idea del cubit donde se utilizaron las matrices de Pauli las cuales son usadas
también como matrices de espin-1/2, S; = ho; /2, se podria pensar en una base con las
matrices de espin s = 1, {Sx, S'y, gz}, donde las cinco matrices restantes para completar la

base de SU(3) correspondan a los elementos cuadrupolares 5’&2) = 5}5’3 + 5}5’1 con i,] =

x,y, 2, de los cuales solo cinco son independientes, ya que se cumple que 5’3—#5”5—1—5”2 = 2h°.
Con esto, la matriz de densidad podria ser escrita como®

p=T+0a,S +a,Sy+ a5+ bS2+ > Cum{Sn, S}, (2.53)

n n#Em

donde a, = Tr[pSn]/h, by = Tr[pS2]/h% y Com = Tr[p{Sn, Sm}]/h2 con {-,-} como el anti-
conmutador.
Si bien la base de espin-1 es usada con frecuencia, resulta ttil definir la generalizacion de

4Esto porque el estado méximamente mezclado es p = I/2, y, por tanto a; = a, = a, =0
SEligiendo de manera arbitraria los cinco términos cuadrupolares independientes.
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las matrices de Pauli, conocidas como matrices de Gell-Mann, las cuales forman una base
de SU(3), son hermitianas, linealmente independientes y tienen traza nula para que la
condicién Tr[p] = 1 se cumple mediante la matriz identidad. Gell-Mann en 1962 [62] pro-
puso las matrices para un sistema de tres niveles, que posteriormente fueron generalizados
a n dimensiones, dadas como®

3 010 3 0 — 0
X, = \/; 10 0f; 1= 5 t 0 0];
000 0 0 0
3 0 01 3 00 —
Xy = 3 00 0]; Vo= 3 00 0];
100 i 0 0
3 000 3 00 .
X3 = 5 00 1]; Y3= 5 00 —i];
010 0 1
3 1 0 0 1 10
a:%j0—1o;@=—-010 ,
20 0 o V2 \o 0 -2
las cuales cumplen con
I\ 2 d2-1 A
- Y T 2.55
(3) DI (25)
Tr[N] = 0; (2.56)
A=\ (2.57)

donde, para ajustar notacion, se definié \; = X; parai =1,2,3, \; = Y;_3 para j = 4,5,6
vy AN =Z,_¢paral =17,8.
De esto, el desarrollo de operador de estado en un cutrit se escribe como

3 3 2

.1

p = g <H3+Zl'ij+Zkak+Zlel> ) (258)
j=t k=1 =1

donde los coeficientes estan dados por z; = Tr(X;p), yr = Tr(Yip) v 21 = Tr(Z,p). Los seis
coeficientes x;,y;, con j = 1,2, 3, los dos de z; con [ = 1,2 representaran las coordenadas
en cada direccién de la visualizacién de ocho dimensiones.

Con dichos componentes se puede definir la métrica del espacio euclidiano mediante la nor-
ma de Hilbert-Schmidt ||p; — p2||2, la cual debe cumplir con algunas restricciones impuestas
por las propiedades de los sistemas de tres niveles[59], las cuales son:

= SU(3) es un conjunto convexo’ con la topologia de una esfera maciza, por lo que el

modelo deberia de tener dichas caracteristicas.

6Los coeficientes de cada matriz pueden variar dependiendo del interés del autor.
"Un conjunto convexo C' es aquel donde si se toman dos elementos del conjunto p; y p2, entonces
Ap1 + (1 — N)p2 € C para cualquier A € [0, 1]
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|+3> <+

Figura 2.2: Representacién geométrica de un cutrit de acuerdo al modelo de Eltschka et al. [59]
donde se tiene que |+2) = %(\(D + 1)), [+3) = %(|0) +11) +2) v |[+4) = %(|0) +12)). La
malla azul que se observa en la figura corresponde a los estados puros del sistema, donde los
vértices corresponden a los estados conformados por los vectores canénicos |0), [1) y |2).

» La geometria de los estados (cuerpo de Bloch) no forman un politopo ni seréd suave.

= Los estados puros formaran una superficie separada del estado maximamente mez-
clado %1-3 a una distancia méxima de /2.

= Los estados mezclados estaran dentro de la superficie formada por los estados puros.

Considerando dichas restricciones, Eltschka propone una proyeccién de las ocho componen-
tes a tres componentes, donde considera que las matrices Z; y Zs forman una subdlgebra
de Cartan y los estados de la base candnica del espacio de Hilbert (|0),|1),]3)) estdn en
el plano Z; — Z5. De esto, se propone la proyeccion

3
W = (g;? + y?), (2.59)

j=1

con lo que el vector tipo Bloch esta dado por
b= (21, 22,w). (2.60)

En esta representacion se tiene que:
» El estado méximamente mezclado se encuentra en b = (0,0, 0).

= Para estados puros se tiene que

Tr[p*] = = (14w’ + 27+ 23) =1, (2.61)

Wl =

por lo que los estados puros estan a una distancia de |l;p| = /2 del estado méxima-
mente mezclado.
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2 t12 1

Figura 2.3: Esquema de la cadena lineal, o trimero, considerado para ejemplificar su represen-
tacion geométrica.

= Para estados mixtos se tiene que Tr[5?] < 1, entonces |b,| < 1. Los estados mixtos
estan dentro del cuerpo de Bloch formado por los estados puros.

= La proyeccién que se hace en w genera una pérdida de informacién en seis compo-
nentes de X; y Y;, con 7 = 1,2, 3, lo que se refleja en que existiran estados mapeados
al mismo punto que tendran la diagonal y la pureza igual, pero diferentes valores
fuera de la diagonal. Dichos estados mapeados al mismo punto pertenecen a una
clase equivalente, formando un subespacio 5-dimensional que serd cerrado bajo la
accion de operadores unitarios que conmuten con Z; y Zs.

Trimero

Para ejemplificar los resultados que se obtienen con esta representacion se supone
una cadena lineal de tres sitios (ver figura 2.3). En la aproximacién de amarre fuerte se
consideran enlaces entre sitios dados por

tor = to+ scos(p)
t1o to + scos(p — 2m/3)
tay = [to+ scos(p —4m/3)] e,

donde €™ representa un flujo magnético [7]. De esto, el Hamiltoniano del sistema de tres
niveles se escribe como
0 tn 15
H=1|ty 0 ta]. (2.62)
t20 12 0

Si se obtienen numéricamente los eigenvalores de H y se considera un valor fijo de a en
un ciclo 0 < ¢ < 27, se llega a que la trayectoria de tres eigenestados forman un triangulo
con los vértices arqueados como se ve en figura 2.4(a). Dicha trayectoria estard contenida
en la malla de estados puros con su centro en el estado |+3), definido con anterioridad.

Por otro lado, se tiene que si se hace el ciclo inverso, esto es, para un ¢ constante en un ciclo
de « se obtiene figura 2.4(c) donde dicha trayectoria es una linea. Al analizar la trayectoria
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Figura 2.4: Representacién geométrica de los tres eigenestados de un trimero. En a) se considera
un ciclo en ¢ para a = 7, donde la energia para dicha evolucién se grafica en b). En c) el ciclo
es sobre « para un ¢ = 7, donde las energias evolucionan como se ve en d). En ambos caso el
color de la trayectoria sobre la malla corresponde al color de la energia, la linea azul continia
corresponde a la energia Ej, el estado base, la amarilla discontinta al primer estado excitado Ej
y la verde discontintia punteada al segundo estado excitado E3. Se consider6 tg = -1y s = —0.4
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—=
—=
=3
i

Figura 2.5: Representacion geométrica de los estados térmicos del trime-
ro en un ciclo de ¢ con a =« fija, para diferentes temperaturas T €
{0.1,0.3,0.6,1.0,1.5,2.1,2.8,3.6,4.5,5.5,6.6,7.8,9.1,1.5}, comenzando con el ciclo cercano
al estado puro y terminando con la temperatura con ciclo cercano al estado maximamente
mezclado.

detenidamente se encontré que de 0 < a < 7 la evolucién va de izquierda a derecha y de
m < a < 27 los estados regresan de derecha a izquierda. Es importante enfatizar que,
debido a la pérdida de informacién por la proyeccién, aunque los puntos mapeados se
repiten dos veces, no corresponderan al mismo estado, inicamente a la misma pureza. El
estado base y el segundo estado excitado en figura 2.4(c) describen el mismo camino azul.
Ahora, considerando los estados térmicos del trimero,

e‘ﬂH
op = —————— 2.63
Pr Trfe—#H] ( )

se obtiene la figura 2.5, donde se ve que, para cualquier temperatura, la trayectoria en
un ciclo de ¢ para a = 7 mantiene su forma, pero conforme aumenta la temperatura
los estados se van “mezclando”, hasta que para temperaturas altas se llega al estado
maximamente mezclado, considerando ya el régimen clasico.



Capitulo 3

De Distancias y Métricas

Hasta ahora se han descrito varios conceptos sobre mecéanica cuantica que seran ttiles
para el desarrollo de la presente tesis, uno de ellos es el espacio de Hilbert (H) al que
pertenecen los estados cudnticos. También se ha establecido cémo se pueden representar
tanto estados puros como estados mixtos mediante la matriz de densidad (p).

Entonces, como en cualquier otro espacio, se puede definir la distancia entre dos estados.
Esto, siempre que D(p1, p2), con p1 y po elementos del espacio, sea una funcién bien definida
que cumpla con

Ser real, D(p1, p2) € R, y positiva, D(p1, p2) > 0.

. D(plapl) =0.

Ser simétrica, D(py, p2) = D(pa, p1).

Con p3 otro estado cudntico, D cumple con la desigualdad del tridngulo: D(p1, p3) <
D(p1, p2) + D(p2, ps),

entonces se dice que D(p1, p2) es una distancia del espacio considerado.

En el espacio de Hilbert H se pueden definir diferentes funciones que cumplen con la
definicién de distancia, pero dentro de la literatura las méas utilizadas son la distancia de
la Traza [63], dada como

. oo . 1 —
D1v(pr, p2) := 5Trlpr = pof = 5T [\/(Pl — p2) (P — P2)] : (3.1)
con |[A| = VATA, y la distancia de Hilbert-Schmidt [64]

Dys(pr, p2) =/ Tr[(p1 — p2)?]. (3.2)

Ambas distancias son usadas ampliamente, por ejemplo, en el campo de Informacion
Cuéantica, donde se suelen usar para medir tanto Coherencia Cuédntica como Discordia
Cuéntica [63; 65]. Para realizar esto se usa la idea de minimizar la distancia entre un
estado p con el que se trabaja y el estado py mas cercano que no tiene la caracteristica
pedida, en este caso cero coherencia, o discordia.

22
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3.1. Distancia en Estados Puros

Para los estados puros, p = [¢) (1|, las distancias antes mencionadas se reducen a

Dre(1, ¢2) = 24/ 1 — [ (¢h1]th2) |, (3.3)

mientras que

Dus(¥1,102) = v/2(1 — | (11 |12) [2). (3.4)

Si se considera que [1}) = €' |1)q), con [1hy) y |1)q) fisicamente equivalentes, las distancias
D1y y Dy seran indiferentes a la fase ¢. Aunque los estados sean fisicamente equivalentes,
matematicamente representan dos puntos diferentes en el espacio de estados, como se puede
ver en la esfera de Bloch antes descrita. Para eliminar la ambigiiedad creada por la fase,
se debe realizar una minimizacion para obtener la distancia entre los estados equivalentes
mas cercanos. La funcién distancia que considera esto es la distancia de Fubini-Study
[43; 44], la cual esta definida tinicamente para estados puros en la representacién de ket’s
considerando las geodésicas de H, esto es

D (b1, €%1hy) == ming ||y — €| |* = ming, (1)) — €Pealthy — €¥9hn)  (3.5)
donde, desarrollando el braket se tiene que
ming, (11 — e%to|thy — €Pha) = (11 |th1) (12 |th) —2max, R (1 ]ePeho) = 2 (1 — | <¢1|¢E> |)),
3.6

donde se us6 que | (1]e"?1n) | > R (11]e"?1hy) para obtener el maximo. Con esto, la dis-
tancia de Fubini-Study es

Drs(¥1,92) = /2(1 — | (¥1]a) |), (3.7)

la cual no es muy diferente a (3.3) y (3.4), pero asegura que la distancia medida es invariante
de norma.

Definida la distancia, se define la métrica de Fubini-Study. Considerando los alrededores de
un estado puro |11) = |¢(Z)), 1) = |¢(Z + dZ)), donde T es el conjunto de pardmetros de
los que depende la evoluciéon del sistema. Expandiendo a segundo orden, usando notacién
de Einstein sobre el niimero de parametros, se llega a

(@) (T + dT)) = 1 4 ((2)|0:(T)) d; +
El médulo del braket esta dado por

1
[ (@) +da)) | =1+ 3R [~ (0 (D)|0;9(2)) + (0 (2) ]2 (2)) (¢ (2)|0;9(2))] dida;,
(3.9)
donde se us6 que R (¥|0,0;1) = —R (9;1|0;¢). Con esto, la métrica de Fubini-Study' se

escribe como

dSiﬂS = gZ]dQ?Zd.T] (310)
donde
9ii = R[(0:0|059) — (0 ) (¥]9;9)] - (3.11)

1Se puede considerar una derivacién alterna [66], sin considerar la distancia de F-S.

dsf_s = WA+ dA) = NI* = (89109) = (v + (0 )dAudAy
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3.1.1. Métrica FS del Cibit-Espin s=1/2
Un sistema de espin-1/2 en un campo magnético estd descrito por el Hamiltoniano
H = Bhi - 6/2 (3.12)

donde 7 = (sinf cos ¢, sinfsin ¢, cos ) es la direccién del campo y & = (0,,0y,0,) las
matrices de Pauli. Los eigenvalores del sistema son Fx = £Bh/2, con los correspondientes

eigenvectores
~( cos(0/2) B sin(0/2)
I+ = (sin(@/?)eid’) === (cos(@/?)eid’ ' (3.13)
De los eigenvectores se tiene que los pardmetros de la métrica de FS son {6, ¢}, por lo que

los elementos de la métrica serdn ¢4 4, goo ¥ 940, respecto a ambos estados. De esto, los
elementos de la métrica estan dados como

.9
n _y sin®6 n 1 n _
Gos = 9gs = U =% = 9n =0y =0, (3.14)

la cual se puede identificar como la métrica de una esfera de radio constante r = 1/2.

3.2. Distancia en Estados Mixtos

Como se vio anteriormente, existen diferentes maneras de obtener la distancia entre dos
estados mixtos, la distancia de H-S (ecuacién (3.2)) y la distancia de la Traza (ecuacién
(3.1)), pero aqui se considerard la distancia de Bures que es una generalizacién de la
distancia de F-S para estados mixtos. Otra razon por la cual se considera esta distancia es
que su desarrollo esta relacionado con la fase de Uhlmann, como se vera posteriormente.
La distancia de Bures considera un proceso de purificacion y minimizaciéon de un estado
mixto p, propuesta por Uhlmann en [38].

Purificacién de un Estado Mixto

Uhlmann consider6 que un estado mixto podia ser “purificado” de tal forma que en un
espacio de mayor dimensién podria ser tratado como un estado puro entrelazado. Sea p la

donde (0,%|0,%) = Yuv +i0,,. Debido a la antisimetria que se tiene en la parte imaginaria, o, = —0,,,
ds}?_s = Y dAudA,.

Esta definicién de la métrica de F-S no es invariante de norma, por lo que al realizar un cambio de norma,
|") = explic(N\)] [1)), se obtiene

Vo = Vv — BuOpe — By0ua + Opad, o
/

O = Ouv,

donde 3, = i(y(N)[0,¥(N)), que se conoce como conexién de Berry. Con esto, para hacer la métrica
invariante de norma,
dsP_g = gud\d\,

con
Guv = Tuv — ﬁuﬁu-
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matriz de densidad de un estado en el espacio de Hilbert H de dimensién N, se define una
matriz w en un espacio H,, la cual se expresa como w = /pU, donde U € U (N) es una
matriz unitaria que representa la fase de w.

Usando la descomposicién espectral de la matriz de densidad, p = > pn |¥n) (¥n|, con p,
los eigenvalores y [,) los eigenvectores de p, se tiene que la rafz® \/p estd dada como

VP =Y /baltn) (Wl (3.15)

por lo que,

W=7 \/pultu) (WulU. (3.16)

n

Como p es una matriz positiva semi-definida, w se puede considerar como la amplitud de
p v H,, el correspondiente espacio de amplitudes, entonces

p=wwh = (Z V/Dn [Vn) w) Uut (Z /P |¥m) <wmr> . (3.17)
Se define un isomorfismo entre los espacios H,, y H ® H como

w= 3" VBn ) (] U [0) = 37 V/ba ltha) @ U7 [0 (3.18)

donde \/py [tn) v UT |1h,) representan diferentes estados en H, con U7 la transpuesta de

U. Al estado puro compuesto |w) se conoce como el estado purificado de p ya que cumple
con
p = TrafJw) (wl], (3.19)

donde la traza se realiza sobre el segundo espacio.

Minimizacién de la Trayectoria

Dado que existe un conjunto de estados |w) con diferentes U que representardn al
mismo estado p, como se ve en ecuacién (3.17), se busca obtener la distancia minima entre

2En la descomposicién espectral de un operador normal N = > An|n) (n|, con A, los eigenvalores y
|n) los eigenvectores de N, la matriz f(N), con f una funcidn, estd dada como [67]

FOV) =" fn) ) (n].

Entonces, si f(p) = v/p se debe cumplir que v/pv/p = p. Esto se cumple y se puede ver en la descomposicién
espectral:

Vv

SN VavPm [n) Wnlton) Wnl =D " /Par/Pm [¥n) (Vn| Snm
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dos estados p; y po, desde el punto de vista del estado purificado.
En el espacio purificado, el producto interno de dos estados puros se puede escribir en
funcién de las amplitudes, (wy|ws) = Tr(wiws,), con lo que la distancia de Fubini-Study

I|A - B|| = \/<A — B, A — B), con (-) el producto interno, se puede escribir como

Dp_s(wy,wy) = min||jw; — ws|| := miny/{w; — we|w; — ws) = miny/Tr[|w; — wy|?],

(3.20)
que se conoce como la distancia de Bures. Desarrollando,
D% = min||lw; — wy||* = min Trfurw! + wow) — (wiw, + whw,)]
= Tr[wyw!] + Tr[wowl] — max Trfwlw, + whw,]
= Trlwyw!] + Tr[wow}] — max {Tr[quJQ] + Tr[(w{wl)T]} : (3.21)

donde, para encontrar el maximo se recurre al hecho de que el moédulo conjugado de un
nimero complejo es igual o mayor a la parte real de dicho nimero, Re[z] < |z|. De esto,

el maximo se da cuando Re[z] = |z|, o, en términos de las amplitudes, cuando la matriz

w1w£ es autoadjunta y positiva definida,

wiwy = wiw, > 0. (3.22)

Considerando la definicién de w; 2, se puede expresar el maximo en funcién de la fase de
las amplitudes, Uy y Us,

maxwl,wz‘Tr(wIwgﬂ = maXUIVUQ‘Tr <Uf\/g\/ﬁ_2U2) }
= maxy, p,Re ‘Tr (JE\/EUQUJ) ‘
= maxy | Tr (Va0 ) | (3.23)

=
D}:
osf
IA
g
:)fﬁ
\:E/
g
D_J:
$>

=
5
)
N—
I

Tr <|\/E\/E|U12U> | =|Tr (\/|¢E\/§|\/|\/E\/E|U1QU>‘

< ATV AN T/ BalUr0) = Te(V/Ai/Bal)
con lo que maxgRe [Tr (vpi1v/p2U)] = Try/v/pipa/pr.-

De esto se llega a que la distancia de Bures se escribe como

Dg(p1, p2) = /2 — 2F(p1, p2) (3.25)
donde se define la fidelidad de Uhlmann como

F(p1, p2) = Try) V/prp/ b (3.26)
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Para obtener la métrica de Bures se considera una distancia infinitesimal entre dos estados,
estoes, py =py p2 = p+ 0p, y se realiza una aproximacién a segundo orden en dp de la
fidelidad, tal que

VB +30V5 ~ p+ X (5,05) + Y (5,55, 1651, (3.27)
donde X y Y son los elementos del desarrollo. Elevando al cuadrado se llega a
Vo(p+op)Np = i Orden cero
+pX + Xp Orden uno
+pY + XX +Yp Orden dos
+YY, Orden tres

y, dejando tinicamente los términos hasta segundo orden se obtiene el sistema de ecuaciones
matriciales

Viopp = pX +Xp
O =

pY + XX +Y)p.

Si se toma p en su base diagonal, p = ). p; |i) (i| con p; los eigenvalores y |i) los eigen-
vectores de p, la primera ecuacion matricial puede ser expresada mediante coeficientes
como

(ﬁX);W + (Xﬁ)uu - puXuV + X;wpu - 1/26p,uup1/2

p1/2p1/2
= X, =6pu, 4 3.28
p ST ( )
con la traza de X dada por
TX] = ST X, = S22 _ Lyyss o 3.29
r[]—z uu_z2 —Qr[p]— (3.29)

7 7

y, de la segunda ecuacién matricial se obtiene el término Y,

1
Y =—(X?)., , 3.30
=) (3.30)
con traza
-1
Y] = ZQ— (Z%%) —-Y o 5y el
po UK
0Puo
_ Z |0, \ (3.31)
w+ Do
Entonces, para p diagonal, la distancia de Bures se escribe como
d
ds*(p) = 2 — 2Te[p+ X + Y] = E:MMpm (3.32)
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Desarrollando el diferencial de p,

dp = 3" [dp k) (k] + e k) (k] + pi k) (d].

con los elementos de matriz dados por

(mldpln) = dpn + (pn — pm) ((m|dn)) , (3.33)
donde se utilizé que (i|j) = 6;; = (di|j) = — (i|dj).

Entonces, obteniendo el médulo cuadrado de ecuacién (3.33) finalmente se llega a un
desarrollo espectral de la distancia de Bures dado por

ds2(p) = -3 By Ly~ (=D gy 2 (3.34)

4= pn 2 Pn+ Pm

n#m

Si pp = pa(X) y [m) = |m()), donde X = (A, Ay, ... Ar) y & = (01,09, ...,0,) son los
parametros de los que depende p 3, la métrica de Bures se escribe como

ds*(D) = Gaun AN + oo + DprrdAF + Gor0,d0s + oo + o0, dos + T.C, (3.35)

donde las funciones g;; forman los elementos del tensor métrico,

Irixr Iraixre oo 9oy

Prorr Grors o+ Graoy
g= . .

Josx1 Yoo -+ Yogog

3.2.1. Desarrollo de la Métrica de Bures para Estados Térmicos

Hasta este punto se ha encontrado la expresion matematica de la métrica Bures para el

caso general, pero resulta interesante que para el caso térmico, la métrica de Bures puede
ser relacionado con una variable termodinamica como lo es el calor especifico C'y, como se
ve en [5H2].
Para ello se considera la matriz de densidad de un estado térmico con el factor de Boltz-
mann p; = e PFi /7 con Z = Trle "] y 8 = 1/kpT, donde se supone que H es diagonal y
puede depender de varios parametros pero no de la temperatura. Desarrollando tiinicamente
el diferencial respecto a [ se tiene

op
=~ (Bu = (B),) B+ ..

dp, = —d5+...:<—En +— > En dg + ...

3Puede existir algiin pardmetro \; = oy, por lo que el elemento de dicho pardmetro tendré contribucién
tanto del diferencial de p, como de los eigenkets.
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donde (dF) 5= > ; dEjpj es el promedio térmico. Al elevar al cuadrado dp,, se llegara a una
expresion similar a la ecuacién (3.35) donde, por el momento, solo es de interés el elemento
de la métrica gz, que corresponde al diferencial d3?. Entonces, el primer elemento de la
métrica se escribe como

S B S (B (,) N(A @0

donde he considerado que la varianza de la energia es Var(E) = >, p;(E; — (E))?. Este
resultado es de suma importancia, ya que, de mecénica estadistica [58], se sabe que

Cyg = kBﬂQVar(E),

entonces, el componente de la métrica de Bures respecto a la temperatura es proporcional
al calor especifico del sistema,
1 Cy ksChy

== = T2 )
998 = 12 1 (3.37)

Métrica de Bures para los Estados Térmicos del Cubit-Espin s=1/2

Considerando nuevamente el caso de espin-1/2 con la matriz de densidad de los estados
térmicos dada por

5= paln) (nl. (3.38)

donde los eigenkets estdan dados como la ecuacion (3.13) y p,, = B2 /7 con n = (+, —),
donde la funciéon de particién es

Z = 2cosh <5 h)
2

De la ecuacién (3.34) se puede ver que los elementos de la métrica que relacionan los
angulos 0, ¢ con los pardmetros 3, B serén cero, ya que p, = p,(8, B) y |n) = |n(0,¢)).
Calculando los elementos restantes se llega a

B2h2 9 EBh 527"12 9 ﬁBh
Bh? Bh
gsp = & 3 sech? (57) ; 9o =0 (3.40)
B 1 B
g = 1 sin? @ tanh? Q . gy = — cos? 0 tanh? ﬁ—h 3.41
o0 4 2 4 2

Para verificar (3.37), el calor especifico del sistema es

kBB (ﬁBh)

C 4 9

(3.42)
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por lo que
Ch

con lo que se logra expresar el elemento de la métrica respecto a  en funciéon del calor

especifico, o en su lugar, de las fluctuaciones de energia. Este resultado sera de gran
importancia al momento de relacionar la fase de Uhlmann y la métrica de Bures.

(3.43)



Capitulo 4

Fases Geomeétricas

Las fases geométricas de sistemas cuanticos han tomado una gran relevancia en dife-
rentes campos de la fisica como lo es Estado Sélido, Computacion Cuantica y ()ptica, ya
que proveen importante informacion sobre el espacio de parametros de un sistema, siendo
incluso relacionadas con invariantes topolégicos [7; 38|, caracterizando asi lo que se conoce
como transiciones de fase topoldgicas. Es por esto que existe una gran cantidad de sistemas
a los que se les ha calculado dichas fases, tanto para estados puros como estados mixtos,
con el objetivo de encontrar aplicaciones y posibles relaciones con observables. Dentro de
estos sistemas se encuentra los sistemas de espin-n en un campo magnético B, a los cuales
se les ha encontrado 2n transiciones de fase al estudiar la fase geométrica de la evolucién
adiabdtica del un sistema en contacto con un reservorio a temperatura 7740].

Sea H un Hamiltoniano dependiente del tiempo, entonces, un estado |1(t)) cumple con la
ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo (ESDT)

0 .
thoy [W(t)) = H[¢(2)) (4.1)

del que se puede obtener la matriz de densidad p(t) = |1(t)) (0(t)|, la cual cumplird la
ecuaciéon de von Neumann

Ld
i p(1) = [H, p(1)]. (12)
Ahora, de la ecuacién de von Neumann se tiene que laAevolucién del sistema serd indiferente
a transformaciones del Hamiltoniano del tipo H' = H + a(t)Z,
L d A . TR
i p'(8) = [H +a(t)Z, p'(8)] = [H, p'(1)]
con p'(t) = [¢'(t)) (¢'(t)|, donde [¢'(t)) es un estado de H' que tendra una solucién general

de la forma o
(o) =exo (5 [ atrrar ) wioy, (43)

de donde se ve que [¢)) y |¢') son estados fisicamente equivalentes, inicamente con una
fase total de diferencia, dada como

T
§=0- /0 a(t)dt/h,
31
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donde ¢ = arg(('(0)]1'(t))) es la fase total de H' y ¢ = arg({¢(0)|e(t))) es la fase total
de la evolucién de H.
La ESDT de H' es

e, 3
iha 19/(1)) = [H +Za(®)] ['(t) (4.4)
donde al multiplicar por el bra se llega a

i [ aae= [ wenigema-; [ wompee @

donde, para obtener la forma de ¢, se elige a(t) tal que [¢'(T")) = |¢'(0)), con T un periodo,
con lo que la evolucién serd una curva cerrada en S(H). Con esto, ¢’ = 0, y, por tanto,

o= [ air= [ woligeon-; [ woloa

por lo que, substituyendo (4.3) en la integral sobre los elementos de matriz del Hamilto-
niano H se tiene

5 [ womeoa =5 [ o) e (1.6

Por lo tanto, la fase total de H puede ser escrita como

I A r 0
o+ [ wniew) = [ wolige) (4.7
donde la integral de los elementos de matriz del Hamiltoniano,
I A I A
o0 == | waniwma - [ woimo . (1

es conocida como la fase dinamica, ya que dependen de la evolucién temporal del sistema,
mientras que

b= [ Wiz a (19

es la fase de Aharonov-Anandan (AA)[3], la cual es la fase geométrica de un sistema en
una evolucién ciclica.

A la ecuacién (4.9) se le conoce como fase geométrica, ya que se puede demostrar que la
fase de AA solo depende de la curva cerrada en el espacio proyectivo P(H). Para mostrar
esto se puede tomar un estado! |p) = e |/} tal que

[ tetotigenae = [Carwole o e i 2 o)

= 1O~ D)+ [ dwnlig o)

1Bl estado |¢) puede ser visto como otra propuesta de transformacién tipo H” = H + b(t)Z.



CAPITULO 4. FASES GEOMETRICAS 33

- /0 dt (/' (t) i%w’(t» , (4.10)

donde se us6 que f(0) = f(T), al ser |¢(t)) una curva cerrada en S(H). La ecuacion (4.10)
muestra que (4.9) es independiente de la eleccién de la forma de a(t), siendo, por tanto,
la fase de AA una caracteristica geométrica de la curva cerrada formada en el espacio
proyectivo.

La obtencién de la fase de Aharonov-Anandan resulta ilustrativa, ya que permite ver que
la fase total ¢ tendra dos contribuciones,

¢ = d)din + ngeo; (411)

una parte geométrica ¢, y otra parte dindmica ¢giy,.

Para entender la fase geométrica desde un
punto de vista geométrico se debe recurrir
al formalismo de un haz fibrado. Como se
mencioné anteriormente, cada estado puro
|¢) € S(H) tendra un conjunto de estados
fisicamente equivalentes {e¢* [1))} € S(H),
los cuales seran mapeados a un solo punto
en el espacio proyectivo, [¢) (¢| € P(H),
mediante la operacién 7 : S(H) — P(H).
Entonces, considerando el espacio U(1) con
elementos de la forma e € U(1), se puede
definir el haz fibrado tipo U(1)-fibrado so-
bre el estado [¢)) como 7!, donde S(H) es
el espacio total y P(H) el espacio base del
haz [56] (Ver la figura 4.1).
Ahora, si se considera una evolucién ce-
rrada C' en P(H), dicha evolucién no serd
necesariamente cerrada en S(H), formando
Figura 4.1: Esquema de la fase de estados pu- un camino abierto C' con un estado inicial
rOS. |1(0)) v un estado final tal que (7)) =
e h(0)), con T un periodo y ¢r la fase

Gl G T

total.

Al considerar el formalismo de un haz fibrado se definen varios conceptos como la holo-
nomia de un haz fibrado, que es, a grandes rasgos, el factor de “proporciéon” en el espacio
total entre dos elementos de un haz. La exponencial imaginaria de la fase de AA es una
holonomia.

Otro concepto de interés es la conexién en el haz fibrado, para la cual se debe encontrar
un espacio horizontal al haz. La conexion se define como la relacion entre los elementos
del haz y del espacio horizontal. En el caso del espacio de Hilbert donde se tiene el haz
F, = {e"|¢) |a € RN}, el espacio horizontal estd formado por los kets |h), ortogonales a
los elementos de Fy, esto es, aquellos que cumplen con (¢|h) = 0.

La exponencial imaginaria de la integral cerrada de la conexién A del haz sobre el espacio
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base es la holonomia ® del haz,

® = exp (ijéA) : (4.12)

que, como se puede notar, es la forma de la fase de AA. Se puede demostrar que la conexién
de AA es A =i (¢/(t)]iLy/(t)) [56].

Si bien lo mencionado hasta ahora es para estados puros, los estados mixtos tienen fase
con parte dindamica y parte geométrica, con la diferencia de que la evolucién no sera una
exponencial del grupo unitario (1) sino que serd una matriz exponencial del grupo uni-
tario U(n), con n la dimensién del sistema, donde cada elemento de la matriz serd la fase
acumulada en cada elemento de la matriz de densidad. También se mantendra el concepto
de haz fibrado, pero ahora serd tipo U (n)-fibrado y, como se vera después, se podra definir
la conexién y la holonomia de dicho haz.

Se han dado algunos conceptos a grandes rasgos del formalismo de un haz fibrado porque
es este el que ayuda a entender con mayor claridad el proceso de obtener la fase de un
estado mixto, asi como la conexién con invariantes topoldgicos y le da un mayor sentido a
la bisqueda de una conexién con la métrica.

La importancia de las fases geométricas radica en su relacién con dichos invariantes to-
polégicos: como el niimero de Chern [7] y el nimero de Uhlmann [38]. Un cambio en el valor
del invariante define una transicién de fase topoldgica (TFT). Las TFTs son de gran im-
portancia en materia condensada para caracterizar tedricamente los materiales conocidos
como aislantes topoldgicos [68]. Dichas transiciones pueden ser vistas como comporta-
mientos singulares en la fase geométrica, como se ve en la fase de Uhlmann de la evolucién
térmica de un sistema de espin en un campo externo [40; 41], o con la fase de Sjoqvist en
el modelo de Kitaev Chain [69].

En la presente seccion se mostrard el desarrollo de las fases geométricas de un sistema
adiabatico. Para estados puros se le conoce como fase de Berry, la cual sera descrita en la
primera parte del capitulo. Para estados mixtos se desarrollara la generalizacion de la fase
de Berry, conocida como la fase de Uhlmann. Por completez, se expondra también la fase
de Sjoqvist, la cual es una mezcla estadistica de la fase de Berry de los eigenestados del
sistema pesada con la probabilidad de cada eigenestado. La fase de Sjoqvist se describira
en la segunda seccién, mientras que la fase de Uhlmann se desarrollara al final del capitulo.

4.1. Fase de Berry

Se considera la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo (ESDT),

F(6) W(9) = i (0 (4.13)

donde la evolucion del sistema puede ser temporal, o por medio del conjunto de pardametros
que dependan del tiempo (A = A(t)). Por otro lado, los eigenvalores de H son

A

HA®)) [n(A(1)) = En(A®)) [n(A(2)) - (4.14)
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Desarrollando cualquier estado del sistema como combinacion lineal de los eigenestados
del Hamiltoniano se obtiene

[(1)) =Y Cult) In(A(2))) - (4.15)

que, al substituir en la ESDT se llega a una ecuacion para los coeficientes
: i 0
Cin(t) = =2 En(t)Cu(t) — > Cult) (m(N) 5 A (4.16)

Para simplificar estd ecuacién se expande el elemento de la suma como

7 Clt) ) 5 1)) = ()] g ) + 3 )

n#m

MGt (V)
E,—E,

donde, considerando la aproximacion adiabatica; pequenas variaciones en H y diferencia de
energias finitas, se tiene que al derivar respecto al tiempo en la ecuacién (4.14) el segundo
elemento de la derecha es cercano a cero, ya que

0 . (m\)| 2 |n(N))

<m|§n) = B L. ~ 0.
Con esto, . 5
Crn(t) ~ —%Em(A)Cm(t) = Cn(t) (m(A)] 52 [m(A)) (4.17)

que convierte la integral en algo trivial con soluciéon exponencial.
Entonces, si un sistema estd inicialmente en el estado |n(0)), después de una evolucion
ciclica con periodo T, el estado final en la aproximacion adiabatica estara dado como

n(Ar)) = ePGerdo @B | (0)) (4.18)

o _ o,
donde, usando z; = &7 - Vy,

¢a(A) = ijidk (n(NIVA)[n(N)) (4.19)

la cual se conoce como fase de Berry, con la integral cerrada sobre el espacio de parametros.
El otro término depende de la evolucion temporal del estado, fase dinamica, como se definié
anteriormente.

De la ecuacién (4.19) se tiene una forma similar al flujo magnético, una integral cerrada
de un producto punto de un vector, por lo que se define el potencial de Berry, o conexién
de Berry dentro de formalismo de un haz fibrado, como

AQ) =i (n(N)[VA)|n(A)) . (4.20)

Con esta analogia se llega a una importante interpretacién fisica sobre la fase de Berry
como el flujo cudntico de un sistema.
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Fase de Berry en el formalismo del haz fibrado.

Retomando el formalismo de haz fibrado, si se tiene una curva C' en S(H) con elementos
|1(t)), entonces cada punto en C' tendra un estado horizontal |h) que cumple con (1)(t)|h) =
0. Tomando como espacio horizontal al haz el espacio tangente, se considera el vector
tangente a [1(t)), tal que

()| 5 () =0, (1.21)

la cual se conoce como condicién de transporte paralelo en H.2.

Incluso cuando se considera una evolucién siguiendo la condicién de transporte paralelo, los
eigenestados |n(E(t))) adquieren una fase independiente a la fase dindmica 3. Asumiendo
que |1h(t)) = e ® |n(R(t))), con R los pardmetros de los que depende el Hamiltoniano y
|n) los eigenvectores, se llega a que

dop oo d =
— = 1 (n(R()] = In(R(1))) (4.22)

la cual se puede resolver usando la propiedad % = %? - V. Al integrar sobre la curva
cerrada C' en P(H) se obtiene

¢ = arg (P(0)[o(7)) = i]idﬁ (n(R())|V gln(R(1))) (4.23)
que es la fase de Berry, que a su vez es la holonomia del haz.

De la ecuacién (4.23) se concluye que
¢, es el angulo entre el estado ini-
cial y el estado final, el cual depen-
derd, ya que se debe cumplir con la
ecuacién (4.21), de la geometria del ca-
mino C, como se ve en la figura 4.2.
De esto se tiene que ¢, es invariante
de norma médulo 27 (un giro comple-
to).

Dicha invariancia se da gracias al ciclo
en la ecuacién (4.23), aunque la cone-
Figura 4.2: Transporte paralelo de estados xién de Berry no es invariante de nor-
puros. Imagen obtenida de [70]. ma.

2Se conoce como transporte paralelo a aquella evolucién que describe una curva 7 que permanece
tangente a otra curva « con la cual estd relacionada mediante una conexién.

3De esto se tiene que la condicién de transporte paralelo corresponde a imponer una evolucién adiabatica
en el sistema.
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4.1.1. Fase de Berry del espin-1/2

Recordando que
H = sin 6 cos ¢§x + sin # cos ¢§y + cos 69,

con S, = ho,,/2, donde 7, son las matrices de Pauli. Los eigenvalores sonE = {—Bh/2, Bi/2}
y los eigenvectores

=) = —sin(6/2)[0) — ¢ cos(6/2)[1) ;
[4+) = cos(6/2)]0) + e sin(6/2) [1).

Las conexiones de Berry para cada estado puro son

A = z’<+yd|+)_z'<+|ag|+)d9+z'<+|8¢y+)d¢_—%(1—cos9)d¢; (4.24)
AC) = i(—\d!—)z—%(l—l—cos@)dgb, (4.25)

por lo que la fase de Berry es,

2m
<I>(Gi) = —/0 %(1 Fcosl)dp = —m(1 F cosh). (4.26)

4.2. Fase de Sjoqvist

Las complicaciones para encontrar la fase geométrica en estados puros se basa tnica-
mente en encontrar la manera de definir la evoluciéon del sistema, para posteriormente solo
resolver la ecuacién (4.11). Sin embargo, para estados mixtos no es tan sencillo porque la
fase acumulada esta representada por una matriz U (n), con n la dimensién del sistema.
Sjoqvist et al. en [5] propusieron una manera de obtener la fase geométrica de estados
mixtos como una mezcla estadistica de la fase de cada eigenestado, la cual es definida
mediante la medicion de la interferencia entre los estados puros de un estado mixto. La
ventaja de usar esta fase es que puede ser medida experimentalmente [35; 36], sin embargo,
han sido pocos los casos donde esta fase ha mostrado alguna TFT.

La interferencia entre dos estados cuénticos |A) y | B) estd dada como

I, = e |A) + |B) [* = 2+ 2| (A|B) | cos[¢ — (A B)], (4.27)

y si se considera la evolucién de un estado mixto,
po =Y pnln) (nl; p) = paln(t)) (n(1)], (4.28)

entonces la interferencia estard dada como

I=> puly=2+2) pyvmcos(¢ — arg (n|n(t))), (4.29)
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donde se usé que > p, =1y se defini6 v,, = | (n|n(t)) |.

El término arg (n|n(t)) = ¢, se conoce como fase de Pancharatnam.

Ahora, usando la suma de angulos cos(¢ — ¢,,) = cos ¢ cos @, + sin ¢ sin p,,, la formula de
interferencia se puede escribir como

cos ¢ (Z DnVp COS 90n> + sin ¢ (Z DPnVp SIN gon> ] , (4.30)

que permite definir Y p,v,e"" = ve'?, donde

Y pame|s g =arg (anvnew"> , (4.31)

con ¢ como la fase interferométrica o fase de Sjoqvist. Con esto, la férmula de interferencia
es

[ =242

UV =

I =2+ 2vcos(¢p— ), (4.32)

donde se aprovechd que R[> purne] =3 puty cosp, = vR(e¥) y SO, patne™?] =
>, Pl sin g, = v3(e'?).

Si se toma la fase de Sjoqvist en un ciclo y en la aproximacion adiabética, tal que (n|n(7)) =
eion’ >, con @%B) la fase de Berry del n-ésimo eigenestado, entonces v, = | (n|n(t)) | = 1y,
por tanto, la fase de Sjoqvist es,

o — arg (Z pne"“"ﬁc)) . (4.33)

4.2.1. Fase de Sjoqvist para el espin-1/2

Conociendo la fase de Berry para ambos eigenestados del sistema de espin-1/2 (ecuacién
(4.26)) se llega facilmente, usando la ecuacién (4.33), a

—BBh/2 BBh/2
by = arg € / e—iﬂ(l—cosﬁ) + € / 6—i7r(1+c059)
Z
Bh
= arg {—2 cosh (ﬂT + im cos 0)} : (4.34)

donde se usé que arg(z/y) = arg(x) — arg(y), y como Z = 2cosh(fBh/2) € R, entonces
arg(Z) = 0.

4.3. Fase de Uhlmann

Se ha definido la fase de Berry para estados puros y la fase de Sjoqvist para estados
mixtos. El problema con la fase de Sjoqvist es que resulta ser una mezcla estadistica
de la fase de cada estado puro involucrado, pero puede ser interesante definir otra fase
geométrica para estados mixtos que contemple una evolucion en el espacio de parametros
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del Hamiltoniano, para asi tener una interpretacién més directa. A. Uhlmann [6] generalizé
la fase de Berry a estados mixtos mediante el proceso de purificacién presentado en la
métrica de Bures, donde un estado mixto representado por la matriz de densidad p puede
ser expresado como un estado puro de un espacio compuesto de mayor dimensién, y sobre
este estado puro se obtiene la fase de Berry. A dicha fase para sistemas mixtos adiabéticos
se le conoce como Fase de Uhlmann.
En Capitulo 3 se vio que cualquier matriz de densidad con dimensiéon d x d puede ser
escrita como

p=wuw, (4.35)

donde w = /pU = 32 /P [tn) (n| U es la amplitud de p, con U € U(d). Con esta
representacion de p se puede hacer el proceso de purificaciéon donde se define un espacio
compuesto H ® H con estados puros de la forma

=" pn W) @ U () (4.36)

que cumplen con p = Tra[|w) (w]].
Definiendo el espacio de matrices de densidad de estados mixtos Q(H) = { plp = ww'}, don-
de cada elemento / tiene un conjunto de estados puros {|w(0)) |p = Tro[|w(T)) (w(T)|]}
en H ® H los cuales conforman un haz fibrado tipo U(d)-fibrado de p.
Para obtener la fase se debe evolucionar p respecto a los parametros ﬁ, pero como cada
elemento de p(E(t)) puede tener miltiples estados puros |w) 7 con diferentes U, se debe
imponer una condicién tal que deje invariante la fase. Para asegurar una tnica fase se
minimiza sobre U de tal manera que se asegura que la evolucion sera entre las matrices
equivalentes mas cercanas.
De la métrica de Bures se tiene que la minima distancia entre dos amplitudes w; y w, se
da cuando se cumple que

wiw, = wiwy = C >0, (4.37)

como se demostrd en la ecuacion (3.22), la cual se conoce como condicién de paralelismo
de Uhlmann y es la versién matricial de la condicién de transporte paralelo dada en la fase
de Berry.

De la condicion de transporte paralelo,

C? = wowlwlwo U0 \/_p1 \/_Uo,
C= Ug % \/%ﬁl\/ﬁ_offo- (4.38)

Haciendo los calculos correspondientes al igualar la ecuaciéon anterior con la condicién de
transporte paralelo y suponer que p es una matriz de rango completo, y, por tanto, tiene
inversa, se llega a la relacion

U0 =/ "\ bo "\ Vopr/ o (4.39)

que permite obtener
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Si se considera que tanto pp como p; pertenecen a una misma evolucion, entonces se define
Uy = V(R(t)) como la holonomia de Uhlmann, tal que U; = V(R(t)) + dV(R(t)). Con
esto, para po = py p1 = p +dp,

~

00 = [V(R(1) + dV (R)V(R) = G+ do) oy Vo + dd)v/p

= A(R(t)V(R(t)) (4.40)

donde se establece la condicién inicial V(0) = Z, con A(R) el generador infinitesimal de la
transformacion, conocido como conexién de Uhlmann. Con esto, la ecuacién (4.40) tiene
una solucién general dada por

~ = R(T) /
V(R) = pefio AT (4.41)

donde P indica una integral ordenada sobre el espacio de parametros del Hamiltoniano,
con 7 un periodo. De la ecuacion (4.41) se entiende por qué V se conoce como holonomia,
ya que cumple con ser la relacién entre el estado pg y p-, con 7 el periodo de la evolucién.
Para obtener una forma explicita de la conexiéon de Uhlmann se realiza una aproximacion
a primer orden de V' sobre un parametro auxiliar s. Tomando pg = py p1 = p+sdp y

U,U] dado por

(V+sdV )WVt = /(p+sdp)1y/ ‘1\/\/_p+5d,0\/_

La expansién de la evolucién del sistema a primer orden alrededor de s = 0 se expresa
como

NN d - ~ - — R -
I+stVT:I+% |:(\/;+Sd\/;) 1\/101\/\/;(P+3dp)\/;}

87
s=0
donde se utilizé que para un valor infinitesimal \/p + dp = /p + d/p.
La conexiéon de Uhlmann, en su forma diferencial, resulta ser
atel d - -1 - 1| d ~ A N
A=dVVT = | (/b + sdv/p) Vot |V sdp)Vbl| L (442)
s=0 s=0

donde el primer término del lado derecho puede ser simplificado como

(Vo+sdV/p)Vp = (T +sV/pdVD) Vi Vb
= I—sy/pd\/p, (4.43)

donde se expandié a primer orden en el tltimo paso. Con esto, la derivada es

SWstVir|| Vi= Vi

s=0
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que, en la eigenbase de p, es

— (Wil Bl = ——= (Wild v/ Bly) - (4.44)

Para el segundo elemento se define K (s \/ Vp(p + sdp)v/p, para poder obtener

R = L R(K(s) + K(s) = Vdp/p. (4.45)

que, con s =0 (K(0) = p), se escribe como

d
EK(S)

= Vpdp/p, (4.46)

K(s)+ K(s) —

s=0

el cual proyectado en la eigenbase de p tiene la forma

\/PiPj

Wj>:pi+ ;

s=0

(Vildpli;) - (4.47)

d
| —K
(il K (5
Entonces, la segunda derivada de la parte derecha de (4.42) es

) = «mp—l{ Vi + a7 e
_ L Vo VP
= Sl K| )= =

B+ P

= WAl (4.48)

Con esto, los elementos de matriz de la conexién de Uhlmann?® en la eigenbase son

(Wl Al = Y2V 1 Sty

z+g

1 d
(il K ()

s=0

(Vildplap;)

que se pueden reescribir mediante el conmutador [dv/p, v/p] como

{ulldv', VPlIYs)

’LA 7
(Al = P

(4.49)

Para obtener la matriz A se utiliza la relaciéon de completez de la eigenbase, > . [¢;) (;] =
7, tal que la conexiéon de Uhlmann estda dada como

4= 3y AT w5

Di +Dpj

4En el apéndice 1 se presenta una forma integral de la conexién de Uhlmann que no utiliza la descom-
posiciéon espectral de p.
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la cual puede ser re-expresada si se considera el desarrollo espectral de p = Y py, [¢,) (¥n],

A=) W= VB 1) 40 . (4.51)

Pn+ Pm

nm

La fase de Uhlmann es la fase entre los estados |w(E(0))) = |we) v |w(B(7)) = |w) en el
espacio H,, (wo|w), que se puede expresar como (wo|w) = Tr(wiw), por lo que

& = arg((wg|lwy)) = arg [Tr(wgwl } = arg [ (v Do/ poV) ]
= arg[Tr(poV)] (4.52)
donde V' es la holonomia de Uhlmann
V =Pef A, (4.53)
Sean {|o,)} la base de eigenvectores de un ‘Hamiltoniano’ Hy, se tiene que la evolucién

temporal estd dada por la ESDT,

z% (0n(8)) = Ha on(t).,

la cual se puede representar mediante un propagador U; como

. d d dU,
za lon(t)) = ZaUt 0(0)) = ZE 0(0))

= HaUi|on(0)),

de lo que, multiplicando por el bra correspondiente y sumando sobre todos los eigenvecto-
res, se llega a que el propagador U; cumple con que

dUt
— =H
7 dt AUt

De esto, se ve que la ecuacién (4.40) tiene una forma semejante a la ecuacién del propagador
U; para un “Hamiltoniano” H4 = A, por lo que la conexiéon de Uhlmann cumple con

d
— |o) =iA 4.54
ilo) =iAlo)., (454)

para |o) un eigenvector de iA.

4.3.1. Fase de Uhlmann para el espin-1/2

De los eigenvalores se llega a que los factores de Boltzmann del desarrollo espectral de
la matriz de densidad son p_ = exp(Bh/2)/Z y py = exp(—FBh/2)/Z con la funcién de
particién dada como Z = exp(8Bh/2) + exp(—FBh/2) = 2 cosh(5Bh/2).

Para calcular la Fase de Uhlmann se tiene que,

(VPn = v/Pm)?

Pnt Pm

= (\/Pn — /Pm)? =1 —sech (@);



CAPITULO 4. FASES GEOMETRICAS 43

ya que p, + p, = 1, con n,m = —,+. Se puede encontrar facilmente que (n|0ym) =
—isin(@)/2 para n # m. Con esto, la conexién de Uhlmann es

A = i sin 6 —e"* cosd
voT T —e cosf —sind
= —ine”"®/2% [sin fo, — cos Oo,] '#/2) (4.55)

con 1 = sinf [1 — sech(SBh/2)] /2.

Para eliminar la dependencia en ¢ se hace una transformacion unitaria sobre el eigen-
vector de la matriz iA, |0') = Ur|o) = expli(¢ — ¢o)0./2] |o). La conexién de Uhlmann
transformada resulta ser

Al = UpAyUl. = —ine™#0/29= [sin fo, — cos fo,) €'(#0/2)7= (4.56)

La conexién de Uhlmann cumple con la ecuacién (4.54), que con la transformacién unitaria
se escribe como

0 i _ i 1% on 4 2197
55 Olr1)) = a5 (Oh1) = U} Z 1) + 0} 2L
= ULUrAULUp |o) = iULA |0,
por lo que
0o’ .4 Oz /

La holonomfa de Uhlmann, dada por idU /¢’ = (iAy — 0./2)U, se obtiene integrando ¢
de 0 a 27, que es

0 = —e i(90/20: oy {—in plnsing —1/ 21)1%0z — ncos o, } (i(60/2)0-

1 .
= —Tcos(2nR) + isin(2rR)e~(#0/2)o= [(n sinf — 5)02 — 1) COS 904 e!(#0/2)94 58)

con R = +/n? —nsinfd + 1/4. Por lo tanto, la fase de Uhlmann es

sin(27R)

Oy = arg {— cos(2mR)Tr(po) + i =

[(nsin® — 1/2)Tr(pgo,) — ncos OTr(pyo,)] }

donde, como o, y o, son observables, las trazas representan valores esperados

sm(27rR)

Oy = arg {— cos(2mR) + I

[(nsin® —1/2) (o.), —ncosb <Um>0]} , (4.59)

donde (...), indica el valor esperado respecto a p(¢ = 0), los cuales estan dados por

(02), = —sinftanh (B%i) (4.60)
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Bh
(0.)g = —cosftanh (%) : (4.61)
Substituyendo los valores esperados en la fase de Uhlmann se llega a
in(2 B
Oy = arg {— cos(2mR) + iw tanh (?) } (4.62)

Para 0 = m/2 se tiene que n = [1 — sech(8Bh/2)]/2, (0,) =0y R=n—1/2, por lo que
Oy = arg{—cos[2n(n—1/2)]} = arg {— cos [rsech(5Bh/2)|} (4.63)
donde se tiene que

6 BBh > 21n[2 + V/3];

o — T sl on>
v i 6 BBA < 21n[2 + /3],

0 si n<

e LN

con ) € [0,1/2). Esto indica que ¢y tiene una transicion de fase en n = 1/4 para 6 = 7/2,
como se ve en la figura 4.3(b).

Por completez de los resultados que se mostraran en el siguiente capitulo, se considera el
calor especifico del sistema, el cual esta dado por

Bh
Cy = kp* B*h?sech (57) : (4.64)
Con lo que, de (3.37), se tiene que
B%h? Bh
988 = — sech? <ﬁT) , (4.65)
que permite escribir 1 como
1
7 = sin 6 (5 - %) . (4.66)
Substituyendo 7(ggs) en ®y se tiene
sin(2mR) cos @ 4g
Oy = arg {— cos(2mR) + z% 1- B;;iﬂ? } (4.67)

donde, para el caso 8 = 7/2, la fase se reduce a

2
(b — — —_—
U arg{ CoS [Bhw/gﬁg} } ,

lo que permite encontrar el valor critico del elemento de la métrica de Bures ggg para el
cual se da la transaccién de fase, el cual es g§; = B*h?/16 = 0.0625.J%.

En la figura (4.3)(b) se muestra la fase de Uhlmann respecto a 6 y a ggg, donde se ve que
solo se tiene una transicién de fase en 6§ = 7/2 y g§,, resultado ya encontrado en [40]. En
la figura (4.3)(a) se puede ver el caso de § = 7/2, donde la linea azul representa la fase de
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Oy
2n
.
a) -—- 5ggs 0175 {?
— Cy
0.150 - 3,2
0.125 |
R o
S 2 /7, S & 0.100 n
.H- =
/ ~— 0.075
B e —
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Figura 4.3: (a) Caso de la fase para # = 7/2 donde se coloca de referencia con linea negra
a trazos al elemento ggs y al calor especifico con linea roja con puntos. (b) Evolucién de
la fase de Uhlmann respecto 6 y el elemento de la métrica de Bures ggg. Se considerd
unidades naturales A = 1, con un campo magnético B = 1.

Uhlmann, y se colocé de referencia el calor especifico (linea roja cortada) y la evolucién
de ggp (linea negra cortada). En esta segunda imagen se muestran dos cosas, la primera es
que ggg no muestra ningtin comportamiento especifico en 7, el cual indique la transicién
en (DU-

La segunda, y mas interesante, el calor especifico muestra un pico caracteristico, llamado
anomalia de Schottky[71; 72], el cual se encuentra cerca de la transicién. Un andlisis més
completo sobre este pico y su posible relacién con la transicién serda abordado en los
proximos capitulos.



Capitulo 5

Sistemas de Tres Niveles: Espin s =1

Definidos los conceptos necesarios para cumplir con los objetivos de la tesis, se proce-
derd a obtener las métricas y fases geométricas antes mencionadas para el sistema de espin
s =1 en un campo magnético E, con el propédsito de encontrar alguna relacién entre las
métricas y las fases. Resulta de interés la transicién de fase en la fase de Uhlmann para el
sistema termalizado, encontrada por Morachis et al. [40] y Hou et al. [41] por separado.
La estructura del capitulo consiste en presentar el modelo de espin s = 1 en la primera
seccion. En la segunda seccion se presenta la visualizacion geométrica de los eigenesta-
dos y estados térmicos del modelo, usando la proyeccién propuesta en [59]'. La siguiente
seccion consiste en obtener la métrica de Fubini-Study para los tres eigenestados de H,
para posteriormente encontrar las fases de Berry, ya conocidas en la literatura, sobre cada
eigenestado y con ellas calcular la fase de Sjoqvist. Las ultimas dos secciones consisten en
calcular la métrica de Bures y replicar, mediante valores esperados, el resultado encontrado
en [40; 41] sobre la fase de Uhlmann.

Las graficas y resultados numéricos obtenidos en el capitulo se hicieron en unidades natu-
rales, h=1y kg = 1.

5.1. Modelo H=5-S5

El Hamiltoniano de una particula de espin s = 1 en un campo magnético esta dada
como H = Bf - S donde B es la magnitud de campo?, i = (smGCOS <;§, sin fsin ¢, cos ) es
un Vector unitario que indica la direccion del campo, y S = (Sx, Sy, S ) son las matrices
de espin?.

IExplicada en el capitulo 2
2Por simplicidad en la notacién B = 5B, donde ¢ es la carga de la particula de espin y m su masa,

mientras que B es la magnitud del campo externo. Con esto, las unidades de B son [Hz] = [1/s].
3
R B 01 0 . i 0 — O . 1 0 O
So=-—10 1]:8,=—=|i 0 —i];8%=nrl0 0 o0]. (5.1)
V2 010 V2 0 2 0 0 0 -1

46
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Expresando el Hamiltoniano de manera matricial se tiene que

V2cosf e ®sind 0
N Bh S .
H=— [ ¢?sinf 0 e"sinf |, (5.2)
V2 0 €' sin @ —+v/2cost

donde los eigenvalores son ' = mBh, con m = (+1,0,—1), mientras que los respectivos
eigenvectores son

1 cos AP —24 1 cos
5;— 5 —eﬁsm@ 62‘1’&%— 2)
|+) = . 6—2181n9 9 |0y = iSOS:Q ;=) = —leﬂ SH;Q . (5.3)
0 (L — cx8) <5 sind 7+ 5

Entonces, usando los eigenvectores y eigenvalores, la matriz de densidad del sistema a una
temperatura 7', dada por la ecuacién (2.40), son

1 —mBBh
Z ml (5.4)
donde la funcién de particién Z estd dada como
1
Z =Y exp[-mBBh] =1+ 2cosh[3Bh]. (5.5)

m=—1

Las propiedades térmicas del sistema pueden ser obtenidas mediante las ecuaciones (2.41)-
(2.42), de las que resulta

—2Bhsinh(5Bh)
1 + 2 cosh(5Bh)
232 B*h2kp[cosh(BBh) + 2]

Cn = [2cosh(BBR) +1)7 (5.7)

(E)

donde (E) es la energia promedio y Cy es el calor especifico.

En la figura 5.1(a) se muestra la evolucion respecto a la temperatura de ambas propiedades
termodinamicas, donde la linea azul contintia es la energia y la linea naranja a trazos es el
calor especifico. De la figura 5.1(a) se tiene que la evolucién del calor especifico presenta
un maximo, el cual, de la ecuacién (5.7), estd dado por la ecuacidn,

3 + 5 cosh(B8Bh) + cosh(26Bh) = 5 n

[7sinh(8Bh) + sinh(28BhA)], (5.8)
la cual se cumple cuando SBh = 1.88068. Para el maximo mostrado en la figura 5.1,
donde se utilizé unidades naturales (A = 1y kg = 1), se tiene que T}, = 0.531910,
con © la unidad de temperatura en unidades naturales, o temperatura de Planck. Este
tipo de comportamiento, un pico en Cy a bajas temperaturas, se conoce como anomalia
de Schottky [71; 72]. Dicho fenémeno se encuentra relacionado con la probabilidad de
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a) 1 b}
0.50 1 0.8

0.25 0.6

[Cul

0.00

T
A 0251 S 0.4
[TN)
v —0.50
0.2
—0.75 -
~1.00 - 004 ~
00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30
T T

Figura 5.1: (a) Evolucién de las diferentes variables termodindmicas consideradas: la
energia promedio esta representada por la linea azul sélida y el calor especifico por la
linea naranja a trazos. (b) Calor especifico respecto a T', donde la linea azul sélida co-
rresponde a la férmula analitica, mientras que la linea naranja a trazos corresponde a la
aproximacién de T' pequenas, y la linea verde punteada es para temperaturas grandes. Se
us6é h=1,con B=1.

transicion al primer estado excitado, ya que, para temperaturas cercanas al cero absoluto,
el sistema no tiene la suficiente energia para que se alcance esté primer estado. Conforme la
temperatura aumenta y el primer estado es accesible, C'y aumenta de manera exponencial
hasta que la energia debida a la temperatura sea del orden de la diferencia de energia entre
el primer estado y el estado base, donde el calor tiene un méximo para comenzar a decaer
a cero como funcién de 1/7T? conforme todos los estados del sistema se vuelven accesibles,
para terminar saturandose a temperaturas altas con C'y — 0.

Como se demostréd en el capitulo anterior, la anomalia de Schottky estd presente en el
espin-1/2 y como se puede ver que en [71] también se encuentra para espin con s > 1.
Para ver dicho comportamiento, se expresa (5.7) en funcién de la diferencia de energia del
estado base con el primer estado excitado, A = Ey — E_ = Bh, como

4+ et e P
[1+ eB2 + e=PA)2

Cy = B2B%h2kp, (5.9)

donde el comportamiento para altas y bajas temperaturas esta dado como:

» Si kgT < Bh se tiene que Bh/kgT > 1 con lo que exp(A/kgT) > 1. Tomando el
limite en la ecuacién (5.9) se obtiene

2N2 4 4 fA B (A)z 1+ 4e B4 A

(5.10)

» Cuando kgT > Bh se puede tomar que exp(A/kgT) ~ 1 ya que Bh/kgT < 1. Con
esto,

2 (AN
B

Las ecuaciones (5.10) (linea naranja a trazos) y (5.11) (linea verde con puntos) se muestran
junto con la ecuacién (5.7) (linea azul continta ) en la figura 5.1b), donde se ve que ambas
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(a)

Figura 5.2: (a) Representacién geométrica de los tres eigenestados de una particula de
espin 1, donde la linea negra representa al estado £_; = —Bh, la linea azul a Fy = Bh
y la roja a Ey = 0. Las lineas negra y azul se sobreponen. (b) Representacion geométrica
de los estados térmicos de un sistema de espin 1 en un campo magnético externo, donde
cada punto representa una temperatura y cada color un valor de 6.

aproximaciones se ajustan a C'y en los regimenes correspondientes, mientras que cuando A
es del orden de kT, donde se da el méximo de C'y, ninguna de las aproximaciones se ajusta.
De dichas aproximaciones se puede ver que la anomalia se cumple para temperaturas bajas,
donde el crecimiento es exponencial, mientras que para temperaturas altas el decaimiento
es de la forma 1/72. Este resultado resultard importante en secciones futuras.

5.2. Visualizaciéon geométrica de los eigenvectores y
estados térmicos.

Para tener en mente alguna visualizacién geométrica de los estados del sistema se usa
la proyeccién propuesta en [59], explicada en el capitulo 2, donde se usa que las matrices
de densidad pueden ser expresadas en la base de Gell-Mann,

3 3 2

.1

pP = g <H3+Z$ij+Zkak+Zlel> (5.12)
Jj=i k=1 =1

con z; = Tr[pXj|, y; = Tr[pY;] vy z; = Tr[pZ;] y X, Y y Z las ocho matrices de Gell-Mann
descritas en el segundo capitulo.

Los estados puros del modelo estan dados por las matrices de densidad p_ = |—) (-],
po = 10) (0] y p+ = |+) (+], respectivamente. Dicha visualizacién se presenta en la figura
5.2(a) respecto a 0. Como ¢ solo afecta a los elementos fuera de la diagonal en p,, la
informacién aportada por ¢ se perdera en la proyeccién w (ver ecuacién (2.59)), ya que la
evolucion en ¢ es proyectada al mismo punto de la visualizacion.

Respecto a 6, los estados p, y p_ realizan el mismo camino de puntos mapeados, pero
de manera inversa, esto es, el estado |—) empieza en el estado de la base computacional
del ciitrit |2) (2| y termina en el estado de dicha base |1) (1]. Por otro lado, el estado py
empieza en |1) (1| evoluciona hasta |2) (2|. En ambos caso los puntos mapeados estdn en



CAPITULO 5. SISTEMAS DE TRES NIVELES: ESPIN s = 1 50

la malla de la visualizacion.

El eigenestado py unicamente se cruza con los otros dos en = 7/4 (en dicha interseccion
6 para los otros dos estados es 0 = 7/2 y 6 = 3/4, ya que este empieza en el estado de la
base computacional® |0,) (05| alcanzando el estado |[+4) = \%(\O) +12)) con 0 = /2 para
regresar a |0p) (0y| por el mismo camino®.

De la matriz de densidad de los estados térmicos se obtiene la visualizacién mostrada en
la figura 5.2(b), donde se presenta una evolucién respecto a 6 y T' ya que, nuevamente, la
variacién en ¢ resulta indiferente en el mapeado de cada estado.

Finalmente, en la figura 5.2(b) muestra como el sistema se va termalizando hacia el estado
méximamente mezclado (p = Z/3), donde cada punto representa una diferente temperatu-
ra, con las temperaturas bajas cercanas a la superficie y conforme la temperatura aumenta,
el estado mapeado se acerca a la coordenada del espacio tridimensional (0, 0,0). Cada color
corresponde a un diferente valor de # entre [0, 7], los cuales se presentan de izquierda a
derecha, donde el que esta sobre el centro de la figura corresponde a 6 = 7/2.

5.3. Meétrica de Fubini-Study

De la ecuacion (5.3) se tiene que los estados puros dependen tinicamente de los dngulos
del vector de direccién del campo, [n) = |n(d, ¢)), por lo que la métrica de F-S estara dada
por

ds}g(n) = g do? + gly) d6® + 2457 d0dg, (5.13)

con cada elemento dado como

g = RU(0.410,1) — (Du0]1) (]9,)] -

para n = +, —, 0, cada eigenestado del sistema, y [,k = 0, ¢.
Sustituyendo (5.3) en los coeficientes de dspg se llega a

_ 1 _ sin? 6 _

+ + +

G5 =g = 5 a5y =g, = 5 g =95 =0;  (5.14)
0 0 . 0

g5 = 1; g% = sin?; ) =0, (5.15)

donde notamos que todos los elementos del tensor métrico estan descritos por funciones
bien comportadas. La métrica de los tres estados es igual a la métrica de una esfera con
radio r = 1/\/§ para los estados 4+, — y r = 1 para el estado 0, lo que indica que los
estados puros del sistema describen una esfera tal como se menciona en [59]. En la figura
5.3 se muestra la evolucion de la métrica para el estado |+), que resulta ser igual al estado
|—) v es proporcional a la métrica del estado |0).

4Se utiliza el subindice b para diferenciar el eigenestado del Hamiltoniano de espin-1 |0) con el ket
|0,) = (0,1,0)T de la base computacional.

5Al decir camino se debe entender que cada punto en la visualizacién representa una gran cantidad de
estados, no necesariamente el mismo estado.
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Figura 5.3: (a)Evolucién de los elementos de la métrica de Fubini-Study del estado |+),
donde la linea azul sélida corresponde a gq4, mientras que la linea naranja a trazos es ggg.
En (b) se presenta el elemento diferencial ds%_g

5.4. Obtencion de la Fase de Berry y la Fase de Sjoqvist

De la dependencia de los eigenvectores de H , se tiene que la fase de Berry (ecuacién
(4.23)) es respecto a la evolucién en ¢ y 6, por lo que la conexién de Berry es

A = (A7, A

= (i(m| 0y |m) i {m| 0y |m)), (5.16)
donde,
e "sinf —2i¢p o
. el (s)in 0 . v2 - ‘ eggs’):ife ! )
Dyl =i| =5 ; 0p]0) =i ¢¢O~ ; Opl—) =1 % ;
e??(1 — cos ) % 0
Y,
__sin@ _ e"*Pcosf l€—2i¢ sin @
6 oo V2 ~i cos 0
g |+) = —e. \;gs ; Op|0) = —flﬂé’ ; Op|l—)y = | —&—==* V%OS ,
e sin(0) ercost \;gs@ —siné
(5.17)

de donde se obtiene que Aém) =0y A((i)m) = —m(1 — cos @), param = 1,0, —1.
Como solo el potencial de Berry para ¢ es diferente de cero, entonces la fase de Berry
estara dada por

2m 2m
<I>§3m) = /0 Af;sm)daﬁ = —m/o (1 — cosB)dm = —27m(1 — cosf), (5.18)

donde la fase respecto a f es @Y™ =0y @ém) = o™ (Ver la figura 5.4).
La curvatura de Berry estara dada por

Qém) = aeAém) — 8¢Aém) = —msin6, (5.19)
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Figura 5.4: (a) Fase de Berry de los diferentes eigenestados del sistema de espin S = 1 en un
campo magnético, donde la linea azul continua es el estado E_, la linea verde discontinua
es para F, y la linea naranja discontinua-punteada es para Fj. (b) muestra la evolucién
de la fase de Sjoqvist para diferentes temperaturas (linea azul sélida— B = 0.001, linea
naranja a trazos— B = 0.5 y linea verde punteada — B = 5), mientras que en (c) se
muestra un mapa de color de esta fase.

De los resultados ya obtenidos se tiene que la Fase de Sjoqvist (ecuacién (4.33)) es

—BBh 0 BBh
(& . _ (& (& ; _
e i2m(1—cos ) 6O ez27r(1 cos0) }

Oy = arg{ 7 7 7

= arg% {1+ 2cosh [Bh + 2mi(1 — cos )|}
= arg{l+ 2cosh[fBh+ 2mi(1 — cosb)]}, (5.20)

donde se consider6 que, como Z € R, entonces arg(Z) = 0.

En la figura 5.4(a) se muestra la fase de Berry de los tres eigenestados, mientras que en la
figura 5.4(c) se tiene la fase de Sjoqvist respecto a 3y 6 que muestra dos pilares con centro
en § = /3y 6 = 27/3 respectivamente. En (b) se muestra la evolucién para diferentes
valores de Bf. Con B pequeno el comportamiento de la fase comportamiento singular,
teniendo una subida abrupta de 5 = 0 a 5 = 7 en los intervalos 6 /7 ~ [0.2665, 0.3927] y
0 /7 ~ [0.6072,0.7335], mientras que conforme 5B crece el comportamiento cambia. Para
BB grandes el comportamiento sera similar, subiendo suavemente de ® = 0 a ® = 7 en
0 = m/3 para posteriormente decaer a cero en § = /2 y volver a crecer hasta otro méximo
en § = 27 /3 y terminar en cero para § = 27. Como se puede ver en la figura 5.4(b) para
algunos valores de 5B.

A pesar de dichos comportamientos, la fase de Sjoqvist no describe ningiin comportamiento
peculiar que se pueda relacionar con alguna transicion de fase topologica.

5.5. Calculo de la Métrica de Bures

De los eigenvalores y los eigenestados del sistema se tiene que p es funcién de los
parametros (3, B, ¢,0), por lo que la métrica estard dada como

ds% = gspdB® + gspdBdB + gpsdBde + gsedBdl +
+ gppdB? + gpedBde + gped Bdo +
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+ Goedd® + geadddl +
—+ g99d92. (521)

Del formalismo del ensamble canénico y los eigenvalores, p = p(8, B), por lo que el dife-
rencial de p,, es

Op; 2 Op; 2 Op; Op;
dp; === ) dB>+ (== | dB*+2( — - | dBdB 5.22
g (aﬁ) e (aB) y (86) <aB) pap. (522)
entonces, substituyendo p; = exp(—fE;)/Z, se llega a que el primer elemento de la ecuacion

(3.34) es,

(5.23)

1de§ O, [(adp? dB2+dﬁdB
4 pi  4dkg \ B2 B2 BB )’

donde C, es el calor especifico (ver ecuacién (5.7)).
Por otro lado, los eigenkets del sistema de espin dependen tnicamente de los angulos 6 y
¢, con lo que, el segundo término en la ecuacién (3.34) es

1 (pi — pj)° 2 1 (pi — p;)° 2 7.2 2 702
5 ; W| (myldmy) [© =5 ; ot (I {mildgmy) *de* + | (myldgmy) [*d6*+
donde las respectivas derivadas de los estados se muestran en la ecuacién (5.17).

Comparando la ecuacién (5.21) con (5.23) y (5.24) se llega a que los respectivos elementos
de la métrica de los dangulos son

Gop = Y sin?0; (5.25)
Goo =Y (5.26)
y
goo =0, (5.27)
donde

_ 2sinh*(BBR/2)  sinh(3Bh)
7T T+ 2cosh(BBR)  Bh

De esto, el tensor métrico se puede escribir como:

(E).

Cy [/4kpB? Cy/4kpBB 0 0
Cu/4kpBB  Cy/4kpB? 0 0
= 0 0 5 0 , (5.28)
0 0 0 ~ysin?6

donde, tal como se mencioné en el capitulo anterior, el elemento de la métrica ggs esta
relacionado con el calor especifico del sistema, C,, dado por la ecuacién (5.7).
SiT — 0, entonces 8 — o0, por lo que

, 1
%13%]7 =g (5.29)
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Figura 5.5: Evolucién de los elementos de la métrica de Bures. En (a) se presenta la
evolucién ggp, mientras que en (b) se muestra la evolucién de ggg (linea azul continua)
y de g4, donde se tienen las lineas a trazos: con rojo para § = 7/4, con verde el caso
paraf = m/8 y naranja para 6 = 0. En (c) se tiene el elemento diferencial ds%

Jsp

de donde se ve que la métrica de Bures en este limite se convierte en la métrica de Fubini-
Study del estado |—), estado base del sistema.

La semejanza entre los coeficientes ggs, gpp ¥ gsp se debe a que las probabilidades son
de la forma p = exp(—mpBBh)/Z, por lo que se muestra unicamente la gréafica de ggz con
B =1, la cual describe un comportamiento decreciente, como se ve en la figura 5.5. En
la figura 5.5(b) se ve la evolucién de los elementos gss y gog, los cuales son la métrica de
una esfera de radio \/v(3, B). El elemento gy, al estar pesado por la funcién sin? 6, por
lo que, inicialmente g44(6 = 0) = 0 y, conforme 6 crece, gy es una funcién creciente que
tiende a sin0/2, como se ve en las lineas a trazos de la figura. Cuanto § = 7/2 se tiene
que gpp(0 = m/2) = ggg. Para 6 > m/2, el valor al que g4, tiende es menor cumpliéndose
que gop(0) = goo(m — 0).

En la figura 5.4 se muestra el elemento diferencial ds% respecto a 3 y 6, el cual tiene
Unicamente valores positivos, con méximos en 6 = /2.

5.6. Fase de Uhlmann mediante valores esperados de
la base de SU(3)

La conexiéon de Uhlmann estd dada por

(i g ) = VP VE (5.30)

Pi tDpj

donde al sustituir la probabilidad del desarrollo espectral de p, p, = e #E» /(3 i e PEi) se
obtiene que el coeficiente de probabilidades de la conexion es

(vVPi — vPi)® _ pBh
ij =1 — sech |:T(m7, - mj)] ; (5.31)

donde se utilizdé que los eigenvalores del sistema son F; = m;Bh con m; = —1,0,+1.
Por otro lado, usando los eigenkets y sus respectivas derivadas se llega a que, considerando
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0 constante,

2isin®(0/2) e ¥sinf/v2 0
(mi| dg |m;) |b;) (b;j] = | ie*sinf/\/2 0 ie sinf/v/2 | dp  (5.32)
0 ie?sinf/\/2  —2isin®(0/2)

donde |m;) representan los diferentes eigenkets y |b;) representa la base computacional
b) = {(1,0,0)",(0,1,0)", (0,0, 1)"}.

Por lo tanto, la conexién de Uhlmann esta dada por

A= S - seen |2 | ) b (o

i#]
: e " cosf
wo, S 0
- __€e"Pcosb e *P?cosb
R e 0 vz |
0 —% —sind

BBHhL
2

con n = sinf [1 — sech( )}, la cual se puede escribir, usando las matrices de espin-1,

como

A = —ine 95:/h (S’Z sinf/h — cos 95};/%) ei#S:/h, (5.33)

De la ecuacién (4.54), si se toma la conexién de Uhlmann de manera andloga a un Hamil-
toniano H4 = iA, tal que

. d
P ) = Halv), (5.34)

donde se puede hacer la transformacién lineal ') = ei(é—¢0)S=/h |1), de tal forma que la
ecuacion a resolver es

. d / _ g/ /
% V(@) = H [¥'(9)) (5.35)

con
H' =iA = |(nsinf —1)S, /h — ncos e~ 1905/"G, [heitod=/h]

que es independiente de ¢. Con esto, la evolucién de H 4 esta dada por la holonomia de
Uhlmann U’ del sistema transformado, con la conexién de Uhlmann A’. La solucién general
para dicha una ecuacion tipo propagador es

U/ _ Pef A Pefifn(sinQS‘Z/hfe_id’OSZ/h(S'z/h)ei¢0§Z/h' cos@)dd)
e—i27r[(r] sin0—1)§z/h—ne’i%gz/hsm/hei%éz/h]

e—i¢0§2/ﬁe—2mgéei¢oﬁz/h (5,36)

donde se define el operador R = /g = n/- S /g, con

—ncosf
0
nsinf — 1

3
I

St =
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El operador R cumple con

Tr[R] = 0; det(R) = 0; (5.37)
Rf = R; (R = R?, (5.38)

mientras que g es tal que Tr[G2/¢?] = 2, esto es,

Bh
g=+/1+n>—2nsind = \/0052 0 + sech® (%) sin? 6. (5.39)

Partiendo de las caracteristicas de R se puede utilizar el desarrollo de la exponencial de
73] para el caso det(X) = 0, dado como exp(iuX) = T + i X sinpu + X*(cos p — 1). Con
esto U’ se puede expresar como

A~

U = emidoS:/n [I — 2sin?(mg)S? — isin(Qﬁg)]%] ¢id0S=/n (5.40)

que permite finalmente expresar la fase de Uhlmann como funcién de los valores esperados®
de Ry R? yn,

(I)U = arg |:TI'( —ido S, /ﬁp ez¢oéz/h6—i¢o,§z/h6—2ﬂ'i[(77sin6‘—1$‘z—ncosGSVx]/heiqbogz/h):|
— arg [1 — 2sin?(mg) (R?) — isin(27g) (R)] (5.41)

donde (R) y <R2> quedan a su vez en términos de los valores esperados de los opera-
dores de espin S, y S, y de los términos cuadrupolares 52 52 y {SZ,S }, y de n.
En la ecuacién (5.41) se utiliz6 que la matriz de densidad del sistema transformado es
ph=e wosz/np ci¢0Sz/h

Los valores esperados (R) y (R2) estan dados por

(R) = (nsinf — 1)<gS;L> <S;”,L>; (5.42)
(R2> = (psinf —1)? <§hz + 1% cos 0<§hz (nsin&—l)ncos@“s;—h%b. (5.43)

Ahora, para recuperar el resultado de [40] se substituye en los valores esperados la matriz

de densidad py = exp(—ifS,/h) exp(—BBS.) exp(ifS,/h)/Z,

(R) = 2cosfsinh(BBh)/gZ (5.44)
(R? = [cosh(BBR)A2/2 + N] /92 (5.45)

donde se definié

Al = n—sind;
Ay = 34 cos20 — 4nsinf + 2n?,

6Ya que Ry R? son operadores hermitianos, Tr[pR] y Tr[pR?] son valores esperados.
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Figura 5.6: Fase de Uhlmann para una particula de espin s = 1 en un campo magnético
B en contacto con un reservorio térmico a temperatura § = 1/kgT. (a) Fase de Uhlmann
para diferentes valores de 5B y . En (b) se presenta el caso 6 = 7/2.

que, sustituyendo en la fase de Uhlmann, se obtiene

2sin® A 2sin(2

Oy = arg {Z — w (Cosh(/BBﬁ)?2 + /\%) — zm cos@sinh(SBh)|, (5.46)
g g

donde se consider6 que arg(Z) = 0. Esta ecuacién, y con ayuda de un poco de dlgebra, se

puede expresar como

Oy = arg[Us(2)], (5.47)

donde z = cosh(3B/2) cos(mg) — isinh(3B/2) sin(mg) cos(#)/g y Us(z) = 422 — 1 como el
segundo polinomio de Chebyshev de segundo tipo, tal como se describe en [40].
Partiendo de los valores esperados resulta interesante estudiar los limites para altas y bajas
temperaturas.
En el limite 7" — 0 se tiene que los valores esperados de R estan dados por
(RY(T = 0) = cosf/g;
3 + cos(20) — 2sin? 0

(R (T —0) = o ,

donde ny_o =sinf y gr_o = | cosd|, entonces la fase en este limite se aproxima a

_sin(27| cos 6|) o 0}

c 2
s (T €08 O01) 1y 1 cog(26) — 25in26] — i [cosd]

Oy(T'— 0) = 1—

v(T —0) arg{ o520
(5.48)

la cual se aproxima a la fase de Berry (ver ecuaciéon (5.18)) como se ve en la figura 5.7.

Por otro lado, si T" — oo entonces Nr_00 = 0y gr00 = 1. De la ecuacién (5.46) se ve
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Figura 5.7: Fase de Uhlmann para bajas temperaturas (linea azul continua) comparada
con la fase de Berry del estado base |—) (linea naranja a trozos).

que sin(m) = sin(27) = 0, por lo que se obtiene ficilmente que la fase de Uhlmann para
cualquiera 6 se desvanece,

Oy (T — o0) = arg(l) = 0. (5.49)

De la figura 5.6 se puede ver un caso especial en §# = 7/2, donde la fase presenta un

cambio abrupto de 0 a m para una temperatura critica TC(T), mientras que para una segunda
temperatura critica Tcm, la fase cambia de 7 a 0 abruptamente. Para § = /2 la fase de
Uhlmann se reduce a

2 — 4sin [WSGCh (@)}2

sech? ( @ ) ’

Oy (0 = 7/2) = arg |cosh(BBh) + (5.50)

donde g = [sech(8Bh/2)| = sech(8Bh/2). Como la expresion dentro de los corchetes es
una suma de funciones reales, dicha expresion es real, por lo que, por propiedades de la
funcién arg(z), la fase es @y = 7 cuando la expresion dentro de los corchetes es menor a
cero, en caso contrario @y = 0. Entonces, el caso donde el sistema tiene fase es cuando

2 — 4sin [rsech (£22)]°

cosh(BBh) +
P e (o)

<0, (5.51)

que, considerando que n(6 = 7/2) = 1 — sech(8Bh/2), se llega a

(n—1)

. b2
1 <0 (5.52)

cos’[m (1 —1)] —

Ambas condiciones son ecuaciones trascendentales, por lo que, evaluando numéricamente,
se llega a que &y = 7 en el intervalo n € (0.403617,0.569119), o BBh € (2.21240, 2.96998).
Con esto se determina que las temperaturas criticas con kg = 1, h = 1y B = 1 son
TV ~ 0.33670 y TV ~ 0.451990, donde © denota la unidad de temperatura en unidades
naturales, temperatura de Planck.
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Figura 5.8: (a) Evolucién de la fase de Uhlmann respecto al elemento ggs.(b)Fase de
Uhlmann con 6 = 7/2 respecto a ggz. En (c) sé grafica la fase de Uhlmann respecto a
T y se coloca de referencia una linea negra como el elemento ggg(7") y al calor especifico
Cy(T). En (d) se presenta también la evolucién de las probabilidades, con una linea roja
punteada el estado base, la linea verde a trozos el primer estado excitado y la linea naranja
solida el segundo.
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Entonces, buscando alguna relacién entre la métrica de Bures (ecuacion (5.28)) y la fase
de Uhlmann (ecuacién (5.46)), dos elementos matematicos que se utilizan para el estudio
del espacio de matrices de densidad del sistema, se considera que

~ Cy  B?R*]2+ cosh(BBh)]
988 = 4kpp? ~ 2[1 + 2cosh(BBR)2

lo que permite expresar ® en términos de ggg como,

1/2
329p5

(5.53)
16955 + BQh2 + B4h4 + 649&3

n=sinf¢1—

De la ecuacién (5.46) se puede ver que la fase de Uhlmann puede ser expresada como
funcién de 7 y 6, inicamente reescribiendo cosh(5Bh) y Z en funcién de estas variables

2sin? 6§
h(6Bh) = —F—~— —1
cosh(BBh) (n — sin 6)?
g _ 4snfe 1
(n —sin#)?

con lo que &y = Py (6, gsp). En la figura 5.8(a), se muestra la evolucién de la fase respecto
a 0y gss. En la figura 5.8(b) se graficé el caso § = 7/2, donde se presenta la transicién de
fase en el intervalo aproximado ggz € (0.01394,0.03154).

Si bien se pudo relacionar matematicamente la fase de Uhlmann con la métrica de Bures,
no se encontré que el elemento ggg, ni ningin otro elemento de la métrica de Bures (ver
seccién 5.) que muestre un comportamiento caracteristico que indique la transicién de fase
que se tiene en la fase de Uhlmann. Esto se puede ver claramente en la figura 5.8(c) donde
se muestra una comparacion entre la evolucién de ggs y la fase de Uhlmann para 6 = /2.
Aunque la métrica y la fase no parecen tener una relacién directa, la ventaja de la expre-
sion obtenida ®r(ggs) es que, como gzp(Ch), entonces se tiene que @y (Ch, ), con Cy el
calor especifico. En la figura 5.8(c) se muestra la fase de Uhlmann para 6 = 7/2, junto con
el elemento ggs (linea negra a trozos), que no muestra ningin comportamiento particular
que senale la transiciéon en ®;. También se colocé como referencia él Cy (linea naranja
punteada), el cual tiene un méaximo en T,,,, = 0.531722570 explicado por la anomalia
de Schottky, como se demostrd al principio del capitulo. De la figura se puede pensar en
una posible relacién entre C'y y la transicion de fase, aunque las temperaturas criticas
respectivas no son iguales. Esta idea es apoyada por el resultado presentado para el espin-
1/2 al final del capitulo 4 donde también se presenta que el méximo del Cy estd cercano
a la temperatura de transicion. La misma relacion cualitativa se presenta en el sistema
compuesto de dos espines s = 1/2 con un campo magnético aplicado a uno de los espines,
como mostrd Villavicencio et al. en [39].

Considerando que la anomalia de Schottky esta relacionada con la aparicién del primer
estado excitado, en la figura 5.8(d) se presentan las probabilidades de cada eigenestado
del sistema, donde la probabilidad del estado base py = ¢?5"/Z es la linea roja punteada,
el primer estado excitado es p; = 1/Z dado por la linea verde discontinia y el segundo
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estado py = e #P/Z la linea naranja sélida. De esto, se puede ver como las probabilidades
de los estados excitados dejan de ser despreciables cerca de los valores de la transicion.
El problema con el analisis entre C'y v ®y es que como T,,,, no es igual a las tempera-
turas de las transiciones, las relaciones entre las cantidades mencionadas son tinicamente
cualitativas, tal como en los casos de espin-1/2 y el caso presentado en [39].



Capitulo 6

Sistema modificado por un elemento

S2

Del capitulo anterior y de [40; 41] se tiene que los sistemas de espin contienen una
transicién topoldgica a ciertas temperaturas criticas cuando 6§ = 7/2. Con la intencién de
estudiar la fase geométrica en un sistema de espin-1 més general se consideraran estados
con contribucién cuadrupolar. Para ello se propone un Hamiltoniano de espin—1 en un
campo magnético anisétropo con preferencia en el plano (easy-plane anisotropy field)[55].
Con este sistema propuesto se pretende romper la simetria SU(2) que tiene el Hamiltoniano
H=B.5. Aunque los estados multipolares estan presentes en los sistemas de s > 1, se
ha considerado s = 1, donde solo se tienen estados cuadrupolares, por sencillez.

Se trabajara en este capitulo con el Hamiltoniano propuesto al cual se le calculara la fase
de Uhlmann para ver si la transicion de fase se mantiene y, por comparacion, se calcularan
las fases de Berry y de Sjoqvist. También se le calcularan las métricas de Bures y de
Fubini-Study para ver si en este nuevo sistema se encuentra una relacién cuantitativa con
las fases geométricas, como se encontro en la fase de Uhlmann.

El capitulo se encuentra dividido en dos partes, en la primera parte se estudiara el caso
donde el dangulo polar del campo es § = 7/2, donde se obtuvieron expresiones analiticas,
mientras que en la segunda se retomara el caso general con resultados numéricos.

Al igual que en el capitulo anterior, las graficas estan en unidades naturales, esto es, A = 1
y k?B =1.

6.1. Modelo: Hamiltoniano Cuadrupolar

Como se menciond en capitulos anteriores, los operadores que actiian sobre un sistema
de tres niveles pueden ser desarrollados por una base de ocho matrices, por ejemplo, las
matrices de Gell-Mann como se describié en la visualizacién geométrica. Por otro lado, la
base con un significado fisico més claro, y la que se utiliza en el desarrollo del Hamiltoniano
de un sistema, es la base de matrices de espin-1 (S’I, S'y, S'Z)

Dado que las matrices de espin-1 son solo tres, las otras cinco se pueden definir mediante

62
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los tensores de rotacion irreducibles Ték) [55; 74], los cuales cumplen con
S T0] = gT® (6.1)
5. T0] = VER+D =g = DI (6.2)

donde S’i = S’x + iS'y.
Con esto se llega a que el vector de espin es
S,
S=18

mientras que los elementos complementarios de la base, dados por las ecuaciones (6.1) y
(6.2) (con k = 2)!, forman el vector cuadrupolar

S
5 (252 -82- %)

Q= (6.3)

et NatnNatn)
@O)
>
& N
—

con {A, B} = AB + BA, el anticonmutador.

Los elementos cuadrupolares de la base de espin han sido ampliamente usados para des-
cribir diferentes aspectos de un sistema de espin [75-79]. En general, un sistema de espin
esta descrito por un Hamiltoniano

Hg = Hy+ H, + Hy + ... (6.4)

donde H; es la interaccién del espin con un campo magnético externo (Ver Cap. 5), Hi es
la interaccion hiperfina, que describe como el campo magnético creado por el movimiento o
por particulas externas afectan el sistema, y H, describe la interaccién espin-espin, o como
se demostrara en un momento, un segundo orden de la interaccion espin-orbita, el cual se
vuelve relevante en sistemas de espin s > 1. Los puntos suspensivos hacen referencia a la
existencia de mas fenémenos que pueden afectar a un sistema de espin, dependiendo de lo
que el autor considere.
En el presente trabajo se considera H, como despreciable, pero ]:IQ, el cual esta dado por
elementos cuadrupolares, sera tomado en cuenta.
Para obtener un Hamiltoniano efectivo en el cual los momentos cuadrupolares estén pre-
sentes, se considera un elemento de perturbacién dado por el acoplamiento espin-érbita y
el efecto Zeeman

V=M -S+B-(S+1I) (6.5)

donde X es la constante de acoplamiento espin-orbita, L y S son los vectores de momento
angular y espin, respectivamente, mientras que B = Bn es el vector del campo, con
B = ¢B/2m, donde q es la carga de la particula, m su masa y B la magnitud del campo?.

1Con k = 1 se obtienen los operadores S’+ y S_.
2Se trata a B como la magnitud del campo solo por simplificar notacién, ya que ¢ y m se consideran
constantes.
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Con esto, la primera correccién® de la energia estd dada por
H,=Bin-S (6.6)

que es el caso ya tratado. La correccion a segundo orden estd dada por
7 v B | e
H2:D52+§(5’++S_) (6.7)

donde D y E son llamados anisotropias longitudinal y transversal, respectivamente. Con
esto, el Hamiltoniano efectivo es

_ o B, -
H=DBn-S+DJS*+ E(Si +52). (6.8)

Con esto, en el presente trabajo se propone estudiar las fases y métricas de un sistema de
espin longitudinalmente anisétropo, i.e.

B
h

donde a podria ser considerado como un valor de comparacion entre el término del campo
externo 7 - S y 52,

A pesar de que el objetivo del término cuadrupolar es el romper la simetria SU(2) del
Hamiltoniano para el campo externo, es importante aclarar que, considerando un sistema
fisico real, el valor de « (D) depende del sistema fisico elegido y puede tomar valores
[79-81] que hacen al término cuadrupolar comparable a H, o incluso el dominante. Si
D < 0 entonces es facil encontrar el espin en la direccién Z (easy axis) y poco probable
encontrarlo en el plano x = y, pero si D > 0 entonces es méas probable encontrar al espin
en el plano z — y (hard azis).

La ventaja de usar el elemento cuadrupolar Sf es el poder expresar la ecuacién de Schrodin-
ger de la siguiente forma

H=Bh-S+a—52 (6.9)

H |n.2) = e 95/ Hoei®S:/" o) = G |n.s) (6.10)

con Hy = B(Asin 0.5,+cos 05, +as 2/h), tal que se puede proponer la transformacion unitaria
U = exp(i¢S.) con la que se define |n,2) = exp(—ipS,/h) |1),), donde |1),) cumple con

ﬁO |wn> = ET(LZQ) |wn> )

por lo que los eigenvectores de Hy cumplen con la ecuacion vectorial

(%)
H E - & & A Ey
(Ho — EZ') |¢hn) = sin S, + cos 05, + Qo

7 =1(0,00)"
hz B (77)7

mientras que los eigenvalores, que son los mismos tanto para Hy como para H, y estan
sujetos a la ecuacion de tercer grado

y? — 2012 + (o — 1)y, + asin?6 =0,

3El desarrollo se puede encontrar en [75; 76].
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donde se defini Yn = E,(fQ) /Bh. De esta ecuacién de y se llega a que la dependencia de los
eigenvalores de H es de la forma,

E¥)(B,a,0) = Bhy,(a, 6), (6.11)

2
mientras que la dependencia de los eigenvectores, sustituyendo la forma de EY ), es,

|nz2> = |nz2 (&7 ¢7 0)> = eXp(—Z¢SZ/h) |¢n(a7 9)> . (612)
6.2. Caso con 0 = %

Cuando 0 = /2, el Hamiltoniano Hy se simplifica a

H, = B [Sx + %52} , (6.13)

que permite expresar la ecuacién de eigenvalores como
U — 20y + (0% = 1)y +a = (—yn + @) [~y, + ay, + 1] =0,

con soluciones y, = {a, (o & v/a? + 4)/2}. Por lo tanto, los eigenvalores de H(# = 7/2)
son

2 —v4 2
B2 (0=7) = % pn (6.14)
2 2
B (9: g) — aBh; (6.15)
/4 2
Ef (9 = Z) - um, (6.16)
2 2
Los eigenvectores estan dados por
1 e i
T 7/2) —idS./h a— a /2 a— «a .
I i B e e e K (6.17)
1 e’
-1 —ei®
s 1 oy 1
0=) = eS| g | = 0 : (6.18)
2 \/§ 1 \/5 el®
1 e~
s 58
|_§> _ c(_TF/Q)e—u;SSz/h _a+\\[/42 +a? :Ci/Q _a+v\/4§+a2 : (619)
1 et

con c(iﬁ/Q) = 1/\/4—|—Oc2 F av4 + o?.
Ahora, si se considera que el sistema esta en contacto con un reservorio a temperatura 7,
se llega a que el sistema térmico estard representado por la matriz de densidad

1 — 4 2
exp <ﬁ3h> |+z> <+g| + exp (aBh) |0g> <Og| +

Prf2 = 77 2 2
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Figura 6.1: Mapa de colores del calor especifico donde se coloca de referencia el comporta-
miento de las diferencias de energia, con color negro discontinuo A\; y de naranja punteado

JAVY

a+ V4 +a? T
p — s Bh 5

T
—=){(—= 6.20
~ 22 |] , (6:20)
con la funcién de particion dada por

Z = e Bl | 9p=aBBI2 (5] ),

donde se defini6é w = %\/ o? + 48 Bh.
Con esto, y usando los resultados del ensamble canénico, se pueden obtener las siguientes
variables termodinamicas

0

EY = —1InZ
(E) 95 "
_ %ﬁ {ae—aﬁBﬁ + e—aﬂBh/2 [a coshw — Va2 —+ 4SlnhWi| } 3 (621)
2 D232
Cyp = k3ﬂ2% (E) = kBﬂZf d e P x

X {a2 + 4 4 e7BB2 [(a2 + 2) coshw + ava? + 4sinhw] } . (6.22)

El calor especifico, ecuacion (6.22), puede ser escrito en funcién de las diferencias de energia
entre el estado base y el primer estado excitado A; = Fyg— E_ = (a/2++va? +4/2)Bhy
el estado base con el segundo estado excitado Ay = E, — F_ = v/a? + 4Bh, como,

o _ BBkp { (a — Va2 +4)%e 22 + 4(a? + 4)e P L2720 4 (a4 Va? + 4)? }
H = .

1 [66(A1—2A2)/2 + 2cosh(B Ay /2))?
(6.23)
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Cyla =0)
Chla <0)

Figura 6.2: (a) Calor especifico para valores de a positivos, mientras que en (b) se realiza
para a negativos. En ambos casos la linea azul sélida corresponde a o« = 0, la linea naranja
a trazos es para a = £0.3, la verde punteada corresponde a o = £1 y la roja punetada
para o = +£5.

En la figura 6.1 se muestra un mapa de colores de Cy donde se ven dos comportamientos
respecto a a: si a > 0, el calor solo muestra un pico, mientras que para o < 0, existen dos
maximos. Se colocé como referencia la evolucién de Ay y As.

Si se considera el caso kgT < /1, entonces el calor se aproxima a

BBk {4(a2 +4)e P20 | (a4 Va? 1 4)? }

4 [65(A1—2A2)/2 + eﬂA1/2]2

Ch

donde, si a > 1, entonces /A1 &= Ay, por lo que

B2k

Cy 1

[4(02 +4)+ (a+Vart 4)2} PO, (6.24)
donde la dependencia se da respecto a la diferencia de energia con el primer estado excitado.
Entonces, para el caso kgT < A7 y a > 1, el calor especifico aumenta de manera
exponencial respecto a Ay, teniendo, por tanto, solo un maximo, como se ve en la figura
6.2(a).
Por otro lado, si a < 0 entonces /Ay crece mientras /\; tiende a cero, con lo que el cociente
Ny /A1 > 2 es creciente respecto a |a. Sia < —1 se puede considerar que 28, —Ay &~ 2/,
con lo que Cy se puede aproximar a
Bk

Oy ~ ﬂfB [4(042 +4)e P22 (a4 Va2 + 4)26_’8A1] , (6.25)
donde existiran dos picos, el primero de ellos aparecerda cuando T es del orden de 2\,
mientras que el segundo aparecerd cuando 71" es del orden de Ay (ver figura 6.2(b)). Este
segundo pico no serd tan pronunciado, ya que se vera amortiguado por la exponencial de
Aq.
La existencia de ambos picos conforme el cociente Ay/A\; ya fue descrita en [72], donde
los autores encontraron que un segundo méaximo esta relacionado con dicho cociente (el
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Figura 6.3: (a) Visualizacién Geométrica de los estados puros del sistema modificado con
0 = m/2, donde el estado base se representa con negro, el primer estado de color azul y
el segundo estado excitado de color rojo. (b) Se presenta los estados térmicos del sistema,
donde cada linea corresponde a un valor « = —2, —1,0, 1,2 de izquierda a derecha, y cada
punto representa un valor de 8B diferente.

cual, mencionan, debe ser del orden de 10) y la degeneracién de las energias del sistema,
no presente en el sistema aqui tratado.
Para el otro caso, cuando kgT >> /Ay, el calor se aproxima como

2 3272
Cy = FB ks ng iz (a—Va2+ 42 +4(a” +4) + (a+ Va2 + 4|, (6.26)

donde no importa si « es positiva o negativa.

6.2.1. Visualizacion geométrica de los eigenestados y estados
térmicos

Para la visualizacién geométrica de los eigenestados del Hamiltoniano propuesto se

utilizara el modelo visto en la seccién 2.4 para estudiar como se modifica la evolucién de

los estados mapeados respecto a «, cuando 6 = 7/2. Se hard lo mismo para los estados
térmicos. Recordando que cada estado puede ser expresado como

3 3 2
1
p=3 (]13 + ;xjxj + ;kak + ; lel> , (6.27)

donde las matrices X;, Y; y Zj, cont=1,2,3 y j = 1,2, son las matrices de Gell-Mann, y
x; = Tr[pX,], vi = Tr[pYi] y 2z = Tr[pZ;] los coeficientes del desarrollo. Para la visualizacién

se utilizard z; como uno de los ejes, z; otro eje y la proyeccién w = \/ Zj’zl(x? + y3) como
el tercer eje. De esta manera se obtiene la figura 6.3.

En la figura 6.3(a) se muestra la evolucién de los eigenestados de H respecto a a € [—2,2].
En los tres casos, los cambios en ¢ no afectan en la visualizacién. Se utilizo el color negro
para el estado base, el cual inicia (¢ = —2) en el punto negro sobre la malla para seguir
hacia derecha, donde @ = 0 se encuentra en medio de la malla de estados puros. El
segundo estado excitado realiza un camino inverso, representado en color rojo, iniciando
con el punto rojo de la figura y siguiendo hacia la izquierda. El primer estado excitado
para cualquiera o y ¢ es mapeado, como se puede intuir de la forma de [0F) (07| que es
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independiente de 6 y «, al punto [¢4) (4] de la malla, definido en el final del segundo
capitulo.

Por otro lado, se muestra en la figura 6.3(b) la visualizacién geométrica de los estados
térmicos para cinco valores de a = —2,—1,0, 1, 2 respecto a SB. Cada linea corresponde
a diferentes valores de « de izquierda da derecha, donde el color azul es con @ = —2,
el color verde es para o = 0 y el color morada para a = 2. Cada punto sobre las lineas
corresponden a un valor diferente de 5B, empezando con B — 0 (T grandes) en p ~ Z/3,
en el centro de triangulo del plano z; — 25, y subiendo hacia los estados puros en la superficie
de la malla. De esto, comparando con la visualizacién del espin-1 (que corresponde al color
verde) visto en el capitulo anterior, se ve que o modifica el mapeo de los estados, pero el
comportamiento de la termalizacion sigue siendo el mismo.

6.2.2. Meétrica de Fubini-Study

Como se vio anteriormente, los eigenestados del sistema propuesto dependen de «

y ¢ cuando # = m/2, por lo que los elementos de la métrica de Fubini-Study serdn
{966» Gaas Gsa }» donde cada uno esta dado como
9i5 = R[(0:]050) — (Oi[) (1]0;)] (6.28)

con i, j = a, ¢. Sustituyendo en la ecuacion (6.19) se llega a que cada elemento estd dado
como:

= Para el ket [+73)

(+) _ o ) (+) _ 1 ) +) _
N —— A} 6.29

= Para [07)
0 O 0 0 6 0
géqﬁ) 17 ggg 7 géﬁo? : ( 3 )

= Con [—73)

o) _ 1 © )= ) (6.31)

9 —§—m7 9o m; 9

En la figura 6.4 se muestra la evolucion de los elementos de la métrica de F-S no constantes.
En (a) se presenta el caso para ge», que a diferencia del caso v = 0 (espin-1), no es
constante. El tinico tensor métrico que queda igual al caso o = 0 es el primer estado
excitado |05), lo que era de esperarse, ya que, para 6 = /2, |05) = |0), con |0) el primer
estado excitado de H = Ba - S.

Para el caso de gaa, €l estado base |—7) y el segundo estado excitado tienen el mismo
comportamiento, el cual presenta un maximo en o = 0 y decrece rapidamente a cero
conforme |a| crece, como se ve en la figura 6.4(b).
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LOF

a 0.06 b)
0.8 0.05 -
0.6 0.04F
b3 g
> S 0.03f
0.4 1
0.02 |
0.2r 0.01}
0.0k . w . . , 0.00 |
—4 -2 0 2 4 —a -2 0 2 4

Figura 6.4: Evolucion de los términos no constantes de la métrica de Fubini-Study. En
(a) se tiene al caso gg¢ con la linea azul para |—7) mientras que la linea naranja a trazos
corresponde a |+7). Para (b) se tiene el término go, para |+7), mismo que es para el caso

-5

6.2.3. Fase de Berry y Fase de Sjoqvist

Considerando los eigenkets la ecuacién (6.19) se tiene que la conexién de Berry del
eigenvalor Ef es

A6 =m/2) =i (+510s] + 5) = 0, (6.32)

con lo que fase de Berry es c1>§;>(e = 7/2,a) = 0. Esta misma situacién se da en E*
donde
L, T
A0 =m/2) =i (-0 - 2y =0, (6.33)

con lo que la fase es ®5(0 = 7/2, ) = 0.
Esto parece erroneo porque la fase de Berry para a = 0, obtenida en el capitulo anterior,

es ®5(0 = /2, = 0) = —27. Recordemos que la fase de Berry es un invariante de norma
con multiplicidad 27. Por tanto, si se realiza una transformacién de norma, Ty = exp(—i¢)
se tiene que la conexién de Berry es A = —1+ A con lo que se llega al resultado deseado
@g) = —2m.
Para el eigenvalor EOZ2 se ve de manera mas facil que

A0 = 7)2) = i <ogya¢\og> —0, (6.34)

por lo que ®%(0 = 7/2) = 0, que es directamente el resultado que se obtiene con a = 0.
Con estos resultados se puede obtener facilmente el resultado para la fase de Sjoqvist

Dg(0 =m/2) = arg [pre " + po + p_e*"| = arg[py + po +p-] =0, (6.35)
ya que py +po+p_ =1yarg(l) =1

6.2.4. Meétrica de Bures

Los parametros de evolucién del sistema son {3, B, ¢, a}, donde p,, (8, B, ) y [n5 (¢, @),
por lo que el primer elemento de la métrica de Bures esta dado por

Opn, Opn Opn
= B
dp,, 8ﬂdﬁ+8Bd +8ada
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_ B OE, OF
- _pn[En - <E>]d5 - Epn[En - <E>]dB - ﬂpn |: B - <%>:| ) (636)
con lo que,
dpn B d52 d82 2 62 OB
dB
ggaﬁB (dﬁ + 7) da, (6.37)

donde se definié

oan = [, — ()| 52 = (501

Por otro lado, para el segundo término se considera que |n5) = [n3 (¢, a)), por lo que, el
elemento diferencial de los eigenkets es

™

B B
|(ng|dm§> 2 = <ng\ (8¢d¢+ 2 da ) |m7T> <(a¢d¢+ —da) mg]ng>

= ‘(ng|a¢m§)’ d¢2+‘(n§|8am§)‘ da® +

((n5105m ) (0 |0umT) + (05 |0umT) (nT10m) | dadg
donde se utilizé que (dm|n) = — (m|dn). Con esto, el segundo término de la métrica queda
como

1 (pn — )|, ™, 7|2
5 Topm B i fam )| =
2 Pn + Pm 272
1 (Pn — Pm)? s 7T‘2 5 ‘ T 7T’2 9
2; P ’(n2|8¢m2> A6* + | (n510am2)|" da?+
7r m
oR ((n§|a¢m§> (O m—\n >) d@d(ﬁ} . (6.38)

De las ecuaciones (6.37) y (6.38) se puede ver que habra varios elementos de la métrica
nulos, como lo son aquellos que relacionan los angulos 6 y ¢ con la temperatura y campo,
a saber {gs4, 980, 9Bs: gpo }- Con esto, la métrica de Bures para 6 = 7/2 estda dada como

dsp = gppdB* + gspdBdB + gsadfda + gppdB* + gpadBda

+966dD* + gpaddda + gaada® (6.39)
donde,
Cu B? 2B
pu— 6;40
988 Thppe  9BBGE ~ 9 (6.40)
2

g =
o0 26298Bh cosh (%\/oﬂ + 45371) +1
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05
04 &
03
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01

03 S

Figura 6.5: (a)Evolucién respecto a f y a de ggs. En (b) se muestra g,4, mientras que en
(c) se tiene goq y en (d) gap. Se consideré B = 1.

(6%(a—\/072+4)g3h _ 1) 2

(a2 — Va4 4da + 4) (6%(0‘_ VoZF4)8Bh | 1)

(e%(\/a‘2+4+a)ﬁBh _ 1>2
s : (6.41)
(o (VaZ+4d+a) +4) (ei(”‘ Fhra)sBh 1)
(Pn — Pm)? ( T T 7r 7T>
— v Pm) - N {(Oym=|n=)) =0, 42
Ja ; R ((n510am3) (amIng) ) =0 (6.42)
mientras que el resto de elementos dados por
52 oF 1 (P —pm)? |, T N
aa = —V; a_ o —‘ —|0aM— 3 4
g 1 Var (5= +2Z R (n5|0amz) (6.43)
n#m
(6.44)

_ B _
gaﬂ - 59&53—59(13,

se presentan en Apéndice C completamente desarrollados.
En la figura 6.5 se tienen la evolucién de algunos de los elementos de la métrica, los

restantes no han sido expuestos por ser nulos o proporcionales a los que se muestran, y,
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P A R T P—— " N
-3 -2 -1 0 1 2 3
a

Figura 6.6: (a) Cociente ggp(c)/gsp(0). En (b) se tiene el mismo cociente para valores
especificos de a« = {—2,—1,0, 1,2}, donde los valores negativos son las lineas a trazos. Las
lineas azules son @ = +2 y en rojo o = +1. Se tom6 B = 1.

por tanto, no aportan informacion relevante.

En ggp (ver figura 6.5(a)) se muestran algunas zonas cortadas para bajas temperaturas y
a grande, dichas zonas no divergen, tinicamente presentan un crecimiento rapido y para
poder apreciar el comportamiento del resto de la evolucion fueron truncadas manualmente
al momento de graficar. Como se puede ver, la métrica respecto a la temperatura no
muestra un comportamiento irregular, sino que tiene una simetria respecto a o = 0.

A diferencia del caso de 3, se puede apreciar que para cada valor de  en g4, (ver figura
6.5(b)) tiene un mdaximo respecto a «, el cual va creciendo y recorriéndose a valores de
a < 0 mayores. Algo similar sucede para g,q, como se ve en la figura 6.5(c). En la figura
6.5(d) el elemento g,s presenta un comportamiento antisimétrico respecto a a = 0, donde
para o > 0 se tiene un maximo para posteriormente disminuir lentamente hacia valores
negativos, mientras que para o < 0 respecto a  se tiene un minimo para después crecer
lentamente hacia valores positivos.

Como se puede ver en los cuatro casos, el comportamiento de la métrica no tiene algin
comportamiento singular que indique la presencia de una transicion de fase, tal como
sucedi6 en el caso de espin-1.

Para comparar el comportamiento del elemento ggg del sistema modificado respecto al

caso de espin-1 se realizo el cociente ggs(a)/gps (ver figura 6.6) donde ggs(0) corresponde
al caso de espin-1. Se puede ver facilmente que dicha operacién es basicamente el cociente
de calores especificos, Cg(a)/Cg(0). En (a) se muestra el comportamiento del cociente
para 8y a, con B = 1, donde se ve que « = 0 divide en dos la grafica, pero no se tiene
algiin comportamiento singular.
En la figura 6.6(b) se muestra el cociente para algunos valores de o = {—2,—1,0, 1,2},
donde la linea discontinua es para valores negativos y la continua es para positivos, con el
color azul para magnitud |a| = 2 y el rojo para |a| = 1. Aqui se aprecia la diferencia de
comportamientos a bajas temperaturas, donde para valores positivos se tienen maximos
para posteriormente tender a cero, mientras que para valores negativos de « se tiene un
valor minimo para posteriormente crecer.
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6.2.5. Fase de Uhlmann

Sustituyendo las probabilidades antes encontradas del sistema térmico en la ecuacién
(4.51), se llega a que la conexién de Uhlmann respecto ¢ estd dada por

(\/E’_ P;)’ b8 —ipS —i$S i$S
A = Z —\/_J <wz|€ ¢Sz/h,a¢6 ¢>Sz/h|wj> e ¢Sz /h |wz> <¢j| e ?S./h
2 Di + Dj

= —ie TSN Y e SN (6.45)

donde se definié

A 0
(\/]Ti_ /—p,)z S, aip  a12
Awpp =7 fj Wil 7= ls) W) (Wil = | a2 0 —ana [,
iz DT P 0 —app —an
con uno de los elementos de la matriz A,/ dado por,
4 = _i [e%aﬁBh+e%\/a2+4ﬁBh+e%(a+2\/a2+4)53h:| % (6.46)
V2
( 2
_ 2 1 . 1
(a @t 4) \/1+2e%&ﬁ3hcosh(;\/m53h) \/1+e%<*a+\/a2+4>53ﬁ+e\/aTHﬁBh
+
(02 — av/a? +4 + 4) (e%\/a2+4ﬁBh n e%aﬁBh)
\
2
Va2+48Bh 1
2 e _
( @ +4+a) \/1+eV042+4BBﬁ+e<—a+\/a2+4>5Bﬁ \/1+26%aﬁ3ﬁcosh(;\/m/33h>]
0

(02 + av/a? + 4 + 4) <€§\/Wﬂ3h n e%(a+2\/a2+4)ﬁBh>

mientras que, por su longitud, el elemento aq; se presenta en el apéndice C.

La forma de A permite realizar una transformacién unitaria parecida al caso del espin-1
(= 0), |o) = e7"@=90)%/ |5} tal que usando la ecuacién de evolucién de la conexién de
Uhlmann es,

%
0¢

con lo que la evolucién se obtiene integrando trivialmente. La holonomia de Uhlmann es

‘0/> _ efi¢>o§z/h[A7r/2 _ S«Z/h]ei¢oSz/h |0/> : (6.47)

U = e 905 oxp —27i(Arj2 — S./h) gitoS: (6.48)

Se define el operador G = (A, /2 — S./h) /g, €l cual cumple con

N

N 1
Tr[G] =0;  Det[G] = j—auaig +anaty] =0,
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Figura 6.7: Evolucién de la fase de Uhlmann del sistema propuesto para diferentes valores
de a. Las lineas rojas a trazos pertenecen a los valores de (a)a = —0.1, (b) a = —1,
(c)a = 0.04435 y (d)a = 0.0444. La linea continua negra se colocé como referencia del
caso de espin-1, a = 0.

mientras que g se define tal que TI[GQ] = 2, con lo que se llega a que

g=1/2a% + (an + 1) (6.49)
Usando el resultado de [73] para el caso de det[R] = 0,
exp(ivR) = T + iRsiny + R?(cosy — 1),
se llega a la holonomia

o)

U = e 0% exp [—ipG] ei#0S= — midoS: [I + isin G + G2(cos p — 1)} gitoS: (6.50)

con p = 2m\/2a2, + (ay; + 1)2.
Substituyendo en la forma de la fase de Uhlmann

Py arg {T [ ~igoS: (I + isin G + G?(cos p — 1)) eiaﬁoSZ] }
arg {TI" |: z¢>oSz z¢OSz —ig0S. <I 4 igin (,OGA 1 é2<COSg0 B 1)) €i¢0§z]}

1 + isin Tr[poG] + (cos o — l)Tr[ﬁOGQ]} )

donde Tr[poG] = [(a11—1) (S2)o+Vv2a12 ({8, S:})o /h]/gh = 0, ya que (S.)g = ({ Sz, 52}y =
0, por lo que la fase se reduce a

Oy = arg {1 + (cosgp — 1)Tr[,60@2]} . (6.51)
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Figura 6.8: Evolucién de los elementos dentro de la funcién arg. En (a) se muestra Tr[poG?]
y en (b) (1 — cosp) para a = 0.0445 en azul, o = 1 en naranja y a = 2 en verde. Con
B = 1. La linea negra en (a) es cuando Tr[pgG?] = 1/2.

En la figura 6.7 se muestra el comportamiento de la fase de Uhlmann para diferentes valores
a, donde en (a) se considera a = —0.1 con la linea roja discontinua, con el caso de &« = 0 en
linea negra continua, donde se puede ver que la fase de Uhlmann no se pierde aun cuando la
simetria SU(2) se rompe. Como « = —0.1 podria ser considerado como una perturbacién
del sistema de espin, pudiendo justificar la transicién de fase, se tomé o = —1 en (b), de
tal forma que el término dipolar y el cuadrupolar del Hamiltoniano contribuyan. En ambos
casos se presenta la transicion de fase, la cual muestra un crecimiento en la longitud de
valores de B con fase, &y = 7, como se muestra en la figura 6.7(b).

Por otro lado, para « positivos se muestran las figuras (c¢) y (d). En la primera se considerd
a = 0.04435, ya que es en este valor en el cual la transicién de fase es casi para un solo
valor de B, el cual es, en unidades naturales, B = B/T = 2.53753754. Los valores
a € [0,0.04435] presentan una transicién con menor longitud que el caso a = 0, pero
después de a g 0.04435 la transicién desaparece, como se muestra en la figura 6.7(d),
donde se us6é o = 0.0444.

Se analizaron numéricamente los coeficientes a1, y a2, vy se encontré que tanto para
T € [0,10] como para $ € [0,5] y a € [—10,10], as1(@) = a1 (—a) y a12(—a) = —aja(w),
con lo que g(a) = g(—a) (p(a) = p(—a)). Con esto se llega a que la condicién para que
la fase no sea cero esta dada por

(1 — cos @) Tr[poG?] > 1, (6.52)

donde 0 < (1—cos ) < 2 para cualquiera . Tr[jG?] se muestra en la figura 6.8(a), donde
se puede ver que disminuye conforme o aumenta. Dado que el elemento con coseno tiene
un dominio entre 0 y 2, si Tr[pG?] no es mayor a 1/2 entonces no se cumplird la condi-
cién para la existencia de fase. Esta situacion se ve para « positivas, donde solo valores
pequefios de 3 tienen Tr[poG2] > 1/2 pero (1 — cos ) < 1, como se ve en la figura 6.8(b).
Continuando el andlisis de la relacion entre el calor especifico del capitulo anterior, se
grafico el comportamiento de la fase de Uhlmann respecto a T', para B =1y kg = 1, en
la figura 6.9. En (a) y (b) se tiene tinicamente la fase respecto a 7'y «, mientras que en
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(c) se presenta el calor especifico Cy usando los valores criticos de a y 5 de la transicién
de la fase de Uhlmann como referencia.

Por otro lado, siguiendo la idea de la anomalia de Schottky, en la figura 6.9(d) se com-
para la probabilidad del primer estado excitado con el valor de (a,T') en el cual se da la
transicion de fase. También se coloca la probabilidad del segundo estado excitado. Se pue-
de ver que la probabilidad alcanza el orden de centésimas cercar de la primera transicién.
Por otro lado, también se puede ver que para o > 0 tanto el primer estado excitado como
el segundo alcanzan el orden de centésimas casi a la misma temperatura, y es en este caso
que la transicion de fase desaparece.

Tal como sucede en el caso de espin-1, el maximo de C'y sigue el mismo comportamiento
de la primera transicion en la fase de Uhlmann, al igual que la probabilidad del primer
estado excitado comienza a ser significativa siguiendo la linea de la primera transicién.
Que tanto Cy como por/2 = exp(—a3Bh)/Z presenten una relacién cualitativa con la fase
resulta interesante, y un posible punto de partida para investigaciones futuras, mas cuando
dicho comportamiento esta presente para el caso de espin-1/2 y en un sistema compuesto
de espines-1/2 [39].

Como se puede ver en la figura 6.1, el calor especifico para a negativos presenta dos

maximos, uno para valores de T' pequenos y el otro para valores un poco mas grandes. A
pesar de que ambos estan relacionados con la anomalia de Schottky, solo el primero de
ellos se puede relacionar con la fase.
Para « positivos solo se tiene un maximo, el cual se da para T cada vez mayores conforme
« crece, siguiendo un crecimiento parecido al segundo maximo del o < 0. Del anélisis pre-
sentado para el calor, las probabilidades del primer y segundo estado excitado comienzan
a ser parecidas para « positivas grandes, ya que EJ(f2) ~ E(()22). Por tanto, el que caso de «
positivo no contradice la idea de que la aparicion del primer estado excitado parece tener
una relacién con la transicién de la fase de Uhlmann, ya que, para « positivas, el primer y
segundo estados excitados intervienen, lo que podria estar relacionado con la desapariciéon
de la transicion.

6.3. Caso numérico para 6 € [0, 6]

Debido a la complejidad que presentan los célculos de la ecuacién de eigenvalores del
sistema anisétropo y para no dejar de lado el caso general, para cualquier valor de a y 6
se procederd a obtener las fases y métricas de manera numérica.

Ya se ha mostrado las dependencias de los eigenvalores y eigenkets, dadas como

E®)(B, o, 0) = y(a,0)Bh, (6.53)
Y’ N
n.2) = exp(—ipS./h) [Pa(a,0)) . (6.54)

Sin expresar explicitamente los kets [, (a)), los elementos de matriz de las derivadas
pueden ser expresados, para n # m, como

. <mz2|a>\ﬁ|nz2> . <¢m|3xﬁo|¢n>
<mZ2’(9)\’n22> = En — Em = En — Em s (655)
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Figura 6.9: En (a) y (b) se tiene la Fase de Uhlmann del sistema modificado respecto a a y
T. En (c) se grafica respecto a a 'y T el calor especifico C'y, donde la linea azul corresponde
a los valores de T,(a) donde se registran los cambios de fase. En (d) se muestra un mapa
de color de la probabilidad primer estado excitado, lineas sélidas para diferentes valores de
la probabilidad del segundo estado excitado y se coloca de referencia T..(«) con una linea
a trazos azul.
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Figura 6.10: Visualizacién geométrica de los estados puros en funcién de 6 para varias
a. En (a) se tiene o = £0.5, mientras que en (b) y (c) se tiene @« = £0.9 y a@ = 1.1,
respectivamente, donde los valores negativos de a corresponden a las lineas punteadas y
los positivos se usa la forma <. El estado base es color negro, el primer y segundo estado
excitado son de color azul y rojo, respectivo.

con A = 6, \. Para A = ¢ los elementos se simplifican a

(| S - (6.56)

1

<mz2|8¢|nz2> = Tz

h

Con esto en mente, se procedera a presentar los resultados obtenidos respecto a visualiza-
cién geométrica, las métricas y fases del sistema propuesto.

6.3.1. Visualizacion geométrica

En la figura 6.10 se muestra la evolucién de los estados puros en funcién de 6 para
diferentes valores de a. En (a) se tiene la evolucién respecto a 6, con @ = —0.5, (linea
punteada) del estado base, color negro, la cual empieza en el estado |2) (2|* de la base
computacional, para realizar un camino por debajo del caso o« = 0 (linea sélida negra)
hasta |0p) (0], con |0,) = (0,1,0)T. El primer estado excitado, linea azul, comienza en
|1) (1] y realiza un camino curvo hacia el estado, definido en la seccién 2.4, |+,) (+4] para
volver formando un tipo elipse con direccién a |1) (1]. El segundo estado excitado, de color
rojo, comienza en |0p) (0p| y sigue una curva que tiende a |1) (1| para llegar a |2) (2|.

El caso de @ = 0.5 (ver figura 6.10(a)) tiene un comportamiento “antisimétrico” al caso
de @ = —0.5, ya que el estado base comienza en |2) (2| pero sigue el camino que tendria
el segundo estado excitado del caso positivo (en sentido contrario). A su vez, el segundo
estado excitado comienza en |0) (0| y siguen en sentido contrario el camino del estado base
de a = —0.5 para |2) (2|. El primer estado sigue en sentido contrario el camino del primer
estado excitado del caso positivo.

En la figura 6.10(b) se tiene la evolucién de los estados puros para los casos o« = 0.9, los
cuales tiene el mismo comportamiento del caso (a) solo con las curvas més pronunciadas
y alejadas del caso: a =0

En la figura 6.10(c) se puede visualizar el caso de @ = 1.1 donde el comportamiento de
las respectivas evoluciones cambio. En estado base de @ = —1.1 comienza en |2) (2| para
seguir un camino a |0) (0|, como se muestra en la figura, en sentido contrario al segundo

4Véase la posicién de cada estado en la tltima seccién del segundo capitulo.
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Figura 6.11: Visualizacion Geométrica de los estados térmicos para diferentes valores de 6.
En (a) se tiene § = 0, mientras que en (b) se tiene § = /4, en (c) § = 37 /4 y en (d)f = 7.
Cada linea representa un valor de « diferente con la secuencia (azul-—2, naranja-—1, verde-
0, rojo-1, magenta-2), mientras que cada punto sobre las lineas es un diferente valor de

8B.

estado excitado del caso a« = 1.1. A diferencia de los dos casos anteriores, el primer estado
excitado del caso negativo comienza en |0) (0| y aumenta por la pared de la malla hasta
un cierto estado de la forma

[+2) = e2(0) + 1)),

para posteriormente evolucionar hasta el estado |+4) (+4| , y seguir hasta un estado de la
forma
+3) = es(11) + 12))

para finalizar en |2) (2|. El caso positivo realiza este mismo camino en sentido inverso.

El segundo estado excitado para o = —1.1 comienza en |1) (1| y sigue por estados de
la forma |+5) (4], para después volver por estados |+5)’s. Nuevamente, el caso positivo
realiza un camino invertido.

Los caso (a) y (b) se asemejan al caso con a = 0, y conforme la perturbacién del Hamil-
toniano de espin-1 crece, i.e a crece, los caminos de la evolucién se ven mas afectados.
El punto de inflexiéon sucede cuando « es lo suficientemente grande para que el elemento
agregado al Hamiltoniano deje de ser una perturbacion, esto suceden, en la visualizaciéon
geométrica, al menos, en |a| > 1. A partir de este valor de « los estados iniciales y la
forma de la evolucién cambia, como se ve en la figura 6.10(c).

Si bien resulta interesante tener una visualizacién geométrica, el modelo propuesto no ha
mostrado algiin comportamiento de interés.

Por otro lado, en la figura 6.11 se presenta el mapeo de los estados térmicos del sistema.
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Cada figura corresponde a un valor diferente de €, y se sigue la convencién usada para
el caso de @ = 7/2, a saber, cada linea corresponde a un valor diferente de «, donde el
color azul es para a = —2, el naranja para o = —1, verde para o = 0, rojo para a = 1
y el magenta cona = 2. Cada punto sobre las lineas es para un valor diferente de B,
donde el limite 5B > 1, que corresponde a T" — oo, es mapeado en todos los casos a la
coordenada (0,0,0) con p = Z/3, el estado maximamente mezclado. Para temperaturas
bajas, los estados son mapeados cerca de la malla, formada por los estados puros.

En la figura 6.11 (a) se presenta el caso de 6 = 0, en el cual se tiene que para cualquiera «
los estados quedan el plano z; — z5. Para (b) se consideré § = 7/4 donde se puede ver que
los estados evolucionan hacia el lado de estados puros que consisten en una combinacién
entre los estados de la base computacional |1) y |2). Para § = 7/2 se tenia una evolucién
méas céntrica, para pasar hacia los estados puros |0) y |1) en § = 37/4, mostrada en (c).
En (d) se tiene el caso limite § = 7, donde los estados vuelven a estar en el plano z; — 2o,
pero con tendencia hacia la combinacion a |[0) + b|1).

En ambos caso se puede ver que la modificacién del Hamiltoniano de espin-1 con el ele-
mento 5’3 no resulta trivial respecto a la visualizacién geométrica considerada. Esto era de
esperarse, ya que la modificacién propuesta se da en los elementos Hy; y Hss, esto es, en
la diagonal, por lo tanto, el cambio no serd “absorbido” por la proyeccién en w.

6.3.2. Meétrica de Fubini-Study

Se tiene que los eigenket’s del sistema tiene la forma |n,2) = e=@5=/% |3, (v, 6)), con lo
que los elementos de la métrica de F-S seran de los parametros «, 0 y ¢. El méas sencillo
de todos es respecto a ¢, dado como

1 &2

9;7;) = ﬁ% (S >n - <g2>

(6.57)
donde se usé que Y |m,2) (m.2| =Ty (OU,|tn) = — (¥,|0y), con (A) = (U, Aly).
Para los casos restantes, buscando eliminar la derivada de los ket’s, se tiene que cada
elemento de la métrica puede ser escrito usando la relacion de completez como,

0 = R (Ol ) (Gnldn) — (Dbl tbn) <wnyajwn>]

m

Lm#n
Lm#n m#n

por lo que,

<wn‘aaf{0’wm> <wm|8aﬁ0’¢n> X
(B — B, ] - (6:59)

g((l??)c) = - Z (Vn|Oathm) <77Z)m|8oz¢n>] =R [Z

m#n

m#n
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Figura 6.12: Evolucién respecto a 6 y « de los elementos de la g4, (fila superior, (a)-(c)),
geo (segunda fila, (d)-(f)) y g (fila inferior, (g)-(i)). La primera columna ((a), (d) y (g))
corresponde al estado base |0,2), mientras que la segunda y tercera al primer y segundo
estado excitado, respectivamente.
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Figura 6.13: Elemento géz) para el estado |0,2) (a), el estado |1,2) (b) y |2.2) (c). De (d)-(f)
se tienen los elementos diferenciales de la métrica, en el mismo orden.
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Los tres elementos de la métrica mostrados en la figura 6.12 muestran un comportamiento
espejo respecto a a entre los estados |0,2) y |2.2), y entre ellos mismos respecto a § = /2. El
primer estado excitado tiene dicho comportamiento espejo con el mismo respecto § = 7/2
y o = 0. Es importante notar que la barra de color de las figuras no tiene un valor final,
esto se debe a que las zonas negras de las figuras son para valores de varios érdenes de
magnitud mayor, pero fueron truncados para poder ver el comportamiento completo de
los elementos. Aunque los valores en dichas zonas son grandes, el elemento de la métrica
correspondiente no es divergente.

Para los elementos cruzados se tiene que cuando uno de los pardametros es ¢ se llega a

. 1 . |00 Ho 10
o) = R | 3 (Wl i) (k)| = TR i3 () LI | )
| m#n i L m#n n m

n i ] 1 -- A m 8aﬁ n
) = <R | 3 (Wl (o) | = 1 (15wl fs) Lo oln) | )
Lm#n i L m#n n m

donde se tiene que <Sz)¢ = (Yn|0pthm) € R. De igual forma, se puede comprobar que

(V|0 Holthn) € R, para i = 0, a, por lo que, al obtener la parte real de la suma dentro de

los corchetes se llega a que g((;;) = géz) =0.

El elemento restante esta dado por

8 R[S ) ] = [ ) )

m#n m#n
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el cual no sera necesariamente cero, como se muestra en la figura 6.13(a)-(c). En dicha
figura se puede notar que nuevamente el estado base y el segundo estado muestran un
comportamiento espejo respecto a a. También el primer estado excitado sigue manteniendo
simetria respecto a =0y 0 = /2.

Al igual que en los primeros elementos mostrados, los valores graficados fueron truncados.
En este caso, y como es el tinico elemento que tiene valores negativos, las areas negras
tienden a valores de varios 6rdenes de magnitud mayor, mientras que las areas blancas
corresponden a valores negativos de varios 6rdenes de magnitud mayor a los que tiene la
barra de color.

De las graficas de los elementos de la métrica, los eigenestados no muestran la métrica
de un espacio esférico, tal como se tiene en el caso de H = B - S. También se tiene
que el espacio del estado base y el segundo estado excitado muestran un comportamiento
antisimétrico, a diferencia del caso isotrépico donde ambos espacios eran iguales. Esto
se puede ver claramente en la figura 6.13 donde se muestra el elemento diferencial de la
métrica. El primer estado excitado tiene las propiedades de la métrica tanto del estado
base como del segundo estado.

6.3.3. Fase de Berry y Fase de Sjoqvist

Considerando que 6 y « son constantes, la conexion de Berry estara descrita por
(¢on|S:1¢n)
h Y

donde se usé (6.56). Con esto, la conexién de Berry es independiente de ¢, por lo que la
fase de Berry se obtiene integrando trivialmente sobre ¢, esto es,

Ap = i (n.2]9p|n.2) = (6.64)

25 = 2 (1,3 Jun). (6.65)

Dado que no se tienen los eigenkets de manera analitica, la figura 6.14 fue obtenida de
manera numérica, la cual esta dividida por columnas y filas, donde cada columna corres-
ponde a un diferente estado, el estado base, el primer estado excitado y el segundo estado
respectivamente. La fila superior corresponde a valores de a positivos, mientras que la
inferior a o negativos.

Como se puede ver en las figuras mostradas, la fase de Berry de todos los casos dependen
de o de manera antisimétrica. La evolucién respecto a « del estado |0,2) para a’s positivos
tiene un efecto espejo respecto al caso del |2.2) para a’s negativos, de la misma forma que
|0.2) para a’s negativos lo tiene para con |2.2) con «’s positivos. Lo mismo se ve para |1.2)
para «’s positivos y negativos. Este comportamiento se debe a la simetria que tiene el
Hamiltoniano respecto a «, el cual puede ser visto en los eigenkets mostrado gara el caso
de m/2, donde el coeficiente de normalizacién cumple con CEL/ )(a > 0) (/2 (a < 0).
Usando la ecuacién (6.65) en la fase de Sjoqvist como un primer acercamlento a la fase
geométrica de los estados mixtos, se tiene simplemente que,

*ﬁEf2

Z

6*5E52 2 A
by = arg{ exp [z? <77b0|SZ‘77b0>:| +

~ exp [2% <wl|5;|w1>} +
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Figura 6.14: Se muestran la evolucién de la fase de Berry para el sistema modificado con
diferentes magnitudes de a: en (a)-(c) se tiene la configuraciéon {azul — 0,naranja —
—0.5,verde — —1,r0jo — —b} respectivamente y en (d)-(f) se tiene {azul — 0, naranja —
0.5,verde — 1,rojo — 5}. (a) y (d) corresponden al eigenvalor |0.2), (b) y (e) a |1,2), y
las dos restantes a |2,2).

2
e~

e i <w2|s>|w2>]}

= arg {exp{ BEZ —1—2 <¢0|S |¢0)] +exp{ ﬂEz +z <¢1|S l1) | +

exp {—5E§2 ricg <¢2|SZ|¢2>} } (6.66)

Las cuatro graficas de la figura 6.15 se dividen en columnas, la columna de la izquierda
corresponde al caso de a‘s negativos, mientras que la de la derecha es para los valores
positivos. En los cuatro casos el comportamiento es semejante, al menos por encima de
un valor BB critico, donde la fase sube suavemente. Alrededor de ($B)., para a < 0, la
fase tiene una subida rapida para un valor de 9?), para posteriormente subir suavemente
y en § = w/2 bajar a &g = 0 y luego subir suavemente hasta un valor de ") donde sube
rapidamente a 27. Para a < 0, el comportamiento es inverso, como se puede ver en las
lineas naranjas discontinuas en la figura 6.16.

Debajo de (5B). y a < 0, la fase tiene un comportamiento suave, como se ve en la linea
azul en las figuras 6.16. Por arriba de (5B). y a < 0 la fase aumenta monétonamente de
0 a 27.

Para el caso presentado en la figura 6.15(a) se tiene que, con i = 1, (8B) = 0.25 con
09 ~ 047 y 6 = 0.6, mientras que en (b) (8B) ~ 0.3141 con 6 ~ 0.25 y 6 = 0.75.
Para o = +0.5, en la ﬁgura 6.15(c) (BB) ~ 0.44 con 6% ~ 0.487 y 6 = 0.88, y en (d)

se tiene (S5B) ~ 0.37 con 6% ~ 0.177 y 65 = 0.83.
Nuevamente, la fase de Sjoqvist no tiene una transicién de fase y en § = 7/2 no muestra
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Figura 6.15: Se tiene la fase de Sjoqvist para el sistema modificado, donde (a) corresponde
a un valor de « = —0.1 y (b) a un valor @ = 0.1, mientras que en (c) se tiene un valor
a=—-05yen (d) a=0.>5.

©s/2m

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
e/m 6in

Figura 6.16: Fase de Sjoqvist para a = £0.1 en (a) y (b), respectivamente. La linea sélida
azul corresponde al caso de fB = 0.0001, mientras que la linea naranja a trazos es con
BB = 0.3141 y la linea verde punteada es para B = 1.
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ningin comportamiento que permita relacionar la transicion en la fase de Uhlmann.

6.3.4. Meétrica de Bures
Ya que EfL2 = Bhy(«,0), se tiene que
efBBhy(a,H) efﬁBhy(a,G) efﬂBhy(a,B)

- 0 e : 6.67
P Tr[e=FH] Tr[e—Pe**%Hoe'®:]  Ty[e—AHo] (067

1s 2 -1 —_
donde se utilizé que ¥ XY =YeXY ™! con lo que

Opn Opn Opn, Opn
dp, = %dﬁ ldB + Wd@ + %d (6.68)

Por otro lado, dado que |n.2(¢, 0, a)), de la ecuacion (6.56) para ¢ y (6.55) para A = 6, «
se llega a

| (m2|dn2) |* =

| Gl @B ) o | | Wl (OuFo)l i)

1 A 27,2
| Wl Selion) Pao? + S5 s (E7 g 00t

i <¢m“§zwn> <wn‘<89ﬁ0)|wm> i <¢m|gzwn> <¢n|(aaﬁﬂ)wm>
2{%[ WE — 7 ]dgbd9+§R WBT — B ]dgbda+
<wm’(8 ﬁo)’%ﬁ <¢n‘(aaﬁ0)|wm>
R [ b B g ] d@da} . (6.69)

donde se tiene que (9,Hy) = BJS2/hy (8yH,) = B(cos S, —sin 0S,). Con esto, la métrica
queda como

1 dp? 1 (P — Pm)? s 1 1 Opn, 2 9
12, T [maldna = 337 | (55) 45+

= PatPm
2(35) (5) wwam 2 (55) (G ) oo +2(35) (ap“) d5det
(%) dB? + 2 (%) (%pg”) dBdO + 2 (gﬁ;) (%Z‘) dBdo

1 (pm _pn)Q 1 S ;
S5 Em ZPa) [ﬁ\ (V| S:[n) [Pd6” + 2R ( e — E7) > e

2% Dot Pm

i <¢m|‘§z|wn> <¢n|(aa]:—’0>|¢m>
2R ( BT~ B ) dpda| +

1 1 (op.\> 1 (P — Pu)? | (Y] (OoHo)[0n) 2
[Z;p_n(%) +§n;m Pnt+Dm  (EZ — EZ)?

do* +

m
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Figura 6.17: Evolucién de los elementos de la métrica de Bures ordenados por filas. La
primera fila es para ggg, la segunda ggg, la tercera corresponde a g,, y la cuarta es con
gse- Cada columna es un valor de « diferente ordenado como [—3,—0.12,0.12, 3].

1 (9p, 1= (P — 1n)? | (Wl QuHo) W) 2|,
_Z ( ) +§nz;n DPn + Pm (EﬁQ_EanZ)Q do”+
1 (0p.\ (Opn (P — D)2 oy [ (| (D9 Ho) |t (10] (Do Ho ) |00
3 (%) ()« 3 e (L) Gt )
xd@da. (6.70)

Al calcular de manera numérica las expresiones para cada elemento de la métrica se
obtuvo que, al igual que los casos anteriores, gs, = 0, para A = 0, a.
En la figura 6.17 se muestra los elementos de la métrica de un solo pardmetro respecto a
diferentes valores de . Los elementos gag, ges ¥ ges Parecen no cambiar mucho respecto a
los valores a elegidos. En cambio, g,a muestra una similitud para o pequenos, mientras
que su comportamiento cambia para valores || > 1, donde el elemento anisotrépico do-
mina, dependiendo de si a es positivo o negativo.
Los elementos de la métrica con parametros cruzados, que son diferentes de cero, se mues-
tran en la figura 6.19 para varios valores de «. Dichos términos parecen tener simetria
respecto a a, donde gggp no muestra cambios respecto «.
De esto, se encontré que el término anisotropico cambia algunos del los elementos, haciendo
que el espacio deje de tener una simetria esférica, con radio dependiente de la tempera-
tura, como se tiene en el caso isotropico. A pesar de esto, los elementos de la métrica
no muestran comportamientos singulares que se puedan identificar con alguna transicién,
topoldgica o cuantica.



CAPITULO 6. SISTEMA MODIFICADO POR UN ELEMENTO S2

[ e ape
" LT
(N3 1f
L] —
fn “n
-z -0
10
%121 =n
i B 1o
i E:
wn C
b k Ul
10 -
- H1Z™ wLh
2 e 3
L 1.
iy £
wy
10 L
n v v T d
LUREE PR TR T m e we  I& WE 10
are ]

89

ir Y

]

i £

&

Figura 6.18: Evolucién de los elementos de la métrica de Bures cruzados. Por filas es
(980> 986, 9o,a], mientras que cada columna corresponde a un diferente o ordenado como

[—3,-0.12,0.12, 3].
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Figura 6.19: Elemento diferencial de la métrica de Bures para diferentes valores de

ordenado como [—3,—0.12,0.12, 3].
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Por tltimo, en la figura 6.18 se tiene el elemento diferencial de la métrica para diferentes
valores de a. Se muestra que o modifica el espacio de parametros del sistema, con ciertas
similitudes respecto a « positivo y negativo.

6.3.5. Fase de Uhlmann

Como se mostré anteriormente, usando la ecuacion (6.56) y |n,2) = exp(—i¢S./h) )
la conexién de Uhlmann se puede escribir como

A= LS gy oS (6.11)

con

Ay = S0 W) 18 b ) (]

Pn + Pm

n#m

Se tiene que la holonomia de Uhlmann U puede ser expresada sin dependencia de ¢ usando
la transformacién lineal |o) = e~##=90)%/" |5/} en la ecuacién (4.54),

S, 0 : —i s e . 1 .. .
m |a'>+ia—¢ |07 = iel(¢=90) (%e”’SZ/hAoe”’Sz/h) e 079 o) = ﬁe’“’os'z/hAoewosz/h o).
(6.72)
Con esto, y como A es independiente de ¢, la fase de Uhlmann es,
R —2m A
Oy = arg {Tr [po exp { - (Ao — SZ)H } ) (6.73)
donde se puede definir el operador
Ay — 8
pof=S 2 (6.74)
r

tal que cumple con

Tr [AO — 5’2] = Tr[Ag] — Tr[S.] = Tr[A)

= Z(\/p_nJr\/%) (| Seltbn) (ka2 |Wm) (nlkz2) =0, (6.75)

Pn + Pm

n#m

donde r funciona como un factor tal que

(Ag — S.)? 2 A2 ApS.
A2 ApS.,
Sro= 14+ Tr {_27?} —Tr 2
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Figura 6.20: Valor numérico del determinante de Ag para diferentes valores de 6, donde se
tiene que det(Ay) = 0, para cualquiera «, solo con § = {0,7/2,7}.

Desarrollando Tr[AZ] en r se llega a,

oD IR GO IR LT NI

- 2n2 Pn + DPm Pn + Pm

2

(6.77)

n#m

Para expresar la holonomia de Uhlmann como un desarrollo de las potencias de R se
obtuvo el determinante de R de manera numérica, mostrado en la figura 6.20, de donde
se tiene que det = 0 solo cuando o = 0 o para cualquiera o cuando § = {0,7/2,7}. Por
lo tanto, del resultado obtenido por Curtright y Zhachos [73], la holonomia de Uhlmann
puede ser escrita como

[ . AO - Sz]
exp | —2imr
,
(4 -8.) 2 < 27rk:) Ag— 8. 1+2cos (2(y + %))
— =+ —sin(vy+ - 10 x
T { e G () ;
exp [—%iﬂ"/’ sin (7 + 27:;—’“)}
_ (6.78)
1 —2cos (2(7 + %))
con vy = {arc cos[3v/3det(Ay/rh — Sz/rh)] —7/2}/3.
De esto,
. —2imr(Ag — S,
Tefpyexp | U )] =
Tr[po(Ao — S.)3 2 ( m;) Tr[po(Ao — S.)]
Z + —sm | v+ —
k:o,l,z{ reh V3 s rh
Lt 2e0s (200 4 258)) | o0 [ gimrsin (3 + )] .
3 1—2cos (2(7 + %)) '
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Figura 6.21: Fase de Uhlmann para el sistema de espin s = 1 modificado por un término
aS? donde en (a) a = 0, agregada solo por comparacién, mientras que en (b) o = 0.044399
y en (¢) a = 0.05. También se considera valores negativos en (d), con a = —0.5.

De la forma de Ay, se tiene que
Al = Ay, (6.80)

por lo que (Ag — S*Z) es hermitiano. Con esto, la fase de Uhlmann puede ser expresada
como

A A

((Ag — S.)?) N 2sin (v + 2Z£) (A4, — S.)
r2h2 V3 rh

oy o= Y arg{

k=0,1,2

3 1 —2cos (2(7 + %)) (6.81)

1+ 2cos (2(y + %))] exp [_\/igim" sin (7 + 27?:_’6)}
donde (C) = Tr[3C] es el valor esperado de C respecto a py = p(¢ = 0).
En la figura 6.21 se expone la fase de Uhlmann para diferentes o’s. En (a) se presenta
el caso de espin-1 de referencia, mientras que en (b) se tiene a = 0.0443, que es el valor
critico de o encontrado en el caso § = /2 (Ver seccién anterior) donde la transicion se
da aproximadamente en un punto. (¢) y (d) corresponden a los casos de « positivo y «
negativos, respectivamente.
La fase de Uhlmann para valores negativos de a presentan un engrosamiento de la zona
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Figura 6.22: Longitud de Loschmidt para (a)a = 0, (b)a = 0.0443, (c)a = 0.05 y (d)
a = —0.5.

para la cual ®; = 27, comportamiento ya esperado de lo que se sabe por el caso ya visto
con 6 = /2. Por esto, el caso en el que se centra la discusién en esta seccién es para el
caso de « positivos, en donde se puede ver en la figura 6.21 que fuera de § = /2 la fase
tiene un comportamiento peculiar.

Para continuar el andlisis se obtuvo la longitud de Loschmidt del niimero complejo al que
se le calcula su argumento en la fase de Uhlmann, la cual consiste en obtener la magnitud
de dicho ntimero complejo. Esto se hizo siguiendo la idea de [41], obteniendo asi la figura
6.22, donde se muestran los mismos casos que en la figura 6.21. En cada caso se puede
ver que la longitud de Loschmidt presenta picos donde se da la transicién de fase. Resulta
interesante que para el caso de a = 0.05, donde ya no se tiene transicién de fase, la longitud
de Loschmidt sigue indicando los puntos donde la fase de Uhlmann cambia.

Para ver que es el comportamiento de la fase cerca de los puntos indicados por la longitud
de Loschmidt se obtuvo la figura 6.23. En (a) se muestra el comportamiento de la fase
para a = 2, tal que el elemento cuadrupolar agregado domina sobre el Hamiltoniano de
espin-1 (72 - S , con 7 unitario). En este caso se puede ver que la fase ha casi desaparecido.

En (b) se expone la longitud de Loschmidt para el mismo valor de a, el cual no presenta
un pico, sino una zona con valor maximo de 0.047661, el cual es chico comparado con los
picos mostrados en las anteriores graficas.

Por otro lado, en la figura 6.23(c), con i = 1, se muestra la fase de Uhlmann con o = 0.1
donde la longitud de Loschmidt presenta picos, con el pico izquierdo en B = 2.575757
y 0 ~ 1.745329. Usando el valor de 5B se obtuvo la fase de Uhlmann respecto a 6 (ver
figura 6.23(d)) donde se ve que la fase no muestra un cambio de fase abrupto 0 — m, como
lo hace para a < 0, sino que el aumento es inicamente muy rapido.
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Figura 6.23: (a) y (b) representan el caso ov = 2 para la fase de Uhlmann y la longitud de
Loschmidt, respectivamente. (c¢) y (d) es la fase de Uhlmann para o = 0.1, donde en (d)

se tiene para un B fijo. (e) y (f) son la fase de Uhlmann para o = 0.8, con el segundo
para un @ fijo.
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En la figura 6.23(e) se tiene la fase de Uhlmann para ov = 0.8, con un acercamiento al caso
de la fase de Uhlmann para /7 = 0.828282 respecto a B en (f), donde nuevamente se
puede observar que el aumento de la fase es rapido, pero no existe un SB critico.

Por lo tanto, los puntos mostrados por la longitud de Loschmidt para o > 0.0443 no
representan una transicién de fase, ya que la fase inicamente sube de manera mondtona y
conforme a > 0.0443 aumenta, la subida es mas suave, hasta que el efecto se pierde para
a grande, como se ve en la figura 6.23(a).



Capitulo 7

Conclusiones y Trabajo Futuro

El primer objetivo del presente trabajo fue el estudiar tres tipos de fases geométricas
para una evoluciéon adiabatica de un sistema de espin-1 y para un modelo propuesto que
rompa la simetria SU(2) del Hamiltoniano de espin-1. Para esto, se consideré el Hamil-
toniano de espin mas un elemento cuadrupolar aé’g, esto es, un sistema en un campo
anisotropo respecto a z.

Para estados puros se obtiene la fase de Berry y para el caso mixto la fase de Sjoqvist y
la fase de Uhlmann.

En el presente trabajo, se demuestra que las transiciones de fase en la fase de Uhlmann
para un sistema de espin-1 no tiene una correspondencia con las fases de Sjoqvist y de
Berry!.

Como se menciond, en un inicio se pensé que el romper la simetria SU(2) eliminaria la
transiciéon en la fase de Uhlmann; sin embargo, lo que se encontrd es que la transicién sigue
existiendo cuando a < 0.0445, aun cuando el término dominante del modelo propuesto
es el cuadrupolar, lo que indica que la simetria SU(2) no es responsable de la transicién
de fase. Por otro lado, cuando v > 0.0445 la transicién de fase en § = 7/2 desaparece y
conforme « crece, la fase de Uhlmann se vuelve cero para cualquier valor de # y 6B. En
ambos casos se encontré una relacién cualitativa con la aparicién del primer y segundo
estado excitado al aumentar la temperatura.

Durante el proceso de obtener la fase de Uhlmann en ambos sistemas, se logré expresar
la fase en funcion de los valores esperados de Sx, 5’2, Sﬁ, SZQ, {S‘m, S'Z}, donde para el caso
0 = m/2 se encontré que la transicién de fase en ambos sistemas dependen tinicamente de
los valores esperados de Sg, 5‘3, {5}, S*Z} Esto es de interés, ya que, aparte de que todos
son observables, podria ser de ayuda en computacién cudntica para obtener la fase de
Uhlmann.

Por otro lado, se obtuvo la métrica de los estados puros (métrica de Fubini-Study) y la
métrica de los estados mixtos (métrica de Bures) de ambos sistemas. Esto ya que la métri-
ca describe la forma del espacio de pardmetros alrededor de algtin punto de dicho espacio,

'De la relacién de la anomalia de Schottky, o més especificamente de la aparicién del primer estado
excitado, con la primera transicién se podria pensar en algtin proceso de interferencia en las fases de Berry
del estado base y el primer estado excitado, pero esta idea se viene abajo, ya que el mismo fenémeno
ocurre en el caso espin-1/2, obligando a pensar en que cada caso tiene diferente tipo de interferencia, para
lo cual no hay justificacién.

96
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por lo que se propuso como hipdtesis que se podria encontrar una relaciéon con la fase.

Se logré expresar la fase de Uhlmann para espin-1 en funcién del elemento ggs de la métri-
ca de Bures, que a su vez permitié relacionar el calor especifico C'y con la transicion de
fase para @ = 7 /2. Dicha relacién se calificé como cualitativa, ya que el calor especifico,
proporcional al elemento de la métrica de Bures ggg, tiene en ambos sistemas un maximo a
temperaturas bajas, y lo mas que se pudo hacer es relacionar el comportamiento de dicho
maximo de Cy con la primera transicion de fase que se tiene. A pesar de esto, no se en-
contré que ninguna de las métricas mostrara algtin vinculo con las fases correspondientes.
Esta tdltima relacion cualitativa resulta de importancia, ya que el maximo del calor es-
pecifico se da gracias a lo que se conoce como anomalia de Schottky, la cual involucra la
aparicion del primer estado excitado como estado disponible conforme 7" aumenta. Con es-
to, y al analizar la evolucién de dicho primer estado, se encontré que la primera transicién
estd ligada a la aparicion del primer estado excitado.

Trabajo Futuro

A partir de los resultados encontrados se pueden tomar varios caminos a seguir, uno
de ellos es el seguir analizando las transiciones de fase en diferentes sistemas térmicos
desde el punto de vista del calor especifico y més concretamente como cambia dicha fase
dependiendo de las probabilidades de los estados excitados del sistema.

También se podria insistir en el camino de la métrica al pensar en una métrica de un orden
mayor? para incluir elementos que dependan de la segunda derivada de los parametros del
Hamiltoniano, lo que permitiria tener, por ejemplo, la derivada respecto a § de Cy.

Por otro lado, seria interesante analizar la desaparicion de la transicion para « positivo,
tomando en cuenta que el coeficiente de anisotropia en z, D, permite dividir el tipo de
anisotropia en dos. Si D < 0 (a < 0), entonces es facil encontrar al espin en direccién S,
y si D > 0 es mas probable encontrar al espin en el plano x — y.

2Al obtener ambas métricas (FS y Bures) se realizé un desarrollo a primer orden.
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Apéndice A

Fase de Uhlmann en su forma
integral

Del articulo de Viyuela se tiene que

AV (t)
— = =AMV () (A1)

donde V' = Pexp]| frz A(r")dr'], con la conexién de Uhlmann dada por
A d . -\ 1 -, |d = N
A=avi = |2 (Vi saa) || Vi | Vi s
donde el primer término estara dado por
d - - 1 - . K
& (Virsavs) || vi= Vi (A3)

y el segundo término estrada dado por la derivada de K(s) = \/+/p(p + sdp)v/p evaluada
en s = 0, lo cual estara dada por

K'(0)K(0) + K(0)K'(0) = K'(0)p + pK'(0) = /pdp/p (A.4)

que tiene la forma de una ecuacion de Lyapunov, por lo que el segundo término estara
dado por

; (A2)

s=0

KO = [ SVVi+ s | = [TV s

S=

Por lo tanto, la conexién de Uhlmann estara dada por

A=—/pld/p+p! / e "/ pdp/pe " dr (A.6)
0

que al proyectar en la base de p = > . pi [¢r) (Wil, v f(p) = D, f(pi) [¥s) (¥il, se llega a
que

—1 5 L b dols "o PiT
@A) = 22 a7l + / P B (ldply) VBre P dr

0
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\/— (thild~/ply) + \/_ wz\dphb] \/_/ ~pitp)7 7
_ <_1+m<m+m>) 1 wildm%):(m )zm i,

pz+p] \/p_z i +D Dj

que es el resultado obtenido por Viyuela, el cual se puede reescribir como,

1= X (V3. VAll)

pi +Dpj

(Wl - (A7)



Apéndice B

Fase de Uhlmann para espin s
mediante valores esperados

De [82] se tiene que una matriz exponencial donde su argumento matricial tiene la
forman-S, con [n| =1y S = {5,,5,, 5.} las matrices de espin s, se puede expresar como
un polinomio matricial de orden s dado por

2j

S — Z Ckk(;l ) [Zm SSIH(’)//2)} , (B.1)

k=0

donde se definié usando la funcién piso

) k

con z = sin*(0/2), y €, = [1 — (=1)*7*]/2. Aquf la funcién Trunc, se refiere a truncar el
desarrollo de Taylor a orden n.

Tomando la Fase de Uhlmann obtenida por Diego et al. en [40] para una particula de espin
4 en un campo magnético B, donde @ = arg{Tr[poU]} con

A~

U= (1% exp [—2mRrZ' : 5} , (B.2)

para R = \/1 + 1?2 — 2nsinf y un vector

X 1 —ncosf
n' = 0 : (B.3)
nsinf — 1
el cual cumple con |n/| = 1, y de igual manera i = sin A1 — sech(3Bh/2)]. Dicha expresién

puede ser expresada mediante el desarrollo propuesto como

27
N 5 k
- Z QWR [ 2in' - Ssin(rR)| | (B.4)
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con

y 2 = sin(7R), por lo que la fase de Uhlmann puede ser escrita, considerando que (n/ S )=
n' - S', como

k=0

Oy = arg {Z(—l)QHk[Zz’ sin(ﬂR)]kW ((n - g)k)} . (B.5)

Escribir la fase de Uhlmann como en la ecuacién (B.5), permite eliminar casi por completo
la dependencia de la temperatura substituyéndola por una combinacién lineal de valores
esperados de observables, concretamente diferentes combinaciones de productos de S, y
S,. La tnica dependencia explicita de T" queda expresada en R, pero tal como se vio en
el caso s = 1/2 y s = 1, se podria buscar la forma de expresar sech(x) en términos de
Var(M) y, por tanto, expresar a R en funcién de la variacion de la capacidad calorifica.
En el limite 7' — oo se tiene que R = 1y, por tanto, sin(7R) = 0 asi como cos(7R) = —1,
por lo que (B.5) se reduce a

Py (T — o0) = arg {(—1)¥co(—2m) } = arg {(—1)¥7*} =0, (B.6)

donde se consideré que al evaluar sin*(7-1) = 0 en la expansién de Taylor truncada resul-
tante en cy(—27) entonces, para cualquiera s, la funcién truncada es Trunc (1/v/1 — 2" =
1. También se tomé en cuenta que si s = 1/2,3/2, ... entonces ¢y = 1 mientras que para
s =1,2,.. se tiene que ¢y = 0.

En el otro extremo se tiene que 7' — 0, por lo que n =sinf y R = | cos 6|, con lo que

2j

Oy (T — 0) = arg {Z(—n%k[m sin(7| cose|)]kc’“(_27;|!cose’) (" - §>k>} . (BT

que para el caso especifico § = /2, se tiene que sin(w|cos(r/2)|) = 0 por lo que

T sis=1/2,3/2, ..

, B.8
0 sis=1,2,... (B8

Oy (T = 0) = arg {(=1)¥¢o(0)} = {

1Como se vio para espin s =1 {R|[R € RV 0 € [0,27] y BBh € R}.



Apéndice C

Elementos de la métrica de Bures y
fase de Uhlmann del sistema
modificado con 0 = 7/2

Las expresiones faltantes respecto a la métrica estan dadas como

o3 (a—Va?+4)8Bh
Joa = 5 X
8 (a2 + 4)° (262“535 cosh (§v/aZ T 46BR) + 1)
{]a? = Va2 + 40 + 2023 (VamF0)3Bh 1 (02 1 (/02 4 4 4 2) VOTHIIEN 4 9]

8 (eva2+453h - ) (2620‘53h cosh (%\/oz2 + 4ﬂBh) + 1)
eVoZ+4BBh 4 |

(a? +4) B2B%h* +

B2K2e3(@—2Va?+4)BBh

X
3
2a? +4 <2e%a53ﬁ cosh (%\/&2 i 45371) + 1)
{G%\/a42+4ﬁBh 4 o3 (2vVa®+i+a)BBh i e%a,@Bh} %

9aBB

{—a2 + Va2 +4da+ 2V a? +4ae%(”"2+4+a)53h + (a2 +vVa?+4da+ 2) eV +4BBh _ 2} .

Por otro lado, el elemento de la fase de Uhlmann estd dado por la expresion,

ain =

[ o5 (VaZ+i+a)BBh
X
2 (a2 + 4) (e%\ﬁauwm 1 ¢3(2VePTita)BBh | e%aﬁBh)

1
(egx/a‘z+4,33h+e§a535> <6%(\ﬁa2+4+a)63h+ 1)] 8

{[eé(\/a2+4+o¢)ﬁBh+e(\/a2+4+a),BBh_{_eaBBh} [a( o2 +4+a) +4] %
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r 2

coBBl 1
\/e;(\/a2+4+a)ﬁ3h+6(\ﬁa2+4+a)53h+ea53n J 2¢3BBh Losh (% /a2 1 4 +4ﬁBh) +1
[(VoP+4BBh | o3 (VaP+i-a)8Bh | 1] [a< 0244 a) _4} %

[ e(\/a2+4+a)ﬂBh 4 e%(\/a2+4+a)53h + e(\/a2+4+2a)ﬁBh 19 e%(\/a2+4+3a)53h + eZaBBh] %

r 2

eVo2+43Bh 1
Va? L(VoP+4—a)BBh | 1 I (C.1)
eVaT BB 4¢3 (VATFe) 0B 1 \| 2639981 cosh (L V/a? + 4BBh) +1
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