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cada uno de los proyectos que he realizado. Por su esfuerzo d́ıa con d́ıa para que yo pu-
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Hidalgo y todas aquellas personas de la administración del posgrado y del Centro de Na-
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Resumen

En el presente trabajo se investigó las fases geométricas y métricas de dos sistemas
adiabáticos de tres niveles, o cútrits, en una evolución ćıclica respecto a un campo magnéti-
co. Se estudia la fase de Berry en los estados puros, y la fase de Sjöqvist y la fase de Uhl-
mann para estados mixtos. Por el lado de las métricas, se estudia la métrica de Fubini-Study
y la métrica de Bures. El primer sistema tratado consiste en una part́ıcula de esṕın s = 1
en un campo magnético con simetŕıa esférica. Dado que este sistema ha sido estudiado
extensamente, se reprodujeron los resultados sobre las fases y métricas antes mencionadas.
Adicionalmente, se obtuvo una visualización geométrica de la evolución del sistema, se
relacionó la métrica de Bures y la fase de Uhlmann, y se comparó la fase de Sjöqvist con
la fase de Uhlmann. Se encontró que la fase de Berry no presenta ningún comportamiento
peculiar para ninguno de los tres eigenestados del sistema. De igual manera, ocurre con
la métrica de Fubini-Study, la cual resulta ser una métrica de un espacio esférico de radio
constante.
Para los estados mixtos se consideró que la part́ıcula estaba en contacto con un reservorio
a temperatura T . Con esto, se encontró que la métrica de Bures describe una estructu-
ra esférica con radio variable pesado por una función dependiente de la temperatura. El
elemento de la métrica que corresponde a la temperatura se expresó en función del calor
espećıfico del sistema. Con respecto a las fases: la fase de Sjöqvist no mostró algún re-
sultado peculiar que indicara una transición de fase. La fase de Uhlmann, por otro lado,
muestra dos transiciones de fase para un cierto valor del ángulo polar del campo. La fase de
Uhlmann fue expresada mediante los valores esperados de la base de matrices de esṕın-1.
También se expresó la fase de Uhlmann en función del elemento de la métrica de Bures de
la temperatura.
De la relación entre la métrica de Bures y la fase de Uhlmann se encontró un interesan-
te v́ınculo entre el calor espećıfico y la fase de Uhlmann. A bajas temperaturas, el calor
espećıfico presenta un máximo, conocido como anomaĺıa de Schottky, el cual está relacio-
nado con la aparición del primer estado excitado. Se encontró que la temperatura de dicho
máximo es cercana a la temperatura de la primera transición de fase.
El segundo sistema estudiado es una part́ıcula de esṕın-1 en un campo magnético longi-
tudinalmente anisótropo. Dicho sistema es descrito por un Hamiltoniano de esṕın-1 en un
campo, modificado por la matriz de esṕın-1 en z al cuadrado, un elemento cuadrupolar de
la base de matrices de esṕın-1. Dado que el sistema de esṕın-1 mencionado anteriormente
mantiene una simetŕıa SU(2), el sistema propuesto rompe con dicha simetŕıa, mostrando
una simetŕıa dinámica SU(3).
Este nuevo sistema, debido a la complejidad de las operaciones resultantes, se dividió en
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RESUMEN VIII

dos partes. En la primera se considera que el ángulo polar es constante y corresponde al
ángulo para el cual el sistema de esṕın-1 tiene las dos transiciones. Para este caso, los
resultados se obtuvieron de manera anaĺıtica. La segunda parte es el caso general, donde
los resultados son numéricos.
La fase de Berry y la métrica de Fubini-Study solo mostraron un comportamiento anti-
simétrico respecto al signo del elemento cuadrupolar agregado. La fase de Sjöqvist sigue
un mismo comportamiento, caracterizado por un ensanchamiento de los máximos respec-
to al elemento cuadrupolar. Por su parte, la métrica de Bures mostró comportamiento
simétrico en algunos de sus términos y antisimétrico en otros. En ninguno de los casos,
tanto fases como métricas, se encontró algún comportamiento que indique una transición,
ya sea topológica o cuántica.
Debido a la extensión y complejidad de los elementos de la métrica de Bures, no se pudo
expresar la fase en función de la métrica, como en el caso isotrópico, solo fue posible expre-
sar la fase mediante valores esperados, al menos en el caso anaĺıtico. Se encontró que la fase
de Uhlmann tiene dos comportamientos, dependiendo del valor del término cuadrupolar:
en el primero de ellos no se observa ninguna transición, mientras que el segundo tiene dos
transiciones, donde vaŕıa la longitud entre ambas transiciones, dependiendo también del
valor del elemento cuadrupolar.
Finalmente, se exploraron el calor espećıfico y las transiciones de fase. Se encontró que la
evolución del máximo en el calor espećıfico, conforme la contribución cuadrupolar cambia,
tiene un comportamiento similar a la primera transición. Por tanto, la probabilidad del
primer estado excitado se vuelve significativa cerca de la primera transición.
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§3.1.1 Métrica FS del Cúbit-Esṕın s=1/2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
§3.2 Distancia en Estados Mixtos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

§3.2.1 Desarrollo de la Métrica de Bures para Estados Térmicos . . . . . . 28
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§4.2 Fase de Sjöqvist . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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IX
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Caṕıtulo 1

Introducción

En cualquier campo de la f́ısica, el estudio de la geometŕıa del espacio de estados ha
sido de gran relevancia, y en Mecánica Cuántica esto no es la excepción. Más en las últimas
décadas, donde el estudio del espacio de estados cuánticos ha sido de gran relevancia en el
entendimiento de Transiciones de Fase Cuánticas, Información Cuántica, Nanoestructuras,
Óptica Cuántica, entre otros.
En esta tesis se estudiará la geometŕıa de un espacio de hilbert de sistemas de tres niveles
mediante las fases geométricas y métricas, exponiendo en este primer caṕıtulo el contexto
actual, aśı como la relevancia de dichos conceptos. También, se explicará el problema
espećıfico a tratar, las hipótesis y los objetivos para probarlas.

1.1. Antecedentes

El estudio de la geometŕıa de los espacios f́ısicos ha sido de gran importancia en cual-
quier campo de la f́ısica, incluyendo recientemente el de los sistemas cuánticos. Para esto,
dos de las herramientas más utilizadas para describir el espacio geométrico de los estados
cuánticos son las Fases Geométricas y las Métricas, donde la primera de ellas permite estu-
diar la topoloǵıa de una evolución ćıclica, mientras la otra permite estudiar cómo cambia
el espacio alrededor de algún punto del espacio de estados.
Si un sistema evoluciona en el tiempo, el estado del sistema adquirirá una fase total ΦT ,
la cual tiene dos contribuciones, una fase dinámica (FD), ΦD, que depende de la evolu-
ción, y otra que depende únicamente de la geometŕıa del espacio de parámetros del siste-
ma, llamada fase geométrica (FG), ΦG. La relación entre estos conceptos es simplemente
ΦT = ΦD+ΦG. Como tal, cualquier sistema que evolucione tendrá una fase geométrica, la
cual puede ser clasificada dependiendo de las condiciones del sistema, como por ejemplo, la
fase de Berry [1] que corresponde a una evolución adiabática no degenerada de un estado
puro. También está la fase de Wilczek-Zee [2] para un sistema adiabático degenerado, o la
fase de Aharonov-Anandan [3] para sistemas no-adiabáticos, entre otras, que consideran
estados puros.1

También se tiene el caso de estados mixtos, donde el primer acercamiento puede ser enten-
dido como la mezcla estad́ıstica de las fases de los estados puros que componen el estado

1Una lista más completa de Fases Geométricas en Estados Puros se puede encontrar en [4].
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

mixto, como lo define Sjöqvist en [5], o la generalización de la fase de Berry para estados
mixtos, la fase de Uhlmann [6].
La importancia de las fases geométricas ha crecido en las últimas décadas en diferentes
áreas como Estado Sólido [7] con los llamados aislantes topológicos [8; 9], los cuales pueden
ser caracterizados mediante invariantes topológicos como el número de Chern o el ı́ndice
de curva cerrada (winding number), los cuales están relacionados con las fases geométri-
cas, como la curvatura de Berry con el número de Chern [7]. También se han presentado
propuestas para el desarrollo de computación cuántica basada en las fases geométricas,
conocida como Computación Cuántica Geométrica [10–14]. A su vez, se pueden encon-
trar diferentes aplicaciones en óptica [15–17], sistemas de fermiones [18; 19], en procesos
dinámicos [20] y en sistemas compuestos [21] donde se compara el entrelazamiento y la
fase.
Una de las fases geométricas para estados puros más importante, y la más utilizada, es la
fase de Berry, la cual fue una de las primeras en mostrar resultados al explicar, en la década
de los 70, el cambio de fase aislante-conductor que presenta el modelo Su–Schrieffer–Heeger
(SSH)[22], aśı como caracterizar el efecto Hall Cuántico [23]. A partir de este descubrimien-
to, la fase de Berry ha sido utilizada en los aislantes topológicos [14; 24–26], Transiciones
de Fase Cuánticas 2[27; 28], aśı como en óptica [29] y otros sistemas [30; 31].
Si bien la fase de Berry tiene una gran importancia, está limitada a estados puros don-
de los factores externos como la temperatura no son considerados. Para estudiar la fase
geométrica de un estado mixto, donde se consideran más factores, la situación se complica,
ya que el estado no está representado por un vector complejo como en el caso puro, sino
que ahora se tiene una matriz, la matriz de densidad, la cual se debe evolucionar para en-
contrar de alguna manera la fase acumulada durante el ciclo. Como primer acercamiento
a dicha generalización se puede pensar en la Fase de Sjöqvist, mencionada anteriormente,
la cual ha sido obtenida en diferentes sistemas mixtos [32; 33], y ha sido propuesta en [34]
como un posible parámetro de orden topológico para temperatura finita. Dada la natura-
leza interferométrica de esta fase, ha sido posible su medición experimental en diferentes
ocasiones [35; 36].
Por otro lado, una generalización más matemática de la fase geométrica de un estado mix-
to ocurre al purificar dicho estado y obtener la fase de Berry del estado puro resultante,
tal como lo propuso Armin Uhlmann en [6], desarrollando lo que hoy se conoce como fase
de Uhlmann. Una de las aplicaciones de la fase de Uhlmann [17; 19–21; 37], y de especial
interés en el presente trabajo, son las transiciones de fase en sistemas mixtos encontradas
por primera vez por Viyuela et al. [38], donde los autores muestran la relación entre la
fase de Uhlmann y un invariante topológico que denominan como número de Uhlmann,
caracterizando aśı las fases topológicas de un sistema mixto, por ejemplo, un sistema de
fermiones bidimensional a temperatura finita [18]. A ráız de este resultado se han realizado
una gran cantidad de estudios sobre diferentes sistemas con el objetivo de buscar transi-
ciones de fase y su relación con otros parámetros como el entrelazamiento [21], el calor
espećıfico [39] y el winding number [40; 41].
Comparaciones entre la fase de Sjöqvist y la fase de Uhlmann ya ha sido hecha en [21; 42],
donde los autores en ambos casos describen que el comportamiento de una no se ve refle-

2No debe confundirse con las transiciones de fase topológicas presentes en los aislantes topológicos.
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jado en la otra.
El otro concepto a tratar en el presente trabajo es la métrica del espacio de Hilbert, re-
cordando que la métrica de un espacio es la distancia infinitesimal entre dos elementos del
espacio, que en este caso son los estados cuánticos. Por tanto, la métrica permite describir
el comportamiento geométrico local de un espacio alrededor de un punto. Dependiendo
de la definición de distancia utilizada se tiene una métrica diferente, siendo la métrica de
Fubini-Study (FS)[43; 44] la más utilizada en el caso de estados puros, y su generalización
a estados mixtos, la métrica de Bures [45]. Dentro de las aplicaciones de estas métricas se
tiene el análisis en Información Cuántica [46–50]. Otra aplicación de la métrica de FS es su
relación con las Transiciones de Fase Cuánticas (QPT, por sus siglas en inglés) propuesta
por Zanardi et al. [51] en un sistema de fermiones. Por otro lado, en [52] se puede encontrar
que en el sistema de fermiones casi libres acoplado mediante el modelo de Ising en contac-
to con un reservorio a temperatura T , estados mixtos, la métrica de Bures caracteriza las
QPT’s del sistema.

1.1.1. Hipótesis y Objetivos

Se considera el art́ıculo de Morachis et. al. [40], donde se estudian los sistemas de

esṕın en un campo magnético B, con Hamiltoniano dado como Ĥ = Bn̂ · S⃗, donde
S⃗ = (Ŝx, Ŝy, Ŝz) es el vector de matrices de esṕın-s y n̂ = (cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ)
la dirección del campo. Dicho sistema se encuentra en contacto con un reservorio a tem-
peratura T , por lo que el estado mixto está dado como ρ =

∑
n exp[−βEn] |n⟩ ⟨n| /Z, con

Z =
∑

m exp[−βEm] la función de partición, β = 1/kBT , En la enerǵıa y |n⟩ el eigenvector
del n-ésimo eigenestado.
Con este sistema, los autores encontraron que la fase de Uhlmann está dada por

ΦU = arg [U2j(z)] (1.1)

con Un(x) el n-ésimo polinomio de Chebyshev de segundo tipo y z = cosh(βBℏ/2) cos(πC(θ))−
i sinh(βBℏ/2) sin(πC(θ)) cos θ/C(θ) donde C(θ) =

√
1− sin2 θ tanh2(βBℏ/2).

Para el caso θ = π/2, z será una función real, por lo que la fase tendrá solo dos valores, 0
o π dependiendo de si z > 0 o z < 0, respectivamente, por lo que los ceros del polinomio
de Chebyshev, dependientes de βB, definirán transiciones de fase 0(π)→ π(0). Dado que
el n-ésimo polinomio tiene n ceros, el sistema de esṕın-j tendrá 2j temperaturas cŕıticas
Tc donde ocurren transiciones de fase.
En el presente trabajo se pretende plantear una asociación entre la métrica de Bures y
la fase de Uhlmann en los sistemas de tres niveles, partiendo de las transiciones de fase
encontradas para el esṕın con s = 1 [40]. Dicha proposición fue ligeramente tratada por
Uhlmann en [53], donde también establece a la métrica de Bures como una generalización
de la probabilidad de transición entre dos estados mixtos. Dicha relación resulta intere-
sante, ya que la fase de Berry y la métrica de Fubini-Study han sido relacionadas [54],
teniendo este resultado importantes aplicaciones en QPT.
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Hipótesis

Teniendo en cuenta el sistema de esṕın con s = 1, se tienen dos temperaturas cŕıticas
donde existen dos transiciones de fase,

se propone que rompiendo la simetŕıa SU(2) del sistema de esṕın-1, la transición
de fase se modificará teniendo un número diferente de temperaturas cŕıticas. Para
hacer esto, se tomará el caso de un sistema de tres niveles en SU(3) para un campo
longitudinalmente anisótropo.

Por otro lado, ya que la métrica es otra herramienta utilizada para estudiar la geometŕıa
del espacio, y tomando en cuenta los resultados sabidos sobre la fase de Berry y la métrica
de F-S

se tiene como segunda hipótesis que la métrica deberá mostrar algún comportamiento
caracteŕıstico en el punto donde la fase de Uhlmann tiene la transición de fase.

Objetivo General

Con el objetivo de verificar la veracidad de las hipótesis, en el presente trabajo se
pretende estudiar las fases geométricas para los sistemas de esṕın-1 en un campo magnético
y un sistema planteado cuyo Hamiltoniano pertenezca a SU(3) pero que rompa la simetŕıa
SU(2), ambos con una evolución adiabática. A su vez, y para estudiar la segunda hipótesis,
se obtendrán las métricas para estados puros y estados mixtos para ambos sistemas.

Objetivos Espećıficos

Para cumplir los objetivos principales del trabajo se cumplirán los siguientes objetivos
espećıficos para el sistema de esṕın s = 1

Se obtendrá la Visualización Geométrica de los estados puros y térmicos.

Se calculará la métrica de Fubini-Study para los estados puros y la métrica de Bures
para los estados térmicos.

Se calcularán la fase de Berry para estados puros y la fase de Uhlmann para estados.
mixtos. Se obtendrá la fase de Sjöqvist como un primer acercamiento a la fase de
estados mixtos.

Para el sistema propuesto antes mencionado, el cual consiste en un esṕın en un campo
magnético anisótropo [55] descrito por un Hamiltoniano con un elemento cuadrupolar Ŝ2

z :

Por la complejidad de las expresiones encontradas, se considerará una simplificación
en el Hamiltoniano que permitirá llegar a expresiones anaĺıticas de la fase de Berry,
fase Sjöqvist, fase de Uhlmann y las métricas de Fubini-Study y Bures.

Sin considerar la simplificación mencionada, las fases y métricas se calcularán de
manera numérica.
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1.2. Estructura de la Tesis

El presente trabajo se encuentra se divide en siete caṕıtulos y tres apéndices, donde en
el segundo caṕıtulo se tiene una recompilación de conceptos básicos de mecánica cuántica
relacionados con el espacio de Hilbert, los espacios proyectivos y el espacio de parámetros
de sistemas cuánticos. El tercer caṕıtulo describe de manera breve el concepto de distancia
entre dos estados cuánticos (estados puros o mixtos), con lo que se explican las métricas
de Fubini-Study (FS) y de Bures. De manera similar, en el cuarto caṕıtulo, se hace lo
propio con las fases geométricas de Berry, de Sjöqvist y de Uhlmann. En el caṕıtulo cinco
se trabaja en el sistema de esṕın-1 donde se replican los resultados conocidos de la fase
de Berry y la fase de Uhlmann, y se calculan las métricas y la fase de Sjöqvist. La fase de
Uhlmann es obtenida mediante los valores esperados de la base de matrices cuadrupolares
del esṕın-1. Para el sexto caṕıtulo se desarrolla todo lo que respecta al sistema modificado
propuesto para romper la simetŕıa SU(2), las fases, métricas y visualización geométrica.
Por último, en el séptimo caṕıtulo se discuten los resultados de manera global para verificar
las hipótesis propuestas y cuál es la ruta a seguir para mejorar el entendimiento de las
fases geométricas y sus posibles aplicaciones.
El primer apéndice propuesto describe la fase de Uhlmann en una forma integral, mientras
que el segundo consiste en expresar a partir de [40] la fase de Uhlmann de un esṕın-s
en términos de valores esperados de la base de matrices de esṕın-s. El último apéndice
presenta las expresiones completas de algunos elementos de la métrica de Bures y fase de
Uhlmann del sistema cuadrupolar con dirección polar del campo magnético θ = π/2.



Caṕıtulo 2

Conceptos Básicos

El objetivo de cualquier teoŕıa f́ısica, incluyendo la mecánica cuántica, es establecer
axiomas o postulados que permiten hacer una descripción matemática de un proceso f́ısico.
Por ejemplo, si se considera una part́ıcula en mecánica newtoniana, entonces se elige el
espacio vectorial real, llamado espacio euclidiano, para representar el espacio real, en donde
la part́ıcula se mueve, y a cada punto en este espacio se le asigna un vector respecto a un
origen previamente definido. De esta forma, la part́ıcula puede ser descrita moviéndose en el
espacio real como un mapeo en el espacio euclidiano, en donde cada posición corresponderá
a un vector, y, por tanto, se puede describir su trayectoria. A partir de esto, se define la
distancia, la velocidad y demás observables clásicos.
En este caṕıtulo se dará un breve resumen sobre las bases del formalismo matemático
necesarias para el desarrollo de esta tesis, tales como la definición y propiedades del espacio
matemático donde se mapean los estados cuánticos, qué es un estado cuántico y qué
tipos existen. También se estudia cuáles son las observables cuánticas y su representación
matemática, aśı como la representación gráfica del espacio de estados cuánticos.

2.1. Espacio de Hilbert

De mecánica clásica se sabe que los sistemas f́ısicos pueden ser representados mediante
un Hamiltoniano Ĥ, a partir del cual se puede obtener la descripción del sistema me-
diante las ecuaciones de Hamilton. Erwin Schrödinger en 1925 realizó la cuantización del
Hamiltoniano, definiendo aśı la ecuación

iℏ
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = Ĥ |ψ(t)⟩ , (2.1)

conocida como la Ecuación de Schrödinger, en donde |ψ⟩ es un vector complejo que repre-
senta el estado del sistema y como tal contiene la distribución probabiĺıstica de los posibles
resultados de mediciones realizadas sobre el sistema. En otras palabras, |ψ⟩ representa un
estado cuántico, el cual, usando notación de Dirac, es llamado ket. Dado que un ket repre-
senta un estado, contiene su distribución de probabilidad, y, por lo tanto, su norma debe
ser unitaria.
Para obtener un estado normalizado se define el producto interno entre vectores, llamado

6
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braket, como ⟨ϕ| |ψ⟩ = ⟨ϕ|ψ⟩ = z con z ∈ C, donde ⟨ψ|, llamado bra, es el transpuesto
conjugado del ket, ⟨ψ| = [(|ψ⟩)∗]T , con T la transpuesta del vector, donde la normalización
está dada por ||ψ||2 = ⟨ψ|ψ⟩ = 1. Ambos elementos se representan, usando notación de
Dirac, como

|ψ⟩ =


a0
a1
...
an

 ; ⟨ψ| =
(
a∗0 a∗1 . . . a∗n

)
, (2.2)

con an ∈ C.
Con esto, el espacio matemático en donde un sistema cuántico es mapeado debe ser tal
que sus elementos sean los vectores complejos |ψ⟩, con un espacio dual con elementos ⟨ψ|,
en el que esté definida la operación de producto interno

⟨ϕ|ψ⟩ : H×H→ C, (2.3)

conocido como Espacio de Hilbert, representado como H, del cual se puede definir un
subespacio S(H) = {|ψ⟩ | ⟨ψ|ψ⟩ = 1} de kets normalizados.
Como cada elemento del espacio de Hilbert es un vector complejo y el producto interno
entre dos kets es un número complejo. La interpretación f́ısica directa que estos tienen es
mediante el módulo cuadrado del braket, obteniendo un valor real que como tal representa
una probabilidad en el caso normalizado. De esto, se tiene que, desde un punto de vista
f́ısico, |ψ⟩ ∼ |ϕ⟩ cuando |ψ⟩ = c |ϕ⟩ con c ∈ C. Se define, por tanto, un subespacio de H
que no considere dichas equivalencias,

P(H) = H/ ∼, (2.4)

el cual es un subespacio también de S(H) y es conocido como espacio proyectivo de H o
espacio fase. Es importante aclarar que cuando se tiene el caso normalizado, | ⟨Φ|Φ⟩ |2 =
|c|2 = 1, entonces c = eiϕ con ϕ una fase. Se puede, por tanto, definir una proyección
canónica del espacio de Hilbert al espacio proyectivo dada como

Π : H→ P(H), (2.5)

que representa al conjunto de vectores complejos equivalentes [ψ] en H, que son represen-
tados por un solo vector |ψ⟩ en P(H). Śı se considera la operación inversa Π−1, entonces
se está refiriendo a un objeto matemático conocido como haz fibrado (fibre bundle).
Para el caso espećıfico de |ψ⟩’s normalizados se define una función

π : S(H)→ P(H) (2.6)

tal que mapea un conjunto de estados en S(H) a un punto en P(H), tales que cumplen
con las caracteŕısticas de un haz fibrado [56], dados como

π−1([ψ]) =

{
eiϕ |ψ⟩
⟨ψ|ψ⟩

∈ S(H)

}
, (2.7)



CAPÍTULO 2. CONCEPTOS BÁSICOS 8

donde se tiene que eiϕ es un elemento del grupo U(1) de Lie y, por tanto, la construcción
es un haz U(1)-fibrado (U(1)-bundle)1.
Por otro lado, para comprender mejor el significado de un ket se consideran los eigenket’s
de un Hamiltoniano

Ĥ |n⟩ = En |n⟩ , (2.8)

donde En son los eigenvalores deH. Cada eigenket representa un estado normal del sistema,
los cuales son ortonormales y los d eigenket’s forman una base de H, por lo que cada estado
|ψ⟩ puede ser representado como un desarrollo lineal de los “estados naturales” del sistema,

|ψ⟩ = a0 |0⟩+ . . .+ ad |d⟩ (2.9)

con an ∈ C y |n⟩, con n = 0, ..., d, los d eigenkets de H.
Como se mencionó anteriormente, |ψ⟩ representa una distribución probabiĺıstica, por lo
que al proyectar el estado sobre un eigenestado, ⟨n|ψ⟩ = an, entonces dicha interpretación
se vuelve más clara, ya que an es la amplitud del estado |ψ⟩ en la dirección |n⟩, donde el
módulo cuadrado pan = |an|2 = || ⟨n|ψ⟩ ||2 es la probabilidad de que el sistema esté en el
estado |n⟩. Por tanto, la normalización de un estado cualquiera, |ψ⟩, puede ser representada
como

||ψ||2 = ⟨ψ|ψ⟩ = |a0|2 + |a1|2 + . . .+ |ad−1|2 = 1. (2.10)

Otro concepto, útil para las siguientes secciones, es el producto externo |ψ⟩ ⟨ϕ|, el cual se
define como

|ψ⟩ ⟨ϕ| =


a0
a1
...
an

(b∗0 b∗1 . . . b∗n
)
=


a0b

∗
0 a0b

∗
1 . . . a0b

∗
n

a1b
∗
0

. . .
...

. . .

anb
∗
0 anb

∗
n

 , (2.11)

con el que se puede definir un proyector P̂ = |ϕ⟩ ⟨ϕ|, el cual actúa sobre un estado ψ como
P |ψ⟩ = c |ϕ⟩, con c = ⟨ϕ|ψ⟩, proyectando el estado |ψ⟩ al estado |ϕ⟩.

2.2. Operadores Lineales

Como se vio, un proyector modifica el estado original y puede ser representado mediante
el producto externo de ket’s. Tal como los proyectores, se pueden definir otros operadores
que modifican los estados, transformándolos en otros estados, representando una medición,
o cualquier operación deseada.
Usando el producto externo ya definido y una base {|n⟩} del espacio de Hilbert de dimen-
sión d, se definen los operadores como una combinación lineal de productos externos de
kets que forman una base en H,

Ô =
∑
nm

onm |n⟩ ⟨m| , (2.12)

1Para una mayor claridad sobre estas consideraciones se puede consultar [56; 57], donde se desarrolla
la mecánica cuántica desde un punto de vista geométrico.
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de tal forma que su acción sobre un estado cualquiera |ψ⟩ es Ô |ψ⟩ =
∑

nm onm |n⟩ ⟨m|ψ⟩,
esto es, el operador genera otro estado dado por la combinación lineal de estados donde los
coeficientes del desarrollo son los elementos del operador por la proyección en cada dirección
de la base. Esta forma de definir los operadores es útil para visualizar geométricamente la
acción de un operador.
El primer operador que se puede definir es la identidad de dimensión d× d, o relación de
completez, dada como

Id =
d−1∑
n=0

|n⟩ ⟨n| , (2.13)

recordando que |n⟩ es una base del espacio H sobre el que actúa I.
A partir de la relación de completez, se encuentran los valores de los elementos del desa-
rrollo de los operadores,

Ô = IdÔId =
d∑
i

|i⟩ ⟨i| Ô
d∑
j

|j⟩ ⟨j| =
d∑
i,j

|i⟩ ⟨i| Ô |j⟩ ⟨j| =
d∑
ij

oij |i⟩ ⟨j| (2.14)

donde oij = ⟨i|Ô|j⟩ son los elementos de matriz del operador. Como tal, los operadores son
mapeos lineales que actúan sobre el espacio de Hilbert. También se pueden definir aquellos
operadores que actúan sobre el espacio dual como los operadores adjuntos denotados por
Ô†.2

Como el operador puede representarse por una matriz, se define la traza de un operador
como la suma de los elementos de la diagonal de dicha matriz, como

Tr[Â] =
∑
n

⟨n|Â|n⟩ , (2.15)

de la cual se puede definir el producto interno de Hilbert-Schmidt, el cual permite definir
la ortogonalidad entre dos operadores como,

Â · B̂ = Tr[Â†B̂]; (2.16)

que, si son ortogonales, entonces
Â · B̂ = 0.

Con esto, la norma de un operador es

Â · Â = N. (2.17)

Con la definición de la ortonormalidad se tiene que una base de operadores {Q̂} del espacio
de Hilbert de dimensión d cumple con que

Q̂i · Q̂j = δijN y
d2∑
i=1

Q̂iQ̂i = I, (2.18)

2Por sencillez, de ahora en adelante los operadores se denotaran con letras del alfabeto latino, a menos
que se especifique lo contrario.
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donde Q̂i son los elementos de la base con norma N . Con dicha base se obtiene la descom-
posición de cualquier operador Â dada por

Â =
d2∑
i=1

(Q̂i · Â)Q̂i =
d2∑
i=1

Tr[Q̂†
i Â]Q̂i. (2.19)

Dentro de los operadores lineales (ecuación (2.14)), se tienen aquellos que pueden diago-
nalizarse (operadores normales), por lo que tienen un desarrollo en una base del espacio
de Hilbert dada por

R̂ =
∑
n

rn |rn⟩ ⟨rn| , (2.20)

la cual es conocida como desarrollo espectral, en donde rn son los eigenvalores de R̂ y |rn⟩
los eigenvectores correspondientes. La ecuación de eigenvalores correspondiente es

R̂ |rn⟩ = r |rn⟩ . (2.21)

Para definir una observable3, se postula que el operador debe cumplir con una ecuación de
eigenvalores los cuales serán los valores esperados de la observable. Por lo tanto, R̂ debe ser
un operador normal. Dado que los eigenvalores de una observable se interpretaran como
un posible resultado en una medición, estos deberán ser reales. De esto, se llega a que el
operador transpuesto conjugado no cambia, i.e

R̂† = R̂. (2.22)

Dichos operadores se conocen como operadores hermitianos.
Dentro de los operadores hermitianos se encuentran los:

Operadores Positivos:
⟨ψ| R̂ |ψ⟩ ≥ 0 o rn ≥ 0; (2.23)

Operadores Proyectivos: Se definen como aquellos operadores hermitianos positivos
que es idempotente, esto es,

P̂ 2 = P̂ . (2.24)

con eigenvalores en el rango
pi ∈ {0, 1}. (2.25)

Existe también otro tipo de operadores normales que no son hermitianos, y, por tanto, no
representan observables, los cuales resultan de suma importancia tanto para el desarrollo
de la mecánica cuántica, como para los conceptos usados en la presente tesis. Dichos
operadores son conocidos como operadores unitarios, y deben su nombre a que cumplen
con,

Û † = Û−1, (2.26)

3Operador, el cual puede ser medido experimentalmente.
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por lo que Û Û † = I, que pueden ser expresados mediante una descomposición espectral
dada por

Û =
∑
i

eiϕ |i⟩ ⟨i| , (2.27)

donde se tiene que los eigenvalores de este operador son fases complejas. Este tipo de
operadores es de suma importancia porque definirá una transformación unitaria R̂′ |ψ′⟩ =
ÛR̂Û †(Û |ψ⟩) = λÛ |ψ⟩ de los operadores

Â′ = ÛÂÛ−1, (2.28)

o del vector complejo
|ψ′⟩ = Û |ψ⟩ . (2.29)

Si Ûp = exp(iĤt/ℏ), conH el Hamiltoniano del sistema, entonces Û representa la evolución
dinámica del sistema. Si este es el caso, Up se conoce como propagador. Existen otro tipo
de operadores unitarios, incluyendo aquellos que representan la fase del estado, que son de
especial interés en la presente tesis.
Entonces, cada estado cuántico está representado por un vector complejo que f́ısicamente
representa una distribución de probabilidad sobre los eigenestados del sistema, como se ve
en ecuación (2.9). De esto, el hecho de medir una observable R representará asignarle un
peso probabiĺıstico a la acción de R̂ en cada dirección de sus eigenestados y sumarlos,

⟨ψ|R̂|ψ⟩ =
∑
n

⟨ψ|rn |n⟩ ⟨n| |ψ⟩ =
∑
n

rn| ⟨n|ψ⟩ |2

con rn y |n⟩ los eigenvalores y eigenkets de R, pero | ⟨n|ψ⟩ |2 es la probabilidad de que el
estado |ψ⟩ esté en el estado |n⟩, por lo que ⟨ψ|R̂|ψ⟩ = ⟨R̂⟩ es un valor esperado.
De lo anterior se tiene que, como se mencionó anteriormente, f́ısicamente el término de
fase parece irrelevante, ya que ⟨ψ|e−iϕR̂eiϕ|ψ⟩ = ⟨ψ|R̂|ψ⟩.

2.3. Estados Cuánticos

Hasta ahora se ha considerado que los estados cuánticos están representados por vec-
tores complejos normalizados del subespacio S(H), de la forma (2.9). Sin embargo, en
general un estado cuántico puede ser una mezcla de estados {|ψn⟩}, no necesariamente
eigenvectores del Hamiltoniano del sistema estudiado.
Por tanto, para generalizar el concepto de estado cuántico, pasando de representarlo como
un vector complejo a un operador de estado ρ̂, o matriz de densidad, con desarrollo,

ρ̂ =
∑
n

λn |ϕn⟩ ⟨ϕn| (2.30)

donde λn es el peso estad́ıstico del estado |ϕn⟩ en ρ̂, los cuales deben tener las siguientes
caracteŕısticas para representar una distribución de probabilidad:

Tr[ρ̂] = 1, que implica
∑

n λn = 1
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ρ̂ = ρ̂†, por lo que pn ∈ ℜ

⟨ψ|ρ̂|ψ⟩ ≥ 0, o lo que es lo mismo, pn > 0

con |ψ⟩ un ket cualquiera.
Si se tiene ρ̂, entonces la evolución de un operador de estado puede ser escrita mediante
la representación de Heisenberg,

ρ̂(t) = Û(t, t0)ρ̂(t0)Û
−1(t, t0) (2.31)

donde U(t, t0) es el operador de evolución temporal. En esta representación se obtiene la
ecuación de Von-Neumann

iℏ ˙̂ρ = [Ĥ, ρ̂(t)]. (2.32)

Si conocemos la evolución temporal del sistema, esto es, se tiene ρ̂(t), entonces la descrip-
ción del sistema está completa.

2.3.1. Estados Puros

Los estados puros son aquellos estados cuánticos que son representados por un ket
normalizado, |ψ⟩ ∈ S(H), o en su defecto por una función de onda ψ. Si un sistema está
descrito por el Hamiltoniano H, entonces sus eigenestados están dados por la ecuación de
Schrödinger

Ĥ |n⟩ = En |n⟩ , (2.33)

con En las enerǵıas del sistema y |n⟩ los eigenvectores, los cuales están orto-normalizados,
⟨m|n⟩ = δmn. El conjunto de eigenvectores forma una base del espacio de Hilbert nor-
malizado S(H), por lo que, cualquier estado puro |ψ⟩ puede ser desarrollado como una
combinación lineal del conjunto de eigenvectores de Ĥ, siendo |ψ⟩ una distribución de
probabilidad sobre los eigenestados del sistema.
De la generalización de la definición de estado se tiene que un estado puro puede ser
representado como

ρ̂P = |ψ⟩ ⟨ψ| (2.34)

la cual cumple con que:

ρ̂P es un operador positivo (y, por lo tanto, hermitiano).

ρ̂P está normalizado, Tr[ρ̂] = ⟨ψ|ψ⟩ = 1.

Al ser puro, ρ̂P es idempotente, esto es, ρ̂2 = ρ̂. Esto es equivalente a decir que
Tr[ρ̂2] = 1.

En el formalismo de la matriz de densidad de un estado puro, si se desea medir el valor
esperado de una observable R en el estado |ψ⟩ se tiene que,

⟨R̂⟩ = Tr[ρ̂P R̂] = Tr[|ψ⟩ ⟨ψ| R̂] = ⟨ψ| R̂ |ψ⟩ . (2.35)
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2.3.2. Estados Mixtos

Los estados mixtos son todos aquellos estados que pueden ser descompuestos en una
mezcla estad́ıstica de estados puros, esto es,

ρ̂ =
∑
n

λn |ϕn⟩ ⟨ϕn| =
∑
n

λnρ̂n, (2.36)

donde ρ̂n = |ϕn⟩ ⟨ϕn|. Cada λn es la probabilidad de que el estado esté en el estado puro
|ϕn⟩, mientras que la medición sobre una variable f́ısica R̂ estará dada por,

⟨R̂⟩ = Tr[ρ̂R̂] =
∑
n

λn ⟨ϕn|R̂|ϕn⟩ . (2.37)

En este caso, dado que pn < 1 se tiene que λ2n < λn, entonces

ρ̂2 ̸= ρ̂. (2.38)

con Tr(ρ̂2) < 1. Con esto, se puede medir el nivel de mezclado mediante el número de
Schmidt, nS = 1/Tr(ρ̂2).

Estados Térmicos

La mayor parte de los sistemas cuánticos son representados por estados mixtos, donde
uno de los más relevantes son los llamados Estados Térmicos, donde se considera que el
sistema f́ısico se encuentra en un ambiente a una cierta temperatura T , . Estos estados se
encuentran definidos mediante el formalismo del ensamble canónico, el cual considera que
el sistema está en contacto con un reservorio a temperatura T . Por tanto, cada estado del
sistema estará pesado por el factor de Boltzmann [58], dado como

pn(β) =
e−βEn

Z
(2.39)

donde β = 1/kBT con kB la constante de Boltzmann y Z =
∑

m e
−βEm la función de

partición, con En los eigenvalores del Hamiltoniano del sistema considerado, Ĥ. Con esto,
la matriz de densidad del sistema está dada por

ρ̂T =
∑
n

pn(β) |n⟩ ⟨n| , (2.40)

donde Tr[ρ̂] =
∑

i pn = 1 y pn es el peso estad́ıstico de |i⟩, los cuales resultan ser los

eigenvalores de ρ̂. Dado que [ρ̂, Ĥ] = 0, entonces |i⟩ son los eigenvectores de Ĥ.
Una vez obtenida la matriz de densidad se pueden calcular diferentes propiedades termo-
dinámicas como la enerǵıa promedio (⟨E⟩) y el calor espećıfico (CH)[58], dadas como

⟨E⟩ = Tr[Ĥρ̂T ] = −
∂ lnZ

∂β
=
∑
i

piEi; (2.41)

CH =
∂ ⟨E⟩
∂T

=
−1
kBT 2

∂ ⟨E⟩
∂β

=
1

kBT 2

(
⟨E2⟩ − ⟨E⟩2

)
, (2.42)

entre otras fuera del interés del presente trabajo.
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2.4. Visualización Geométrica de Estados Cuánticos.

Una vez definido el espacio de Hilbert como aquel al que pertenecen los estados cuánti-
cos, resulta interesante una visualización geométrica de cada estado y la acción de los ope-
radores. Si bien esto pareceŕıa algo trivial, en un sistema de d niveles, con d = 2, 3, 4, ...,
existen d2−1 direcciones independientes, por lo que la visualización geométrica deberá ser
de d2 − 1 dimensiones. Por esto, de manera directa solo sistemas de d = 0, 1, 2 pueden ser
representados de manera directa, donde el caso más conocido por ser un ejemplo didáctico
y por sus aplicaciones en varios campos, incluyendo computación cuántica, es con d = 2,
conocido como cúbit, donde la visualización corresponde a una esfera.
En esta sección se presenta el desarrollo de la visualización geométrica de un sistema de
dos niveles (cúbit), y se expone el modelo propuesto en [59] para sistemas de tres niveles
(cútrit).

Cúbit

Para un sistema de dos niveles, o cúbit, se tiene que cada estado puro puede ser
representado de forma general como

|ψ⟩ = a |0⟩+ b |1⟩ ,

utilizando la base canónica (o computacional) |0⟩ = (1, 0)T y |1⟩ = (0, 1)T , donde T denota
el transpuesto. Dado que los coeficientes del desarrollo deben cumplir con la condición de
normalización, |a|2+|b|2 = 1, la cual es la ecuación de un ćırculo con radio unitario, se tiene
que el estado de un cúbit se reescribe en función de los ángulos de coordenadas esféricas

|ψ⟩ = cos(θ/2) |0⟩+ sin(θ/2)eiφ |1⟩ , (2.43)

donde se agregó un tercer grado de libertad φ como la fase relativa del estado.
Con esto, a un estado puro del cúbit le corresponderá una coordenada (θ, φ), formando de
esta manera una esfera. Se considera θ/2 para que el estado |0⟩ esté en el polo norte y |1⟩
en el polo sur de la esfera. A dicha esfera se le conoce como esfera de Bloch (Ver la figura
2.1).
Considerando un operador R̂ que actúa sobre el espacio de Hilbert del cúbit, resulta útil
desarrollarlo en la base computacional de tal forma que

R̂ = R1 |0⟩ ⟨0|+R2 |0⟩ ⟨1|+R3 |1⟩ ⟨0|+R4 |1⟩ ⟨1| (2.44)

con R1, R2, R3, R4 ∈ C. Si lo que se busca es que R̂ sea un operador que represente un
estado, esto es, un operador de estado o matriz de densidad, entonces se debe cumplir que
R1+R4 = 1 con R1, R4 ∈ ℜ, y que R3 = r∗2, para cumplir con la hermeticidad de la matriz
de densidad. Por conveniencia se expresa R3 = qR + iqI y R2 = qR − iqI donde qR, qI ∈ ℜ
para de esta manera poder definir las llamadas matrices de Pauli como

σx =

(
0 1
1 0

)
; σx =

(
0 −i
i 0

)
; σz =

(
1 0
0 −1

)
.

las cuales, junto con la identidad, forman una base del espacio de SU(2) ya que cumplen
con
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Figura 2.1: Visualización geométrica de un sistema de dos niveles, mediante la esfera de
Bloch. Obtenida de [60]

Ser ortogonales
σiσj = δij, (2.45)

y satisfacen la relación de completez,

σ2
x = σ2

y = σ2
z = 1⇒ I2/4 +

d2−1∑
i

σ2
i /4 = I. (2.46)

Las matrices de Pauli no afectan la interpretación probabiĺıstica ni la hermiticidad de una
matriz de densidad, ya que

Tr[σx] = Tr[σy] = Tr[σz] = 0→: Traza nula

σx = σ†
x, σy = σ†

y y σz = σ†
z,

por lo que la matriz de densidad de un cúbit se puede escribir como

ρ̂ =
1

2
(I+ a⃗ · σ⃗) , (2.47)

donde a⃗ = (ax, ay, az) se le llama el vector de Bloch, con ai = Tr[σiρ] para i = x, y, z.
En esta representación se llega a que la matriz de densidad está dada por

ρ̂ =

(
ρ00 ρ01
ρ10 ρ11

)
=

1

2

(
1 + az ax − iay
ax + iay 1− az

)
,

con

ax = ρ10 + ρ01 = 2ℜ(ρ01); (2.48)

ay = i(ρ01 − ρ10) = 2ℑ(ρ10); (2.49)

az = ρ00 − ρ11. (2.50)

Si se supone un estado puro tal que Tr[ρ2] = 1, entonces

Tr[ρ̂2] =
1

2

(
1 + |⃗a|2

)
= 1 ⇒ |⃗a| = 1, (2.51)
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mientras que para un estado mixto

Tr[ρ̂2] =
1

2

(
1 + |⃗a|2

)
< 1 ⇒ |⃗a| < 1. (2.52)

Por lo tanto, los estados de un cúbit pueden ser representados por una esfera unitaria,
donde los estados puros representaran la superficie de dicha esfera, |⃗apuro| = 1, mientras
que los estados mixtos serán mapeados dentro de la esfera, |⃗amixto| < 1, de tal forma que
el centro de la esfera será el estado máximamente mezclado4.
Dado que cada estado será mapeado a algún punto de la esfera, la acción de cualquier
operador podrá ser representada como una rotación en θ y ϕ, y cualquier proceso de
mezclado estará dado por un cambio en la magnitud del vector de Bloch. Esto es una
gran ventaja en computación cuántica, ya que cualquier compuerta lógica en un algoritmo
podrá ser expresado en término de rotaciones.
La esfera de Bloch puede ser utilizada en sistemas compuestos de cúbits con las debidas
precauciones del valor de cada eje y cada punto de la esfera.

Cútrit

Si bien solo los sistemas de igual o menor dimensión que un cúbit pueden ser mapeados
directamente a una visualización geométrica, en la literatura se encuentran al menos dos
opciones para tener una visualización geométrica de un sistema de tres niveles (o cútrit)
[59; 61], el cual tiene 32−1 grados de libertad. La reducción de 8 direcciones a 3 representará
una pérdida de información, la cual dependerá del modelo usado.
En esta tesis se optó por trabajar con el modelo propuesto por Eltschka et al. en [59],
donde los autores realizan una proyección de los seis ejes que corresponden a los elementos
fuera de la diagonal de la matriz ρ del cútrit.
Para entender el proceso realizado por Eltschka, se debe obtener primero la versión del
vector de Bloch para el cútrit. Para esto se deberá definir ocho matrices tales que sean base
de SU(3) y que permitan un desarrollo cuyos coeficientes se relacionen con los elementos
de la matriz de densidad que cumplen con

∑
i ρii = 1 y ρij = ρ∗ji.

Siguiendo la idea del cúbit donde se utilizaron las matrices de Pauli las cuales son usadas
también como matrices de esṕın-1/2, Ŝi = ℏσi/2, se podŕıa pensar en una base con las
matrices de esṕın s = 1, {Ŝx, Ŝy, Ŝz}, donde las cinco matrices restantes para completar la

base de SU(3) correspondan a los elementos cuadrupolares Ŝ
(2)
α = ŜiŜj + ŜjŜi con i, j =

x, y, z, de los cuales solo cinco son independientes, ya que se cumple que Ŝ2
x+Ŝ

2
y+Ŝ

2
z = 2ℏ2.

Con esto, la matriz de densidad podŕıa ser escrita como5

ρ̂ = I + axŜx + ayŜy + azŜz +
∑
n

bnŜ
2
n +

∑
n̸=m

cnm{Ŝn, Ŝm}, (2.53)

donde an = Tr[ρ̂Ŝn]/ℏ, bn = Tr[ρ̂Ŝ2
n]/ℏ2 y cnm = Tr[ρ̂{Ŝn, Ŝm}]/ℏ2 con {·, ·} como el anti-

conmutador.
Si bien la base de esṕın-1 es usada con frecuencia, resulta útil definir la generalización de

4Esto porque el estado máximamente mezclado es ρ̂ = I/2, y, por tanto ax = ay = az = 0
5Eligiendo de manera arbitraŕıa los cinco términos cuadrupolares independientes.
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las matrices de Pauli, conocidas como matrices de Gell-Mann, las cuales forman una base
de SU(3), son hermitianas, linealmente independientes y tienen traza nula para que la
condición Tr[ρ̂] = 1 se cumple mediante la matriz identidad. Gell-Mann en 1962 [62] pro-
puso las matrices para un sistema de tres niveles, que posteriormente fueron generalizados
a n dimensiones, dadas como6

X1 =

√
3

2

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 ; Y1 =

√
3

2

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 ;

X2 =

√
3

2

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 ; Y2 =

√
3

2

0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 ;

X3 =

√
3

2

0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ; Y3 =

√
3

2

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 ;

Z1 =

√
3

2

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 ; Z2 =
1√
2

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 ,

las cuales cumplen con

λi · λj = 3δij; (2.54)(
I
3

)2

+
d2−1∑
i=1

λiλi
9

= I; (2.55)

Tr[λi] = 0; (2.56)

λ†i = λi (2.57)

donde, para ajustar notación, se definió λi = Xi para i = 1, 2, 3, λj = Yj−3 para j = 4, 5, 6
y λl = Zl−6 para l = 7, 8.
De esto, el desarrollo de operador de estado en un cútrit se escribe como

ρ̂ =
1

3

(
I3 +

3∑
j=i

xjXj +
3∑

k=1

ykYk +
2∑
l=1

zlZl

)
; (2.58)

donde los coeficientes están dados por xj = Tr(Xj ρ̂), yk = Tr(Ykρ̂) y zl = Tr(Zlρ̂). Los seis
coeficientes xj, yj, con j = 1, 2, 3, los dos de zl con l = 1, 2 representaran las coordenadas
en cada dirección de la visualización de ocho dimensiones.
Con dichos componentes se puede definir la métrica del espacio euclidiano mediante la nor-
ma de Hilbert-Schmidt ||ρ̂1−ρ̂2||2, la cual debe cumplir con algunas restricciones impuestas
por las propiedades de los sistemas de tres niveles[59], las cuales son:

SU(3) es un conjunto convexo7 con la topoloǵıa de una esfera maciza, por lo que el
modelo debeŕıa de tener dichas caracteŕısticas.

6Los coeficientes de cada matriz pueden variar dependiendo del interés del autor.
7Un conjunto convexo C es aquel donde si se toman dos elementos del conjunto ρ̂1 y ρ̂2, entonces

λρ̂1 + (1− λ)ρ̂2 ∈ C para cualquier λ ∈ [0, 1]
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Figura 2.2: Representación geométrica de un cútrit de acuerdo al modelo de Eltschka et al. [59]
donde se tiene que |+2⟩ = 1√

2
(|0⟩ + |1⟩), |+3⟩ = 1√

3
(|0⟩ + |1⟩ + |2⟩) y |+4⟩ = 1√

2
(|0⟩ + |2⟩). La

malla azul que se observa en la figura corresponde a los estados puros del sistema, donde los
vértices corresponden a los estados conformados por los vectores canónicos |0⟩, |1⟩ y |2⟩.

La geometŕıa de los estados (cuerpo de Bloch) no forman un politopo ni será suave.

Los estados puros formarán una superficie separada del estado máximamente mez-
clado 1

3
I3 a una distancia máxima de

√
2.

Los estados mezclados estarán dentro de la superficie formada por los estados puros.

Considerando dichas restricciones, Eltschka propone una proyección de las ocho componen-
tes a tres componentes, donde considera que las matrices Z1 y Z2 forman una subálgebra
de Cartan y los estados de la base canónica del espacio de Hilbert (|0⟩ , |1⟩ , |3⟩) están en
el plano Z1 − Z2. De esto, se propone la proyección

ω =

√√√√ 3∑
j=1

(x2j + y2j ), (2.59)

con lo que el vector tipo Bloch está dado por

b⃗ = (z1, z2, ω). (2.60)

En esta representación se tiene que:

El estado máximamente mezclado se encuentra en b⃗ = (0, 0, 0).

Para estados puros se tiene que

Tr[ρ̂2] =
1

3

(
1 + ω2 + z21 + z22

)
= 1, (2.61)

por lo que los estados puros están a una distancia de |⃗bp| =
√
2 del estado máxima-

mente mezclado.
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Figura 2.3: Esquema de la cadena lineal, o tŕımero, considerado para ejemplificar su represen-
tación geométrica.

Para estados mixtos se tiene que Tr[ρ̂2] < 1, entonces |⃗bm| < 1. Los estados mixtos
están dentro del cuerpo de Bloch formado por los estados puros.

La proyección que se hace en ω genera una pérdida de información en seis compo-
nentes de Xi y Yi, con i = 1, 2, 3, lo que se refleja en que existirán estados mapeados
al mismo punto que tendrán la diagonal y la pureza igual, pero diferentes valores
fuera de la diagonal. Dichos estados mapeados al mismo punto pertenecen a una
clase equivalente, formando un subespacio 5-dimensional que será cerrado bajo la
acción de operadores unitarios que conmuten con Z1 y Z2.

Tŕımero

Para ejemplificar los resultados que se obtienen con esta representación se supone
una cadena lineal de tres sitios (ver figura 2.3). En la aproximación de amarre fuerte se
consideran enlaces entre sitios dados por

t01 = t0 + s cos(φ)

t12 = t0 + s cos(φ− 2π/3)

t20 = [t0 + s cos(φ− 4π/3)] eiα,

donde eiα representa un flujo magnético [7]. De esto, el Hamiltoniano del sistema de tres
niveles se escribe como

Ĥ =

 0 t01 t∗20
t∗01 0 t12
t20 t∗12 0

 . (2.62)

Si se obtienen numéricamente los eigenvalores de Ĥ y se considera un valor fijo de α en
un ciclo 0 ≤ φ ≤ 2π, se llega a que la trayectoria de tres eigenestados forman un triángulo
con los vértices arqueados como se ve en figura 2.4(a). Dicha trayectoria estará contenida
en la malla de estados puros con su centro en el estado |+3⟩, definido con anterioridad.
Por otro lado, se tiene que si se hace el ciclo inverso, esto es, para un φ constante en un ciclo
de α se obtiene figura 2.4(c) donde dicha trayectoria es una ĺınea. Al analizar la trayectoria
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Figura 2.4: Representación geométrica de los tres eigenestados de un tŕımero. En a) se considera
un ciclo en φ para α = π, donde la enerǵıa para dicha evolución se grafica en b). En c) el ciclo
es sobre α para un φ = π, donde las enerǵıas evolucionan como se ve en d). En ambos caso el
color de la trayectoria sobre la malla corresponde al color de la enerǵıa, la ĺınea azul continúa
corresponde a la enerǵıa E0, el estado base, la amarilla discontinúa al primer estado excitado E1

y la verde discontinúa punteada al segundo estado excitado E3. Se consideró t0 = −1 y s = −0.4
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Figura 2.5: Representación geométrica de los estados térmicos del tŕıme-
ro en un ciclo de φ con α = π fija, para diferentes temperaturas T ∈
{0.1, 0.3, 0.6, 1.0, 1.5, 2.1, 2.8, 3.6, 4.5, 5.5, 6.6, 7.8, 9.1, 1.5}, comenzando con el ciclo cercano
al estado puro y terminando con la temperatura con ciclo cercano al estado máximamente
mezclado.

detenidamente se encontró que de 0 ≤ α < π la evolución va de izquierda a derecha y de
π ≤ α ≤ 2π los estados regresan de derecha a izquierda. Es importante enfatizar que,
debido a la pérdida de información por la proyección, aunque los puntos mapeados se
repiten dos veces, no corresponderán al mismo estado, únicamente a la misma pureza. El
estado base y el segundo estado excitado en figura 2.4(c) describen el mismo camino azul.
Ahora, considerando los estados térmicos del tŕımero,

ρ̂T =
e−βĤ

Tr[e−βĤ ]
(2.63)

se obtiene la figura 2.5, donde se ve que, para cualquier temperatura, la trayectoria en
un ciclo de φ para α = π mantiene su forma, pero conforme aumenta la temperatura
los estados se van “mezclando”, hasta que para temperaturas altas se llega al estado
máximamente mezclado, considerando ya el régimen clásico.



Caṕıtulo 3

De Distancias y Métricas

Hasta ahora se han descrito varios conceptos sobre mecánica cuántica que serán útiles
para el desarrollo de la presente tesis, uno de ellos es el espacio de Hilbert (H) al que
pertenecen los estados cuánticos. También se ha establecido cómo se pueden representar
tanto estados puros como estados mixtos mediante la matriz de densidad (ρ̂).
Entonces, como en cualquier otro espacio, se puede definir la distancia entre dos estados.
Esto, siempre queD(ρ1, ρ2), con ρ1 y ρ2 elementos del espacio, sea una función bien definida
que cumpla con

Ser real, D(ρ1, ρ2) ∈ ℜ, y positiva, D(ρ1, ρ2) ≥ 0.

D(ρ1, ρ1) = 0.

Ser simétrica, D(ρ1, ρ2) = D(ρ2, ρ1).

Con ρ3 otro estado cuántico, D cumple con la desigualdad del triángulo: D(ρ1, ρ3) ≤
D(ρ1, ρ2) +D(ρ2, ρ3),

entonces se dice que D(ρ1, ρ2) es una distancia del espacio considerado.
En el espacio de Hilbert H se pueden definir diferentes funciones que cumplen con la
definición de distancia, pero dentro de la literatura las más utilizadas son la distancia de
la Traza [63], dada como

DTr(ρ̂1, ρ̂2) :=
1

2
Tr|ρ̂1 − ρ̂2| =

1

2
Tr
[√

(ρ̂1 − ρ̂2)†(ρ̂1 − ρ̂2)
]
, (3.1)

con |Â| =
√
Â†Â, y la distancia de Hilbert-Schmidt [64]

DHS(ρ̂1, ρ̂2) :=
√

Tr[(ρ̂1 − ρ̂2)2]. (3.2)

Ambas distancias son usadas ampliamente, por ejemplo, en el campo de Información
Cuántica, donde se suelen usar para medir tanto Coherencia Cuántica como Discordia
Cuántica [63; 65]. Para realizar esto se usa la idea de minimizar la distancia entre un
estado ρ̂ con el que se trabaja y el estado ρ̂0 más cercano que no tiene la caracteŕıstica
pedida, en este caso cero coherencia, o discordia.

22
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3.1. Distancia en Estados Puros

Para los estados puros, ρ̂ = |ψ⟩ ⟨ψ|, las distancias antes mencionadas se reducen a

DTr(ϕ1, ϕ2) = 2
√
1− | ⟨ψ1|ψ2⟩ |, (3.3)

mientras que
DHS(ψ1, ψ2) =

√
2(1− | ⟨ψ1|ψ2⟩ |2). (3.4)

Si se considera que |ψ′
2⟩ = eiφ |ψ2⟩, con |ψ′

2⟩ y |ψ2⟩ f́ısicamente equivalentes, las distancias
DTr y DHS serán indiferentes a la fase φ. Aunque los estados sean f́ısicamente equivalentes,
matemáticamente representan dos puntos diferentes en el espacio de estados, como se puede
ver en la esfera de Bloch antes descrita. Para eliminar la ambigüedad creada por la fase,
se debe realizar una minimización para obtener la distancia entre los estados equivalentes
más cercanos. La función distancia que considera esto es la distancia de Fubini-Study
[43; 44], la cual está definida únicamente para estados puros en la representación de ket ’s
considerando las geodésicas de H, esto es

D2
FS(ψ1, e

iφψ2) := minφ||ψ1 − eiφψ2||2 = minφ ⟨ψ1 − eiφψ2|ψ1 − eiφψ2⟩ (3.5)

donde, desarrollando el braket se tiene que

minφ ⟨ψ1 − eiφψ2|ψ1 − eiφψ2⟩ = ⟨ψ1|ψ1⟩+⟨ψ2|ψ2⟩−2maxφℜ ⟨ψ1|eiφψ2⟩ = 2 (1− | ⟨ψ1|ψ2⟩ |) ,
(3.6)

donde se usó que | ⟨ψ1|eiφψ2⟩ | ≥ ℜ ⟨ψ1|eiφψ2⟩ para obtener el máximo. Con esto, la dis-
tancia de Fubini-Study es

DFS(ψ1, ψ2) =
√

2(1− | ⟨ψ1|ψ2⟩ |), (3.7)

la cual no es muy diferente a (3.3) y (3.4), pero asegura que la distancia medida es invariante
de norma.
Definida la distancia, se define la métrica de Fubini-Study. Considerando los alrededores de
un estado puro |ψ1⟩ = |ψ(x⃗)⟩, |ψ2⟩ = |ψ(x⃗+ dx⃗)⟩, donde x⃗ es el conjunto de parámetros de
los que depende la evolución del sistema. Expandiendo a segundo orden, usando notación
de Einstein sobre el número de parámetros, se llega a

⟨ψ(x⃗)|ψ(x⃗+ dx⃗)⟩ = 1 + ⟨ψ(x⃗)|∂iψ(x⃗)⟩ dxi +
1

2
⟨ψ(x⃗)|∂i∂jψ(x⃗)⟩ dxidxj. (3.8)

El módulo del braket está dado por

| ⟨ψ(x⃗)|ψ(x⃗+ dx⃗)⟩ | = 1 +
1

2
ℜ [−⟨∂iψ(x⃗)|∂jψ(x⃗)⟩+ ⟨∂iψ(x⃗)|ψ(x⃗)⟩ ⟨ψ(x⃗)|∂jψ(x⃗)⟩] dxidxj,

(3.9)
donde se usó que ℜ ⟨ψ|∂i∂jψ⟩ = −ℜ⟨∂iψ|∂jψ⟩. Con esto, la métrica de Fubini-Study1 se
escribe como

ds2FS = gijdxidxj (3.10)

donde
gij = ℜ [⟨∂iψ|∂jψ⟩ − ⟨∂iψ|ψ⟩ ⟨ψ|∂jψ⟩] . (3.11)

1Se puede considerar una derivación alterna [66], sin considerar la distancia de F-S.

ds′2F−S = ||ψ(λ+ dλ)− ψ(λ)||2 = ⟨δψ|δψ⟩ = (γµν + iσµν)dλµdλν
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3.1.1. Métrica FS del Cúbit-Esṕın s=1/2

Un sistema de esṕın-1/2 en un campo magnético está descrito por el Hamiltoniano

Ĥ = Bℏn̂ · σ̂/2 (3.12)

donde n̂ = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) es la dirección del campo y σ⃗ = (σx, σy, σz) las
matrices de Pauli. Los eigenvalores del sistema son E± = ±Bℏ/2, con los correspondientes
eigenvectores

|+⟩ =
(

cos(θ/2)
sin(θ/2)eiϕ

)
; |−⟩ = −

(
sin(θ/2)

cos(θ/2)eiϕ

)
. (3.13)

De los eigenvectores se tiene que los parámetros de la métrica de FS son {θ, ϕ}, por lo que
los elementos de la métrica serán gϕ,ϕ, gθθ y gϕ,θ, respecto a ambos estados. De esto, los
elementos de la métrica están dados como

g
(+)
ϕϕ = g

(−)
ϕϕ =

sin2 θ

4
; g

(+)
θθ = g

(−)
θθ =

1

4
; g

(+)
θϕ = g

(−)
θϕ = 0, (3.14)

la cual se puede identificar como la métrica de una esfera de radio constante r = 1/2.

3.2. Distancia en Estados Mixtos

Como se vio anteriormente, existen diferentes maneras de obtener la distancia entre dos
estados mixtos, la distancia de H-S (ecuación (3.2)) y la distancia de la Traza (ecuación
(3.1)), pero aqúı se considerará la distancia de Bures que es una generalización de la
distancia de F-S para estados mixtos. Otra razón por la cual se considera esta distancia es
que su desarrollo está relacionado con la fase de Uhlmann, como se verá posteriormente.
La distancia de Bures considera un proceso de purificación y minimización de un estado
mixto ρ̂, propuesta por Uhlmann en [38].

Purificación de un Estado Mixto

Uhlmann consideró que un estado mixto pod́ıa ser “purificado” de tal forma que en un
espacio de mayor dimensión podŕıa ser tratado como un estado puro entrelazado. Sea ρ̂ la

donde ⟨∂µψ|∂νψ⟩ = γµν + iσµν . Debido a la antisimetŕıa que se tiene en la parte imaginaria, σµν = −σνµ,
ds′2F−S = γµνdλµdλν .
Esta definición de la métrica de F-S no es invariante de norma, por lo que al realizar un cambio de norma,
|ψ′⟩ = exp[iα(λ)] |ψ⟩, se obtiene

γ′µν = γµν − βµ∂να− βν∂µα+ ∂µα∂να

σ′
µν = σµν ,

donde βµ = i ⟨ψ(λ)|∂µψ(λ)⟩, que se conoce como conexión de Berry. Con esto, para hacer la métrica
invariante de norma,

ds′2F−S = gµνdλµdλν

con
gµν = γµν − βµβν .
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matriz de densidad de un estado en el espacio de Hilbert H de dimensión N , se define una
matriz w en un espacio Hw, la cual se expresa como w =

√
ρ̂Û , donde Û ∈ U(N) es una

matriz unitaria que representa la fase de w.
Usando la descomposición espectral de la matriz de densidad, ρ̂ =

∑
n pn |ψn⟩ ⟨ψn|, con pn

los eigenvalores y |ψn⟩ los eigenvectores de ρ̂, se tiene que la ráız2
√
ρ̂ está dada como√

ρ̂ =
∑
n

√
pn |ψn⟩ ⟨ψn| , (3.15)

por lo que,

w =
∑
n

√
pn |ψn⟩ ⟨ψn|U. (3.16)

Como ρ̂ es una matriz positiva semi-definida, w se puede considerar como la amplitud de
ρ̂ y Hw el correspondiente espacio de amplitudes, entonces

ρ̂ = ww† =

(∑
n

√
pn |ψn⟩ ⟨ψn|

)
Û Û †

(∑
m

√
pm |ψm⟩ ⟨ψm|

)
. (3.17)

Se define un isomorfismo entre los espacios Hw y H⊗H como

w =
∑
n

√
pn |ψn⟩ ⟨ψn| Û ←→ |w⟩ =

∑
n

√
pn |ψn⟩ ⊗ UT |ψn⟩ (3.18)

donde
√
pn |ψn⟩ y ÛT |ψn⟩ representan diferentes estados en H, con ÛT la transpuesta de

Û . Al estado puro compuesto |w⟩ se conoce como el estado purificado de ρ̂ ya que cumple
con

ρ̂ = Tr2[|w⟩ ⟨w|], (3.19)

donde la traza se realiza sobre el segundo espacio.

Minimización de la Trayectoria

Dado que existe un conjunto de estados |w⟩ con diferentes Û que representarán al
mismo estado ρ̂, como se ve en ecuación (3.17), se busca obtener la distancia mı́nima entre

2En la descomposición espectral de un operador normal N̂ =
∑

n λn |n⟩ ⟨n|, con λn los eigenvalores y

|n⟩ los eigenvectores de N̂ , la matriz f(N̂), con f una función, está dada como [67]

f(N̂) =
∑
n

f(λn) |n⟩ ⟨n| .

Entonces, si f(ρ̂) =
√
ρ̂ se debe cumplir que

√
ρ̂
√
ρ̂ = ρ̂. Esto se cumple y se puede ver en la descomposición

espectral: √
ρ̂
√
ρ̂ =

∑
n

∑
m

√
pn
√
pm |ψn⟩ ⟨ψn|ψn⟩ ⟨ψn| =

∑
n

∑
m

√
pn
√
pm |ψn⟩ ⟨ψn| δn,m

=
∑
n

pn |ψn⟩ ⟨ψn| = ρ̂
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dos estados ρ̂1 y ρ̂2, desde el punto de vista del estado purificado.
En el espacio purificado, el producto interno de dos estados puros se puede escribir en
función de las amplitudes, ⟨w1|w2⟩ = Tr(w†

1w2), con lo que la distancia de Fubini-Study

||Â− B̂|| =
√
⟨Â− B̂, Â− B̂⟩, con ⟨·⟩ el producto interno, se puede escribir como

DF−S(w1, w2) = min||w1 − w2|| := min
√
⟨w1 − w2|w1 − w2⟩ = min

√
Tr[|w1 − w2|2],

(3.20)
que se conoce como la distancia de Bures. Desarrollando,

D2
B = min||w1 − w2||2 = min Tr[w1w

†
1 + w2w

†
2 − (w†

1w2 + w†
2w1)]

= Tr[w1w
†
1] + Tr[w2w

†
2]−max Tr[w†

1w2 + w†
2w1]

= Tr[w1w
†
1] + Tr[w2w

†
2]−max

{
Tr[w†

1w2] + Tr[(w†
1w1)

†]
}
, (3.21)

donde, para encontrar el máximo se recurre al hecho de que el módulo conjugado de un
número complejo es igual o mayor a la parte real de dicho número, Re[z] ≤ |z|. De esto,
el máximo se da cuando Re[z] = |z|, o, en términos de las amplitudes, cuando la matriz
w1w

†
2 es autoadjunta y positiva definida,

w†
1w2 = w†

2w1 > 0. (3.22)

Considerando la definición de w1,2, se puede expresar el máximo en función de la fase de

las amplitudes, Û1 y Û2,

maxw1,w2

∣∣Tr(w†
1w2)

∣∣ = maxÛ1,Û2

∣∣Tr(Û †
1

√
ρ̂1
√
ρ̂2U2

) ∣∣
= maxÛ1,Û2

Re
∣∣Tr(√ρ̂1

√
ρ̂2Û2Û

†
1

) ∣∣
= maxÛ

∣∣Tr(√ρ̂1
√
ρ̂2Û

) ∣∣ (3.23)

donde Û = Û2Û
†
1 . Usando la descomposición polar de una matriz Â = |Â|UA, con |Â| =√

ÂÂ† y UA la amplitud de Â, se tiene que, usando la desigualdad de Cauchy–Schwarz
|Tr[Â†B̂]| ≤ Tr(Â†Â)Tr(B̂†B̂),∣∣Tr(√ρ̂1

√
ρ̂2Û

) ∣∣ =
∣∣Tr(|√ρ̂1

√
ρ̂2|U12Û

) ∣∣ = ∣∣∣∣Tr(√|√ρ̂1
√
ρ̂2|
√
|
√
ρ̂1
√
ρ̂2|U12Û

)∣∣∣∣
≤

√
Tr(|

√
ρ̂1
√
ρ̂2|)Tr(Û †U †

12|
√
ρ̂1
√
ρ̂2|U12Û) = Tr(|

√
ρ̂1
√
ρ̂2|)

= Tr

√√
ρ̂1ρ̂2

√
ρ̂1, (3.24)

con lo que maxÛRe
[
Tr
(√

ρ̂1
√
ρ̂2U

)]
= Tr

√√
ρ̂1ρ̂2
√
ρ̂1.

De esto se llega a que la distancia de Bures se escribe como

DB(ρ̂1, ρ̂2) =
√

2− 2F(ρ̂1, ρ̂2) (3.25)

donde se define la fidelidad de Uhlmann como

F(ρ̂1, ρ̂2) = Tr

√√
ρ̂1ρ̂2

√
ρ̂2 (3.26)
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Para obtener la métrica de Bures se considera una distancia infinitesimal entre dos estados,
esto es, ρ̂1 = ρ̂ y ρ̂2 = ρ̂ + δρ̂, y se realiza una aproximación a segundo orden en δρ̂ de la
fidelidad, tal que √√

ρ̂(ρ̂+ δρ̂)
√
ρ̂ ≈ ρ̂+X(ρ̂, δρ̂) + Y (ρ̂, δρ̂, |δρ̂|2), (3.27)

donde X y Y son los elementos del desarrollo. Elevando al cuadrado se llega a√
ρ̂(ρ̂+ δρ̂)

√
ρ̂ = ρ̂2 Orden cero

+ρ̂X +Xρ̂ Orden uno

+ρ̂Y +XX + Y ρ̂ Orden dos

+Y Y, Orden tres

y, dejando únicamente los términos hasta segundo orden se obtiene el sistema de ecuaciones
matriciales √

ρ̂δρ̂
√
ρ̂ = ρ̂X +Xρ̂

0 = ρ̂Y +XX + Y ρ̂.

Si se toma ρ̂ en su base diagonal, ρ̂ =
∑

i pi |i⟩ ⟨i| con pi los eigenvalores y |i⟩ los eigen-
vectores de ρ̂, la primera ecuación matricial puede ser expresada mediante coeficientes
como

(ρ̂X)µν + (Xρ̂)µν = pµXµν +Xµνpν = p1/2µ δρµνp
1/2
ν

⇒ Xµν = δρµν
p
1/2
µ p

1/2
ν

pµ + pν
; (3.28)

con la traza de X dada por

Tr[X] =
∑
µ

Xµµ =
∑
µ

δρµµ
2

=
1

2
Tr[δρ̂] = 0 (3.29)

y, de la segunda ecuación matricial se obtiene el término Y ,

Yµν = −(X2)µν
1

pµ + pν
, (3.30)

con traza

Tr[Y ] =
∑
µ

−1
2pµ

(∑
σ

XµσXσµ

)
= −

∑
µσ

1

2pµ
|Xµσ|2

= −1

4

∑
µσ

|δρµσ|2

pµ + pσ
. (3.31)

Entonces, para ρ̂ diagonal, la distancia de Bures se escribe como

ds2(ρ̂) = 2− 2Tr[ρ̂+X + Y ] =
1

2

∑
n,m

| ⟨m|dρ̂|n⟩ |2

pm + pn
(3.32)
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Desarrollando el diferencial de ρ̂,

dρ̂ =
∑
k

[dpk |k⟩ ⟨k|+ pk |dk⟩ ⟨k|+ pk |k⟩ ⟨dk|] ,

con los elementos de matriz dados por

⟨m|dρ̂|n⟩ = dpn + (pn − pm) (⟨m|dn⟩) , (3.33)

donde se utilizó que ⟨i|j⟩ = δij ⇒ ⟨di|j⟩ = −⟨i|dj⟩.
Entonces, obteniendo el módulo cuadrado de ecuación (3.33) finalmente se llega a un
desarrollo espectral de la distancia de Bures dado por

ds2(ρ̂) =
1

4

∑
n

dp2n
pn

+
1

2

∑
n̸=m

(pn − pm)2

pn + pm
| ⟨n|dm⟩ |2. (3.34)

Si pn = pn(λ⃗) y |m⟩ = |m(σ⃗)⟩, donde λ⃗ = (λ1, λ2, ..., λT ) y σ⃗ = (σ1, σ2, ..., σJ) son los
parámetros de los que depende ρ 3, la métrica de Bures se escribe como

ds2(ρ̂) = gλ1λ1dλ
2
1 + ...+ gλTλT dλ

2
T + gσ1σ1dσ

2
1 + ...+ gσJσJdσ

2
J + T.C, (3.35)

donde las funciones gij forman los elementos del tensor métrico,

g =


gλ1λ1 gλ1λ2 ... gλ1σJ
gλ2λ1 gλ2λ3 ... gλ2σJ
...

. . .

gσJλ1 gσJλ2 ... gσJσJ


3.2.1. Desarrollo de la Métrica de Bures para Estados Térmicos

Hasta este punto se ha encontrado la expresión matemática de la métrica Bures para el
caso general, pero resulta interesante que para el caso térmico, la métrica de Bures puede
ser relacionado con una variable termodinámica como lo es el calor espećıfico CH , como se
ve en [52].
Para ello se considera la matriz de densidad de un estado térmico con el factor de Boltz-
mann pi = e−βEi/Z con Z = Tr[e−βH ] y β = 1/kBT , donde se supone que Ĥ es diagonal y
puede depender de varios parámetros pero no de la temperatura. Desarrollando únicamente
el diferencial respecto a β se tiene

dpn =
∂pn
∂β

dβ + ... =

(
−En

e−βEn

Z
+
e−βEn

Z

∑
m

Em
e−βEm

Z

)
dβ + ...

= −pn
(
En − ⟨E⟩β

)
dβ + ...

3Puede existir algún parámetro λi = σl, por lo que el elemento de dicho parámetro tendrá contribución
tanto del diferencial de pn como de los eigenkets.
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donde ⟨dE⟩β =
∑

j dEjpj es el promedio térmico. Al elevar al cuadrado dpn se llegará a una
expresión similar a la ecuación (3.35) donde, por el momento, solo es de interés el elemento
de la métrica gββ, que corresponde al diferencial dβ2. Entonces, el primer elemento de la
métrica se escribe como∑

n

dp2n
pn

=
∑
n

pn

(
En − ⟨E⟩β

)2
dβ2 + ... = Varβ(H)dβ2 + ... (3.36)

donde he considerado que la varianza de la enerǵıa es Var(E) =
∑

i pi(Ei − ⟨E⟩)2. Este
resultado es de suma importancia, ya que, de mecánica estad́ıstica [58], se sabe que

CH = kBβ
2Var(E),

entonces, el componente de la métrica de Bures respecto a la temperatura es proporcional
al calor espećıfico del sistema,

gββ =
1

4

CH
kBβ2

=
kBCH

4
T 2. (3.37)

Métrica de Bures para los Estados Térmicos del Cúbit-Esṕın s=1/2

Considerando nuevamente el caso de esṕın-1/2 con la matriz de densidad de los estados
térmicos dada por

ρ̂ =
∑
n

pn |n⟩ ⟨n| , (3.38)

donde los eigenkets están dados como la ecuación (3.13) y pn = enβBℏ/2/Z con n = (+,−),
donde la función de partición es

Z = 2 cosh

(
βBℏ
2

)
.

De la ecuación (3.34) se puede ver que los elementos de la métrica que relacionan los
ángulos θ, ϕ con los parámetros β,B serán cero, ya que pn = pn(β,B) y |n⟩ = |n(θ, ϕ)⟩.
Calculando los elementos restantes se llega a

gββ =
B2ℏ2

16
sech2

(
βBℏ
2

)
; gBB =

β2ℏ2

16
sech2

(
βBℏ
2

)
; (3.39)

gβB =
βBℏ2

8
sech2

(
βBℏ
2

)
; gϕθ = 0 (3.40)

gϕϕ =
1

4
sin2 θ tanh2

(
βBℏ
2

)
; gθθ =

1

4
cos2 θ tanh2

(
βBℏ
2

)
(3.41)

Para verificar (3.37), el calor espećıfico del sistema es

CH =
kBβ

2B2ℏ2

4
sech2

(
βBℏ
2

)
, (3.42)
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por lo que

gββ =
CH

4kBβ2
, (3.43)

con lo que se logra expresar el elemento de la métrica respecto a β en función del calor
espećıfico, o en su lugar, de las fluctuaciones de enerǵıa. Este resultado será de gran
importancia al momento de relacionar la fase de Uhlmann y la métrica de Bures.



Caṕıtulo 4

Fases Geométricas

Las fases geométricas de sistemas cuánticos han tomado una gran relevancia en dife-
rentes campos de la f́ısica como lo es Estado Sólido, Computación Cuántica y Óptica, ya
que proveen importante información sobre el espacio de parámetros de un sistema, siendo
incluso relacionadas con invariantes topológicos [7; 38], caracterizando aśı lo que se conoce
como transiciones de fase topológicas. Es por esto que existe una gran cantidad de sistemas
a los que se les ha calculado dichas fases, tanto para estados puros como estados mixtos,
con el objetivo de encontrar aplicaciones y posibles relaciones con observables. Dentro de
estos sistemas se encuentra los sistemas de esṕın-n en un campo magnético B, a los cuales
se les ha encontrado 2n transiciones de fase al estudiar la fase geométrica de la evolución
adiabática del un sistema en contacto con un reservorio a temperatura T [40].
Sea Ĥ un Hamiltoniano dependiente del tiempo, entonces, un estado |ψ(t)⟩ cumple con la
ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo (ESDT)

iℏ
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = Ĥ |ψ(t)⟩ , (4.1)

del que se puede obtener la matriz de densidad ρ̂(t) = |ψ(t)⟩ ⟨ψ(t)|, la cual cumplirá la
ecuación de von Neumann

iℏ
d

dt
ρ̂(t) = [H, ρ(t)]. (4.2)

Ahora, de la ecuación de von Neumann se tiene que la evolución del sistema será indiferente
a transformaciones del Hamiltoniano del tipo Ĥ ′ = Ĥ + a(t)I,

iℏ
d

dt
ρ̂′(t) = [Ĥ + a(t)I, ρ̂′(t)] = [Ĥ, ρ̂′(t)]

con ρ̂′(t) = |ψ′(t)⟩ ⟨ψ′(t)|, donde |ψ′(t)⟩ es un estado de H ′ que tendrá una solución general
de la forma

|ψ′(t)⟩ = exp

(
−i
ℏ

∫ t

0

a(τ)dτ

)
|ψ(t)⟩ , (4.3)

de donde se ve que |ψ⟩ y |ψ′⟩ son estados f́ısicamente equivalentes, únicamente con una
fase total de diferencia, dada como

ϕ′ = ϕ−
∫ T

0

a(t)dt/ℏ,

31
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donde ϕ′ = arg(⟨ψ′(0)|ψ′(t)⟩) es la fase total de H ′ y ϕ = arg(⟨ψ(0)|ψ(t)⟩) es la fase total
de la evolución de H.
La ESDT de H ′ es

iℏ
∂

∂t
|ψ′(t)⟩ = [Ĥ + Ia(t)] |ψ′(t)⟩ , (4.4)

donde al multiplicar por el bra se llega a

1

ℏ

∫ T

0

a(t)dt =

∫ T

0

⟨ψ′(t)|i ∂
∂t
ψ′(t)⟩ dt− 1

ℏ

∫ T

0

⟨ψ′(t)|Ĥ|ψ′(t)⟩ dt, (4.5)

donde, para obtener la forma de ϕ, se elige a(t) tal que |ψ′(T )⟩ = |ψ′(0)⟩, con T un periodo,
con lo que la evolución será una curva cerrada en S(H). Con esto, ϕ′ = 0, y, por tanto,

ϕ =
1

ℏ

∫ T

0

a(t)dt =

∫ T

0

⟨ψ′(t)|i ∂
∂t
ψ′(t)⟩ dt− 1

ℏ

∫ T

0

⟨ψ′(t)|Ĥ|ψ′(t)⟩ dt,

por lo que, substituyendo (4.3) en la integral sobre los elementos de matriz del Hamilto-
niano H se tiene

1

ℏ

∫ T

0

⟨ψ′(t)|Ĥ|ψ′(t)⟩ dt = 1

ℏ

∫ T

0

⟨ψ(t)|Ĥ|ψ(t)⟩ dt. (4.6)

Por lo tanto, la fase total de Ĥ puede ser escrita como

ϕ+
1

ℏ

∫ T

0

⟨ψ(t)|Ĥ|ψ(t)⟩ dt =
∫ T

0

⟨ψ′(t)|i ∂
∂t
ψ′(t)⟩ dt, (4.7)

donde la integral de los elementos de matriz del Hamiltoniano,

ϕD = −1

ℏ

∫ T

0

⟨ψ′(t)|Ĥ|ψ′(t)⟩ dt = −1

ℏ

∫ T

0

⟨ψ(t)|Ĥ|ψ(t)⟩ dt, (4.8)

es conocida como la fase dinámica, ya que dependen de la evolución temporal del sistema,
mientras que

ϕG =

∫ T

0

⟨ψ′(t)|i ∂
∂t
ψ′(t)⟩ dt (4.9)

es la fase de Aharonov-Anandan (AA)[3], la cual es la fase geométrica de un sistema en
una evolución ćıclica.
A la ecuación (4.9) se le conoce como fase geométrica, ya que se puede demostrar que la
fase de AA solo depende de la curva cerrada en el espacio proyectivo P(H). Para mostrar
esto se puede tomar un estado1 |φ⟩ = eif(t) |ψ′⟩ tal que∫ T

0

⟨φ(t)|i ∂
∂t
φ(t)⟩ dt =

∫ T

0

dt ⟨ψ′(t)| e−if(t)
[
−f(t)eif(t) + ieif(t)

∂

∂t

]
|ψ′(t)⟩

= f(0)− f(T ) +
∫ T

0

dt ⟨ψ(′t)|i ∂
∂t
ψ′(t)⟩

1El estado |φ⟩ puede ser visto como otra propuesta de transformación tipo Ĥ ′′ = Ĥ + b(t)I.
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=

∫ T

0

dt ⟨ψ′(t)|i ∂
∂t
ψ′(t)⟩ , (4.10)

donde se usó que f(0) = f(T ), al ser |φ(t)⟩ una curva cerrada en S(H). La ecuación (4.10)
muestra que (4.9) es independiente de la elección de la forma de a(t), siendo, por tanto,
la fase de AA una caracteŕıstica geométrica de la curva cerrada formada en el espacio
proyectivo.
La obtención de la fase de Aharonov-Anandan resulta ilustrativa, ya que permite ver que
la fase total ϕ tendrá dos contribuciones,

ϕ = ϕdin + ϕgeo, (4.11)

una parte geométrica ϕgeo y otra parte dinámica ϕdin.

Figura 4.1: Esquema de la fase de estados pu-
ros.

Para entender la fase geométrica desde un
punto de vista geométrico se debe recurrir
al formalismo de un haz fibrado. Como se
mencionó anteriormente, cada estado puro
|ψ⟩ ∈ S(H) tendrá un conjunto de estados
f́ısicamente equivalentes {eiϕ |ψ⟩} ∈ S(H),
los cuales serán mapeados a un solo punto
en el espacio proyectivo, |ψ⟩ ⟨ψ| ∈ P(H),
mediante la operación π : S(H) → P(H).
Entonces, considerando el espacio U(1) con
elementos de la forma eiϕ ∈ U(1), se puede
definir el haz fibrado tipo U(1)-fibrado so-
bre el estado |ψ⟩ como π−1, donde S(H) es
el espacio total y P(H) el espacio base del
haz [56] (Ver la figura 4.1).
Ahora, si se considera una evolución ce-
rrada C̃ en P(H), dicha evolución no será
necesariamente cerrada en S(H), formando
un camino abierto C con un estado inicial
|ψ(0)⟩ y un estado final tal que |ψ(T )⟩ =
eiϕT |ψ(0)⟩, con T un periodo y ϕT la fase

total.
Al considerar el formalismo de un haz fibrado se definen varios conceptos como la holo-
nomı́a de un haz fibrado, que es, a grandes rasgos, el factor de “proporción” en el espacio
total entre dos elementos de un haz. La exponencial imaginaria de la fase de AA es una
holonomı́a.
Otro concepto de interés es la conexión en el haz fibrado, para la cual se debe encontrar
un espacio horizontal al haz. La conexión se define como la relación entre los elementos
del haz y del espacio horizontal. En el caso del espacio de Hilbert donde se tiene el haz
Fψ = {eiα |ψ⟩ |α ∈ ℜ}, el espacio horizontal está formado por los kets |h⟩, ortogonales a
los elementos de Fψ, esto es, aquellos que cumplen con ⟨ψ|h⟩ = 0.
La exponencial imaginaria de la integral cerrada de la conexión A del haz sobre el espacio
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base es la holonomı́a Φ del haz,

Φ = exp

(
i

∮
C̃

A

)
, (4.12)

que, como se puede notar, es la forma de la fase de AA. Se puede demostrar que la conexión
de AA es A = i ⟨ψ′(t)|i d

dt
ψ′(t)⟩ [56].

Si bien lo mencionado hasta ahora es para estados puros, los estados mixtos tienen fase
con parte dinámica y parte geométrica, con la diferencia de que la evolución no será una
exponencial del grupo unitario U(1) sino que será una matriz exponencial del grupo uni-
tario U(n), con n la dimensión del sistema, donde cada elemento de la matriz será la fase
acumulada en cada elemento de la matriz de densidad. También se mantendrá el concepto
de haz fibrado, pero ahora será tipo U(n)-fibrado y, como se verá después, se podrá definir
la conexión y la holonomı́a de dicho haz.
Se han dado algunos conceptos a grandes rasgos del formalismo de un haz fibrado porque
es este el que ayuda a entender con mayor claridad el proceso de obtener la fase de un
estado mixto, aśı como la conexión con invariantes topológicos y le da un mayor sentido a
la búsqueda de una conexión con la métrica.
La importancia de las fases geométricas radica en su relación con dichos invariantes to-
pológicos: como el número de Chern [7] y el número de Uhlmann [38]. Un cambio en el valor
del invariante define una transición de fase topológica (TFT). Las TFTs son de gran im-
portancia en materia condensada para caracterizar teóricamente los materiales conocidos
como aislantes topológicos [68]. Dichas transiciones pueden ser vistas como comporta-
mientos singulares en la fase geométrica, como se ve en la fase de Uhlmann de la evolución
térmica de un sistema de esṕın en un campo externo [40; 41], o con la fase de Sjöqvist en
el modelo de Kitaev Chain [69].
En la presente sección se mostrará el desarrollo de las fases geométricas de un sistema
adiabático. Para estados puros se le conoce como fase de Berry, la cual será descrita en la
primera parte del caṕıtulo. Para estados mixtos se desarrollará la generalización de la fase
de Berry, conocida como la fase de Uhlmann. Por completez, se expondrá también la fase
de Sjöqvist, la cual es una mezcla estad́ıstica de la fase de Berry de los eigenestados del
sistema pesada con la probabilidad de cada eigenestado. La fase de Sjöqvist se describirá
en la segunda sección, mientras que la fase de Uhlmann se desarrollará al final del caṕıtulo.

4.1. Fase de Berry

Se considera la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo (ESDT),

Ĥ(t) |ψ(t)⟩ = iℏ
∂

∂t
|ψ(t)⟩ , (4.13)

donde la evolución del sistema puede ser temporal, o por medio del conjunto de parámetros
que dependan del tiempo (λ = λ(t)). Por otro lado, los eigenvalores de H son

Ĥ(λ(t)) |n(λ(t))⟩ = En(λ(t)) |n(λ(t)⟩ . (4.14)
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Desarrollando cualquier estado del sistema como combinación lineal de los eigenestados
del Hamiltoniano se obtiene

|ψ(t)⟩ =
∑
n

Cn(t) |n(λ(t))⟩ . (4.15)

que, al substituir en la ESDT se llega a una ecuación para los coeficientes

Ċm(t) = −
i

ℏ
Em(t)Cm(t)−

∑
n

Cn(t) ⟨m(λ)| ∂
∂t
|n(λ)⟩ . (4.16)

Para simplificar está ecuación se expande el elemento de la suma como

∑
n

Cn(t) ⟨m(λ)| ∂
∂t
|n(λ)⟩ = ⟨m(λ)| ∂

∂t
|m(λ)⟩+

∑
n̸=m

Cn(t)
⟨m(λ)| ∂Ĥ

∂t
|n(λ)⟩

En − Em
,

donde, considerando la aproximación adiabática; pequeñas variaciones en Ĥ y diferencia de
enerǵıas finitas, se tiene que al derivar respecto al tiempo en la ecuación (4.14) el segundo
elemento de la derecha es cercano a cero, ya que

⟨m| ∂
∂t
n⟩ =

⟨m(λ)| ∂Ĥ
∂t
|n(λ)⟩

En − Em
≈ 0.

Con esto,

Ċm(t) ≈ −
i

ℏ
Em(λ)Cm(t)− Cm(t) ⟨m(λ)| ∂

∂t
|m(λ)⟩ , (4.17)

que convierte la integral en algo trivial con solución exponencial.
Entonces, si un sistema está inicialmente en el estado |n(0)⟩, después de una evolución
ćıclica con periodo T , el estado final en la aproximación adiabática estará dado como

|n(λT )⟩ = eϕGe
i
ℏ
∫ T
0 dt′En(λ′) |n(0)⟩ (4.18)

donde, usando ∂
∂t

= ∂λ
∂t
· ∇λ,

ϕG(λ) = i

∮
C

dλ ⟨n(λ)|∇(λ)|n(λ)⟩ , (4.19)

la cual se conoce como fase de Berry, con la integral cerrada sobre el espacio de parámetros.
El otro término depende de la evolución temporal del estado, fase dinámica, como se definió
anteriormente.
De la ecuación (4.19) se tiene una forma similar al flujo magnético, una integral cerrada
de un producto punto de un vector, por lo que se define el potencial de Berry, o conexión
de Berry dentro de formalismo de un haz fibrado, como

A(λ) = i ⟨n(λ)|∇(λ)|n(λ)⟩ . (4.20)

Con esta analoǵıa se llega a una importante interpretación f́ısica sobre la fase de Berry
como el flujo cuántico de un sistema.
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Fase de Berry en el formalismo del haz fibrado.

Retomando el formalismo de haz fibrado, si se tiene una curva C en S(H) con elementos
|ψ(t)⟩, entonces cada punto en C tendrá un estado horizontal |h⟩ que cumple con ⟨ψ(t)|h⟩ =
0. Tomando como espacio horizontal al haz el espacio tangente, se considera el vector
tangente a |ψ(t)⟩, tal que

⟨ψ(t)| d
dt
|ψ(t)⟩ = 0, (4.21)

la cual se conoce como condición de transporte paralelo en H.2.
Incluso cuando se considera una evolución siguiendo la condición de transporte paralelo, los
eigenestados |n(R⃗(t))⟩ adquieren una fase independiente a la fase dinámica 3. Asumiendo

que |ψ(t)⟩ = eiϕn(t) |n(R⃗(t))⟩, con R⃗ los parámetros de los que depende el Hamiltoniano y
|n⟩ los eigenvectores, se llega a que

dϕn
dt

= i ⟨n(R⃗(t))| d
dt
|n(R⃗(t))⟩ , (4.22)

la cual se puede resolver usando la propiedad d
dt

= dR⃗
dt
· ∇R⃗. Al integrar sobre la curva

cerrada C̃ en P(H) se obtiene

ϕn = arg ⟨ψ(0)|ψ(τ)⟩ = i

∮
C

dR⃗ ⟨n(R⃗(t))|∇R⃗|n(R⃗(t))⟩ , (4.23)

que es la fase de Berry, que a su vez es la holonomı́a del haz.

Figura 4.2: Transporte paralelo de estados
puros. Imagen obtenida de [70].

De la ecuación (4.23) se concluye que
ϕn es el ángulo entre el estado ini-
cial y el estado final, el cual depen-
derá, ya que se debe cumplir con la
ecuación (4.21), de la geometŕıa del ca-
mino C, como se ve en la figura 4.2.
De esto se tiene que ϕn es invariante
de norma módulo 2π (un giro comple-
to).
Dicha invariancia se da gracias al ciclo
en la ecuación (4.23), aunque la cone-
xión de Berry no es invariante de nor-
ma.

2Se conoce como transporte paralelo a aquella evolución que describe una curva γ̃ que permanece
tangente a otra curva γ con la cual está relacionada mediante una conexión.

3De esto se tiene que la condición de transporte paralelo corresponde a imponer una evolución adiabática
en el sistema.
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4.1.1. Fase de Berry del esṕın-1/2

Recordando que

Ĥ = sin θ cosϕŜx + sin θ cosϕŜy + cos θŜz

con Ŝn = ℏσn/2, donde σn son las matrices de Pauli. Los eigenvalores sonE = {−Bℏ/2, Bℏ/2}
y los eigenvectores

|−⟩ = − sin(θ/2) |0⟩ − eiϕ cos(θ/2) |1⟩ ;
|+⟩ = cos(θ/2) |0⟩+ eiϕ sin(θ/2) |1⟩ .

Las conexiones de Berry para cada estado puro son

A(+) = i ⟨+|d|+⟩ = i ⟨+|∂θ|+⟩ dθ + i ⟨+|∂ϕ|+⟩ dϕ = −1

2
(1− cos θ)dϕ; (4.24)

A(−) = i ⟨−|d|−⟩ = −1

2
(1 + cos θ)dϕ, (4.25)

por lo que la fase de Berry es,

Φ
(±)
G = −

∫ 2π

0

1

2
(1∓ cos θ)dϕ = −π(1∓ cos θ). (4.26)

4.2. Fase de Sjöqvist

Las complicaciones para encontrar la fase geométrica en estados puros se basa única-
mente en encontrar la manera de definir la evolución del sistema, para posteriormente solo
resolver la ecuación (4.11). Sin embargo, para estados mixtos no es tan sencillo porque la
fase acumulada está representada por una matriz U(n), con n la dimensión del sistema.
Sjöqvist et al. en [5] propusieron una manera de obtener la fase geométrica de estados
mixtos como una mezcla estad́ıstica de la fase de cada eigenestado, la cual es definida
mediante la medición de la interferencia entre los estados puros de un estado mixto. La
ventaja de usar esta fase es que puede ser medida experimentalmente [35; 36], sin embargo,
han sido pocos los casos donde esta fase ha mostrado alguna TFT.
La interferencia entre dos estados cuánticos |A⟩ y |B⟩ está dada como

Ip = |eiϕ |A⟩+ |B⟩ |2 = 2 + 2| ⟨A|B⟩ | cos[ϕ− ⟨A|B⟩], (4.27)

y si se considera la evolución de un estado mixto,

ρ̂0 =
∑
n

pn |n⟩ ⟨n| ; ρ̂(t) =
∑
n

pn |n(t)⟩ ⟨n(t)| , (4.28)

entonces la interferencia estará dada como

I =
∑
n

pnIn = 2 + 2
∑
n

pnνn cos(ϕ− arg ⟨n|n(t)⟩), (4.29)
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donde se usó que
∑

n pn = 1 y se definió νn = | ⟨n|n(t)⟩ |.
El término arg ⟨n|n(t)⟩ = φn se conoce como fase de Pancharatnam.
Ahora, usando la suma de ángulos cos(ϕ− φn) = cosϕ cosφn + sinϕ sinφn, la fórmula de
interferencia se puede escribir como

I = 2 + 2

[
cosϕ

(∑
n

pnνn cosφn

)
+ sinϕ

(∑
n

pnνn sinφn

)]
, (4.30)

que permite definir
∑

n pnνne
iφn = νeiφ, donde

ν =

∣∣∣∣∣∑
n

pnνne
iφn

∣∣∣∣∣ ; φ = arg

(∑
n

pnνne
iφn

)
, (4.31)

con φ como la fase interferométrica o fase de Sjöqvist. Con esto, la fórmula de interferencia
es

I = 2 + 2ν cos(ϕ− φ), (4.32)

donde se aprovechó que ℜ [
∑

n pnνne
iφn ] =

∑
n pnνn cosφn = νℜ(eiφ) y ℑ [

∑
n pnνne

iφn ] =∑
n pnνn sinφn = νℑ(eiφ).

Si se toma la fase de Sjöqvist en un ciclo y en la aproximación adiabática, tal que ⟨n|n(τ)⟩ =
eiφ

(B)
n , con φ

(B)
n la fase de Berry del n-ésimo eigenestado, entonces νn = | ⟨n|n(t)⟩ | ≈ 1 y,

por tanto, la fase de Sjöqvist es,

φG = arg

(∑
n

pne
iφ

(G)
n

)
. (4.33)

4.2.1. Fase de Sjöqvist para el esṕın-1/2

Conociendo la fase de Berry para ambos eigenestados del sistema de esṕın-1/2 (ecuación
(4.26)) se llega fácilmente, usando la ecuación (4.33), a

ΦS = arg

[
e−βBℏ/2

Z
e−iπ(1−cos θ) +

eβBℏ/2

Z
e−iπ(1+cos θ)

]
= arg

[
−2 cosh

(
βBℏ
2

+ iπ cos θ

)]
, (4.34)

donde se usó que arg(x/y) = arg(x) − arg(y), y como Z = 2 cosh(βBℏ/2) ∈ ℜ, entonces
arg(Z) = 0.

4.3. Fase de Uhlmann

Se ha definido la fase de Berry para estados puros y la fase de Sjöqvist para estados
mixtos. El problema con la fase de Sjöqvist es que resulta ser una mezcla estad́ıstica
de la fase de cada estado puro involucrado, pero puede ser interesante definir otra fase
geométrica para estados mixtos que contemple una evolución en el espacio de parámetros
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del Hamiltoniano, para aśı tener una interpretación más directa. A. Uhlmann [6] generalizó
la fase de Berry a estados mixtos mediante el proceso de purificación presentado en la
métrica de Bures, donde un estado mixto representado por la matriz de densidad ρ̂ puede
ser expresado como un estado puro de un espacio compuesto de mayor dimensión, y sobre
este estado puro se obtiene la fase de Berry. A dicha fase para sistemas mixtos adiabáticos
se le conoce como Fase de Uhlmann.
En Caṕıtulo 3 se vio que cualquier matriz de densidad con dimensión d × d puede ser
escrita como

ρ̂ = ww†, (4.35)

donde w =
√
ρ̂Û =

∑
n

√
pn |ψn⟩ ⟨ψn|U es la amplitud de ρ̂, con Û ∈ U(d). Con esta

representación de ρ̂ se puede hacer el proceso de purificación donde se define un espacio
compuesto H⊗H con estados puros de la forma

|w⟩ =
∑
n

√
pn |ψn⟩ ⊗ ÛT |ψn⟩ , (4.36)

que cumplen con ρ̂ = Tr2[|w⟩ ⟨w|].
Definiendo el espacio de matrices de densidad de estados mixtosQ(H) = {ρ̂|ρ̂ = ww†}, don-
de cada elemento ρ̂ tiene un conjunto de estados puros {|w(Û)⟩ |ρ̂ = Tr2[|w(Û)⟩ ⟨w(Û)|]}
en H⊗H los cuales conforman un haz fibrado tipo U(d)-fibrado de ρ̂.

Para obtener la fase se debe evolucionar ρ̂ respecto a los parámetros R⃗, pero como cada
elemento de ρ̂(R⃗(t)) puede tener múltiples estados puros |w⟩R⃗ con diferentes Û , se debe
imponer una condición tal que deje invariante la fase. Para asegurar una única fase se
minimiza sobre Û de tal manera que se asegura que la evolución será entre las matrices
equivalentes más cercanas.
De la métrica de Bures se tiene que la mı́nima distancia entre dos amplitudes w1 y w2 se
da cuando se cumple que

w†
0w1 = w†

1w0 = C > 0, (4.37)

como se demostró en la ecuación (3.22), la cual se conoce como condición de paralelismo
de Uhlmann y es la versión matricial de la condición de transporte paralelo dada en la fase
de Berry.
De la condición de transporte paralelo,

C2 = w†
0w1w

†
1w0 = Û †

0

√
ρ̂0ρ̂1

√
ρ̂0U0,

que permite obtener

C = Û †
0

√√
ρ̂0ρ̂1

√
ρ̂0Û0. (4.38)

Haciendo los cálculos correspondientes al igualar la ecuación anterior con la condición de
transporte paralelo y suponer que ρ̂ es una matriz de rango completo, y, por tanto, tiene
inversa, se llega a la relación

Û1Û
†
0 =

√
ρ̂−1
1

√
ρ̂−1
0

√√
ρ̂0ρ̂1

√
ρ̂0. (4.39)
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Si se considera que tanto ρ̂0 como ρ̂1 pertenecen a una misma evolución, entonces se define
Û0 = V̂ (R⃗(t)) como la holonomı́a de Uhlmann, tal que Û1 = V (R⃗(t)) + dV (R⃗(t)). Con
esto, para ρ̂0 = ρ̂ y ρ̂1 = ρ̂+ dρ̂,

Û1Û
†
0 = [V̂ (R⃗(t)) + dV̂ (R⃗(t))]V̂ (R⃗(t)) =

√
(ρ̂+ dρ̂)−1

√
ρ̂−1

√√
ρ̂(ρ̂+ dρ̂)

√
ρ̂.

Como V̂ (R⃗(t)) representa una transformación unitaria cumple con la ecuación diferencial

dV̂ (R⃗(t))

dt
= A(R⃗(t))V̂ (R⃗(t)) (4.40)

donde se establece la condición inicial V(0) = I, con A(R⃗) el generador infinitesimal de la
transformación, conocido como conexión de Uhlmann. Con esto, la ecuación (4.40) tiene
una solución general dada por

V̂ (R⃗) = Pe
∮ R⃗(τ)

R⃗(0)
AdR⃗′

, (4.41)

donde P indica una integral ordenada sobre el espacio de parámetros del Hamiltoniano,
con τ un periodo. De la ecuación (4.41) se entiende por qué V̂ se conoce como holonomı́a,
ya que cumple con ser la relación entre el estado ρ̂0 y ρ̂τ , con τ el periodo de la evolución.
Para obtener una forma expĺıcita de la conexión de Uhlmann se realiza una aproximación
a primer orden de V sobre un parámetro auxiliar s. Tomando ρ̂0 = ρ̂ y ρ̂1 = ρ̂ + sdρ̂ y
Û1Û

†
0 dado por

(V̂ + sdV̂ )V̂ † =
√

(ρ̂+ sdρ̂)−1
√
ρ̂−1

√√
ρ̂(ρ̂+ sdρ̂)

√
ρ̂.

La expansión de la evolución del sistema a primer orden alrededor de s = 0 se expresa
como

I + sdV̂ V̂ † = I + d

ds

[
(
√
ρ̂+ sd

√
ρ̂)−1

√
ρ̂−1

√√
ρ̂(ρ̂+ sdρ̂)

√
ρ̂

]∣∣∣∣
s=0

s,

donde se utilizó que para un valor infinitesimal
√
ρ̂+ dρ̂ =

√
ρ̂+ d

√
ρ̂.

La conexión de Uhlmann, en su forma diferencial, resulta ser

A = dV̂ V̂ † =

[
d

ds
(
√
ρ̂+ sd

√
ρ̂)−1

]∣∣∣∣
s=0

√
ρ̂+ ρ̂−1

[
d

ds

√√
ρ̂(ρ̂+ sdρ̂)

√
ρ̂

]∣∣∣∣
s=0

, (4.42)

donde el primer término del lado derecho puede ser simplificado como

(
√
ρ̂+ sd

√
ρ̂)−1

√
ρ̂ = (I + s

√
ρ̂−1d

√
ρ̂)−1

√
ρ̂−1
√
ρ̂

= I − s
√
ρ̂−1d

√
ρ̂, (4.43)

donde se expandió a primer orden en el último paso. Con esto, la derivada es[
d

ds
(
√
ρ̂+ sd

√
ρ̂)−1

]∣∣∣∣
s=0

√
ρ̂ = −

√
ρ̂−1d

√
ρ̂,
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que, en la eigenbase de ρ̂, es

−⟨ψi|
√
ρ̂−1d

√
ρ̂|ψj⟩ = −

1
√
pi
⟨ψi|d

√
ρ̂|ψj⟩ . (4.44)

Para el segundo elemento se define K(s) =
√√

ρ̂(ρ̂+ sdρ̂)
√
ρ̂, para poder obtener

d

ds
K2 =

d

ds
K(s)K(s) +K(s)

d

ds
K(s) =

√
ρ̂dρ̂
√
ρ̂, (4.45)

que, con s = 0 (K(0) = ρ̂), se escribe como

d

ds
K(s)

∣∣∣∣
s=0

K(s) +K(s)
d

ds
K(s)

∣∣∣∣
s=0

=
√
ρ̂dρ̂
√
ρ̂, (4.46)

el cual proyectado en la eigenbase de ρ̂ tiene la forma

⟨ψi|
d

ds
K(s)

∣∣∣∣
s=0

|ψj⟩ =
√
pipj

pi + pj
⟨ψi|dρ̂|ψj⟩ . (4.47)

Entonces, la segunda derivada de la parte derecha de (4.42) es

⟨ψi|ρ̂−1 d

ds
K(s)

∣∣∣∣
s=0

|ψj⟩ = ⟨ψj| ρ̂−1

[
d

ds

√√
ρ̂(ρ̂+ sdρ̂)

√
ρ̂

]∣∣∣∣
s=0

|ψj⟩

=
1

pi
⟨ψi|

d

ds
K(s)

∣∣∣∣
s=0

|ψj⟩ =
√
pj√

pi(pi + pj)
⟨ψi|dρ̂|ψj⟩

=

√
pj(
√
pi +
√
pj)√

pi(pi + pj)
⟨ψi|d

√
ρ̂|ψj⟩ . (4.48)

Con esto, los elementos de matriz de la conexión de Uhlmann4 en la eigenbase son

⟨ψi|A|ψj⟩ =
√
pi −
√
pj

pi + pj
⟨ψi|d

√
ρ̂|ψj⟩ ,

que se pueden reescribir mediante el conmutador [d
√
ρ̂,
√
ρ̂] como

⟨ψi|A|ψj⟩ =
⟨ψi|[d

√
ρ̂,
√
ρ̂]|ψj⟩

pi + pj
. (4.49)

Para obtener la matriz A se utiliza la relación de completez de la eigenbase,
∑

i |ψi⟩ ⟨ψi| =
I, tal que la conexión de Uhlmann está dada como

A =
∑
ij

|ψi⟩
⟨ψi|[d

√
ρ,
√
ρ]|ψj⟩

pi + pj
⟨ψj| , (4.50)

4En el apéndice 1 se presenta una forma integral de la conexión de Uhlmann que no utiliza la descom-
posición espectral de ρ̂.
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la cual puede ser re-expresada si se considera el desarrollo espectral de ρ̂ =
∑

n pn |ψn⟩ ⟨ψn|,

A =
∑
nm

(
√
pn −

√
pm)

2

pn + pm
⟨ψn|dψm⟩ |ψn⟩ ⟨ψm| . (4.51)

La fase de Uhlmann es la fase entre los estados |w(R⃗(0))⟩ = |w0⟩ y |w(R⃗(τ)⟩ = |w⟩ en el
espacio Hw, ⟨w0|w⟩, que se puede expresar como ⟨w0|w⟩ = Tr(w†

0w), por lo que

Φ = arg(⟨w0|w1⟩) = arg
[
Tr(w†

0w1)
]
= arg

[
Tr(
√
ρ̂0
√
ρ̂0V )

]
= arg [Tr(ρ̂0V )] (4.52)

donde V es la holonomı́a de Uhlmann

V̂ = Pe
∮
A. (4.53)

Sean {|σn⟩} la base de eigenvectores de un ‘Hamiltoniano’ HA, se tiene que la evolución
temporal está dada por la ESDT,

i
d

dt
|σn(t)⟩ = HA |σn(t)⟩ ,

la cual se puede representar mediante un propagador Ut como

i
d

dt
|σn(t)⟩ = i

d

dt
Ût |σ(0)⟩ = i

dÛt
dt
|σ(0)⟩

= HAÛt |σn(0)⟩ ,

de lo que, multiplicando por el bra correspondiente y sumando sobre todos los eigenvecto-
res, se llega a que el propagador Ût cumple con que

i
dÛt
dt

= HAÛt.

De esto, se ve que la ecuación (4.40) tiene una forma semejante a la ecuación del propagador
Ût para un “Hamiltoniano” HA = iA, por lo que la conexión de Uhlmann cumple con

i
d

dt
|σ⟩ = iA |σ⟩ , (4.54)

para |σ⟩ un eigenvector de iA.

4.3.1. Fase de Uhlmann para el esṕın-1/2

De los eigenvalores se llega a que los factores de Boltzmann del desarrollo espectral de
la matriz de densidad son p− = exp(βBℏ/2)/Z y p+ = exp(−βBℏ/2)/Z con la función de
partición dada como Z = exp(βBℏ/2) + exp(−βBℏ/2) = 2 cosh(βBℏ/2).
Para calcular la Fase de Uhlmann se tiene que,

(
√
pn −

√
pm)

2

pn + pm
= (
√
pn −

√
pm)

2 = 1− sech

(
βBℏ
2

)
,
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ya que pn + pm = 1, con n,m = −,+. Se puede encontrar fácilmente que ⟨n|∂ϕm⟩ =
−i sin(θ)/2 para n ̸= m. Con esto, la conexión de Uhlmann es

AU = −iη
(

sin θ −e−iϕ cos θ
−eiϕ cos θ − sin θ

)
= −iηe−i(ϕ/2)σz [sin θσz − cos θσx] e

i(ϕ/2)σz (4.55)

con η = sin θ [1− sech(βBℏ/2)] /2.
Para eliminar la dependencia en ϕ se hace una transformación unitaria sobre el eigen-
vector de la matriz iA, |σ′⟩ = ÛT |σ⟩ = exp[i(ϕ − ϕ0)σz/2] |σ⟩. La conexión de Uhlmann
transformada resulta ser

A′
U = ÛTAU Û

†
T = −iηe−i(ϕ0/2)σz [sin θσz − cos θσx] e

i(ϕ0/2)σz . (4.56)

La conexión de Uhlmann cumple con la ecuación (4.54), que con la transformación unitaria
se escribe como

i
∂

∂ϕ
(Û †

T ÛT |σ⟩) = i
∂

∂ϕ
(Û †

T |σ
′⟩) = Û †

T

σz
2
|σ′⟩+ iÛ †

T

∂ |σ′⟩
∂ϕ

= iÛ †
T ÛTAÛ

†
T ÛT |σ⟩ = iÛ †

TA
′ |σ′⟩ ,

por lo que

i
∂ |σ′⟩
∂ϕ

=
[
iA′ − σz

2

]
|σ′⟩ . (4.57)

La holonomı́a de Uhlmann, dada por i∂Û/∂ϕ′ = (iAU − σz/2)Û ′, se obtiene integrando ϕ
de 0 a 2π, que es

Û ′ = −e−i(ϕ0/2)σz exp
{
−2iπR(η sin θ − 1/2)σz − η cos θσx

R

}
ei(ϕ0/2)σz

= −I cos(2πR) + i sin(2πR)e−i(ϕ0/2)σz
[
(η sin θ − 1

2
)σz − η cos θσx

]
ei(ϕ0/2)σz(4.58)

con R =
√
η2 − η sin θ + 1/4. Por lo tanto, la fase de Uhlmann es

ΦU = arg

{
− cos(2πR)Tr(ρ0) + i

sin(2πR)

R
[(η sin θ − 1/2)Tr(ρ0σz)− η cos θTr(ρ0σx)]

}
donde, como σz y σx son observables, las trazas representan valores esperados

ΦU = arg

{
− cos(2πR) + i

sin(2πR)

R
[(η sin θ − 1/2) ⟨σz⟩0 − η cos θ ⟨σx⟩0]

}
, (4.59)

donde ⟨...⟩0 indica el valor esperado respecto a ρ(ϕ = 0), los cuales están dados por

⟨σx⟩0 = − sin θ tanh

(
βBℏ
2

)
(4.60)
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⟨σz⟩0 = − cos θ tanh

(
βBℏ
2

)
. (4.61)

Substituyendo los valores esperados en la fase de Uhlmann se llega a

ΦU = arg

{
− cos(2πR) + i

sin(2πR) cos θ

2R
tanh

(
βBℏ
2

)}
(4.62)

Para θ = π/2 se tiene que η = [1− sech(βBℏ/2)]/2, ⟨σz⟩ = 0 y R = η − 1/2, por lo que

ΦU = arg {− cos [2π(η − 1/2)]} = arg {− cos [πsech(βBℏ/2)]} (4.63)

donde se tiene que

ΦU =

{
π si η > 1

4
ó βBℏ > 2 ln[2 +

√
3];

0 si η ≤ 1
4
ó βBℏ ≤ 2 ln[2 +

√
3],

con η ∈ [0, 1/2). Esto indica que ϕU tiene una transición de fase en η = 1/4 para θ = π/2,
como se ve en la figura 4.3(b).
Por completez de los resultados que se mostrarán en el siguiente caṕıtulo, se considera el
calor espećıfico del sistema, el cual está dado por

CH = kBβ
2B2ℏ2sech2

(
βBℏ
2

)
. (4.64)

Con lo que, de (3.37), se tiene que

gββ =
B2ℏ2

4
sech2

(
βBℏ
2

)
, (4.65)

que permite escribir η como

η = sin θ

(
1

2
−
√
gββ

Bℏ

)
. (4.66)

Substituyendo η(gββ) en ΦU se tiene

ΦU = arg

{
− cos(2πR) + i

sin(2πR) cos θ

2R

√
1− 4gββ

B2ℏ2

}
(4.67)

donde, para el caso θ = π/2, la fase se reduce a

ΦU = arg

{
− cos

[
2π

Bℏ
√
gββ

]}
,

lo que permite encontrar el valor cŕıtico del elemento de la métrica de Bures gββ para el
cual se da la transacción de fase, el cual es gcββ = B2ℏ2/16 = 0.0625J2.
En la figura (4.3)(b) se muestra la fase de Uhlmann respecto a θ y a gββ, donde se ve que
solo se tiene una transición de fase en θ = π/2 y gcββ, resultado ya encontrado en [40]. En
la figura (4.3)(a) se puede ver el caso de θ = π/2, donde la ĺınea azul representa la fase de
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Figura 4.3: (a) Caso de la fase para θ = π/2 donde se coloca de referencia con ĺınea negra
a trazos al elemento gββ y al calor espećıfico con ĺınea roja con puntos. (b) Evolución de
la fase de Uhlmann respecto θ y el elemento de la métrica de Bures gββ. Se consideró
unidades naturales ℏ = 1, con un campo magnético B = 1.

Uhlmann, y se colocó de referencia el calor espećıfico (ĺınea roja cortada) y la evolución
de gββ (ĺınea negra cortada). En esta segunda imagen se muestran dos cosas, la primera es
que gββ no muestra ningún comportamiento espećıfico en Tc el cual indique la transición
en ΦU .
La segunda, y más interesante, el calor espećıfico muestra un pico caracteŕıstico, llamado
anomaĺıa de Schottky[71; 72], el cual se encuentra cerca de la transición. Un análisis más
completo sobre este pico y su posible relación con la transición será abordado en los
próximos caṕıtulos.



Caṕıtulo 5

Sistemas de Tres Niveles: Esṕın s = 1

Definidos los conceptos necesarios para cumplir con los objetivos de la tesis, se proce-
derá a obtener las métricas y fases geométricas antes mencionadas para el sistema de esṕın
s = 1 en un campo magnético B⃗, con el propósito de encontrar alguna relación entre las
métricas y las fases. Resulta de interés la transición de fase en la fase de Uhlmann para el
sistema termalizado, encontrada por Morachis et al. [40] y Hou et al. [41] por separado.
La estructura del caṕıtulo consiste en presentar el modelo de esṕın s = 1 en la primera
sección. En la segunda sección se presenta la visualización geométrica de los eigenesta-
dos y estados térmicos del modelo, usando la proyección propuesta en [59]1. La siguiente
sección consiste en obtener la métrica de Fubini-Study para los tres eigenestados de H,
para posteriormente encontrar las fases de Berry, ya conocidas en la literatura, sobre cada
eigenestado y con ellas calcular la fase de Sjöqvist. Las últimas dos secciones consisten en
calcular la métrica de Bures y replicar, mediante valores esperados, el resultado encontrado
en [40; 41] sobre la fase de Uhlmann.
Las gráficas y resultados numéricos obtenidos en el caṕıtulo se hicieron en unidades natu-
rales, ℏ = 1 y kB = 1.

5.1. Modelo Ĥ = B⃗ · S⃗
El Hamiltoniano de una part́ıcula de esṕın s = 1 en un campo magnético está dada

como Ĥ = Bn̂ · S⃗ donde B es la magnitud de campo2, n̂ = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) es

un vector unitario que indica la dirección del campo, y S⃗ = (Ŝx, Ŝy, Ŝz) son las matrices
de esṕın3.

1Explicada en el caṕıtulo 2
2Por simplicidad en la notación B = q

2m B̃, donde q es la carga de la part́ıcula de esṕın y m su masa,

mientras que B̃ es la magnitud del campo externo. Con esto, las unidades de B son [Hz] = [1/s].
3

Ŝx =
ℏ√
2

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 ; Ŝy =
ℏ√
2

0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

 ; Ŝz = ℏ

1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 . (5.1)

46
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Expresando el Hamiltoniano de manera matricial se tiene que

Ĥ =
Bℏ√
2

√2 cos θ e−iϕ sin θ 0
eiϕ sin θ 0 e−iϕ sin θ

0 eiϕ sin θ −
√
2 cos θ

 , (5.2)

donde los eigenvalores son E = mBℏ, con m = (+1, 0,−1), mientras que los respectivos
eigenvectores son

|+⟩ =

 1
2
+ cos θ

2
eiϕ√
2
sin θ

e2iϕ
(
1
2
− cos θ

2

)
 ; |0⟩ =

− e−iϕ
√
2
sin θ

cos θ
eiϕ√
2
sin θ

 ; |−⟩ =

e−2iϕ
(
1
2
− cos θ

2

)
− e−iϕ

√
2
sin θ

1
2
+ cos θ

2

 . (5.3)

Entonces, usando los eigenvectores y eigenvalores, la matriz de densidad del sistema a una
temperatura T , dada por la ecuación (2.40), son

ρ̂ =
1∑

i=−1

e−mβBℏ

Z
|m⟩ ⟨m| (5.4)

donde la función de partición Z está dada como

Z =
1∑

m=−1

exp[−mβBℏ] = 1 + 2 cosh[βBℏ]. (5.5)

Las propiedades térmicas del sistema pueden ser obtenidas mediante las ecuaciones (2.41)-
(2.42), de las que resulta

⟨E⟩ =
−2Bℏ sinh(βBℏ)
1 + 2 cosh(βBℏ)

(5.6)

CH =
2β2B2ℏ2kB[cosh(βBℏ) + 2]

[2 cosh(βBℏ) + 1]2
. (5.7)

donde ⟨E⟩ es la enerǵıa promedio y CH es el calor espećıfico.
En la figura 5.1(a) se muestra la evolución respecto a la temperatura de ambas propiedades
termodinámicas, donde la ĺınea azul continúa es la enerǵıa y la ĺınea naranja a trazos es el
calor espećıfico. De la figura 5.1(a) se tiene que la evolución del calor espećıfico presenta
un máximo, el cual, de la ecuación (5.7), está dado por la ecuación,

3 + 5 cosh(βBℏ) + cosh(2βBℏ) =
βBℏ
2

[7 sinh(βBℏ) + sinh(2βBℏ)] , (5.8)

la cual se cumple cuando βBℏ = 1.88068. Para el máximo mostrado en la figura 5.1,
donde se utilizó unidades naturales (ℏ = 1 y kB = 1), se tiene que Tmax = 0.53191⊖,
con ⊖ la unidad de temperatura en unidades naturales, o temperatura de Planck. Este
tipo de comportamiento, un pico en CH a bajas temperaturas, se conoce como anomaĺıa
de Schottky [71; 72]. Dicho fenómeno se encuentra relacionado con la probabilidad de
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Figura 5.1: (a) Evolución de las diferentes variables termodinámicas consideradas: la
enerǵıa promedio está representada por la ĺınea azul sólida y el calor espećıfico por la
ĺınea naranja a trazos. (b) Calor espećıfico respecto a T , donde la ĺınea azul sólida co-
rresponde a la fórmula anaĺıtica, mientras que la ĺınea naranja a trazos corresponde a la
aproximación de T pequeñas, y la ĺınea verde punteada es para temperaturas grandes. Se
usó ℏ = 1, con B = 1.

transición al primer estado excitado, ya que, para temperaturas cercanas al cero absoluto,
el sistema no tiene la suficiente enerǵıa para que se alcance esté primer estado. Conforme la
temperatura aumenta y el primer estado es accesible, CH aumenta de manera exponencial
hasta que la enerǵıa debida a la temperatura sea del orden de la diferencia de enerǵıa entre
el primer estado y el estado base, donde el calor tiene un máximo para comenzar a decaer
a cero como función de 1/T 2 conforme todos los estados del sistema se vuelven accesibles,
para terminar saturándose a temperaturas altas con CH → 0.
Como se demostró en el caṕıtulo anterior, la anomaĺıa de Schottky está presente en el
esṕın-1/2 y como se puede ver que en [71] también se encuentra para esṕın con s ≥ 1.
Para ver dicho comportamiento, se expresa (5.7) en función de la diferencia de enerǵıa del
estado base con el primer estado excitado, △ = E0 − E− = Bℏ, como

CH =
4 + eβ△ + e−β△

[1 + eβ△ + e−β△]2
β2B2ℏ2kB, (5.9)

donde el comportamiento para altas y bajas temperaturas está dado como:

Śı kBT ≪ Bℏ se tiene que Bℏ/kBT ≫ 1 con lo que exp(△/kBT ) ≫ 1. Tomando el
ĺımite en la ecuación (5.9) se obtiene

CH(T → 0) ≈ 2△2

kBT 2

4 + eβ△

e2β△
=

(
△
T

)2
1 + 4e−β△

kB
e−β△. (5.10)

Cuando kBT ≫ Bℏ se puede tomar que exp(△/kBT ) ≈ 1 ya que Bℏ/kBT ≪ 1. Con
esto,

CH(T ≫ 1) ≈ 2

3kB

(
△
T

)2

. (5.11)

Las ecuaciones (5.10) (linea naranja a trazos) y (5.11) (linea verde con puntos) se muestran
junto con la ecuación (5.7) (linea azul continúa ) en la figura 5.1b), donde se ve que ambas
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Figura 5.2: (a) Representación geométrica de los tres eigenestados de una part́ıcula de
esṕın 1, donde la ĺınea negra representa al estado E−1 = −Bℏ, la ĺınea azul a E1 = Bℏ
y la roja a E0 = 0. Las ĺıneas negra y azul se sobreponen. (b) Representación geométrica
de los estados térmicos de un sistema de esṕın 1 en un campo magnético externo, donde
cada punto representa una temperatura y cada color un valor de θ.

aproximaciones se ajustan a CH en los reǵımenes correspondientes, mientras que cuando△
es del orden de kBT , donde se da el máximo de CH , ninguna de las aproximaciones se ajusta.
De dichas aproximaciones se puede ver que la anomaĺıa se cumple para temperaturas bajas,
donde el crecimiento es exponencial, mientras que para temperaturas altas el decaimiento
es de la forma 1/T 2. Este resultado resultará importante en secciones futuras.

5.2. Visualización geométrica de los eigenvectores y

estados térmicos.

Para tener en mente alguna visualización geométrica de los estados del sistema se usa
la proyección propuesta en [59], explicada en el caṕıtulo 2, donde se usa que las matrices
de densidad pueden ser expresadas en la base de Gell-Mann,

ρ̂ =
1

3

(
I3 +

3∑
j=i

xjXj +
3∑

k=1

ykYk +
2∑
l=1

zlZl

)
(5.12)

con xj = Tr[ρ̂Xj], yj = Tr[ρ̂Yj] y zj = Tr[ρ̂Zj] y X, Y y Z las ocho matrices de Gell-Mann
descritas en el segundo caṕıtulo.
Los estados puros del modelo están dados por las matrices de densidad ρ̂− = |−⟩ ⟨−|,
ρ̂0 = |0⟩ ⟨0| y ρ̂+ = |+⟩ ⟨+|, respectivamente. Dicha visualización se presenta en la figura
5.2(a) respecto a θ. Como ϕ solo afecta a los elementos fuera de la diagonal en ρn, la
información aportada por ϕ se perderá en la proyección w (ver ecuación (2.59)), ya que la
evolución en ϕ es proyectada al mismo punto de la visualización.
Respecto a θ, los estados ρ̂+ y ρ̂− realizan el mismo camino de puntos mapeados, pero
de manera inversa, esto es, el estado |−⟩ empieza en el estado de la base computacional
del cútrit |2⟩ ⟨2| y termina en el estado de dicha base |1⟩ ⟨1|. Por otro lado, el estado ρ+
empieza en |1⟩ ⟨1| evoluciona hasta |2⟩ ⟨2|. En ambos caso los puntos mapeados están en
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la malla de la visualización.
El eigenestado ρ0 únicamente se cruza con los otros dos en θ = π/4 (en dicha intersección
θ para los otros dos estados es θ = π/2 y θ = 3/4, ya que este empieza en el estado de la
base computacional4 |0b⟩ ⟨0b| alcanzando el estado |+4⟩ = 1√

2
(|0⟩ + |2⟩) con θ = π/2 para

regresar a |0b⟩ ⟨0b| por el mismo camino5.
De la matriz de densidad de los estados térmicos se obtiene la visualización mostrada en
la figura 5.2(b), donde se presenta una evolución respecto a θ y T ya que, nuevamente, la
variación en ϕ resulta indiferente en el mapeado de cada estado.
Finalmente, en la figura 5.2(b) muestra como el sistema se va termalizando hacia el estado
máximamente mezclado (ρ̂ = I/3), donde cada punto representa una diferente temperatu-
ra, con las temperaturas bajas cercanas a la superficie y conforme la temperatura aumenta,
el estado mapeado se acerca a la coordenada del espacio tridimensional (0, 0, 0). Cada color
corresponde a un diferente valor de θ entre [0, π], los cuales se presentan de izquierda a
derecha, donde el que está sobre el centro de la figura corresponde a θ = π/2.

5.3. Métrica de Fubini-Study

De la ecuación (5.3) se tiene que los estados puros dependen únicamente de los ángulos
del vector de dirección del campo, |n⟩ = |n(θ, ϕ)⟩, por lo que la métrica de F-S estará dada
por

ds2FS(n) = g
(n)
ϕϕ dϕ

2 + g
(n)
θθ dθ

2 + 2g
(n)
θϕ dθdϕ, (5.13)

con cada elemento dado como

g
(n)
lk = ℜ [⟨∂xψ|∂yψ⟩ − ⟨∂xψ|ψ⟩ ⟨ψ|∂yψ⟩] .

para n = +,−, 0, cada eigenestado del sistema, y l, k = θ, ϕ.
Sustituyendo (5.3) en los coeficientes de dsFS se llega a

g
(+)
θθ = g

(−)
θθ =

1

2
; g

(+)
ϕϕ = g

(−)
ϕϕ =

sin2 θ

2
; g

(+)
θϕ = g

(−)
θϕ = 0; (5.14)

g
(0)
θθ = 1; g

(0)
ϕϕ = sin2 θ; g

(0)
θϕ = 0, (5.15)

donde notamos que todos los elementos del tensor métrico están descritos por funciones
bien comportadas. La métrica de los tres estados es igual a la métrica de una esfera con
radio r = 1/

√
2 para los estados +,− y r = 1 para el estado 0, lo que indica que los

estados puros del sistema describen una esfera tal como se menciona en [59]. En la figura
5.3 se muestra la evolución de la métrica para el estado |+⟩, que resulta ser igual al estado
|−⟩ y es proporcional a la métrica del estado |0⟩.

4Se utiliza el sub́ındice b para diferenciar el eigenestado del Hamiltoniano de esṕın-1 |0⟩ con el ket
|0b⟩ = (0, 1, 0)T de la base computacional.

5Al decir camino se debe entender que cada punto en la visualización representa una gran cantidad de
estados, no necesariamente el mismo estado.
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Figura 5.3: (a)Evolución de los elementos de la métrica de Fubini-Study del estado |+⟩,
donde la ĺınea azul sólida corresponde a gϕϕ, mientras que la ĺınea naranja a trazos es gθ,θ.
En (b) se presenta el elemento diferencial ds2F−S

5.4. Obtención de la Fase de Berry y la Fase de Sjöqvist

De la dependencia de los eigenvectores de Ĥ, se tiene que la fase de Berry (ecuación
(4.23)) es respecto a la evolución en ϕ y θ, por lo que la conexión de Berry es

A⃗
(m)
B = (A

(m)
θ , A

(m)
ϕ )

= (i ⟨m| ∂θ |m⟩ , i ⟨m| ∂ϕ |m⟩), (5.16)

donde,

∂ϕ |+⟩ = i

 0
eiϕ sin θ√

2

e2iϕ(1− cos θ)

 ; ∂ϕ |0⟩ = i

 e−iϕ sin θ√
2

0
eiϕ sin θ√

2

 ; ∂ϕ |−⟩ = i

e−2iϕ(cos θ − 1)
e−iϕ sin θ√

2

0

 ,

y,

∂θ |+⟩ =

 − sin θ
2

eiϕ cos θ√
2

1
2
e2iϕ sin(θ)

 ; ∂θ |0⟩ =

− e−iϕ cos θ√
2

− sin θ
eiϕ cos θ√

2

 ; ∂θ |−⟩ =

1
2
e−2iϕ sin θ

− e−iϕ cos θ√
2

− sin θ
2

 ,

(5.17)

de donde se obtiene que A
(m)
θ = 0 y A

(m)
ϕ = −m(1− cos θ), para m = 1, 0,−1.

Como solo el potencial de Berry para ϕ es diferente de cero, entonces la fase de Berry
estará dada por

Φ
(m)
B =

∫ 2π

0

A
(m)
ϕ dϕ = −m

∫ 2π

0

(1− cos θ)dπ = −2πm(1− cos θ), (5.18)

donde la fase respecto a θ es Φ
(m)
θ = 0 y Φ

(m)
ϕ = Φ

(m)
B (Ver la figura 5.4).

La curvatura de Berry estará dada por

Ω
(m)
θϕ = ∂θA

(m)
ϕ − ∂ϕA(m)

θ = −m sin θ, (5.19)
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Figura 5.4: (a) Fase de Berry de los diferentes eigenestados del sistema de esṕın S = 1 en un
campo magnético, donde la ĺınea azul continua es el estado E−, la ĺınea verde discontinua
es para E+ y la ĺınea naranja discontinua-punteada es para E0. (b) muestra la evolución
de la fase de Sjöqvist para diferentes temperaturas (ĺınea azul sólida→ βB = 0.001, ĺınea
naranja a trazos→ βB = 0.5 y ĺınea verde punteada → βB = 5), mientras que en (c) se
muestra un mapa de color de esta fase.

De los resultados ya obtenidos se tiene que la Fase de Sjöqvist (ecuación (4.33)) es

ΦS = arg

{
e−βBℏ

Z
e−i2π(1−cos θ) +

e0

Z
e0 +

eβBℏ

Z
ei2π(1−cos θ)

}
= arg

1

Z
{1 + 2 cosh [βBℏ+ 2πi(1− cos θ)]}

= arg {1 + 2 cosh [βBℏ+ 2πi(1− cos θ)]} , (5.20)

donde se consideró que, como Z ∈ ℜ, entonces arg(Z) = 0.
En la figura 5.4(a) se muestra la fase de Berry de los tres eigenestados, mientras que en la
figura 5.4(c) se tiene la fase de Sjöqvist respecto a β y θ que muestra dos pilares con centro
en θ = π/3 y θ = 2π/3 respectivamente. En (b) se muestra la evolución para diferentes
valores de Bβ. Con βB pequeño el comportamiento de la fase comportamiento singular,
teniendo una subida abrupta de ΦS = 0 a ΦS = π en los intervalos θ/π ≈ [0.2665, 0.3927] y
θ/π ≈ [0.6072, 0.7335], mientras que conforme βB crece el comportamiento cambia. Para
βB grandes el comportamiento será similar, subiendo suavemente de Φ = 0 a Φ = π en
θ = π/3 para posteriormente decaer a cero en θ = π/2 y volver a crecer hasta otro máximo
en θ = 2π/3 y terminar en cero para θ = 2π. Como se puede ver en la figura 5.4(b) para
algunos valores de βB.
A pesar de dichos comportamientos, la fase de Sjöqvist no describe ningún comportamiento
peculiar que se pueda relacionar con alguna transición de fase topológica.

5.5. Cálculo de la Métrica de Bures

De los eigenvalores y los eigenestados del sistema se tiene que ρ es función de los
parámetros (β,B, ϕ, θ), por lo que la métrica estará dada como

ds2B = gββdβ
2 + gβBdβdB + gβϕdβdϕ+ gβθdβdθ +

+ gBBdB
2 + gBϕdBdϕ+ gBθdBdθ +
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+ gϕϕdϕ
2 + gϕθdϕdθ +

+ gθθdθ
2. (5.21)

Del formalismo del ensamble canónico y los eigenvalores, p = p(β,B), por lo que el dife-
rencial de pn es

dp2i =

(
∂pi
∂β

)2

dβ2 +

(
∂pi
∂B

)2

dB2 + 2

(
∂pi
∂β

)(
∂pi
∂B

)
dβdB, (5.22)

entonces, substituyendo pi = exp(−βEi)/Z, se llega a que el primer elemento de la ecuación
(3.34) es,

1

4

∑
i

dp2i
pi

=
Cv
4kB

(
dβ2

β2
+
dB2

B2
+
dβdB

βB

)
, (5.23)

donde Cv es el calor espećıfico (ver ecuación (5.7)).
Por otro lado, los eigenkets del sistema de esṕın dependen únicamente de los ángulos θ y
ϕ, con lo que, el segundo término en la ecuación (3.34) es

1

2

∑
i ̸=j

(pi − pj)2

pi + pj
| ⟨mi|dmj⟩ |2 =

1

2

∑
i ̸=j

(pi − pj)2

pi + pj

(
| ⟨mi|dϕmj⟩ |2dϕ2 + | ⟨mi|dθmj⟩ |2dθ2+

2ℜ [⟨mi|dϕmj⟩ ⟨mj|dθmi⟩] dθdϕ) (5.24)

donde las respectivas derivadas de los estados se muestran en la ecuación (5.17).
Comparando la ecuación (5.21) con (5.23) y (5.24) se llega a que los respectivos elementos
de la métrica de los ángulos son

gϕϕ = γ sin2 θ; (5.25)

gθθ = γ (5.26)

y
gϕθ = 0, (5.27)

donde

γ =
2 sinh2(Bβℏ/2)
1 + 2 cosh(Bβℏ)

= −sinh(βBℏ)
Bℏ

⟨E⟩ .

De esto, el tensor métrico se puede escribir como:

g =


CH/4kBβ

2 CH/4kBβB 0 0
CH/4kBβB CH/4kBB

2 0 0
0 0 γ 0
0 0 0 γ sin2 θ

 , (5.28)

donde, tal como se mencionó en el caṕıtulo anterior, el elemento de la métrica gββ está
relacionado con el calor espećıfico del sistema, Cv, dado por la ecuación (5.7).
Śı T → 0, entonces β →∞, por lo que

ĺım
T→0

γ =
1

2
, (5.29)
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Figura 5.5: Evolución de los elementos de la métrica de Bures. En (a) se presenta la
evolución gββ, mientras que en (b) se muestra la evolución de gθθ (ĺınea azul continua)
y de gϕϕ, donde se tienen las ĺıneas a trazos: con rojo para θ = π/4, con verde el caso
paraθ = π/8 y naranja para θ = 0. En (c) se tiene el elemento diferencial ds2B

de donde se ve que la métrica de Bures en este ĺımite se convierte en la métrica de Fubini-
Study del estado |−⟩, estado base del sistema.
La semejanza entre los coeficientes gββ, gBB y gβB se debe a que las probabilidades son
de la forma p = exp(−mβBℏ)/Z, por lo que se muestra únicamente la gráfica de gββ con
B = 1, la cual describe un comportamiento decreciente, como se ve en la figura 5.5. En
la figura 5.5(b) se ve la evolución de los elementos gϕϕ y gθθ, los cuales son la métrica de

una esfera de radio
√
γ(β,B). El elemento gϕϕ al estar pesado por la función sin2 θ, por

lo que, inicialmente gϕϕ(θ = 0) = 0 y, conforme θ crece, gϕϕ es una función creciente que
tiende a sin2θ/2, como se ve en las ĺıneas a trazos de la figura. Cuanto θ = π/2 se tiene
que gϕϕ(θ = π/2) = gθθ. Para θ > π/2, el valor al que gϕϕ tiende es menor cumpliéndose
que gϕϕ(θ) = gϕϕ(π − θ).
En la figura 5.4 se muestra el elemento diferencial ds2B respecto a β y θ, el cual tiene
únicamente valores positivos, con máximos en θ = π/2.

5.6. Fase de Uhlmann mediante valores esperados de

la base de SU(3)

La conexión de Uhlmann está dada por

⟨i|AU |j⟩ =
(
√
pi −
√
pj)

2

pi + pj
⟨i| d |j⟩ , (5.30)

donde al sustituir la probabilidad del desarrollo espectral de ρ, pn = e−βEn/(
∑

j e
−βEj), se

obtiene que el coeficiente de probabilidades de la conexión es

(
√
pi −
√
pj)

2

pi + pj
= 1− sech

[
βBℏ
2

(mi −mj)

]
, (5.31)

donde se utilizó que los eigenvalores del sistema son Ei = miBℏ con mi = −1, 0,+1.
Por otro lado, usando los eigenkets y sus respectivas derivadas se llega a que, considerando
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θ constante,

⟨mi| dϕ |mj⟩ |bi⟩ ⟨bj| =

 2i sin2(θ/2) ie−iϕ sin θ/
√
2 0

ieiϕ sin θ/
√
2 0 ie−iϕ sin θ/

√
2

0 ieiϕ sin θ/
√
2 −2i sin2(θ/2)

 dϕ (5.32)

donde |mi⟩ representan los diferentes eigenkets y |bi⟩ representa la base computacional
|b̂⟩ = {(1, 0, 0)T , (0, 1, 0)T , (0, 0, 1)T}.
Por lo tanto, la conexión de Uhlmann está dada por

A =
∑
i ̸=j

{
1− sech

[
βBℏ
2

(mi −mj)

]}
⟨mi|d|mj⟩ |mi⟩ ⟨mj|

= −iη

 sin θ − e−iϕ cos θ√
2

0

− eiϕ cos θ√
2

0 − e−iϕ cos θ√
2

0 − eiϕ cos θ√
2

− sin θ

 ,

con η = sin θ
[
1− sech

(
βBℏ
2

)]
, la cual se puede escribir, usando las matrices de esṕın-1,

como
A = −iηe−iϕSz/ℏ

(
Ŝz sin θ/ℏ− cos θŜx/ℏ

)
eiϕŜz/ℏ. (5.33)

De la ecuación (4.54), si se toma la conexión de Uhlmann de manera análoga a un Hamil-
toniano HA = iA, tal que

i
d

dϕ
|ψ⟩ = HA |ψ⟩ , (5.34)

donde se puede hacer la transformación lineal |ψ′⟩ = ei(ϕ−ϕ0)Ŝz/ℏ |ψ⟩, de tal forma que la
ecuación a resolver es

i
d

dϕ
|ψ′(ϕ)⟩ = H ′

A |ψ′(ϕ)⟩ , (5.35)

con
H ′
A = iA′ =

[
(η sin θ − 1)Ŝz/ℏ− η cos θe−iϕ0Ŝz/ℏŜx/ℏeiϕ0Ŝz/ℏ

]
,

que es independiente de ϕ. Con esto, la evolución de HA está dada por la holonomı́a de
Uhlmann Û ′ del sistema transformado, con la conexión de Uhlmann A′. La solución general
para dicha una ecuación tipo propagador es

Û ′ = Pe
∮
A′

= Pe−i
∮
η(sin θŜz/ℏ−e−iϕ0Ŝz/ℏ(Ŝx/ℏ)eiϕ0Ŝz/ℏ cos θ)dϕ

= e−i2π[(η sin θ−1)Ŝz/ℏ−ηe−iϕ0Ŝz/ℏSx/ℏeiϕ0Ŝz/ℏ]

= e−iϕ0Ŝz/ℏe−2πigR̂eiϕ0Ŝz/ℏ (5.36)

donde se define el operador R̂ = Ĝ/g = n̂′ · S⃗/g, con

n̂′ =
1

ℏ

 −η cos θ0
η sin θ − 1

 .
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El operador R cumple con

Tr[R̂] = 0; det(R̂) = 0; (5.37)

R̂† = R̂; (R̂2)† = R̂2, (5.38)

mientras que g es tal que Tr[Ĝ2/g2] = 2, esto es,

g =
√

1 + η2 − 2η sin θ =

√
cos2 θ + sech2

(
βBℏ
2

)
sin2 θ. (5.39)

Partiendo de las caracteŕısticas de R se puede utilizar el desarrollo de la exponencial de
[73] para el caso det(X̂) = 0, dado como exp(iµX̂) = I + iX̂ sinµ + X̂2(cosµ − 1). Con
esto Û ′ se puede expresar como

Û ′ = e−iϕ0Ŝz/ℏ
[
I − 2sin2(πg)Ŝ2 − isin(2πg)R̂

]
eiϕ0Ŝz/ℏ, (5.40)

que permite finalmente expresar la fase de Uhlmann como función de los valores esperados6

de R̂ y R̂2, y η,

ΦU = arg
[
Tr
(
e−iϕ0Ŝz/ℏρ̂0e

iϕ0Ŝz/ℏe−iϕ0Ŝz/ℏe−2πi[(η sin θ−1Ŝz−η cos θŜx]/ℏeiϕ0Ŝz/ℏ
)]

= arg
[
1− 2sin2(πg) ⟨R̂2⟩ − isin(2πg) ⟨R̂⟩

]
, (5.41)

donde ⟨R̂⟩ y ⟨R̂2⟩ quedan a su vez en términos de los valores esperados de los opera-
dores de esṕın Ŝx y Ŝz, y de los términos cuadrupolares Ŝ2

x, Ŝ
2
z y {Ŝz, Ŝx}, y de η.

En la ecuación (5.41) se utilizó que la matriz de densidad del sistema transformado es

ρ̂′0 = e−iϕ0Ŝz/ℏρ̂0e
iϕ0Ŝz/ℏ.

Los valores esperados ⟨R̂⟩ y ⟨R̂2⟩ están dados por

⟨R̂⟩ = (η sin θ − 1)
⟨Ŝz⟩
gℏ
− η cos θ ⟨Ŝx⟩

gℏ
; (5.42)

⟨R̂2⟩ = (η sin θ − 1)2
⟨Ŝ2

z ⟩
g2ℏ2

+ η2 cos2 θ
⟨Ŝ2

x⟩
g2ℏ2

− (η sin θ − 1)η cos θ
⟨{Ŝz, Ŝx}⟩
g2ℏ2

. (5.43)

Ahora, para recuperar el resultado de [40] se substituye en los valores esperados la matriz
de densidad ρ̂0 = exp(−iθŜy/ℏ) exp(−βBŜz) exp(iθŜy/ℏ)/Z,

⟨R̂⟩ = 2 cos θ sinh(βBℏ)/gZ (5.44)

⟨R̂2⟩ =
[
cosh(βBℏ)λ2/2 + λ21

]
/g2Z (5.45)

donde se definió

λ1 = η − sin θ;

λ2 = 3 + cos 2θ − 4η sin θ + 2η2,

6Ya que R̂ y R̂2 son operadores hermitianos, Tr[ρ̂R̂] y Tr[ρ̂R̂2] son valores esperados.
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Figura 5.6: Fase de Uhlmann para una part́ıcula de esṕın s = 1 en un campo magnético
B⃗ en contacto con un reservorio térmico a temperatura β = 1/kBT . (a) Fase de Uhlmann
para diferentes valores de βB y θ. En (b) se presenta el caso θ = π/2.

que, sustituyendo en la fase de Uhlmann, se obtiene

ΦU = arg

[
Z − 2 sin2(πg)

g2

(
cosh(βBℏ)

λ2
2

+ λ21

)
− i2 sin(2πg)

g
cos θ sinh(βBℏ)

]
, (5.46)

donde se consideró que arg(Z) = 0. Esta ecuación, y con ayuda de un poco de álgebra, se
puede expresar como

ΦU = arg [U2(z)] , (5.47)

donde z = cosh(βB/2) cos(πg)− i sinh(βB/2) sin(πg) cos(θ)/g y U2(x) = 4x2 − 1 como el
segundo polinomio de Chebyshev de segundo tipo, tal como se describe en [40].
Partiendo de los valores esperados resulta interesante estudiar los ĺımites para altas y bajas
temperaturas.
En el ĺımite T → 0 se tiene que los valores esperados de R están dados por

⟨R̂⟩ (T → 0) = cos θ/g;

⟨R̂2⟩ (T → 0) =
3 + cos(2θ)− 2 sin2 θ

2g2
,

donde ηT→0 = sin θ y gT→0 = | cos θ|, entonces la fase en este ĺımite se aproxima a

ΦU(T → 0) = arg

{
1− sin2(π| cos θ|)

cos2 θ

[
3 + cos(2θ)− 2 sin2 θ

]
− isin(2π| cos θ|)

| cos θ|
cos θ

}
(5.48)

la cual se aproxima a la fase de Berry (ver ecuación (5.18)) como se ve en la figura 5.7.
Por otro lado, si T → ∞ entonces ηT→∞ = 0 y gT→∞ = 1. De la ecuación (5.46) se ve
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Figura 5.7: Fase de Uhlmann para bajas temperaturas (ĺınea azul continua) comparada
con la fase de Berry del estado base |−⟩ (ĺınea naranja a trozos).

que sin(π) = sin(2π) = 0, por lo que se obtiene fácilmente que la fase de Uhlmann para
cualquiera θ se desvanece,

ΦU(T →∞) = arg(1) = 0. (5.49)

De la figura 5.6 se puede ver un caso especial en θ = π/2, donde la fase presenta un

cambio abrupto de 0 a π para una temperatura cŕıtica T
(↑)
c , mientras que para una segunda

temperatura cŕıtica T
(↓)
c , la fase cambia de π a 0 abruptamente. Para θ = π/2 la fase de

Uhlmann se reduce a

ΦU(θ = π/2) = arg

[
cosh(βBℏ) +

2− 4 sin
[
πsech

(
βBℏ
2

)]2
sech2

(
βBℏ
2

) ]
, (5.50)

donde g = |sech(βBℏ/2)| = sech(βBℏ/2). Como la expresión dentro de los corchetes es
una suma de funciones reales, dicha expresión es real, por lo que, por propiedades de la
función arg(x), la fase es ΦU = π cuando la expresión dentro de los corchetes es menor a
cero, en caso contrario ΦU = 0. Entonces, el caso donde el sistema tiene fase es cuando

cosh(βBℏ) +
2− 4 sin

[
πsech

(
βBℏ
2

)]2
sech2

(
βBℏ
2

) < 0, (5.51)

que, considerando que η(θ = π/2) = 1− sech(βBℏ/2), se llega a

cos2[π(η − 1)]− (η − 1)2

4
< 0. (5.52)

Ambas condiciones son ecuaciones trascendentales, por lo que, evaluando numéricamente,
se llega a que ΦU = π en el intervalo η ∈ (0.403617, 0.569119), o βBℏ ∈ (2.21240, 2.96998).
Con esto se determina que las temperaturas cŕıticas con kB = 1, ℏ = 1 y B = 1 son
T

(↑)
c ≈ 0.3367⊖ y T

(↓)
c ≈ 0.45199⊖, donde ⊖ denota la unidad de temperatura en unidades

naturales, temperatura de Planck.
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Figura 5.8: (a) Evolución de la fase de Uhlmann respecto al elemento gββ.(b)Fase de
Uhlmann con θ = π/2 respecto a gββ. En (c) sé gráfica la fase de Uhlmann respecto a
T y se coloca de referencia una ĺınea negra como el elemento gββ(T ) y al calor espećıfico
CH(T ). En (d) se presenta también la evolución de las probabilidades, con una ĺınea roja
punteada el estado base, la ĺınea verde a trozos el primer estado excitado y la ĺınea naranja
sólida el segundo.
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Entonces, buscando alguna relación entre la métrica de Bures (ecuación (5.28)) y la fase
de Uhlmann (ecuación (5.46)), dos elementos matemáticos que se utilizan para el estudio
del espacio de matrices de densidad del sistema, se considera que

gββ =
CH

4kBβ2
=
B2ℏ2[2 + cosh(βBℏ)]
2[1 + 2 cosh(βBℏ)]2

,

lo que permite expresar ΦU en términos de gββ como,

η = sin θ

1−

[
32gββ

16gββ +B2ℏ2 +
√
B4ℏ4 + 64gββ

]1/2 . (5.53)

De la ecuación (5.46) se puede ver que la fase de Uhlmann puede ser expresada como
función de η y θ, únicamente reescribiendo cosh(βBℏ) y Z en función de estas variables

cosh(βBℏ) =
2 sin2 θ

(η − sin θ)2
− 1

Z =
4 sin2 θ

(η − sin θ)2
− 1,

con lo que ΦU = ΦU(θ, gββ). En la figura 5.8(a), se muestra la evolución de la fase respecto
a θ y gββ. En la figura 5.8(b) se graficó el caso θ = π/2, donde se presenta la transición de
fase en el intervalo aproximado gββ ∈ (0.01394, 0.03154).
Si bien se pudo relacionar matemáticamente la fase de Uhlmann con la métrica de Bures,
no se encontró que el elemento gββ, ni ningún otro elemento de la métrica de Bures (ver
sección 5.) que muestre un comportamiento caracteŕıstico que indique la transición de fase
que se tiene en la fase de Uhlmann. Esto se puede ver claramente en la figura 5.8(c) donde
se muestra una comparación entre la evolución de gββ y la fase de Uhlmann para θ = π/2.
Aunque la métrica y la fase no parecen tener una relación directa, la ventaja de la expre-
sión obtenida ΦU(gββ) es que, como gββ(CH), entonces se tiene que ΦU(CH , β), con CH el
calor espećıfico. En la figura 5.8(c) se muestra la fase de Uhlmann para θ = π/2, junto con
el elemento gββ (ĺınea negra a trozos), que no muestra ningún comportamiento particular
que señale la transición en ΦU . También se colocó como referencia él CH (ĺınea naranja
punteada), el cual tiene un máximo en Tmax = 0.53172257⊖ explicado por la anomaĺıa
de Schottky, como se demostró al principio del caṕıtulo. De la figura se puede pensar en
una posible relación entre CH y la transición de fase, aunque las temperaturas cŕıticas
respectivas no son iguales. Esta idea es apoyada por el resultado presentado para el esṕın-
1/2 al final del caṕıtulo 4 donde también se presenta que el máximo del CH está cercano
a la temperatura de transición. La misma relación cualitativa se presenta en el sistema
compuesto de dos espines s = 1/2 con un campo magnético aplicado a uno de los espines,
como mostró Villavicencio et al. en [39].
Considerando que la anomaĺıa de Schottky está relacionada con la aparición del primer
estado excitado, en la figura 5.8(d) se presentan las probabilidades de cada eigenestado
del sistema, donde la probabilidad del estado base p0 = eβBℏ/Z es la ĺınea roja punteada,
el primer estado excitado es p1 = 1/Z dado por la ĺınea verde discontinúa y el segundo
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estado p2 = e−βB/Z la ĺınea naranja sólida. De esto, se puede ver como las probabilidades
de los estados excitados dejan de ser despreciables cerca de los valores de la transición.
El problema con el análisis entre CH y ΦU es que como Tmax no es igual a las tempera-
turas de las transiciones, las relaciones entre las cantidades mencionadas son únicamente
cualitativas, tal como en los casos de esṕın-1/2 y el caso presentado en [39].



Caṕıtulo 6

Sistema modificado por un elemento
Ŝ2z

Del caṕıtulo anterior y de [40; 41] se tiene que los sistemas de esṕın contienen una
transición topológica a ciertas temperaturas cŕıticas cuando θ = π/2. Con la intención de
estudiar la fase geométrica en un sistema de esṕın-1 más general se considerarán estados
con contribución cuadrupolar. Para ello se propone un Hamiltoniano de esṕın−1 en un
campo magnético anisótropo con preferencia en el plano (easy-plane anisotropy field)[55].
Con este sistema propuesto se pretende romper la simetŕıa SU(2) que tiene el Hamiltoniano

Ĥ = B⃗ · S⃗. Aunque los estados multipolares están presentes en los sistemas de s ≥ 1, se
ha considerado s = 1, donde solo se tienen estados cuadrupolares, por sencillez.
Se trabajará en este caṕıtulo con el Hamiltoniano propuesto al cual se le calculará la fase
de Uhlmann para ver si la transición de fase se mantiene y, por comparación, se calcularán
las fases de Berry y de Sjöqvist. También se le calcularán las métricas de Bures y de
Fubini-Study para ver si en este nuevo sistema se encuentra una relación cuantitativa con
las fases geométricas, como se encontró en la fase de Uhlmann.
El caṕıtulo se encuentra dividido en dos partes, en la primera parte se estudiará el caso
donde el ángulo polar del campo es θ = π/2, donde se obtuvieron expresiones anaĺıticas,
mientras que en la segunda se retomará el caso general con resultados numéricos.
Al igual que en el caṕıtulo anterior, las gráficas están en unidades naturales, esto es, ℏ = 1
y kB = 1.

6.1. Modelo: Hamiltoniano Cuadrupolar

Como se mencionó en caṕıtulos anteriores, los operadores que actúan sobre un sistema
de tres niveles pueden ser desarrollados por una base de ocho matrices, por ejemplo, las
matrices de Gell-Mann como se describió en la visualización geométrica. Por otro lado, la
base con un significado f́ısico más claro, y la que se utiliza en el desarrollo del Hamiltoniano
de un sistema, es la base de matrices de esṕın-1 (Ŝx, Ŝy, Ŝz).
Dado que las matrices de esṕın-1 son solo tres, las otras cinco se pueden definir mediante
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los tensores de rotación irreducibles T̂
(k)
q [55; 74], los cuales cumplen con[

Ŝz, T̂
(k)
q

]
= qT̂ (k)

q (6.1)[
Ŝ±, T̂

(k)
q

]
=

√
k(k + 1)− q(q ± 1)T̂

(k)
q+1 (6.2)

donde Ŝ± = Ŝx ± iŜy.
Con esto se llega a que el vector de esṕın es

S⃗ =

ŜxŜy
Ŝz

 ,

mientras que los elementos complementarios de la base, dados por las ecuaciones (6.1) y
(6.2) (con k = 2)1, forman el vector cuadrupolar

Q⃗ =


Ŝ2
x − Ŝ2

y

1√
3

(
2Ŝ2

z − Ŝ2
x − Ŝ2

y

)
{Ŝx, Ŝy}
{Ŝy, Ŝz}
{Ŝz, Ŝx}

 (6.3)

con {Â, B̂} = ÂB̂ + B̂Â, el anticonmutador.
Los elementos cuadrupolares de la base de esṕın han sido ampliamente usados para des-
cribir diferentes aspectos de un sistema de esṕın [75–79]. En general, un sistema de esṕın
está descrito por un Hamiltoniano

ĤS = Ĥ0 + Ĥ1 +H2 + ... (6.4)

donde H1 es la interacción del esṕın con un campo magnético externo (Ver Cap. 5), Ĥ1 es
la interacción hiperfina, que describe como el campo magnético creado por el movimiento o
por part́ıculas externas afectan el sistema, y Ĥ2 describe la interacción esṕın-esṕın, o como
se demostrará en un momento, un segundo orden de la interacción esṕın-orbita, el cual se
vuelve relevante en sistemas de esṕın s ≥ 1. Los puntos suspensivos hacen referencia a la
existencia de más fenómenos que pueden afectar a un sistema de esṕın, dependiendo de lo
que el autor considere.
En el presente trabajo se considera Ĥ1 como despreciable, pero Ĥ2, el cual está dado por
elementos cuadrupolares, será tomado en cuenta.
Para obtener un Hamiltoniano efectivo en el cual los momentos cuadrupolares estén pre-
sentes, se considera un elemento de perturbación dado por el acoplamiento esṕın-órbita y
el efecto Zeeman

V = λL⃗ · S⃗ + B⃗ · (S⃗ + L⃗) (6.5)

donde λ es la constante de acoplamiento esṕın-orbita, L⃗ y S⃗ son los vectores de momento
angular y esṕın, respectivamente, mientras que B⃗ = Bn̂ es el vector del campo, con
B = qB̃/2m, donde q es la carga de la part́ıcula, m su masa y B̃ la magnitud del campo2.

1Con k = 1 se obtienen los operadores Ŝ+ y Ŝ−.
2Se trata a B como la magnitud del campo solo por simplificar notación, ya que q y m se consideran

constantes.
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Con esto, la primera corrección3 de la enerǵıa está dada por

Ĥ1 = Bn̂ · S⃗ (6.6)

que es el caso ya tratado. La corrección a segundo orden está dada por

H⃗2 = DŜ2
z +

E

2
(Ŝ2

+ + Ŝ2
−) (6.7)

donde D y E son llamados anisotroṕıas longitudinal y transversal, respectivamente. Con
esto, el Hamiltoniano efectivo es

H = Bn̂ · S⃗ +DJŜ2
z +

E

2
(Ŝ2

+ + Ŝ2
−). (6.8)

Con esto, en el presente trabajo se propone estudiar las fases y métricas de un sistema de
esṕın longitudinalmente anisótropo, i.e.

H = Bn̂ · S⃗ + α
B

ℏ
Ŝ2
z , (6.9)

donde α podŕıa ser considerado como un valor de comparación entre el término del campo
externo n̂ · S⃗ y Ŝ2

z .
A pesar de que el objetivo del término cuadrupolar es el romper la simetŕıa SU(2) del
Hamiltoniano para el campo externo, es importante aclarar que, considerando un sistema
f́ısico real, el valor de α (D) depende del sistema f́ısico elegido y puede tomar valores
[79–81] que hacen al término cuadrupolar comparable a Ĥ1 o incluso el dominante. Si
D < 0 entonces es fácil encontrar el esṕın en la dirección Z (easy axis) y poco probable
encontrarlo en el plano x = y, pero śı D > 0 entonces es más probable encontrar al esṕın
en el plano x− y (hard axis).
La ventaja de usar el elemento cuadrupolar Ŝ2

z es el poder expresar la ecuación de Schrödin-
ger de la siguiente forma

Ĥ |nz2⟩ = e−iϕŜz/ℏĤ0e
iϕŜz/ℏ |nz2⟩ = E(z2)

n |nz2⟩ , (6.10)

con Ĥ0 = B(sin θŜx+cos θŜz+αŜ
2
z/ℏ), tal que se puede proponer la transformación unitaria

Û = exp(iϕŜz) con la que se define |nz2⟩ = exp(−iϕŜz/ℏ) |ψn⟩, donde |ψn⟩ cumple con

Ĥ0 |ψn⟩ = E(z2)
n |ψn⟩ ,

por lo que los eigenvectores de Ĥ0 cumplen con la ecuación vectorial

(Ĥ0 − Ez2

n ) |ψn⟩ = sin θŜx + cos θŜz +
α

ℏ
Ŝ2
z −

E
(z2)
n

B
I = (0, 0, 0)T ,

mientras que los eigenvalores, que son los mismos tanto para Ĥ0 como para Ĥ, y están
sujetos a la ecuación de tercer grado

y3n − 2αy2n + (α2 − 1)yn + α sin2 θ = 0,

3El desarrollo se puede encontrar en [75; 76].
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donde se definió yn = E
(z2)
n /Bℏ. De esta ecuación de y se llega a que la dependencia de los

eigenvalores de Ĥ es de la forma,

E(z2)
n (B,α, θ) = Bℏyn(α, θ), (6.11)

mientras que la dependencia de los eigenvectores, sustituyendo la forma de E
(z2)
n , es,

|nz2⟩ = |nz2(α, ϕ, θ)⟩ = exp(−iϕŜz/ℏ) |ψn(α, θ)⟩ . (6.12)

6.2. Caso con θ = π
2

Cuando θ = π/2, el Hamiltoniano Ĥ0 se simplifica a

Ĥ0 = B
[
Ŝx +

α

ℏ2
Ŝ2
z

]
, (6.13)

que permite expresar la ecuación de eigenvalores como

y3n − 2αy2n + (α2 − 1)yn + α = (−yn + α)
[
−y2n + αyn + 1

]
= 0,

con soluciones yn = {α, (α ±
√
α2 + 4)/2}. Por lo tanto, los eigenvalores de Ĥ(θ = π/2)

son

Ez2

−

(
θ =

π

2

)
=

α−
√
4 + α2

2
Bℏ; (6.14)

Ez2

0

(
θ =

π

2

)
= αBℏ; (6.15)

Ez2

+

(
θ =

π

2

)
=

α +
√
4 + α2

2
Bℏ. (6.16)

Los eigenvectores están dados por

|+π
2
⟩ = c

(π/2)
+ e−iϕŜz/ℏ

 1

−α−
√
4+α2√
2

1

 = c
(π/2)
+

 e−iϕ

−α−
√
4+α2√
2

eiϕ

 ; (6.17)

|0π
2
⟩ =

1√
2
e−iϕŜz/ℏ

−10
1

 =
1√
2

−e−iϕ0
eiϕ

 ; (6.18)

|−π
2
⟩ = c

(π/2)
− e−iϕŜz/ℏ

 1

−α+
√
4+α2√
2

1

 = c
π/2
−

 e−iϕ

−α+
√
4+α2√
2

eiϕ

 , (6.19)

con c
(π/2)
± = 1/

√
4 + α2 ∓ α

√
4 + α2.

Ahora, si se considera que el sistema está en contacto con un reservorio a temperatura T ,
se llega a que el sistema térmico estará representado por la matriz de densidad

ρ̂π/2 =
1

Z

[
exp

(
α−
√
4 + α2

2
Bℏ

)
|+π

2
⟩ ⟨+π

2
|+ exp (αBℏ) |0π

2
⟩ ⟨0π

2
|+
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Figura 6.1: Mapa de colores del calor espećıfico donde se coloca de referencia el comporta-
miento de las diferencias de enerǵıa, con color negro discontinuo△1 y de naranja punteado
△2.

exp

(
α +
√
4 + α2

2
Bℏ

)
|−π

2
⟩ ⟨−π

2
|

]
, (6.20)

con la función de partición dada por

Z = e−αβBℏ + 2e−αβBℏ/2 coshω,

donde se definió ω = 1
2

√
α2 + 4βBℏ.

Con esto, y usando los resultados del ensamble canónico, se pueden obtener las siguientes
variables termodinámicas

⟨E⟩ = − ∂

∂β
lnZ

=
Bℏ
Z

{
αe−αβBℏ + e−αβBℏ/2

[
α coshω −

√
α2 + 4 sinhω

]}
; (6.21)

CH = kBβ
2 ∂

∂β
⟨E⟩ = kBβ

2B2ℏ2

Z2
e−αβBℏ ×

×
{
α2 + 4 + e−αβBℏ/2

[
(α2 + 2) coshω + α

√
α2 + 4 sinhω

]}
. (6.22)

El calor espećıfico, ecuación (6.22), puede ser escrito en función de las diferencias de enerǵıa
entre el estado base y el primer estado excitado △1 = E0−E− = (α/2+

√
α2 + 4/2)Bℏ y

el estado base con el segundo estado excitado △2 = E+ − E− =
√
α2 + 4Bℏ, como,

CH =
β2B2ℏ2kB

4

{
(α−

√
α2 + 4)2e−β△2 + 4(α2 + 4)e−β(△2−△1) + (α +

√
α2 + 4)2

[eβ(△1−2△2)/2 + 2 cosh(β △1 /2)]2

}
.

(6.23)
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Figura 6.2: (a) Calor espećıfico para valores de α positivos, mientras que en (b) se realiza
para α negativos. En ambos casos la ĺınea azul sólida corresponde a α = 0, la ĺınea naranja
a trazos es para α = ±0.3, la verde punteada corresponde a α = ±1 y la roja punetada
para α = ±5.

En la figura 6.1 se muestra un mapa de colores de CH donde se ven dos comportamientos
respecto a α: si α > 0, el calor solo muestra un pico, mientras que para α < 0, existen dos
máximos. Se colocó como referencia la evolución de △1 y △2.
Si se considera el caso kBT ≪△1, entonces el calor se aproxima a

CH ≈
β2B2ℏ2kB

4

{
4(α2 + 4)e−β(△2−△1) + (α +

√
α2 + 4)2

[eβ(△1−2△2)/2 + eβ△1/2]2

}
,

donde, śı α≫ 1, entonces △1 ≈ △2, por lo que

CH ≈
β2B2ℏ2kB

4

[
4(α2 + 4) + (α +

√
α2 + 4)2

]
e−β△1 , (6.24)

donde la dependencia se da respecto a la diferencia de enerǵıa con el primer estado excitado.
Entonces, para el caso kBT ≪ △1 y α ≫ 1, el calor espećıfico aumenta de manera
exponencial respecto a △1, teniendo, por tanto, solo un máximo, como se ve en la figura
6.2(a).
Por otro lado, si α < 0 entonces △2 crece mientras △1 tiende a cero, con lo que el cociente
△2/△1 > 2 es creciente respecto a |α|. Si α≪ −1 se puede considerar que 2△2−△1 ≈ 2△2,
con lo que CH se puede aproximar a

CH ≈
β2B2ℏ2kB

4

[
4(α2 + 4)e−β△2 + (α +

√
α2 + 4)2e−β△1

]
, (6.25)

donde existirán dos picos, el primero de ellos aparecerá cuando T es del orden de △1

mientras que el segundo aparecerá cuando T es del orden de △2 (ver figura 6.2(b)). Este
segundo pico no será tan pronunciado, ya que se verá amortiguado por la exponencial de
△1.
La existencia de ambos picos conforme el cociente △2/△1 ya fue descrita en [72], donde
los autores encontraron que un segundo máximo está relacionado con dicho cociente (el
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Figura 6.3: (a) Visualización Geométrica de los estados puros del sistema modificado con
θ = π/2, donde el estado base se representa con negro, el primer estado de color azul y
el segundo estado excitado de color rojo. (b) Se presenta los estados térmicos del sistema,
donde cada ĺınea corresponde a un valor α = −2,−1, 0, 1, 2 de izquierda a derecha, y cada
punto representa un valor de βB diferente.

cual, mencionan, debe ser del orden de 10) y la degeneración de las enerǵıas del sistema,
no presente en el sistema aqúı tratado.
Para el otro caso, cuando kBT ≫△2, el calor se aproxima como

CH =
β2B2ℏ2kB

36

[
(α−

√
α2 + 4)2 + 4(α2 + 4) + (α +

√
α2 + 4)2

]
, (6.26)

donde no importa si α es positiva o negativa.

6.2.1. Visualización geométrica de los eigenestados y estados
térmicos

Para la visualización geométrica de los eigenestados del Hamiltoniano propuesto se
utilizará el modelo visto en la sección 2.4 para estudiar cómo se modifica la evolución de
los estados mapeados respecto a α, cuando θ = π/2. Se hará lo mismo para los estados
térmicos. Recordando que cada estado puede ser expresado como

ρ̂ =
1

3

(
I3 +

3∑
j=i

xjXj +
3∑

k=1

ykYk +
2∑
l=1

zlZl

)
, (6.27)

donde las matrices Xi, Yi y Zj, con i = 1, 2, 3 y j = 1, 2, son las matrices de Gell-Mann, y
xi = Tr[ρ̂Xi], yi = Tr[ρ̂Yi] y zi = Tr[ρ̂Zj] los coeficientes del desarrollo. Para la visualización

se utilizará z1 como uno de los ejes, z2 otro eje y la proyección ω =
√∑3

j=1(x
2
j + y2j ) como

el tercer eje. De esta manera se obtiene la figura 6.3.
En la figura 6.3(a) se muestra la evolución de los eigenestados de H respecto a α ∈ [−2, 2].
En los tres casos, los cambios en ϕ no afectan en la visualización. Se utilizó el color negro
para el estado base, el cual inicia (α = −2) en el punto negro sobre la malla para seguir
hacia derecha, donde α = 0 se encuentra en medio de la malla de estados puros. El
segundo estado excitado realiza un camino inverso, representado en color rojo, iniciando
con el punto rojo de la figura y siguiendo hacia la izquierda. El primer estado excitado
para cualquiera α y ϕ es mapeado, como se puede intuir de la forma de |0π

2
⟩ ⟨0π

2
| que es
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independiente de θ y α, al punto |ψ4⟩ ⟨ψ4| de la malla, definido en el final del segundo
caṕıtulo.
Por otro lado, se muestra en la figura 6.3(b) la visualización geométrica de los estados
térmicos para cinco valores de α = −2,−1, 0, 1, 2 respecto a βB. Cada ĺınea corresponde
a diferentes valores de α de izquierda da derecha, donde el color azul es con α = −2,
el color verde es para α = 0 y el color morada para α = 2. Cada punto sobre las ĺıneas
corresponden a un valor diferente de βB, empezando con βB → 0 (T grandes) en ρ̂ ≈ I/3,
en el centro de triángulo del plano z1−z2, y subiendo hacia los estados puros en la superficie
de la malla. De esto, comparando con la visualización del esṕın-1 (que corresponde al color
verde) visto en el caṕıtulo anterior, se ve que α modifica el mapeo de los estados, pero el
comportamiento de la termalización sigue siendo el mismo.

6.2.2. Métrica de Fubini-Study

Como se vio anteriormente, los eigenestados del sistema propuesto dependen de α
y ϕ cuando θ = π/2, por lo que los elementos de la métrica de Fubini-Study serán
{gϕϕ, gαα, gϕα}, donde cada uno está dado como

gij = ℜ [⟨∂iψ|∂jψ⟩ − ⟨∂iψ|ψ⟩ ⟨ψ|∂j⟩] , (6.28)

con i, j = α, ϕ. Sustituyendo en la ecuación (6.19) se llega a que cada elemento está dado
como:

Para el ket |+π
2
⟩

g
(+)
ϕϕ =

1

2
+

α

2
√
4 + α2

; g(+)
αα =

1

(4 + α2)2
; g

(+)
ϕα = 0. (6.29)

Para |0π
2
⟩

g
(0)
ϕϕ = 1; g(0)αα = 0; g

(0)
ϕα = 0. (6.30)

Con |−π
2
⟩

g
(−)
ϕϕ =

1

2
− α

2
√
4 + α2

; g(−)
αα =

1

(4 + α2)2
; g

(−)
ϕα = 0. (6.31)

En la figura 6.4 se muestra la evolución de los elementos de la métrica de F-S no constantes.
En (a) se presenta el caso para gϕϕ, que a diferencia del caso α = 0 (esṕın-1), no es
constante. El único tensor métrico que queda igual al caso α = 0 es el primer estado
excitado |0π

2
⟩, lo que era de esperarse, ya que, para θ = π/2, |0π

2
⟩ = |0⟩, con |0⟩ el primer

estado excitado de Ĥ = Bn̂ · S⃗.
Para el caso de gαα, el estado base |−π

2
⟩ y el segundo estado excitado tienen el mismo

comportamiento, el cual presenta un máximo en α = 0 y decrece rápidamente a cero
conforme |α| crece, como se ve en la figura 6.4(b).
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Figura 6.4: Evolución de los términos no constantes de la métrica de Fubini-Study. En
(a) se tiene al caso gϕϕ con la ĺınea azul para |−π

2
⟩ mientras que la ĺınea naranja a trazos

corresponde a |+π
2
⟩. Para (b) se tiene el término gαα para |+π

2
⟩, mismo que es para el caso

|−π
2
⟩.

6.2.3. Fase de Berry y Fase de Sjöqvist

Considerando los eigenkets la ecuación (6.19) se tiene que la conexión de Berry del
eigenvalor Ez2

+ es

A+(θ = π/2) = i ⟨+π
2
|∂ϕ|+

π

2
⟩ = 0, (6.32)

con lo que fase de Berry es Φ
(+)
B (θ = π/2, α) = 0. Esta misma situación se da en Ez2

− ,
donde

A−(θ = π/2) = i ⟨−π
2
|∂ϕ| −

π

2
⟩ = 0, (6.33)

con lo que la fase es Φ−
B(θ = π/2, α) = 0.

Esto parece erróneo porque la fase de Berry para α = 0, obtenida en el caṕıtulo anterior,
es Φ±

B(θ = π/2, α = 0) = −2π. Recordemos que la fase de Berry es un invariante de norma
con multiplicidad 2π. Por tanto, si se realiza una transformación de norma, TN = exp(−iϕ)
se tiene que la conexión de Berry es Ã = −1+A± con lo que se llega al resultado deseado

Φ
(±)
B = −2π.

Para el eigenvalor Ez2

0 se ve de manera más fácil que

A0(θ = π/2) = i ⟨0π
2
|∂ϕ|0

π

2
⟩ = 0, (6.34)

por lo que Φ0
B(θ = π/2) = 0, que es directamente el resultado que se obtiene con α = 0.

Con estos resultados se puede obtener fácilmente el resultado para la fase de Sjöqvist

ΦS(θ = π/2) = arg
[
p+e

−i2π + p0 + p−e
i2π
]
= arg [p+ + p0 + p−] = 0, (6.35)

ya que p+ + p0 + p− = 1 y arg(1) = 1.

6.2.4. Métrica de Bures

Los parámetros de evolución del sistema son {β,B, ϕ, α}, donde pn(β,B, α) y |nπ2 (ϕ, α)⟩,
por lo que el primer elemento de la métrica de Bures está dado por

dpn =
∂pn
∂β

dβ +
∂pn
∂B

dB +
∂pn
∂α

dα
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= −pn[En − ⟨E⟩]dβ −
β

B
pn[En − ⟨E⟩]dB − βpn

[
∂En
∂α
− ⟨∂E

∂α
⟩
]
, (6.36)

con lo que,

1

4

∑
n

dp2n
pn

=

(
dβ2

β2
+
dB2

B2
+

2

βB
dβdB

)
CH
4kB

+
β2

4
Var

(
∂E

∂α

)
dα2 +

β

2
gαβB

(
dβ +

dB

β

)
dα, (6.37)

donde se definió

gαβB =
∑
n

pn [En − ⟨E⟩]
[
∂En
∂α
− ⟨∂E

∂α
⟩
]
.

Por otro lado, para el segundo término se considera que |nπ
2
⟩ = |nπ

2
(ϕ, α)⟩, por lo que, el

elemento diferencial de los eigenkets es

| ⟨nπ
2
|dmπ

2
⟩ |2 = ⟨nπ

2
|
(
∂

∂ϕ
dϕ+

∂

∂α
dα

)
|mπ

2
⟩ ⟨
(
∂

∂ϕ
dϕ+

∂

∂α
dα

)
m
π

2
|nπ

2
⟩

=
∣∣∣⟨nπ

2
|∂ϕm

π

2
⟩
∣∣∣2 dϕ2 +

∣∣∣⟨nπ
2
|∂αm

π

2
⟩
∣∣∣2 dα2 +[

⟨nπ
2
|∂ϕm

π

2
⟩ ⟨nπ

2
|∂αm

π

2
⟩
∗
+ ⟨nπ

2
|∂αm

π

2
⟩ ⟨nπ

2
|∂ϕm

π

2
⟩
∗]
dαdϕ

donde se utilizó que ⟨dm|n⟩ = −⟨m|dn⟩. Con esto, el segundo término de la métrica queda
como

1

2

∑
n̸=m

(pn − pm)2

pn + pm

∣∣∣⟨nπ
2
|dmπ

2
⟩
∣∣∣2 =

1

2

∑
n ̸=m

(pn − pm)2

pn + pm

[∣∣∣⟨nπ
2
|∂ϕm

π

2
⟩
∣∣∣2 dϕ2 +

∣∣∣⟨nπ
2
|∂αm

π

2
⟩
∣∣∣2 dα2+

2ℜ
(
⟨nπ

2
|∂ϕm

π

2
⟩ ⟨∂αm

π

2
|nπ

2
⟩
)
dαdϕ

]
. (6.38)

De las ecuaciones (6.37) y (6.38) se puede ver que habrá varios elementos de la métrica
nulos, como lo son aquellos que relacionan los ángulos θ y ϕ con la temperatura y campo,
a saber {gβϕ, gβθ, gBϕ, gBθ}. Con esto, la métrica de Bures para θ = π/2 está dada como

dsB = gββdβ
2 + gβBdβdB + gβαdβdα + gBBdB

2 + gBαdBdα

+gϕϕdϕ
2 + gϕαdϕdα + gααdα

2 (6.39)

donde,

gββ =
CH

4kBβ2
= gBB

B2

β2
= gβB

2B

β
, (6.40)

gϕϕ =
2

2e
1
2
αβBℏ cosh

(
1
2

√
α2 + 4βBℏ

)
+ 1
×
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Figura 6.5: (a)Evolución respecto a β y α de gββ. En (b) se muestra gϕϕ, mientras que en
(c) se tiene gαα y en (d) gαβ. Se consideró B = 1.


(
e

1
2(α−

√
α2+4)βBℏ − 1

)2
(
α2 −

√
α2 + 4α + 4

) (
e

1
2(α−

√
α2+4)βBℏ + 1

)+
(
e

1
2(

√
α2+4+α)βBℏ − 1

)2
(
α
(√

α2 + 4 + α
)
+ 4
) (
e

1
2(

√
α2+4+α)βBℏ + 1

)
 ; (6.41)

gαϕ =
∑
n̸=m

(pn − pm)2

pn + pm
ℜ
(
⟨nπ

2
|∂ϕm

π

2
⟩ ⟨∂αm

π

2
|nπ

2
⟩
)
= 0, (6.42)

mientras que el resto de elementos dados por

gαα =
β2

4
Var

(
∂E

∂α

)
+

1

2

∑
n̸=m

(pn − pm)2

pn + pm

∣∣∣⟨nπ
2
|∂αm

π

2
⟩
∣∣∣2 ; (6.43)

gαβ =
β

2
gαβB = βgαB, (6.44)

se presentan en Apéndice C completamente desarrollados.
En la figura 6.5 se tienen la evolución de algunos de los elementos de la métrica, los
restantes no han sido expuestos por ser nulos o proporcionales a los que se muestran, y,
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Figura 6.6: (a) Cociente gββ(α)/gββ(0). En (b) se tiene el mismo cociente para valores
espećıficos de α = {−2,−1, 0, 1, 2}, donde los valores negativos son las ĺıneas a trazos. Las
ĺıneas azules son α = ±2 y en rojo α = ±1. Se tomó B = 1.

por tanto, no aportan información relevante.
En gββ (ver figura 6.5(a)) se muestran algunas zonas cortadas para bajas temperaturas y
α grande, dichas zonas no divergen, únicamente presentan un crecimiento rápido y para
poder apreciar el comportamiento del resto de la evolución fueron truncadas manualmente
al momento de graficar. Como se puede ver, la métrica respecto a la temperatura no
muestra un comportamiento irregular, sino que tiene una simetŕıa respecto a α = 0.
A diferencia del caso de β, se puede apreciar que para cada valor de β en gϕϕ (ver figura
6.5(b)) tiene un máximo respecto a α, el cual va creciendo y recorriéndose a valores de
α < 0 mayores. Algo similar sucede para gαα, como se ve en la figura 6.5(c). En la figura
6.5(d) el elemento gαβ presenta un comportamiento antisimétrico respecto a α = 0, donde
para α > 0 se tiene un máximo para posteriormente disminuir lentamente hacia valores
negativos, mientras que para α < 0 respecto a β se tiene un mı́nimo para después crecer
lentamente hacia valores positivos.
Como se puede ver en los cuatro casos, el comportamiento de la métrica no tiene algún
comportamiento singular que indique la presencia de una transición de fase, tal como
sucedió en el caso de esṕın-1.
Para comparar el comportamiento del elemento gββ del sistema modificado respecto al
caso de esṕın-1 se realizó el cociente gββ(α)/gββ (ver figura 6.6) donde gββ(0) corresponde
al caso de esṕın-1. Se puede ver fácilmente que dicha operación es básicamente el cociente
de calores espećıficos, CH(α)/CH(0). En (a) se muestra el comportamiento del cociente
para β y α, con B = 1, donde se ve que α = 0 divide en dos la gráfica, pero no se tiene
algún comportamiento singular.
En la figura 6.6(b) se muestra el cociente para algunos valores de α = {−2,−1, 0, 1, 2},
donde la ĺınea discontinua es para valores negativos y la continua es para positivos, con el
color azul para magnitud |α| = 2 y el rojo para |α| = 1. Aqúı se aprecia la diferencia de
comportamientos a bajas temperaturas, donde para valores positivos se tienen máximos
para posteriormente tender a cero, mientras que para valores negativos de α se tiene un
valor mı́nimo para posteriormente crecer.
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6.2.5. Fase de Uhlmann

Sustituyendo las probabilidades antes encontradas del sistema térmico en la ecuación
(4.51), se llega a que la conexión de Uhlmann respecto ϕ está dada por

A =
∑
i ̸=j

(
√
pi −
√
pj)

2

pi + pj
⟨ψi|eiϕŜz/ℏ∂ϕe

−iϕŜz/ℏ|ψj⟩ e−iϕŜz/ℏ |ψi⟩ ⟨ψj| eiϕŜz/ℏ

= −ie−iϕŜz/ℏAπ/2e
iϕŜz/ℏ (6.45)

donde se definió

Aπ/2 =
∑
i ̸=j

(
√
pi −
√
pj)

2

pi + pj
⟨ψi|

Ŝz
ℏ
|ψj⟩ |ψi⟩ ⟨ψj| =

a11 a12 0
a12 0 −a12
0 −a12 −a11

 ,

con uno de los elementos de la matriz Aπ/2 dado por,

a12 = − 1√
2

[
e

1
2
αβBℏ + e

1
2

√
α2+4βBℏ + e

1
2
(α+2

√
α2+4)βBℏ

]
× (6.46)

(
α−
√
α2 + 4

) [√
1

1+2e
1
2αβBℏ cosh( 1

2

√
α2+4βBℏ)

−
√

1

1+e
1
2 (−α+

√
α2+4)βBℏ+e

√
α2+4βBℏ

]2
(
α2 − α

√
α2 + 4 + 4

) (
e

1
2

√
α2+4βBℏ + e

1
2
αβBℏ

) +

(√
α2 + 4 + α

) [√
e
√

α2+4βBℏ

1+e
√

α2+4βBℏ+e(−α+
√

α2+4)βBℏ
−
√

1

1+2e
1
2αβBℏ cosh( 1

2

√
α2+4βBℏ)

]2
(
α2 + α

√
α2 + 4 + 4

) (
e

1
2

√
α2+4βBℏ + e

1
2
(α+2

√
α2+4)βBℏ

)

,

mientras que, por su longitud, el elemento a11 se presenta en el apéndice C.
La forma de A permite realizar una transformación unitaria parecida al caso del esṕın-1
(α = 0), |σ⟩ = e−i(ϕ−ϕ0)Ŝz/ℏ |σ′⟩ tal que usando la ecuación de evolución de la conexión de
Uhlmann es,

i
∂

∂ϕ
|σ′⟩ = e−iϕ0Ŝz/ℏ[Aπ/2 − Ŝz/ℏ]eiϕ0Ŝz/ℏ |σ′⟩ , (6.47)

con lo que la evolución se obtiene integrando trivialmente. La holonomı́a de Uhlmann es

Û
′
= e−iϕ0Ŝz exp

[
−2πi(Aπ/2 − Ŝz/ℏ)

]
eiϕ0Ŝz . (6.48)

Se define el operador Ĝ = (Aπ/2 − Ŝz/ℏ)/g, el cual cumple con

Tr[Ĝ] = 0; Det[Ĝ] =
1

g
[−a11a212 + a11a

2
12] = 0,
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z 75

Figura 6.7: Evolución de la fase de Uhlmann del sistema propuesto para diferentes valores
de α. Las ĺıneas rojas a trazos pertenecen a los valores de (a)α = −0.1, (b) α = −1,
(c)α = 0.04435 y (d)α = 0.0444. La ĺınea continua negra se colocó como referencia del
caso de esṕın-1, α = 0.

mientras que g se define tal que Tr[Ĝ2] = 2, con lo que se llega a que

g =
√

2a212 + (a11 + 1)2. (6.49)

Usando el resultado de [73] para el caso de det[R] = 0,

exp(iγR̂) = I + iR̂ sin γ + R̂2(cos γ − 1),

se llega a la holonomı́a

Û
′
= e−iϕ0Ŝz exp [−iφG] eiϕ0Ŝz = e−iϕ0Ŝz

[
I + i sinφĜ+ Ĝ2(cosφ− 1)

]
eiϕ0Ŝz , (6.50)

con φ = 2π
√

2a212 + (a11 + 1)2.
Substituyendo en la forma de la fase de Uhlmann

ΦU = arg
{
Tr
[
ρ̂

′

0e
−iϕ0Ŝz

(
I + i sinφĜ+ Ĝ2(cosφ− 1)

)
eiϕ0Ŝz

]}
= arg

{
Tr
[
e−iϕ0Ŝz ρ̂0e

iϕ0Ŝze−iϕ0Ŝz

(
I + i sinφĜ+ Ĝ2(cosφ− 1)

)
eiϕ0Ŝz

]}
= arg

{
1 + i sinφTr[ρ̂0Ĝ] + (cosφ− 1)Tr[ρ̂0Ĝ

2]
}
,

donde Tr[ρ̂0G] = [(a11−1) ⟨Ŝz⟩0+
√
2a12 ⟨{Ŝx, Ŝz}⟩0 /ℏ]/gℏ = 0, ya que ⟨Ŝz⟩0 = ⟨{Ŝx, Ŝz}⟩0 =

0, por lo que la fase se reduce a

ΦU = arg
{
1 + (cosφ− 1)Tr[ρ̂0Ĝ

2]
}
. (6.51)
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Figura 6.8: Evolución de los elementos dentro de la función arg. En (a) se muestra Tr[ρ̂0Ĝ
2]

y en (b) (1 − cosφ) para α = 0.0445 en azul, α = 1 en naranja y α = 2 en verde. Con
B = 1. La ĺınea negra en (a) es cuando Tr[ρ̂0Ĝ

2] = 1/2.

En la figura 6.7 se muestra el comportamiento de la fase de Uhlmann para diferentes valores
α, donde en (a) se considera α = −0.1 con la ĺınea roja discontinua, con el caso de α = 0 en
ĺınea negra continua, donde se puede ver que la fase de Uhlmann no se pierde aun cuando la
simetŕıa SU(2) se rompe. Como α = −0.1 podŕıa ser considerado como una perturbación
del sistema de esṕın, pudiendo justificar la transición de fase, se tomó α = −1 en (b), de
tal forma que el término dipolar y el cuadrupolar del Hamiltoniano contribuyan. En ambos
casos se presenta la transición de fase, la cual muestra un crecimiento en la longitud de
valores de βB con fase, ΦU = π, como se muestra en la figura 6.7(b).
Por otro lado, para α positivos se muestran las figuras (c) y (d). En la primera se consideró
α = 0.04435, ya que es en este valor en el cual la transición de fase es casi para un solo
valor de βB, el cual es, en unidades naturales, βB = B/T ≈ 2.53753754. Los valores
α ∈ [0, 0.04435] presentan una transición con menor longitud que el caso α = 0, pero
después de α ⪆ 0.04435 la transición desaparece, como se muestra en la figura 6.7(d),
donde se usó α = 0.0444.
Se analizaron numéricamente los coeficientes a11 y a12, y se encontró que tanto para
T ∈ [0, 10] como para β ∈ [0, 5] y α ∈ [−10, 10], a11(α) = a11(−α) y a12(−α) = −a12(α),
con lo que g(α) = g(−α) (φ(α) = φ(−α)). Con esto se llega a que la condición para que
la fase no sea cero está dada por

(1− cosφ)Tr[ρ̂0Ĝ
2] > 1, (6.52)

donde 0 < (1−cosφ) < 2 para cualquiera φ. Tr[ρ̂0Ĝ
2] se muestra en la figura 6.8(a), donde

se puede ver que disminuye conforme α aumenta. Dado que el elemento con coseno tiene
un dominio entre 0 y 2, si Tr[ρ̂0Ĝ

2] no es mayor a 1/2 entonces no se cumplirá la condi-
ción para la existencia de fase. Esta situación se ve para α positivas, donde solo valores
pequeños de β tienen Tr[ρ̂0Ĝ

2] > 1/2 pero (1− cosφ) < 1, como se ve en la figura 6.8(b).
Continuando el análisis de la relación entre el calor espećıfico del caṕıtulo anterior, se
graficó el comportamiento de la fase de Uhlmann respecto a T , para B = 1 y kB = 1, en
la figura 6.9. En (a) y (b) se tiene únicamente la fase respecto a T y α, mientras que en
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(c) se presenta el calor espećıfico CH usando los valores cŕıticos de α y β de la transición
de la fase de Uhlmann como referencia.
Por otro lado, siguiendo la idea de la anomaĺıa de Schottky, en la figura 6.9(d) se com-
para la probabilidad del primer estado excitado con el valor de (α, T ) en el cual se da la
transición de fase. También se coloca la probabilidad del segundo estado excitado. Se pue-
de ver que la probabilidad alcanza el orden de centésimas cercar de la primera transición.
Por otro lado, también se puede ver que para α > 0 tanto el primer estado excitado como
el segundo alcanzan el orden de centésimas casi a la misma temperatura, y es en este caso
que la transición de fase desaparece.
Tal como sucede en el caso de esṕın-1, el máximo de CH sigue el mismo comportamiento
de la primera transición en la fase de Uhlmann, al igual que la probabilidad del primer
estado excitado comienza a ser significativa siguiendo la ĺınea de la primera transición.
Que tanto CH como p0π/2 = exp(−αβBℏ)/Z presenten una relación cualitativa con la fase
resulta interesante, y un posible punto de partida para investigaciones futuras, más cuando
dicho comportamiento está presente para el caso de esṕın-1/2 y en un sistema compuesto
de espines-1/2 [39].
Como se puede ver en la figura 6.1, el calor espećıfico para α negativos presenta dos
máximos, uno para valores de T pequeños y el otro para valores un poco más grandes. A
pesar de que ambos están relacionados con la anomaĺıa de Schottky, solo el primero de
ellos se puede relacionar con la fase.
Para α positivos solo se tiene un máximo, el cual se da para T cada vez mayores conforme
α crece, siguiendo un crecimiento parecido al segundo máximo del α < 0. Del análisis pre-
sentado para el calor, las probabilidades del primer y segundo estado excitado comienzan

a ser parecidas para α positivas grandes, ya que E
(z2)
+ ≈ E

(z2)
0 . Por tanto, el que caso de α

positivo no contradice la idea de que la aparición del primer estado excitado parece tener
una relación con la transición de la fase de Uhlmann, ya que, para α positivas, el primer y
segundo estados excitados intervienen, lo que podŕıa estar relacionado con la desaparición
de la transición.

6.3. Caso numérico para θ ∈ [0, θ]

Debido a la complejidad que presentan los cálculos de la ecuación de eigenvalores del
sistema anisótropo y para no dejar de lado el caso general, para cualquier valor de α y θ
se procederá a obtener las fases y métricas de manera numérica.
Ya se ha mostrado las dependencias de los eigenvalores y eigenkets, dadas como

E(z2)
n (B,α, θ) = y(α, θ)Bℏ, (6.53)

y,
|nz2⟩ = exp(−iϕŜz/ℏ) |ψn(α, θ)⟩ . (6.54)

Sin expresar expĺıcitamente los kets |ψn(α)⟩, los elementos de matriz de las derivadas
pueden ser expresados, para n ̸= m, como

⟨mz2|∂λ|nz2⟩ =
⟨mz2|∂λĤ|nz2⟩
En − Em

=
⟨ψm|∂λĤ0|ψn⟩
En − Em

, (6.55)
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Figura 6.9: En (a) y (b) se tiene la Fase de Uhlmann del sistema modificado respecto a α y
T . En (c) se grafica respecto a α y T el calor espećıfico CH , donde la ĺınea azul corresponde
a los valores de Tc(α) donde se registran los cambios de fase. En (d) se muestra un mapa
de color de la probabilidad primer estado excitado, ĺıneas sólidas para diferentes valores de
la probabilidad del segundo estado excitado y se coloca de referencia Tc(α) con una ĺınea
a trazos azul.
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Figura 6.10: Visualización geométrica de los estados puros en función de θ para varias
α. En (a) se tiene α = ±0.5, mientras que en (b) y (c) se tiene α = ±0.9 y α = ±1.1,
respectivamente, donde los valores negativos de α corresponden a las ĺıneas punteadas y
los positivos se usa la forma ≺. El estado base es color negro, el primer y segundo estado
excitado son de color azul y rojo, respectivo.

con λ = θ, λ. Para λ = ϕ los elementos se simplifican a

⟨mz2|∂ϕ|nz2⟩ = −
i

ℏ
⟨ψm|Ŝz|ψn⟩ . (6.56)

Con esto en mente, se procederá a presentar los resultados obtenidos respecto a visualiza-
ción geométrica, las métricas y fases del sistema propuesto.

6.3.1. Visualización geométrica

En la figura 6.10 se muestra la evolución de los estados puros en función de θ para
diferentes valores de α. En (a) se tiene la evolución respecto a θ, con α = −0.5, (ĺınea
punteada) del estado base, color negro, la cual empieza en el estado |2⟩ ⟨2|4 de la base
computacional, para realizar un camino por debajo del caso α = 0 (ĺınea sólida negra)
hasta |0b⟩ ⟨0b|, con |0b⟩ = (0, 1, 0)T . El primer estado excitado, ĺınea azul, comienza en
|1⟩ ⟨1| y realiza un camino curvo hacia el estado, definido en la sección 2.4, |+4⟩ ⟨+4| para
volver formando un tipo elipse con dirección a |1⟩ ⟨1|. El segundo estado excitado, de color
rojo, comienza en |0b⟩ ⟨0b| y sigue una curva que tiende a |1⟩ ⟨1| para llegar a |2⟩ ⟨2|.
El caso de α = 0.5 (ver figura 6.10(a)) tiene un comportamiento “antisimétrico” al caso
de α = −0.5, ya que el estado base comienza en |2⟩ ⟨2| pero sigue el camino que tendŕıa
el segundo estado excitado del caso positivo (en sentido contrario). A su vez, el segundo
estado excitado comienza en |0⟩ ⟨0| y siguen en sentido contrario el camino del estado base
de α = −0.5 para |2⟩ ⟨2|. El primer estado sigue en sentido contrario el camino del primer
estado excitado del caso positivo.
En la figura 6.10(b) se tiene la evolución de los estados puros para los casos α = ±0.9, los
cuales tiene el mismo comportamiento del caso (a) solo con las curvas más pronunciadas
y alejadas del caso: α = 0
En la figura 6.10(c) se puede visualizar el caso de α = 1.1 donde el comportamiento de
las respectivas evoluciones cambio. En estado base de α = −1.1 comienza en |2⟩ ⟨2| para
seguir un camino a |0⟩ ⟨0|, como se muestra en la figura, en sentido contrario al segundo

4Véase la posición de cada estado en la última sección del segundo caṕıtulo.
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Figura 6.11: Visualización Geométrica de los estados térmicos para diferentes valores de θ.
En (a) se tiene θ = 0, mientras que en (b) se tiene θ = π/4, en (c) θ = 3π/4 y en (d)θ = π.
Cada ĺınea representa un valor de α diferente con la secuencia (azul-−2, naranja-−1, verde-
0, rojo-1, magenta-2), mientras que cada punto sobre las ĺıneas es un diferente valor de
βB.

estado excitado del caso α = 1.1. A diferencia de los dos casos anteriores, el primer estado
excitado del caso negativo comienza en |0⟩ ⟨0| y aumenta por la pared de la malla hasta
un cierto estado de la forma

|+′
2⟩ = c2(|0⟩+ |1⟩),

para posteriormente evolucionar hasta el estado |+4⟩ ⟨+4| , y seguir hasta un estado de la
forma

|+′
3⟩ = c3(|1⟩+ |2⟩)

para finalizar en |2⟩ ⟨2|. El caso positivo realiza este mismo camino en sentido inverso.
El segundo estado excitado para α = −1.1 comienza en |1⟩ ⟨1| y sigue por estados de
la forma |+′

2⟩ ⟨+′
2|, para después volver por estados |+′

3⟩’s. Nuevamente, el caso positivo
realiza un camino invertido.
Los caso (a) y (b) se asemejan al caso con α = 0, y conforme la perturbación del Hamil-
toniano de esṕın-1 crece, i.e α crece, los caminos de la evolución se ven más afectados.
El punto de inflexión sucede cuando α es lo suficientemente grande para que el elemento
agregado al Hamiltoniano deje de ser una perturbación, esto suceden, en la visualización
geométrica, al menos, en |α| > 1. A partir de este valor de α los estados iniciales y la
forma de la evolución cambia, como se ve en la figura 6.10(c).
Si bien resulta interesante tener una visualización geométrica, el modelo propuesto no ha
mostrado algún comportamiento de interés.
Por otro lado, en la figura 6.11 se presenta el mapeo de los estados térmicos del sistema.
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~ 
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Cada figura corresponde a un valor diferente de θ, y se sigue la convención usada para
el caso de θ = π/2, a saber, cada ĺınea corresponde a un valor diferente de α, donde el
color azul es para α = −2, el naranja para α = −1, verde para α = 0, rojo para α = 1
y el magenta conα = 2. Cada punto sobre las ĺıneas es para un valor diferente de βB,
donde el ĺımite βB ≫ 1, que corresponde a T → ∞, es mapeado en todos los casos a la
coordenada (0, 0, 0) con ρ̂ = I/3, el estado máximamente mezclado. Para temperaturas
bajas, los estados son mapeados cerca de la malla, formada por los estados puros.
En la figura 6.11 (a) se presenta el caso de θ = 0, en el cual se tiene que para cualquiera α
los estados quedan el plano z1− z2. Para (b) se consideró θ = π/4 donde se puede ver que
los estados evolucionan hacia el lado de estados puros que consisten en una combinación
entre los estados de la base computacional |1⟩ y |2⟩. Para θ = π/2 se teńıa una evolución
más céntrica, para pasar hacia los estados puros |0⟩ y |1⟩ en θ = 3π/4, mostrada en (c).
En (d) se tiene el caso ĺımite θ = π, donde los estados vuelven a estar en el plano z1 − z2,
pero con tendencia hacia la combinación a |0⟩+ b |1⟩.
En ambos caso se puede ver que la modificación del Hamiltoniano de esṕın-1 con el ele-
mento Ŝ2

z no resulta trivial respecto a la visualización geométrica considerada. Esto era de
esperarse, ya que la modificación propuesta se da en los elementos H11 y H33, esto es, en
la diagonal, por lo tanto, el cambio no será “absorbido” por la proyección en ω.

6.3.2. Métrica de Fubini-Study

Se tiene que los eigenket’s del sistema tiene la forma |nz2⟩ = e−iϕŜz/ℏ |ψn(α, θ)⟩, con lo
que los elementos de la métrica de F-S serán de los parámetros α, θ y ϕ. El más sencillo
de todos es respecto a ϕ, dado como

g
(n)
ϕϕ =

1

ℏ2
ℜ
[
⟨Ŝ2

z ⟩n − ⟨Ŝz⟩
2

n

]
; (6.57)

donde se usó que
∑

m |mz2⟩ ⟨mz2 | = I y ⟨∂ψn|ψn⟩ = −⟨ψn|∂ψn⟩, con ⟨A⟩n = ⟨ψn|Â|ψn⟩.
Para los casos restantes, buscando eliminar la derivada de los ket’s, se tiene que cada
elemento de la métrica puede ser escrito usando la relación de completez como,

g
(n)
ij = ℜ

[∑
m

⟨∂iψn|ψm⟩ ⟨ψm|∂jψn⟩ − ⟨∂iψn|ψn⟩ ⟨ψn|∂jψn⟩

]

= ℜ

[∑
m ̸=n

⟨∂iψn|ψm⟩ ⟨ψm|∂jψn⟩+ ⟨∂iψn|ψn⟩ ⟨ψn|∂jψn⟩ − ⟨∂iψn|ψn⟩ ⟨ψn|∂jψn⟩

]

= ℜ

[∑
m ̸=n

⟨∂iψn|ψm⟩ ⟨ψm|∂jψn⟩

]
= −ℜ

[∑
m ̸=n

⟨ψn|∂iψm⟩ ⟨ψm|∂jψn⟩

]
, (6.58)

por lo que,

g(n)αα = −ℜ

[∑
m̸=n

⟨ψn|∂αψm⟩ ⟨ψm|∂αψn⟩

]
= ℜ

[∑
m̸=n

⟨ψn|∂αĤ0|ψm⟩ ⟨ψm|∂αĤ0|ψn⟩
(En − Em)2

]
; (6.59)
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Figura 6.12: Evolución respecto a θ y α de los elementos de la gϕϕ (fila superior, (a)-(c)),

gθθ (segunda fila, (d)-(f)) y g
(n)
αα (fila inferior, (g)-(i)). La primera columna ((a), (d) y (g))

corresponde al estado base |0z2⟩, mientras que la segunda y tercera al primer y segundo
estado excitado, respectivamente.
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Figura 6.13: Elemento g
(n)
θα para el estado |0z2⟩ (a), el estado |1z2⟩ (b) y |2z2⟩ (c). De (d)-(f)

se tienen los elementos diferenciales de la métrica, en el mismo orden.

g
(n)
θθ = −ℜ

[∑
m ̸=n

⟨ψn|∂θψm⟩ ⟨ψm|∂θψn⟩

]
= ℜ

[∑
m̸=n

⟨ψn|∂θĤ0|ψm⟩ ⟨ψm|∂θĤ0|ψn⟩
(En − Em)2

]
. (6.60)

Los tres elementos de la métrica mostrados en la figura 6.12 muestran un comportamiento
espejo respecto a α entre los estados |0z2⟩ y |2z2⟩, y entre ellos mismos respecto a θ = π/2. El
primer estado excitado tiene dicho comportamiento espejo con el mismo respecto θ = π/2
y α = 0. Es importante notar que la barra de color de las figuras no tiene un valor final,
esto se debe a que las zonas negras de las figuras son para valores de varios órdenes de
magnitud mayor, pero fueron truncados para poder ver el comportamiento completo de
los elementos. Aunque los valores en dichas zonas son grandes, el elemento de la métrica
correspondiente no es divergente.
Para los elementos cruzados se tiene que cuando uno de los parámetros es ϕ se llega a

g
(n)
ϕθ = −ℜ

[∑
m̸=n

⟨ψn|∂ϕψm⟩ ⟨ψm|∂θψn⟩

]
=

1

ℏ
ℜ

[
i
∑
m̸=n

⟨ψn|Ŝz|ψm⟩
⟨ψm|∂θH0|ψn⟩
En − Em

]
; (6.61)

g
(n)
ϕα = −ℜ

[∑
m̸=n

⟨ψn|∂ϕψm⟩ ⟨ψm|∂αψn⟩

]
=

1

ℏ
ℜ

[
i
∑
m ̸=n

⟨ψn|Ŝz|ψm⟩
⟨ψm|∂αĤ0|ψn⟩
En − Em

]
, (6.62)

donde se tiene que ⟨Ŝz⟩ψ = ⟨ψn|∂ϕψm⟩ ∈ ℜ. De igual forma, se puede comprobar que

⟨ψm|∂iĤ0|ψn⟩ ∈ ℜ, para i = θ, α, por lo que, al obtener la parte real de la suma dentro de

los corchetes se llega a que g
(n)
ϕθ = g

(n)
ϕα = 0.

El elemento restante está dado por

g
(n)
θα = −ℜ

[∑
m ̸=n

⟨ψn|∂θψm⟩ ⟨ψm|∂αψn⟩

]
= ℜ

[∑
m ̸=n

⟨ψn|∂αĤ0|ψm⟩ ⟨ψm|∂θĤ0|ψn⟩
(En − Em)2

]
, (6.63)
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el cual no será necesariamente cero, como se muestra en la figura 6.13(a)-(c). En dicha
figura se puede notar que nuevamente el estado base y el segundo estado muestran un
comportamiento espejo respecto a α. También el primer estado excitado sigue manteniendo
simetŕıa respecto α = 0 y θ = π/2.
Al igual que en los primeros elementos mostrados, los valores graficados fueron truncados.
En este caso, y como es el único elemento que tiene valores negativos, las áreas negras
tienden a valores de varios órdenes de magnitud mayor, mientras que las áreas blancas
corresponden a valores negativos de varios órdenes de magnitud mayor a los que tiene la
barra de color.
De las gráficas de los elementos de la métrica, los eigenestados no muestran la métrica
de un espacio esférico, tal como se tiene en el caso de Ĥ = B⃗ · S⃗. También se tiene
que el espacio del estado base y el segundo estado excitado muestran un comportamiento
antisimétrico, a diferencia del caso isotrópico donde ambos espacios eran iguales. Esto
se puede ver claramente en la figura 6.13 donde se muestra el elemento diferencial de la
métrica. El primer estado excitado tiene las propiedades de la métrica tanto del estado
base como del segundo estado.

6.3.3. Fase de Berry y Fase de Sjöqvist

Considerando que θ y α son constantes, la conexión de Berry estará descrita por

AB = i ⟨nz2|∂ϕ|nz2⟩ =
⟨ψn|Ŝz|ψn⟩

ℏ
, (6.64)

donde se usó (6.56). Con esto, la conexión de Berry es independiente de ϕ, por lo que la
fase de Berry se obtiene integrando trivialmente sobre ϕ, esto es,

Φ
(n)
B =

2π

ℏ
⟨ψn|Ŝz|ψn⟩ . (6.65)

Dado que no se tienen los eigenkets de manera anaĺıtica, la figura 6.14 fue obtenida de
manera numérica, la cual está dividida por columnas y filas, donde cada columna corres-
ponde a un diferente estado, el estado base, el primer estado excitado y el segundo estado
respectivamente. La fila superior corresponde a valores de α positivos, mientras que la
inferior a α negativos.
Como se puede ver en las figuras mostradas, la fase de Berry de todos los casos dependen
de α de manera antisimétrica. La evolución respecto a α del estado |0z2⟩ para α’s positivos
tiene un efecto espejo respecto al caso del |2z2⟩ para α’s negativos, de la misma forma que
|0z2⟩ para α’s negativos lo tiene para con |2z2⟩ con α’s positivos. Lo mismo se ve para |1z2⟩
para α’s positivos y negativos. Este comportamiento se debe a la simetŕıa que tiene el
Hamiltoniano respecto a α, el cual puede ser visto en los eigenkets mostrados para el caso
de π/2, donde el coeficiente de normalización cumple con c

(π/2)
+ (α > 0) = c

(π/2)
− (α < 0).

Usando la ecuación (6.65) en la fase de Sjöqvist como un primer acercamiento a la fase
geométrica de los estados mixtos, se tiene simplemente que,

ΦS = arg

{
e−βE

z2

0

Z
exp

[
i
2π

ℏ
⟨ψ0|Ŝz|ψ0⟩

]
+
e−βE

z2

1

Z
exp

[
i
2π

ℏ
⟨ψ1|Ŝz|ψ1⟩

]
+
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Figura 6.14: Se muestran la evolución de la fase de Berry para el sistema modificado con
diferentes magnitudes de α: en (a)-(c) se tiene la configuración {azul → 0, naranja →
−0.5, verde→ −1, rojo→ −5} respectivamente y en (d)-(f) se tiene {azul→ 0, naranja→
0.5, verde → 1, rojo → 5}. (a) y (d) corresponden al eigenvalor |0z2⟩, (b) y (e) a |1z2⟩, y
las dos restantes a |2z2⟩.

e−βE
z2

2

Z
exp

[
i
2π

ℏ
⟨ψ2|Ŝz|ψ2⟩

]}

= arg

{
exp

[
−βEz2

0 + i
2π

ℏ
⟨ψ0|Ŝz|ψ0⟩

]
+ exp

[
−βEz2

1 + i
2π

ℏ
⟨ψ1|Ŝz|ψ1⟩

]
+

exp

[
−βEz2

2 + i
2π

ℏ
⟨ψ2|Ŝz|ψ2⟩

]}
(6.66)

Las cuatro gráficas de la figura 6.15 se dividen en columnas, la columna de la izquierda
corresponde al caso de α‘s negativos, mientras que la de la derecha es para los valores
positivos. En los cuatro casos el comportamiento es semejante, al menos por encima de
un valor βB cŕıtico, donde la fase sube suavemente. Alrededor de (βB)c, para α < 0, la

fase tiene una subida rápida para un valor de θ
(i)
c , para posteriormente subir suavemente

y en θ = π/2 bajar a ΦS = 0 y luego subir suavemente hasta un valor de θ
(f)
c donde sube

rápidamente a 2π. Para α < 0, el comportamiento es inverso, como se puede ver en las
ĺıneas naranjas discontinuas en la figura 6.16.
Debajo de (βB)c y α < 0, la fase tiene un comportamiento suave, como se ve en la ĺınea
azul en las figuras 6.16. Por arriba de (βB)c y α < 0 la fase aumenta monótonamente de
0 a 2π.
Para el caso presentado en la figura 6.15(a) se tiene que, con ℏ = 1, (βB) ≈ 0.25 con

θ
(i)
c ≈ 0.4π y θ

(f)
c = 0.6π, mientras que en (b) (βB) ≈ 0.3141 con θ

(i)
c ≈ 0.25 y θ

(f)
c = 0.75.

Para α = ±0.5, en la figura 6.15(c) (βB) ≈ 0.44 con θ
(i)
c ≈ 0.48π y θ

(f)
c = 0.88π, y en (d)

se tiene (βB) ≈ 0.37 con θ
(i)
c ≈ 0.17π y θ

(f)
c = 0.83π.

Nuevamente, la fase de Sjöqvist no tiene una transición de fase y en θ = π/2 no muestra
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Figura 6.15: Se tiene la fase de Sjöqvist para el sistema modificado, donde (a) corresponde
a un valor de α = −0.1 y (b) a un valor α = 0.1, mientras que en (c) se tiene un valor
α = −0.5 y en (d) α = 0.5.

Figura 6.16: Fase de Sjöqvist para α = ±0.1 en (a) y (b), respectivamente. La ĺınea sólida
azul corresponde al caso de βB = 0.0001, mientras que la ĺınea naranja a trazos es con
βB = 0.3141 y la ĺınea verde punteada es para βB = 1.
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ningún comportamiento que permita relacionar la transición en la fase de Uhlmann.

6.3.4. Métrica de Bures

Ya que Ez2

n = Bℏy(α, θ), se tiene que

pn =
e−βBℏy(α,θ)

Tr[e−βĤ ]
=

e−βBℏy(α,θ)

Tr[e−βe−iϕŜz Ĥ0eiϕŜz ]
=
e−βBℏy(α,θ)

Tr[e−βĤ0 ]
(6.67)

donde se utilizó que eY XY
−1

= Y eXY −1, con lo que

dpn =
∂pn
∂β

dβ +
∂pn
∂B

dB +
∂pn
∂θ

dθ +
∂pn
∂α

dα. (6.68)

Por otro lado, dado que |nz2(ϕ, θ, α)⟩, de la ecuación (6.56) para ϕ y (6.55) para λ = θ, α
se llega a

| ⟨mz2|dnz2⟩ |2 =
1

ℏ
| ⟨ψm|Ŝz|ψn⟩ |2dϕ2 +

| ⟨ψm|(∂θĤ0)|ψn⟩ |2

(Ez2
n − Ez2

m )2
dθ2 +

| ⟨ψm|(∂αĤ0)|ψn⟩ |2

(Ez2
n − Ez2

m )2
dα2 +

2

{
ℜ

[
i ⟨ψm|Ŝz|ψn⟩ ⟨ψn|(∂θĤ0)|ψm⟩

ℏ(Ez2
n − Ez2

m )

]
dϕdθ + ℜ

[
i ⟨ψm|Ŝz|ψn⟩ ⟨ψn|(∂αĤ0)|ψm⟩

ℏ(Ez2
n − Ez2

m )

]
dϕdα+

ℜ

[
⟨ψm|(∂θĤ0)|ψn⟩ ⟨ψn|(∂αĤ0)|ψm⟩

(Ez2
n − Ez2

m )2

]
dθdα

}
. (6.69)

donde se tiene que (∂αĤ0) = BJŜ2
z/ℏ y (∂θĤ0) = B(cos θŜx−sin θŜz). Con esto, la métrica

queda como

1

4

∑
n

dp2n
pn

+
1

2

∑
n̸=m

(pm − pm)2

pn + pm
| ⟨mz2|dnz2⟩ |2 =

1

4

∑
n

1

pn

[(
∂pn
∂β

)2

dβ2+

2

(
∂pn
∂β

)(
∂pn
∂B

)
dβdB + 2

(
∂pn
∂β

)(
∂pn
∂θ

)
dβdθ + 2

(
∂pn
∂β

)(
∂pn
∂α

)
dβdα+(

∂pn
∂B

)2

dB2 + 2

(
∂pn
∂B

)(
∂pn
∂θ

)
dBdθ + 2

(
∂pn
∂B

)(
∂pn
∂α

)
dBdα

]
+

1

2

∑
n ̸=m

(pm − pn)2

pn + pm

[
1

ℏ
| ⟨ψm|Ŝz|ψn⟩ |2dϕ2 + 2ℜ

(
i ⟨ψm|Ŝz|ψn⟩ ⟨ψn|(∂θĤ0)|ψm⟩

ℏ(Ez2
m − Ez2

n )

)
dϕdθ+

2ℜ

(
i ⟨ψm|Ŝz|ψn⟩ ⟨ψn|(∂αĤ0)|ψm⟩

ℏ(Ez2
m − Ez2

n )

)
dϕdα

]
+[

1

4

∑
n

1

pn

(
∂pn
∂θ

)2

+
1

2

∑
n̸=m

(pm − pn)2

pn + pm

| ⟨ψm|(∂θĤ0)|ψn⟩ |2

(Ez2
n − Ez2

m )2

]
dθ2 +
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Figura 6.17: Evolución de los elementos de la métrica de Bures ordenados por filas. La
primera fila es para gββ, la segunda gθθ, la tercera corresponde a gαα y la cuarta es con
gϕϕ. Cada columna es un valor de α diferente ordenado como [−3,−0.12, 0.12, 3].

[
1

4

∑
n

1

pn

(
∂pn
∂α

)2

+
1

2

∑
n̸=m

(pm − pn)2

pn + pm

| ⟨ψm|(∂αĤ0)|ψn⟩ |2

(Ez2
n − Ez2

m )2

]
dα2 +[

1

2

∑
n

1

pn

(
∂pn
∂θ

)(
∂pn
∂α

)
+
∑
n̸=m

(pm − pn)2

pn + pm
ℜ

(
⟨ψm|(∂θĤ0)|ψn⟩ ⟨ψn|(∂αĤ0)|ψm⟩

(Ez2
n − Ez2

m )2

)]
×

×dθdα. (6.70)

Al calcular de manera numérica las expresiones para cada elemento de la métrica se
obtuvo que, al igual que los casos anteriores, gϕλ = 0, para λ = θ, α.
En la figura 6.17 se muestra los elementos de la métrica de un solo parámetro respecto a
diferentes valores de α. Los elementos gββ, gθθ y gϕϕ parecen no cambiar mucho respecto a
los valores α elegidos. En cambio, gαα muestra una similitud para α pequeños, mientras
que su comportamiento cambia para valores |α| > 1, donde el elemento anisotrópico do-
mina, dependiendo de si α es positivo o negativo.
Los elementos de la métrica con parámetros cruzados, que son diferentes de cero, se mues-
tran en la figura 6.19 para varios valores de α. Dichos términos parecen tener simetŕıa
respecto a α, donde gβθ no muestra cambios respecto α.
De esto, se encontró que el término anisotrópico cambia algunos del los elementos, haciendo
que el espacio deje de tener una simetŕıa esférica, con radio dependiente de la tempera-
tura, como se tiene en el caso isotrópico. A pesar de esto, los elementos de la métrica
no muestran comportamientos singulares que se puedan identificar con alguna transición,
topológica o cuántica.
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z 89

Figura 6.18: Evolución de los elementos de la métrica de Bures cruzados. Por filas es
[gβα, gβθ, gθ,α], mientras que cada columna corresponde a un diferente α ordenado como
[−3,−0.12, 0.12, 3].

Figura 6.19: Elemento diferencial de la métrica de Bures para diferentes valores de α,
ordenado como [−3,−0.12, 0.12, 3].
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z 90

Por último, en la figura 6.18 se tiene el elemento diferencial de la métrica para diferentes
valores de α. Se muestra que α modifica el espacio de parámetros del sistema, con ciertas
similitudes respecto a α positivo y negativo.

6.3.5. Fase de Uhlmann

Como se mostró anteriormente, usando la ecuación (6.56) y |nz2⟩ = exp(−iϕŜz/ℏ) |ψn⟩
la conexión de Uhlmann se puede escribir como

A =
−i
ℏ
e−iϕŜz/ℏA0e

iϕŜz/ℏ (6.71)

con

A0 =
∑
n̸=m

(
√
pn −

√
pm)

2

pn + pm
⟨ψm|Ŝz|ψn⟩ |ψm⟩ ⟨ψn| .

Se tiene que la holonomı́a de Uhlmann U puede ser expresada sin dependencia de ϕ usando
la transformación lineal |σ⟩ = e−i(ϕ−ϕ0)Ŝz/ℏ |σ′⟩ en la ecuación (4.54),

Ŝz
ℏ
|σ′⟩+i ∂

∂ϕ
|σ′⟩ = iei(ϕ−ϕ0)

(
−i
ℏ
e−iϕŜz/ℏA0e

iϕŜz/ℏ
)
e−i(ϕ−ϕ0) |σ′⟩ = 1

ℏ
e−iϕ0Ŝz/ℏA0e

iϕ0Ŝz/ℏ |σ′⟩ .

(6.72)
Con esto, y como A0 es independiente de ϕ, la fase de Uhlmann es,

ΦU = arg

{
Tr

[
ρ̂0 exp

[
−2πi
ℏ

(A0 − Ŝz)
]]}

. (6.73)

donde se puede definir el operador

R̂ =
A0 − Ŝz

r
, (6.74)

tal que cumple con

Tr
[
A0 − Ŝz

]
= Tr[A0]− Tr[Ŝz] = Tr[A0]

=
∑
n ̸=m

(
√
pn +

√
pm)

2

pn + pm
⟨ψm|Ŝz|ψn⟩ ⟨kz2|ψm⟩ ⟨ψn|kz2⟩ = 0, (6.75)

donde r funciona como un factor tal que

Tr

[
(A0 − Ŝz)2

r2ℏ2

]
=

2

r2

{
1 + Tr

[
A2

0

2ℏ2

]
− Tr

[
A0Ŝz
ℏ2

]}
= 2 (6.76)

∴ r =

√√√√1 + Tr

[
A2

0

2ℏ2

]
− Tr

[
A0Ŝz
ℏ2

]
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Figura 6.20: Valor numérico del determinante de A0 para diferentes valores de θ, donde se
tiene que det(A0) = 0, para cualquiera α, solo con θ = {0, π/2, π}.

Desarrollando Tr[A2
0] en r se llega a,

r =

√√√√1− 1

2ℏ2
∑
n̸=m

(
√
pn −

√
pm)2

pn + pm

[
1 +

2
√
pnpm

pn + pm

] ∣∣∣⟨ψm|Ŝz|ψn⟩∣∣∣2. (6.77)

Para expresar la holonomı́a de Uhlmann como un desarrollo de las potencias de R se
obtuvo el determinante de R de manera numérica, mostrado en la figura 6.20, de donde
se tiene que det = 0 solo cuando α = 0 o para cualquiera α cuando θ = {0, π/2, π}. Por
lo tanto, del resultado obtenido por Curtright y Zhachos [73], la holonomı́a de Uhlmann
puede ser escrita como

exp

[
−2iπrA0 − Ŝz

rℏ

]

=
∑

k=0,1,2

{
(A0 − Ŝz)2

r2ℏ2
+

2√
3
sin

(
γ +

2πk

3

)
A0 − Ŝz
rℏ

−
1 + 2 cos

(
2(γ + 2πk

3
)
)

3
I

}
×

×
exp

[
− 4√

3
iπr sin

(
γ + 2πk

3

)]
1− 2 cos

(
2(γ + 2πk

3
)
) (6.78)

con γ = {arc cos[3
√
3det(A0/rℏ− Ŝz/rℏ)]− π/2}/3.

De esto,

Tr{ρ̂0 exp

[
−2iπr(A0 − Ŝz)

rℏ

]
} =

∑
k=0,1,2

{
Tr[ρ̂0(A0 − Ŝz)2]

r2ℏ2
+

2√
3
sin

(
γ +

2πk

3

)
Tr[ρ̂0(A0 − Ŝz)]

rℏ
−

1 + 2 cos
(
2(γ + 2πk

3
)
)

3

}
exp

[
− 4√

3
iπr sin

(
γ + 2πk

3

)]
1− 2 cos

(
2(γ + 2πk

3
)
) . (6.79)
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Figura 6.21: Fase de Uhlmann para el sistema de esṕın s = 1 modificado por un término
αŜ2

z donde en (a) α = 0, agregada solo por comparación, mientras que en (b) α = 0.044399
y en (c) α = 0.05. También se considera valores negativos en (d), con α = −0.5.

De la forma de A0, se tiene que
A†

0 = A0, (6.80)

por lo que (A0 − Ŝz) es hermitiano. Con esto, la fase de Uhlmann puede ser expresada
como

ΦU =
∑

k=0,1,2

arg

{[
⟨(A0 − Ŝz)2⟩

r2ℏ2
+

2 sin
(
γ + 2πk

3

)
√
3

⟨A0 − Ŝz⟩
rℏ

−

1 + 2 cos
(
2(γ + 2πk

3
)
)

3

]
exp

[
− 4√

3
iπr sin

(
γ + 2πk

3

)]
1− 2 cos

(
2(γ + 2πk

3
)
)

 (6.81)

donde ⟨Ĉ⟩ = Tr[ρ̂0Ĉ] es el valor esperado de Ĉ respecto a ρ̂0 = ρ̂(ϕ = 0).
En la figura 6.21 se expone la fase de Uhlmann para diferentes α’s. En (a) se presenta
el caso de esṕın-1 de referencia, mientras que en (b) se tiene α = 0.0443, que es el valor
cŕıtico de α encontrado en el caso θ = π/2 (Ver sección anterior) donde la transición se
da aproximadamente en un punto. (c) y (d) corresponden a los casos de α positivo y α
negativos, respectivamente.
La fase de Uhlmann para valores negativos de α presentan un engrosamiento de la zona
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Figura 6.22: Longitud de Loschmidt para (a)α = 0, (b)α = 0.0443, (c)α = 0.05 y (d)
α = −0.5.

para la cual ΦU = 2π, comportamiento ya esperado de lo que se sabe por el caso ya visto
con θ = π/2. Por esto, el caso en el que se centra la discusión en esta sección es para el
caso de α positivos, en donde se puede ver en la figura 6.21 que fuera de θ = π/2 la fase
tiene un comportamiento peculiar.
Para continuar el análisis se obtuvo la longitud de Loschmidt del número complejo al que
se le calcula su argumento en la fase de Uhlmann, la cual consiste en obtener la magnitud
de dicho número complejo. Esto se hizo siguiendo la idea de [41], obteniendo aśı la figura
6.22, donde se muestran los mismos casos que en la figura 6.21. En cada caso se puede
ver que la longitud de Loschmidt presenta picos donde se da la transición de fase. Resulta
interesante que para el caso de α = 0.05, donde ya no se tiene transición de fase, la longitud
de Loschmidt sigue indicando los puntos donde la fase de Uhlmann cambia.
Para ver que es el comportamiento de la fase cerca de los puntos indicados por la longitud
de Loschmidt se obtuvo la figura 6.23. En (a) se muestra el comportamiento de la fase
para α = 2, tal que el elemento cuadrupolar agregado domina sobre el Hamiltoniano de
esṕın-1 (n̂ · S⃗, con n̂ unitario). En este caso se puede ver que la fase ha casi desaparecido.
En (b) se expone la longitud de Loschmidt para el mismo valor de α, el cual no presenta
un pico, sino una zona con valor máximo de 0.047661, el cual es chico comparado con los
picos mostrados en las anteriores gráficas.
Por otro lado, en la figura 6.23(c), con ℏ = 1, se muestra la fase de Uhlmann con α = 0.1
donde la longitud de Loschmidt presenta picos, con el pico izquierdo en βB ≈ 2.575757
y θ ≈ 1.745329. Usando el valor de βB se obtuvo la fase de Uhlmann respecto a θ (ver
figura 6.23(d)) donde se ve que la fase no muestra un cambio de fase abrupto 0→ π, como
lo hace para α ≤ 0, sino que el aumento es únicamente muy rápido.
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Figura 6.23: (a) y (b) representan el caso α = 2 para la fase de Uhlmann y la longitud de
Loschmidt, respectivamente. (c) y (d) es la fase de Uhlmann para α = 0.1, donde en (d)
se tiene para un βB fijo. (e) y (f) son la fase de Uhlmann para α = 0.8, con el segundo
para un θ fijo.
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En la figura 6.23(e) se tiene la fase de Uhlmann para α = 0.8, con un acercamiento al caso
de la fase de Uhlmann para θ/π = 0.828282 respecto a βB en (f), donde nuevamente se
puede observar que el aumento de la fase es rápido, pero no existe un βB cŕıtico.
Por lo tanto, los puntos mostrados por la longitud de Loschmidt para α > 0.0443 no
representan una transición de fase, ya que la fase únicamente sube de manera monótona y
conforme α > 0.0443 aumenta, la subida es más suave, hasta que el efecto se pierde para
α grande, como se ve en la figura 6.23(a).



Caṕıtulo 7

Conclusiones y Trabajo Futuro

El primer objetivo del presente trabajo fue el estudiar tres tipos de fases geométricas
para una evolución adiabática de un sistema de esṕın-1 y para un modelo propuesto que
rompa la simetŕıa SU(2) del Hamiltoniano de esṕın-1. Para esto, se consideró el Hamil-
toniano de esṕın más un elemento cuadrupolar αŜ2

z , esto es, un sistema en un campo
anisótropo respecto a z.
Para estados puros se obtiene la fase de Berry y para el caso mixto la fase de Sjöqvist y
la fase de Uhlmann.
En el presente trabajo, se demuestra que las transiciones de fase en la fase de Uhlmann
para un sistema de esṕın-1 no tiene una correspondencia con las fases de Sjöqvist y de
Berry1.
Como se mencionó, en un inicio se pensó que el romper la simetŕıa SU(2) eliminaŕıa la
transición en la fase de Uhlmann; sin embargo, lo que se encontró es que la transición sigue
existiendo cuando α ≤ 0.0445, aun cuando el término dominante del modelo propuesto
es el cuadrupolar, lo que indica que la simetŕıa SU(2) no es responsable de la transición
de fase. Por otro lado, cuando α > 0.0445 la transición de fase en θ = π/2 desaparece y
conforme α crece, la fase de Uhlmann se vuelve cero para cualquier valor de θ y βB. En
ambos casos se encontró una relación cualitativa con la aparición del primer y segundo
estado excitado al aumentar la temperatura.
Durante el proceso de obtener la fase de Uhlmann en ambos sistemas, se logró expresar
la fase en función de los valores esperados de Ŝx, Ŝz, Ŝ

2
x, Ŝ

2
z , {Ŝx, Ŝz}, donde para el caso

θ = π/2 se encontró que la transición de fase en ambos sistemas dependen únicamente de
los valores esperados de Ŝ2

x, Ŝ
2
z , {Ŝx, Ŝz}. Esto es de interés, ya que, aparte de que todos

son observables, podŕıa ser de ayuda en computación cuántica para obtener la fase de
Uhlmann.
Por otro lado, se obtuvo la métrica de los estados puros (métrica de Fubini-Study) y la
métrica de los estados mixtos (métrica de Bures) de ambos sistemas. Esto ya que la métri-
ca describe la forma del espacio de parámetros alrededor de algún punto de dicho espacio,

1De la relación de la anomaĺıa de Schottky, o más espećıficamente de la aparición del primer estado
excitado, con la primera transición se podŕıa pensar en algún proceso de interferencia en las fases de Berry
del estado base y el primer estado excitado, pero esta idea se viene abajo, ya que el mismo fenómeno
ocurre en el caso esṕın-1/2, obligando a pensar en que cada caso tiene diferente tipo de interferencia, para
lo cual no hay justificación.

96
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por lo que se propuso como hipótesis que se podŕıa encontrar una relación con la fase.
Se logró expresar la fase de Uhlmann para esṕın-1 en función del elemento gββ de la métri-
ca de Bures, que a su vez permitió relacionar el calor espećıfico CH con la transición de
fase para θ = π/2. Dicha relación se calificó como cualitativa, ya que el calor espećıfico,
proporcional al elemento de la métrica de Bures gββ, tiene en ambos sistemas un máximo a
temperaturas bajas, y lo más que se pudo hacer es relacionar el comportamiento de dicho
máximo de CH con la primera transición de fase que se tiene. A pesar de esto, no se en-
contró que ninguna de las métricas mostrara algún v́ınculo con las fases correspondientes.
Esta última relación cualitativa resulta de importancia, ya que el máximo del calor es-
pećıfico se da gracias a lo que se conoce como anomaĺıa de Schottky, la cual involucra la
aparición del primer estado excitado como estado disponible conforme T aumenta. Con es-
to, y al analizar la evolución de dicho primer estado, se encontró que la primera transición
está ligada a la aparición del primer estado excitado.

Trabajo Futuro

A partir de los resultados encontrados se pueden tomar varios caminos a seguir, uno
de ellos es el seguir analizando las transiciones de fase en diferentes sistemas térmicos
desde el punto de vista del calor espećıfico y más concretamente como cambia dicha fase
dependiendo de las probabilidades de los estados excitados del sistema.
También se podŕıa insistir en el camino de la métrica al pensar en una métrica de un orden
mayor2 para incluir elementos que dependan de la segunda derivada de los parámetros del
Hamiltoniano, lo que permitiŕıa tener, por ejemplo, la derivada respecto a β de CH .
Por otro lado, seŕıa interesante analizar la desaparición de la transición para α positivo,
tomando en cuenta que el coeficiente de anisotroṕıa en z, D, permite dividir el tipo de
anisotroṕıa en dos. Si D < 0 (α < 0), entonces es fácil encontrar al esṕın en dirección Ŝz,
y si D > 0 es más probable encontrar al esṕın en el plano x− y.

2Al obtener ambas métricas (FS y Bures) se realizó un desarrollo a primer orden.
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Apéndice A

Fase de Uhlmann en su forma
integral

Del art́ıculo de Viyuela se tiene que

dV̂ (t)

dt
= A[r(t)]V (t) (A.1)

donde V = P exp[
∫ r
r0
A(r′)dr′], con la conexión de Uhlmann dada por

A = dV̂ V̂ † =

[
d

ds

(√
ρ̂+ sd

√
ρ̂
)−1
] ∣∣∣

s=0

√
ρ̂+ ρ̂−1

[
d

ds

√√
ρ̂(ρ̂+ sdρ̂)

√
ρ̂

] ∣∣∣
s=0

; (A.2)

donde el primer término estará dado por[
d

ds

(√
ρ̂+ sd

√
ρ̂
)−1
] ∣∣∣

s=0

√
ρ̂ = −

√
ρ̂−1d

√
ρ̂, (A.3)

y el segundo término estrada dado por la derivada de K(s) =
√√

ρ̂(ρ̂+ sdρ̂)
√
ρ̂ evaluada

en s = 0, lo cual estará dada por

K ′(0)K(0) +K(0)K ′(0) = K ′(0)ρ̂+ ρ̂K ′(0) =
√
ρ̂dρ̂
√
ρ̂ (A.4)

que tiene la forma de una ecuación de Lyapunov, por lo que el segundo término estará
dado por

K ′(0) =

[
d

ds

√√
ρ̂(ρ̂+ sdρ̂)

√
ρ̂

] ∣∣∣
s=0

=

∫ ∞

0

e−ρ̂τ
√
ρ̂dρ̂
√
ρ̂e−ρ̂τdτ. (A.5)

Por lo tanto, la conexión de Uhlmann estará dada por

A = −
√
ρ̂−1d

√
ρ̂+ ρ̂−1

∫ ∞

0

e−ρ̂τ
√
ρ̂dρ̂
√
ρ̂e−ρ̂τdτ (A.6)

que al proyectar en la base de ρ̂ =
∑

i pi |ψI⟩ ⟨ψi|, y f(ρ̂) =
∑

i f(pi) |ψi⟩ ⟨ψi|, se llega a
que

⟨ψi|A|ψj⟩ =
−1
√
pi
⟨ψi|d

√
ρ̂|ψj⟩+

1

pi

∫ ∞

0

e−piτ
√
pi ⟨ψi|dρ̂|ψj⟩

√
pje

−pjτdτ
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=
−1
√
pi
⟨ψi|d

√
ρ̂|ψj⟩+

√
pj√
pi
⟨ψi|dρ̂|ψj⟩

√
pj

∫ ∞

0

e−(pi+pj)τdτ

=

(
−1 +

√
pj(
√
pi +
√
pj)

pi + pj

)
1
√
pi
⟨ψi|d

√
ρ̂|ψj⟩ =

(√
pi −
√
pj

pi + pj

)
⟨ψi|d

√
ρ̂|ψj⟩ ,

que es el resultado obtenido por Viyuela, el cual se puede reescribir como,

A =
∑
ij

|ψi⟩
⟨ψi|[d

√
ρ̂,
√
ρ̂]|ψj⟩

pi + pj
⟨ψj| . (A.7)



Apéndice B

Fase de Uhlmann para esṕın s
mediante valores esperados

De [82] se tiene que una matriz exponencial donde su argumento matricial tiene la

forma n̂ · S⃗, con |n̂| = 1 y S⃗ = {Ŝx, Ŝy, Ŝz} las matrices de esṕın s, se puede expresar como
un polinomio matricial de orden s dado por

eiγn̂·S⃗ =

2j∑
k=0

ck(γ)

k!

[
2in̂ · S⃗ sin(γ/2)

]k
, (B.1)

donde se definió usando la función piso

ck(γ) = [cos(θ/2)]ϵk Trunc⌊s−k/2⌋

{
[arcsin(

√
x)/
√
x]
k

(
√
1− x)ϵk

}
,

con x = sin2(θ/2), y ϵk = [1− (−1)2s−k]/2. Aqúı la función Truncn se refiere a truncar el
desarrollo de Taylor a orden n.
Tomando la Fase de Uhlmann obtenida por Diego et al. en [40] para una part́ıcula de esṕın
j en un campo magnético B, donde ΦU = arg{Tr[ρ̂0Û ]} con

Û = (−1)2j exp
[
−2πiRn̂′ · S⃗

]
, (B.2)

para R =
√
1 + η2 − 2η sin θ y un vector

n̂′ =
1

R

 −η cos θ0
η sin θ − 1

 , (B.3)

el cual cumple con |n̂′| = 1, y de igual manera η = sin θ[1− sech(βBℏ/2)]. Dicha expresión
puede ser expresada mediante el desarrollo propuesto como

Û = (−1)2j
2j∑
k=0

ck(−2πR)
k!

[
−2in̂′ · S⃗ sin(πR)

]k
, (B.4)
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con

ck(−2πR) = [cos(πR)]ϵk Trunc⌊j−k/2⌋

{
[arcsin(

√
x)/
√
x]
k

(
√
1− x)ϵk

}
y x = sin2(πR), por lo que la fase de Uhlmann puede ser escrita, considerando que (n̂′·S⃗)† =
n̂′ · S⃗1, como

ΦU = arg

{
2j∑
k=0

(−1)2j+k[2i sin(πR)]k ck(−2πR)
k!

⟨(n̂′ · S⃗)k⟩

}
. (B.5)

Escribir la fase de Uhlmann como en la ecuación (B.5), permite eliminar casi por completo
la dependencia de la temperatura substituyéndola por una combinación lineal de valores
esperados de observables, concretamente diferentes combinaciones de productos de Ŝx y
Ŝz. La única dependencia explicita de T queda expresada en R, pero tal como se vio en
el caso s = 1/2 y s = 1, se podŕıa buscar la forma de expresar sech(x) en términos de
Var(M) y, por tanto, expresar a R en función de la variación de la capacidad caloŕıfica.
En el ĺımite T →∞ se tiene que R = 1 y, por tanto, sin(πR) = 0 aśı como cos(πR) = −1,
por lo que (B.5) se reduce a

ΦU(T →∞) = arg
{
(−1)2jc0(−2π)

}
= arg

{
(−1)2j+ϵ0

}
= 0, (B.6)

donde se consideró que al evaluar sin2(π · 1) = 0 en la expansión de Taylor truncada resul-
tante en c0(−2π) entonces, para cualquiera s, la función truncada es Trunc⌊s⌋(1/

√
1− xϵ =

1. También se tomó en cuenta que si s = 1/2, 3/2, ... entonces ϵ0 = 1 mientras que para
s = 1, 2, .. se tiene que ϵ0 = 0.
En el otro extremo se tiene que T → 0, por lo que η = sin θ y R = | cos θ|, con lo que

ΦU(T → 0) = arg

{
2j∑
k=0

(−1)2j+k[2i sin(π| cos θ|)]k ck(−2π| cos θ|)
k!

⟨(n̂′ · S⃗)k⟩

}
, (B.7)

que para el caso espećıfico θ = π/2, se tiene que sin(π| cos(π/2)|) = 0 por lo que

ΦU(T = 0) = arg
{
(−1)2jc0(0)

}
=

{
π si s = 1/2, 3/2, ...

0 si s = 1, 2, ...
, (B.8)

ya que c0(0) = 1.

1Como se vio para esṕın s = 1 {R|R ∈ R ∀ θ ∈ [0, 2π] y βBℏ ∈ R}.



Apéndice C

Elementos de la métrica de Bures y
fase de Uhlmann del sistema
modificado con θ = π/2

Las expresiones faltantes respecto a la métrica están dadas como

gαα =
e

1
2(α−

√
α2+4)βBℏ

8 (α2 + 4)2
(

2e
1
2
αβBℏ cosh

(
1
2

√
α2 + 4βBℏ

)
+ 1
)2 ×

{[
α2 −

√
α2 + 4α+ 2α2e

1
2(

√
α2+4+α)βBℏ +

(
α2 +

√
α2 + 4α+ 2

)
e
√
α2+4βBℏ + 2

]
×

(
α2 + 4

)
β2B2ℏ2 +

8
(
e
√
α2+4βBℏ − 1

)2 (
2e

1
2
αβBℏ cosh

(
1
2

√
α2 + 4βBℏ

)
+ 1
)

e
√
α2+4βBℏ + 1


gαβB =

B2ℏ2e
1
2(α−2

√
α2+4)βBℏ

2
√
α2 + 4

(
2e

1
2
αβBℏ cosh

(
1
2

√
α2 + 4βBℏ

)
+ 1
)3 ×

{
e

1
2

√
α2+4βBℏ + e

1
2(2

√
α2+4+α)βBℏ + e

1
2
αβBℏ

}
×{

−α2 +
√
α2 + 4α+ 2

√
α2 + 4αe

1
2(

√
α2+4+α)βBℏ +

(
α2 +

√
α2 + 4α+ 2

)
e
√
α2+4βBℏ − 2

}
.

Por otro lado, el elemento de la fase de Uhlmann está dado por la expresión,

a11 =

 e−
1
2(

√
α2+4+α)βBℏ

2 (α2 + 4)
(
e

1
2

√
α2+4βBℏ + e

1
2(2

√
α2+4+α)βBℏ + e

1
2
αβBℏ

)
×

 1(
e

1
2

√
α2+4βBℏ + e

1
2
αβBℏ

)(
e

1
2(

√
α2+4+α)βBℏ + 1

)
×

{[
e

1
2(

√
α2+4+α)βBℏ + e(

√
α2+4+α)βBℏ + eαβBℏ

] [
α
(√

α2 + 4 + α
)

+ 4
]
×[

e
√
α2+4βBℏ + e

1
2(

√
α2+4+α)βBℏ + e(

√
α2+4+α)βBℏ + e(2

√
α2+4+α)βBℏ + 2e

1
2(3

√
α2+4+α)βBℏ

]
×
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√ eαβBℏ

e
1
2(

√
α2+4+α)βBℏ + e(

√
α2+4+α)βBℏ + eαβBℏ

−
√√√√ 1

2e
1
2
αβBℏ cosh

(
1
2

√
α2 + 4βBℏ

)
+ 1


2

−

[
e
√
α2+4βBℏ + e

1
2(

√
α2+4−α)βBℏ + 1

] [
α
(√

α2 + 4− α
)
− 4
]
×[

e(
√
α2+4+α)βBℏ + e

3
2(

√
α2+4+α)βBℏ + e(

√
α2+4+2α)βBℏ + 2e

1
2(

√
α2+4+3α)βBℏ + e2αβBℏ

]
×

√
e
√
α2+4βBℏ

e
√
α2+4βBℏ + e

1
2(
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−
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1
2
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1
2
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+ 1


2 (C.1)
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[14] Jonathan A. Jones, Vlatko Vedral, Artur Ekert, y Giuseppe Castagnoli. Geometric quantum
computation using nuclear magnetic resonance. Nature, 403(6772):869–871, Feb 2000.

[15] S.C. Tiwari. Geometric phase in optics. Journal of Modern Optics, 39(5):1097–1105, 1992.

[16] Chandroth Pannian Jisha, Stefan Nolte, y Alessandro Alberucci. Geometric phase in optics:
From wavefront manipulation to waveguiding. Laser & Photonics Reviews, 15(10):2100003,
2021.

[17] Xin Wang, Xu-Yang Hou, Zheng Zhou, Hao Guo, y Chih-Chun Chien. Uhlmann phase of
coherent states and the uhlmann-berry correspondence. arXiv, 2022.

[18] O. Viyuela, A. Rivas, y M. A. Martin-Delgado. Two-dimensional density-matrix topological
fermionic phases: Topological uhlmann numbers. Phys. Rev. Lett., 113:076408, Ago 2014.

[19] Ye Zhang, Aixin Pi, Yan He, y Chih-Chun Chien. Comparison of finite-temperature topo-
logical indicators based on uhlmann connection. Phys. Rev. B, 104:165417, Oct 2021.

[20] Hao Guo, Xu-Yang Hou, Yan He, y Chih-Chun Chien. Dynamic process and uhlmann pro-
cess: Incompatibility and dynamic phase of mixed quantum states. Phys. Rev. B, 101:104310,
Mar 2020.

[21] J. Villavicencio, E. Cota, F. Rojas, Jesús A. Maytorena, y D. Morachis Galindo. Uhlmann
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