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Resumen
En el marco de la topología química cuántica, de la cual forma parte la teoría
cuántica de átomos en moléculas, se estudió el campo de la fuerza de Ehrenfest en
función de las matrices de densidad reducidas de primer y segundo orden y del
tensor de esfuerzos cuántico. Se estudiaron átomos y moléculas diatómicas
homonucleares de hidrógeno, nitrógeno, oxígeno, flúor y cloro; observando
comportamientos anómalos para la fuerza en función del tensor de esfuerzos a
distancias lejanas de los núcleos, mientras que la fuerza en función de las matrices
de densidad se encuentra bien definida en todo punto e induce una partición en el
espacio como el campo gradiente de la densidad electrónica. Recurriendo a la fuerza
de Ehrenfest en función de las matrices de densidad reducidas de primer y segundo
orden, se estudiaron diversos procesos de evolución estructural, observando en la
molécula de HCN durante la transición al estado CNH que la catástrofe del campo
gradiente de la densidad electrónica ocurre antes que la del campo de la fuerza;
mientras que la molécula de H2S en un proceso de formación de anillo ocurre
primero la catástrofe del campo de la fuerza y posteriormente la del campo
gradiente de la densidad electrónica. Además, partiendo de una geometría
arbitraria, se estudió un proceso de HCN donde ocurre la formación de anillo al
acercar el átomo de hidrógeno a los de nitrógeno y oxígeno, observando que la
catástrofe del campo de Ehrenfest se presenta a una distancia más lejana que la del
campo gradiente de la densidad electrónica. Cabe destacar que, en todos los
procesos, los sistemas HCN y H2S comienzan con ambos campos siendo
homeomorfos y dicho homeomorfismo se rompe al momento de la catástrofe en un
campo y se recupera al suceder la catástrofe en el otro. En moléculas cíclicas planas,
la molécula de ciclobutadieno en su evolución hacia un estado de transición de
geometría cuadrada se observó en todas las geometrías que el campo de la fuerza es
homeomorfo al campo gradiente de la densidad, caso que también se presenta en la
molécula de bifenilo en su estado de transición plano. En un determinado sitio
molecular de la timina, se analizó un proceso de formación de anillo tanto en el
campo de la fuerza como el gradiente de la densidad electrónica, donde ocurren dos
catástrofes para ambos campos en las cuales se rompe y recupera el homeomorfismo
en geometrías cercanas al estado de transición.
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Capítulo 1

Introducción

1.1 Planteamiento del problema

En la mecánica cuántica molecular, tradicionalmente se han utilizado modelos

orbitales para describir la estructura electrónica de átomos y moléculas, así como el

análisis de cambios energéticos para estudiar los procesos de transformación

química. Sin embargo, el estudio de dichos fenómenos por medio de las fuerzas

involucradas no es frecuente. En un sistema cuántico, el operador fuerza es definido

como el negativo del gradiente del operador de energía potencial y da lugar a las

fuerzas de Hellmann-Feynman que actúan sobre los núcleos atómicos y la fuerza de

Ehrenfest que actúa sobre los electrones del sistema [1]. Cabe destacar que la fuerza

de Ehrenfest, a diferencia de las de Hellmann-Feynman, no ha recibido mucha

atención en la literatura y conforma un campo fértil de investigación en la

actualidad.

Es posible definir una densidad espacial del campo vectorial de la fuerza de Ehrenfest

que puede obtenerse del tensor de esfuerzos cuántico o por medio de una integración

apropiada de la matriz de densidad reducida de primer y segundo orden (a partir de

este momento, sólo se le denominará matriz de densidad), encontrando que el uso

del tensor de esfuerzos cuántico conduce a fuerzas que muestran un comportamiento

incorrecto a grandes distancias de los núcleos [2].

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

Se explorará la información que el sistema dinámico de la densidad de la fuerza de

Ehrenfest expresada en términos de la matriz de densidad aporta en la descripción

de la estructura electrónica de átomos, moléculas y procesos selectos de

transformación química. Además, la densidad electrónica molecular y sus

propiedades topológicas cada vez cobran más auge en la descripción de moléculas y

sólidos [3]; la información que proporciona el campo gradiente de esta propiedad se

usará de manera complementaria a la que proporcionen las fuerzas. El presente

trabajo consiste en un estudio de campos escalares y vectoriales con contenido físico

para la descripción de átomos y moléculas dentro de la llamada topología química

cuántica [4].

1.2 Hipótesis

La fuerza de Ehrenfest corresponde a la fuerza ejercida sobre la densidad electrónica

y es el análogo cuántico a la fuerza definida en mecánica clásica, entonces debe ser

posible estudiar y caracterizar con ella la estructura de sistemas moleculares, como

ya se ha realizado por medio del campo gradiente de la densidad electrónica.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo general

Estudiar la fuerza de Ehrenfest de diversos sistemas atómicos y moleculares para

relacionarlas con el concepto de enlace químico desde un punto de vista mecánico-

cuántico.

1.3.2 Objetivos particulares

• Comparar la fuerza de Ehrenfest calculada mediante la matriz de densidad y el

tensor de esfuerzos cuántico.
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• Estudiar la topología molecular de la fuerza de Ehrenfest determinada por la

matriz de densidad.

• Analizar los mecanismos de transformación estructural en términos del

sistema dinámico de la fuerza de Ehrenfest y la teoría matemática de

catástrofes para contrastar con la descripción proporcionada para el campo

gradiente de la densidad electrónica.



Capítulo 2

Marco teórico

En el presente capítulo, se introducirán los conceptos fundamentales utilizados para

el desarrollo de este trabajo. Se divide en dos secciones: mecánica cuántica molecular

y teoría cuántica de átomos en moléculas. En la primera sección, se abordarán los

métodos de la mecánica cuántica molecular utilizados en la obtención de los resultados

a presentar, mientras que en la segunda se recurre a los conceptos en torno a la teoría

cuántica de átomos en moléculas.

2.1 Mecánica cuántica molecular

La mecánica cuántica molecular tiene como objetivo principal describir la materia a

escala molecular mediante la resolución de la ecuación de Schrödinger [5]:

ĤΨ = iℏ
∂Ψ

∂t
(2.1)

donde Ĥ es el operador hamiltoniano del sistema; Ψ = Ψ(r⃗, t), la función de onda

del sistema; r⃗, el vector de posición; ℏ, la constante de Planck reducida; i, la unidad

imaginaria y ∂
∂t

representa la derivada parcial respecto al tiempo (t).

Generalmente, mediante métodos computacionales, se busca determinar diversas

propiedades de un sistema molecular a partir de la función de onda del sistema.

4
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En este caso, se trabajará alrededor de la ecuación de Schrödinger independiente del

tiempo o estacionaria:

ĤΨ = EΨ (2.2)

donde E representa los eigenvalores del operador hamiltoniano, el cual puede ser

escrito de la forma:

Ĥ = Ĥelec + Ĥnuc (2.3)

siendo Ĥelec el hamiltoniano electrónico y Ĥnuc es el hamiltoniano nuclear. En ausencia

de campo magnético, el hamiltoniano electrónico está dado por:

Ĥelec = −
1

2

N∑
i

∇2
i +

N∑
i>j

1

rij
+

N∑
i

v(ri) (2.4)

donde rij es la distancia entre los electrones i y j y v(ri) es el potencial nuclear

definido para un sistema con M -núcleos (con número atómico Zα) como:

v(ri) = −
M∑
α

Zα
riα

(2.5)

Por otro lado, el hamiltoniano nuclear se define como:

Ĥnuc = −
1

2Mα

M∑
α

∇2
α +

∑
α<β

ZαZβ
Rαβ

(2.6)

donde Rαβ es la distancia entre los núcleos α y β y Mα es la masa del núcleo α.

Para resolver la ecuación de Schrödinger, es necesario recurrir a la aproximación

de Born-Oppenheimer [6], la cual separa la función de onda en dos componentes:

electrónica y nuclear. De modo que, bajo esta aproximación, queda despreciado el

hamiltoniano nuclear en (2.3) y únicamente es de interés hallar las soluciones de la

ecuación de Schrödinger para la función de onda electrónica (ψ):

Ĥelecψ = Eelecψ (2.7)
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2.1.1 Teoría del funcional de la densidad

Conocida por sus siglas en inglés como DFT (Density Functional Theory), este método

busca resolver la ecuación de Schrödinger recurriendo a la densidad electrónica ρ(r),

que para un sistema de N -electrones [7] está dada por:

ρ(r1) =

∫
· · ·

∫
|ψ(x1,x2, ...,xN)|2ds1dx2 · · · xN (2.8)

donde xi = (ri, si) representa las coordenadas espaciales (ri) y de espín (si) del

electrón i-ésimo del sistema.

Esta teoría tiene sus cimientos en dos teoremas publicados y demostrados en 1964

por P. Hohenberg y W. Kohn [8]. El primer teorema establece que la densidad

electrónica determina unívocamente al hamiltoniano del sistema y por tanto, todas

las propiedades del mismo. Este teorema considera un sistema de N electrones que

se encuentra bajo la influencia de un potencial externo (en un sistema molecular

aislado, este sería el que aportan los núcleos) y establece que dicho potencial es un

funcional único de la densidad electrónica del estado base, por tanto, esta densidad

electrónica determina de manera unívoca al potencial externo y en consecuencia, al

hamiltoniano; es decir, no pueden existir dos sistemas con distintos potenciales

externos con la misma densidad electrónica del estado base. Por otro lado, el

segundo teorema expresa que el funcional (FHK [ρ]), del cual se obtiene la energía

del estado base del sistema, otorga la mínima energía si y sólo si la densidad

utilizada es la densidad real del estado base.

El punto central de DFT es considerar a la energía del estado base (E0) de la forma:

E0 = Min
ψ
{⟨ψ| Ĥelec |ψ⟩} (2.9)

es decir, minimiza (Min) al valor esperado del hamiltoniano. Al reescribir (2.9)
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reagrupando los términos del hamiltoniano definido en (2.4) se obtiene:

E0 = Min
ψ
{⟨ψ| − 1

2

N∑
i

∇2
i +

N∑
i>j

1

rij
|ψ⟩+ ⟨ψ| v(r) |ψ⟩} (2.10)

donde:

v(r) =
N∑
i

v(ri) (2.11)

Luego, debido a la búsqueda restringida de Levy, (2.10) resulta en:

E0 = Min
ρ

{
Min
ψ→ρ
{⟨ψ| − 1

2

N∑
i

∇2
i +

N∑
i>j

1

rij
|ψ⟩}+

∫
drv(r)ρ(r)

}
(2.12)

definiendo al funcional F[ρ] como:

F [ρ] = Min
ψ→ρ
{⟨ψ| − 1

2

N∑
i

∇2
i +

N∑
i>j

1

rij
|ψ⟩} (2.13)

la expresión (2.12) se convierte en:

E0 = Min
ρ

{
F [ρ] +

∫
drv(r)ρ(r)

}
(2.14)

Debido a la necesidad de considerar el espín de los electrones, el cual puede ser α

(+ 1/2, ↑) o β (− 1/2, ↓); se introducen los términos [7] de densidades alfa (ρα) y beta

(ρβ), así como la densidad de espín Q = ρα − ρβ; donde es claro que ρ = ρα + ρβ. En

este punto es donde entra en juego el método de Kohn-Sham [9], quienes consideraron

al funcional de la densidad F [ρ], mismo que al tomar en cuenta dicha densidad de

espín [7], de la siguiente manera:

F [ρα, ρβ] = TS[ρ
α, ρβ] + J [ρα + ρβ] + EXC [ρ

α, ρβ] (2.15)

donde TS[ρα, ρβ] es el funcional de Kohn-Sham de energía cinética que corresponde a

un sistema de electrones no interactuantes con densidades ρα y ρβ; J [ρα + ρβ], el
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funcional de repulsión electrón-electrón de Coulomb y EXC [ρα, ρβ] es el funcional de

la energía de intercambio-correlación.

El funcional de energía cinética está dado por:

TS[ρ
α, ρβ] = Min

ρα,ρβ
[
∑
iσ

∫
drϕ∗

iσ(r)(−
1

2
∇2)ϕiσ(r)] (2.16)

donde σ = α, β y ϕiσ, las componentes espaciales de las funciones auxiliares espín-

orbital (ψi(rs) = ϕiσσ(s)). Definiendo a niσ como los números de ocupación, en dicho

funcional, se realiza la minimización sobre el conjunto de niσ (0 ≤ niσ ≤ 1) y ϕiσ bajo

las restricciones:

∑
i

niα|ϕiα(r)|2 = ρα(r) (2.17)
∑
i

niβ|ϕiβ(r)|2 = ρβ(r) (2.18)

suponiendo que para ρα y ρβ dadas, el mínimo en (2.16) se de en un conjunto particular

{niσ, ϕiσ}, la energía cinética generalizada es:

TS[ρ
α, ρβ] =

∑
iσ

∫
drϕ∗

iσ(r)(−
1

2
∇2)ϕiσ(r) (2.19)

por otro lado, el funcional de repulsión electrón-electrón corresponde a:

J [ρ] =
1

2

∫ ∫
ρ(r1)ρ(r2)

|r2 − r1|
dr1dr2 (2.20)

Finalmente, escribiendo (2.14) considerando al espín de los electrones:

E0 = Min
ρα,ρβ
{F [ρα, ρβ] +

∫
dr(ρα + ρβ)v(r)} (2.21)

por medio de un tratamiento variacional a esta expresión y sujeta a la restricción:

∫
ϕ∗
iσ(r)ϕiσ(r)dr = 1 (2.22)
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se obtienen las ecuaciones de Kohn-Sham dadas por:

ĥαeffϕiα(r) = [−1

2
∇2 + vαeff(r)]ϕiα(r) =

ϵ′iα
niα

ϕiα(r) = ϵiαϕiα(r); i = 1, ..., Nα (2.23)

ĥβeffϕjβ(r) = [−1

2
∇2 + vβeff(r)]ϕjβ(r) =

ϵ′jβ
njβ

ϕjβ(r) = ϵjβϕjβ(r); j = 1, ..., Nβ (2.24)

donde ĥσeff corresponde al hamiltoniano efectivo para un electrón y los potenciales

efectivos dependientes del espín son:

vαeff = v(r) +

∫
ρ(r′)

|r− r′|
dr′ +

δEXC [ρ
α, ρβ]

δρα(r)
(2.25)

vβeff = v(r) +

∫
ρ(r′)

|r− r′|
dr′ +

δEXC [ρ
α, ρβ]

δρβ(r)
(2.26)

con ϵ′iσ, los multiplicadores de Lagrange para la restricción definida en la Ecuación

(2.22). Adicionalmente, el número de electrones con espín α y β están dados por:

Nα =

∫
drρα(r) (2.27) Nβ =

∫
drρβ(r) (2.28)

cuando se tienen sistemas de capas abiertas, estos números son variados también en

las Ecuaciones (2.23) y (2.24) para obtener la energía mínima del sistema bajo la

restricción:

N = Nα +Nβ. (2.29)

Además, la dependencia de la energía (E) con los números de ocupación y los

eigenvalores de las ecuaciones de Kohn-Sham (ϵiσ) está dada por:

∂E

∂niσ
= ϵiσ (2.30)

esta relación es conocida como teorema de Janak.

Las ecuaciones de Kohn-Sham forman un sistema de ecuaciones integro-diferenciales

y son resueltas de manera iterativa, sin embargo, la única interrogante en esta
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formulación es la definición del funcional de correlación-intercambio (EXC en la

Ecuación (2.15)). Se han utilizado diversas definiciones para este funcional y cada

una de ellas resulta exitosa hasta cierto punto; el funcional utilizado en este trabajo

se presentará más adelante.

2.1.2 Optimización de geometría

Cuando se habla de mecánica cuántica molecular es inevitable involucrar el

concepto de geometría molecular, que consiste en la distribución en el espacio de

todos los núcleos de los átomos que componen a una molécula, siendo de interés las

longitudes y ángulos de enlace y dihedros en el sistema.

Para hallar la geometría deseada de algún sistema, es necesario recurrir al concepto

de superficie de energía potencial [10], la cual, a partir de la aproximación de Born-

Oppenheimer, se define de la siguiente manera:

E = f(q1, q2, ..., qN)

donde q1, q2, ..., qN son parámetros correspondientes a las coordenadas espaciales

nucleares de los cuales depende la energía del sistema, pudiendo ser tanto las

longitudes como los ángulos de enlace. Se define como punto estacionario a aquél en

el que la superficie de energía potencial es un extremo respecto a uno o varios

parámetros, dicho de forma matemática:

∂E

∂q1
=
∂E

∂q2
= ... =

∂E

∂qN
= 0

además, un punto mínimo cumple para toda q ∈ {q1, q2, ..., qN} con la condición

adicional:
∂2E

∂q2
> 0
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Este punto corresponde a un punto de energía mínima local o global en el sistema,

es decir, un estado de equilibrio de la molécula o una especie química identificable,

dicho de forma general.

2.1.3 Estado de transición

El estado de transición [11] corresponde a un punto estacionario que debe cumplir

para la coordenada de reacción "qr":

∂2E

∂q2r
< 0

Mientras que para el resto de las coordenadas q ∈ {q1, q2, ..., qN}\qr:

∂2E

∂q2
> 0

Dicho estado es de vital importancia para el estudio del mecanismo de una reacción

química y se define como la configuración crítica de un sistema situada en el punto

más alto del camino o evolución de la coordenada de reacción más favorable según la

superficie de energía potencial, siendo un punto silla de primer orden de esta última.

2.1.4 Frecuencias vibracionales

Las frecuencias vibracionales corresponden a los modos normales de vibración en

una molécula [11], donde para una molécula conformada por N átomos, el número

de modos normales de vibración corresponde a 3N − 6, si es una molécula no lineal

y 3N − 5, si es lineal. Estas frecuencias pueden ser calculadas computacionalmente

una vez determinada la geometría del sistema (punto estacionario) y este cálculo es

válido únicamente si se utiliza el mismo método con el cual se optimizó la geometría.

Debido a que las moléculas bajo este concepto se modelan mediante el oscilador

armónico, es necesario involucrar a las constantes de fuerza ({ki}) del sistema,
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mismas que se obtienen al diagonalizar la matriz hessiana de la superficie de energía

potencial. Cuando dicha matriz se diagonaliza, se determinan las direcciones

características del sistema; es decir, la forma en que los átomos se mueven alrededor

de las posiciones de equilibrio y por consecuencia, también se obtienen las

constantes de fuerzas para las vibraciones.

Es importante destacar que un mínimo en la superficie de energía potencial posee

todas sus constantes de fuerza positivas, lo cual implica que para cada modo

vibracional existe una fuerza de restitución sobre los átomos. Por otro lado, para un

estado de transición existe una y sólo una constante de fuerza negativa, esto da

lugar a que en uno de sus modos el movimiento de los átomos dirija al sistema hacia

la geometría reactiva inicial o la de producto final no habiendo así una fuerza de

restitución. Debido a que las frecuencias vibracionales en la aproximación armónica

son proporcionales a la raíz cuadrada de las constantes de fuerza, se tiene en este

caso una única frecuencia vibracional imaginaria.
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2.2 Teoría cuántica de átomos en moléculas

La Teoría Cuántica de Átomos en Moléculas o QTAIM (Quantum Theory of Atoms in

Molecules) formulada por Richard Bader y expuesta en su libro "Atoms in molecules:

A quantum theory" [3], del cual serán extraídos los conceptos presentados en esta

sección, busca determinar una gran variedad de propiedades de diversos sistemas

químicos partiendo de los fundamentos de la mecánica cuántica en torno a la densidad

electrónica.

2.2.1 Topología de la densidad electrónica

La densidad electrónica representa a un continuo en el espacio, es decir, posee un

valor definido para cada punto en el espacio y corresponde a un campo escalar

tridimensional. Las propiedades topológicas de interés para dicho campo son

aquellas que involucran puntos críticos de ρ(r), siendo el caso de aquellos donde la

primera derivada se anula, por lo que se utiliza como centro de estudio el campo

gradiente de la densidad electrónica (∇ρ(r)), el cual indica la dirección de máximo

cambio en la densidad electrónica. Cabe destacar que este campo vectorial también

puede ser visualizado mediante sus líneas de flujo (campo).

Considerando la matriz hessiana de la densidad electrónica:

A(r) =


∂2ρ
∂x2

∂2ρ
∂x∂y

∂2ρ
∂x∂z

∂2ρ
∂y∂x

∂2ρ
∂y2

∂2ρ
∂y∂z

∂2ρ
∂z∂x

∂2ρ
∂z∂y

∂2ρ
∂z2



Al ser una matriz simétrica con entradas reales, ésta posee valores propios reales y

puede ser diagonalizada de tal forma que todas las derivadas parciales cruzadas se

anulen, dando lugar a un sistema de ejes principales de curvatura. Es decir, para el

sistema de ejes principales r′ = r′(x′, y′, z′):
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Λ(r′) =


∂2ρ

∂x′2
0 0

0 ∂2ρ

∂y′2
0

0 0 ∂2ρ

∂z′2


siendo los eigenvalores de la matriz diagonalizada (Λ): λ1 = ∂2ρ

∂x′2
, λ2 = ∂2ρ

∂y′2
y

λ3 =
∂2ρ

∂z′2
.

Se define al rango de punto crítico (ω) como el número de eigenvalores o curvaturas

de ρ distintos de cero en el punto crítico (r = rc) y firma de punto crítico (σ) a la

suma algebraica de los signos de las curvaturas de ρ en el punto crítico, por lo que

dicho punto se etiqueta mediante (ω, σ). Los puntos críticos de interés y que definen

la topología de la densidad electrónica en un arreglo estable son aquellos cuyo rango

es ω = 3. Existen cuatro posibles casos:

• (3, -3) Todas las curvaturas son negativas y ρ es un máximo local en r.

• (3, -1) Dos curvaturas negativas y ρ es máxima en rc en el plano definido por sus

ejes correspondientes y ρ es mínima en rc a lo largo del tercer eje perpendicular

a dicho plano.

• (3, +1) Dos curvaturas son positivas y ρ es mínima en rc en el plano definido

por sus ejes correspondientes y ρ es máxima en rc a lo largo del tercer eje

perpendicular a este plano.

• (3, +3) Todas las curvaturas son positivas y ρ es un mínimo local en rc.

Es importante destacar que la densidad electrónica muestra un máximo local en las

posiciones nucleares, hecho que ha sido observado experimentalmente en estudios de

difracción de rayos X en cristales; teniendo en este caso que las posiciones nucleares

de los átomos se comportan topológicamente como los puntos críticos (3, -3).

Por otro lado, los puntos críticos (3, -1) corresponden a puntos silla y se localizan

entre dos átomos entrelazados químicamente, por lo que estos puntos son
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denominados puntos críticos de enlace. Respecto a los puntos críticos (3, +1), al

igual que los puntos críticos (3, -1), son puntos silla; sin embargo, a éstos se les

conoce como puntos críticos de anillo y pueden ser localizados en una acotación

definida por al menos tres puntos críticos de enlace. Los puntos críticos de tipo

(3, +3), correspondientes a un mínimo local de la densidad electrónica, se

denominan puntos críticos de jaula y se presentan en diversos sistemas químicos, los

cuales no están involucrados en el presente trabajo.

El campo vectorial del gradiente de la densidad electrónica, como se mencionó

anteriormente, puede ser representado por medio de sus trayectorias y con la

finalidad de introducir gráficamente esta representación, se muestra en la Figura 2.1

el gráfico para la molécula de agua (geometría de equilibrio) en la que se incluyen

las trayectorias de ∇ρ(r) y las curvas de nivel de ρ(r).

Figura 2.1: Gráfico de la molécula de agua, sobreponiendo las líneas de campo de
∇ρ(r) (color morado), las curvas de nivel de ρ(r) (color morado), puntos críticos de
enlace (color verde) y la intersección de las superficies interatómicas con el plano
molecular (color rojo) y los caminos de enlace (color negro).
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En la Figura 2.1, se puede observar que todas las trayectorias convergentes a los

núcleos o puntos críticos (3, -3), a excepción de dos, se originan en el infinito, donde

∇ρ(r) se anula; mientras que dichas dos trayectorias se originan en el punto crítico

(3, -1) localizado entre los núcleos y conforman lo que se conoce como camino de

enlace que representa la línea de máxima densidad conectando dos núcleos, por lo

que la presencia de un camino de enlace entre dos átomos implica que éstos se

encuentran enlazados. Las trayectorias originadas en el infinito y convergentes a los

puntos críticos (3, -3) serán denominadas líneas de campo de ∇ρ(r). Por otro lado,

existe otro par de trayectorias convergentes al punto crítico (3, -1) y originadas en el

infinito que corresponden a la separatriz entre las líneas de campo de ∇ρ(r), se

abordará en breve el concepto asociado a dichas separatrices.

Las trayectorias de ∇ρ(r) tienen las siguientes propiedades:

• Las trayectorias de ∇ρ(r) son ortogonales a las curvas de contorno de ρ(r),

debido a que el campo gradiente de la densidad electrónica apunta en la

dirección de máximo crecimiento del campo escalar de la densidad electrónica.

• El vector ∇ρ(r) es tangente a las trayectorias en cada punto del espacio.

• Cada trayectoria debe originarse o terminar en un punto donde ∇ρ(r) se anula,

es decir, en un punto crítico de ρ(r).

• Puesto que ∇ρ(r) define una única dirección en cada punto del espacio, las

trayectorias jamás deben cruzarse.

Las líneas de ∇ρ(r) convergen en los puntos críticos (3, -3) correspondientes a los

núcleos de los átomos e implica que los núcleos son puntos atractores en el campo

gradiente de la densidad electrónica. Cabe destacar que las posiciones nucleares no

son formalmente puntos críticos (3, -3), debido a que el campo gradiente de la

densidad es discontinuo en dichas posiciones; sin embargo, como la densidad

electrónica presenta máximos locales en las posiciones nucleares, éstas se consideran
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como puntos críticos (3, -3).

Es posible definir una vecindad abierta del atractor, invariante al flujo de ∇ρ(r), tal

que cualquier trayectoria originada en la vecindad termina en el atractor y se define

como cuenca aquella vecindad de mayor tamaño que cumple con lo mencionado

anteriormente. Debido a que los puntos críticos (3, -3) generalmente se encuentran

en las posiciones nucleares, se identifica que ∇ρ(r) genera una partición

topológicamente densa en el espacio, donde el conjunto de cuencas da lugar a

regiones ajenas y cada una posee un punto atractor o núcleo. Dicho lo anterior, se

define como átomo, ya sea libre o enlazado, a la unión de un atractor y su cuenca

asociada.

Mientras que la cuenca de un átomo aislado abarca todo el espacio tridimensional,

un átomo en una molécula es un subconjunto abierto del espacio y la separación

existente entre átomos vecinos corresponden a las denominadas superficies

interatómicas. Considerando dos átomos vecinos, A y B, la superficie interatómica

(SAB) implica la presencia de un punto crítico (3, -1) entre estos dos átomos y dicha

superficie corresponde al conjunto de trayectorias originadas en el infinito que

convergen al punto crítico (3, -1). En la Figura 2.1, la intersección del plano

molecular con las superficies interatómicas (SH1,O y SH2,O) corresponde a las

separatrices entre las líneas de campo.

En un sistema molecular, para un determinado átomo A se define a la frontera de su

cuenca como superficie atómica (SA); de modo que todos los átomos B vecinos de A

dan lugar a un conjunto de superficies interatómicas ({SAB |B es átomo vecino de

A}) y se tiene que SA ⊇
⋃
B SAB. Además, en este tipo de sistemas, las superficies

se extienden hasta el infinito. Las superficies atómica e interatómica representan

una región de flujo cero para el campo ∇ρ(r) y las líneas de campo son tangentes a

dicha superficie en todo r ∈ SA.
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Definiendo como n̂(r) al vector normal de estas superficies, dicha región de flujo cero

cumple la siguiente condición:

∇ρ(r) · n̂(r) = 0 (2.31)

La importancia de que ∇ρ(r) induzca una partición en el espacio, teniendo regiones

abiertas con fronteras que satisfacen una condición de flujo cero, da lugar a la

definición de propiedades atómicas. Se define el promedio atómico de un observable

Â como:

A(Ω) ≡ ⟨Â⟩ =
∫
Ω

dτ

∫
dτ ′(N/2)(ψ∗Âψ + (Âψ)∗ψ) (2.32)

donde Ω es una región del espacio acotada por una superficie que cumple con la

condición de flujo cero en el campo ∇ρ(r), es decir, la cuenca del átomo en cuestión.

2.2.2 Fuerzas de Ehrenfest

En el marco de QTAIM existen dos fuerzas de interés dentro de un sistema: la

fuerza de Feynman y la de Ehrenfest. La fuerza de Feynman es aquella fuerza

ejercida sobre los núcleos del sistema y para un núcleo determinado, es la fuerza

ejercida sobre éste por los demás núcleos del sistema y la nube electrónica. Por otro

lado, la fuerza de Ehrenfest corresponde a la fuerza que actúa sobre los electrones

del sistema y puede ser obtenida por dos medios: mediante el gradiente del

potencial de Coulomb del sistema o la divergencia de un tensor de esfuerzos

cuántico. El desarrollo teórico de la fuerza de Ehrenfest determinada mediante el

potencial de Coulomb del sistema se muestra a continuación:

En el esquema de Heisenberg [12], la evolución temporal de un operador Â corresponde

a:
d⟨Â⟩
dt

=
i

ℏ
⟨[Ĥ, Â]⟩+ ⟨∂Â

∂t
⟩ (2.33)

donde ⟨Â⟩ es el valor de expectación del operador Â; ⟨[Ĥ, Â]⟩, el valor de

expectación del conmutador entre el operador hamiltoniano y el operador Â y ⟨∂Â
∂t
⟩
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corresponde al valor de expectación de la derivada parcial de Â respecto al tiempo.

Considerando Â = p̂ = ℏ
i
∇ (el operador de momento), debido a que éste no depende

explícitamente del tiempo, se tiene ⟨∂Â
∂t
⟩ = 0; entonces, la ecuación de Heisenberg

(2.33) se reduce a:
d⟨p̂⟩
dt

=
i

ℏ
⟨[Ĥ, p̂]⟩ (2.34)

Dado que Ĥ = T̂ + V̂ , siendo T̂ = p̂2

2m
el operador de energía cinética y V̂ el

operador de energía potencial, es posible simplificar el conmutador entre los

operadores hamiltoniano y de momento:

[Ĥ, p̂]ψ = [T̂ + V̂ , p̂]ψ

= [
p̂2

2m
+ V̂ , p̂]ψ

= [V̂ , p̂]ψ

=
ℏ
i
(V̂∇ψ −∇(V̂ ψ))

= (iℏ∇V̂ )ψ

lo cual implica que [Ĥ, p̂] = iℏ∇V̂ . Sustituyendo en la Ecuación (2.33):

d⟨p̂⟩
dt

= ⟨−∇V̂ ⟩ (2.35)

Cuando el gradiente se calcula para una coordenada electrónica, se define
d⟨p̂⟩
dt

= ⟨F̂E⟩, donde FE es la fuerza de Ehrenfest.

La densidad de fuerza de Ehrenfest [2] para un sistema de N electrones en un punto

r1 del espacio es:

FE(r1) = N

∫
ds1dx2...dxNψ

∗(−∇1V )ψ (2.36)

Designando a las coordenadas electrónicas como ri, las coordenadas nucleares como
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Rα y Zα al número atómico del núcleo α; el potencial de Coulomb está dado por:

V = −
∑
i,α

Zα
|ri −Rα|

+
∑
i>j

1

|ri − rj|
(2.37)

De tal forma que al sustituir ∇1V en la Ecuación 2.24:

FE(r1) = −ρ(r1)
∑
α

Zα
|r1 −Rα|3

(r1 −Rα) +

∫
dr2

ρ2(r1, r2)

|r1 − r2|3
(r1 − r2) (2.38)

con ρ siendo la densidad electrónica (traza de la matriz de densidad reducida de

primer orden normalizada a N) y ρ2 correspondiente a la matriz de densidad

reducida de segundo orden normalizada a N(N − 1) [13]. El desarrollo

correspondiente a la obtención de la Ecuación (2.38) se presenta en el Apéndice A.

Un hecho importante a mencionar en torno al método utilizado en el presente

trabajo (DFT) y el método de Hatree-Fock [7] es que este último recurre al

determinante de Slater de las funciones espín-orbitales de cada electrón individual

para determinar una función de onda de prueba del sistema, mientras que DFT

únicamente requiere de la densidad electrónica para determinar las propiedades del

sistema (primer teorema de Hohemberg-Kohn). En el marco de la matriz de

densidad, ambos métodos recurren a un determinante de Slater para obtener las

componentes de dicha matriz; Hatree-Fock por la vía ya mencionada y en el caso de

DFT, este método considera un determinante de Slater conformado por los orbitales

auxiliares de Kohn-Sham. Como consecuencia, las entradas de la matriz de densidad

en DFT son básicamente las mismas que resultan de Hatree-Fock, pero con

funciones orbitales más refinadas ya que este método considera la correlación

electrónica en su obtención, mientras que Hatree-Fock no (en sus funciones

espín-orbitales). Además, sería posible utilizar otros métodos que den lugar a

valores más refinados de ρ2 sin necesidad de recurrir a determinantes de Slater tales

como la teoría de matrices reducidas de la densidad [14] o métodos de función de

onda como interacción de configuraciones.
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Por otro lado, la fuerza de Ehrenfest puede ser obtenida mediante un tensor de

esfuerzos cuántico ←→σ :

FE = −∇ ·←→σ (2.39)

Es importante mencionar que dicho tensor de esfuerzos no es único debido a la libertad

de norma que presenta y existe una gran discusión en torno a diversas aproximaciones

hacia el mismo [15], [16]. Sin embargo, en el presente trabajo, se utilizará el tensor

de esfuerzos cuántico desarrollado por Wolfgang Pauli [17], cuyos componentes están

dados por:

σlk =
ℏ2

4m

(
− ψ∗ ∂2ψ

∂xk∂xl
− ψ ∂2ψ∗

∂xk∂xl
+
∂ψ

∂xk

∂ψ∗

∂xl
+
∂ψ∗

∂xk

∂ψ

∂xl

)
(2.40)

donde k, l = 1, 2, 3.

Se incluye en este trabajo a la fuerza de Ehrenfest en función del tensor de esfuerzos

para poder destacar el comportamiento correcto que exhibe la fuerza en función de

las matrices de densidad, ya que la fuerza definida en (2.39), la cual recurre al

tensor mostrado en (2.40), se ha reportado [2] que exhibe un comportamiento

erróneo para algunos sistemas.

2.2.3 Estructura molecular y teoría de catástrofes

En un sistema químico, la geometría es de suma importancia para caracterizar la

distribución en el espacio de los componentes de dicho sistema. QTAIM recurre al

concepto de estructura para caracterizar dicha distribución. Designando como X al

conjunto de coordenadas nucleares en un sistema, se define al espacio de configuración

nuclear (RQ) o espacio de control como el conjunto de todos los X que puede adquirir

el sistema. Es decir, un punto X de RQ consiste en un arreglo nuclear con coordenadas

fijas y únicas para X.
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En una configuración X dada, un gráfico molecular es la representación de las

trayectorias de enlace entre dos atractores nucleares vecinos e incluyendo el

respectivo punto crítico de enlace (3, -1). Los gráficos moleculares aportan

información de cómo se enlazan los átomos para una geometría definida.

Dada una configuración nuclear (X), el campo gradiente de la densidad asociado a

ésta se representa como ∇ρ(r;X). Luego, para hablar de estructura, es necesario

introducir el concepto de relación de equivalencia: sean v y v′ campos vectoriales en

R3, se dice que v y v′ son equivalentes si y sólo si son homeomorfos; es decir, existe

un mapeo continuo entre las trayectorias de v en v′ y viceversa.

En el caso particular del campo ∇ρ(r), considerando dos configuraciones nucleares

X y X′ ∈ RQ, se dice que estas configuraciones son equivalentes si y solo si los

campos asociados ∇ρ(r;X) y ∇ρ(r;X′) son equivalentes. Si lo anterior es válido,

entonces existe un homeomorfismo que mapea las líneas de ∇ρ(r;X) en las de

∇ρ(r;X′). También, todo punto crítico (ω, σ) en ρ(r;X) es mapeado a un punto

crítico del mismo tipo en (ω, σ) en ρ(r;X′). Además, cualquier trayectoria

conectando dos puntos críticos en ∇ρ(r;X) también se transforma en una

trayectoria en ∇ρ(r;X′) que une a los dos puntos críticos equivalentes.

Lo anterior no se restringe al campo ∇ρ(r), sino que puede extenderse a otros

campos vectoriales. Es posible considerar un conjunto de configuraciones nucleares

equivalentes entre sí, de modo que éstas comparten las mismas trayectorias de

enlace que conectan a los núcleos. En QTAIM, estas configuraciones nucleares

representan la misma estructura. En el momento que el número de estos caminos de

enlace cambia, ya es una estructura diferente y es en este punto en donde entra la

teoría de catástrofes. Cabe destacar que la representación gráfica de las estructuras

yace en los gráficos moleculares y éstos serán presentados al final de la sección.

La teoría de catástrofes fue desarrollada por el matemático René Thom y publicada
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en su libro "Stabilité structurelle et morphogénèse" [18] en 1972. Esta teoría estudia

el comportamiento de bifurcaciones en sistemas dinámicos, donde busca hallar y

explicar cambios súbitos (discontinuidades) en sistemas que dependen de variables

continuas.

En este trabajo, se estudiaron de forma cualitativa los fenómenos concernientes a la

teoría de catástrofes, pero se presenta un poco más detallado el trasfondo

matemático de la misma en el Apéndice B, donde todos los conceptos fueron

extraídos del libro "Catastrophe Theory and its Applications" de Poston & Stewart

[19]. En QTAIM, la teoría de catástrofes es de gran utilidad para estudiar la

evolución de sistemas químicos, ya que los mencionados cambios súbitos pueden

asociarse con la formación y ruptura de enlaces químicos; es decir, cuando se

presenta un cambio en la estructura. Se ha encontrado que estos cambios en la

estructura tienen de por medio la presencia de un punto crítico degenerado y han

sido documentados dos tipos de catástrofes asociados a la evolución estructural: la

catástrofe de pliegue y la de ombligo elíptico [20], [21].

Sea Xb un punto de bifurcación en el cual la densidad electrónica, ρ(r;Xb), presenta

una singularidad (punto crítico degenerado) en rc de rango ω < 3 (con un valor

propio del hessiano igual a cero). Considerando configuraciones X ̸= Xb en una

pequeña vecindad RQ (el espacio de configuraciones nucleares) de Xb, las

propiedades topológicas de la distribución de carga en la región de la singularidad

varían e inducen cambios globales en todo el campo ρ(r) y da lugar a nuevas

estructuras.

Por ejemplo, para la molécula de agua [20], existe un proceso de evolución estructural

al reducir gradualmente el ángulo de enlace, en el que se forma un anillo en la molécula

junto con un enlace entre los átomos de hidrógeno, que surgen tras una singularidad

en la densidad electrónica o punto crítico degenerado y da lugar a dos desdoblamientos

de catástrofes según la forma de analizar esta degeneración: la catástrofe de pliegue,
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al estudiar el valor de ρ(r) a lo largo del eje de simetría de la molécula en el proceso

y la catástrofe de ombligo elíptico, al analizar la evolución estructural determinada

por los desplazamientos nucleares. Este proceso se muestra en la Figura 2.2, donde se

presentan las curvas de nivel de ρ(r), las líneas de campo de ∇ρ(r), las intersecciones

de las superficies interatómicas con el plano molecular, los caminos de enlace y los

puntos críticos de las diversas geometrías.

Figura 2.2: Proceso de evolución estructural de la molécula de agua en el que se forma
un anillo en el campo ∇ρ(r) y preserva la simetría C2v (cálculos realizados mediante
el funcional B3LYP y el conjunto base AUG-CC-PVDZ).
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En la Figura 2.2, la geometría "A" corresponde a una previa a la degeneración del

punto crítico y es claro que ésta posee un ángulo de enlace considerablemente

reducido respecto a la geometría de equilibrio (Figura 2.1), aunque en estas dos

geometrías únicamente existen los caminos de enlace entre el oxígeno y los átomos

de hidrógeno; la geometría "B" (Figura 2.2) muestra al punto crítico degenerado

(color amarillo-verde) que funge tanto como el punto crítico de anillo (3, +1) y el

punto crítico de enlace (3, -1) entre los átomos de hidrógeno, los cuales poseen un

camino de enlace conectándolos; es decir, esta geometría corresponde al punto de

catástrofe y por último, la geometría "C" (Figura 2.2) presenta una posterior a la del

punto de catástrofe (un ángulo de enlace menor respecto a esa) en el que ya no se

encuentra el punto crítico degenerado y existen, por separado, el punto crítico de

enlace entre los átomos hidrógeno-hidrógeno y el punto crítico de anillo (color

amarillo) de la molécula, donde este último se localiza en la intersección de las

superficies interatómicas.

Puesto que los puntos críticos de interés se presentan a lo largo del eje de simetría de

la molécula, se puede asignar la variable de control, R0, como la distancia del núcleo

de oxígeno al punto medio entre los átomos de hidrógeno (coordenada de Jacobi). Se

presenta el gráfico que relaciona el valor de la densidad electrónica en función de la

posición en el eje de simetría (z), donde se puede observar el desdoblamiento de la

catástrofe de pliegue y asociando las curvas "A", "B" y "C" a las geometrías con las

mismas etiquetas en la Figura 2.22.

Figura 2.3: Desdoblamiento de la catástrofe de pliegue del campo ρ(r) en la molécula
de agua, donde ∆z = z−zi con zi la posición del punto de inflexión y ∆ρ = ρ(z)−ρ(zi),
ambos en unidades atómicas (ua).
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El desdoblamiento de la catástrofe de pliegue está dado por:

f(ξ) =
1

3
ξ3 + vξ (2.41)

donde se considera a ξ = ξ(z), una variable que contiene implícitamente la tercera

derivada de ρ con respecto al eje de simetría evaluada en el punto de catástrofe [20]

(al desarrollar en serie alrededor de la singularidad) y v es una variable de control

asociada a la distancia de los núcleos de hidrógeno al eje de simetría de la molécula.

La función f permite estudiar el comportamiento de la densidad alrededor de un

punto de degeneración y representa a una familia de funciones. En este caso, en f se

encuentran contenidas las tres curvas mostradas en la Figura 2.3 y cada una de ellas

se asocia a un valor único de la variable de control v.

En la Figura 2.3, la curva "A" (R0 = 2.2830 ua) es previa a la catástrofe y no posee

ningún punto crítico, mientras que la curva "B" (R0 = 2.2862 ua) corresponde al

punto de catástrofe, donde se halla el punto crítico degenerado en el origen y la

curva "C" (R0 = 2.2909 ua) es posterior a la catástrofe en la que se han formado dos

puntos críticos.

También, la geometría "C" de la Figura 2.2, así como cualquier sistema de tres

miembros, puede asociarse al desdoblamiento de la catástrofe de ombligo elíptico al

considerar parámetros de control u y v asociados a los desplazamientos de los

núcleos respecto a las simetrías de la molécula y w es un parámetro que depende de

la localización del sistema en el espacio de configuración y de su naturaleza química;

siendo para este proceso, en particular, w > 0 con el desdoblamiento (f) dado por:

f(x, y; u, v, w) = x2y − 1

3
y3 + wx2 − ux− vy (2.42)

una vez más, las variables x y y contienen la tercera derivada de ρ evaluada en la

singularidad [20]. Además del proceso de evolución estructural del agua, se muestra

el proceso de transición de la molécula de cianuro de hidrógeno en su primer estado
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de equilibrio HCN hacia el segundo estado de equilibrio CNH [21], donde se

presentan a continuación los gráficos de las líneas de campo de ∇ρ(r), los caminos

de enlace, puntos críticos e intersección del plano molecular con las superficies

interatómicas en algunas geometrías a lo largo del proceso.

Figura 2.4: Proceso de evolución estructural de la molécula de HCN hacia el estado
CNH (cálculos realizados utilizando el funcional B3LYP y el conjunto base AUG-CC-
PVDZ).

Este sistema presenta también una degeneración que se debe encontrar en alguna

geometría con ángulo de enlace entre 72◦ y 75◦ siguiendo el proceso en la Figura 2.4.

Sin embargo, a diferencia del agua, la degeneración no se da entre un punto crítico de

anillo y uno de enlace; sino que el sistema presenta un único punto crítico de enlace

degenerado del cual surgen los caminos de enlace convergentes a los tres núcleos del

HCN y corresponde a un punto de catástrofe de ombligo elíptico en el que previamente

a esa geometría existen los enlaces hidrógeno-carbono y carbono-nitrógeno; posterior

al punto de catástrofe, los enlaces hidrógeno-nitrógeno y carbono-nitrógeno, es decir,
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tras la degeneración se forman dos puntos críticos de enlace (3, -1). El desdoblamiento

de la catástrofe de ombligo elíptico tiene para este sistema el parámetro de control

w = 0 y está dado por:

f(x, y; u, v, 0) = x2y − 1

3
y3 − ux− vy (2.43)

Considerando nuevamente el parámetro w de la Ecuación (2.42), éste se puede

asociar al tipo de puntos críticos que se degeneran en el sistema: cuando w = 0, se

presenta un punto crítico degenerado que funge como dos puntos críticos de enlace

(3, -1) y si w ̸= 0, el punto crítico degenerado se comporta como uno de tipo (3, -1)

y uno de anillo (3, +1).

Finalmente, tomando como referencia el proceso de la Figura 2.4, se presenta el

concepto de gráfico molecular y como se mencionó previamente, ésta es la

representación gráfica en QTAIM de estructura. Se presentan en la siguiente figura

los gráficos moleculares del proceso del HCN hacia el estado CNH, mismos que

corresponden a los caminos de enlace mostrados en la Figura 2.4, así como los

puntos críticos (3, -1) y mostrando los símbolos químicos de los elementos en las

posiciones nucleares correspondientes:

Figura 2.5: Gráficos moleculares del proceso de evolución estructural del HCN hacia
el estado CNH.
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En la Figura 2.5, las geometrías comprendidas entre los ángulos 180◦ y 75◦

representan la misma estructura, ya que comparten puntos críticos, así como las

trayectorias que conectan estos puntos. Mientras que las geometrías entre 72◦ y

180◦ también representan la misma estructura, pero corresponden a una diferente a

la de los ángulos entre 180◦ y 75◦ porque en ésta última se tiene un camino de

enlace entre los átomos de carbono e hidrógeno y en ángulos menores o iguales a 72◦

este camino ya no existe, pero sí entre los átomos de nitrógeno e hidrógeno.

Entonces, dicho cambio en la estructura es precedido por una geometría de catástrofe

o punto de conflicto. Como se mencionó previamente, dicha catástrofe se presenta

cuando existe una geometría con un punto crítico degenerado que se comporta como

dos puntos críticos (3, -1). El gráfico molecular de dicha geometría sería de la siguiente

manera [21]:

Figura 2.6: Gráfico molecular de la geometría del punto de catástrofe del HCN.

La geometría asociada a la Figura 2.6 se hallaría entre un ángulo de 75◦ y 72◦ en el

proceso de evolución estructural del HCN.



Capítulo 3

Metodología computacional

El presente capítulo se divide en la metodología seguida según el tipo de sistema como

se muestra a continuación:

• Átomos: H, N, O, F y Cl.

• Moléculas diatómicas: H2, N2, O2, F2 y Cl2.

• Transformación estructural: HCN, H2S, ciclobutadieno, bifenilo y timina.

Se recurrió a la teoría del funcional de la densidad, utilizando el funcional B3LYP

[22] y el conjunto base AUG-CC-PVDZ para llevar a cabo los cálculos en el programa

Gaussian 16 [23]. Los núcleos de los átomos de los elementos químicos incluidos en

los sistemas estudiados serán gráficamente representados mediante el código de color

CPK [24] mostrado en la siguiente tabla:

Átomo Color
Hidrógeno
Carbono
Nitrógeno
Oxígeno

Flúor
Cloro
Azufre

Tabla 3.1: Esquema de coloración CPK de los elementos químicos de los sistemas
estudiados.

30
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Las superficies interatómicas serán gráficamente representadas como líneas de color

rojo, los caminos de enlace como líneas de color negro con su respectivo punto crítico

(de enlace) representado como una esfera pequeña de color verde y los puntos críticos

de anillo como esferas pequeñas de color amarillo.

3.1 Átomos

Para los átomos en estado base [25] de hidrógeno (doblete), nitrógeno (cuarteto),

oxígeno (triplete), flúor (doblete) y cloro (doblete); se generaron mediante el

programa Gaussian 16 los archivos tipo WFN (Wave Function File) y utilizando el

programa Promolden [26], el cual requiere del archivo WFN para trabajar, se

calcularon los valores de FE(ρ, ρ2) (Ecuación (2.38)) y del tensor de esfuerzos

cuántico (Ecuación (2.40)) a lo largo de una línea que pasa por el núcleo del átomo.

Se graficaron las fuerzas en función de la posición con el programa Wolfram

Mathematica [27].

3.2 Moléculas

Utilizando el programa Gaussian 16, se optimizó la geometría y generó el archivo

WFN de las moléculas diatómicas homonucleares en su estado basal singlete,

correspondientes a los átomos de hidrógeno, nitrógeno, flúor y cloro; mientras que la

molécula de oxígeno en su estado basal triplete. Después, se calcularon con el

programa Promolden los valores de la fuerza de Ehrenfest en función de la matriz de

densidad y también del tensor de esfuerzos cuántico a lo largo de una línea que pasa

por ambos núcleos de los átomos de los sistemas y se graficaron las fuerzas en

función de la posición mediante el programa Wolfram Mathematica. También,

mediante Promolden, se calcularon las líneas de campo de la fuerza de Ehrenfest

tanto en función de la matriz de densidad como del tensor de esfuerzos cuántico en

el plano molecular. Utilizando los archivos WFN, los cuales contienen los orbitales
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moleculares, se realizaron mediante la paquetería AIMAll [28] los cálculos

respectivos a la topología de la densidad electrónica, siendo de interés las superficies

interatómicas de los átomos de los sistemas, así como los caminos y puntos críticos

de enlace. Se procedieron a elaborar en Wolfram Mathematica los gráficos de las

líneas de campo de la fuerza tanto en función de la densidad como del tensor de

esfuerzos. Se incluyeron en dichos gráficos, los caminos y puntos críticos de enlace y

las intersecciones de las superficies interatómicas con los planos moleculares

determinados por el campo gradiente de la densidad electrónica. Estos elementos

fueron extraídos mediante scripts de shell de los archivos con terminación .mgpviz

resultantes de AIMAll. También, se sobreponen en los gráficos los núcleos de los

átomos en cuestión tras obtener de los archivos WFN las coordenadas cartesianas de

sus posiciones.

3.3 Transformación Estructural

En los sistemas moleculares de cianuro de hidrógeno, sulfuro de hidrógeno,

ciclobutadieno, bifenilo y timina; se optimizaron las geometrías del estado basal

singlete con el programa Gaussian 16 y se generaron los archivos tipo WFN.

En los sistemas de cianuro de hidrógeno, ciclobutadieno y timina, se obtuvieron las

geometrías del estado de transición con sus respectivas frecuencias vibracionales

mediante el programa Gaussian 16 utilizando el método de Berny [29]. Tras verificar

que las geometrías obtenidas para el estado de transición eran correctas al poseer

solamente una frecuencia vibracional imaginaria (Tablas C.1, C.2 y C.3 en Apéndice

C), se realizó un scan IRC (Intrinsic Reaction Coordinate), partiendo de la

geometría de dicho estado, con la finalidad de obtener una serie de geometrías que

evolucionan hacia un estado de equilibrio siguiendo la coordenada intrínseca de

reacción. Posteriormente, utilizando un script de shell, se obtuvieron del archivo de

salida de Gaussian 16 las geometrías de cada uno de los puntos del scan IRC

plasmándolas en archivos de entrada de Gaussian y así generar los archivos WFN
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correspondientes. Luego, por medio del programa Promolden se calcularon las líneas

de campo de la fuerza de Ehrenfest en función de las matrices de densidad.

Adicionalmente, para la molécula de cianuro de hidrógeno, se impusieron una serie

de geometrías arbitrarias donde la distancia de enlace entre los núcleos de carbono y

nitrógeno se mantuvo fija a 1.78Å y se varió la distancia del núcleo de hidrógeno a

éstos; una vez encontrada una geometría con anillo, fue variada la distancia del

núcleo de hidrógeno a lo largo de una recta perpendicular a una que pasa por los

núcleos de carbono y nitrógeno en intervalos de 0.04 Å. Posteriormente, se

generaron los archivos WFN por medio de Gaussian 16 y mediante el programa

Promolden se determinaron las líneas de campo de la fuerza de Ehrenfest en función

de la matriz de densidad.

En el caso de la molécula de sulfuro de hidrógeno, se optimizó la geometría de

equilibrio con el programa Gaussian 16 y se procedió a realizar un scan rígido, el

cual consiste en fijar todas las coordenadas del sistema a excepción de una; la

coordenada a variar en cada paso fue la del ángulo de enlace, reduciendo un grado

este ángulo en cada paso del scan partiendo de la geometría optimizada de

equilibrio. Después, mediante un script de shell, se extrajeron las coordenadas de las

geometrías del scan del archivo de salida de Gaussian 16 y se generaron archivos de

entrada de Gaussian para obtener los archivos WFN correspondientes. Con el

programa Promolden, se calcularon las líneas de campo de la fuerza de Ehrenfest en

función de la matriz de densidad.

Por otro lado, para la molécula de bifenilo, se obtuvieron la geometría del estado de

transición y sus respectivas frecuencias vibracionales (Tabla C.4 en Apéndice C) por

medio de Gaussian 16, así como el archivo WFN correspondiente. Luego, utilizando

el programa Promolden, se determinaron las líneas de campo de la fuerza de

Ehrenfest en función de las matrices de densidad. Cabe mencionar que, en el caso

de este sistema, no se estudiaron las geometrías dentro de un IRC Scan, debido a
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que la molécula de bifenilo en su estado de equilibrio no es plana y es únicamente en

el estado de transición que se encuentra contenida en un plano.

Para los átomos que conforman todos los sistemas moleculares mencionados,

utilizando los archivos WFN, se determinaron con la paquetería AIMAll las

superficies interatómicas, así como los caminos y puntos críticos del campo

gradiente de la densidad. Finalmente, en el programa Wolfram Mathematica se

realizaron los gráficos de las líneas de los campos de la fuerza de Ehrenfest, junto

con los caminos y puntos críticos de enlace y las intersecciones de las superficies

interatómicas determinadas por el campo gradiente de la densidad de los átomos de

los sistemas en cuestión obtenidos, mediante scripts de shell, de los archivos con

terminación .mgpviz resultantes de AIMAll y extrayendo las coordenadas

cartesianas de las posiciones de los núcleos atómicos de los archivos WFN para

mostrarlos en los gráficos correspondientes.

Cabe destacar que dichos elementos del campo ∇ρ(r) se sobrepusieron junto con las

líneas de campo de la fuerza de Ehrenfest, ya que este campo es de estudio central

en QTAIM y debido a ciertas limitaciones de la versión utilizada del programa

Promolden, no fue factible obtener también estos elementos para el campo de la

fuerza.



Capítulo 4

Resultados

4.1 Átomos

Para los átomos de hidrógeno, nitrógeno, oxígeno, flúor y cloro; se presentan los

gráficos de la fuerza de Ehrenfest (FE) en función de la posición (z), sobreponiendo

los perfiles de la fuerza determinada tanto por las matrices de densidad (FE(ρ, ρ2))

como el tensor de esfuerzos cuántico (FE(
←→σ )), esto con el propósito de apreciar, de

forma óptima, las diferencias y similitudes de la fuerza obtenida por ambos medios.

Cabe resaltar que se indica a la posición como z, ya que los cálculos realizados en

Promolden no se llevaron a cabo mediante el uso explícito de la simetría. Se optó por

mostrar, para cada átomo, un gráfico con los valores de la fuerza en escala natural y

otro con las magnitudes en escala logarítmica, esto último con la finalidad de apreciar

mejor el comportamiento de la fuerza a distancias lejanas del núcleo. En todos los

gráficos, el origen de la coordenada de posición coincide con la posición nuclear del

átomo en cuestión, misma que se indica en el margen superior. Se representará en los

gráficos como ρ a las matrices de densidad ρ, ρ2, por lo que FE(ρ)=FE(ρ, ρ2).

35
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4.1.1 Hidrógeno (H)

Figura 4.1: Perfiles de los valores de la fuerza de Ehrenfest en función de ρ y ←→σ en
el átomo de hidrógeno a lo largo de un eje de simetría que pasa por el núcleo.

Figura 4.2: Perfiles logarítmicos de las magnitudes de la fuerza de Ehrenfest en función
de ρ y ←→σ en el átomo de hidrógeno a lo largo de un eje de simetría que pasa por el
núcleo.
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4.1.2 Nitrógeno (N)

Figura 4.3: Perfiles de los valores de la fuerza de Ehrenfest en función de ρ y ←→σ en
el átomo de nitrógeno a lo largo de un eje de simetría que pasa por el núcleo.

Figura 4.4: Perfiles logarítmicos de las magnitudes de la fuerza de Ehrenfest en función
de ρ y ←→σ en el átomo de nitrógeno a lo largo de un eje de simetría que pasa por el
núcleo.
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4.1.3 Oxígeno (O)

Figura 4.5: Perfiles de los valores de la fuerza de Ehrenfest en función de ρ y ←→σ en
el átomo de oxígeno a lo largo de un eje de simetría que pasa por el núcleo.

Figura 4.6: Perfiles logarítmicos de las magnitudes de la fuerza de Ehrenfest en función
de ρ y ←→σ en el átomo de oxígeno a lo largo de un eje de simetría que pasa por el
núcleo.
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4.1.4 Flúor (F)

Figura 4.7: Perfiles de los valores de la fuerza de Ehrenfest en función de ρ y ←→σ en
el átomo de flúor a lo largo de un eje de simetría que pasa por el núcleo.

Figura 4.8: Perfiles logarítmicos de las magnitudes de la fuerza de Ehrenfest en función
de ρ y←→σ en el átomo de flúor a lo largo de un eje de simetría que pasa por el núcleo.
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4.1.5 Cloro (Cl)

Figura 4.9: Perfiles de los valores de la fuerza de Ehrenfest en función de ρ y ←→σ en
el átomo de cloro a lo largo de un eje de simetría que pasa por el núcleo.

Figura 4.10: Perfiles logarítmicos de las magnitudes de la fuerza de Ehrenfest en
función de ρ y ←→σ en el átomo de cloro a lo largo de un eje de simetría que pasa por
el núcleo.
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En los átomos de hidrógeno (Figura 4.1), nitrógeno (Figura 4.3), oxígeno (Figura

4.5), cloro (Figura 4.7) y flúor (Figura 4.9); se observa que el valor de FE(ρ, ρ2)

adquiere valores positivos para z < 0 y en z > 0, valores negativos. Se puede

apreciar que la fuerza diverge en la posición nuclear (z = 0) y a distancias lejanas

del núcleo tiende a cero, lo cual se reafirma en las Figuras 4.2, 4.4, 4.6, 4.8 y 4.10.

Además, en todos los átomos y para todo z ̸= 0, la curva de la fuerza posee un

comportamiento monótono; es decir, sin máximos ni mínimos locales.

Para FE(
←→σ ) en el átomo de hidrógeno, se obtienen (Figura 4.1) valores positivos

para z < 0 y negativos en z > 0. Sin embargo, en la posición nuclear se tiene un

valor nulo de la fuerza; además, ésta presenta un conjunto de máximos y mínimos

locales en posiciones cercanas al núcleo. Respecto a los átomos de nitrógeno (Figura

4.3), oxígeno (Figura 4.5), flúor (Figura 4.7) y cloro (Figura 4.9); se observa que

FE(
←→σ ) diverge en las posiciones nucleares, mientras que a distancias cercanas al

núcleo, para los átomos de nitrógeno, oxígeno y flúor, la curva del valor de la fuerza

presenta puntos de inflexión y en el átomo de cloro, la fuerza es muy parecida a la

determinada en función de la matriz de densidad. Por otro lado, a grandes distancias

del núcleo (Figuras 4.2, 4.4, 4.6, 4.8 y 4.10), se puede apreciar en todos los átomos

un comportamiento anómalo en la fuerza al tener una serie de máximos y mínimos

locales.
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4.2 Moléculas diatómicas

Se presentan los gráficos de la fuerza de Ehrenfest en función de la posición (z) para

las moléculas homonucleares de hidrógeno, nitrógeno, oxígeno, flúor y cloro;

mostrando, al igual que en la sección de átomos, un perfil de los valores con escala

natural y otro con las magnitudes en escala logarítmica. Al igual que los átomos, se

utiliza z para la coordenada de posición, debido a que Promolden realizó los cálculos

sin el uso explícito de la simetría. En todos los gráficos, el origen de la coordenada

de posición coincide con el punto medio entre los núcleos que conforman a la

molécula en cuestión y se indica, en el margen superior, la posición de los núcleos

correspondientes.

Así mismo, se presentan los gráficos de las líneas de campo de la fuerza de Ehrenfest

para cada sistema molecular, mostrando en gráficos separados según el medio por

el cual fue calculada la fuerza de Ehrenfest (color azul para la fuerza obtenida por

medio de la densidad electrónica y naranja para la obtenida por medio del tensor

de esfuerzos cuántico), sobreponiendo: núcleos, superficie interatómica, camino de

enlace y punto crítico de enlace. Una vez más, señalando en los gráficos como ρ a las

matrices de densidad ρ, ρ2.
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4.2.1 Perfiles de la fuerza de Ehrenfest

4.2.1.1 Hidrógeno (H2)

Figura 4.11: Perfiles de los valores de la fuerza de Ehrenfest en función de ρ y ←→σ en
la molécula de hidrógeno a lo largo de un eje que pasa por los núcleos.

Figura 4.12: Perfiles logarítmicos de las magnitudes de la fuerza de Ehrenfest en
función de ρ y ←→σ en la molécula de hidrógeno a lo largo de un eje que pasa por los
núcleos.
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4.2.1.2 Nitrógeno (N2)

Figura 4.13: Perfiles de los valores de la fuerza de Ehrenfest en función de ρ y ←→σ en
la molécula de nitrógeno a lo largo de un eje que pasa por los núcleos.

Figura 4.14: Perfiles logarítmicos de las magnitudes de la fuerza de Ehrenfest en
función de ρ y ←→σ en la molécula de nitrógeno a lo largo de un eje que pasa por los
núcleos.
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4.2.1.3 Oxígeno (O2)

Figura 4.15: Perfiles de los valores de la fuerza de Ehrenfest en función de ρ y ←→σ en
la molécula de oxígeno a lo largo de un eje que pasa por los núcleos.

Figura 4.16: Perfiles logarítmicos de las magnitudes de la fuerza de Ehrenfest en
función de ρ y ←→σ en la molécula de oxígeno a lo largo de un eje que pasa por los
núcleos.
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4.2.1.4 Flúor (F2)

Figura 4.17: Perfiles de los valores de la fuerza de Ehrenfest en función de ρ y ←→σ en
la molécula de flúor a lo largo de un eje que pasa por los núcleos.

Figura 4.18: Perfiles logarítmicos de las magnitudes de la fuerza de Ehrenfest en
función de ρ y ←→σ en la molécula de flúor a lo largo de un eje que pasa por los
núcleos.
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4.2.1.5 Cloro (Cl2)

Figura 4.19: Perfiles de los valores de la fuerza de Ehrenfest en función de ρ y ←→σ en
la molécula de cloro a lo largo de un eje que pasa por los núcleos.

Figura 4.20: Perfiles logarítmicos de las magnitudes de la fuerza de Ehrenfest en
función de ρ y ←→σ en la molécula de cloro a lo largo de un eje que pasa por los
núcleos.
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Se aprecia en las moléculas de hidrógeno (Figura 4.11), nitrógeno (Figura 4.13),

oxígeno (Figura 4.15), flúor (Figura 4.17) y cloro (Figura 4.19); que el valor de

FE(ρ, ρ2) diverge en las posiciones nucleares tanto del átomo A (zA) como en el

átomo B (zB) y es igual a cero en el centro molecular. Para la región zA < z < 0, el

valor de la fuerza es negativo y en la región 0 < z < zB, positivo. Así mismo, la

fuerza adquiere valores positivos para z < zA y negativos para z > zB, tendiendo a

cero a distancias lejanas de las posiciones nucleares, como se confirma en las Figuras

4.12, 4.14, 4.16, 4.18 y 4.20. En todos los gráficos, la curva del valor de la fuerza

presenta un comportamiento monótono en los intervalos (−∞, zA), (zA, zB) y

(zB,+∞).

En el átomo de hidrógeno (Figura 4.11), FE(
←→σ ) converge a cero en ambas posiciones

nucleares. Respecto a la región comprendida entre los núcleos (zA < z < 0), la fuerza

parte del valor negativo en la posición nuclear del átomo A hasta alcanzar un máximo,

de signo positivo, donde después adquiere un valor nulo en el origen de la coordenada

de posición y para 0 < z < zB, tras el valor nulo en el origen, la fuerza presenta valores

negativos hasta alcanzar un mínimo local e incrementar su valor hasta un máximo

local (positivo) y finalmente alcanzar un mínimo local (negativo) en la posición nuclear

del átomo B. En posiciones distantes a los átomos A y B, la magnitud de la fuerza

presenta diversos máximos y mínimos locales, como se puede apreciar en la Figura

4.12. En las moléculas de nitrógeno (Figura 4.13), oxígeno (Figura 4.15), flúor (Figura

4.17) y cloro (Figura 4.19); FE(
←→σ ) diverge en las posiciones nucleares y posee un

valor nulo en el centro molecular. Para la región zA < z < 0, la fuerza presenta

valores negativos y en 0 < z < zB, valores positivos; observando en las moléculas de

nitrógeno, oxígeno y flúor que la curva posee puntos de inflexión en dichas regiones,

a diferencia de la molécula de cloro, donde se asemeja a FE(ρ, ρ2). Así mismo, en las

regiones z < zA y z > zB, la magnitud de la fuerza presenta una serie de máximos y

mínimos locales, alternando signos, como se observa en las Figuras 4.14, 4.16, 4.18 y

4.20.
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4.2.2 Líneas de campo de la fuerza de Ehrenfest

4.2.2.1 Hidrógeno (H2)

Figura 4.21: Gráfico de la molécula de hidrógeno con las líneas de campo de la fuerza
de Ehrenfest calculada mediante ρ.

Figura 4.22: Gráfico de la molécula de hidrógeno con las líneas de campo de la fuerza
de Ehrenfest calculada mediante ←→σ .
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4.2.2.2 Nitrógeno (N2)

Figura 4.23: Gráfico de la molécula de nitrógeno con las líneas de campo de la fuerza
de Ehrenfest calculada mediante ρ.

Figura 4.24: Gráfico de la molécula de nitrógeno con las líneas de campo de la fuerza
de Ehrenfest calculada mediante ←→σ .
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4.2.2.3 Oxígeno (O2)

Figura 4.25: Gráfico de la molécula de oxígeno con las líneas de campo de la fuerza
de Ehrenfest calculada mediante ρ.

Figura 4.26: Gráfico de la molécula de oxígeno con las líneas de campo de la fuerza
de Ehrenfest calculada mediante ←→σ .
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4.2.2.4 Flúor (F2)

Figura 4.27: Gráfico de la molécula de flúor con las líneas de campo de la fuerza de
Ehrenfest calculada mediante ρ.

Figura 4.28: Gráfico de la molécula de flúor con las líneas de campo de la fuerza de
Ehrenfest calculada mediante ←→σ .
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4.2.2.5 Cloro (Cl2)

Figura 4.29: Gráfico de la molécula de cloro con las líneas de campo de la fuerza de
Ehrenfest calculada mediante ρ.

Figura 4.30: Gráfico de la molécula de cloro con las líneas de campo de la fuerza de
Ehrenfest calculada mediante ←→σ .
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Para las líneas de campo de FE(ρ, ρ2), se observa en las moléculas de hidrógeno

(Figura 4.21), nitrógeno (Figura 4.23), oxígeno (Figura 4.25), flúor (Figura 4.27) y

cloro (Figura 4.29) que son tangentes a una región (separatriz) y en estos casos,

coincide con la superficie interatómica; dando lugar a una partición en el espacio, la

cual las líneas de campo (originadas en el infinito) convergen en los núcleos de la

molécula en cuestión y sin interferir las líneas de campo de un átomo con las del

otro, ya que dicha separatriz representa una superficie de flujo cero, en este caso, del

campo de la fuerza de Ehrenfest. Se puede apreciar en algunos casos que existe una

línea trazada entre los dos núcleos, pero no es más que el camino de enlace del

campo de la fuerza de Ehrenfest, ya que el programa calcula las líneas convergentes

a los atractores y depende del número de entrada si determina o no dichas líneas en

particular.

En la Figura 4.22, se puede ver en la molécula de hidrógeno que las líneas de campo

de FE(
←→σ ) presentan un comportamiento anómalo; ya que, a pesar de converger en

los núcleos de la molécula, éstas no se originan en el infinito, sino que provienen de

regiones que no distan mucho de los núcleos. Se observa que no existen líneas de campo

en una zona alrededor del punto crítico de enlace y que, entre los átomos, las líneas

forman una separatriz que en parte coincide con la superficie interatómica. Respecto

a las moléculas de nitrógeno (Figura 4.24), oxígeno (Figura 4.26), flúor (Figura 4.28)

y cloro (Figura 4.30); se aprecia que las líneas de campo de FE(
←→σ ) convergen en los

núcleos, pero se encuentran acotadas, ya que no se originan en el infinito. Se puede

observar que las líneas entre los átomos dan lugar a una separatriz que coincide, hasta

el acotamiento, con la superficie interatómica. Cabe resaltar que el comportamiento

anómalo de la fuerza de Ehrenfest en función del tensor de esfuerzos concuerda con

los resultados reportados en [2] y es por ello que los sistemas de evolución estructural,

presentados en la siguiente subsección, se estudiaron con la fuerza en función de las

matrices de densidad.



CAPÍTULO 4. RESULTADOS 55

4.3 Evolución estructural molecular

Se muestran los gráficos de las líneas de campo de FE(ρ, ρ2) para diversos sistemas

que presentan una evolución estructural, sobreponiendo en todos los gráficos: núcleos,

superficies interatómicas, caminos y puntos críticos de enlace y de anillo, cuando estos

últimos se presentan. En las moléculas de cianuro de hidrógeno y ciclobutadieno, se

lleva a cabo la transición entre dos estados de equilibrio, junto con las moléculas de

bifenilo y timina, donde también está presente un proceso de formación de anillo en

estas últimas. Además, en la molécula de cianuro de hidrógeno, se muestra una serie

de geometrías arbitrarias en la que se puede apreciar la formación de un anillo. En

la molécula de sulfuro de hidrógeno, se llevó a cabo un proceso hasta el punto donde

se forma un anillo en ambos campos.

4.3.1 Cianuro de hidrógeno (HCN)

El proceso de evolución estructural efectuado en el scan IRC es el siguiente:

Figura 4.31: Transición de la molécula de cianuro de hidrógeno HCN-CNH.

Se presentan los gráficos moleculares de los estados de equilibrio HCN y CNH,

transición y geometrías previas y posteriores a las catástrofes tanto de la densidad

electrónica como del campo de la fuerza de Ehrenfest a lo largo de dicho scan,

expresando al ángulo de enlace de la molécula como θHCN.
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Figura 4.32: Gráficos de la evolución del HCN hacia el estado CNH, indicando en la
parte superior de cada gráfico el ángulo de enlace (θHCN).
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Las Figuras 4.32-A y 4.32-B correspondientes a la molécula de HCN en estado de

equilibrio y en una geometría con ángulo de enlace de 75.02◦, el campo de FE(ρ, ρ2)

presenta separatrices entre los átomos hidrógeno-carbono y carbono-nitrógeno, así

como una aparente abertura entre las líneas de campo donde se localizaría el punto

crítico (3, -1) de la fuerza. Por otro lado, se aprecia que ∇ρ(r) presenta superficies

interatómicas entre estos pares de átomos, así como caminos y puntos críticos de

enlace de tipo (3, -1).

Posteriormente, en la molécula de HCN en el estado de transición (Figura 4.32-C),

la cual posee un ángulo de enlace de 72.08◦; se observa que ya no existe un camino

de enlace entre los átomos carbono-hidrógeno y se ha formado uno entre los átomos

nitrógeno-hidrógeno con su respectivo punto crítico de enlace. Esto implica que en

alguna geometría comprendida entre los ángulos 75.02◦ y 72.02◦ ocurre la catástrofe

en ∇ρ(r). Por otro lado, en el campo de FE(ρ, ρ2), se puede ver que aún existe la

aparente abertura, donde se encontraría el punto (3, -1) de la fuerza, entre las líneas

de campo de los átomos carbono-hidrógeno, por lo que en este campo aún no ocurre

la catástrofe y se mantiene válido hasta una geometría con ángulo de enlace de

63.62◦ (Figura 4.32-D).

En una geometría de la molécula de HCN con ángulo de enlace de 60.94◦ (Figura

4.32-E), se puede ver que la aparente abertura entre los átomos carbono-hidrógeno

ha desaparecido y se ha aparecido una entre los átomos nitrógeno-hidrógeno, lo cual

implica que en alguna geometría comprendida entre los ángulos 63.62◦ y 60.94◦

ocurre la catástrofe en el campo de la fuerza de Ehrenfest. Además, es a partir de

esta geometría que los campos gradiente de la densidad electrónica y el de la fuerza

de Ehrenfest poseen puntos críticos de tipo (3, -1) entre los mismos pares de átomos,

es decir, entre los átomos carbono-nitrógeno y nitrógeno-hidrógeno; caso que se

preserva hasta la geometría del segundo estado de equilibrio CNH (Figura 4.32-F).

Cabe resaltar que los caminos y puntos críticos de enlace, así como las superficies
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interatómicas mostradas en los gráficos corresponden a los que determina el campo

∇ρ(r). Dichos elementos asociados a FE(ρ, ρ2) no se muestran debido a ciertas

limitaciones de la versión utilizada del programa Promolden. Sin embargo, en la

siguiente figura, se muestra de manera ilustrativa cómo se verían las superficies

interatómicas junto con los caminos y puntos críticos de enlace del campo de la

fuerza de Ehrenfest, los cuales fueron trazados manualmente en un editor de

imágenes, siguiendo la coloración utilizada para estos mismos elementos en el campo

∇ρ(r). Se tomaron las geometrías asociadas a las Figuras 4.32-D y 4.32-E,

correspondientes a las figuras 4.33-A y 4.33-B, respectivamente.

Figura 4.33: Gráficos representativos del campo de la fuerza de Ehrenfest mostrando
los caminos y puntos críticos de enlace e intersección de la superficie interatómica con
el plano molecular que definiría este campo.

Finalmente, a lo largo de todo el proceso resultante del scan IRC, se puede observar

que la partición inducida en el espacio por el campo de FE(ρ, ρ2) da lugar a cuencas

atómicas de mayor tamaño para los átomos de carbono e hidrógeno respecto a las

originadas por ∇ρ(r); mientras que en el proceso de formación de anillo, la cuenca

del átomo de hidrógeno es muy similar en ambos campos (ligeramente de mayor

tamaño en el campo de la fuerza) y en el átomo de carbono también se tiene una de

mayor tamaño en el campo de FE(ρ, ρ2) respecto a la que posee en el campo ∇ρ(r).
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Por otro lado, se muestran a continuación los gráficos de la molécula de HCN donde

se presenta la formación de anillo, expresando a la distancia del núcleo de hidrógeno

a la recta que pasa por los núcleos de carbono y nitrógeno como rHCN . Dicho proceso

queda representado en el siguiente diagrama:

Figura 4.34: Proceso arbitrario de formación de anillo de la molécula HCN.

Figura 4.35: Gráficos de la evolución del HCN hacia el estado CNH, indicando en la
parte superior de cada gráfico el valor de rHCN .
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Respecto al proceso de formación de anillo, se tiene en la Figura 4.35-A al átomo de

hidrógeno con una distancia a la recta que pasa por los núcleos de C y N de

rHCN = 2.01 Å exhibiendo un camino de enlace con el átomo de nitrógeno, mientras

que en el campo de la fuerza de Ehrenfest se presenta una aparente abertura en las

líneas de campo del átomo de hidrógeno con el átomo de carbono y no con el de

nitrógeno. Además, las separatrices de la fuerza de Ehrenfest en el átomo de

hidrógeno coinciden en gran parte con la intersección de sus superficies

interatómicas con el plano molecular.

Por otra parte, en la Figura Figura 4.35-B, teniendo al átomo de hidrógeno con

rHCN = 1.97 Å, se puede apreciar que ya existe la aparente abertura en las líneas de

campo entre los átomos hidrógeno-nitrógeno, por lo que ya se ha formado el anillo y

ha ocurrido la catástrofe en el campo de la fuerza de Ehrenfest, es decir, la

catástrofe del campo de la fuerza debe ocurrir en algún valor de rHCN entre 2.01 Å

y 1.97 Å. Sin embargo, ésta aún no ocurre en ∇ρ(r), ya que aún no se presenta un

camino de enlace entre los átomos hidrógeno-carbono y esto se preserva hasta un

valor de rHCN = 1.84 Å (Figura 4.35-C).

Posteriormente, en la Figura 4.35-D se tiene al átomo de hidrógeno con

rHCN = 1.80 Å y es posible notar la presencia de un camino de enlace entre los

átomos hidrógeno-carbono, así como un punto crítico de anillo en la molécula; con

lo cual ya ha ocurrido la catástrofe en el campo gradiente de la densidad electrónica,

la cual debe ocurrir en alguna geometría con un valor de rHCN entre 1.84 Å y 1.80 Å.

A partir de esta geometría se presenta la existencia de tres puntos críticos de tipo

(3, -1) y uno (3, +1) tanto en dicho campo como en el de la fuerza de Ehrenfest.

Cabe destacar que en la Figura 4.35-C no se muestra la intersección de la superficie

interatómica con el plano molecular de los átomos hidrógeno-carbono y esto se debe a

un error computacional por parte de AIMAll, pero se puede asumir el comportamiento

de dicha superficie considerando la tendencia mostrada en las otras geometrías bajo
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este proceso de formación de anillo.

4.3.2 Sulfuro de hidrógeno (H2S)

Se presentan los gráficos de las líneas de campo de FE(ρ, ρ2) para la molécula de

H2S en su estado de equilibrio y las geometrías previas y posteriores a las

catástrofes de los campos gradiente de la densidad electrónica y el de la fuerza de

Ehrenfest dentro del proceso de evolución estructural en el que se disminuyó, a

partir del estado de equilibrio, el ángulo de enlace en la molécula hasta formarse un

anillo entre sus átomos para ambos campos, como se muestra a continuación:

Figura 4.36: Evolución estructural de la molécula de H2S donde se redujo el ángulo
de enlace.
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Figura 4.37: Gráficos de la evolución del H2S preservando la simetría C2v y reduciendo
el ángulo de enlace (θH2S), mismo que se indica en la parte superior de cada gráfico.



CAPÍTULO 4. RESULTADOS 63

Desde la geometría de equilibrio del sulfuro de hidrógeno (Figura 4.37-A), la cual

posee un ángulo de enlace de 92.46◦, hasta una geometría con ángulo de enlace de

45.46◦ (Figura 4.37-B), se tiene que las separatrices de las líneas de campo de

FE(ρ, ρ2) del átomo de azufre con los dos de hidrógeno presentan una aparente

abertura, así como los dos caminos de enlace y su respectivo punto crítico de tipo

(3, -1) por parte del campo ∇ρ(r).

Luego, en la Figura 4.37-C, se observa que se ha formado un camino de enlace entre

los átomos de hidrógeno con su respectivo punto crítico (3, -1) y por consecuencia,

también ha surgido un punto crítico de tipo (3, +1) de anillo en la molécula; lo cual

significa que en alguna geometría con ángulo de enlace entre 45.46◦ y 44.46◦ ha

ocurrido la catástrofe en el campo ∇ρ(r), a diferencia del campo de FE(ρ, ρ2) en

donde aún no se forma la aparente abertura en la separatriz de los átomos de

hidrógeno y esto prevalece hasta una geometría con ángulo de enlace de 41.46◦

(Figura 4.37-D).

En la Figura 4.37-E, se tiene una geometría con ángulo de enlace de 40.46◦ en la que

se puede notar una aparente abertura en las líneas de campo entre los átomos de

hidrógeno; lo cual implica que en alguna geometría con ángulo de enlace entre

41.46◦ y 40.46◦ ocurre la catástrofe del campo de FE(ρ, ρ2) y es a partir de esta

geometría que en ambos campos se ha formado un anillo, en la que se presentan tres

puntos críticos de tipo (3, -1) y uno (3, +1).

Por último, se puede ver que a lo largo de todo el proceso de evolución estructural

de la molécula de sulfuro de hidrógeno, la partición en el espacio que induce el

campo de FE(ρ, ρ2) da lugar a cuencas más pequeñas para los átomos de hidrógeno

que las determinadas por ∇ρ(r) que son delimitadas por las superficies

interatómicas y por consecuencia, una cuenca más grande para el átomo de azufre

en el campo de la fuerza de Ehrenfest.
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4.3.3 Ciclobutadieno

Partiendo del ciclobutadieno en su estado de equilibrio, cuya geometría es

rectangular, es posible alcanzar una geometría de transición donde la longitud de

enlace es la misma para todos los átomos de carbono (geometría cuadrada). Cabe

destacar que, de manera formal, el estado de transición del ciclobutadieno debe

estudiarse mediante métodos multirreferenciales, pero para los fines de este trabajo,

únicamente se requiere de la geometría del mismo sin importar otras propiedades y

dicha geometría se mantiene correcta utilizando DFT [31]. El mecanismo de

transición se muestra en la siguiente figura:
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Figura 4.38: Transición de la molécula de ciclobutadieno.

Debido a que el segundo estado de equilibrio es análogo al primero, únicamente se

presentan los gráficos de dicho estado y el de transición.

Figura 4.39: Gráficos de la molécula de ciclobutadieno en (A) su estado de equilibrio
y (B) de transición.
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En las Figuras 4.39-A y 4.39-B, se puede ver que, tanto en la molécula de

ciclobutadieno en equilibrio como en el estado de transición, el campo de FE(ρ, ρ2)

da lugar a una partición en el espacio, teniendo separatrices entre las líneas de

campo de fuerza convergentes a las posiciones nucleares, donde las cuencas atómicas

determinadas por ∇ρ(r) son iguales a las provistas por el campo de FE(ρ, ρ2). Se

observa que la molécula de ciclobutadieno no presenta cambio alguno en su

estructura (en el contexto de los campos) entre la geometría de equilibrio y la de

transición. Además, los campos de la fuerza de Ehrenfest en función de la matriz de

densidad y gradiente de la densidad electrónica comparten las posiciones de las

separatrices entre los átomos con las superficies interatómicas, por lo que también

los puntos críticos de enlace de tipo (3, -1) y el punto crítico de anillo de tipo (3,

+1) en el centro de la molécula.

4.3.4 Bifenilo

La molécula de bifenilo [32] es de gran interés en la actualidad tanto en química

como en ciencia de materiales: por un lado, debido al estudio del porqué de su

conformación entre sus diversos estados y por el otro, en el diseño de cristales

líquidos, particularmente en su ferroelectricidad, que depende del ángulo dihedro de

la misma. Además, existe gran discusión en la actualidad en torno a dos pares de

átomos de hidrógeno particulares de la molécula respecto a su interacción en el

estado de transición plano, mismos que se remarcarán a continuación. En este

trabajo, sólo se estudia este estado de transición plano y se encuentra conformado

de la siguiente manera, resaltando los mencionados pares de átomos de hidrógenos

adyacentes de interés en color rojo:
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Figura 4.40: Molécula de bifenilo en el estado de transición plano.



CAPÍTULO 4. RESULTADOS 66

A continuación, se presenta el gráfico obtenido de la molécula de bifenilo en su estado

de transición plano:

Figura 4.41: Gráfico de la molécula de bifenilo en el estado de transición.
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En la Figura 4.41, se puede apreciar que, para la molécula de bifenilo en el estado de

transición, el campo de la fuerza de Ehrenfest en función de la matriz de densidad

también induce una partición en el espacio, ya que las líneas de campo de la fuerza

convergen a los núcleos y presentan separatrices correspondientes a las superficies de

flujo cero entre los núcleos de la molécula. Se observa que el campo de FE(ρ, ρ2)

comparte la posición de sus separatrices con las superficies interatómicas de ∇ρ(r)

entre los átomos del sistema, así como los puntos críticos de enlace de tipo (3, -1)

y los puntos críticos de anillo de tipo (3, +1); dando lugar a cuencas atómicas de

igual tamaño determinadas por ambos campos. En este estado de transición, ocurre

la formación de dos anillos entre los pares de átomos de hidrógeno adyacentes de los

grupos fenilo que conforman al bifenilo y en este caso, sucede tanto en ∇ρ(r) como el

de FE(ρ, ρ2). Cabe destacar que los enlaces hidrógeno-hidrógeno para el campo ∇ρ(r)

ya se habían reportado previamente en [30] y conforman un campo de discusión actual

en QTAIM.
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4.3.5 Timina

En la molécula de timina, únicamente se presentan los gráficos de los átomos

resaltados en la siguiente figura:
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Figura 4.42: Molécula de timina en el estado base resaltando en rojo el sitio molecular
de interés.

El proceso de evolución estructural corresponde a un proceso de tautomería ceto-enol,

mostrado en la Figura 4.43. Se parte del primer estado de equilibrio ceto, el cual será

denominado "estado OCNH"; hacia el segundo estado de equilibrio enol y este será

llamado "estado HOCN". Cabe mencionar que el resto de átomos pertenecientes a la

molécula no presenta cambios significativos en su geometría en dicho proceso, el cual

es mostrado en la siguiente figura:
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Figura 4.43: Transición de la molécula de timina OCNH-HOCN.

Se procede a incluir los gráficos de la molécula de timina partiendo del primer estado

de equilibrio OCNH hacia el estado de transición y concluyendo en el segundo estado

de equilibrio HOCN, mostrando también las geometrías previas y posteriores de las

catástrofes tanto del campo gradiente de la densidad electrónica como de la fuerza de

Ehrenfest.
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Figura 4.44: Gráficos de la evolución de la molécula timina del primer estado de
equilibrio OCNH al segundo estado de equilibrio HOCN.

En el sitio de interés de la timina en el estado de equilibrio OCNH (Figura 4.44-A),

se observa que para las líneas de campo de FE(ρ, ρ2) existen separatrices, con sus

respectivas aparentes aberturas, entre los átomos oxígeno-carbono,

carbono-nitrógeno y nitrógeno-hidrógeno; así como en el campo ∇ρ(r) donde

también existen caminos y puntos críticos de enlace y superficies interatómicas entre

los pares de átomos mencionados y esto es válido hasta la geometría mostrada en la

Figura 4.44-B. Luego, se tiene la Figura 4.44-C en la cual se puede apreciar que ya
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se ha formado un camino de enlace adicional entre los átomos oxígeno-hidrógeno con

lo cual se ha formado un anillo y ha ocurrido la primera catástrofe en el campo

∇ρ(r); aunque en el campo de FE(ρ, ρ2) aún no ocurre la primera catástrofe ni se

forma la aparente abertura en las líneas de campo entre los átomos ya mencionados,

sino que esto sucede un paso después en el IRC cuya geometría se muestra en la

Figura 4.44-D. Es a partir de esta geometría que se cuenta con un anillo formado en

ambos campos dentro del sitio de interés y esto prevalece hasta la geometría

mostrada en la Figura 4.44-F, donde en un paso intermedio, se encuentra el estado

de transición (Figura 4.44-E).

Posteriormente, se tiene en la Figura 4.44-G que la separatriz en las líneas de campo

de FE(ρ, ρ2) ya no presenta la aparente abertura, por lo que es entre estas dos

geometrías que ocurre la segunda catástrofe del campo de la fuerza que da lugar a la

ruptura de anillo en este campo. Después, en el paso siguiente del IRC, se muestra

la geometría del sitio de interés en la Figura 4.44-H y se puede observar que ha

desaparecido el camino de enlace entre los átomos hidrógeno-nitrógeno junto con el

punto crítico de anillo de tipo (3,+1); por lo que ha ocurrido la segunda catástrofe

en el campo ∇ρ(r) y es a partir de esta geometría que ya no existe un anillo en el

sitio de interés hasta terminar el IRC en el segundo estado de equilibrio HOCN

presentado en la Figura 4.44-I.

Además, se puede observar que, a lo largo de todo el proceso, en los átomos de

hidrógeno y carbono de este sitio de interés se presentan cuencas atómicas de mayor

tamaño en el campo de FE(ρ, ρ2) respecto a las que determina ∇ρ(r) con las

superficies interatómicas, dando lugar a cuencas de menor tamaño para los átomos

de oxígeno y nitrógeno.
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Discusión

En el caso de los átomos de H, N, O, F y Cl, donde el núcleo se localiza en el

origen; para FE(ρ, ρ2), se obtienen valores positivos en z < 0 y negativos para z > 0,

los cuales implican que el núcleo ejerce una fuerza de atracción sobre la densidad

electrónica en ambas regiones. Se puede apreciar que el valor de la fuerza tiende a

cero a distancias lejanas del núcleo, como era de esperarse debido al

comportamiento cuando z → ±∞ en los términos 1
|r−Rα|3 y 1

|r−r2|3 de la Ecuación

(2.38), así como el valor que diverge en la posición nuclear (z → 0), debido a la

naturaleza de los términos previamente mencionados. Además, sin considerar la

posición nuclear, la curva presenta un comportamiento monótono y sin anomalías al

no tener máximos o mínimos en posiciones inesperadas.

En el átomo de H, se observa un comportamiento anómalo en los valores de FE(
←→σ )

teniendo, en principio, que el valor de la fuerza se anula en la posición nuclear, cosa

que no tiene sentido alguno al ser el núcleo el único, en este átomo, contribuyente a

la fuerza de Ehrenfest. Si existieran más núcleos en el sistema, podría explicarse

dicha anulación por el carácter vectorial de la fuerza siempre y cuando ésta no

ocurriera en el núcleo, pero no es el caso. Además, al ser el núcleo el único

contribuyente a la fuerza sobre la densidad electrónica, no hace sentido el conjunto

de máximos y mínimos locales que se presentan a lo largo de todos los gráficos, esto

también aplica para los átomos de N, O, F y Cl; donde se presentan diversos

71



CAPÍTULO 5. DISCUSIÓN 72

máximos y mínimos locales a distancias lejanas de los núcleos. Por otro lado, a

posiciones cercanas a los núcleos, los puntos de inflexión observados en la curva de

valores de la fuerza en función del tensor de esfuerzos para los átomos de N, O y F

tampoco hacen sentido, ya que la magnitud de la fuerza posee un ritmo acelerado en

su cambio hasta estos puntos, a medida que se acerca al núcleo, y desacelera ese

crecimiento en la magnitud tras superar la posición de estos puntos para después

diverger a infinito en la posición nuclear; es decir, estos puntos de inflexión suponen

un amortiguamiento en la fuerza. En el caso del átomo de Cl, éste posee un

comportamiento similar respecto a la fuerza cerca de la posición nuclear; pero, como

ya se mencionó, es a distancias lejanas del núcleo donde la fuerza en función del

tensor de esfuerzos cuántico presenta anomalías que carecen de sentido físico.

En las moléculas diatómicas homonucleares de H2, N2, O2, F2 y Cl2; para

FE(ρ, ρ2), se obtuvieron valores positivos en la región antienlazante del núcleo del

átomo A, lo cual implica que en esa región la densidad electrónica sufre una fuerza

de atracción hacia ese núcleo; mientras que en la región enlazante se tienen valores

negativos entre la posición del núcleo del átomo A y el centro molecular, por lo que

en esa región el núcleo del átomo A ejerce una fuerza de atracción sobre la densidad

electrónica. Por otro lado, en la región comprendida entre el centro molecular y la

posición del núcleo del átomo B, se tienen valores positivos de la fuerza; por lo que

el átomo B ejerce, en esa región enlazante, una fuerza de atracción sobre la densidad

electrónica. En la región antienlazante del núcleo del átomo B, se tienen valores

negativos de la fuerza y esto implica que la densidad electrónica sufre una fuerza de

atracción hacia el núcleo del átomo B en esa región. Además, la fuerza diverge en

las posiciones nucleares debido a la naturaleza de la Ecuación (2.38) mencionada

anteriormente, así como a posiciones lejanas de los núcleos tiende a cero. En el caso

de los centros moleculares, la fuerza se anula debido al carácter vectorial que posee

y por el hecho que ambos núcleos son atractores de la fuerza de Ehrenfest; se tiene

que, al ser sistemas diatómicos homonucleares, los centros moleculares distan igual

de ambos núcleos y éstos ejercen la misma magnitud de la fuerza en ese punto. Por
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otra parte, dejando a un lado las posiciones nucleares y el centro molecular, la curva

de la fuerza presenta un comportamiento monótono en el que no se presentan

máximos ni mínimos inesperados lejos de las posiciones nucleares. Este

comportamiento correcto en el valor de la fuerza queda confirmado con las líneas de

campo, en el cual se observa, en las moléculas mencionadas, que FE(ρ, ρ2) da lugar

a una partición en el espacio, como sucede con ∇ρ(r) y en donde quedan definidas

separatrices entre las líneas de campo que definen una superficie de flujo cero,

coincidentes con la superficie interatómica. Debido a la simetría por ser sistemas

diatómicos homonucleares, los puntos críticos de tipo (3, -1), para ambos campos, se

localizan en el centro molecular; por lo que al poseer un punto crítico de tipo (3, -1)

y los dos atractores nucleares correspondientes a los puntos críticos de tipo (3, -3)

en ambos sistemas, se tiene que el campo de FE(ρ, ρ2) es homeomorfo al campo

gradiente de la densidad electrónica e isométrico, en ese caso, ya que preserva las

distancias entre dichos puntos críticos.

Respecto a la molécula de H2, FE(
←→σ ) presenta un comportamiento anómalo,

debido a que existen diversos máximos y mínimos locales que no tienen sentido

físico alguno. En el caso de las posiciones nucleares, se tiene que la fuerza converge

a dos valores mínimos (negativos) de diferente magnitud para cada átomo y esto

significaría que los núcleos, en la región próxima anterior a su posición, repelen la

densidad electrónica y en la región próxima superior, la atraen; cosa que no hace

sentido. Además, tampoco hace sentido en el centro molecular donde, a pesar de

tener un valor nulo de la fuerza, se tienen un máximo local (positivo) en una

posición cercana anterior y un mínimo local (negativo) en una posición cercana

superior, lo que implicaría que el centro molecular es un atractor de la fuerza de

Ehrenfest. Todas estas irregularidades en el valor de la fuerza se ven reflejadas en el

comportamiento de las líneas de campo, donde no se encuentran definidas en todo el

espacio, sino que están acotadas, poseen curvaturas extrañas y cerca del punto

crítico de enlace se forma una región de flujo cero de tamaño considerable.
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En las moléculas de N2, O2, F2 y Cl2; se observa que FE(
←→σ ) diverge en las

posiciones nucleares y el comportamiento es similar al de FE(ρ, ρ2) cerca de éstas.

Sin embargo, es a distancias lejanas del núcleo donde la fuerza en función del tensor

de esfuerzos no es de fiar, debido a que se presentan diversos máximos y mínimos

locales que no presentan sentido alguno. Lo anterior da lugar al comportamiento

que presentan las líneas de campo de la fuerza en función del tensor de esfuerzos,

cerca de los núcleos existen líneas bien definidas que convergen a los núcleos e

incluso definen una separatriz de flujo cero que coincide con la superficie

interatómica; el problema de estas líneas es que están acotadas, es decir, no se

originan desde el infinito y esto puede deberse al algoritmo que calcula las líneas de

campo y la serie de puntos críticos anómalos que se presentan. Es a causa de todo lo

mencionado anteriormente que se optó únicamente recurrir a FE(ρ, ρ2) para estudiar

los sistemas de evolución estructural, obteniendo en todos los casos estudiados, una

partición del espacio por parte del campo de la fuerza, como sucede con el campo

gradiente de la densidad de electrónica. Además, como se mencionó previamente,

dicho comportamiento anómalo ya había sido observado en otros sistemas en [2].

En la molécula de HCN, se tiene que el campo de FE(ρ, ρ2) es homeomorfo al

campo ∇ρ(r) en las geometrías comprendidas entre 75.02◦ ≤ θHCN ≤ 179.30◦,

mientras que la próxima geometría analizada fue la del estado de transición

(θHCN = 72.08◦) y en ella, ya había desaparecido el camino de enlace entre los

átomos hidrógeno-carbono y se había formado un nuevo camino entre los átomos

hidrógeno-nitrógeno, lo que implica que en alguna geometría comprendida entre

72.08◦ < θHCN < 75.02◦ ocurre la catástrofe de ombligo elíptico en ∇ρ(r), donde se

forma una estructura de conflicto en la que el punto crítico de enlace (3, -1) entre

los átomos carbono-nitrógeno se degenera, dando lugar a un sólo punto crítico (3,

-1) del cual se originan caminos de enlace que convergen en los atractores (3, -3) de

dicho campo, correspondientes a los átomos que conforman a la molécula de HCN.

Posteriormente, es hasta un ángulo de enlace de 60.94◦ en donde se aprecia una

aparente abertura en las líneas de campo de FE(ρ, ρ2) entre los átomos
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hidrógeno-nitrógeno. Como en la geometría previa con ángulo de 63.63◦ aún no se

forma dicha aparente abertura y se mantiene la de la separatriz entre los átomos

hidrógeno-carbono, se tiene que la catástrofe de ombligo elíptico del campo de la

fuerza de Ehrenfest ocurre en alguna geometría entre 60.94◦ < θHCN < 63.62◦; en la

que, al igual que ∇ρ(r), se tendría un único punto crítico (3, -1) degenerado en el

campo de la fuerza y es a partir de esta catástrofe que vuelven a ser homeomorfos

los campos gradiente de la densidad y el de la fuerza de Ehrenfest, concluyendo en

el segundo estado de equilibrio CNH, es decir, los campos son nuevamente

homeomorfos para geometrías con ángulos en el intervalo 2.18◦ ≤ θHCN ≤ 60.94◦.

Por otra parte, en el proceso de formación de anillo en la molécula de HCN, se observa

que FE(ρ, ρ2) es homeomorfo al campo ∇ρ(r) cuando el átomo de hidrógeno está a

una distancia rHCN = 1.80 Å, tras haber ocurrido la catástrofe de ombligo elíptico en

el campo de la densidad electrónica cuando el átomo de hidrógeno se encontrara a una

distancia 1.80 Å < rHCN < 1.84 Å; cabe mencionar que la degeneración de los puntos

críticos de anillo y el de enlace entre los átomos hidrógeno-carbono debe encontrarse

a un valor de rHCN próximo a 1.80 Å, ya que estos dos puntos críticos se encuentran

muy próximos en esta geometría con la distancia ya mencionada. Por otro lado, en

el campo de la fuerza, la catástrofe ocurre en alguna geometría con la distancia del

átomo de hidrógeno entre 1.97 Å < rHCN < 2.01 Å al momento en que se forma una

aparente abertura en las líneas de campo de la fuerza entre los átomos hidrógeno-

nitrógeno. Un hecho importante a destacar es que a una distancia rHCN = 1.80 Å no

se dice que los campos sean homeomorfos ya que claramente se puede ver que en el

campo de la densidad el átomo de hidrógeno está enlazado al de nitrógeno y no al

de carbono, mientras que en el campo de la fuerza se da el caso contrario, es decir,

a pesar de que se cuente con la misma cantidad y tipo de puntos críticos, no existe

un camino de enlace conectando específicamente dos atractores (3, -3) con un punto

crítico (3, -1) de por medio, siendo dichos atractores el átomo de hidrógeno y el átomo

de carbono o nitrógeno.
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Respecto a la molécula de H2S, el campo de FE(ρ, ρ2) es homeomorfo al campo

∇ρ(r) para geometrías con ángulo de enlace en el rango 45.46◦ ≤ θH2S ≤ 92.46◦. En

este sistema, el punto de catástrofe de ∇ρ(r) se encuentra en una geometría distinta

a la de FE(ρ, ρ2) , observando que el punto de catástrofe de ombligo elíptico de

∇ρ(r) está en alguna geometría con ángulo de enlace en el intervalo

44.46◦ < θH2S < 45.46◦, donde existe una estructura de conflicto que posee un punto

crítico degenerado que topológicamente se comporta como los puntos críticos (3, -1)

y (3, +1) que aparecen posteriormente. El homeomorfismo entre los campos se

recupera en una geometría con ángulo de enlace entre 40.46◦ < θH2S < 41.46◦, al

hallarse el punto de catástrofe de ombligo elíptico para el campo FE(ρ, ρ2) en al

alguna geometría con un ángulo de enlace en dicho intervalo.

En la molécula de ciclobutadieno, no se observaron cambios en los campos tanto

de FE(ρ, ρ2) como de ∇ρ(r) y a lo largo de todo el proceso de evolución estructural,

se preservan los puntos críticos de enlace y anillo, así como las aparentes aberturas

en las líneas de campo de fuerza. Además, en todo el proceso, ambos campos son

homeomorfos e incluso podría tratarse de una isometría al compartir la posición y

por tanto, distancias entre todos los puntos críticos; sin embargo, para afirmar esto

último es necesario determinar la posición de los puntos críticos y caminos de enlace

en el campo de la fuerza.

Por otro lado, en la molécula de bifenilo, se obtuvo un ángulo dihedro entre los dos

radicales fenilo de 45◦ en la geometría de equilibrio optimizada; mientras que la

molécula posee dos estados de transición: uno en el que el ángulo dihedro es de 90◦

y otro en el que tiene un valor de 0◦, es decir, la molécula es plana y fue en dicha

geometría que se estudió el comportamiento de la fuerza al tener la formación de

anillo entre los dos pares de hidrógenos adyacentes de los radicales fenilo. En esta

geometría de transición plana, se observó que, al igual que el ciclobutadieno, el

campo de FE(ρ, ρ2) es homeomorfo al campo ∇ρ(r) e igual podría ser isométrico.

También, se forman anillos en el campo de la fuerza entre los dos pares de
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hidrógenos adyacentes de los radicales fenilo, como sucede con el campo ∇ρ(r),

debido a la presencia de enlaces hidrógeno-hidrógeno [30].

En el proceso de formación de anillo del sitio de interés de la molécula de timina, se

observa también que en el campo de FE(ρ, ρ2) existe un anillo en el estado de

transición, por lo que el campo es homeomorfo a ∇ρ(r) en esa geometría, además de

serlo en ambas geometrías de equilibrio OCHN y HOCN. Sin embargo, este

homeomorfismo se ve interrumpido en dos ocasiones dentro del proceso. La primera,

cuando se parte del estado OCNH y se presenta la primera catástrofe de la densidad

electrónica, recuperándose una vez ocurrida la catástrofe del campo de la fuerza de

Ehrenfest en una geometría muy próxima y posterior a la del campo ∇ρ(r); en este

caso, se preserva el homeomrfismo pasando por el estado de transición del sitio de

interés y una vez más se rompe el homeomorfismo en la segunda catástrofe del

campo de la fuerza y se recupera tras la segunda catástrofe del campo de la

densidad electrónica hasta concluir en el segundo estado de equilibrio HOCN. Se

presentan dos catástrofes para cada campo de tipo ombligo elíptico donde se

degenera un punto crítico de enlace con el punto crítico de anillo del sitio de interés.

Partiendo del estado de equilibrio OCHN hacia el estado de transición, se degenera

el punto crítico del enlace hidrógeno-oxígeno (primera catástrofe) y tras el estado de

transición hacia el segundo estado de equilibrio HOCN, se degenera el punto crítico

del enlace hidrógeno-nitrógeno (segunda catástrofe).

Finalmente, derivado de la partición en el espacio que el campo FE(ρ, ρ2) presenta,

a excepción de las moléculas bifenilo y ciclobutadieno, se presentan cuencas

atómicas de mayor tamaño, respecto a las determinadas por ∇ρ(r), para los átomos

de carbono e hidrógeno, mientras que las de los átomos nitrógeno y oxígeno son de

menor tamaño dentro de los procesos entre dos estados de equilibrio para el HCN y

la timina, así como en el proceso arbitrario de formación de anillo del HCN.

Mientras que en el proceso de formación de anillo del H2S se presenta un caso

inverso: las cuencas de los átomos de hidrógeno son de menor tamaño en el campo
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FE(ρ, ρ2) respecto a las de ∇ρ(r), por lo que la cuenca del átomo de azufre es más

grande en el campo de la fuerza y menor en el campo de la densidad electrónica.

Esta diferencia en el tamaño de las cuencas daría lugar a diferentes valores de las

propiedades físicas de los átomos según la cuenca sobre la que se realicen las

integraciones de la densidad de la propiedad y sería interesante hacer una

comparación entre las propiedades físicas en un sistema dado según la cuenca

atómica utilizada en cuestión para las integraciones.



Capítulo 6

Conclusiones

El campo de la fuerza de Ehrenfest en función de las matrices de densidad induce, al

igual que el campo gradiente de la densidad electrónica, una partición en el espacio;

con separatrices correspondientes a superficies de flujo cero entre las líneas de

campo de los átomos análogas a las superficies interatómicas definidas por el campo

gradiente de la densidad electrónica y que se extienden hasta el infinito, siendo

generadas en un punto crítico tipo (3, -1), por lo que sería posible definir caminos de

enlace determinados por el campo de fuerza originados en los puntos críticos (3, -1)

y convergentes a los núcleos de los átomos que corresponden a puntos críticos de

tipo (3, -3) atractores de la fuerza. Dicha partición en el espacio por parte del

campo de la fuerza de Ehrenfest da lugar a cuencas atómicas que no necesariamente

coinciden en tamaño, por lo que abre la puerta a calcular propiedades atómicas,

realizando las integraciones sobre las cuencas que define el campo de la fuerza y

hacer las comparaciones pertinentes con las obtenidas al utilizar las cuencas dadas

por el campo gradiente de la densidad electrónica.

79
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Se corroboró que la fuerza de Ehrenfest en función del tensor de esfuerzos cuántico

de Pauli presenta una serie de anomalías tanto en los valores de la fuerza y por

consiguiente, en las líneas de campo; como ya había sido reportado para algunos

sistemas particulares en la literatura. Se observó que las líneas de campo no dan

lugar a particiones en el espacio, como sucede con la fuerza en función de la matriz

de densidad; mientras que las anomalías más destacadas de los valores de la fuerza

fueron el conjunto de máximos y mínimos locales que se presentan a distancias

lejanas de los núcleos. Considerando que en las moléculas diatómicas

homonucleares, a excepción de la molécula de hidrógeno, las líneas de campo en la

región comprendida entre los núcleos se comportan de forma muy similar, sin

anomalías considerables, como las líneas de la fuerza en función de la matriz de

densidad; se podría estudiar únicamente el comportamiento de la fuerza en dicha

región intermedia, pero en sistemas moleculares de más de dos átomos sería de

consideración el error que introduce este comportamiento erróneo a distancias

lejanas de los átomos.

Los sistemas de evolución estructural de las moléculas sulfuro, cianuro de hidrógeno

y timina cuentan con un homeomorfismo entre los campos gradiente de la densidad

electrónica y el de la fuerza de Ehrenfest en función de las matrices de densidad

hasta el punto en que se presenta una geometría correspondiente al punto de

catástrofe de ombligo elíptico en alguno de los dos campos, ya que dichos puntos de

catástrofe no coinciden, es decir, las catástrofes ocurren en diferentes valores del

espacio de control para para ambos campos. Sin embargo, los mecanismos de

transformación estructural estudiados que ya son conocidos en el campo gradiente

de la densidad electrónica también se presentan en el campo de la fuerza de

Ehrenfest, dando lugar a la posibilidad de estudiar más sistemas y mecanismos

utilizando el campo de la fuerza.

Dentro del proceso de IRC en la transición HCN-CNH en la molécula de cianuro de

hidrógeno, existe una degeneración en el campo de la fuerza de un punto crítico de
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enlace (3, -1), donde surgen caminos de enlace convergentes a los tres núcleos del

sistema en el punto de catástrofe de ombligo elíptico, como ya se estaba reportado

para el campo gradiente de la densidad. La catástrofe del campo gradiente de la

densidad electrónica se presentó previa y muy cercanamente al estado de transición,

rompiéndose en este punto el homeomorfismo entre ambos campos, y más adelante

en el IRC, este homeomrfismo se recupera una vez ocurrida la catástrofe en el

campo de la fuerza de Ehrenfest. De igual manera, para una geometría arbitraria de

esta molécula, se observó la formación de anillo en ambos campos tras la

degeneración de un punto crítico que se comporta como el punto crítico (3, +1) del

sistema y uno (3, -1) de enlace, presentándose primero la catástrofe en el campo de

la fuerza y después la del campo gradiente de la densidad electrónica. Este mismo

fenómeno también se observó en la molécula de sulfuro de hidrógeno, donde el

homeomorfismo entre ambos campos se rompe al ocurrir la catástrofe del campo

gradiente de la densidad electrónica y posteriormente, se recupera al presentarse la

catástrofe del campo de la fuerza de Ehrenfest en el momento que se ha formado un

anillo en ambos campos.

Se observó en las moléculas cíclicas planas de ciclobutadieno y bifenilo (estados de

transición) que el campo gradiente de la densidad electrónica es homeomorfo al

campo de la fuerza de Ehrenfest en función de la matriz de densidad y teniendo

cuencas atómicas de aparente igual tamaño entre ambos campos; además, para la

molécula de ciclobutadieno esto es válido en todo momento del proceso de evolución

estructural, donde se partió de una geometría rectangular hacia un estado de

transición que presenta una geometría cuadrada. Además, para la molécula de

bifenilo, se observó en el campo de la fuerza de Ehrenfest la formación de anillo al

presentarse nuevos enlaces hidrógeno-hidrógeno, como ya se había reportado que

sucedía con el campo gradiente de la densidad.

Por último, en el proceso IRC de la timina, se observó en el sitio de interés una

formación de anillo donde ocurren dos catástrofes tanto en el campo de la densidad
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electrónica como en el de la fuerza de Ehrenfest, siendo este último campo con

dichas catástrofes ocurriendo más cerca a la geometría del estado de transición, por

lo que ambos campos son homeomorfos en ambos estados de equilibrio OCNH y

HOCN hasta el momento que se presentan las catástrofes del campo gradiente de la

densidad electrónica y el homeomorfismo se recupera una vez ocurridas las

catástrofes en el campo de la fuerza de Ehrenfest con el estado de transición de por

medio.

La fuerza de Ehrenfest presentó mecanismos similares a los reportados por la

densidad electrónica y también fue posible estudiar y caracterizar con ella la

estructura de diversos sistemas, siendo la propiedad más importante el conocer

cuándo un átomo se encuentra enlazado con otro. Entonces, sería conveniente

recurrir a métodos que utilicen una expresión concreta para la matriz de densidad

reducida de segundo orden como la teoría de matrices reducidas de la densidad o

métodos de interacción de configuraciones y así, obtener resultados más precisos de

la fuerza de Ehrenfest, además de recurrir a funciones base más apropiadas.
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Apéndice A

Demostración de FE en función de

ρ y ρ2

Partiendo de la Ecuación (2.36):

FE(r1) = N

∫
ds1dx2...dxNψ

∗(−∇1V )ψ

donde V es el potencial coulómbico dado por:

V = −
∑
i,α

Zα
|ri −Rα|

+
∑
i>j

1

|ri − rj|

desarrollando ∇1V :

∇1V = ∇1(−
∑
i,α

Zα
|ri −Rα|

+
∑
i>j

1

|ri − rj|
)

= −∇1(
∑
i,α

Zα
|ri −Rα|

) +∇1(
∑
i>j

1

|ri − rj|
)
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pero ∇1 sólo actúa sobre la coordenada electrónica r1, entonces únicamente quedan

los términos en los que i = 1:

∇1V = −
∑
α

∇1
Zα

|r1 −Rα|
+
∑
j=2

∇1
1

|r1 − r2|

=
∑
α

Zα
|r1 −Rα|3

(r1 −Rα)−
∑
j=2

1

|r1 − rj|3
(r1 − rj)

sustituyendo ∇1V en la Ecuación 2.24:

FE(r1) = N

∫
ds1dx2...dxNψ

∗(−
∑
α

Zα
|r1 −Rα|3

(r1 −Rα) +
∑
j=2

1

|r1 − rj|3
(r1 − rj))ψ

= −
∑
α

Zα
|r1 −Rα|3

(r1 −Rα)(N

∫
ds1dx2...dxNψ

∗ψ)

+N

∫
ds1dx2...dxNψ

∗
∑
j=2

1

|r1 − rj|3
(r1 − rj)ψ

por definición, la densidad electrónica es:

ρ(r1) = N

∫
ds1dx2...dxNψ

∗ψ

entonces:

FE(r1) = −ρ(r1)
∑
α

Zα
|r1 −Rα|3

(r1 −Rα)

+N

∫
ds1dx2...dxNψ

∗
∑
j=2

1

|r1 − rj|3
(r1 − rj)ψ

= −ρ(r1)
∑
α

Zα
|r1 −Rα|3

(r1 −Rα)

+N

∫
ds1(

∫
dx2...dxNψ

∗ 1

|r1 − r2|3
(r1 − r2)ψ

+

∫
dx2...dxNψ

∗ 1

|r1 − r3|3
(r1 − r3)ψ + ...

+

∫
dx2...dxNψ

∗ 1

|r1 − rN |3
(r1 − rN)ψ)
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debido a que los electrones son indistinguibles, se tienen N-1 términos iguales:

∫
dx2...dxNψ

∗ 1

|r1 − r2|3
(r1 − r2)ψ =

∫
dx2...dxNψ

∗ 1

|r1 − r3|3
(r1 − r3)ψ

= ...

=

∫
dx2...dxNψ

∗ 1

|r1 − rN |3
(r1 − rN)ψ

por lo que:

FE(r1) = −ρ(r1)
∑
α

Zα
|r1 −Rα|3

(r1 −Rα)

+N(N − 1)

∫
ds1dx2...dxNψ

∗ 1

|r1 − r2|3
(r1 − r2)ψ

reagrupando el segundo término:

FE(r1) = −ρ(r1)
∑
α

Zα
|r1 −Rα|3

(r1 −Rα)

+

∫
dr2

1

|r1 − r2|3
(r1 − r2)(N(N − 1)

∫
ds1ds2dx3...dxNψ

∗ψ)

la matriz de densidad reducida de segundo orden normalizada a N(N − 1) se define

como:

ρ2(r1, r2) = N(N − 1)

∫
ds1ds2dx3...dxNψ

∗ψ

obteniendo así la Ecuación (2.38):

FE(r1) = −ρ(r1)
∑
α

Zα
|r1 −Rα|3

(r1 −Rα) +

∫
dr2

ρ2(r1, r2)

|r1 − r2|3
(r1 − r2)



Apéndice B

Herramientas teoría de catástrofes

• Sea f : Rn → R una función suave, un punto u ∈ Rn es un punto crítico de f

si ∇f |u = 0, es decir, ∂f
∂x1

∣∣∣
u
= ∂f

∂x2

∣∣∣
u
= ... = ∂f

∂xn

∣∣∣
u
. Se dice que f posee un

punto crítico no degenerado en u si Df |u = 0 y si la matriz Hessiana en ese

punto es no singular (det(Hf |u) ̸= 0).

Esto es análogo a que QTAIM considera como degenerado un punto crítico

de rango w < 3 ya que al tener una matriz diagonalizada (Sección 2.21), su

determinante únicamente es la multiplicación de cada uno de estos elementos y

al ser w < 3 implica que uno de estos componentes de su diagonal sea cero.

• Sean U, V conjuntos abiertos en Rn y f : U → Rn tales que f(U) = V . f es un

difeomorfismo si:

– f es suave

– f posee una función inversa g : V → Rn tal que f ◦ g = IV y g ◦ f = IU

– g es suave

• Sean f : Rn → R y g : Rn → R funciones suaves. Se dice que f y g son

equivalentes alrededor del 0 si existen un difeomorfismo local y : Rn → Rn
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alrededor de cero y una constante γ tales que:

g(x) = f(y(x)) + γ; x ∈ Rn

Se puede ver a y como un cambio suave y reversible de coordenadas y que γ

ajusta el valor de la función en 0, es decir, traslada la función al origen.

Lo anterior da lugar a poder estudiar localmente las geometrías cerca de un

punto de catástrofe, debido a que un proceso de evolución estructural, en su

totalidad, se lleva a cabo en un sistema coordenado definido y el cual, es obvio

que no está centrado o comienza en una geometría de catástrofe. Sin embargo,

esto sólo nos garantiza el cambio de coordenadas para geometrías cercanas,

más no correspondientes a la del punto de catástrofe; entonces, las siguientes

definiciones son las que involucran dicha geometría de degeneración.

• Lema de Morse: Sea u un punto crítico no degenerado de una función f : Rn →

R. Existe un sistema coordenado local (y1, ..., yn) en una vecindad U de u, con

yi(u) = 0 para toda i tal que:

f = f(u)− y21 − ...− y2l + yl+1 + ...+ y2n

para toda y ∈ U .

Existe una versión alterna del lema de Morse, llamado el lema de separación,

que permite descomponer una función alrededor de un punto crítico degenerado:

– Sea f : Rn → R una función suave con ∇f(0) = 0 cuyo Hessiano en 0

posee rango r (co-rango n − r), entonces f es equivalente alrededor del 0

a una función de la forma:

±x21 ± ...± x2r + f̂(xr+1, ..., xn)

donde f̂(xr+1, ..., xn) es suave.
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Como se mencionó previamente, esto es lo que permite poder estudiar en su

totalidad una geometría de catástrofe y geometrías cercanas a ella, ya que se

aisla la singularidad.

• Sean f : Rn → R y p : Rn → R funciones suaves con p de valores

suficientemente pequeños. Se dice que f es estructuralmente estable si, para

toda función p lo suficientemente pequeña, los puntos críticos de f y f + p son

del mismo tipo.

En la Sección 2.2.3 se presentó el concepto de estructura en el marco de

QTAIM, el cual es análogo al concepto definido matemáticamente al

considerar que una configuración nuclear es estructuralmente estable siempre

y cuando no se presenten puntos críticos degenerados, teniendo una cantidad

finita de los mismos. Por ejemplo, en la Figura 2.5, las geometrías mostradas

en ella son estructuralmente estables, pero en el momento que se da la

geometría de catástrofe (Figura 2.6) ésta no lo es.

• Un r-desdoblamiento de una función f : Rn → R es una función F : Rn+r → R

tal que:

F (x1, ..., xn, 0, ..., 0) = f(x1, ..., xn)

Se puede considerar F (x1, ..., xn, t1, ..., tr) como una familia de funciones

f : Rn → R parametrizada por t. Se llaman variables internas a x1, ..., xn;

mientras que a t1, ..., tr, variables de desdoblamiento con r siendo la dimensión

de desdoblamiento y R es el espacio de desdoblamiento o de control.

En este caso, el desdoblamiento de una catástrofe en QTAIM corresponde a

los valores del campo ρ (o cualquier otro campo) dado un conjunto de

configuraciones nucleares alrededor de una geometría de catástrofe o una vez

observado un cambio en la estructura. Es decir, los valores de la densidad
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electrónica específicos para cada punto del espacio y únicos en cada

configuración nuclear del espacio de control.

• Teorema de Thom: Para toda r ≤ 5, una familia r-parametrizada de funciones

suaves f : Rn → R es estructuralmente estable y equivalente alrededor de un

punto que puede ser:

– No crítico: u1

– Crítico no degenerado o de Morse: u21 + ... + u2i − ui+1 − ... − u2n; con

(0 ≤ i ≤ n)

• Sea V : Rn × Rr → R una familia de funciones, la variedad de catástrofe M es

el subconjunto de Rn × Rr dada por:

∇Vc(x) = 0

donde Vc(x) = V (x, c); este es el conjunto de todos los puntos críticos de todos

los potenciales Vc en la familia V que es un desdoblamiento.

En este caso, la variedad de catástrofe definida previamente corresponde al

campo ρ(r;X) o al de la fuerza de Ehrenfest para una configuración nuclear

dada (FE(ρ, ρ2;X).

Originalmente, Thom presentó siete catástrofes elementales, pero únicamente son de

interés las siguientes dos:

• Catástrofe de pliegue: u31 + t1u1

• Catástrofe de ombligo elíptico: u21u2 − u32 + t3u
2
1 + t2u2 + t1u1

donde (u1, ..., un) ∈ Rn, (t1, ..., tr) ∈ Rr.
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Gracias al teorema de Thom y su clasificación de catástrofes, se puede englobar en

una sola expresión una serie de configuraciones nucleares al momento de observar la

creación o destrucción de caminos de enlace en un sistema dinámico donde cambian

las posiciones de los núcleos de forma continua. Una vez obtenido el desdoblamiento

de una catástrofe, es posible obtener analíticamente los valores de las variables de

control y sus puntos críticos asociados a dicho sistema, ya sean degenerados o no.



Apéndice C

Frecuencias vibracionales

Frecuencia vibracional (cm−1)
1122.9366i 2050.5364 2592.0085

Tabla C.1: Frecuencias vibracionales de la molécula de cianuro de hidrógeno en el
estado de transición.

Frecuencia vibracional (cm−1)
347.9827i 457.9398 523.4898
544.2278 544.2300 633.0448
908.9498 908.9517 940.3032
1068.5294 1182.7171 1271.8923
1315.1675 1315.1689 3218.1623
3234.0594 3234.0595 3256.8336

Tabla C.2: Frecuencias vibracionales de la molécula de ciclobutadieno en el estado de
transición.
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Frecuencia vibracional (cm−1)
1879.0079i 116.7828 147.4771
172.5631 261.2468 296.5676
401.4833 415.1993 477.5624
606.2627 620.9468 633.0274
734.9863 755.8521 760.0716
810.0126 933.1853 1000.8037
1031.6891 1061.0469 1099.3547
1186.4576 1220.5161 1335.6370
1350.9393 1406.2315 1417.8978
1452.7795 1476.1408 1509.9381
1581.1388 1674.2218 1785.8888
2112.3961 3034.8216 3094.6381
3118.4469 3198.4006 3614.4441

Tabla C.3: Frecuencias vibracionales de la molécula de timina en el estado de
transición.
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Frecuencia vibracional (cm−1)
43.5307i 100.4242 189.2406
240.0008 334.4267 413.5570
415.5190 420.3176 454.3422
581.6938 619.0216 621.9807
640.0596 703.0866 717.7159
749.4707 754.3265 826.1637
851.4624 855.2743 929.2828
965.3136 1001.7929 1005.4021
1011.5849 1017.7559 1018.6057
1023.4644 1041.5563 1060.5048
1061.4413 1102.6432 1114.3020
1170.5738 1179.0106 1198.1313
1228.4812 1284.2086 1305.4164
1338.4065 1342.9418 1373.9534
1446.5593 1478.9473 1507.1514
1542.1430 1611.8724 1626.3333
1639.4924 1647.6405 3170.0338
3170.5992 3178.2185 3179.6065
3192.9803 3195.4033 3202.3982
3205.2536 3217.4815 3218.6782

Tabla C.4: Frecuencias vibracionales de la molécula de bifenilo en el estado de
transición.


