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Resumen

Esta tesis comienza con una introduccién a las motivaciones del estudio de los aislantes
topoldgicos como herramientas para el computo cuantico y a su vez de como la teoria de infor-
macién y metrologia cuantica son areas activas en el estudio de sistemas cudnticos, tratando de
caracterizarlos a través de sus correlaciones. Estudiando la no clasicidad de los sistemas y la no
separabilidad de los mismos, es decir el entrelazamiento cuantico. Mas atin, se expone como la
cantidad de informacién cuédntica en el sistema puede venir no solo del entrelazamiento y con
ayuda de la informacién cuantica de Fisher, que es una medida de tipo discordia, nos permite
acceder a esa cantidad de informacién mas alla del entrelazamiento.

Se expone un marco teérico discutiendo las fases topolégicas donde se revisa la Fase de Berry y
el Winding Number, asi como las definiciones del Numero de Schmidt que cuantifica el entrelaza-
miento de un sistema y de la Informacién Cudntica de Fisher. Se introduce la teoria de Respuesta
Lineal, construyendo la susceptibilidad generalizada que nos permite observar la respuesta de
un sistema cudntico al ejercer una perturbacion.

Luego se exponen los principales modelos de aislantes topoldgicos: el modelo Su-Schrieffer-Heeger
(SSH), Su-Schrieffer-Heeger-Extendido (SSH-E) y el modelo de Kitaev. Se demuestra en este tra-
bajo la equivalencia de estos dos tltimos modelos, el de SSH-E y el de Kitaev. En las siguientes
secciones se calcula el Winding Number de los modelos SSH-E y de Kitaev, se describe su es-
tructura de bandas y su topologia.

En el capitulo siguiente se plantea el modelo de Kitaev con condiciones de frontera de paredes
infinitas (cdpi), se estudia el Hamiltoniano en el espacio de momento y se procede a encontrar
sus eigenfunciones. Debido a las condiciones de frontera se encuentra una ecuacion trascenden-
tal que restringe los valores del nimero de onda. Se encontraron expresiones analiticas para el
nimero de Schmidt del modelo de Kitaev cdpi como funcién de la fase y el tamano del sistema.
También se hallaron expresiones analiticas para el tensor de susceptibilidad lineal a partir de
los elementos de matriz de los operadores de Pauli en la eigenbase del sistema. Este tensor es la
susceptibilidad pseudoespin-pseudoespin de cada sitio del modelo.

Se generalizé el resultado de Philipp Hauke, et.al [1] donde utilizan un indicador de informacién
tipo Fisher, sin embargo, en este trabajo de tesis se generalizd encontrando un cuantificador de
informacién tipo Fisher, caracterizando cuantitativamente la discordia, a diferencia del trabajo
en la literatura que solo es una caracterizacion cualitativa.

Por ultimo se halla una relacién explicita entre el tensor de susceptibilidad lineal y el cuantifica-
dor tipo Fisher, esto lo que permite es la medicién de la discordia a través de la susceptibilidad
que en el ambito experimental es algo que se puede medir. Dando asi una herramienta para la
cuantificacién de informacién no clasica en sistemas cudnticos. En el antepenultimo capitulo se
exponen todos los resultados gréficamente, esto haciendo uso de las expresiones analiticas en-
contradas y de calculo numérico realizado en Python. Por tltimo, se presentan las conclusiones
y trabajo a futuro de la investigacion realizada.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion y Antecedentes

Las tecnologias cudnticas son el hito contempordneo en cuanto a investigacién cientifica se
refiere. Sus inmensas aplicaciones y consecuencias, son actualmente protagonistas de una de
las carreras tecnolégicas mas impresionantes. Empresas transnacionales, asi como gobiernos de
todo el mundo estdn comprometidas al desarrollo en conjunto de esas nuevas tecnologias [2, 3, 4].

La promesa de estas tecnologias es ser la siguiente revoluciéon tecnoldgica, es por esto que
los esfuerzos para avanzar en este terreno son visibles en todos los extractos de la comunidad
cientifica y de la industria. Las vertientes que se desprenden de esta revoluciéon van desde la
investigacion en ciencia basica que buscan desentranar los misterios mas fundamentales de la
mecdanica cudntica (e.g. el entrelazamiento cudntico) hasta los esfuerzos para aplicar los conoci-
mientos adquiridos en el terreno de la computaciéon. En las tltimas décadas hemos sido testigos
del cambio tan radical que el uso de la computacién ha provocado en la sociedad actual, la
computacién cuantica es la puerta a una revoluciéon equivalente. Entre los diversos sistemas
utilizados para la creaciéon de una computadora cuédntica, los mas significativos se encuentran
en sistemas de dtomos frios, Optica cuantica y estado sélido. Este tiltimo sera nuestro principal
objeto de estudio, pues aqui yacen los aislantes topolégicos.

En el contexto del estado sdlido, los modos cero de Majorana pueden almacenar informa-
cién cuantica no localmente, asi como estar protegidos de ruido, es por estds razones que son
propuestos como los bloques fundamentales para el computo cudntico topoldgico [5, 6]. Su ca-
racterizacion se realiza desde un punto de vista geométrico en el contexto de la topologia. El
conocer sus fases topoldgicas nos sirve como herramienta para caracterizarles, ademéas de que
la manipulacién de estas fases es la herramienta para realizar computo. Cabe mencionar que
este tipo de ideas han sido estudiadas también para cualquier sistema fermiénico que albergue
estados con energia cero [7]. Las fases topoldgicas méds cominmente utilizadas son la fase de
Berry y el ntimero de Winding ( Winding number) [8]. Sin embargo, una generalizacién para
sistemas mixtos térmicos se encuentran la fase de Uhlman [9] y de Zak [10]. La fase topoldgica es
una manifestacion global de las interacciones en el sistema cudntico que no provienen de ningtin
contexto cldsico, son inherentes a que el sistema sea cuantico.

Por otro lado, la caracterizacién de correlaciones cuanticas de los sistemas es un nicho de
investigacion en la teoria de informacién y metrologia. En sistemas cudnticos se ha estudiado el
entrelazamiento, las correlaciones clasicas y las correlaciones cudnticas. Para el entrelazamiento
se tiene al nimero de Schmidt como una medida de la no separabilidad del sistema[l1]. Para
las correlaciones cldsicas, tenemos la informacién mutua y la entropia [12]. Ahora bien, para las
correlaciones cudnticas recientemente se ha utilizado la discordia, propuesta por Olliver y Zuruck
[13] ¥ Henderson y Vedral [14] para estudiar las correlaciones més alld del entrelazamiento. Per-
miten medir las correlaciones que provienen de un sistema cudntico totalmente separable [15]. Se
ha propuesto el uso de la informacién de sesgo (Skew Information) y la Incertidumbre Cuéntica
Local (Local Quantum Information- LQU) [16]. Estas son utilizadas en sistemas bipartitos de la
forma C? x C?, en este tipo de sistemas se ha utilizado también la Informacién Local Cudntica
de Fisher (LQFTI) para sistemas de espines termalizados [17]. Tanto la LQU como la informacién

11



12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

de Fisher estan intimamente relacionadas en su uso para la estimacién de parametros de los
sistemas cuanticos.

Los aislantes topoldgicos son los protagonistas en la linea de la computacion cuantica topoldgica.
El modelo bésico para estudiar los aislantes topolégicos es el modelo de Su-Schrieffer-Heeger [§],
este presenta tanto fases topolégicas como estados entrelazados y correlaciones cudnticas. Sin
embargo para poder ir més alld y encontrar estados que permitan el computo cuantico como lo
son los estados de Majorana necesitamos estudiar uno més general.

En este trabajo estudiamos las fases topoldgicas y las correlaciones tipo discordia de un modelo
de aislante topoldgico superconductor, estudiamos el Modelo de Kitaev en una dimensién, tam-
bién conocido como cadena de Kitaev [18]. Este se estudia en el esquema de una sola particula,
es decir con un solo electrén en el sistema. Ademds, buscamos estudiar el sistema mas realista al
constrenirle con paredes infinitas a la frontera y considerarlo termalizado. Nos interesa observar
tanto las fases topoldgicas como las correlaciones cudnticas del sistema y su relacion. Esto nos
ayudard a entender de mejor manera a estds dos propiedades que parecen ajenas pero que surgen
de las interacciones de los sistemas cuanticos.

La tesis consta de cinco capitulos que se describen brevemente a continuacion:

= Capitulo 1: Contiene una breve introduccién y motivacién para estudiar las fases topologi-
cas presentes en los aislantes topoldgicos desde el paradigma del computo cudntico, asi
como la construccién de indicadores o cuantificadores de la cantidad de informacién no
clasica de un sistema. Contiene un breve resumen de cada uno de los capitulos en la tesis.

= Capitulo 2: En este capitulo se revisan los conceptos de Fase de Berry, nimero de Win-
ding, ntimero de Schmidt, teoria de respuesta lineal y la informacién de Fisher. Se revisa
el concepto de aislante topoldgicos, asi como las simetrias que poseen estos sistemas. Si-
metria de inversién temporal, Simetria Quiral y la Simetria hueco-particula. Se recapitula
el modelo de Su-Schriffer-Heeger (SSH) y se describen sus funciones de onda, su espectro
de energias y sus fases topologicas. También se hace una descripcién del modelo de Kitaev
y el modelo de Su-Schrieffer-Heeger-Extendido (SSH-E). El capitulo termina exponiendo
las fases topolégicas del modelo de Kitaev y del SSH-E, asi como la equivalencia de estos
dos modelos.

= Capitulo 3: Se plantea el problema del modelo de Kitaev con condiciones a la frontera con
paredes infinitas, se encuentran sus eigenestados y sus eigenenergias. También se estudian
las transiciones permitidas en el sistema. Para el modelo de Kitaev con condiciones a la
frontera se muestra el calculo para el nimero de Schmidt de forma analitica, encontrando
una relacién entre el tamano del sistema y la fase del mismo. Se calcula el tensor de
susceptibilidad en el régimen de teoria de respuesta lineal y se construye un cuantificador
tipo Fisher para el sistema que nos brinda informacién de la cantidad de informacién no
clasica del sistema. Se estudia la densidad de estados del sistema. El capitulo termina
exponiendo la relacién explicita y analitica que se tiene entre el tensor de susceptibilidad
lineal con el cuantificador tipo Fisher, generalizando investigacién en la literatura.

= Capitulo 4: En este capitulo se exponen los resultados del andlisis numérico de los calculos
analiticos del capitulo anterior. Se muestran graficas del cambio en funcién de los pardame-
tros del sistema de el niimero de Schmidt, la susceptibilidad magnética y la del cuantificador
tipo Fisher para el sistema térmico.

= Capitulo 5: Contiene las conclusiones y el trabajo a futuro de la investigacién realizada en
esta tesis.



Capitulo 2

Marco Teoérico

2.1. Fases topologicas y Correlaciones Cuanticas

2.1.1. Fase de Berry y nimero de Winding

La geometria es el estudio de invariantes o propiedades que se conservan al realizarse iso-
metrias, es decir, transformaciones que preservan distancias y angulos. Por ejemplo, sabemos
que si tenemos un triangulo isdsceles este permanecerd siendo un tridngulo isdsceles a pesar de
escalarlo o rotarlo. Por otro lado, la topologia estudia invariantes que surgen de transforma-
ciones mas generales, de transformaciones continuas. Es por esto que la topologia en tiempos
recientes se ha convertido en una de las herramientas mas recurridas en la descripcién de sis-
temas cuanticos ya que su generalidad permite su uso en sistemas tan abstractos como lo son
los de la mecéanica cudntica. Hemos discutido como podemos modificar los Hamiltonianos al ser
dependientes de un conjunto de parametros. Asi es como observamos las simetrias que poseen o
no estos. A través de modificar los pardmetros podemos realizar las transformaciones. Gracias a
esto se han encontrado invariantes topoldgicas que se preservan en el sistema y solo cambian al
haber una transicién de fase.

Fase de Berry

A nosotros nos interesa estudiar la geometria del espacio de Hilbert, mejor dicho su topologia.
Pues es este espacio donde se encuentran nuestros Hamiltonianos. Consideremos un conjunto
de parametros que varian en el tiempo R = (R1, Ra,...,Rp), tenemos entonces que nuestro
Hamiltoniano lo podemos parametrizar a partir de ellos [§]

H(t) = H(R(t)), (2.1)

donde D es la dimensién del espacio de parametros, diferente a la dimension de nuestro sistema
fisico, es decir que R se puede ver como un punto en el espacio de parametros. Entonces para
cada conjunto de parametros tenemos un conjunto de eigenestados ortonormales:

H(R) ‘n(ﬁ)> — E.(R) ‘n(ﬁ)> : (2.2)

por el teorema adiabatico podemos hacer evolucionar el sistema lo suficientemente lento para
que el estado inicial del sistema

W (t = 0)) = |n(F(t = 0)) ) (2.3)

siga siendo el mismo y que no haya saltos en el sistema. Sin embargo, al ocurrir una evolucion,
para que esta tenga sentido en el marco tedrico de la mecanica cudntica, esta debe ser una
evolucién o transformacion unitaria. Es decir que a lo méas que pudo haber cambiado el sistema,
es haber obtenido una fase

[Wa (1)) = Co(t) (1)) (2.4)

si el Hamiltoniano es independiente del tiempo esa fase seria:

13



14 CAPITULO 2. MARCO TEORICO

C, = exp{—;En(t)}, (2.5)

si el Hamiltoniano es dependiente del tiempo, entonces la fase se generaliza como:

C, = exp{i'yn(t)}exp{—; /0 t dt’En(t’)}. (2.6)

Pongamos esto en la ecuacién de Schrodinger:

ihe 1W(0) = HOR(D) [0(0) 2.1
si realizamos el producto interno con (¥, (t)|, obtenemos que:
0 . = 0 =
St =i ()| 5 [n(F). (2.8)
. ! ! D (4! 0 D (1!
A (£) :Z/O dt <n(R(t))’ = n(R(t))>. (2.9)

Si hacemos un cambio de variable, pues é(t) es dependiente del tiempo, podemos hacer esta
integral a través de la curva C que se dibuja en el espacio paramétrico, es decir:

nlt) = /C A(R) - R,

donde

=

AMBR) =i <n(R’) =

n( ﬁ)> (2.10)

y a A™ se le conoce como la conexién de Berry. Hay que notar que A™(R) es dependiente de
norma, es decir que nosotros podemos escoger una fase arbitraria para los eigenestados del
sistema

‘n(é)> o el ‘n(é)> : (2.11)
entonces tendriamos que

A"(R) — A™(R) — 93¢(R), (2.12)
lo que en consecuencia resultaria que la fase se transforme en:

Yn = + C(B(t = 0)) = C(E(t finat))- (2.13)
Entonces la fase dependeria de la norma arbitraria que escogimos, eso significa que esta no tiene
significado fisico. Pero fue en 1984 que Berry hizo una observacién brillante, si la trayectoria es
cerrada es decir R(t = 0) = R(tfina1), esto provoca que la dependencia con la norma desaparezca.
Por lo tanto una evolucién en una trayectoria cerrada tendria significado fisico,

Vo = f A"(R) - dR. (2.14)

A esta integral se le conoce como la Fase de Berry [19]. Al hacer la analogia con electromagnetis-

mo, podemos notar que A™(R) se puede ver como un vector potencial, entonces debe haber un
campo que origina este vector potencial. A este campo se le conoce como la curvatura de Berry.

wy,, (R) = 6r, A} (R) — 0r, A (R), (2.15)
este es un tensor antisimétrico de rango 2, en el espacio de parametros. Podemos utilizar el

teorema de Stokes para pasar de una integral de linea a una de superficie, donde la trayectoria
que se recorre en el espacio de parametros serd la frontera de la superficie. Por lo tanto:
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oL L1 .
Vn = 7{ A™(R)-dR = f/ dR, N dR,wy,,(R), (2.16)
35S 2 Js !

pero siguiendo con la analogia al electromagnetismo, también podemos escribir ese campo
‘magnético’ como el rotacional del vector potencial, es decir:

EnzvéxA’”:¢<an(é)‘ X ’an(R’)>, (2.17)

por lo tanto tenemos lo que se le conoce como el flujo de Berry:

Yn :/En-ds. (2.18)
S

Ahora apliquemos estas definiciones a un sistema de dos niveles genérico. Para un sistema de
dos niveles, podemos escribir el Hamiltoniano como H = d - &. Si cambiamos a coordenadas
cilindricas tenemos que:

h = (hg, hy.h,) = h(sin(0) cos(¢), sin() sin(¢), cos()), (2.19)
entonces los eigenestados de H estardn dados por:

= ()= (Y, -

—cos(g5 sin(§

Podemos calcular la conexién y la curvatura de Berry para el estado |—):

Ag = (=]i0s|-) =0 (2:21)
Ay = (—|i04 |—) = sin®(0/2) (2.22)
woy = g A, — 0pAy = %sin(ﬁ). (2.23)

Por tanto la fase de Berry sera:

v = /w9¢d9d¢ = %/sin(@)d@dd) = %QS. (2.24)
Esto nos dice que la fase de Berry serd el dngulo sélido que encierre la curva en la superficie.
Como observacién, si esta superficie estuviera restringida al plano X —Y, dependeria totalmente
del angulo 6. Por ejemplo, si la curva fuera el circulo unitario, la fase de Berry, dividida entre 7,
contaria el nimero de vueltas que se le da al origen. Esto es el Winding Number que discutiremos
a continuacién.

Winding Number

Recordemos que para un sistema de dos niveles, en el espacio de momentos tenemos la
descomposicién: H(k) =d- & [8].

Nosotros podemos entonces aplicar como operador de simetria quiral a ¢,, y recordando que
o, = ol esto es:

0.Ho, =dy0,0,0, 4+ dyo.040, + dy0.0.0.. (2.25)

Utilizando las propiedades de las matrices de Pauli 0? = 1y {0;,0;}+ = 24;;, tenemos que:

o.Ho, = —dyo, —dyoy +d.o, (2.26)

entonces:
o, Ho,=—-H < d,=0. (2.27)

Esto tiene una implicacién muy importante, ya que si el sistema posee simetria quiral serd
simplificado a vivir en el plano d, — d,. Esto también se ve manifestado en la forma fuera de la
diagonal de la representacion matricial del sistema
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B 0 d, — id,
H<d$+idy 0 ) (2.28)

En sistemas como estos, entonces se puede definir una invariante topolégica v llamada Winding
Number[8]. Esta se define como:

y— 2 ﬂ(&(k) dia?(k)) dk (2.29)

:% -

[~

con cz(k) = Gk Esto también se puede escribir en términos del logaritmo complejo como:
V= 1 i dkilo (h(k)) (2.30)
“omi ) a8 ‘ '

El Winding Number intuitivamente se puede entender como el nimero de veces que le da vuelta
al origen la trayectoria que dibuja d(k) en el espacio perimétrico. Es por esto que para un sistema
de dos niveles con simetria quiral, el Winding number y la fase de Berry son equivalentes salvo

por un factor de 7.

2.1.2. Numero de Schmidt

Uno de los fenémenos mas intrincados de la naturaleza, es el entrelazamiento el cudl se hizo
presente al estudiar la mecdnica cuantica. Este surge de la no separabilidad de los sistemas. Saber
si un sistema es separable o no, es una pregunta que ha dado lugar a un campo muy fructifero
de investigacién. Desde el punto de vista algebraico, hasta el punto de vista geométrico ha sido
visitado para entender este problema [12].

Para un sistema bipartito H = H4 ® Hp con eigenestados ¥ 45 se dice que es separable si
se puede escribir de la forma:

|Wap) =|¥a)|Vp) (2.31)

Tomemos por ejemplo un sistema de dos qubits:

Wa) =al0)+5[1) |[¥p)=al0)+5]1). (2.32)

Entonces si hacemos el producto tendremos un estado

W) [¥5) = [ a5) = a?[0,0) + B0, 1) + Ba [1,0) + 52 [0,0).. (2.33)

El estado | 45) es separable pues lo podemos escribir de la forma (2.31), pero si escogemos un
estado como:
[Wap) =0?(0,0) + 571, 1), (2.34)

si quisiéramos llevarlo a una forma separable tendriamos que escoger « = 0 o § = 0. Pero en
principio los escogimos distintos de cero. Lo que nos dice que no podemos escribirlo de forma
separable, el estado (2.34) es un estado entrelazado.

Una herramienta que se puede utilizar para caracterizar el grado de entrelazamiento, es decir
si un estado es separable o no, es el denominado nimero de Schmidt. Para entenderlo primero
hablemos de la descomposicién de Schmidt.

Descomposicién de Schmidt

Sea un sistema bipartito con H = H4 ® Hp. Con dimensiones dim(H4) = a 'y dim(Hp) =
b. Con |¥4p) una estado puro del sistema, tal que la matriz de densidad del estado es p =
|[Uap) (Pap|. Asl como la matrices de densidad reducidas son ps = trg(p) v pp = tra(p).
Entonces:

» El estado |¥4p) se puede escribir como una descomposicién de Schmidt

K
[Wap) =Y /D lwa, vs)
n=1

con p, > 0 donde k = min(a,b). Aqui v,, y w, son los eigenestados de pa y pp respecti-
vamente. Y estan univocamente determinados.
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= De lo anterior se concluye que p4 y pp comparten los mismos eigenvalores p,.

Que exista esta descomposicién nos permite escribir de manera separable cualquier sistema,
por ello el entrelazamiento del sistema esta embebido en los coeficientes p,,, llamados coeficientes
de Schmidt. Asf como k = min(a,b) se le conoce como el rango de Schmidt!, ya que nos dice
cuantos coeficientes p,, son distintos de cero. Si el rango de Schmidt es igual a 1, decimos entonces
que el sistema se puede escribir de la forma (2.31) y es entonces separable. Si el rango de Schmidt
es distinto de 1 el estado tiene entrelazamiento. Esto es andlogo a decir que tr(p?) = tr(p%) = 1.

Definimos entonces el nimero de Schmidt KX como:

1
Swpz tr(ph )

Este es un indicador de entrelazamiento que fue propuesto por Grobe et. al y es utilizado con
frecuencia como medicién de entrelazamiento en sistemas de muchas particulas [20, 21, 22]. Para
K =1 nos dice que el sistema es completamente separable, mientras mayor sea el niimero de
Schmidt, mayor sera el entrelazamiento. Veamos el caso para un sistema de dos niveles. Para
cualquier sistema de dos dimensiones podemos descomponerlo en los generadores del espacio
SU(2), nos referimos a las matrices de Pauli, es decir para cualesquiera matriz de densidad de
dos dimensiones se puede escribir como:

K (2.35)

1
p:§(I+F-5), (2.36)
dénde 7 es el vector de Bloch que se define como r; = tr(o;p), es decir que cada entrada del
vector de Bloch es el valor esperado de las matrices de Pauli. Luego si elevamos al cuadrado la
matriz de densidad, tendremos que:

1
p? = T+t (7 &)2). (2.37)

Si calculamos la traza al cuadrado de la matriz de densidad y sabiendo que las matrices de Pauli
cumplen que tr(o;) = 0, tr(o;0;) = 20;; y que 0? =1 para i,j = z,v, 2, tendremos

1
tr(p?) = 1(tr(I) +tr(2(rpop + ryoy +1,0,)) + tr(z TiTi0:05)), (2.38)
0,
como 7; es un numero real, el segundo termino de la ecuacién anterior es cero, en el tercer
miembro de la ecuacién solo sobreviven los términos cuadréticos, por lo tanto:

(%) = 31+ 171) (2.39)

Entonces la traza del cuadrado de la matriz de densidad nos queda en términos de la magnitud
del vector de Bloch. Si sustituimos esto en la definicién del nimero de Schmidt (2.35) tenemos
que:

2
K=—"—.
1+

Esto nos permite visualizar propiedades del sistema dado el vector de Bloch. Por ejemplo, si
el vector de Bloch del estado tiene magnitud 1, el nimero de Schmidt valdra 1, por lo tanto
serd separable. Mientras que la magnitud del vector de Bloch es 0, el sistema tendra ntimero
de Schmidt 2, que es el valor mdximo que puede alcanzar, pues 7 esta normalizado. Esto nos
dice que en la representacién de la esfera de Bloch, los estados separables viven en la superficie
de la esfera, mientras que los estados maximamente entrelazados se encontrardn en el origen
y todos los deméds estados posibles no separables viviran dentro de la esfera. En general para
estados puros el méaximo de entrelazamiento, es decir el méaximo del nimero de Schmidt sera la
dimension del sistema, en este caso la dimensién es 2.

(2.40)

1En la literatura al rango de Schmidt también se le puede encontrar como el niimero de Schmidt, sin embargo
en esta tesis llamaremos niimero de Schmidt a lo definido en (2.35).
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2.1.3. Teoria de respuesta lineal

La teoria de respuesta lineal nos permite observar la respuesta que tiene un sistema al salir
del equilibrio bajo una pequenia perturbacién. Esto a través de funciones de correlacion que de-
penden de variables dindmicas [23].

Consideremos un sistema en equilibrio térmico que es perturbado por un cambo externo a(t).
Esta perturbacién sera:

Hy(t) = —a(t)A, (2.41)
donde el campo externo a(t) esta acoplado a una cantidad fisica conjugada A. Si por ejemplo,

a(t) fuera un campo magnético, la cantidad conjugada serfa la magnetizacion.

Estamos interesados en ver la respuesta de cierta cantidad fisica B, cuyo promedio en el
equilibrio es < B >. Nos preguntamos si sacamos de equilibrio al sistema al aplicar un campo
a(t) jcémo responderd B? Es decir queremos saber como:

§<B(t) >q=<B(t) > — < B>. (2.42)

Si suponemos que B esta centrado, es decir que su promedio es cero < B >= 0, entonces

J < B(t) >q=< B(t) >, (2.43)

a orden lineal, esto se puede escribir como:

< B(t) >4= /OO xpa(t,ta(t")dt', (2.44)

— 00

donde xpa(t,t') se le conoce como funcién de respuesta lineal y es importante notar que solo
depende de pardmetros y propiedades del sistema sin perturbar. Podemos notar que (2.44) tiene
la forma de una convolucién. Si escogemos una perturbacion con forma de delta tendriamos que
a(t) = ad(t), por lo tanto:

< B(t) >a= axpa(t), (2.45)

a la funcion de respuesta x se le conoce como respuesta de impulso o funcién de green retardada
[23].

Podemos calcular la respuesta lineal de una cantidad fisica conjugada consigo misma, es decir
calcular 44, denotaremos esta autoconjugacién simplemente como X(t).

Respuesta Lineal de una perturbacién arménica.

Supongamos que la perturbacién a una cantidad fisica A, esta dada por un campo armoénico
a(t) = Relae™™*] entonces:

<A(t)y >= /OO S(t — t')Relae™" |dt, (2.46)

— 00

definimos 7 =t — ¢/, como X(t —t') es real y 7 > 0 podemos escribir lo anterior como:

< A(t)q >= Re[ae™ " /000 X(T)e™7dr]. (2.47)

Esto nos sugiere hablar de transformadas de Fourier y de hecho se define como la Susceptibilidad
Generalizada x(w) como la transformada de Fourier de x(t):

@ = [ xoe (2.48)
0
entonces el resultado es:

< A(t) >a= Relae ™ty (w)], (2.49)
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si escribimos explicitamente la parte real e imaginaria de x(w) = x’'(w)+ix” (t), podemos escribir
lo siguiente:

< A(t) >a= a[x'(w) cos(wt) + X" (t) sin(wt)], (2.50)

a x'(t) cos(wt) representa la respuesta en fase, mientras que x”(¢) sin(wt) representa la respuesta
fuera de fase. Notemos que si utilizamos las propiedades de la transformada de Fourier en (2.46)
podemos escribirla como:

< Aw) >a= alw)x(®), (2.51)
donde a(w) es la transformada de Fourier de a(t) y A(w) lo es de A(t).

La forma en que definimos la susceptibilidad generalizada tiene un fallo, ya que no siempre
existird la transformada de Fourier de la funcién x(t), esta podria divergir. Es por esto que se
define como una distribucion, esta es el limite de una sucesion de funciones yw + i€, donde:

X(w + i€) = / X(t)e“tedt, (2.52)
0
con € > 0, entonces formalmente:

x(w) = lim x(w + ie) (2.53)

e—0+t

Teoria de Respuesta Generalizada

Ahora discutamos sobre esta teoria aplicada a sistemas mas generales. Para lograr esto tra-
bajaremos con la herramienta del operador de densidad p(t), esta evoluciona con la ecuacién de
Liouville-von Neumann:

dp(t
%) = —iLlp(t), (2.54)

donde L es el operador de Lioville asociado al Hamiltoniano del sistema. Nos gustaria obtener
la solucién a primer orden de la ecuacion anterior ante una perturbacién con la condicién inicial

p(to).
La evolucion del sistema esta regido por Lh, este lo podemos escribir en dos partes, la parte
no perturbada y la perturbacién como sigue:

L=Ly+ L, (2.55)

donde cada parte corresponde al Hamiltoniano escrito como:

H = Hy + H, (2.56)

donde Ly corresponde a Hy y £1 a Hy. Por otro lado podemos escribir al operador de densidad
como la parte sin perturbacién y la parte perturbada:

p(t) = po + dp(t). (2.57)
Entonces utilizando las ecuaciones (2.54) y (2.55) y la forma que acabamos de escribir para p(t),
obtenemos que:

d dé )
% ditp = —i(Lopo + Lodp + L1po + L16p), (2.58)

como la condicién inicial es fija dst” v Lopo son cero y ademas el término L£1dp seria un término
de orden mayor asi que lo despreciamos, quedando entonces:

do .
Tf = —2(505p+£1,00)7 (259)

con condicién inicial dp(t) = 0.
Si suponemos que dp(t) = e~ 0t F(t), utilizando esto en la ecuacién anterior, la evolucién
para F seria:
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dF(t »
) _ —ie" ot Ly po, (2.60)
dt
poniendo esto en nuestra suposicién de Jp(t) tendriamos que:
t . ’
Sp(t) = —i/ et L podt’. (2.61)
to
Ahora vale la pena recordar la definicién del operador de Liouville que es:
1

aplicando esto a la ecuacién (2.61) tendriamos que:

—q t . ,
plt) = = / =1L t=t)[F, poldt. (2.63)
to
Ahora si sabemos que la perturbacién tiene la forma H; = —a(t)A entonces:
7; t
Sp(t) = 5 [ alt)(AT(¢ ~ 1) ol (2.64)
to

donde A’ es el operador A en el esquema de interaccién, es decir A!(t) = e£ot A = etflot/h ge=iHot/h,
Para que esto tenga sentido tomamos el limite cuando ¢y — —oo. Concluyendo que:

p(t) = / () AL(¥ — 1), poldt'. (2.65)

—o0
Nos sigue interesando la perturbacién H; y su efecto en un operador B, precisamente en la
evolucién temporal del promedio fuera del equilibrio, esto es < B(t) >,. Esto en el esquema del
operador de densidad se escribe como:

< B(t) >4=Tr(p(t)B), (2.66)
si p = po + p1 y suponemos que < B >= Tr(pgB) = 0 por simplicidad, entonces:

< B(t) >= Tr(3p(t)B), (2.67)

usando (2.65) llegamos a que:

t
< B(t) >a= + / a(tYTr([AL(¥ — 1), po] B), (2.68)
—0o0

usando la invarianza de la traza ante permutaciones ciclicas de los operadores, podemos escribir
esto como:

St

< B(t) >a= - / a(#)Tr([B, AT — t)]po)dt’, (2.69)

esto a su vez aprovechando una vez mas la invarianza de la traza y la definicién de valor esperado
se puede escribir como:

i [t

< B(t) >,= ﬁ/ a(t') < [BY(t' —t), A] > dt’ (2.70)

— 0o

de aqui podemos identificar que:

xBa(t) = %G(t) < [B(t), A] >, (2.71)

donde O(¢) es la funcién de Heaviside, esta ecuacién se le conoce como la férmula de Kubo para
XBA-

Ahora veremos que si tenemos de forma explicita una base de eigenestados para Hy podemos
escribir explicitamente en términos de los elementos de matriz de los operadores. Sea [¢), la
base de eigenestados con eigenenergias €,. Como [Hy, po] = 0, es decir conmutan, comparten
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la misma base de eigenestados, entonces al escribir explicitamente el valor esperado en (2.71)
tenemos que:

KBa(t) = 10(0) S (0ul B), Alpo |6,). (272

n

Definimos II,, = (&x| po |#n), que son las poblaciones en equilibrio. Entonces:

i~ i w w
XBa(t) = ﬁe)(t) ZHH(Bnqune nat — ApgBgne™m?), (2.73)

n,q

CON Wpg = E"geq, si invertimos los indices en el segundo término entonces podemos escribir lo
anterior como:

s i W
Xpa(t) = ﬁ@(t) Z(Hn —Ig) BrgAgne™’ (2.74)

nq

Sistema en equilibrio térmico

Si quisiéramos aplicar estas herramientas a un sistema en equilibrio térmico con temperatura
T, ahora hablarfamos de pg siendo el operador de densidad canénico, y para el estado |¢,)
tenemos que:

1
I, = Ze*ﬁen, (2.75)

con 3 = ==y Z la funcién de particiéon canénica
Z =Y e (2.76)

Recordemos que la definicién de la susceptibilidad generalizada esta dada como la transformada
de Fourier de xpa(T), entonces aplicando la transformada de Fourier a la ecuacién de Kubo
(2.71):

< B(w) >4= xpa(w)a(w). (2.77)

También recordemos que para tener una definicién mas precisa y que siempre este definida la
susceptibilidad generalizada tomamos x(w + i€) tendiendo € — 0T, es decir:

o0

lim x(w +ie) = lim Xpa(t)e™te e dt, (2.78)

e—0t e—=0t Jo

aplicando esto en (2.74) y realizando las transformada de la exponencial tendriamos que:

1
XBA hz Bnqun lim —M— (279)

em0F Won — w — i€

Si dejamos un punto fijo en el semiplano superior complejo, podemos hacer la transformada de
Fourier-Laplace xpa(z), entonces tendriamos que:

1
xBa(z hz I,)BpgAgn lim —— (2.80)

=0t Wgp — 2

2.1.4. Informacién de Fisher y Discordia Cuantica

La metrologia cuantica en nuestro contexto se interesa en el estudio de las propiedades que
hacen cuanticos a los sistemas. Para realizar experimentos o pruebas se siguen tres pasos, el
primero es preparar un sistema de prueba, este es el estado inicial. Después, se realiza una
perturbacién o interaccién al estado de prueba. Por tltimo, se hace una medicién al estado
resultante. Es en el primer paso en donde se busca investigar cémo las correlaciones no clasicas
presentes en el sistema tienen efectos en dos protocolos metrolégicos[24].
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Buscamos obtener informacién de un parametro # en el sistema, que en general es inaccesible,
entonces utilizamos un estimador u observable 6. Las mediciones x realizadas tendrdn una dis-
tribucién de probabilidad pg(z). Nos gustarfa entonces que nuestro estimador no tuviera sesgo,
es decir que el promedio de las diferencias entre el parametro y el estimador sean cero. A su
vez, la calidad del estimador es cuantificada por la varianza del mismo. Para encontrar entonces
el mejor estimador émejor, serd aquel que maximice la funcién de verosimilitud definida como:
In(1(0]z)), donde I(d]z) = pg(z). Entonces la informacién de 0 estars cuantificada por la razén de
cambio de la funcién de maxima verosimilitud. Al segundo momento de la derivada de maxima
verosimilitud se le conoce como Informacion de Fisher:

2
F(9) = / (;elogp(m, 9)) p(z, 0)dz. (2.81)
Existe una cota inferior para la varianza de nuestro estimador llamada cota de Cramér-Rao:

V(po.,0) > nFl(e)’

donde n es el ntimero de repeticiones de las mediciones.

Para el caso de un sistema cudntico tenemos la matriz de densidad parametrizada pg, si este
pardmetro es el de una evolucién unitaria Uy = e~*#? nuestro estimador serd el valor de medicién
de un operador positivo denotado por II, que denota el resultado de una medicién x. Entonces
po(x) = tr(pell,). Entonces la expresion de la informacién de Fisher toma la forma:

(2.82)

F(pg) = /d:ﬂm(tr(ﬁoml}))? (2.83)

Sin embargo, se puede demostrar que el mejor estimador estard dado para una medicién bajo la
eigenbase de la derivada logaritmica simétrica L, que se define mediante %pe = %(ng + Lpy).
Asi entonces la Informacion de Fisher Cudntica estard dada por:

Flp, H) = tr[pL?). (2.84)

Si utilizamos una eigen base |k), tal que p = >_ py, |k) (k| la Informacién de Fisher cudntica toma
la forma:

_ (pr — Pl)2 2
Flp, H) =4  ==——"|(k| H|l)]. (2.85)
we1 Pk +

Davide Girolami, Tommaso Tufarelli, y Gerardo Adesso propusieron una forma de realizar me-
diciones de una forma mas realista en el contexto de dptica cudntica [16]. Para esto se utiliza
un esquema de interferometria, es decir que se utiliza un sistema bipartito AB, con matriz de
densidad pap, donde la perturbacién unitaria se le realiza a uno de los subsistemas mediante
un cambio de fase Uy = e~ ity , donde A es el espectro del Hamiltoniano. La matriz de densidad
resultante serd papg = (U2 @ Ip)pap,(Uj @ I5)f. Ahora el estimador 6ptimo serd aquel que
sature la cota de Cramer-Rao y la calidad de ese estimador estara cuantificada por:

PA(pa) =
esta cantidad se conoce como poder interferométrico y la minimizacion es en todos los Hamilto-
nianos con espectro A. El poder interferométrico también sirve como medida de las correlaciones
no clasicas del sistema. Cuando se le restringe a un sistema C? @ C?, entonces el Hamiltoniano
tendrd la forma H = Hs ® Zp, teniendo que para el subsistema A se puede escribir su Hamil-
toniano como H4 = n - o con espectro A = {1, —1}. Entonces el poder interferométrico serd el
eigenvalor minimo de la matriz de 3 x 3 denotada como W4p.

win F(pap, HY), (2.86)
Hy

La matriz Wy p esta dada para una base pap = Y p; [1;) (3| como:

1 pi —pj)?
(Wap)mn = 5 > (p_ﬂj,) (Viloma ®@1p[¥)) 4p (Yl oma @Up i) g (2.88)
ijipitpi#0 0
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Sin embargo, en la literatura podemos encontrar que el poder interferométrico se utiliza como un
medidor de correlaciones cudnticas. Suhno Kim, et al. [15], realizan una revisién acerca de como
utilizar la informaciéon de Fisher para medir las correlaciones cuanticas en un sistema. Parten
de la ecuacién (2.85) y se demuestra que en efecto la informacién de Fisher es una métrica
para las correlaciones cuanticas. Para estados puros, esta medicién es el entrelazamiento. Pero
debemos saber que la discordia cuantica mide todas las correlaciones cuanticas incluso més alla
del entrelazamiento, es decir puede no ser cero, atiin para estados mixtos separables. Si el sistema
es separable en dos subsistemas a) Cldsico-Cudntico, b) Cudntico-Clésico y ¢)Cudntico-Cuéntico,
esto estard reflejado en la discordia. Cabe destacar que para un estado puto, la discordia se
convierte en el nimero de Schmidt, una medida solamente de entrelazamiento.

De nueva cuenta en el articulo de Suhn Kim, et al. se demuestra que la informacién cuantica de
Fisher esta relacionada con la discordia cuantica si se realiza una optimizacién entre todas las
posibles bases ortonormales de uno de los subsistemas. Esto precisamente da lugar a que mediante
la optimizacién de la informacién de Fisher se pueda definir un cuantificador de correlaciones
cuanticas tipo Fisher como:

Fa(p™?) = Anin(Wap).- (2.89)

La cudl contendra no solo las correlaciones cuanticas debidas al entrelazamiento sino sera una
medida tipo discordia donde se capturen las correlaciones cuanticas mas alla del entrelazamiento.

2.2. Aislantes topolégicos

En fisica de materia condensada, se les conoce como estados topoldégicos de la materia a
sistemas que son descritos a través de propiedades o invariantes topoldgicas como lo son la fase
de Berry y la correspondencia bulto-borde. Dentro de estos estados se encuentran los aislantes
topoldgicos. Estos son materiales que tienen un brecha (gap) de energfa en el grueso de su
composicion como cualquier aislante convencional. Sin embargo, estos materiales poseen estados
en las orillas o en la superficie que estan protegidos debido a las interacciones espin-orbita,
la simetria de Inversién Temporal y la simetria Quiral. En los superconductores este gap de
energia da lugar a que las orillas alberguen fermiones de Majorana quienes juegan un papel muy
importante en la promesa de la computacién cuéntica topoldgica [25].

La idea de estudiar topologicamente estos estados surge de la idea del teorema adiabético.
Intuitivamente este teorema nos dice que podemos mover o alterar un estado de una manera
lenta y suave, de tal forma que éste no cambie o brinque a otro estado. Esto se le conoce como
una evolucion adiabatica. El concepto de poder mover o transportar un estado sin alterarlo, da
lugar a transiciones de fase que no estan relacionadas con cambios de estado tradicionales, sino
a transiciones de alguna otra propiedad como podrian ser las propiedades topoldgicas que posee
el sistema. Este movimiento da lugar a la idea de evolucionar un Hamiltoniano a lo que se le
denomina transporte paralelo, que discutiremos un poco mas adelante [26].

2.2.1. Simetria inversion temporal

Se dice que un Hamiltoniano H posee cierta simetria dado un operador unitario U si:

UHUT = H. (2.90)
La simetria temporal U = 7T se entiende como la capacidad de poder revertir la direccion del
tiempo y que el sistema permanezca inalterado. Sin embargo, hay observables en la mecanica
cudntica que no tienen esa simetria, por ejemplo, para el operador de momento p, 7Tp7 ~! = —p.
Ocurre lo mismo para el momento angular [, pero para el operador de posiciéon x no ocurre, este
ultimo no es simétrico bajo inversién temporal.
Definamos el operador de conjugacién K como:

Kf(r)=f(r)*K con K2=1, (2.91)

para cualquier funcién f(r) compleja. Con este operador podemos aplicarla a la ecuacién de
Schrodinger.

Kid, |¥) = KO, KK |U*) = —id, = KHKK |0) = H* |T"). (2.92)
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Esto nos deja ver una cosa, si fuéramos a invertir el tiempo una de las cosas que deberia cambiar
es el momento. Lo cual tiene sentido pues si la particula iba en una direccién, esperariamos que
al invertir el tiempo pareciera que va en la direccién contraria. Es decir que i0; — —i0;. De
hecho para Hamiltonianos reales, es decir H* = H el operador de inversién temporal es justo K.

Para un Hamiltoniano en el espacio de momentos k, el operador de inversién temporal actia
de la siguiente manera

THK)T ' = H(—k). (2.93)
La simetria de inversién temporal tiene dos posibilidades que 72 =1 o 72 = —1. Esto ocurre
de esta manera pues intuitivamente quisiéramos que al aplicar el operador de inversién temporal
dos veces nos regresara al mismo estado salvo por una fase. Comprobemos esto:

T? =aZ con «=¢e?, (2.94)

si escribimos esto en forma antiunitaria veremos que:

T? =UKUK = UKKU* = UU* = oL (2.95)

U =aUT. (2.96)

De la ultima igualdad podemos concluir que los valores de « solo pueden ser +1. Por lo tanto
T2 ==+1

Supongamos que tenemos un sistema con espin, si aplicamos la inversién temporal seria

como hacer una rotacién de 7 al espin al rededor de un eje. Escojamos el eje y para esa rotacion,
entonces el operador de simetria temporal tendria la siguiente forma:

T =e 29K. (2.97)

Utilizando la expansién en serie de la exponencial para operadores, esto seria:

T=—-ic,K=T"=—1. (2.98)

Aplicando a un Hamiltoniano en el espacio de momentos:

TH(k)T ' = —io,H"io, = H(—k). (2.99)

Esto tiene consecuencias muy significativas. La primera es que existird una degeneracién para
los estados de k y —k. A esta degeneracion se le conoce como la degeneracion de Kramer. Esto
a su vez tiene como consecuencia que los estados de borde siempre se presentardn en pares.
La segunda implicacién es que las invariantes topoldgicas son obligadas a tomar valores enteros
pares. Para sistemas bosénicos, tomardn valores enteros impares.

2.2.2. Simetria Quiral

Existen otros tipos de simetrias, una es la llamada simetria quiral, decimos que un Hamilto-
niano posee simetria quiral si:

ATt = —H, (2.100)

con I' siendo I'l = T hermitiano, TT = I'2 = [ unitario y debe ser local, es decir I = e
Y2 @ ... DA, con 4; un operador unitario y hermitiano que actiia solo en cada subespacio de H
También algo que comunmente no se menciona es que I' debe ser robusta. Es decir, que si H
depende de un conjunto de pardmetros £ € = entonces:

THEOD = —H(¢), (2.101)
V¢ € =, es decir que la quiralidad no depende del conjunto de pardmetros.
Que exista esta simetria nos permite dividir en subespacios a H , asf como su estudio[8]. A la

simetria quiral también se le conoce como la simetria de la subred, pues para un Hamiltoniano
con dos subredes, podemos definir:
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1 1
Py=3(I+T)  Pg=3(I-T), (2.102)

donde notemos que P,Pg =0y P4 + Pg = I. Esta simetria es debida a que el Hamiltoniano
no inducird una transiciéon dentro de la misma subred, es decir:

PyHP, = PgHPp =0
— H = }SAFIPAB erBﬁpA
Esto tiene una consecuencia significativa e interesante acerca del espectro de energias. Sea |D,,)
tal que H |¥,,) = E, |¥,), notemos que si

TATY = - =TH=-HAT
= AT |V) = —TE, |¥) = —E,['|¥)

Esto nos dice que para cada estado con energia F, tendremos su simil simétrico quiral con
energia —FE,,. Podemos decir mds. Para estados E,, # 0 sabemos que |¥) y T'|¥) tienen que ser
ortogonales al tener energias distintas

= 0= (V[T |¥) = (V[ P [¥) — (V| P4 [¥)
= (V[ Pa |¥) = (V[ Pa |¥)

esto nos dice que |Psi) tiene el mismo soporte en ambas subredes.
Si E,, = 0 entonces H |¥) = 0:

= HPayp W) = H(¥) £ T¥)) = 0

Esto nos dice que para estado con energia cero, existe |¥) que es simil quiral consigo mismo.
Estos son los llamados estados de energia cero. De los cuales unos populares integrantes de esa
familia son los estado de Majorana.

2.2.3. Simetria hueco-particula

Para entender esta simetria hablemos del modelo de John Bardeen, Leon Cooper y Robert
Schrieffer (BCS), este es un modelo que explica la superconduccién, su Hamiltoniano es el si-
guiente:

1
Hpcs = Z HijCTCj + i(AijC;‘rCT' + h.c.). (2.103)

J
ij

En este modelo c;r y ¢; son los operadores de creacién y aniquilacion fermiénicos usuales, H;; son
elementos de matriz reales y A;; es el pardmetro de orden superconductor que nos da informacién
acerca de la formacién de los pares de Cooper que son responsables de la superconductividad.
Notemos que este Hamiltoniano tiene como primer termino la energia de formacion de un fermién
usual, el segundo termino tiene un par de operadores de creacién, estos serian los pares de Cooper.
Mientras que la parte hermitica conjugada tiene dos operadores de aniquilacién que se entienden
como un par de huecos. Entonces existiran un par de Cooper por cada par de huecos, creando asi
la simetria hueco-particula en el sistema, solo que cada particula esta formada por dos particulas
cada una.
El operador que describe la simetria P se escribe en su forma antiunitaria como:

P =0,K, (2.104)

muy parecida al de inversién temporal. Si aplicamos esta simetria a un Hamiltoniano en el
espacio de momentos, tendriamos que:

PH(k)P~' = —H(-k). (2.105)

Esto nos dice que para cada eigenestado con energia E, existird un eigenestado con energia -E. Es-
ta simetria en la literatura también se le conoce como quiral. Para los modelos que estudiaremos
mas adelante la simetria quiral y la de hueco-particula seran equivalentes.
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2.2.4. Modelo Su-Schrieffer-Heeger (SSH)

El modelo SSH describe el salto de los electrones en una cadena unidimensional. La cadena
consta de N celdas, cada una con dos sitios A y B, véase figura(2.2). No se consideran inter-
acciones entre los electrones [8]. Este modelo se puede escribir como el Hamiltoniano de una
particula:

N N-1
=v Y (Im,B) (m, Al +h.c)+w Y _(jm+1,A) (m,B|+h.c.), (2.106)
m=1 m=1

con m € {1,...,N}. Los estados |m, A) y |m,B) indican la celda m en la que se encuentra el
electron y el nivel de la subred, ya sea que esté en A o B. El coeficiente v media los saltos dentro
de cada celda, es decir los saltos intracelda de A a B y viceversa. Por su parte w media los
saltos de una celda a otra, notemos que solo se permiten saltos a la celda mas préxima, esto se
le denomina saltos a primeros vecinos. Vemos en la figura (2.2) un esquema del modelo, donde
tenemos las m celdas del sistema y sus interacciones mediadas por v y w. Este sistema puede
caracterizar moléculas complejas como el Poliacetileno. Por simplicidad v y w se consideraran
reales, sin embargo, si esto no fuera asi, siempre podemos redefinir una nueva base que absorba
la fase proveniente de la parte imaginaria de los coeficientes.

Este sistema es en realidad un sistema de dos niveles repetido N veces, lo que nos invita a
intentar describirlo con la base de sistema de dos niveles mas familiares, es decir las matrices de
Pauli. Esto pues nuestros estados tienen la forma:

|m,oz> — |m> ® |Oé> € Hext & H’int

con a € {A, B} un sistema de dos niveles.
Recordemos que:

s 0D () a0 ) e( D). @

De esta forma podemos escribir el Hamiltoniano como:

N N-1 .
A Oz + 10
=v g |m) (m| ® o +w E (Im+1) (m\@Ty)—i—h.c., (2.108)
m=1 m=2

aqui podemos notar que aparece o, como un operador de salto de una celda a otra y a o4 =
Ox+i0y . cs . . . .

—5— como un operador de excitacién intracelda. Esto quiere decir que el sistema presenta un
acoplamiento celda-sitio la cual es de tipo pseudoespin-orbita, pues para los saltos intracelda se
comporta como un espin al tener dos niveles, mientras que el sitio lo haria como un orbital. Esto
demuestra que los estados de este Hamiltoniano daran origen a una no clasicidad.

2.2.5. SSH Bulto

En este sistema al buscar describir un sistema de estado solido, en realidad se busca describir
una cantidad gigantesca de celdas. Podemos entonces tomar el limite termodindamico N — oo.
De esta forma podemos entonces estudiar la parte de en medio del sistema, es decir no nos
preocupamos de las orillas, esto se le conoce como el bulto del sistema. Asi podemos imponer
condiciones de frontera de Born-Von Karman, es decir condiciones periddicas a la frontera, el
Hamiltoniano se transformaria a:

N
Hyuto = Y _ (v|m, B) (m, A| + w|m mod(N) + 1, A) (m, B|) + h.c. (2.109)
m=1
La virtud de centrarnos en el estudio de un sistema periédico es que podemos invocar el teorema
de Bloch y estudiar el sistema en el espacio de momentos, con el niimero de onda k. Este cambio
de base se realiza a través de la transformada de Fourier.

=

Z MR ) con k€ {\ 2\ ..., N}, (2.110)

’m:
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con \ = %”, donde escogimos k para que tome todos los valores de la primera zona de Brillouin.
Entonces por el teorema de Bloch podemos suponer que nuestros estados tendran la forma:

W (k) = [K) @ [un (k) con fun(K)) = an(k) |4) + ba(k) [B) (2.111)

donde |u,(k)) € Hinterno del Hamiltoniano en el espacio de momentos. Entonces definimos el
Hamiltoniano en el espacio de momento como:

H(k) = (k| Hyuito |F) (2.112)

que nos lleva a

H(E) [un (k) = En(K) [un (k). (2.113)

Esto es interesante porque entonces mucha de la caracterizacién del sistema se podra hacer al
Hamiltoniano H (k), facilitando el estudio al ser este un sistema de dos niveles. Veamos que si
aplicamos la transformada de Fourier de la ecuacién (2.110) al Hamiltoniano en (2.108) y luego
calculamos H (k), obtendremos un Hamiltoniano de dos por dos:

- 0 v+ we
H(k) = <v + weik 0 ) . (2.114)

Las eigenenergias de este Hamiltoniano son:

E(k) = £/v% + w? + 2vw cos(k). (2.115)

También podemos escribir el Hamiltoniano H (k) como una combinacién lineal de las matrices
de Pauli, es decir:

H(k)=d- & = (dy,dy,d.) - (04,04,0.) (2.116)

d = (v +wcos(k), wsin(k),0), (2.117)

que d, = 0 es consecuencia de que nuestro Hamiltoniano posea simetria quiral.

Podemos entonces calcular el Winding number v de J; esto es cuantas veces circula al rededor
del origen. Como podemos observar en la figura (2.1) el Winding number, nos da una manera
de clasificar los diferentes estados topoldgicos, cuando v # 0y v > w. Asi como estados no
topolégicos cuando v = 0 y v < w. Existe sin embargo una frontera entre estos dos estados,

cuando v = w, esta frontera concuerda justo cuando d(k) pasa por el origen, el Winding Number
no esta definido y la banda de energfa se cierra.

2.2.6. Estados de borde del modelo SSH

Ya estudiamos el bulto del sistema pero otra parte importante son los estados de borde, son
de hecho la parte estelar para el uso en el cémputo cuantico.

Veamos dos casos, el primero se llama dimerizado trivial, que es escoger v = 1y w = 0,
lo que fuerza al sistema a estar compuesto de dimeros aislados. Al segundo se le conoce como
dimerizado topoldgico, se escoge v = 0 y w = 1, en este caso se crean igualmente dimeros, pero
en las orillas se crean estados de borde que no estdn apareados con nadie, véase figura (2.2).

Como los saltos quedan restringidos en cada dimero, entonces podemos escoger eigenestados
restringidos a cada celda. Es decir, para v =1y w = 0, fI(k) = o0,, entonces

H(jm, A) £ |m, B)) = £(|m, A) + |m, B)). (2.118)

Esto nos dice que E = +1, solo existirdn dos eigenenergias y no dependeran de k. Del mismo
modo para v = 0y w = 1, H(k) = 0, cos(k) + o, sin(k), los eigenestados seran andlogos de la
forma |m, B) £ |m + 1, A) con E = £1. Entonces para el caso dimerizado, las bandas de energia
seran planas. Lo cual tiene sentido si solo se permiten dos estados y no hay interaccién.
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Figura 2.1: En esta figura tenemos la comparacién de lo que pasa en la estructura de bandas (a),
(b), (c), (d) y (e), para distintos valores de los pardmetros v y w. Los cambio significativos es la
cerradura y apertura de las bandas para los valores extremos de —m y 7. Su contra parte en el
espacio d, — d, esta representada en (f), (g), (h), (i) y (j), aqui podemos ver como la topologia
se interpreta como circular al rededor o no del origen; en el caso especial de v = w en (c) y (h),
d incluye al origen y por lo tanto el Winding number no esté definido [8].

Figura 2.2: La cadena en la parte superior representa el caso trivial: Cadena totalmente dime-
rizada, quedan solo celdas aisladas una de otras, donde se permite el salto dentro de la celda
mediada por v. En la parte inferior se tiene el caso topoldgico: La cadena queda dimerizada,
pero se permiten saltos entre celdas mediadas por el pardmetro w, ademds de que los sitios de
los extremos quedan sin aparearse [8].
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Algo mas interesante pasa para los estados de las orillas en el caso topolégico. Pues debido
a que no estan apareados con nadie, su energia debe ser cero. Esto es que

H|1,A)=H|N,B) =0, (2.119)

los cuales ya sabfamos que existian dada la simetria quiral del sistema.

2.2.7. Evolucion de estados de borde

Podemos estudiar que le pasa a esos estados de borde a medida que nos alejamos del limite
de dimerizacion, dejemos fija w y cambiemos v. Graficamos entonces para N = 10, tenemos 20
eigenestados, podemos observar en la figura (2.3) que los estados de borde con energia cero solo
se encuentran para v < w, es decir para una regién denominada topoldgica, de hecho el nimero
de estados de borde es una constante topolégica que caracteriza el sistema.

2.2.8. Densidad de estados

Se define como la densidad de estados por unidad de volumen como [27]:
N(E) =Y §(E - €). (2.120)

Esta definicién podemos corroborarla al integrar sobre una regién de valores de energia [E7,Fs].
Entonces;

E2

E2 E2
N(E)dE = . > U(E — en)dE = zn: /El 6(E — en)dE. (2.121)

El

Luego esta integral valdra cero para e, fuera del intervalo [E1,Es] y uno para las energias dentro
del intervalo. Luego sumar el total de estados entre Fy y E7 sera el nimero total de estados.

Pareciera que el Winging Number tiene cierta relacién con el cierre o no de las bandas de

conducciéon y a su vez con la presencia o no de los estados de bordes. Es méas de hecho el

ntimero de estados de borde es también una propiedad topoldgica que se conserva en el sistema.

Y la relacion entre los estados en el bulto y los de borde se le conoce como la correspondencia
bulto-borde [8].
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Eigenenergias
o
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Figura 2.3: En esta figura podemos ver los eigenestados del modelo SSH para N =10y w = 0.5
(linea punteada), vemos que son un conjunto de 20 estados en total, cada estado positivo tiene
su contra parte negativa. Vemos que los estados de borde con energia cero solo son encontrados
para v < w, es decir en la regién topoldgica.
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Figura 2.4: En esta figura tenemos la amplitud de probabilidad de ocupacién del modelo SSH.
Para la celda A en azul y B en rojo. Con N =12, v =0.1 y w = 0.5 En (a) y (b) tenemos los
estados de borde donde notamos la localizacién en los extremos de la cadena y en (c) tenemos
un estado de bulto, vemos la mezcla de posibles poblaciones y su deslocalizacién.

Amplitud
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2.3. Modelos topolégicos mas alla del SSH

2.3.1. Modelo de Kitaev

En este capitulo discutimos el modelo de un superconductor topolégico en una dimensién,
el llamado modelo de Kitaev, siendo este uno de los modelos pedagdgicos para el estudio de las
fases topoldgicas en el a&mbito de la fisica.

El Hamiltoniano de Kitaev es el siguiente:

H=-pu Z cnch — tZ(CLHCn +clen1) + Z(Acncnﬂ + A/CIH_lCIl), (2.122)

n

donde c;r y ¢; son los operadores de creacién y aniquilacién del electrén en la i-ésima celda, p
es la energia de sitio, también llamada potencial quimico, ¢ es la amplitud de salto (hopping)
al vecino mas cercano y A es el potencial superconductor de pares. Andlogo a lo visto en el
Hamiltoniano BCS, esta creaciéon de dos particulas y su aniquilacién crea los pares de Cooper
y los huecos que a su vez dan lugar a la simetria hueco particula del sistema. Esta simetria es
analoga a la quiral, pues es el hecho de tener estos dos estados, dos electrones o dos huecos que
nos permite tener entonces dos estados posibles. Al igual que en el modelo SSH teniamos dos
celdas A y B, el par de huecos y el par de electrones fingiran como estos dos estados.

Podemos expresar este Hamiltoniano a través del formalismo de Bogoliubov-de Gennes, esto
es:

1
Hy = 5cUarBdGc, (2.123)

donde Hpyg es un Hamiltoniano de 2N x 2N y ademaés se puede expresar en términos de las
matrices de Pauli 7 y en la base de sitio |n) = (0, ..., 1,...,0)T, C = (¢1, ca, ..., en, cJ{, cg, ey c}L\,)T7
entonces el Hamiltoniano se puede escribir como:

Hpag = —p Y 7= |n) (n| = Y (tr. +iA7,) [n) (n+ 1] + h.c. (2.124)

n

En la figura 2.5 podemos ver una representacién grafica del Hamiltoniano Hpic (2.124), donde

Figura 2.5: Representacién del modelo de Kitaev para el Hamiltoniano Hpgg (2.124), donde
1 es la energia de sitio A o B, mientras que las posibles transiciones al vecino siguiente estan
mediadas por A y t.

observamos que el modelo de Kitaev puede entenderse como una cadena de sistemas de dos
niveles, donde los niveles A y B son la creacién de un par de electrones y un par de huecos
respectivamente. Luego los pardmetros ¢ y A median las posibles transiciones entre los sistemas
vecinos, el parametro u es la energia de sitio de cada nivel en cada sistema.
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Debido a la naturaleza del modelo y su simetria de traslacién, bien podemos invocar el
teorema de Bloch y pasar el hamiltoniano al espacio de momentos k. Esto lo logramos haciendo
la transformada de Fourier siguiente:

1L
k) = 7% > e n) . (2.125)

Entonces al sustituir la transformacion inversa nos resulta en:

Hpag = Z(—u — 2tcos(k)) T, |k) (k| + Z 2Asin(k)ry |k) (k| . (2.126)
k k

Lo que nos deja trabajar con un Hamiltoniano de 2 x 2 de la forma

7o . —p — 2teos(k)  —2iAsin(k
Hy = -7 = (o= 2teos(i))r. + 28sinlhyr, = (T 5o B o)

Si utilizamos la transformacién unitaria

o 1 _
U=t s G 11) , (2.128)

podemos poner en una forma antidiagonal el Hamiltoniano

0 h, —ih
4 - T z Y
H'(k)y=UH(K)U'" = <hz +ih, 0 > . (2.129)
Entonces lo siguiente es sustituir los valores para h y vemos que podemos escribir esto de la
siguiente forma

H (k) = ( 0 h, — ihy> _ ( 0 —p — 2t cos(k) — 2iAsin(k)
h. +ih, 0 —p — 2t cos(k) + 2iAsin(k) 0
(2.130)
Utilizamos las definiciones de seno y coseno con exponencial compleja:

. B e‘ikJre—ik . . eik‘ie—ik
= 0 o THT AT S HAL )>. (2.131)

H/ k)= i —i ik _—i
(k) (-M—zt(e“; )+ 2iA(E5e 0

Luego agrupamos los términos con argumento positivo y negativo de las exponenciales:

. Cpt (—t— A)ett (A - t)e‘“") L (2132)

! _ . .
H(k) = (—u + (A —t)ett + (A —t)e* 0
Si definimos v = —p, z = —t — A y w = A — ¢, nuestro Hamiltoniano toma la siguiente forma.
0 ,O(k))
H ) = ., 7 2.133
©= (o " 2159

con p(k) = v + ze* + we"* donde la energia esta dada por:

E = £|p(k)| = £/ + 4A2 + 4pt cos k — 4(A2 — 12) cos? k. (2.134)

Mas adelante veremos, que este es un Hamiltoniano equivalente al modelo de la siguiente seccién.

2.3.2. Modelo Su-Schrieffer-Heeger Extendido (SSH-E)

En esta seccién discutiremos las propiedades fundamentales del SSH-E, otro modelo que como
lo dice su nombre es una extensiéon del modelo SSH.
El Hamiltoniano del modelo SSH-E es:
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N
H=Y vlj,B) (Al +wlj+1,A) (j, Bl + 2|j + 1, B) (j, A| + h.c. (2.135)
j=1

El tercer término del Hamiltoniano nos dice que a diferencia del modelo SSH, este modelo permite
saltos entre los sitios A y B pero a celdas vecinas, lo que se le denomina como saltos a primeros
vecinos. El modelo SSH se recupera al volver z = 0, podemos ver una esquema del modelo en la
figura (2.6).

Figura 2.6: Un esquema del modelo SSH-Extendido, vemos que los saltos intercelda estan regu-
lados por v, mientras que los saltos a la siguiente celda por w y los saltos a primeros vecinos por
el pardmetro z.[28]

Andlogamente a lo hecho para el modelo de Kitaev y el SSH, ya que el modelo tiene una
simetria traslacional al volver periddicas las fronteras, podemos recurrir al teorema de Bloch,

esto nos permitira trabajar nuestro sistema periédico infinito en el espacio de momentos. Lo que
nos permite realizar una transformacién de Fourier de la siguiente forma:

1 .
‘k>:ﬁ;ek n) . (2.136)

El Hamiltoniano entonces en el espacio de momentos toma la forma:

B 0 v+ ze* 4 we™k
H(k) = (v + ze7 % + wetk) 0 > ‘ (2.137)
Las eigenenergias de este Hamiltoniano son:
E(k) = £/v2 + w? + 22 — 2wz + 2v(w + 2)cos(k) + 4zwcos? (k). (2.138)
Podemos escribir este hamiltoniano H (k) en la base de las matrices de Pauli
H(k)=d(k) -7, (2.139)
donde & = (0, 0y,0;). Sabemos entonces que d(k) debe tener la siguiente forma:
d(k) = (v + (z + w)cos(k), (w — z)sin(k),0). (2.140)

Podemos ver como luce graficada d(k) en la parte inferior de las subfiguras en la figura (2.9),
dependiendo de la eleccién de pardmetros, d(k) describe una elipse que puede encerrar o no el
origen, en la siguiente seccién explicaremos como este hecho da lugar a las fases topoldgicas del
sistema.

2.4. Equivalencia del Modelo de Kitaev con SSH-E

Recordemos los dos Hamiltonianos del modelo de Kitaev y del SSH-Extendido en el espacio
de momentos de las ecuaciones (2.132) y (2.137).

_ 4 eik _ e—ik
Hicstaen (k) = (_M+(A_t)eik0+ - et (—t A)O (A1) > (2141)
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(2.142)

ik —ik
Hesn_n(k) = ( 0 v+ ze'™ 4+ we )

v+ ze”F + wetk) 0
Es evidente que si seleccionamos adecuadamente los parametros podemos pasar de uno a otro,
esto serfa escogiendo v = —p, z = —(A+1t) y w = A —t. Esta equivalencia resulta muy util a la
hora de interpretar algunos resultados de la geometria del sistema, en particular de la topologia
de los mismos.

2.5. Fases topoldgicas del modelo de Kitaev y SSH-Extendido

2.5.1. Fases topoldgicas del modelo de Kitaev

Recordemos de la ecuacién (2.143) el Winding number:
la siguiente férmula
1 B (2)

= — z . 2.143
21 Jis=1 h(2) ( )

v

Que 1o es mas que la ecuacién (2.30), aplicando una homotopia de la primera zona de Brillouin al
circulo unitario a través de definir z = e’*. Recordemos de la ecuacién (2.132) que el Hamiltoniano
en el espacio de momentos tiene la siguiente forma:

Hk) = 0 —p+ (=t — A)e* + (A —t)e
T\ (A=)t + (—A —t)e 0
definimos h(k) = —p + (=t — A)e™* + (A — t)e™*, teniendo en cuenta que z = e*, tenemos

h = h(z) y su derivada:

h(z) = —p+ (A — 1) — (A +1)=. (2.144)
z
Calculando su derivada tenemos que:
A—t
B (z) = —( 2 ) — (A +1), (2.145)

para resolver esta integral recordemos el principio del argumento de Cauchy, que nos dice que:

1 W&,

y=— . - : (2.146)
211 |z|=1 h(Z)

donde Z es el ntiimero de ceros y P es el ntimero de polos de la funcién h(z).

. +/p2+4(A2 12
Entonces observemos en la ecuacién (2.144) tenemos dos ceros, cuando 2+ = %

y un polo en z = 0 cuando A # t. El polo siempre estard dentro del circulo unitario, entonces
nos preguntamos cuando los ceros estaran dentro del circulo unitario.
Nos preguntamos entonces:

I w12+ 4(A% —¢2)
= 2.147
& —2(A +t) (2.047)
Veamos el caso zt, esto es:
2 1 4(A2 _ 2
Ly < BV A ) <1 (2.148)

—2(A+1t)
El lado derecho de la desigualdad sigue que:

w4+ 4(A% —12) > —2(A+t), (2.149)
restando p en ambos lados de la desigualdad tenemos que:
2+ 4(A2 —12) > —pu—2(A + 1), (2.150)
elevando al cuadrado en ambos lados:

P4 4(A% —12) > p? — Ap(A 4 1) + 4(A + )2 (2.151)
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JITHAN

v=+1 -

Figura 2.7: Regiones de las distintas fases topoldgicas para A < 0 en el modelo de Kitaev, en
azul tenemos v = —1, en blanco ¥ = 0 y en amarillo v = +1. La linea rojas son las rectas
w/A=2t/Ay u/A=—2t/A, representan los lugares de transicién de fase. Las regiones azul y
amarilla de -1 y 1 se invierten para A < 0 [18]

Dividiendo entre 4 (A 4 t) y cancelando 1%, tenemos:

(A—t)/A>—p/A+ (A+1)/A, (2.152)
cancelando términos nos queda:
—2t W
—_ > - 2.1
IR (2.153)
al multiplicar por —1 y girando la desigualdad tenemos que:
w2t
— > —. 2.154
A A (2.154)

Si realizamos el mismo procedimiento andlogo para el lado izquierdo de la desigualdad en (2.148),
llegamos al resultado que 2t > —u, como son dos condiciones simultaneas, esto quiere decir que
|2¢| > p. Asi mismo si hacemos el caso para z~, llegamos al mismo resultado, es decir que si uno
de los ceros esta en el circulo unitario, el otro también estara. Entonces los posibles valores que
podemos tener del Winding Number son v = 0,41, —1. Cuando no hay ceros y no hay polos,
cuando hay dos ceros y un polo recorriendo la curva en el sentido horario y recorriendo la curva
en sentido antihorario. Es decir, si consideramos A > 0 y ¢ > 0 entonces la curva se recorrera en
sentido antihorario, por lo tanto tendremos que v = —(P — Z), entonces si |2¢| < u al tener 1
polo y 2 ceros, tendremos que v = —1. Para t < 0 ocurre lo andlogo pero en el sentido horario.
Por tanto el Winding Number para el modelo de Kitaev queda como:

0 |2t/A] < p/A
v=4q +1 2t/A|>p/A vy t/A<O (2.155)
-1 |2t/A]|>p/A y 0<t/A

Notemos que esto se invierte si ahora consideramos A < 0. Tendriamos un Winding Number de
-1 para t/A < 0 y de +1 para t/A > 0. Podemos observar esto graficamente en la figura (2.7),
donde se representan las tres zonas de fase topoldgica v = 1,0, —1, representadas por la region
naranja, blanca y azul respectivamente. La grafica representa el caso cuando A > 0, en el caso
opuesto, las zonas azules y naranjas se invierten. Las lineas rojas son las rectas u/A = 2t/A y
u/A = —=2t/A, representan la frontera donde ocurre un cambio de fase.
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2.5.2. Fases topologicas del modelo SSH-Extendido

Recordemos que ya hemos encontramos la equivalencia entre el modelo de Kitaev y SSH-E
al renombrar los pardmetros del sistema v = —pu, 2 = —t — A y w = A — t, entonces podemos
realizar el mismo procedimiento para calcular h'(2')/h(z"), note que ahora se ha primado z para
no confundirlo con el pardmetro del modelo SSH-E. Entoncessia = (A+t) = —z2, b= (A—t) =w
Y =

R (") 22" —w

= . 2.156
h(z') (22?402 4+ w) ( )

Luego realizando la integral (2.143), tendremos que dependiendo de si se encierran o no polos
en el circulo unitario los parametros estaran relacionados como:

0 |lw+zl<w
v=< 41 |w+zl>v y w>z (2.157)
-1 |lw+z>v y w<z
Sin embargo, podemos dar otro argumento geométrico para estas relaciones, recordemos que en
el espacio de momentos el Hamiltoniano puede descomponerse como H = d(_l%) -, para el modelo
SSH-E ya vimos anteriormente que d(k) esta dado por:

d(k) = (v+ (z + w)cos(k), (w — z)sin(k),0). (2.158)

Esto como se ve en la figura (2.9) en la parte inferior de cada subfigura, parametriza una elipse
con semiejes (z +w) y (w — z), centrada en (v,0). Si w+ z < v entonces la curva no encierra al
origen y no encierra ninguna discontinuidad, por eso el Winding Number es cero. Por otro lado
si w + z > v encerrard al origen y la diferencia de w — z dard la direcciéon en que se recorre la
curva, por eso para w > z, entonces w — z > 0 y la curva se recorrerd de forma horaria siendo
v = Z — P. En otro caso, si w < z, entonces w — z < 0 y la curva se recorrerd en sentido
opuesto y tendremos que v = P — Z. Esto nos da una idea de la importancia y significancia de
la geometria y topologia de las bandas y la representacién de J: pues encerrar o no al origen da
lugar a la presencia o no de fase topoldgica.

Vemos en la figura (2.8) como es que se observan estas fases en un espacio cartesiano de
(v,w, z), en estas vemos las tres regiones en tres dimensiones del valor que puede tomar v. A su
vez en la figura (2.9) podemos ver como al igual que en el modelo SSH, tener la trayectoria de
d(k) encerrando al origen ocasionando un polo nos determinara el resultado de v.
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Figura 2.8: Representacion cartesiana para el modelo de SSH-E para los parametros v,w y z.
Tenemos en tres colores distintos las regiones para los distintos Winding Number, en amarillo la
regién con v = —1, en rojo con ¥ = 0 y en verde con v = 1 También podemos ver los planos de
corte donde ocurren las transiciones de fase [8].
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v=1.5, w=0.3y z=0.7 v=1.5, w=0.5y z=0.5 v=1.5 w=0.7y z=0.3

k k k
dY dy dy
1 1 1
5 oo i 2 10 1 2 Y ER] IR
-1 -1 -1
(a)v=0 b)yv=0 (c)v=0
v=1, w=0.3y z=0.7 v=1, w=0.5y z=0.5 v=1, w=0.7y z=0.3
3 3 3
2 2 2
1 1 1
w 0 w 0 w 0
-1 -1 -1
-2 -2 -2
-3 -3 -3
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
k k k
d.V dy dy
1 14 1
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
-1 -1 -1
(d) v no definido (e) v no definido (f) v no definido
v=0.6, w=0.3y z=0.7 v=0.6, w=0.5y z=0.5 v=0.6, w=0.7 y z=0.3
3 3 3
2 2 2
N \/\,_ 1 N \/\’_
w 0 w o0 w 0
- _’\_/—\ -1 -1 _’\/\
-2 -2 4 -2
_3 -3 -3
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3 -3 —2 -1 0 1 2
k k k
dy dy dy
1 14 1
-2 a2 N 1 d -2 -1 0 1 2 d -2 a2 N 1
-1 -1 -1
(g)v=-1 (hyv=-1 Hv=1

Figura 2.9: Tenemos la comparacién de la estructura de bandas en la parte superior contra la
geometria de d en el plano d, —d,, en la parte inferior. Las subfiguras (a), (b) y (c) se escogieron
los parametros de tal forma que v = 0, teniendo una misma estructura de pandas, sin embargo
observamos que podemos modificar la geometria de la elipse que describe d. Para las subfiguras
(d), (e) y (f) la elipse contiene al origen y eso hace que se indetermine v, este caso las bandas se
cierran. En las figuras (g), (h) y (i) tenemos al origen dentro de la elipse, teniendo asi un polo
dentro de esta, por ende existe fase y corresponde a v = —1, para este caso podemos cerrar o no
las bandas dependiendo de la seleccién de los pardmetros.



Capitulo 3

Modelacion

3.1. Modelo de Aislante Topologico de Kitaev con Condi-
ciones de Frontera de Paredes Infinitas.
Ahora bien, lo que necesitamos es encontrar las eigenfunciones del bulto con fronteras abier-

tas. Para esto volvamos a estudiar el sistema sin saltos a segundos vecinos, es decir el modelo
SSH. Este Hamiltoniano se veria asi:

N N-1
H=vY (jm,B)(m,Al+hc)+w Y (jm+1,A) (m,B|+h.c), (3.1)

donde v modula los saltos dentro de la celda A-B y w los saltos a la siguiente celda, es decir al
primer vecino. Se puede observar en la figura (2.6) un esquema del modelo, en este caso z = 0.
Al igual que hicimos en los otros casos lo podemos descomponer en la forma antidiagonal p(k)

0 p(k‘)>
Hk) = . . 3.2
© = (o " 2)
En este caso p = = + e~*ao_Gj diagonalizamos la matriz encontramos que los eigenvalores son:

E = +|p(k)] (33)
E = £/v2 + w? + 2w cos(kag). (3.4)

Podemos escribir p(k) = |p(k)|e~**®) donde la fase ¢ esta dada por:

v/w

cot(p(k)) = + cot(kayg). (3.5)

sin(kag)

Los eigenvectores estaran dados por:

st =5 (1)) (36)

De este modo, vemos la estructura basica del sistema bésico del SSH, para poder construir las
eigenfunciones del sistema con vecinos, solo necesitamos escribir la funcién p(k) del Hamiltoniano
(2.137), de la forma p(k) = |p(k)|e~***). Si hacemos eso entonces podemos escribir las eigen-
funciones del sistema completo con las fronteras peridédicas como combinacién lineal de |uj4)

[10].
M . €_i (k)
|uk,i> = \/ ﬁ Z ezk‘ao ( :ljlk > : (|m5A> ) |mvB>) (37)

Sin embargo, las condiciones de frontera de paredes infinitas (cdpi) nos dice que

(0, Blvg,+) =0, (3.8)

lo cudl implica que una base ortogonal, sera para k y —k, es decir:

39
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1
|vk,+) = E(\uk,ﬁ = |u—k,x))- (3.9)
La funcién de onda para el sistema periddico se convierte en:

M .
ur ) = —= mZ: (nikn; . Z;Sk”) - (Im, A4), [m, B)). (3.10)

La condicién de frontera:
(M +1), AJug,+) =0, (3.11)

impone una condicién de cuantizacién para k, tal que:

E(M 4+ 1)ag — ¢(k) = A, (3.12)
con A=1,..,M.
La fase ¢(k) se obtiene de escribir la componente diagonal del Hamiltoniano diagonal (3.2)
como p(k) = |p(k)|e~*¢*) | para el caso de el modelo SSH-E tenemos que:

v (w + 2)cot(k)
t(p(k)) =

cot(¢(k)) (w — z)sin(k) + (w—2)
pero recordemos que hallamos la equivalencia entre el modelo de Kitaev y SSH-E a través de

identificar, v = —pu, z = —t— A y w = A —t, entonces la ecuacién anterior para el modelo Kitaev
es:

, (3.13)

cot(9(k)) = (2A)_sl;n(k:) * _tf =

Esta construccion de las eigenfunciones es valida para cualquier sistema 2-dimensional, lo que
cambiarfa entre cada uno de ellos es la forma funcional de ¢(k).

(3.14)

3.1.1. Transiciones permitidas

Notemos que para la funcién de onda (3.6) podemos calcular el elemento de matriz de la
transicién debido al operador o,. Esto es (ug, |0 |ur /), donde k corre en todas las posibles
k de la zona de Brillouin y 7 = #1. Si escogemos 7 = 7 = +1, es decir la banda positiva,
tendremos que:

L otk —o(k) g
(U +| 0 |upr +) = 5(6 —1)=0 sik=k. (3.15)
Esto quiere decir que las transiciones entre mismas bandas estan prohibidas, lo cual corresponde

a las reglas de seleccién que conocemos para un sistema de dos niveles. En cambio para o, y oy
para la banda + y +, con k = k’ tendremos que:

(k1] 72 g 1) = 3(0) 4 e=H90) = Rele®] = cos(o(k)) (3.16)

(s, o s ) = g (—e ) 4 e790) = —Im[e™] = sin(o(k)). (3.17)

Si aplicamos esto mismo para las eigenfunciones de la ecuacién (3.7), es decir un sistema con
condiciones periédicas, obtenemos un resultado similar:

gl B =km) ((m, A ™) 4 (m, BI)(jm', A) e K —|m/, B))
1

(ug,+| o2 |ug,+) =

NERINE
iMs=

B

eiao(k'm'fkm) (ei(d>(k)7¢(k')5m7m/ _ 6m,m’)

’

1

3
ﬂ‘

m

</~ &~ E[-

glromk=k) (o =0(K) _ 1) = si k=K.

B

3
ﬂ‘
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De forma andloga, veamos para [0z ]u, ; u,, Ly [0y s o ups
k =k’ y ademéds las bandas + y +:

, obtendremos que si escogemos la

M
1 ) , ) ,
<uk,+| o |ulc,+> = m E ezaom(k _k)(ezﬂk) + e—1¢(k))

= %(ew(k) + e )y 5 k=K’
= Re[ew] = cos(o(k))

mientras que

(uk +| Ty |uk + 2M Z iaom(k'—k); 6i¢(k) + etk ))
= i(—e“z’(k) + e 0y g k=K’
= —Im[e™ ] = sin(p(k)).

Si calculamos el nimero de Schmidt de esto, tendremos que:

9 2
Xseh = T 2 1+ cos?(o(k)) + sin2(o(k)) 1.

_ lukx)—luk,x)

Ahora, si utilizamos la combinacién lineal para obtener la ecuacién (3.10) |vk 4) 7 ,

M
(k,+| 02 [0k, 4) = i Z 2Re[e” ek (20 — 1)), (3.18)

Lo cudl nos indica que las transiciones entre bandas, son permitidas. Efecto interesante a consi-
derar que se vera reflejado en el cdlculo del nimero de Schmidt resultando en un comportamiento
no trivial debido a las condiciones de frontera de paredes infinitas. Es decir estas transiciones
son lo que dan lugar a la no separabilidad del sistema.

3.2. Numero de Schmidt

Vamos a tomar la ecuacién (3.10) y encontremos la matriz reducida pp = tra(p).
La matriz de densidad p esta dada por:

;2 sin(km — ¢(k)) sin(kn — ¢(k))
p = ) | = szz< o ity ) (P () o, )
(3.19)

p= r\r Z Z sin(km — ¢(k))sin(kn — ¢(k)) |m, A) (n, A| + sin(km — ¢(k))

sin(kn) |m, A) (n, B| £+ sin(km)sin(kn — ¢(k)) |m, B) (n, A| + sin(km)sin(kn) |m, B) (n, B]
(3.20)

Ahora tomemos la traza parcial sobre el subsistema A, es decir sobre los sitios:

tra(p) =Y (Uur,+) (ur£]1) (3.21)
1
Solo hay que observar que la base {|I)} es ortonormal, por esto para cada termino de la suma en
(3.20) se obtiene una delta de kroenecker para m y n, debido a que ), &8, = dmn, entonces
obtenemos:
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Ms

k;m o(k)]|A) (A] £ sin[km]sin[km — ¢(k)] | A) <B| (3.22)

m=1

+sin[km]sin[km — ¢(k)] | B) (A| + sin®(km) | B) (B|

Podemos ver que el resultado es una matriz de 2x2, donde solo nos restaria realizar la suma de
los senos para tener una forma analitica de la matriz reducida. Para realizar esa suma, vamos a
utilizar el siguiente par de resultados (Apéndice A).

in(M3) d
Z sin(a + nd) sm(ﬁ) sin(a+ (M +1) 2) (3.23)
2
sin(M§) d
Z cos(a + nd) sm(d) cos(a+ (M +1) 2). (3.24)

Para |uy, +) la matriz tendria la siguiente representacion:

g (3 st eos(+ Db =26(0)  eos(6(k) = siieos(M + Dk = (k)
1cos(p(k)) — ;ﬁ;lj\g(k)) cos((M + 1)k — ¢(k) - ;ﬁs(%(klg) cos((M + 1)k)

. Sin embargo esta no es una matriz de densidad pues no cumple que tr(p) = 1 por ello dividimos
por la traza de esta.

Por tanto nuestra matriz final es p = %p'

1 3 — sarsmgy cos(M + 1)k — 20(k)) 5cos(6(k)) — girsmiycos(M + 1)k — 6(k)
2 \ Jeos((k)) — sypemzycos(M + 1)k — (k) 1 - sirthcos((M + 1)k)

(3.25)

donde 2 =1 — 2311\;[1;%(12)) (cos((M + 1)k — 2¢(k)) + cos((M + 1)k))

Si quisiéramos obtener el ntimero de Schmidt, podemos descomponer la matriz como p =
%I +r- o, para asi ver que K., = H%

Entonces para calcular el vector de Bloch, lo hacemos a través de calcular el valor esperado
de las matrices de Pauli. r = (14, ry,7.) = (tr(pog), tr(poy), tr(po.)).

La matriz obtenida tiene la forma

a f
g (ﬂ 7)

1 sin(Mk)
=50 mcos((]\/f + 1)k —2¢(k))

1 sin(Mk)
8= %cos(gb(k)) - mcos((M + 1)k — ¢(k))

1 sin(Mk)
20 2QMsin(k)

donde

v = cos((M + 1)k).

Entonces calculamos:

re = tr(po,) = tr((g f) ((1) (1)>) = tr((g §>) =28 (3.26)
ry:tr(pay):tr((g 5) (‘2 —0’)):”((25 _ifj‘ﬁ)):o (3.27)
r. = tr(pos) = (g f) (é _01> tr(<g :f)) p— (3.28)

Por tanto el nimero de Schmidt sera:

)
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2
Keen = 3.29
N ) P (329
Ksch =
2
1+ <$<cos<¢>> — S cos(M + 1)k - ¢>>> + (5(—;;;?%@03«M + 1)k = 20) + cos((M + 1)k)))
(3.30)
Recordemos que impusimos condiciones de frontera, lo cudl nos dio la ecuacién trascendental
(3.12). asi podemos sustituir ¢(k) = k(M + 1)ag — Am:
Ksch =

2

- < cos(k[M+1]a,—Am)— $2008) cos((M—i—l)k(l—ao)-i—)wr)] ) 2 < — ginoat) [cos((MH)k(l_zao)+2Aw)+cos((M+1)k)]]>2'

1— o [cos((M+1)k(1—2a0)+2Am)+cos((M+1)k) 1= 2t [cos((M+1)k(1—2a0)+2Am) +cos((M+1)k)

(3.31)

Aqui vale la pena hacer dos observaciones, si a, = 1 el termino de r, = 0 quedando el nimero
de Schmidt solo dependiente de 7., es decir:

2

Kahla,—1= : (3.32)
* la cos(k:[M+1]f)\7r)7%cos(/\7r) 2
1+ — sin(Mk) —
1 SRTsin (k) [cos(—(M+1)k+2A7)+cos((M+1)k)]
dado que cos(a + 27) = cos(a) y que coseno es una funcién par, se simplifica a:
2
Ksch|aD:1: . (333)

2
cos(K[M+1]—Am)— SnME) 00 ()
1 + ( M (k)

81 Mk
1— 50 [cos((M+1)k)]

La segunda observacion es que para M >> 1 los términos con M en el denominador contribuiran
muy poco. Podemos llegar a la misma conclusién anterior siendo que r, de igual manera tenderia
a cero. Pero lo que es mas, la ecuacion (3.30) se reduciria a :

2

Kt = T (cos (M + Day = A

(3.34)

Pero notemos que el argumento del coseno no es otra cosa que la fase ¢(k) que vimos en la
ecuacion trascendental, teniendo entonces que:

2
1+ (cos[o(k)])*

Este resultado es significativo ya que nos dice que para M >> 1 el entrelazamiento del sistema
estard directamente relacionado con la fase del sistema. Esta caracteristica nos dice que el sistema
es sensible al tamano finito. Ademads de relacionar la fase del sistema directamente con la no
separabilidad del sistema, esta oscilarda de forma cosenoidal en funcién del valor de k.

Koo = (3.35)
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3.3. Densidad de estados

Calculemos la densidad de estados para el modelo SSH utilizando la definicién de la ecuacién
(2.120). Recordemos que la energia esta dada por:

E = +|h(k)] = £V/v2 + w? + 2vw cos k, (3.36)

entonces la densidad de estados estara dada por:
N(E) = / S(E — |h(k)|)dk. (3.37)

Definamos z = |h(k)|, entonces podemos hacer un cambio de variable:

 1dk

dk = ——d 3.38
——-dz, (3.38)
por lo tanto tendremos que:
1 [ dk
N(E)=— 0(E —2)—d 3.39
)=+ [ sE-2Fe (339

primero despejamos k en términos de z de la ecuacién (3.36) recordando que z = |h(k)|, lo que
nos queda:

k = arc cos(z ), (3.40)

derivando tenemos que:

= = , (3.41)

sustituimos el diferencial dk:

1 [ —z0(E —
N(E):*/ l - szzz : (3.42)
T J _co ’UU)\/l . (z —;}U;w ))2

Por definicién de la delta de Dirac, el resultado de la integral es la funcién a integrar evaluada
en la energia E. Tomaremos el valor absoluto pues estamos contando estados

-k
E2—p2—q?2 ’
va\/l — (e )?
Podemos ver dos gréficas en las figuras (3.1) y (3.2) donde mostramos la densidad de estados en
funcién de la energia para parametros fijos y la densidad de estados en funcién de v, podemos

observar que la existencia de fase topoldgica no afecta en la densidad de estados:
Para el modelo de Kitaev, tenemos que la relacion de dispersion esta dada por:

N(E) = (3.43)

E(k) = ++/p% + 4A% + 4pt cos k — 4(A2 — t2) cos k. (3.44)

Observemos que la ecuacién anterior es una ecuacién trascendental si quisiéramos utilizar el
método anterior y despejar k en funcién de alguna variable z, asi que se propone resolver numéri-
camente encontrando las raices de E(k) —z =10

Utilizando la definicién de densidad de estados, atn asi podemos hacer el cambio de variable
de la siguiente manera, si z=E(k), entonces:

dz —2utsink + 4(A% — t?) cosksink (3.45)
dk \/p? +4A2 + 4ut cosk — 4(A2 — 12) cosk .
Entonces la integral quedaria:
[ —2utsink + 4(A? — t?) cos ksin k
N(E) =+ ptsink + 4( Joosksink 5o g, (3.46)

T J oo /12 + 4A2 + 4pt cosk — 4(A2 — 12) cos k
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Figura 3.1: Densidad de Estados para el modelo SSH en funcién de la energia para w=.5y v=.7.
La densidad de estados no se ve alterada por la presencia o no de fase topoldgica.
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Figura 3.2: Densidad de Estados en funcién de la v para E=0.8 y v=.7. La densidad de estados
no se ve alterada por la presencia o no de fase topolégica.
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Aqui podemos ver a k como una funcién de z e identificamos el denominador como z, luego
tendriamos que:

0(E — z)dz, (3.47)

N(E) = 1 /Oo —2putsink(z) + 4(A22— t2) cos k(z) sin k(z)

— 00

usando la definicién de la delta de Dirac y tomando el valor absoluto, esto seria:

1 —2utsink(E) + 4(A% — %) cos k(E) sin k(E)
T E '
Hallaremos esos valores de k numéricamente, ya que dado un valor de E, la ecuacién trascendental

tendrd una solucién, siendo k fija. En la figura (3.3) y (3.4) podemos observar las gréficas para
la densidad de estados dependientes de la Energia y del parametro t¢.

N(E) = (3.48)
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Figura 3.3: Densidad de Estados en funcién de la energia para p=1,t=0.8 y w = .5.
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Figura 3.4: Densidad de Estados en funcién de t para y =1, E =1y w = .5.
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3.4. Susceptibilidad y Discordia cuantica tipo Fisher

3.4.1. Susceptibilidad

Utilizando la teoria de respuesta lineal nos gustaria calcular la susceptibilidad de los opera-
dores o3, los operadores de Pauli. Para esto utilizaremos la ecuacién (3.4.1).

XBA(w Z I1,)BnqAgn lim ;
T h =0+ Wgp — W — 1€
Es decir, nos gustaria calcular y,,,, con ¢ = z,y, 2. Entonces calculemos x,,.,. Sin embargo,
para esto necesitamos conocer los elementos de matriz A, y B4 de esos operadores en alguna
base. Nos interesa la base dada por las eigenfunciones de de la ecuacién (3.10), que son los
eigenestados para la cadena de Kitaev con condiciones de frontera de paredes infinitas. Entonces
Ay serd justo el elemento de matriz [07],,, donde n,q correrdn sobre todas las funciones de
onda {k,+}, andlogamente lo serd B,.
Definamos primero el ndmero 7 = £1, entonces |ug, +) se puede escribir como:

lug.) = ' Zsm (km — ¢(k)) |m, A) + 7sin(km) |m, B) . (3.49)
m 1

La normalizacién de la eigenfuncién anterior es:

(g |up +) = Z sin®(km — ¢(k)) + sin?(km). (3.50)
m=1

Utilizando la identidad: ) 09

sin2(0) = %‘9() (3.51)
podemos reescribir la ecuaciéon anterior como:
M
1 1 cos(2km — 2¢(k)) 1 cos(2km)

- o=y 52
() = mZ: S - =) (5 - ) (352)
=1-— Z cos(2km — 2¢(k)) + cos(2km)), (3.53)

podemos utilizar los resultados de la suma de senos y cosenos vistas en (3.24) y (3.23), para
realizar las sumas.

sin(Mk)

2M sin(k)
Este serd el factor de normalizacion que definiremos como C, notemos que este también depende
de k, entonces C’ denotara a C para k’.

=/ (up,r|uk,7) = \/1 — M(cos((ﬂi + 1)k —2¢(k)) + cos((M + 1)k)). (3.55)

Ahora recordemos que los operadores de Pauli solo interactiian en el segundo subespacio. For-
malmente el operador al que le calcularemos la susceptibilidad serd Ip; ® o;, también tomemos
en cuenta que o, |A) = |B) y 0, |B) = |A).

Entonces:

(up,rlug,-) =1 - (cos((M + 1)k — 2¢(k)) + cos((M + 1)k)). (3.54)

M
1 . .

(Uk,r| 0o Uk 1) = MOC m§:1 sin(km — ¢(k)) (m, A| + Tsin(km) (m, B
M

o Z sin(k'm’ — ¢(k')) |m/, A) + 7'sin(k'm’) |m’, B)

m’=1
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notemos que k, ahora corre sobre todos los valores de k posible, en el conjunto con 7 = 1y
todos los valores posibles de k en el conjunto con 7 = —1. Al ser los estados |m, A) y |m, B)
ortogonales en m y en las subceldas A y B, los elementos resultantes serdn:

M
Olor hint = ﬁ mzz:l 7'sin(km — ¢(k))sin(k'm) + rsin(k'm — ¢(k"))sin(km). (3.56)

Para poder deshacernos de las sumas, veamos que el primer término, que es idéntico al segundo,
salvo por los valores distintos de k y ¢(k), se puede escribir como:

sin(km — ¢)sin(k'm) = (sin(km)cos(¢) — sin(¢)cos(km))sin(k'm)
= [%(cos(k:m — k'm) — cos(km + k'm)]cos(¢)—
—[%(sin(k"m + km) — sin(km — K'm)]sin(6)].

Pero entonces la suma sobre m se puede distribuir y podemos utilizar los resultados de la suma
de senos y cosenos vistas en (3.24) y (3.23). Para el segundo término es andlogo el procedimiento.
El resultado sera:

M+1 M+1

' sin(M(k — K
(5 (k= K9) (k— k")) + sin(¢)sin(

Ol krr = 2MCC sin(EE) <cos(¢)cos(
rsin(&(k — k"))

2MCC'sin(E5E)

(k' — k))>+

M+1 M+1

(K" — k)) + sin(¢)sin(

(cost)cost (k=) )+

sin(% (k+ k) < M+1
- — cos(
2MCC"sin(*5%)

(k+k'))[rcos(¢') — 7'cos())]+

M+1

+sin( (k+ k) (7'sin(¢) + Tszn(qﬁ')))) ,

donde ¢' = ¢(k').

Simplificando atin mas, tenemos que:

o M(k—k")
- sin(—5— M+1 M+1
O—kT,k’T' = ZMCCISZ.H(IC_Q]C/ ) [TCOS(¢, - T(kl - k)) + T,COS(¢ + 9 (k, - k))]
. M(k+k')
sin(—5—) , M+1 , , M+1 ,
QMCC’Sin(k'gk/>[_TCOS(¢ - 9 (k+k )) _TCOS(¢_ (k+k ))]
Para el caso de los elementos de matriz de o¥, tendremos que:
1 M
(g7 | oy |ugr 1) = SYTelel mz::l sin(km — ¢(k)) (m, A| + Tsin(km) (m, B|

M
oy Z sin(k'm’ — ¢(k')) |m/, A) + 7'sin(k'm’) |m’, B) .

m’/=1

En este caso el operador de Pauli actia sobre el segundo subespacio como, o, |m, A) =i|m, B)

y 0y |m, B) = —i|m, A), entonces los elementos de matriz a calcular son:
; M
oYy = SVieled Z —7'sin(km — ¢(k))sin(k'm) + tsin(k'm — ¢(k"))sin(km), (3.57)
m=1
sin embargo, podemos reabsorber el menos en 7/ = —7/ = F1. De esta forma tenemos el mismo

célculo que teniamos para o, salvo la unidad imaginaria ¢, entonces:
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. M(k—k')
sin(—5—) M+1 M1
Thrier = oy e Grsin(iiy 08¢ = 5~ (W = k) + reos(6 4+ 5= (K = k)]
. M(k+k')
Szn(f) M+1 M+1
2MCC”sm(%)[_TCOS<¢/ ——5 (k4 #)) = 7"cos(¢p — —5—(k+K))].

Notemos que existe una discontinuidad en k = k’, es por esto que lo anterior no es vélido en ese
caso, procederemos a calcular el caso k = k' para o,. En la ecuacién (3.56) tomemos k' = k,
entonces nos queda.

M
O ort = MLCQ > sin(km — ¢(k))sin(km)(7' + 1), (3.58)
m=1

notemos que para los casos en que 7’ # T resulta en cero su suma, resultando que ese elemento
de matriz se anule, sin embargo para 7 = 7’ tendremos que:

2

M
Ofrhr = e Z sin(km — ¢(k))sin(km) sit=7"=1
m=1

M
—2
Thrir = ggcm 2 sinthkm = o(W)sinthm) - si7 =7 =1

Realizando las sumas, entonces tendremos que:

ook = T (Mcos<¢<k>> - Smcos(qb(k) o+ m:)) et o1
e = g Meosto(h) = " cos(oll) + (4 DR ) s 7=/ = <1,

De igual manera para los elementos de matriz de o, calculamos para k = k', entonces partiendo
de la ecuacién (3.57), tenemos que:

.M
i
T = i Z sin(km — ¢(k))sin(km)(—7" + 7). (3.59)
m=1
Para este caso 7 = 7’ se anulan las sumas y es para el caso 7 = —1 y 7/ = 1 que tendremos que
o} = —io}, yparael caso T = 1y 7' = —1 serd o} ; = io} .

Para los elementos de matriz de o, es un poco mas laborioso el procedimiento, sin embargo
la l6gica y las herramientas utilizadas son las mismas.

M
1
(U r| 02 Jugr 77y = O mZ:l sin(km — ¢(k)) (m, A| + Tsin(km) (m, B
M
o Y sin(k'm’ — ¢(K')) |m/, A) + 7'sin(k'm’) |m’, B) .
m’=1
Sabiendo que o, |m, A) = |m, A) y 0, |m, B) = — |m, B), entonces tendremos que:

M
Oy hinr = ﬁ mzﬂ sin(km — ¢(k))sin(k'm — ¢(k")) — 77'sin(km)sin(k'm) (3.60)

L M(k—K')
; sin(—5—2) M+1 M+1
i = GGy o8 — 0 = (= ) = rreos MR K1)+
o M(kR)
S rreosM L k4 1) — cos(6 + 6 — 2L 4 1))

2MCC'sin(EHE) 2
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De nuevo tenemos la discontinuidad en & = k’, por lo tanto hay que realizar ese cdlculo por
separado. Partiendo de la ecuacién (3.60) escogemos la misma k, obtenemos:

M

1 . .
Olorort = VT2 Z sin®(km — ¢(k)) — 77’ sin®(km). (3.61)
m=1

Asf tenemos de nuevo cuatro casos, sin embargo notemos que si 7 # 7' tendremos justo lo que

definimos como el factor de normalizacién al cuadrado, resultando en que o7 , = 1 en esos casos.
;

Los otros dos casos, entonces tenemos que:

sin(Mk)

Ol ke = SMsin(k) (cos(Zk) —cos((M + 1)k — 2q5(k)> sit=7"=1,-1. (3.62)

De este modo hemos encontrado todas las componentes de las matrices de Pauli en la represen-
tacién de la eigenbase del sistema. Utilizaremos estas en el siguiente capitulo para realizar un
analisis numérico y observar su comportamiento.

3.5. Cuantificador tipo Fisher, Discordia Cuantica y su re-
lacién con la Susceptibilidad

Podemos ahora preguntarnos sobre el cuantificador tipo Fisher, para esto utilizaremos el
formalismo de la matriz W, la cudl esta dada por:

P; — P;)?
(WaB)mn = L= B ];) (Wil o @ L[15) (y] ot @L[4s) , (3.63)
J

ij:PitP£0

donde P; son los proyectores y (1;| o/t @ I|1h;) es el elemento de matriz ij-ésimo de la matriz
de Pauli con m seleccionando entre z,y, z, también denotado como [oy,];;. Al encontrarle y
diagonalizarle, el cuantificador tipo Fisher estara dado por:

Fo = Amin(W), (3.64)

es decir, al eigenvalor minimo de la matriz W.
Cémo se vio en el marco tedrico el cuantificador tipo Fisher se encuentra a partir de la matriz
W, la cual esta dada como:

(Pi — Pj)?

By, (Vilom @I Wylon @1, (3.65)

(WAB)mn = % Z

i,§iPitPj#£0

Por otro lado la susceptibilidad estaba dada por:

1 ) 1
xap(@) =+ > (L, — I14) BygAgn fm ————— (3.66)
»q

]
e=0 Wyp — W — 1€

con wy, = £y — E,. con P; y II,, siendo ambos los proyectores, es decir son el mismo objeto. Si
€SCOgemos:

_ A
A*O'Tn
A

B =o;,

conm,n = 1,2, 3 correspondientes a las entradas z,y y z del vector &, entonces podemos calcular:

1 .
Xom,on (W) = 5 ;(Hi —I0;) (il om @ L|1h5) (Y| on @ L[ehy) 11£n i —w—ie (3.67)
Si tomamos la parte imaginaria del limite tendremos que:
. 1 , €
Im[lim ———— ]| =lm ——————— = md(wj; —w). (3.68)

=0 Wy —w—ie”  e—0 (wj; — w)? + &2
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Entonces la parte imaginaria de la susceptibilidad sera:
m
Xo o (@) = + > lonlijlomljid(wsi — w). (3.69)
0,J
Si integramos la parte imaginaria de la susceptibilidad como sigue:

/00 dw tanh(ﬁZL‘J)X;’mam (w). (3.70)

— 00

Utilizando la identidad:

0T PP (B~ B)
= = tanh (| 9
H,L—FHJ GBE" +€BEj 2 ’

(3.71)

entonces la integracion se resuelve como:

/ dw tanh(%)xgmam (w) = % (II; — Hj)[crn]ij[am]jiﬁ/ dw tanh<ﬂ2)5(wjj —w).
—o00 ij —00

(3.72)
Al utilizar las propiedades de la delta de Dirac se resuelve la integral del lado derecho y nos

queda:

/OO dw tanh(m;,()‘))XZnygm (w) = WZ(HZ — Hj)[an]ij [O—m]ji tanh(ﬁwﬁ/2). (373)

— 0 i

De nueva cuenta utilizando la identidad de la tangente de la ecuacién (3.71) tenemos que:

00 Bliw I, — 11,
[ dwtan(Z2 ), ) = 7 PRCEPACANCEN =

Reacomodando los términos logramos obtener la forma de la matriz definida en la ecuacién (3.63)
logrando asi una relacion explicita entre la parte imaginaria de la susceptibilidad y la matriz W.

00 2
i (1L, ~ 11,)
/_oo dw tanh(2 Xor o (W) ; ﬁ[gn]ij [om]ji = 2m(WaB)nm. (3.75)
Entonces al encontrar el valor minimo de esa matriz W podemos encontrar el cuantificador tipo
Fisher, por tanto tenemos una relacién directa entre la susceptibilidad y el cuantificador tipo
Fisher:

ho [ phw
Fo = Amin(WaB) = Anin ( / dw tanh() Xor.om (w)) (3.76)
2 J_ o 2
Este resultado es una contribucién de gran importancia pues se tiene en la literatura que Philipp
Hauke, et. al. [1] lograron demostrar que mediante mediciones con operadores globales de la
susceptibilidad para un sistema de espines se puede encontrar un indicador de las correlaciones
cuanticas del sistema, ellos realizan un procedimiento similar pero solo observan las perturbacio-
nes en las direcciones x,y, z, es decir las direcciones en la diagonal de la matriz W. Sin embargo,
es de notable importancia que nuestro resultado generaliza ese procedimiento, ya que nosotros
obtenemos un célculo que mapea todas las direcciones del sistema de una forma local y con
un paradigma de sistema bipartito. Es decir la ecuacién (3.76) nos permite no solo ver las di-
recciones principales, sino las combinaciones de todas (vy, xz, yx, yz, 2z, zy), informacién que es
contenida en los elementos fuera de la diagonal de la matriz W. Aunado a eso, la optimizacién
que se le realiza a la matriz W nos convierte lo que en el articulo es un indicador muy general y
practicamente cualitativo de las correlaciones cudnticas del sistema, en un cuantificador que si
nos permite saber la cantidad de correlaciones cuanticas en el sistema, nos permite medir la no
clasicidad del sistema tipo discordia.



Capitulo 4

Resultados

Ahora se procedera a presentar los resultados del anélisis numérico realizado de los niveles de
energfa, parametrizaciéon de d(k), el nimero de Schmidt, la susceptibilidad lineal y la informacién
cuantica de Fisher del sistema termalizado. Todos los programas fueron realizados en python

3.0.

4.1. Energia, estructura de bandas

Se resolvié numéricamente la ecuacién trascendental (3.12) resultada de las cdpi para M =
300, se encontraron asi los correspondientes trescientos nimeros de onda k. Entonces utilizando
la ecuacién de la energia (2.134) se pudo obtener una grafica que se observa en la figura (4.1),
donde en la parte superior se aprecia la estructura de bandas que se forma debido a los distintos
parametros elegidos. Notemos que la estructura de las eigenenergias es discreta. Mientras que
la parte inferior tenemos el espacio (d, — dy), donde vemos paramétrizada una elipse mediante
los pardmetros A, t y p. En las subfiguras (a), (b) y (¢), podemos ver la estructura de bandas
abierta, mientras que el Winding Number toma tres valores 1, 0 y -1 respectivamente, siguiendo
las reglas vistas en (2.155). Mientras que para la subfigura (d) la estructura de bandas esta
cerrada, en este caso el Winding number no esté definido. Notemos que al igual que para el SSH
y el SSH-E la topologia de la elipse parametrizada por d sigue teniendo la misma interpretacion,
pues al encerrar al origen se tiene fase, al no hacerlo no existe y al tocar al origen la fase se
indetermina.

4.2. Numero de Schmidt

Procedemos a calcular el nimero de Schmidt de forma numeérica a partir de la ecuacién (3.31).
Utilizando los nimeros de onda k, encontrados al resolver la ecuacién trascendental (3.12). Para
M = 350, escogemos por parametros A =1y u = 1. Y asi encontrar el entrelazamiento de la
celda y el pseudoespin A,B. Hemos visto como la componente del vector de Bloch en la direccién
en z, es la que domina para M >> 1, por esta razén nos concentramos en la descripcién de
esta componente. Cabe decir que la magnitud de la componente en z es del orden de 10719
despreciable en comparacién con la magnitud en la direcciéon x. El nimero de Schmidt, asi como
el valor absoluto de la magnitud de la componente r, son calculadas variando el parametro
t. En el valor de t = —.5 es donde ocurre una transicién de fase de v = 1 a v = 0. Esto
ocurre para A menores a 175, donde A selecciona el estado que observamos, pues es cambiando
A como obtenemos diferentes nimeros de onda k, es decir diferentes soluciones a la ecuacién
trascendental. Estos pueden observarse en la figura (4.2), donde la parte superior tiene el valor
absoluto de la magnitud de componente en x del vector de Bloch en funcién de t (a) y en la
parte inferior tenemos el nimero de Schmidt (b). Podemos observar entonces como existe un
maximo de entrelazamiento en ¢ = —0.5, al mismo tiempo habra un minimo en la magnitud de la
componente x del vector de Bloch en el mismo punto. Los estados intermedios con A = 175,176
son los estados de borde. Estos estados se pueden observar en la figura (4.3) junto con 4 estados
maés, 2 con A menor y 2 con A mayor. Vemos que aqui la dependencia es lineal con el parametro
t, el mismo comportamiento ocurre para r,. Luego para A > 175 lo podemos observar en la
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(d) Bandas de energfa y gréifica de d(k),
v esta indefinido

Figura 4.1: Bandas de energfa y parametrizacién en el espacio d(k) obtenidas de resolver la
ecuacién trascendental para M = 300, (a)v =1, (b) v =0, (c) v = —1 y (d)v estd indefinido.
Con M = 300. Notamos como la topologia de encerrar o no al origen se preserva a comparado
con el modelo SSH y el SSH-E. Ademas el tnico caso donde la banda se cierra se observa para

una fase indeterminada en (d).
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figura (4.4) donde notamos la simetria con t y vemos que es ahora en ¢ = 0.5 donde ocurre la

transiciéon de fase v = 0 a ¥ = —1, en comparacién con los estados menores a 175 que ocurria
en el valor t = —0.5.
1.0 1 — A=1
— A=16
— A=31
08 — A=46
A=61
0.6 - — A=76
N A=91
o
0.4 4
0.2 A }
0.0 A

-20 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

2.0 1 \ —_— A=1
— A=16
\ — A=31
1.8 — A=46
A=61
5 1.6 — A=76
€ A=91
S
n
# 1.4 1
1.2 A
Lol |

-20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

(b)

Figura 4.2: Nimero de Schmidt y componente r, de Bloch para A < 175 e funcién de t con
M = 350, A =1y u = 1. (a) Valor absoluto de la componente r, del vector de Bloch, (b)
Numero de Schmidt para el modelo de Kitaev en funcién de t. Observamos la transicién de fase
parat=—-5dev=1av=0.

A modo de comparacién utilizando los valores de k obtenidos de la ecuacién trascendental con
M =350, A =1y u=1, podemos calcular las energias de cada uno de los estados y observar su
comportamiento. Esto se ve en la figura (4.5), donde para las mismas tres regiones de A descritas
anteriormente podemos observar un comportamiento similar. Es decir, en (a) tenemos A < 175,
existe un minimo en ¢ = —0.5 lugar donde ocurre la transicién, mientras que en (b) para los
estados cercanos a los de borde y los de borde se siegue teniendo un comportamiento lineal, por
ultimo para (c) estdn los estados con A > 175 y del mismo modo que con el nimero de Schmidt
y el valor absoluto de la componente r, ocurre un minimo en ¢ = 0.5, lugar donde ocurre una
transicion de fase topologica.
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Figura 4.3: Numero de Schmidt y componente 7, de Bloch para A = 173,174,175,176,177,178,
donde A = 175,176 son los estados de borde en funcién de t para M =350, A=1y u=1. (a)
Valor absoluto de la componente 7, del vector de Bloch del modelo de Kitaev (b) Nimero de
Schmidt para el modelo de Kitaev en funcién de t. La relacion tanto de la componente 7, como
para el nimero de Schmidt es lineal.
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Figura 4.4: Nimero de Schmidt y componente 7, de Bloch para A > 175 para M = 350, A =1
y p = 1. (a) Valor absoluto de la componente r,, del vector de Bloch en funcién del pardmetro t
para el modelo de Kitaev, (b) Ndmero de Schmidt para el modelo de Kitaev en funcién de t.

4.3. Susceptibilidad lineal

Utilizando la ecuacién (2.53) y la representacion de las matrices de Pauli en la base |ug ;)
que corresponde al sistema cdpi del sistema termalizado, donde cada una de las eigenfunciones
que conforman la base se encontré al resolver la ecuacién trascendental (3.12) y utilizar las M
soluciones de k. Se calculé para M = 15, A =1y u = 1 la parte imaginaria de la susceptibilidad
lineal. Esto para las tres regiones de fase v = —1,0, 1. En la figura (4.6) vemos el comportamiento
que sigue la susceptibilidad x.. respecto a la temperatura en una regién del espacio paramétrico
donde el Winding number es menos uno, observamos como el maximo de la amplitud disminuye
conforme aumenta la temperatura. Esto quiere decir que a medida que el sistema se termaliza y
los estados son igualmente ocupados por la ergodicidad del sistema, la susceptibilidad disminuye.
Es decir el sistema se vuelve menos sensible.

En la figura (4.7) tenemos las grificas para la susceptibilidad lineal de todas las direcciones de
perturbacion (a) Xz, (b) Xay, (¢) Xazs (d) Xya, (€) Xyy, (£) Xyzs (8) Xzws (W) X2y ¥ () xz2 para
M =15 A=1 u=1yt=0.2, segun las reglas de selecciéon de fase, tenemos v = 0, notemos
que en la direcciéon xy y yz la magnitud es despreciable en comparacion de las otras direcciones
lo cual concuerda con el hecho de que el entrelazamiento, es decir el nimero de Schmidt no
dependia de la direccién en y, es decir la componente 7, en el vector de Bloch es cero. Tomando
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en cuenta la relacién que tenemos entre la susceptibilidad y el cuantificador tipo Fisher, nosotros
podriamos tomar las 9 direcciones de la susceptibilidad lineal y realizar la integracién de estas
curvas, con ellas podriamos obtener el cuantificador tipo Fisher de la no clasicidad del sistema.
Esto es relevante ya que esta serfa una manera experimental de obtener este cuantificador a
través de la medicién de la susceptibilidad. Notemos que en el limite cuando la temperatura es
baja en la ecuacién (3.76) la tangente hiperbdlica se vuelve uno y en esencia la susceptibilidad
representa la no clasicidad del sistema, es més el nimero de transiciones que vemos en las figuras
(4.7) nos indicard la cantidad de informacién tipo discordia del sistema. Es interesante también
notar que la unica direccién donde se anula la susceptibilidad es en xy y yx, esto nos habla de
la complejidad y riqueza que existen en todas las direcciones de perturbacién, siendo un sistema
complejo y que la no clasicidad no solo proviene de los ejes principales, asi como fue descrito en el
articulo Philipp Hauke, et. al [1], demostrando la generalidad y poder de nuestro acercamiento.

Para la figura (4.8) tenemos el mismo anélisis anterior, solo que para t = 0.8, en este caso
estamos en una regién de fase topolégica con v = —1, mientras que para la figura (4.9) tene-
mos el caso para t = —(.8, en este caso tendremos v = 1. Vemos que los comportamientos son
parecidos en las tres regiones de fase topoldgica, sin embargo las transiciones cambian de lugar,
pero el comportamiento es similar. Podemos de nueva cuenta observar cualitativamente cual de
las direcciones tiene un mayor aporte a la no clasicidad del sistema por el ntmero de transi-
ciones que posee. En cualquiera de los tres casos siempre podemos utilizar la relacién directa
de la susceptibilidad con el cuantificador tipo Fisher, sin embargo se calculé explicitamente este
cuantificador y se presenta en la siguiente seccion.

4.4. Discordia tipo Fisher

Se calcul§ el cuantificador tipo Fisher visto en la ecuacién (2.89) al optimizar la matriz W de
la ecuacién (2.88), esto utilizando las expresiones de los elementos de matriz de los operadores de
Pauli que hallamos en el capitulo anterior. Se hizo para M = 15 con pardmetros A =1y pu = 1.
En las figuras (4.10) y (4.11) tenemos las gréficas para el eigenvalor minimo de la matriz W en
funcién del pardmetro ¢. La primera es para T' = 0.77 que es la temperatura a la que se tiene un
maéximo en el cuantificador tipo Fisher. mientras que para la segunda se tiene T' = 12 que es una
temperatura en la que ya decayd el cuantificador. Para temperaturas bajas, tenemos dos picos
bien definidos en regiones cercanas a 0.6 y —0.6, esto creemos que es debido a que es cerca de esa
regién donde ocurren las transiciones de fase topoldgicas, creando asi maximos en la discordia.
En el caso para una regién con temperatura mayor, no se observa el mismo comportamiento, ya
que los picos no son tan bien definidos y la amplitud se mucho menor. Cabe mencionar que en
la regién de t < 0 se tiene ruido que proviene del computo y ruido numérico del programa.

También se graficé variando la temperatura y se calcularon cuatro casos, cada uno para
distintos valores de t, en estos casos podemos ver las tres regiones de fase topoldgica. Lo anterior
lo podemos ver en la figura (4.12), en esta vemos cuatro curvas, la curva verde se realiz6 para
t = 0.68, este es donde la discordia es maxima como fue visto en la figura(4.10), en esta regién
tenemos Winding number v = —1, sin embargo para la curva morada tenemos ¢ = 0.8 con
v = —1, vemos que poseen el mismo comportamiento y la misma fase topoldgica los dos casos
anteriores, sin embargo la amplitud es mayor para el caso donde donde ¢t = 0.68, que es el valor
dénde hallamos un méaximo al graficar el cuantificador en funcién de t. Para la curva azul se tiene
t = —0.8 estando en la regién con v = 1, la amplitud es del mismo orden que el caso anterior.
Por ultimo para la curva roja se realizé con ¢ = 0.2, teniendo v = 0 fase nula, sin embargo es
ahora evidente que no solo la amplitud cambié sino también el ancho y la forma de la curva,
notamos como la velocidad de decaimiento es mayor para la regién sin fase topoldgica. Esto nos
indica que la fase sigue siendo una propiedad muy 1util en la caracterizacién de los sistemas.

A su vez, observemos que es en la regién de temperaturas pequenas es donde obtenemos un
maximo de discordia, es decir es la regién con mayores correlaciones cudnticas, estas correlaciones
provienen de los estados con eigenenergia mas baja. Pues como vimos con el nimero de Schmidt,
son los estados de energia mas baja y los estados de borde los que proporcionan un mayor
entrelazamiento y por ende una mayor cantidad de informacién cudntica. Podemos observar a
temperaturas altas donde todos los eigenestados tienden a tener la misma probabilidad de estar
ocupados, estas correlaciones desaparecen y por lo tanto el cuantificador tipo Fisher decrece. En
cuanto a la fase topoldgica lo que podemos aseverar es que en regiones con fases topoldgicas se
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define claramente un comportamiento de maximo y un perfil de decaimiento igual, en contraste
con la regién sin fase topoldgica.
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Figura 4.5: Energias en funcién de t para M = 350, u = 1, A = 1, (a) Primero estados de energfa,
(b) Estados cercanos a los de borde y (c¢) Estados con energia mayor. Notamos la simetria en

las transiciones.
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Figura 4.7: Susceptibilidad lineal en todas las direcciones de perturbacién (a) Xgz, (b) Xy,
(€) Xaz> (d) Xyar (€) Xyy» () Xyzs (8) Xzar () Xzy ¥ (1) Xx2- en funcién de w para distintas
temperaturas, con pardmetros M =15, A =1, py =1y t = 0.2, segin las reglas de seleccién de
fase, tenemos v = 0. Cada pico representa una transicion.



62 CAPITULO 4. RESULTADOS

le-15
0 ~—y—— — T-0. t—0, 020 — T=01
— 10, N — T=03
= — T=0. i — T=05
— T=0. 05 1m0 015 — T=0.7
i — T=0. | N — T=09
_ — 71 0.0 AAAA' A o — Te11
% -6 —TLz V' — 7 507 o3
T — =1 3 H — T-15
E . £ 05 — 1=1 §
- 0.05
“10 -10
0.00
-12 -15
4 1 2 3 4 5 6 3 1 3 3 K H & 0 1 2 3 4 5 6
w w w
(a) (b) (©)
le-15
— T=0. — T=01
15 — T=0. 0 — T=03
— T1=0. — T=05
— T=0. — T=07
10 — 1m0, 1 — T-09
— T — 711
3 os — T1=1 20 — T=13
%‘ — T=1 § — T=15
& T -3
00 —a
-40
-05 -5
-50
“10 -6
0 1 2 3 a 5 6 o 1 2 3 a 5 6 ° 1 2 3 4 s 6
w “ ©
(d) (e) ()
020 — T=01
— T=03
— T=05
015 — T=07
— T=09
— T=11
F 010 =
= T=13
£ — T=15
005
10
-5
0.00
o
-6
o 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 s 6 0 1 2 3 4 5 6

Figura 4.8: Susceptibilidad lineal en todas las direcciones de perturbacién (a) Xzz, (b) Xays
(€) Xaz (d) Xya, (€) Xyy» () Xyzs (8) Xze, () X2y ¥ (1) Xx2- en funcién de w para distintas
temperaturas, con pardmetros M =15, A =1, u =1 y t = 0.8, segin las reglas de seleccién de
fase, tenemos v = —1. Cada pico representa una transicion.
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Figura 4.9: Susceptibilidad lineal en todas las direcciones de perturbacién (a) Xzz, (b) Xays
(€) Xaz> (d) Xya, (€) Xyy» (£) Xyzs (8) Xzar () X2y ¥ (1) Xx2- en funcién de w para distintas
temperaturas, con parametros M =15, A =1, u =1y t = —0.8, segin las reglas de selecciéon
de fase, tenemos v = 1. Cada pico representa una transicion.
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Figura 4.10: Cuantificador tipo Fisher en funcién del pardmetro t, para temperatura T = 0.77,
con M =15, u=1y A=1.
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Figura 4.11: Cuantificador tipo Fisher en funcién del parametro t, para temperatura 7" = 15,
con M =15, u=1y A=1.
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Figura 4.12: Cuantificador tipo Fisher en funcién de la temperatura, para distintos valores de t
con M =15, p =1y A = 1.. En verde tenemos ¢ = 0.68, que es el maximo visto en la figura
(4.10), con ¥ = —1. En morado tenemos ¢ = 0.8, una regién alejada del mdximo pero igual con
v = —1. En azul tenemos ¢t = —0.8, con ¥ = 1 y en rojo tenemos ¢t = 0.2 con v = 0. Se nota los
cambios en la amplitud y en el decaimiento dependiendo de la fase topoldgica y la seleccién del
parametro t.



Capitulo 5

Conclusiones y Trabajo a Futuro

En el texto se logra motivar, bajo el paradigma de la computacién cuantica y el estudio de
la metrologia cuéntica, el porqué estudiar modelos de aislantes topolégicos asi como sus corre-
laciones cudnticas es importante y de interés. Dando lugar asi, a la discusién de los diferente
modelos, su caracterizacién y el estudio de sus propiedades que forman parte de los resultados
de esta tesis. Se presentan a continuacién las conclusiones al respecto.

Se presentaron el modelo SSH, SSH-E y el modelo de Kitaev. Se expone su caracterizacion a
través del estudio de los Hamiltonianos de los sistemas, sus eigenenergias y sus fases topoldgicas.
Se encontro la equivalencia entre el modelo SSH-E y el modelo de Kitaev. Este resultado no esta
reportado en la literatura, lo cual es de importancia, pues permite la utilizaciéon de herramientas
y trabajos previos para uno y otro modelo. Se encuentran las eigenfunciones y eigenvalores del
modelo de Kitaev, luego se plantean las condiciones de frontera de paredes infinitas (cdpi) e
igualmente se encuentran expresiones analiticas para las funciones de onda, la matriz de densi-
dad del sistema cdpi, asi como el Winding Number que es una fase topoldgica del sistema. Estos
resultados buscan modelar sistemas mas realistas, dejando un precedente para futuros trabajos
que busquen lo mismo. Debe mencionarse que el reto que representé encontrar las expresiones
analiticas fue considerable, asi como su estudio a través de métodos numéricos, ya que la gran
cantidad de recursos computacionales requeridos volvia lento el estudio del sistema.

Se encontraron expresiones analiticas para el nimero de Schmidt del sistema cdpi y se encuentra
un comportamiento maximo en el entrelazamiento del sistema en las regiones de transiciones
de fase topoldgicas. Estos resultados permiten crear una herramienta para profundizar en el
estudio de correlaciones cudnticas en sistemas cdpi en el contexto del niimero de Schmidt siendo
utilizado como indicador de entrelazamiento. A su vez en una aproximacién para un tamano del
sistema M >> 1 encontramos que el nimero de Schmidt, es decir el entrelazamiento del sistema
es funcién de la fase del mismo, teniendo un comportamiento cosenoidal. Encontramos entonces
que hay un fenémeno de tamano finito en el sistema. Estos fendmenos son interesantes y entran
en trabajo a futuro como una posible rama de investigacion.

Se calculé analiticamente y numéricamente el tensor de susceptibilidad magnética lineal pseudo-
espin-pseudoespin (intracelda) del modelo de Kitaev cdpi termalizado, encontrando los elementos
de matriz de los operadores de Pauli en la base del sistema, observando que el sistema es no
trivial, ya que posee informacion en todas las direcciones de perturbacion. Se calcul6 analitica-
mente y numéricamente el cuantificador tipo Fisher para el modelo de Kitaev cdpi termalizado
encontrando un comportamiento de maximo en funcién de la temperatura y de los pardmetros
del sistema. Se encontré una relacién explicita entre el tensor de susceptibilidad y el cuantificador
tipo Fisher generalizando el trabajo de Philipp Hauke, et.al [1]. Esto nos permite llegar un paso
més alld en el estudio del enredamiento cudntico en sistemas de aislantes topoldgicos. Al igual
que se menciond antes, el andlisis numérico del tensor de susceptibilidad magnética lineal fue
en gran medida lo que tomé més tiempo y esfuerzo en el transcurso del desarrollo de este trabajo.

Como trabajo a futuro se piensa estudiar una fase topoldgica para el sistema termalizado,
como lo es la fase de Uhlman. Esta caracterizaria el sistema topoldgicamente y se buscaria
compararla con el cuantificador tipo Fisher pensando en encontrar una relaciéon entre la topologia
y la no clasicidad del sistema. Se busca también estudiar a profundidad los estados de borde del
sistema, asi como su evolucién. Al lograrse construir satisfactoriamente un cuantificador de la
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informacién no clésica, a futuro esta en nuestros intereses aplicarlo a otros sistemas de mayor
complejidad y no necesariamente en el ambito de estado sélido.



Apéndice A
Identidades trigonomeétricas

La demostracién de las ecuaciones (3.23) y (3.24) se lleva acabo utilizando el concepto de
serie telescopica, solo los términos extremos de la serie contribuyen, siendo que los términos
internos se cancelan todos entre si. Recordemos que:

sin(a + B) = sin(a)cos(B) + sin(B)cos(a) (A1)
sin(a — B) = sin(a)cos(B) — sin(f)cos(a) (A.2)
= sin(a + B) — sin(a — B) = 2cos(a)sin(a) (A.3)
Sea
M
C= Z cos(a + nd) (A.4)

Multiplicamos ambos lados por 2sin ()

28m C Z 28m Jeos(a + nd) (A.5)

Esto por las ecuaciones en (A.1) identificando o = d/2 y 8 = a + nd, tenemos que:

M

25m(§)0 = sin(a+ (n+ %)d) — sin(a+ (n — %)d)

n=1

Escribimos los términos de la suma del lado derecho,

M 1 1
> sin(a+ (n+ 3)d) = sin(a+ (n - 3)d) =
n=1

M—sin a—i—ld
M*M
sinko-+ 57— sintar <3+

—I—W— sin(a - -
+ sin(a+ (M + 2)d) fw (A.6)

Los tnicos términos restantes son el segundo y el pentltimo.
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d al 1 1 1 1
QSin(i)C = Z sin(a+ (n+ i)d) —sin(a+(n— i)d) = sin(a+ (M + §)d> —sin(a+ id) (A7)

n=1

Ahora aplicamos la identidad sin(a+ 8) — sin(a— ) = 2cos(a)sin(a) al inverso, resolvemos
para a y ( las ecuaciones o« + 8 =a+ (M +1/2)d y a — 8 = a + d/2. Obteniendo que:

M
252’71(%)0 = 2cos(a+ (1 + M)g)sm(Td) (A.8)
Despejamos para C y finalmente obtenemos que:
Z cos(a +nd) = Moos(a + (M + 1)£l) (A.9)
vt sin(§) 2

La prueba para la suma de senos es completamente analoga.
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