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A mi madre, a Tita y a Robin.

«But still try, for who knows what is possible?»
Michael Faraday.

«De ilusiones ast va uno viviendo.»
Julio Cortézar.
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Resumen

Durante la segunda mitad del siglo pasado, la manipulacion de objetos a escala micro y nano se
convirtié en un campo de investigacion crucial para el desarrollo de nuevas tecnologias. Se han logrado
importantes avances en el desarrollo de técnicas no destructivas para atrapar, mover y ensamblar micro
y nanoestructuras utilizando microscopios electrénicos de transmision y barrido (STEM, por sus siglas
en inglés). Los STEM pueden inducir movimiento en nanoparticulas (NPs) y ejercer fuerzas y torsiones
sobre ellas, lo que ha llevado al desarrollo de la técnica llamada «pinzas electrénicas», en analogia con las

pinzas épticas.

Desde el punto de vista tedrico, el analisis se ha centrado en la transferencia de momento lineal del haz
de electrones a NPs. Sin embargo, algunos estudios presentan limitaciones en cuanto a la convergencia
numérica y la causalidad en las funciones dieléctricas utilizadas para describir la respuesta electromagnéti-
ca de las NPs. Estudios recientes han demostrado que estas limitaciones pueden generar resultados no
fisicos al calcular la transferencia de momento lineal. Como una posible solucién al problema numérico,
se han obtenido expresiones cerradas para el espectro de momento lineal transferido mediante el calculo
analitico de las integrales de superficie del tensor de esfuerzos de Maxwell en el espacio de frecuencias.
Los resultados muestran que la transferencia de momento lineal siempre es atractiva hacia la trayectoria

del haz de electrones, independientemente del tamano de la NP y del parametro de impacto del haz.

Igualmente relevante que la transferencia de momento lineal, el entendimiento de la dindmica angular
que los haces de electrones producen en las NPs también es fundamental para el desarrollo de las pinzas
electronicas. Recientemente, se realizé un estudio tedrico sobre la transferencia de momento angular
(TMA) de un haz de electrones a una NP utilizando un enfoque de electrodindmica cldsica. En este
estudio se obtuvieron expresiones para la TMA de electrones rapidos a una NP esférica con respuesta
electromagnética homogénea e isétropa de diferentes tamanos. Se investigd la dinamica angular en la
interaccion con NPs de aluminio, oro y bismuto, y se desarrollé una metodologia numérica, basada en el
método de cubaturas, que consiste en implementar cuadraturas que calculen integrales multidimensionales.
Sin embargo, debido a la demanda computacional del método, solo fue posible calcular la TMA a NPs

pequenas, de hasta 5 nm de radio.

Este trabajo se enfoca en el estudio de la TMA de electrones rapidos, como los empleados en un
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STEM, a NPs de cualquier tamano dentro de la nanoescala, con un enfoque de electrodinamica clésica. Se
consideran electrones relativistas que viajen en movimiento rectilineo uniforme a lo largo de una trayectoria
externa a la NP. Debido a la simetria del problema, los campos electromagnéticos se expanden en una
base esférica, y como la respuesta electromagnética de la NP se modela a través de su funcién dieléctrica
€(w), se escriben los campos electromagnéticos en el espacio de frecuencias, mediante una transformada de
Fourier. A partir del teorema de conservacién del momento angular en electrodindmica clésica, se obtiene
la TMA en términos de lo que se denomina como «densidad espectral» de la TMA. Al integrar la densidad
espectral en el espacio de frecuencias se obtiene la TMA del electrén rapido a la NP. En este trabajo, se
han obtenido expresiones semi-analiticas para la densidad espectral de TMA de un electrén rapido a una
NP esférica, desarrollando una nueva metodologia con la que es posible estudiar de manera eficiente y

sistemédtica la TMA en la interaccién entre un haz de electrones y una NP de hasta 50 nm de radio.

Adicionalmente, se desarrollé un cédigo en lenguaje C que calcula la contribucién del campo electro-
magnético del electron a la TMA. Se implement6 la cuadratura de Gauss-Kronrod para calcular la integral
en frecuencias de las expresiones semi-analiticas de la densidad espectral de TMA, debida inicamente a los
campos electromagnéticos del electrén. Estudios anteriores han reportado que el campo electromagnético
del electrén no contribuye a la transferencia de momento a la NP, por lo que la contribuciéon del campo
externo debe anularse. Los resultados obtenidos en este trabajo reproducen una contribucién nula del
campo electromagnético externo a la TMA, lo que brinda una primera prueba de consistencia con la que

se gana confianza en la validez de las expresiones semi-analiticas obtenidas.

En conclusion, este trabajo proporciona una herramienta poderosa para el estudio tedrico de la transfe-
rencia de momento angular de un haz de electrones, como los empleados en un STEM, a una NP esférica,
con importantes aplicaciones potenciales en nanotecnologia y medicina con el desarrollo de las pinzas

electrénicas.



Abstract

During the second half of the last century, the manipulation of objects at the micro and nano scale
became a crucial research field for the development of new technologies. Significant progress has been made
in the development of non-destructive techniques to trap, move, and assemble micro and nanostructures
using scanning transmission electron microscopes (STEM). STEMs may induce motion in nanoparticles
(NPs) and exert forces and torques on them, which has led to the development of the technique called

“electron tweezers”, in analogy to optical tweezers.

From a theoretical point of view, the analysis has mainly focused on the linear momentum transfer from
the electron beam to NPs. However, some studies present limitations regarding numerical convergence
and causality in the dielectric functions used to describe the electromagnetic response of NPs. Recent
studies have shown that these limitations can generate non-physical results when calculating the linear
momentum transfer. As a possible solution to the numerical problem, closed expressions for the spectrum
of transferred linear momentum have been obtained by analytically calculating the surface integrals of the
Maxwell stress tensor in frequency space. The results show that the linear momentum transfer is always
attractive towards the trajectory of the electron beam, regardless of the size of the NP and the impact
parameter of the beam.

Equally relevant to the linear momentum transfer, the understanding of the angular dynamics that
electron beams produce in NPs is also fundamental for the development of electron tweezers. Recently, a
theoretical study was conducted on the angular momentum transfer (AMT) of an electron beam to an NP
using a classical electrodynamics approach. In this study, expressions for the AMT from swift electrons to
a spherical NP with homogeneous and isotropic electromagnetic response of different sizes were obtained.
The angular dynamics in the interaction with aluminum, gold, and bismuth NPs were investigated, and
a numerical methodology based on the cubature method was developed, which consists of implementing
quadratures that calculate multidimensional integrals. However, due to the computational demand of the
method, it was only possible to calculate the AMT for small NPs, up to 5 nm in radius.

This work focuses on the study of the AMT from swift electrons, such as those used in a STEM, to
spherical NPs of any size within the nanoscale, using a classical electrodynamics approach. Relativistic

electrons traveling in a straight uniform motion along an external trajectory to the NP are considered. Due
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to the symmetry of the problem, the electromagnetic fields are expanded in a spherical basis, and since the
electromagnetic response of the NP is modeled through its dielectric function e(w), the electromagnetic
fields are written in the frequency domain through a Fourier transform. Using the theorem of conservation
of angular momentum in classical electrodynamics, the AMT is obtained in terms of what is called the
“spectral density” of the AMT. By integrating the spectral density in the frequency domain, the AMT from
the swift electron to the NP is obtained. In this work, semi-analytical expressions for the spectral density
of AMT from a swift electron to a spherical NP have been obtained, developing a new methodology that
makes it possible to study efficiently and systematically the AMT in the interaction between an electron
beam and a NP of up to 50 nm radius.

Additionally, a code in C language was developed that calculates the contribution of the bare elec-
tromagnetic field of the electron to the AMT. Gauss-Kronrod quadrature was implemented to calculate
the frequency integral of the semi-analytical expressions of the spectral density of AMT, only due to the
electromagnetic fields of the electron. Previous studies have reported that the electromagnetic field of the
electron does not contribute to the momentum transfer to the NP, so the contribution of the external
field should vanish. The results obtained in this work reproduce a null contribution of the external elec-
tromagnetic field to the AMT, providing a first consistency test with which confidence in the validity of
the obtained semi-analytical expressions is gained. In conclusion, this work provides a powerful tool for
the theoretical study of the angular momentum transfer from an electron beam, such as those used in a
STEM, to a spherical NP, with significant potential applications in nanotechnology and medicine with

the development of electron tweezers.



Introduccion

Desde mediados del siglo pasado, se han propuesto diversas técnicas para manipular objetos en la escala
micro y nanométrica [1-7]. Las pinzas 6pticas, basadas en las fuerzas electromagnéticas producidas por
haces de luz enfocados, han sido ampliamente utilizadas para atrapar y mover microobjetos, incluyendo
virus y bacterias, lo que ha tenido un gran impacto en el desarrollo tecnolégico, en particular en la
medicina [1-3].

En 2004, Garcia de Abajo publicé un trabajo sobre la posibilidad de manipular nanoobjetos median-
te microscopios electrénicos de transmision (TEMs por sus siglas en inglés) [2]. Desde entonces, se ha
demostrado experimentalmente que los TEM pueden usarse para inducir movimiento y rotacién en nano-
particulas (NPs) [9, 10], lo que ha llevado al desarrollo de una técnica de manipulacién llamada «pinzas

electrénicas» [11-13], en alusién a las pinzas dpticas.

En diversos estudios experimentales sobre pinzas electrénicas, se ha observado que la transferencia
de momento angular y lineal del haz de electrones a una NP depende tanto de la rapidez del haz de
electrones como del parametro de impacto —distancia efectiva entre la trayectoria del haz de electrones y
el centro de la NP [9-11, 13-15]—. Al modificar el pardmetro de impacto, se puede inducir una interaccién
atractiva o repulsiva entre el haz de electrones y la NP, y también es posible modificar la direccién del

giro inducido sobre la NP [11, 13, 11].

El microscopio electrénico de transmisién de barrido (STEM por sus siglas en inglés) forma imégenes
mediante haces enfocados de electrones, que barren el drea de interés interactuando con la muestra [I1].
En la Fig. 1 se muestra un par de particulas de oro, una grande y una pequena. La NP pequena es
escaneada por el haz de un STEM dentro de la region que se muestra con contorno blanco. El haz de
electrones del STEM escanea linea por linea. Durante el barrido, el haz de electrones permanece detenido
el 20% del tiempo al inicio de cada una de las lineas, esperando una senal de sincronizacién, lo que
produce una corriente neta de electrones que viajan fuera de la NP. Esta corriente se ilustra como una
region sombreada en azul en la Fig. 1. Por lo tanto, aunque el haz de electrones barre toda el area de

interés, se puede considerar un parametro de impacto efectivo respecto al centro de la NP.

En la Fig. 2, se presentan resultados reportados en la Ref. [11] que muestran seis imdgenes de STEM

11
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Figura 1: Esquema de la interaccién dentro de un STEM entre un haz de electrones con un par de nanoparticulas de oro,
reproducido y adaptado de la Ref. [11].

de una NP de oro de 1.5 nm de didmetro en presencia de otra de 5 nm de didmetro, a diferentes tiempos.
En todas las imagenes de la Fig. 2, el pardmetro de impacto efectivo se encuentra a la izquierda de las
NPs (cerca del borde izquierdo de la imagen). Las tres imdgenes superiores de la Fig. 2, tomadas con
un parametro de impacto efectivo de 4.5 nm, muestran una interaccién atractiva entre el haz y la NP
pequena (la NP grande se usa como referencia para el desplazamiento), ya que se puede observar que la
NP se acerca al borde izquierdo de las imégenes, atravesando la linea punteada blanca colocada como
ayuda visual. Por el contrario, en las imagenes inferiores de la Fig. 2, el parametro de impacto efectivo
es de 1 nm y se observa que la NP pequena se aleja del haz, atravesando la linea punteada blanca en
direccién opuesta, y por tanto acercdndose al borde derecho de la imagen, lo que indica una interaccién
repulsiva. Por otro lado, utilizando las lineas guia que se han trazado en las facetas de la NP grande, que
forman un poligono, se puede apreciar que en las tres imagenes superiores la NP grande gira en sentido
horario, mientras que en las inferiores, al cambiar el pardmetro de impacto, gira en sentido antihorario.

Figura 2: Resultados reproducidos y adaptados de la Ref. [11] donde se observa transferencia de momento angular y lineal
de un haz de electrones en un STEM a nanoparticulas de oro, soportadas en un sustrato de carbono amorfo.
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Para el desarrollo de la técnica de pinzas electronicas, es conveniente un entendimiento tedrico del
problema. Los haces electrénicos en un STEM pueden alcanzar 400 keV de energia cinética, con una
corriente eléctrica del orden de pA, lo que equivale a un pulso de electrones rapidos viajando a una
velocidad constante de hasta 0.83 ¢ (donde ¢ es la rapidez de la luz). De lo anterior, se deduce que el
tiempo de emisién de cada electrén es de ~ 10~® s. Dado que la vida media de las excitaciones dentro
de un metal es tipicamente ~ 10714 [16], se puede asumir que la NP interactia con un electrén a la vez
[17-19]. Se ha observado que los haces de electrones en estudios de STEM se desvian de una trayectoria
recta por dngulos del orden de miliradianes [19-21], por lo que se puede considerar que se mueven en
linea recta, siempre y cuando los electrones viajen fuera de la NP. Por lo anterior, se puede modelar la
trayectoria del electrén rapido como r(t) = (b, 0, vt), donde v es la rapidez del electrén y b es la distancia
entre el centro de la NP y la trayectoria del electrén (pardmetro de impacto), como se muestra en la Fig.

. La respuesta electromagnética de la NP, se modela mediante su funcién dieléctrica e(w).

Desde la perspectiva de la mecanica cudntica, se considera que un electrén puede ser modelado co-
mo una particula puntual con carga eléctrica. Sin embargo, debido a las fluctuaciones del vacio, se ha
estimado que podria tener un tamano finito del orden de su longitud de onda de Compton, la cual es
aproximadamente Ao = 2.424 x 1073 nm. En el caso de un electrén rapido, como los que viajan dentro
de un STEM, su longitud de onda de De Broglie es del orden de Ag ~ 1072 nm [22]. Por lo tanto, en este
trabajo se consideran distancias de la NP al electrén mayores que A¢ y Ap. En un trabajo previo [19],
se abordé la interaccién entre haces de electrones y NPs esféricas desde el punto de vista de la mecanica
cuantica. Sin embargo, se concluyé que para distancias de la NP al electrén mayores que A¢ y Ap, una
descripcién clésica del problema es suficiente.

trayectoria
del electrén

1
I
1
I
A

Figura 3: Nanoparticula de radio a, centrada en el origen de coordenadas, modelada mediante una funcién dieléctrica e(w),
en vacfo. La trayectoria del electrén (punto marrén), con pardmetro de impacto b y viajando a rapidez constante v, se muestra
como una linea punteada de color verde.

La interaccién entre haces de electrones y NPs esféricas también ha sido estudiada desde la perspectiva
de la electrodindmica clésica en trabajos anteriores [3, 15, 23-25]. Los trabajos citados anteriormente se
han centrado en el calculo de transferencia de momento lineal mediante la solucion de las ecuaciones de
Maxwell en el espacio de frecuencias. Para ello, se ha utilizado una expansién multipolar que permite

separar la contribucion eléctrica de la magnética en la interaccién, asi como la contribucién de cada orden
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multipolar. Sin embargo, es necesario tener precaucion al elegir la funcién dieléctrica para modelar la
respuesta electromagnética de las NPs. Dado que experimentalmente se mide la funcién dieléctrica en un
rango finito de frecuencias, es necesario extrapolarla e interpolarla para realizar la integral del tensor de
esfuerzos de Maxwell en todo el espacio de frecuencias. Si no se tiene el cuidado suficiente, este proceso
puede dar como resultado una funcion dieléctrica no causal, es decir, que no satisface las relaciones de
Kramers-Kronig. Aunque en las Refs. [8, 15, 23-25] se ha logrado reproducir el comportamiento repulsivo
de la interaccion, estudios recientes han mostrado que dichos trabajos obtuvieron resultados no fisicos
al modelar la respuesta electromagnética de la NP mediante funciones dieléctricas no causales [26, 27].
En estos trabajos recientes, se muestra que si se elimina el comportamiento no causal de las funciones
dieléctricas, no aparece la interaccion repulsiva reportada experimentalmente. Es interesante notar que en
la Ref. [27] se resuelven de forma semi-analitica las integrales en el espacio de frecuencia, que previamente
se resolvian de forma numérica en las Refs. [3, 15, 23-25]. Lo anterior permite conocer de manera exacta
la contribucién en el espacio de frecuencias de cada multipolo, eléctrico o magnético, a la transferencia
de momento lineal, logrando as{ calcular la transferencia de momento lineal de electrones rapidos a NPs
grandes (de hasta a = 50 nm de radio).

La técnica de pinzas electrénicas se vera beneficiada al realizar un estudio teérico detallado de la
transferencia de momento angular (TMA). En trabajos previos se ha discutido la dindmica angular de
forma somera (ver por ejemplo la Ref. [18]), pero estudios recientes han permitido calcularla en NPs
pequenas, de hasta a = 5 nm de radio, utilizando dos métodos distintos. El primer método modela la
respuesta electromagnética de la NP como un dipolo puntual p, mediante el tensor de polarizabilidad,
lo que es vdlido tnicamente para NPs pequenas [28]. El segundo método resuelve numéricamente las
integrales de superficie del tensor de esfuerzos de Maxwell [22, 29] en el espacio de frecuencias. Sin
embargo, el calculo numérico limita el tamano de las NPs que se pueden estudiar (menores a 5 nm, para
funciones dieléctricas realistas como oro o bismuto), debido al tiempo de cémputo necesario, como se ha
reportado en las Refs. [22, 29]. Por lo tanto, los métodos desarrollados anteriormente solo permiten el
calculo de la TMA en nanoparticulas pequenas, de hasta a = 5 nm de radio.

Se ha demostrado que existen términos en el tensor de esfuerzos de Maxwell, correspondientes a los
campos externos producidos por el electrén, que no contribuyen a la TMA total [29]. Por lo tanto, se ha
demostrado que la integral del tensor de esfuerzos de Maxwell que contiene solo a los campos electro-
magnéticos del electrén debe anularse. El término de interaccién en el tensor de esfuerzos, que incluye
tanto a los campos electromagnéticos del electron como a los campos esparcidos por la nanoparticula, es
el que mas contribuye a la transferencia de momento, y el término que incluye Unicamente los campos

esparcidos por la nanoparticula, aunque es pequeno, no se anula [22, 27].

En este trabajo se presenta una nueva metodologia para el estudio tedrico de la TMA de electrones
rapidos a NPs, utilizando un enfoque de electrodindmica clasica. Se obtiene una solucién analitica a las
integrales del tensor de esfuerzos de Maxwell en el espacio de frecuencias (que anteriormente se calculaba
de forma numérica empleando el método de cubaturas'), lo que permitird estudiar de manera eficiente
y sistematica la TMA de electrones rapidos a NPs con radios de hasta 50 nm, estudiando asi la TMA a
NPs en toda la escala nano. En el se desarrollan la teoria y métodos necesarios para discutir la
deduccién de los campo electromagnéticos producidos por un electrén relativista en movimiento rectilineo

uniforme, asi como los campos electromagnéticos esparcidos por una NP centrada en el origen, cuya

'E]l método de cubaturas es diferente al método de cuadraturas. Las cubaturas se emplean para resolver numéricamente
integrales multidimensionales [30].
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respuesta electromagnética se modela mediante su funcién dieléctrica e(w). Posteriormente, se calcula en
general la TMA del electrén rapido a la NP mediante una integral del tensor de esfuerzos de Maxwell
en el espacio de frecuencias, partiendo de la conservacién de momento angular en electrodinamica. En el

se presentan los resultados de la tesis, en la que se calcula una solucién semi-analitica de la
integral del tensor de esfuerzos de Maxwell en el espacio de frecuencias que permite calcular de forma
eficiente la TMA. Finalmente, en la seccién de , se presentan los resultados mas relevantes y
sus implicaciones, asi como el trabajo a futuro que se deriva de los resultados obtenidos.
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Capitulo

Teoria y métodos

En este capitulo se emplea el enfoque de la electrodinamica clasica para describir la interacciéon de un
electrén rapido que viaja con velocidad constante en las cercanias de una nanoparticula (NP) esférica. En
particular, se analiza la transferencia de momento angular (TMA) del electrén a la NP. En un trabajo
previo de Garcia de Abajo [19] se justifica que, bajo las condiciones descritas en la , NO es
necesaria una descripcion cudntica del fenémeno.

Durante el desarrollo matemadtico, se presentardn las ecuaciones en el Sistema Internacional (SI) en
color negro, y en (magenta y entre paréntesis) el factor necesario para expresar la ecuacién en el sistema

cgs. Por ejemplo, la fuerza entre dos cargas puntuales q1 y ¢o separadas una distancia r se escribird como

=T (1.1)

1.1. Conservacion del momento angular en electrodinamica

Las ecuaciones de Maxwell son [31]

= Ptot = 1 31-3)
V-E=(4 VXE=—|-]|—
(47eo) € . <(> ot’
_ _ A7\ = 1 OE
VB:O7 VxB= (IMUC)/,LOJtOt‘i‘(C)CQat, (12)

dende E es el campo eléctrico, Besel campo magnético, piot la densidad de carga total, J ot €s la densidad
de corriente total, ¢ es la rapidez de la luz, ¢y es la permitivadad del vacio y ug es la permeabilidad del

vacio. En términos de los potenciales ¢ y A las ecuaciones de Maxwell estdn dadas de la siguiente manera

[31]

<V2 — 0126> ¢ (¥ t) = — (471‘60)[%?:’75), (1.3)

4T =

<v2 — 62(%) A (Ft) = — (/mc)qutot (F,1). (1.4)

1Se utiliza el Sistema Internacional para expresar las ecuaciones en su forma estdndar de libro de texto. Sin embargo,
las expresiones en el sistema (cgs) resultan ideales para realizar una descripcién numérica del problema, lo cual se propone
como trabajo a futuro.

17
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Durante el desarrollo tedrico se utilizars la norma de Lorentz, V - A + (1/¢)d;¢ = 0, de modo que los

campos electromagnéticos, en términos de los potenciales, se escriben como

B4 = — Vo (5,1) - (i)gtﬁ(f’,t), (1.5)
B (f,t) =V x A (T,1) (1.6)

La expresion para la conservacién del momento lineal en electrodindmica es [31]

0 . . em o
BT () + B (0] = VT (5 ), (1.7
donde p™¢ (¥, t) es la densidad volumétrica de momento lineal mecanico, p°™ (r,¢) es la densidad vo-

lumétrica de momento lineal electromagnético

E (%,t) x B (T, t) (1.8)

y T (7, t) es el tensor de esfuerzos de Maxwell dado por [31]

€0
(4mep)

_ %
2

H?(Ft)|, (1.9)

E; (¥,1) Ej (F',1)

2 (= Ho (F (F
B2 (50)| + s [ 0 6

donde Tj; (¥,t) es la entrada ij de T (F,t), E; (T, t) es la i-ésima componente del campo eléctrico E (7, 1),
H; (F,t) es la i-ésima componente del campo H (F,t) y d;; es la delta de Kronecker.

De la Ec. (1.7) se puede deducir la conservacién de momento angular en electrodindmica de la siguiente

manera 9
a[e““e’“‘(f,t)+eem(f,7:) —Fx V- T(E1), (1.10)
— mec o R —em R R . sy (.
donde £ =rxp™yl =7 xp son las densidades volumétricas de momento angular mecanico

y electromagnético, respectivamente.

<> <>
Si se define el tensor M (¥, t) = ¥ x T (F,t) —o usando notacién de indices y convencién de suma de

Einstein Mjy, (¥,t) = € bip Ty, (F,t)—y se calcula la divergencia de 1(\7[, se obtiene

(v : 1(’4) = 6" 0, My = 6" 0ne; " Ty, = 6" ¢; "0 T,

J

=6"¢; " (6T + 110 Tig) = 6" ;"1 0, Ty,

J J J

7

(v-ﬁ)j: <FXV'T>]-’ (1.12)

donde se ha identificado que 6§, € by, = € T, =0, debido a que el tensor de esfuerzos de Maxwell

=" e Vi 0, Ty, = €. "rdF Ty, = €. by <V . ’T’) , (1.11)

de modo que

es simétrico (T}, = Tp;) v el simbolo de Levi-Civita es antisimétirco (ej m— —€; m).
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De las Ecs. (1.10) y (1.12) se escribe la conservacién del momento angular como

0 [=mec ,_ —em . =
&[e (F,t) + 0 (r,t)}—V-M(r,t), (1.13)

que es una ecuacién local. Para escribir la conservacion del momento angular de forma global, se integra

la Ec. (1.13) sobre un volumen V delimitado por una superficie S de la siguiente manera

= [Lm“( )+ Lem (¢ ?{ M (F (1.14)

donde se ha usado el teorema de la divergencia en la ultima igualdad, y se han definido

Lmee (t) = / €7 (7,1 dv y Lem (¢ / 7 (@) av. (1.15)
14

Es importante mencionar que la superficie de integracién S contiene a la NP pero no interseca a la
trayectoria del electrén, como se muestra en la Fig. 1.1.

trayectoria
del electréon

1
1
I
A

Figura 1.1: Nanoparticula de radio a centrada en el origen caracterizada por una respuesta dieléctrica homogénea ¢ (w),
encerrada por la superficie de integracién S de radio R, junto a la trayectoria del electrén localizada en ¥ = (0, b, vt).

El sistema de estudio consiste en una NP esférica de radio a caracterizada por una respuesta dieléctrica
homogénea € (w) centrada en el origen, interactuando con un electrén rapido cuya trayectoria se describe
a través de F = (b, 0, vt), como se muestra en la Fig. 1.1. Para calcular la TMA del electrén a la NP (AL),
se integra la Ec. (1.141) a lo largo de toda la trayectoria del electrén, o de manera equivalente en el tiempo,
de la siguiente manera

AL = iLmee dt = / 7{ M (F, t) - dS dt — AL®™, (1.16)
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donde

. < g . .
AL = / L dt = Lt — 00) — L*™(t — —00). (1.17)

—00
Los términos

Lot — +o00) = eoﬂo/ 7 % [E (t = +o00) x H (t — ioo)} dv, (1.18)

1%
son nulos porque en el tiempo t — —oo el electron se encuentra infinitamente lejos y no ha interactuado
con la NP, lo que significa que los campos electromagnéticos totales {f), ﬁ}, conformados por la suma de
los campos externos {Eext, ﬁext} y esparcidos por la NP {]:jscat, ﬁscat}, son nulos dentro del volumen V de
integracion —E (t - —o0) = Oy H (t - —o0) = 0. Por otro lado, para t — oo, el electrén se encontrard
también infinitamente lejos, pero ya habra interactuado con la NP, lo que resultara en la induccién de
distribuciones de cargas y corrientes eléctricas dentro de la NP. Sin embargo, estas distribuciones habran

desaparecido para t — co debido a procesos disipativos. Por tanto L™ (t = £+o00) = 0.

Entonces

AL = / 7{1\/1 -dS dt, (1.19)

o usando notacién de indices

AL; —/ 7{ Ip,T T (B, 1) n dS dt, (1.20)

donde n; es la i-ésima componente del vector normal a la superficie S.

Para el calculo de la transferencia de momento angular es conveniente expresar los campos electro-

magnéticos en el espacio de frecuencias. Utilizando la siguiente definicién de transformada de Fourier

F(w) :/Oo Fit)e“'dt vy F(t)= 1/00 F(w) et duw, (1.21)

oo 27

donde F € {]§, ﬁ} y para que f‘(t) sea una funcién real se debe cumplir en el espacio de frecuencias que
ﬁ(w)* = ﬁ(—w), donde * denota complejo conjugado. Para calcular la TMA a través de la Ec. (1.20) es
importante notar que la dependencia en el tiempo estd contenida tUnicamente en el tensor de esfuerzos

de Maxwell T (7, t). De esta forma, se puede reescribir la integral en el tiempo del producto de campos
eléctricos de la siguiente manera

00 . = © T 1q 00 . W 1 o0 - iy
/_ooEi(r,t)Ej (¥, t) dt:/_oo [%/_OOEi(r,w) e tdw} [%/_OOE]- (f,w') e dw'| dt

1 oo o0 1 oo . ,
=5 / / [2 / e i(wte)t dt] E; (F,w) Ej (F,w') dwdw'
s

/ / (w+w') E; (F,w) B (F,w') dwdw'

= E (F.w) Ej (F, —w) dw = ;ﬁ h BEw)E] () do
L[~ r (T, w)| dw
—F/O Re [E; (F,w) E} (F,w)] dw. (1.22)

Para las componentes del campo H se sigue un proceso andalogo.
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De esta manera se puede reescribir la Ec. (1.20) como

1 [ ;
AL; = —/ j{ei ljrl‘.Tjk (F,w) n* dS dw, (1.23)
TJo Js
donde se ha definido
T (f,w) = Re| —2E (f,w) B* (F,w) — — i1?:(r w) - E* (F,w)
T (4mep) ’ ’ (4meg) 2 ’ TR
Mo X — C3 ok Ho (f T = Tk /=
+ H, (r,v)H: (¥,w) — —H (r,w) -H" (r,w) |, 1.24
T () B () — D () (F) (124

donde T es el tensor identidad de rango 2. De esta forma, se define finalmente la «densidad espectral» de
momento angular como

L;(w) = 1 fg €; ljrl‘J'jk (F,w) n* ds, (1.25)

™

por lo que la TMA se calcula de la siguiente forma
— o0 —
AL = / L (w) dw. (1.26)
0

En coordenadas cartesianas la Ec. (1.25) se escribe como

) ]

Ly=— j{yﬂ'zk dsk — ]{ 2Tk dS* |, (1.27)
™ LJs S i
T .

L, == ?{Z:ka ds* —fxfrzkds’“ : (1.28)
™ 1lJs S J
T :

L, =~ ?{myk dsk — 7{ Y T dS*| . (1.29)
™ 1Js S i

Debido a que el problema de interaccion de un electrén réapido interactuando con una NP esférica
presenta simetria de reflexién con respecto al plano xz, no puede existir componente de momento lineal
transferido en la direccién y [23]. De lo anterior se puede concluir que el momento angular transferido a
la NP no puede tener componente x ni z [22]. Por tanto, resulta que solamente la contribucién espectral
L, es diferente de cero. En términos de la base esférica las componentes espectrales estdn dadas por las
siguientes expresiones [22]

Componente espectral que contribuye a la transferencia de momento angular

By = 2% [cos ¢ T, — cos Osin p T | dSy, (1.30)
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Componentes espectrales que no contribuyen a la transferencia de momento angular

R
E— P 7{ [sin ¢ Tg, + cos @ cos ¢ Tr] dSr, (1.31)

L,= E ?{sine‘lpr ds,., (1.32)
T

donde se ha asumido una superficie de integracion esférica, como se muestra en la Fig. 1.1.

Es posible separar la contribucién eléctrica de la magnética en la densidad espectral de momento

angular, Ec. (1.20), de modo que se puede separar el tensor de la siguiente forma

< « B «H
T(fw)= T (fLw)+ T (f,w), (1.33)
donde
Re |E (f,w) E* (f,w) — —E(f,w) - E* (F,w) (1.34)
(4mep) 2
y
FUho_H R I?I(Fw)IjI*(Fw)—TITI(Fw) H* (,w) (1.35)
(47TM0) ) ) 2 ) ) . .

Dado que se estd considerando una superficie S de integraciéon esférica de radio R y a #; como la
i-ésima componente del vector unitario radial, la densidad espectral de momento angular £;(w) se puede

escribir como
R2

™

4 . .
£; (W) /O [ei T B (Fw)n® + e Un T (5 w) nk] dq, (1.36)

donde dnicamente falta integrar en el angulo sélido Q. En la Ec. (1.36) se observa que la contribucién

eléctrica esta separada de la magnética, de modo que se pueden definir ambas contribuciones como

LE(w)_R—2 " [e Y g (F FldQ
i = ;T (Fw)n , (1.37)
T Jo
R2 4 )
o w) == /0 e IrT (7 w)nt] a2 (1.38)

Dado que se pueden separar a los campos electromagnéticos E y H en sus contribuciones de campo
externo (ext) y campo esparcido (scat), se reescribe la componente eléctrica del tensor definido en la Ec.
(1.24) como

B €0
= " R
(47‘1’60) ¢

Do | =t

(Eext + I?‘SCé%t) (Eth + ]:j;cat> - (]:jext + ]:jscat> : (Eth + E:cat>
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y desarrollando los términos se obtiene

< E €0 — = R L . iy . L
= MRG (EscatEscat + ESCatEext + EeXtEscat + EeXtEext>
2 (Escat Egear + Escat - Boxg + Eext + Egear + Eext - Eext> ) (1.39)
donde la componente eléctrica del tensor de esfuerzos se puede escribir como
<« E oE oF oF
(.T = 7 SS + T int + (.T ees (140)
con
< B €0 . i <f _ .
ss = (47T€()) € EscatEscat - §Escat : :cat , (141)
~ B €0 . . (f . .
ce — (4#(0) EextEext - §Eext . Eext s (142)
o B ) < B K
T it= T set+ T e (1.43)
donde
Py O €0 . L T . .
T es = (47r€0) Re EeXtEscat - EEext : Escat ) (144)
< E €0 . L T . .
se :MRG ESC&tEext - §Escat . ext | - (145)

Anédlogamente, al hacer la sustitucién g — puo y E — H en las Ecs. (1.39)-(1.15), se obtienen las
= «~H
contribuciones magnéticas al tensor T, denotadas por T j; donde ij toman los valores {e, s}. Se puede

<>
interpretar a Ty, como la componente que esta relacionada con la interacciéon del campo electromagnético
del electrén con las cargas y corrientes inducidas en la NP. En el caso en que no existiera NP, nada
alteraria el movimiento del electrén, por lo que no perderia ni cederia energia, momento lineal ni momento

angular (AL = 0). En este caso los campos electromagnéticos esparcidos serfan nulos, por lo que la

7’ . . .7 7’ ps

Unica contribucién al momento angular provendria de la componente Tee. Por tanto, de manera general,
<>

se concluye que la contribucién al momento angular transferido debido a Tee es nula [29]. También es

<>
conveniente mencionar que la componente Jg, al depender tinicamente de los campos electromagnéticos
esparcidos por la NP, estd relacionada con la interaccién de la NP consigo misma, referida como reaccion
de radiacién [31].

En la siguiente seccién se presentan las expresiones analiticas de los campos electromagnéticos externos

(producidos por el electrén), asi como de los esparcidos por la NP.



24 CAriTULO 1

1.2. Transferencia de momento angular de un electrén rapido a una

nanoparticula

El campo electromagnético externo producido por un electrén rapido, considerado como una particula
puntual de carga ¢ = —e, viajando a velocidad Vv = vZ constante a lo largo del eje z, describiendo la
trayectoria ¥ = (b,0,vt) (ver Fig. 1.1), se puede obtener mediante una transformacién de Lorentz de un
sistema de referencia en el que el electrén se encuentra en reposo, a un sistema de referencia en el que el

electrén que se mueve a velocidad constante v, obteniendo [31]

—e 7 [ﬁ—i— (z — vt)é}

Eext (F, 1) =(47e , 1.46
t( ) ( 0)471'60 [R2 +’)/2(Z—Ut)2}3/2 ( )

. . —e VxR

Hey (F, 1) =( Y (1.47)

AT [R2 4 42(z — vt) 2P

en donde c es la rapidez de la luz, v = (1 - 52)_1/2, B =uv/c, R = (x—b)+yy, R=+/(z—0)2+y?y
v x R = v[(z — b)j — y&]. También se pueden calcular los campos electromagnéticos externos en funcién

de la frecuencia mediante una transformada de Fourier de las Ecs. (1.46) y (1.47) [32]:

= o —e 20 s/ | w R\ ~ i w|R\ .
Eext (¥, w) :(47T60)47T60 me (z/v) {81gn(w)K1 <’11|'y> I §K0 <| v|7 > z} , (1.48)
Hey (F,w) = (477)_—63 |w| e/ VK, wl” ox R (1.49)
’ 41 vey vy ’

que son expresiones cerradas con simetria cilindrica. Dado que para el calculo de la TMA son necesarios
los campos esparcidos por la NP, que tienen simetria esférica, conviene expresar a los campos electro-
b )

magnéticos del electron en base esférica.

El campo eléctrico producido por el electron se puede obtener mediante la funcién de Green depen-

diente del tiempo [32]
. A
Ee (F,w) = ¢ <v — iv> / et Gy (fF— 1) dt, (1.50)

C —00

donde Gy (¥ — 1}) estd dada por
7 (1.51)

con k = w/c el nimero de onda en el vacio, ¥y = 1y + vVt la posicién del electrén al tiempo ¢y ¥y = (b, 0,0).

Al expandir la funcién de Green en base esférica se obtiene [17]

00 VA
) 5™ 37 Gl () Yin (0 Vi ()" )

{=0 m=—¢

Go(¥ — 1) =

donde Yy, son los arménicos esféricos escalares, €, es el dngulo sélido del vector T, by (z) = ih}(z) es la

funcién de Hankel esférica de orden ¢ y jy(z) es la funcidn esférica de Bessel de orden ¢ [33]. Sustituyendo
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la Ec. (1.52) en la Ec. (1.50), se obtiene

N 00 V4
B, (7 1) = ( —1—)2 S Gk Yo (@), (1.53)
=0 m=—¢
donde (4re) o
TTE .
e = e [ e )Y (O, . (1.54)

En el Apéndice A se muestran los detalles del célculo analitico de la Ec. (1.51). Entonces, el campo

electromagnético externo en representacion multipolar esférica se escribe como:

Expansién multipolar del campo electromagnético externo producido por el electrén

B = > (g Pt 800+ £ ) (1.55)
Lm
ﬁext = Z (%er P+ jﬁme + %?;ﬁ(ﬁ) y (156)
lm
donde
er __ _imp next m Je (k:’l")
Epm = € DAL+ 1) P (cos 0) i (1.57)
el 1m<p ext . m _ Jimyp pext cos 0 _
Em = Cy 0]@ (kr) PJ"(cos @) — e™? Dy | (€4 1) g HPZ (cos0)
(£—m+1) Jje(kr) .
Wpﬁl (cosO) | [(£+1) T T Jen (kr) |, (1.58)
2 =16™P 0P jo (kr) | (£ + 1) Cosepg (cos8) — =TT Lpm (cos6)
né sin 6
- imeg mext T Je (k‘?“) o
+ie Dz’m_sinHPZ (cos ) [(6 +1) e Jes1(kr) |, (1.59)
y
T — imep ext m jZ (kIT‘)
Tom = €O+ 1) P (cos 0) e (1.60)
e __ . imyp mext m . m _ Jimyp ext cos 0 _
Hm = De’msineﬂ (kr) Pi™(cos ) — e™?Cyy, [(f+ 1) = GPL; (cos )
({—m+1) je(kr)
—amg L (cos) | | (E+1) = — e (kr) (1.61)
o =~ 1™ D o (kr) [(ﬁ +1) coSngn (cos ) — E_SimTHPﬁrl (cos 9)]
: ime exti m o
+ie Cz’msinHPK (cosf) [(£+ 1) = Jes1(kr) |, (1.62)

ext

e ), estan dados

donde P;" son las funciones asociadas de Legendre y los coeficientes escalares C’ext
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por
R e (1.6
Diy, =i \/%4; ! Eﬁ — Zi:ﬁ;ﬁ’“, (1.64)
con weEn‘iXt 1/1%;5 ** os coeficientes de la representacion esférica de los potenciales auxiliares, definidos en
el

1.3. Campos electromagnéticos esparcidos por la nanoparticula

Como se muestra en el , los campos electromagnéticos satisfacen la ecuacién de Helmholtz

sin fuentes

(V2+ k%) E =0, (1.65)
(V2 +k*)H=0 (1.66)
La solucién de las Ecs. (1.65) y (1.60) puede ser escrita como [34]
E = vyl + LyM — %v x Lp®, (1.67)
H = —%v x Ly™ — Ly®, (1.68)
donde L = —if x V es el operador de momento angular orbital y 1%, ¢® y M son funciones escalares

que satisfacen la ecuacién escalar de Helmholtz. Como el campo eléctrico externo es un campo solenoidal
(V- E = 0), la funcién escalar 1" debe ser nula. Las funciones escalares ¥* y 1™, del campo externo y

del campo esparcido, se pueden escribir en la base esférica definida a partir del sistema de coordenadas

mostrado en la Fig. 1.1, como [17]
o9 l
PR E) =3 N iy (k) Vi ()1, (1.69)
=1 m=—
9 ¢
sz:ext(f):Z > i (kr) Youm Q) w0, (1.70)
—1 m=—t¢
‘
SRt () Z Z b} (k1) Y (92 T)wff;ffat, (1.71)
{=1 m=—¢
Pt (g Z Z R (k) Yom Q)0 5 (1.72)
{=1m=—/(

Aplicando las condiciones de frontera de los campos electromagnéticos para una particula esférica, se pue-

den calcular los potenciales escalares electromagnéticos esparcidos por la NP en funcién de los potenciales
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escalares electromagnéticos externos, de la siguiente manera [17]

E, E,ex
¢ems%cat :tgwi,ni t7 (173)
™ =t (L.74)

donde los coeficientes t? y t%, para el caso de particulas esféricas homogéneas, corresponden a los coefi-
cientes de la solucién de Mie: [35]

B —Jeo) [wije(xi ' + €i o) [zoje(wo))

= . 1.75
‘ h (o) [wigi ()] — € (23) [xohy (x0)] (175)
= e (z0) Jy (i) + wogy (x0) e (w:) (1.76)

wihy (20) ji (wi) — wohy” (z0) je(xs)’

donde zg = ka y z; = ka,/€;, con a el radio y ¢; la funcién dieléctrica de la NP. La prima en las Ecs.
(1.75) y (1.76) denota la derivada de la funcién respecto de su argumento. Sustituyendo los potenciales
escalares esparcidos de las Ecs. (1.73) y (1.74) en las Ecs. (1.67) y (1.68) se obtiene

Expansiéon multipolar del campo electromagnético esparcido por la NP

Booar = Y (6757 + 6500 + 655,0) | (1.77)
lm
Foca = Y (H57 + 500+ H50), (1.78)
lm
donde
. hf (k
& = e™P DS+ 1) P}™ (cos 6) %, (1.79)
R ) OT
s _ _ ,imgpscat m .4 m _ ime myscat cos 0 m _
Em, e Oy, Sinehz (kor) Py"(cos ) — ™2 Dy [(f—l— 1) sin@PZ (cos @)
(E —m + 1) m hz_ (k‘o’l") +
S0 Pty (cosf) | [(£+1) For ki, (kor)| (1.80)
Sp _: imp scat p+ cos 0 m _E_m—i_l m
Epyn =1 O by (Kor) [(€+ 1) - P;" (cos ) e P (cosd)
. im yscat T hy (ko?")
+ie “’Demmeg (cos ) [(E +1) Zk;T — hfy (kor) |, (1.81)
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5 o hg (k
HE, = P CEEN( + 1) P (cos §) ~L—2 k( TOT), (1.82)
0

0
COSG P;" (cosf) —

Hh, =™ Dtk (kor) Pf"(cos 6) — €M CEn! [ (¢ +1)
’ ’ 111

(L—m+1)
sin 6

5 (kor
Py (cos 9)] [(E +1) hfk(olj?) hiy (k:or)] : (1.83)

0 — 1
COSGPK (cosf) — 75 s

sin 0

AL = — 1™ DI e (kor) {(z +1) Py, (cos 9)]

s imep s m hz_ (kOT)
+ie %chf%tﬁpg (cos @) [(f +1) R hal(kor) , (1.84)

con los coeficientes escalares C’Ziﬁf y D3 dados por
9 b

scat M ext

Com = \/ g (€+m) 5t Y (1.85)
scat : +1 (8 m)‘ E,ext

B = \/ TR P, (1.86)

Una vez calculado el campo electromagnético total, se puede calcular el tensor T dado por la Ec.
(1.24), y asi calcular la densidad espectral de TMA, dada por la Ec. (1.25):

1 .
Li(w) = & ?fg ¢, Ty (F,w) n dS.

™



Capitulo

Resultados y discusion

En este capitulo se presentan los resultados de las expresiones semi-analiticas que describen la con-
tribucion espectral de la transferencia de momento angular (TMA) en la interaccién entre un electrén
rapido y una NP esférica. En particular, se desarrollan los términos de las densidades espectrales de la
TMA mediante la transformada de Fourier del tensor de esfuerzos de Maxwell, expandiendo los térmi-
nos cruzados de los campos electromagnéticos y calculando las integrales semi-analiticamente sobre una

superficie esférica S que encierra la NP.

Cabe mencionar que para obtener la TMA a partir de las expresiones semi-analiticas desarrolladas
para las contribuciones espectrales a la TMA, es necesario realizar una integracién numérica en todo el
espacio de frecuencias, para lo cual se utilizara el método de cuadraturas de Gauss-Kronrod que permite

estimar el error numérico cometido [36].

2.1. Densidades espectrales de la transferencia de momento angular

En el se obtuvo una expresién para la TMA de un electrén rapido a una NP esférica, dada
por la Ec. (1.20),

Aﬂ:/ £ (w) dw.
0

en donde la densidad espectral de momento angular se defini6 en la Ec. (1.25)

Li(w)=— fiq €; ljrl‘J'jk (f,w) nk ds,

™

de modo que las componentes de la TMA estan dadas por

3 T 27
L, = R/ / sin @ [sin ¢ Ty, + cos O cos ¢ T | dyp db, (2.1)
™ Jo Jo
R3 T 2T
Ly = / / sin 0 [cos ¢ Ty, — cos Osin ¢ T, | dp db, (2.2)
™ Jo Jo
R3 T 27
L, = / / sin 0 T, dip db), (2.3)
™ Jo Jo
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donde
Tor = Re |:(47'F0) Ep (Y w) E) (¥,w) + (4/7:;)10) Hy (¥,w) H; (f",w)] , (2.4)
Tpr = Re [@jroe@E“" (F,w0) B (Frw0) + 4;‘20)1% (F,w) H} (f,w)] . (2.5)

Cabe recordar que se puede separar E; = ESX' + E5% v H; = H™' 4+ H vy ge pueden desarrollar los
términos E, (¥,w) B (¥ ,w) v H, (F,w) H} (F,w) en funcién de las sumas multipolares expresadas en la

Ecs. (1.55), (1.56), (1.77) y (1.78), de la siguiente manera

B3 (F,w) BY* (Fw) =Y Y Ensi, (2.6)

lm 0 m/
H2 (Fw) HY* (Fw) =Y Y A0 A, (2.7)

Lm0 m!

donde a y b pueden tomar los valores de «scat» (denotando componentes del campo esparcido) o de «ext»

(componentes del campo externo), y « corresponde a la proyeccién en 6 o en Q.

El término @a&é}?rﬁl, estd dado por

éa éabr* Céme* Z?ZE*mPlZmPCZTL —D Db* f?Z;’*
kr sin 6 kr
PPy cosf P PR o
+1)—— [ — DAL E A0 4 1)ellm—m)e 2.
0+ )0 )L R e, ()

donde k = w/c, P/" es la funcién asociada de Legendre de grado ¢ y orden m, los coeficientes Cf, vy
Dj,, estdn definidos en las Ecs. (1.63), (1.04), (1.85) y (1.80), Z} = h; (kr) para el campo esparcido, y
Zj = je(kr) para el campo externo, y se ha definido:

a

Z
fr=(+1) 2t~ 23y (2.9)
Asi mismo, el término j’f a0 %@P‘;{, se puede escribir como
Zazb * Pum fazb *
br* b * 4 [ b * L
— D / m/ -
% K { tmC kr ' sind ComCim kr
PPy " cos B Pﬂle o ) ,
Al it _ 1)1 1)el(m—m")e 21
(t+1)~ sin 6 —({-m+1) sin 6 E(E+1)e (2.10)

Andlogamente, el término @‘“’;fl@‘“’g}?rg, se puede escribir como

Z;LZb* ] I lCOS€ P lZ’
ap br* b * L2y R4 +1
@@ v {CemD o (L+1) g —(l—-m+1) “Sind

arzb*x pm pm’

b *
+ D% _Dp* , -
&m =t m kr sin 0

}ie’(e’ +1)elm=m)e, (2.11)
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br *

finalmente, el término J£°° P %, se puede escribir como
’ ’ {,m m
b 3

Z3ZY* PPy cos m . Py
ap Pr*/ — _ D2 b/* , L= Y 1 4 —(f— 1 /+1
%,m% ,m { Z,mCE ,m k,,,, ( + ) SiIl 0 ( m + ) Sin 9
. fezbhrpPrPr | o,
+ G, Chhm flmf ﬁ P00+ 1)elm=m)e, (2.12)

2.2. (Calculo semi-analitico de las integrales necesarias para la transfe-

rencia de momento angular

Las integrales en ¢ se pueden calcular teniendo en cuenta que

2
/ ei(m=m')e cospdp =17 (6m+1,m/ + 5m,17m/) , (2.13)
0
2m ,
/ oi(m=—m")e sin pdy = im (5m,1’m/ — (5m+1,m/) , (2.14)
0
donde ¢; ; es la delta de Kronecker, mientras que para calcular las integrales en 6 se definen las siguientes
cantidades
/ 1 ’
M) = /1 P (z) P (x) z dz, (2.15)
o = / 1 PP ()P (2) -2 (2.16)
00 . 13 T2
1 2
v :/ PP () Py () ———— da, 2.17
YN . 0 ( ) J4 ( ) m ( )
1
wm :/ P (2) P (z Ldm, 2.18
L0 . V4 ( ) V4 ( ) m ( )
que se pueden calcular mediante cuadraturas Gaussianas [30], proporcionando resultados exactos al ser

utilizadas para integrar polinomios'. Para el caso particular en el que solo se integran dos funciones
asociadas de Legendre, se utiliza la relacién de ortogonalidad [33]

2(0 4+ m)!
0+ 1)l —mn "

1
/ Pf‘(m)Pﬁ(m) dr = AM’ con AM’ = (219)
-1

2.3. Transferencia de momento angular

Para obtener la TMA, es necesario integrar la densidad espectral £ sobre el espacio de frecuencias.
A su vez, para calcular la densidad espectral, es necesario resolver las integrales de superficie sobre el
cascarén esférico S que encierra a la NP [ver Ecs. (2.1)-(2.3)]. Por tanto, se requiere calcular la integral
de superficie de las componentes Tg, ¥ Ty, descritas en las Ecs. (2.4) y (2.5). Al sustituir las Ecs. (2.0)

'Debe tenerse en cuenta que solo las funciones asociadas de Legendre P;™ de orden m par son polinomios, debido al factor
(1- x2)m/ 2 que las acompana. Por lo anterior, solo las integrales pares en m se calculardn de forma exacta.
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y (2.7) en las Ecs. (2.1) y (2.5) se obtiene

Re | —2— o0 ghre + O e %br*] 2.20

T = 25 S [ T iy 20
L2 br* ap br

W_%:%ZZ/R(%[MGO m. (47W))<%ﬂ Ao ] (2.21)

donde la suma sobre a,b considera las interacciones Tgs, Tee, Tes ¥ Tse, descritas en las Ecs. ( )-( ).

Las integrales de los términos cruzados en la contribucién multipolar al tensor T de los campos

electromagnéticos mostradas en las Ecs. (2.20) y (2.21) se escriben como

47 . . ZaZki* - . fazk?*
/0 ER ER e sinp dQ =17 (6m— 1m0 — O 1, { Co Dy kR‘ mIU}™ — D§ Dy ‘fk}g
0+ 1)1ng};m' —(l—m+ 1)1Uﬁff@', }E’(f’ +1), (2.22)
47 ] ) . ZaZki* — . faZb/*
i HEE A 50 0 dQ =i (S 1m — Ot 1mr) {Dzm(}‘? , fké’ mIU) ™ — GO fk}g
0+ 1)1ng};m' —(l—m+ 1)1Uﬂ’ffe', }6’(6’ +1), (2.23)
4 . . Zaz?* — . fazl%*
&R0 Ep €08 dQ = (Sm—1.m/ + Ot 1m7) { C3 DY M; mIU) ™ = D} Do eké
0+ 1)IW2};’”' —(l—m+ 1)1Uﬁ7ffé', }e’(e’ +1), (2.24)
47 Zazb/* azl)/*
jfZ % T cos p dS) :7r(5m,1 m + Oma1 m,) D?mcki*m/MmIUﬁ’,m CEme* /fz £
0 ’ ’ ’ ’ k'R ’ kR
0+ 1)[W,ﬂ;m' —(l-m+1)I UZH”Z, }e’(e’ +1), (2.25)
47 ZaZb,* ,
Ep & cosOsin 0 dQ = — 7 (Sm—1ms — Omstmr) 3 Chn Db fk Bf ¢+ 1)1V
fa b/*
—(l—=m+1) IWﬂf@, + D}, Dp*m fk }5 Iwg';,m O +1),
(2.26)
47 Zazkz* ,
HEA Y cosOsinpdQ = — 7 (6n—1m — Omatm) § — DEmCoim ’fk Re (+1)1v, ;"
0 b
m,m’ b f?ZE* m,m/’ 1ol
_ (E—m—i—l) IW€+717£/ +sz0/:’;n/m kR IWE,K; E(E —I—l),

(2.27)
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47 Zazb/* ,
/ & &P cos0cos o dQ =17 (Sm—1m + Ot {cgmp'g,* ) ék:Pf (e+1) v
0
, a b,*
— (—=m+ 1) IW | + D}, Dphym f’fka W™ }z/(z’ +1),
(2.28)
47 Zazb/* ,
/0 %”wt%”z, cosfcospdQ =im (6m_17m/ + (5m+1’m/) — DZmC’b,j;n, ZkRg (0+1) IVZL};m
azb/* —
—(l—m+1) ngf;, +C3 L Chum fﬂké Wy }e’(e’ + 1),
(2.29)
v 237

(€+1) 1My

47
@W@@b“, 0dQ =127 6,y { CF DR*
/; Sln 127 { Km z k‘R

iz
kR

— (f —m + 1) Ag+17g/ + D?,mDE)/,*m/m

AM}E’(E’ +1),  (2.30)

47 Zaz]g*
Ao A oS00 dQ =127 s § — D3, O ka

(€+1) 1M
0 b

-

— (¢ — 1A '
(L—=m+1)Aprp P

+ CP o Ceum

AM} 200 +1),  (2.31)

y definiendo las siguientes cantidades

apbr 1l
I Sémﬁ’ T

sin 6 dS2, (2.36)

18 If ; ((476(060)6?&(%?”/ + (4:: ) sin ¢ dS2, (2.32)

e = Jf /047r ((47(60)(9@ (aﬁbr* (47/:;) ) cos p dS2, (2.33)

ICS?n‘iE’fm, — Jf /047r ((4;060)(52?‘2(5??%, + (47/:% > cos 0 sin ¢ dSQ, (2.34)

ICCZLiEfm, — If /04” ((4;060)5’2:;5?2:, + (47'1:2 ) cos 0 cos ¢ dSQ, (2.35)
| o)

se pueden reescribir las Ecs. (2.1), (2.2) y (2.3) como

Lo =303 (1830, + 1CCER) (2.37)
£m L' m/
Cobr apbr
Ly=> Y ( oo Icséﬁe,m,), (2.38)
Lm £'m/
L= 5"1800 (2.39)
Lm £ m/

Se llevé a cabo una prueba inicial de consistencia a las Ecs. (2.37)-(2.39) mediante el calculo de la TMA,

tomando en cuenta Unicamente a los campos electromagnéticos externos producidos por el electrén, los
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cuales no contribuyen a la TMA. El cdlculo detallado de la TMA nula resultante debido al campo externo

A Lyt se encuentra en la seccién

Las Ecs. (2.37)-(2.39) proporcionan expresiones cerradas y exactas para las densidades espectrales
L, las cuales se calculaba anteriormente de forma numérica. Al contar con soluciones semi-analiticas,
se pueden integrar las Ecs. (2.37)-(2.39) en el espacio de frecuencias para calcular la TMA. Aunque la
integral de frecuencias se realice numéricamente, por ejemplo, mediante la cuadratura de Gauss-Kronrod,
esta metodologia ha demostrado ser suficiente para realizar cdlculos para NPs de hasta 50 nm de radio
en el caso de la transferencia de momento lineal [27]. Por tanto, se espera que esta metodologia resulte
adecuada para realizar calculos andlogos para el caso angular.

2.4. Pruebas de consistencia: Transferencia de momento angular de-

bida al campo externo

En esta seccién se presenta una primera prueba de consistencia de la solucién semi-analitica obtenida
en esta tesis. Se presentan los resultados de la transferencia de momento angular (TMA) debida exclusi-
vamente al campo electromagnético de un electrén rapido, sin ninguna nanoparticula (NP) presente. En
la Fig. se muestra el sistema de estudio, que consta de una superficie de integracién esférica S que
encierra vacio, junto con la trayectoria del electrén localizada en ¥ = (b, 0, vt).

trayectoria

del electrén
|

¢ N

I
I

I /
A

Figura 2.1: Superficie de integracién S de radio R, junto a la trayectoria del electrén localizada en ¥ = (b, 0, vt).

Se espera que la contribucion de la TMA debida tinicamente al campo externo ALy se anule, porque
cuando se remueve la NP el electron no interactia con nada. Por lo tanto, el electrén no transfiere ni
energia ni momento, lo que significa en particular que ALqy = 0. Para comparar los resultados obtenidos
en esta seccién con algin valor minimo de referencia de TMA, se utilizara el valor més pequeno reportado
(ALmin ~ 107%h) en el caso de la TMA a NPs de Au y Bi con un radio de a = 1 [22, 28, 29]. Esta
valor ALpin ~ 1074k se utilizard como referencia en la TMA debida al campo electromagnético externo
calculada en esta seccién. También se compararan los resultados obtenidos con el error numérico de la

cuadratura de Gauss-Kronrod (GKQ), el cual se obtiene al calcular el valor absoluto de la diferencia entre



RESULTADOS Y DISCUSION 35

el resultado de la integral obtenida mediante una cuadratura de Gauss de orden n (IGy,) y el resultado de
la integral obtenida con una GKQ de orden 2n + 1 (IGK2,+1) [30]. En otras palabras, el error se define
como |IGKaopi1 — IGy)|.

a) 1.0 ® ® ® ® ® * ® ® ® ® b
) Y S —
< 0.8 b=>5.5nm, v=0.5¢ ] < 0.8
- A Ly (x1016) ¥ b=5.5nm
= 0.6 -m-crror A Ly (X 10'7) S 06 @A Leyt (X 1016)
X -omin. AL X merror ALy (x1016)
< 04 ~ 0.4 o-min. AL
< <™
0.9} S==——lt————N% $ $ $ $ $ . ] 0.2
0.0 . . . . x 0.0
2 4 6 8 10
l
c) —o—o—a/d)
3.0
v=05¢b=R+0.45nm
2.5 "'ALoxt(x 1014)
—F T _'F am=c110r A Lyt (x101)
I o L 20 ‘
S -.'AL(.X¢< x 101-3) 2 -=-min. AL
X -l CITOT AL(\“(XIOIS) X 15
~ -emin. AL ~
< < 10
0.5 //
—ig} il { 0.0 . . R o
8 10 0 10 20 30 40 50
b [nm] R [nm]

Figura 2.2: Transferencia de momento angular debida al campo externo del electrén, unidos por una linea continua como
ayuda visual a) en funcién del orden multipolar ¢, con b = 5.5 nm y v = 0.5¢; b) en funcién de la rapidez del electrén v,
con b = 5.5 nm; ¢) en funcién del pardmetro de impacto, con v = 0.5¢ nm; y d) en funcién del radio R de la superficie
de integracién S y con b = R + 0.45 nm, donde se ha tenido cuidado de que la superficie de integracién no contenga a la
trayectoria del electrén.

En la Fig. 2.2a) se muestran los resultados de la TMA en funcién del orden multipolar £, manteniendo
constante el pardmetro de impacto b = 5.5 nm y la rapidez del electrén v = 0.5¢. Para una mejor
visualizacion, se unieron los puntos con una linea continua. Se observa que la TMA es 16 6rdenes de
magnitud més pequefia que ALy, ~ 1074A. Por lo tanto se puede concluir que ALey no contribuye a la
TMA y que lo que se obtiene del célculo es error numérico, pues estd en un orden de magnitud similar
al de ALext. En las subfiguras posteriores, se consideré hasta el orden multipolar ¢ = 10 para realizar
los célculos. La Fig. 2.2b) muestra la TMA en funcién de la rapidez del electrén, manteniendo constante
el parametro de impacto b = 5.5 nm. Se puede observar que, para rapideces pequenas, la TMA crece
abruptamente, pero sigue siendo 16 6rdenes de magnitud mas pequena que ALn;, para cualquier valor
de v. Ademas, el error numérico nuevamente esta cercano al valor de AL. En la Fig. 2.2¢) se presenta la
TMA en funcién del parametro de impacto, manteniendo constante la rapidez del electron v = 0.5 ¢. Para
pardmetros de impacto pequenos, la TMA también crece abruptamente, pero sigue siendo 15 érdenes de
magnitud més pequena que ALp, sin importar la cercania del electrén a la superficie de integracion

S. Se observa que el error numérico se encuentra nuevamente cercano al valor de AL. Por tltimo, en la
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Fig. se muestra la TMA en funcién del radio R de la superficie de integracién S, manteniendo el
pardmetro b = R + 0.45 nm y la rapidez del electrén v = 0.5¢, donde se ha tenido cuidado de que la
superficie de integracion no interseque a la trayectoria del electrén. Se puede observar que mientras crece
R, la TMA crece linealmente, pero sigue siendo 14 érdenes de magnitud mas pequena que AL, para

cualquier tamano de superficie S y el error numérico sigue cercano al valor de AL.
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Conclusiones y trabajo a futuro

3.1. Conclusiones

En esta tesis se calculd la transferencia de momento angular (TMA) de un haz de electrones a una
nanoparticula esférica dentro de un microscopio electrénico de transmisién y de barrido (STEM), desa-
rrollando una nueva metodologia, utilizando un enfoque de electrodindmica clasica, que permite estudiar
la transferencia de momento angular con alta eficiencia computacional. Se obtuvieron expresiones analiti-
cas exactas y cerradas de la densidad espectral de TMA, modelando la respuesta electromagnética de la

nanoparticula mediante su funcién dieléctrica.

En el calculo de la transferencia de momento angular es necesario integrar la densidad espectral de
TMA en todo el espacio de frecuencias. Anteriormente, empleando otra metodologia de calculo numérico
basado en cubaturas, solamente se logré estudiar la TMA para nanoparticulas de hasta 10 nm de radio
para nanoparticulas modeladas a partir de una funcién dieléctrica dada por el modelo de Drude, o bien de
hasta 5 nm de radio para nanoparticulas hechas de materiales plasménicos como oro, bismuto y plata. Una
metodologia andloga a la que se presenta en esta tesis se desarrollé anteriormente para la transferencia
de momento lineal, mostrando que es eficiente, permitiendo analizar particulas de hasta 50 nm de radio.
Por lo anterior, se espera que la metodologia presentada en esta tesis permitira estudiar la transferencia
de momento angular a nanoparticulas de cualquier tamano en la nanoescala, es decir, nanoparticulas de

hasta 50 nm de radio.

Adicionalmente, se desarrollé un cédigo en lenguaje C que calcula la contribucién del campo electro-
magnético externo del electrén a la transferencia de momento angular (la cual es cero), a modo de prueba
de las expresiones obtenidas. Se realizaron los calculos de la TMA en funcién del orden multipolar, del
parametro de impacto, de la rapidez del electrén y del radio de la superficie esférica de integracién. Al

obtener siempre resultados que se anulan, se ha ganado confianza en las soluciones semi-analiticas.

A partir de las expresiones de las integrales obtenidas en este trabajo, que contienen también a los
campos electromagnéticos esparcidos por las nanoparticulas, se puede explorar la dindmica angular en
la interaccién de haces de electrones con nanoparticulas en un amplio rango de tamanos y materiales.
En conclusion, el presente trabajo proporciona una herramienta poderosa y computacionalmente eficiente

para el estudio tedrico de la transferencia de momento angular dentro de un STEM, lo que puede tener

37
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importantes aplicaciones en campos como la nanotecnologia y la medicina, con el desarrollo de las pinzas

electrénicas.

3.2. Trabajo a futuro

En esta tesis se ha llevado a cabo una investigacién tedrica sobre la interaccién entre el campo elec-
tromagnético generado por un electréon rapido y una nanoparticula esférica. Como resultado de esta
investigacién, se han obtenido expresiones semi-analiticas que permitiran el cdlculo numérico eficiente y
sistematico de la TMA del haz de electrones a la nanoparticula. Estas expresiones podran utilizarse para
el calculo de la TMA en nanoparticulas grandes, de hasta 50 nm de radio, compuestas tanto por materiales
plasmonicos como dieléctricos. En un futuro inmediato se pretende ampliar el codigo en lenguaje C para
calcular tanto los campos electromagnéticos externos generados por el electron como los campos espar-
cidos por la nanoparticula, incluyendo las integrales necesarias para obtener la TMA total, que incluye
distintas contribuciones, como la interaccién producida solo por el campo electromagnético del electrén,
la interaccion electrén-nanoparticula y la reaccién de radiacién (originada solo por el campo esparcido

por la nanoparticula).

Como continuacion a este trabajo, se planea utilizar esta metodologia para calcular la transferencia de
momento angular de electrones répidos a nanoparticulas de diferentes tamanos y materiales (dieléctricos
y plasmonicos) en toda la escala nano. Para ello, solo serd necesario conocer la funcién dieléctrica causal
que caracterice la respuesta electromagnética del material del que esta hecha la nanoparticula. Para poner
a prueba el nuevo cédigo, se compararan los resultados con los obtenidos previamente para el caso de
nanoparticulas pequetias, de hasta 5 nm de radio, para diferentes materiales. Posteriormente, se extenderan
los resultados para nanoparticulas més grandes de hasta 50 nm de radio, analizando la TMA en funcién

de los pardmetros relevantes del problema: pardmetro de impacto y rapidez de los electrones.

Por ultimo, se propone explorar el comportamiento de la TMA utilizando funciones dieléctricas es-
pacialmente no locales. Esto se debe a que experimentalmente se han observado condiciones en la que la
interaccion entre el haz de electrones y la nanoparticula es atractiva, lo que atin no ha podido explicarse
con los modelos con los que se cuentan hasta el momento. Es probable que esto se deba a que, cuando el
parametro de impacto es lo suficientemente pequenio, la naturaleza no local de las funciones dieléctricas

tenga un papel importante.



Apéndice A
Método de los potenciales escalares

En el se aborda la teorfa y los métodos utilizados para calcular la transferencia de momento
angular (TMA) de un electrén rapido a una nanoparticula (NP) esférica. Debido a la simetria esférica de
la NP, es conveniente expresar los campos electromagnéticos del electréon en términos de una soluciéon en
base esférica. En este contexto, se presenta el método de los potenciales escalares, el cual se basa en una
identidad vectorial para el campo electromagnético, la implementacién de tres operadores diferenciales
vectoriales y la definicién de tres funciones escalares para construir las expresiones del campo electro-
magnético externo, debido al electrén, en términos de una base esférica en el espacio de frecuencias. Se

define la transformada de Fourier espaciotemporal como
— 0 — o=
F(G,w) = / / F (%, t) e @7t §3p g
—oo JT.E.

1 0 . -
Fin=— [ [ Fawd =i, (A1)
(27)" Joo JTER.

donde T.E. significa integrar sobre todo el espacio y T.E.R. significa integrar sobre todo el espacio recipro-
co. Si ahora se calcula solamente la Transformada de Fourier temporal de las Ecuaciones de Maxwell, Ecs.

(1.2), se obtiene

. ot (T, - . (g -
VB (7 w) =(dmeg) 22t B9). V x E (f,w) = 1w<(>B(r,w),
€0 :
) . AU (¢)
V- B (r,w) =0, V x B(F,w) = e toJtot (T, w) — 1wc—2E (F,w) (A.2)
oC
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Al desacoplarlas, aplicando las relaciones constitutivas D = e(w)]:j y B = p(w)ﬁ, y sin considerar las
fuentes, se obtiene

(V2 +K)E =0,
(V2+E)H =0,

en donde k = w/ec.

El campo eléctrico E puede ser descrito de la siguiente manera [34]

e Vﬁ(v-ﬁ)—i—Lﬁ(f-ﬁ)—(LxV)L2v2 [(Lxv)-E], (A.3)

en donde L = —if x V es el operador de momento angular orbital. A partir de la Ec. (A.3) se pueden

definir las funciones escalares: longitudinal, eléctrica y magnética: [34]

1 -
L _ E, A4
=5V (A4)
E _'Lk g -
WP = o5 (Ex V) -E, (A.5)
1 - -

en donde cada potencial satisface la ecuacion escalar de Helmholtz sin fuentes:
(V2 + k2) pEMY =, (A.7)

Por tanto, los campos electromagnéticos se pueden escribir a partir de los potenciales escalares como

6 = vyl + Ty -V x By, (A8)
H - “ (_;;v K TM mE) . (A.9)

En el problema de interés para este trabajo se considera un electrén viajando en vacio y a velocidad
constante, por lo que los modos longitudinales no contribuyen (V - E = 0), es decir, 9 = 0. Las funciones

escalares eléctrica y magnética se pueden expresar en términos de una base esférica de la siguiente manera

[17]

00 )4
PR (F) =N (1) (k) Yean () vy, (A.10)
=1 m=—¢
[e's) J4
MO F) =N (1) (k) Yem () g3, (A.11)
{=1 m=—/(

donde jy(x) son las funciones esféricas de Bessel de orden ¢, Y7 ,, son los arménicos esféricos escalares,
(r,€,) son las coordenadas esféricas del vector T, y w?neft w%;f’(t son funciones escalares a determinar.
Las Ecs. ( )y ( ) son vélidas en la regién a < r < b, donde a es el radio de la NP y b es el
parametro de impacto del electréon medido desde el centro de la NP, como se muestra en la Fig.
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Aplicando la transformada de Fourier a las Ecs. (1.3) y (1.4) se obtiene

w? B 1 B
<—q2 + 02> ¢(q,w) =— (4760)5pt0t (q,w), (A.12)
—¢* + w A (q,w) =— A p0J ot (G, w) (A.13)
02 3 L10C tot ) ) .

y usando el hecho de que J= PV vy toegc® = 1 se obtiene

6 (@) = (i) g o), (A1
- 47 > v
K@) = () =t T @) = (050 (), (A.15)

Calculando la transformada de Fourier de la Ec. (1.5) se sigue que
, _ 1\, ~,.
B(d.w) = Ko (@) + (1 JwA @), (A.16)

Sustituyendo la Ec. ( ) en la Ec. ( ) resulta que

== . S W -

E(4.w) =i(-d+57) 6(q.w), (A17)
y calculando la Transformada Inversa de Fourier en el espacio de la Ec. ( ), se obtiene

E (F,w) = (—v + 1212‘7) o (F,w). (A.18)

Realizando el proceso anédlogo para calcular el campo magnético B (T, w) se derivan:

B(q,w) =ik x A (4,w) = (¢)ik x :—ZQS (G w), (A.19)
B (F,w) = (0)Vé (F,w) x CXQ (A.20)
Considerando que la densidad de carga del electrén es pio (1, 1) = —ed(¥ — 1), donde 1, = (b, 0, vt)

es el vector posicién del electrén, y calculando la transformada de Fourier de la Ec. (1.3), se obtiene la

siguiente ecuacién

V26 (F,w) + k20 (F,w) = —(4meq) = /Oo W5 (F — 1) dt, (A.21)

€0 J—0o

donde la solucién para ¢ (I, w) se escribe como [17, 32, 37]

6(Fw) = —c | GoF—7 / LS (F — F,) dt dPr, (A.22)
T.E. —00
= —e/ et Go(F —T')6(F — Ty) d>r dt, (A.23)
—00 T.E.
= —e/ e“'Gy (F — 1) dt, (A.24)



42 APENDICE A METODO DE LOS POTENCIALES ESCALARES

con e o
(4meg) elk|F—TF¢|

dmey |F — T

Go(r—r1;) =

(A.25)

la funcion de Green de la ecuacién de Helmholtz. De esta forma, el campo eléctrico del electréon se puede
escribir como .
= - A% et -
Eex (fow) =e |V —i— e“*'Gy (¥ — 1) dt. (A.26)
C —0o

Al reescribir la funcién de Green en una base esférica se obtiene [17]

(4
GolE, 1) = Ue0) kz Z (k)RS (B 1) Yo (90) Yo () (A.27)
{=0 m=—/{
donde hf)(:n) = ihél)(w) es la funcién esférica de Hankel de orden ¢ [33]. Sustituyendo la Ec. ( ) en
la Ec. ( ) se tiene que

4
Eext (F,w)=¢e ( — 1) Z Z Je(kr)Yom (S0) d.ms (A.28)

{=0 m=—¢
donde 4 o
Gtm = (4meo) ) / i (k) Yy () dt. (A.29)
€0 — oo ’
Para calcular las constantes ¢y, de la Ec. ( ) se calcula la transformada de Fourier de la funcién de

Green en el espacio de frecuencias [32]

0o ik|E—F] 9 .
/ elwt e_’ —dt = 2K, |w|R elﬁ'-’Z/”7 (A30)
o | — ] v vy

donde R = \/(x — b)? + y2, v la rapidez de electrén y Ky la funcién Bessel modificada del segundo tipo
de orden cero. A partir de las Ecs. ( ), ( )y ( ) se obtiene que

00 V4
SN ek r)Yom () b = Ureo) 2 (‘MR) e/, (A.31)

dmeg v v
(=0 m——+ 0 v

y al usar la ortonormalidad de los armonicos esféricos escalares

(4meg) 2 /47r |lwlRY
= Y () K, wz/v Q). A.32
¢Z7 4776(] U]ﬁ(k ,r,) 0 Z,m( ) 0 ’U’Y € ( )
Al realizar la integral de la Ec. ( ) se obtiene [17]
dmeo)  Apm
i = TR g, (22 (A3
€0 w vy

donde K, es la funcién Bessel modificada del segundo tipo de orden m, y los coeficientes Ajm estan
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dados por
¢ Sl
1 77204+ D)oy, ¢
Al = — ’ . A.34
b = G751 2 S T — )2 + ) 30
donde el signo !! corresponde al doble factorial, 5 =v/cy
2041 —m)!
= — A.35
em \/ 4 (L+m)! ( )
Los ntimeros Ifﬁ ; se calculan mediante la siguiente relacién de recurrencia
Z, ‘6717 6727
(¢ — m)Iil”?2 = (20— 1)Ii17i2_7:‘1 —(l+m-— 1)Ii17i2m, (A.36)
con los valores iniciales IZT ;lm =0, IZZ 1_22m =0y
(—1)™(2m — 1) B (atmt2 ixtl si 19 es par
ZZTZ{ (55557)  stizes) , (A.37)
0 si 19 es impar
y donde B(x,y) es la funcién beta [33].
A partir de las Ecs. ( ), ( ), ( )y ( ), se obtiene
E oxt e —2m(i)" 'k B wb
XU — (4 d — A.38
Vem ( 7”0)47%0 cy (e+1) " \vy )’ ( )
Np— +
M.ext e —An(i) kv mAS, wb
= (4 — K | — ), A.39
Ve ( MU)KLWEO c? +1) ™ Ny ( )
con
Bym = AZm—&-l L+m+1)(l—m)— AZm—l (L—m+1)(l+m). (A.40)
Finalmente, se pueden escribir los campos electromagnéticos externos como
Box = Y (6607 + 6500+ E7.2) (A.41)
£m
Hoq = (A7 + H00 + H5) (A.42)
Lm

en donde las componentes corresponden a las Ecs. (1.57)-(1.62) del texto principal.
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