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Resumen

En el trabajo presente se aplica la aproximacién markoviana en la dindmica de un atomo de tres
niveles que emite radiacion espontdneamente en un efecto cascada |3) — |2) — |1) (|3) el estado mas
energético y |1) el estado base) con el objetivo de calcular la correlacion temporal entre el foton sefial
v23 (asociado a la transicion |3) — |2)) detectado al tiempo ¢ y el foton acompanante 12 (asociado
a la transicién [2) — |1)) detectado al tiempo ¢ +7 con 7 > 0 y demostrar que la duraciéon temporal
de la supuesta existencia del salto cuantico asociado a la transicion |2) — |1) es nula. El desarrollo
se divide en tres capitulos.

Primero se introduce la nocién de markovianidad que se utiliza en el tratamiento clasico del
movimiento browniano para definir la aproximacién markoviana que se aplica en el desarrollo de
este trabajo. Esta nocion se aplica igualmente en el tratamiento cuantico del problema para mostrar
las similitudes y diferencias entre ambos formalismos.

En el segundo capitulo se introducen las herramientas basicas con las que se trata el tercer
capitulo. Se presentan el campo de radiacién cuantizado, el dtomo de N niveles discretos y las
aproximaciones de dipolo eléctrico y de onda rotante que se emplean para modelar la interacciéon
entre el atomo y el campo de radiacion en el efecto cascada.

Se concluye en el tercer capitulo utilizando el fenomeno de la emisién espontanea en la visua-
lizacion de los saltos cuénticos. Aplicando la aproximacion markoviana en la emision espontanea
de un atomo de dos niveles, se demuestra que las ecuaciones de los operadores atémicos satisfacen
propiedades analogas a las de la particula browniana clésica en el formalismo de Langevin suponien-
do la existencia del tiempo de correlacion del vacio, asi como los mismos resultados de la teoria de
Wigner-Weisskopf si se agrega la suposicion de que el &tomo evoluciona lentamente o esté débilmente
acoplado en la escala temporal del tiempo de correlacién del vacio. En particular se demuestra que
los operadores atémicos satisfacen el teorema de la regresion bajo la aproximacion markoviana, el
cual se utiliza para calcular la evolucién de la funciéon de correlacion temporal de segundo orden de
los fotones emitidos en el efecto cascada, la cual estd en términos de las funciones de correlacién
temporal de los operadores atomicos. Presentando una definicion operacional de los saltos cuanticos
basada en la literatura especializada se interpretan los resultados obtenidos y se concluye que el

salto cuantico |2) — |1) se realiza de forma instantédnea bajo la aproximacion markoviana.
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Capitulo 1

Movimiento browniano

En el capitulo presente se desarrolla brevemente la teoria sobre el movimiento browniano en el
tratamiento clésico y cuantico con el objetivo de introducir la nocién de la aproximacion markoviana

con la cual se trabajara en el capitulo

1.1. La Aproximacién markoviana en el Movimiento brow-

niano clasico

1.1.1. Introduccidén histoérica

La introduccion de la markovianidad en la fisica se remonta a inicios del siglo XX cuando Einstein
present6 en 1905 una nueva teoria sobre el movimiento de particulas suspendidas en un fluido en
reposo que posteriormente serfa relacionado con el movimiento Browniano [1]. El resultado emble-
maético del articulo es el calculo del nimero de Avogadro en funcién del desplazamiento cuadratico
medio de las particulas suspendidas en el fluido, lo cual fue corroborado experimentalmente por
Perrin [2]. Esto le otorgd el reconocimiento y la aceptacion a la teoria de Einstein por parte de
la comunidad cientifica, motivando una nueva linea de investigacion encabezada por los trabajos
consecuentes de Smoluchowski [3], Langevin [4], Fokker [5] y Planck [6].

El desarrollo histérico exitoso, junto con la presentacion clara de las suposiciones en el articulo,
volvieron a la teoria de Einstein sobre el movimiento browniano en un ejemplo basico de la aplicacién
de la markovianidad en la dindmica de los sistemas abiertos. El concepto de sistema abierto en fisica
se interpreta como aquél sistema de interés S que requiere de un sistema complementario A para que
la descripcion del sistema S esté completa y la union de los dos sistemas, el sistema completo S + A,
sea considerado como un sistema cerrado. Con el objetivo de introducir la nocién de markovianidad
en el trabajo presente, en particular la aplicacién de la aproximacién markoviana en la dinamica de

los sistemas abiertos, se desarrolla brevemente la teoria sobre el movimiento browniano.
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Considérese un conjunto de particulas masivas (definidas en el trabajo presente como particulas
brownianas, supuestas como esféricas y de un radio del orden 0,1 — 5um) suspendidas en agua, las
cuales se mueven erraticamente debido a las colisiones incesantes que experimentan con las moléculas
del liquido. En su trabajo original Einstein presenté una serie de suposiciones sobre el movimiento

de las particulas brownianas, las cuales se resumen en los siguientes puntos [17]:

1. El movimiento de cada particula suspendida es independiente del movimiento de las demés
particulas suspendidas. Su desplazamiento respecto al tiempo resulta de las multiples colisiones

con las particulas mas ligeras que componen al fluido.

2. Se introduce un intervalo temporal 7, el cual es corto respecto a los intervalos de tiempo me-
dibles, pero lo suficientemente largo para suponer que los movimientos de una misma particula

en dos intervalos 7); sucesivos son eventos independientes entre si.

3. Durante el intervalo temporal 75, la componente X de la posicion de las particulas suspendidas
aumenta o disminuye una magnitud muy pequena A, la cual puede o no repetirse entre las
particulas. El ntimero de particulas que al tiempo t + Tp; se encuentran en un intervalo de
longitud dx y entre dos planos perpendiculares al eje X depende tnicamente de todas las
particulas que estaban desplazadas la magnitud A al tiempo previo t, contando todos los

posibles valores A.

La suposicion de interés en el trabajo presente se introduce en la hipotesis 2] en donde se presenta
formalmente la escala temporal 7); en la cual se observa la evolucién de las particulas brownianas. Si
se estudiara el movimiento de las particulas a una escala temporal menor, llamese 7¢, no serfa posible
plantear la hipoétesis [2] porque el valor de la posicién o el momento a cualquier tiempo arbitrario ¢
podria estar condicionado por su respectivo valor a los tiempos previos t — 7o, t — 27¢, t — 3¢ ¥
asi sucesivamente. La hipotesis 2] implica suponer que la posicién y el momento de cada particula
browniana a un tiempo t arbitrario estd condicionada tnicamente por su valor al tiempo previo
t — Tar, 0 en otras palabras, que la posicion y momento de cada particula al siguiente tiempo t + 7
depende unicamente de su valor al tiempo presente t. Para satisfacer esta condicién, se requiere que

T satisfaga la condiciéon

Tc KL TM™, (1.1)

en donde 7¢ se define como el tiempo de correlacion del fluido y representa fisicamente la duracion
temporal promedio de las colisiones de las particulas del fluido con la particula browniana (véase la
figura .

Con el planteamiento de las suposiciones Einstein derivo la ecuacién de movimiento de la

distribucion de probabilidad condicional f(z,t;x0,t0) de que la componente en X se encuentre al
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X(t)

~ ¥

X(t)

A

to

~ Y

(b)

Figura 1.1: Diferencia en las escalas temporales en la posicién X (¢) de la particula browniana. Figura
a): Evolucion de la posiciéon en la escala 7¢. En esta escala es méas probable que la posiciéon a un
tiempo arbitrario dependa de la posicién a intervalos previos debido a que menos colisiones ocurren.
Figura b): Evolucion de la posicion en la escala 7p7. La posicion de la particula a un tiempo arbitrario
depende tinicamente de su valor al tiempo previo. Notese que en la escala Tp; es necesario ampliar
el dominio temporal inicial para observar el movimiento de la particula por mas tiempo.
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tiempo ¢ en el valor « dadas las condiciones iniciales (xg,to) |1]. La ecuacion que modela el cambio
Af en la escala temporal At = 7, se define en la literatura como una ecuacion de Fokker-Planck,
la cual describe el cambio de la distribucién de probabilidad condicional de la componente X bajo
la influencia del fluido [5L/6].

La nocién de la aproximaciéon markoviana E| que se aplica en el trabajo presente consiste en es-
tudiar la dinamica de los sistemas abiertos en la escala temporal 75, que satisface (suponiendo
la existencia de 7¢) en el formalismo de Langevin, en donde se estudia la evolucion de las variables
dindamicas de interés del sistema abierto envés de su distribuciéon de probabilidad. Para mostrar lo
mencionado anteriormente, se revisa brevemente la teoria de Langevin sobre el movimiento brow-
niano y se aplica la aproximacién markoviana en la evolucion temporal de las propiedades estadisticas

de las variables; este es el objetivo de la siguiente seccion.

1El epiteto markoviana es en honor al matematico ruso Andrei Andreievich Markov quien introdujo los procesos
estocéasticos con una distribucién de probabilidad condicional en la cual el valor al tiempo ¢,,41 solo depende del valor
previo t, tras una sucesion de n eventos previos t] < tg < ... < tp—1 < tn.
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1.1.2. Formalismo de Langevin

Considérese una particula browniana de masa m y momento p(t) que satisface la ecuacion de

movimiento

Cp(t) = —w(t) + (1), (12)

en donde la fuerza neta que experimenta la particula por parte del fluido esta constituida por dos
partes. La primera, —yp(t), es la fuerza de friccion (con ~ el coeficiente de friccion) que describe el
efecto acumulado de las colisiones con las particulas que componen al fluido. La segunda fuerza ((t),
llamada fuerza de Langevin, representa la fuerza que resulta de una sola colisién con las particulas
del fluido y provoca el movimiento erratico e incesante de la particula browniana. ((t) esta definida

como un proceso estocéstico estacionario que satisface las siguientes propiedades [§]

1. El valor promedio de {(t) es nulo:

(€(t)) =0, (1.3)

en donde (—) representa el promedio respecto a la distribucion de probabilidad de las realiza-
ciones de ((t). En este trabajo no se muestra explicitamente la distribucion asociada a la fuerza
de Langevin con el fin de definir al fluido (y de forma mas general al sistema complementario

de la particula browniana) mediante las propiedades estadisticas que satisface ((t).

2. La funcién de autocorrelacién temporal

(C)C(s)) = f(t =), (1.4)

describe la dinamica de las fluctuaciones de la fuerza de Langevin ((t), en donde f(t — s) es
una funcion real y par (centrada intensamente en ¢ = s) cuya integral sobre todo el dominio

det=t—s

/00 dr f(1) = 2D,, (1.5)

—00

es igual a una constante que se define como el coeficiente de difusiéon de momento.

3. Al estar el fluido compuesto por un ntimero arbitrariamente grande de particulas, se espera que
la duracion promedio de una colision con las particulas del fluido tenga una duracién temporal
muy corta. Esta suposicion define el tiempo de correlacion 7¢ del fluido como el tiempo de

autocorrelacion de la fuerza de Langevin (el ancho de la funcion f(t—s)), en donde se satisface
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t—s), |t—s| < 7o,
ey = {1 melsTe (1.6)

0, [t —s| > 7c.

Como la fuerza de friccién representa el efecto acumulado de un gran ntimero de colisiones
con las particulas que componen al fluido, se presume que el tiempo que tarda la particula
browniana en experimentar la fricciéon es de un orden mucho mayor que el tiempo que tarda
en colisionar con las particulas del fluido; esta observacién se interpreta como la diferencia en

las escalas temporales

7o <y (1.7)

De esta observacion se sigue que la ecuacion (1.2) es valida en la escala temporal 73; que

satisface

To LT K ’)’71. (1.8)

La ecuacion (|1.2) se nombra en la literatura como la ecuacion de Langevin y esta definida por las
propiedades y [3| que satisface la fuerza de Langevin [8]. La descripcion de la particula browniana

estd completa cuando se introduce la ecuaciéon de movimiento de la posicion de la particula

Interpretacion del Formalismo

El formalismo de Langevin supone que la particula browniana evoluciona temporalmente en un

intervalo arbitrario [to,t] segin las soluciones de las ecuaciones (1.2) y (1.9) [9]

p(t) :p(to)e—'Y(t—to) " /t s e_v(t—s)c(s)7 (1.10a)
to
a(t) = x(to) + pv(:g) [1— e (=to)] 4 ,%m /t: ds[1 — e 7E=9]¢(s). (1.10b)

Estas soluciones se deben interpretar como la realizacion al tiempo ¢ del momento y de la posicién
como consecuencia de la serie o acumulacion de realizaciones de la fuerza de Langevin durante todo
el intervalo de observacion [t, t].

Si se realiza un namero N de mediciones del momento y de la posicion al tiempo ¢ con las mismas

N

condiciones iniciales z(ty) y p(to), resultan los conjuntos de valores {p;(t)}¥; v {z;(t)}}X, con los

elementos mayormente distintos entre si como consecuencia de las distintas series de realizaciones
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de la fuerza de Langevin en cada medicion; cada uno de estos valores p;(t) y x;(t) corresponde a las

soluciones ({1.10))

t
pxt>:zxt@e-7“-m>+l/’dse-v“-ﬂgxsm

to

x;(t) = x(to) + plto) [1—e7(tt0)) 4 = t ds[1 — e "¢ =9]¢(s),
ym Y Jto

en donde {¢;(s)}Y, representa el conjunto de realizaciones de la fuerza de Langevin al tiempo

s € [to, t]. A cada tiempo s esta definido a posteriori el promedio ¢(s) como

((s) = %ZQ(S)’ (1.11)

y la autocorrelacion temporal entre los tiempos ¢ y s en la misma medicion del momento y/o posicion

como

N
00 = 3 D2 GG, (112
i=1

Conforme el nimero de mediciones incrementa (N — c0), las propiedades ¢(t) y ¢(¢)((s) tienden
a las propiedades a priori de la fuerza de Langevin y, de esta forma, la dependencia explicita respecto
a ((t) significa que las propiedades estadisticas del momento y de la posicion estan caracterizadas

igualmente por las propiedades de la fuerza de Langevin.

Teorema de la Regresion

Para estudiar como se aplica la aproximaciéon markoviana en la dindmica de la particula brownia-
na utilizando las propiedades de la fuerza de Langevin se presenta el teorema de la regresion, el cual
se utiliza como un criterio para definir a los sistemas markovianos [10] y sirve como motivacién para
desarrollar los resultados que se muestran en el capitulo [3] El desarrollo mostrado en esta seccion y
en las siguientes esta principalmente basado en el trabajo de Uhlenbeck y Ornstein [9], asi como el
tratamiento de Cohen-Tannoudji, Dupont-Roc y Grynberg 11| sobre el movimiento browniano.

Utilizando la solucién y la propiedad se obtienen las ecuaciones de movimiento de

los promedios del momento y de la posicion de la particula browniana

= ((t)) = =7 (p(t)) , (1.13a)

L o) = = (o(t)) = 2Lttt (1.13b)
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El teorema de la regresion enuncia que, como el momento y la posicion satisfacen las ecuaciones

(1.13)), las siguientes funciones de correlacion satisfacen las ecuaciones

3 WEp(®) = =7 (y(t)p(t), (1.14a)
d (y(t' _ 1 ! _ 1 e Ny (4
7 W@)z(®) = — w(t)p(t)) = —e (), (1.14b)

para y(t') = p(t'),x(t'), con t > t’. Este teorema es tinicamente vélido bajo la aproximacion marko-
viana, en donde los incrementos de ¢ respecto a t' deben satisfacer 7¢ < t — t'. Para demostrar este
teorema se construyen las ecuaciones de las funciones de correlacién temporal multiplicando y(t)

por la izquierda en las ecuaciones (|1.2)) y (1.9) y aplicando el valor promedio

S WOP0) = = W O) + I )0). (1150)
20 = (0] = 2o ) + - [ dse I s, (1ab)

en donde se utilizo la solucion del momento (1.10a]) con el tiempo inicial ¢ = ¢’ en (1.15b)). Ambas
ecuaciones dependen de la funcion de correlacion (y(¢')((t)) y el teorema se obtiene si (y(t')((t)) = 0;

esto se demuestra cuando 7¢ < t — ¢/, como se muestra a continuacion [9,/11]

= Resolviendo el momento (1.10a]) para el tiempo ¢, multiplicando por la derecha la fuerza de

Langevin ((t) y aplicando el valor promedio se obtiene la solucion

’

(p")C(1) = (p(to)¢(t)) e 7't / ds eV (C(s)C(E)) -

to

p(to) es una constante que sale del promedio y el primer término se reduce a cero por la

propiedad (1.3); con esta observacion, (¢(¢)p(t')) es igual a la integral

() (H) = / dse™ =) ((5)C(1)) - (1.16)

Utilizando la propiedad se resuelve (((¢)p(t')) para dos casos. En el primer caso cuando
To <t —ty e < t—to, (((s)C(t)) es practicamente nula en todo el intervalo de integracion
salvo en |t — s] < 7¢. Como se estd observando a la particula en la escala 73y > 7¢ en la
aproximacion markoviana, (((s)((t)) es practicamente cero salvo en el valor s = ¢, por lo que

se aproxima la integral anterior por
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/ e (C()0(H)) eI / s f(s 1)

Realizando el cambio de variable 7 = s — ¢ se obtiene

' (t'—1) oo
/t: ds f(s—1t) —/:t;)drf(T) z[def(T) =2D,,

aplicando la suposicion (1.5) en donde los limites de integracion se extienden para corregir el
error que daria si se estudia el movimiento de la particula en la escala 73, con los limites de

integracion fijos (véase la figura[L.1)).

En el segundo caso cuando 7¢ < t—t', (((s)((t)) esta centrada afuera del intervalo de integra-
cion [tg,t'] en donde es igual a cero, por lo que la funciéon de correlacion se vuelve cero. Estos

resultados se resumen en la siguiente llave [9;/11]

0, e <t—1t,
(B(E)(0) = , (1.17)
2D, e "D o <t — ¢

Como funcion de t, la correlacion temporal entre la fuerza de Langevin y el momento incrementa
conforme ¢t — ' en un intervalo temporal de longitud v~' y decae rapidamente a cero para
t’ < t en un intervalo de longitud 7¢. Esto significa que el momento de la particula browniana
a un tiempo ¢’ fijo esta correlacionado con la fuerza de Langevin a tiempos previos ¢t < t' pero

no a tiempos posteriores ¢’ < ¢ bajo la aproximacién markoviana.

= Resolviendo la posicion (1.10b)) para el tiempo ¢, multiplicando por la derecha {(t) y aplicando

el valor promedio se obtiene la solucion

(@(t)C(1)) = (2(to)C (1)) + vim (p(to)¢(8)) [L— et 4 %n /t: ds [1—e ] ()¢ (1))

x(to) vy p(to) son constantes que salen del promedio y sus respectivas funciones de correlacion

se vuelven cero por la propiedad (1.3); esto reduce (((t)z(t')) a la integral

@)t = — [ ds[1- e 9] (C(5)C)) (1.18)

YmM Ji,

Utilizando los mismos argumentos presentados en el calculo de (p(t')((t)) se obtiene la funcion

de correlacion temporal en los dos limites de interés [9L[11]
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, 0, Te<t—1t,
(x(t)C(1)) = (1.19)
2D, [1 _ e—fy(t’_t)], To < t/ —t.

ym

Varianza del Momento y de la Posicion

Uno de los resultados caracteristicos de la teoria de Einstein sobre el movimiento browniano es el
célculo de la varianza de la posicion de la particula en una dimension [1]. En esta seccion se presenta
brevemente el calculo de la varianza del momento y de la posicion con las propiedades de la fuerza de
Langevin y con el procedimiento presentado en la seccién anterior sobre el teorema de la regresion.

La varianza del momento esta definida por

ap(t) = ((p(t) = (p(1)))?) (1.20)

en donde el promedio del momento resulta de resolver la ecuacion ((1.13al)

(p(t)) = p(to)e 1110, (1.21)

Sustituyendo las soluciones (L.10a) y (1.21)) en 02(t) se obtiene la expresion general

oo(t) = 6727t/t ds e"*s/t ds' e (¢(s)C(s)). (1.22)

Fijando la varible s, se aplica la aproximacion markoviana bajo la suposicion de que 7¢ < t — s
y T¢ <€ s — tg. Como se observa la particula en la escala 7p7, (C(s)((s")) es practicamente cero en
todo el intervalo de integracion de s’ salvo en el valor s = s’. Esto implica que la integral respecto

a s’ se aproxima por

t t t t
—2vt ds s ds’ s’ Y~y dse=2v(t=s) ds’ _ 4.
e / se / S (gl ~ [ dse [ as'ss—)

to tO
La integral respecto a s’ se resuelve con el cambio de variable 7 = s — s’, en donde 7 = —(t — s
b

cuando s’ =ty 7 = s — ty cuando s’ = tg

/ s f(s ) = / ) = / T g pe) [ st

to s—tg (t—S) —00

De esta forma se reduce o7(t) bajo la aproximacion markoviana a la expresion [9,[11]

t
, D
o2(t)~ 2D, | dse 2179 = ZL[] — em2(7t0)], (1.23)
to Y
De la aproximaciéon anterior se obtienen los resultados de la varianza del momento. A tiempos

menores que 7~ ' el momento de la particula se dispersa linealmente respecto al tiempo a la razén
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del coeficiente D, lo que motiva a definirse como el coeficiente de difusién del momento. A tiempos

mucho mayores que v~ ! el momento alcanza su méaxima difusiéon

2D (t —to), (t—to) <77
9 D ) 9
op(t) = 1 (1.24)
Dy/v,  (t=to) >~y

Los argumentos desarrollados en el célculo de la varianza del momento se aplican igualmente en

el calculo de la varianza de la posiciéon definido por

o2 (t) = ((=(t) = (=(1))*), (1.25)

en donde el promedio de la posicién resulta de resolver la ecuaciéon (|1.13b))

(x(t)) = z(to) + pé:z) [1- e_"(t_t‘))]. (1.26)

Sustituyendo los resultados (1.10b]) y (1.26)) en o2(t) se obtiene la expresion general

oi<t>:<<z<t>—<x<t>>>2>:ﬁ / s / ds' [1 — e[ — O] (¢()C(s)) . (1.27)

Aplicando la aproximaciéon markoviana y utilizando el mismo procedimiento presentado en el

calculo de ag(t) fijando primero la variable s se obtiene el resultado

a2(t) = ﬂ — _ g — e (t=to) i — e~ 2v(t—to)
(1) ()2 {(t fo) = Z[1 I+ 0 ]}, (1.28)

del cual resultan los casos [9L[11]

o2(t) = 0 -t <, (1.29)

Gkt —to),  (t—to) >N

A tiempos menores que el tiempo de relajacion el desplazamiento de la particula es practicamente

2

2(t) crece linealmente respecto al

nulo respecto a su posicién inicial; a tiempos mucho mayores o
desplazamiento del tiempo (t — tp). Este es el resultado emblematico calculado por Einstein en su
trabajo sobre el movimiento browniano en donde el coeficiente de difusion de la posicion se define

en términos del coeficiente de momento como

D, = . (1.30)

En la secciéon presente se aplico la aproximacion markoviana en la demostracion del teorema de la
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regresion y en el calculo de la varianza del momento y de la posicion en una dimensién de la particula
browniana utilizando la ecuacién de Langevin y las propiedades de la fuerza de Langevin [9]. El
siguiente paso consiste en construir una ecuaciéon de Langevin que reproduzca los mismos resultados
de la seccién presente sin tener que partir de la ecuacién fenomenologica . Este es el contenido

de la siguiente seccion.



CAPITULO 1. MOVIMIENTO BROWNIANO 13

1.1.3. El Bano térmico de Osciladores armoénicos

Uno de los modelos empleados para estudiar el movimiento browniano con una descripcién mas
detallada del fluido es el modelo de Caldeira—Leggetﬂ [141/15], el cual consiste en suponer que la
particula browniana esté representada por una particula libre de masa m descrita por las coor-
denadas (x,p) de posicion y momento conjugado, y que el fluido esta constituido por un nimero
N arbitrariamente grande (N > 1) de osciladores armoénicos unidimensionales etiquetados por el
sufijo « y descritos por las coordenadas (qq,p.) de posicién y momento conjugado. Nombrando a
la particula browniana como la particula S y al conjunto de osciladores armoénicos como el sistema
complementario A (el bano de S o los alrededores de S), la dindmica de cada sistema esta descrita

por los respectivos Hamiltonianos Hg y H 4; el Hamiltoniano de la particula esta definido por

Hg = —, (1.31)

y el Hamiltoniano de los alrededores A como la suma de los N Hamiltonianos Hy(qq,ps) de los

osciladores armoénicos unidimensionales de masa m,, y frecuencia angular wq

N 2 2
pa moéwa
HA = § Ha(‘]aapa)a Ha(qompoz) = 2m + 9 qu (132)

a=1

La interaccién entre ambos sistemas que se estudia en este modelo esta dividido en dos partes

N | N 2
W:_ananZ( az)x? (1.33)
a=1 2 a=1 Maly

La primera corresponde al acoplamiento bilineal entre las posiciones q, y x y representa la
influencia mutua entre la particula y cada oscilador del bafio; la segunda es un potencial armonico
que experimenta tnicamente la particula S al estar acoplada con todos los osciladores El La suma

de Hg, Hy y W resulta en el Hamiltoniano del sistema cerrado S + A

N 2 2 2
p Pu MaWy Co
H=—+ + - —= . 1.34
2m az::l [Qma 2 (qa Maw?2 > ] (1.34)
Utilizando las ecuaciones de Hamilton, se calculan las ecuaciones de movimiento de la particula
Sy de los osciladores armonicos

. OH p

- _

- _ £ 1.
N o (1.35a)

2Los resultados que se presentan en esta seccién estan basados en el desarrollo del modelo de Caldeira-Leggett que
se encuentra en las referencias de Peter Hanggi [12| y Noélle Pottier |13].

3Naturalmente se puede agregar este término al Hamiltoniano Hg para definir un Hamiltoniano efectivo HY,, mas
la dependencia explicita de todos los osciladores motiva a mantenerlo como parte de la interaccion.
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OH N N 2
o O N~ o\, 1.35b
T DL Z(mawg)x (1.355)

a=1

. _OH _ pa
Qo = ﬁ = mi, (135C)
OH
Do = _ﬁ = Cal — MW o (1.35d)
.. Co 2 . . 2
qa = mil' — Wuola; Pa = Ca® — Wy Pas (1-356)

La influencia de los osciladores armoénicos en el momento de la particula S se muestra resol-
viendo ¢, (t) y pa(t) en un intervalo de observacion fijo [tg,t] y sustituyendo en (|1.35b)). Integrando
directamente la ecuacion de segundo orden de g, en ([1.35€¢) y utilizando la funcién de Green

Galtys) = 0(t — ) S0lwalt =9 (1.36)

Wa

con f(zx) la funcion escalon de Heaviside

0(z) = (1.37)

se obtienen las soluciones de los osciladores armoénicos

Ca

dalt) = dalto) coslwa(t — to)] + 22 il (¢ — 1)) + / ds a(s) sinlwa(t — 5)],  (1.38a)

MaWa MaWa Ji,

DPa(t) = palto) coswa (t — to)] — Mawaqa(to) sinfwa (t — to)] + ca /t ds x(s) cos[wa(t — s)]. (1.38b)

Las soluciones ¢, (t) y pa(t) se dividen en dos partes; los primeros dos términos de ambas variables
corresponden a la evolucion libre y el tercer término representa la evoluciéon debido a la interaccién

con la particula S en el intervalo [to,t]. Integrando parcialmente el tercer término de ¢, (%)

( C“ ) /t: dso(s) sinfua(t=s)] = ( - ) {x(t) — coslwa (t = to)]a(to) — /t: ds 3(s) coswe (t — s)]} :

MaWe Maw?2

y sustituyendo ¢, (t) en (1.35b]), se obtiene la ecuaciéon integro-diferencial [12,/13]
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0) = == [ dsa(t = s)p(s) + ) =20 ~ o)) (1.39)

en donde se definen las funciones

N 2
V(1) = Z (m T,ﬂ) cos(waT), (1.40a)
a=1 T

MaWa

N
() = Z Car {qa(to) cos[we (t — to)] + Palto) sinfwe (t — to)]} . (1.40Db)
a=1

~(7) es una funcion real y par respecto a 7 que se define como la funcién de memoria de la particula
S. &(t) es la funcion que se busca definir como fuerza de Langevin si satisface las mismas propiedades
de ((t) en la seccion El ensamble sobre el cual se estudian las propiedades mencionadas es
el ensamble de equilibrio térmico del bano de osciladores, en donde las propiedades estadisticas de
&(t) se estudian segun la distribucion del estado inicial (q(t), p(to)) en el espacio fase T del bafio
de osciladores (véase el apéndice . Respecto al ensamble en equilibrio térmico se obtienen
los siguientes resultados [12}[13] (véase el apéndice para su desarrollo)

((€@®)) =0, (1.41a)

(e = 39¢ -5, 57 =haT, (1.41b)
|t rneon =20, D=2 (1.410)

en donde y(t—s) es la funcion de memoria definida en , kp es la constante de Boltzmann, T la
temperatura del bano, D, es el coeficiente de difusién del momento y v corresponde al coeficiente de
friccion de la particula browniana. Para demostrar la existencia de los coeficientes y poder definir a la
funcion £(t) como una fuerza de Langevin es necesario suponer la existencia del tiempo de correlacion
7¢ del bano de osciladores cuando se encuentran en equilibrio térmico, lo cual es equivalente a
suponer que la funcion de memoria (7) tiene un ancho temporal 7., por el resultado (1.41b)). Esta es
la principal aplicacién de la aproximacion markoviana en este modelo sobre el movimiento browniano,

la cual se muestra a continuacion.

La Aproximaciéon markoviana

Realizando el cambio de variable 7 =t — s en la ecuaciéon del momento (1.39)) resulta en
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) 1 [t=to)
pt) =~ dry(T)p(t —7) + £(t) — (¢ — to)x(to)- (1.42)
0
La aproximacion markoviana consiste en suponer que la funcién de memoria (7) esté centrada

en 7 = 0 con un ancho temporal 7, y que se observa a la particula en la escala 7); que satisface

Ty < 7w, (143)

por lo que (1) es practicamente nula dentro del intervalo de integracion salvo en el valor 7 & 0
[12[13l[16]. Aplicando la suposicion ([1.43) se aproxima la integral como
) ~
- dry(r)p(t = 7) ~ ——-p(t), (1.44)

m Jo

y se define al coeficiente de friccion de la particula

1 [G—to) 1 [
N = E/o dr~(1) = E/o dr (1), (1.45)

en donde la extension (¢t — tg) — oo es consecuencia de estudiar a la particula en la escala 7y,
que satisface (1.43]). Con esta suposicion se aproxima la ecuacion integro-diferencial (|1.39) por la

ecuacion diferencial [124[13]

p(t) = —p(t) +£(0), (1.46)

en donde el término —v(t —tg)x(tg) se vuelve cero por la propiedad v(t —tg) ~ 0 cuando se satisface
(1.43). En el dominio de la aproximaciéon markoviana es valido definir a la ecuacién (|1.46|) como la
ecuacion de Langevin que describe el movimiento browniano de la particula S en el bano térmico de
osciladores armonicos. Las propiedades caracteristicas de la particula browniana como el teorema de
la regresion , la varianza del momento (|1.24]) y de la posicién se satisfacen igualmente
para la particula S debido a la misma estructura entre las ecuaciones y (1.46)), asi como las
mismas propiedades estadisticas entre £(t) y ((t).

La validez de la aproximacién markoviana como se presenta en la seccién presente depende de
la existencia del ancho temporal 7, de la funcién de memoria, la cual depende de la naturaleza
del acoplamiento entre la particula y los osciladores como aparece en en términos de los
coeficientes c,. Para continuar con este andlisis resulta conveniente considerar el limite continuo
de los osciladores del bano térmico, cuando estos son demasiado densos y la diferencia entre las

frecuencias se vuelve infinitesimal; en este limite se reescribe la funcién de memoria como

) = [ o (St ) ostem), (147)
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con c¢(w) la intensidad del acoplamiento como funciéon de las frecuencias y g(w) se define como la
densidad de modos en el bano de osciladores (el namero de osciladores con la misma frecuencia
w). Conociendo estas funciones se espera obtener una funcion de memoria con el ancho temporal
7, deseado respecto al cual se puede aplicar la aproximaciéon markoviana bajo la suposicion (|1.43]).

Considérense los siguientes dos casos.

1. Si (1.47) converge, el teorema de Wiener-Khinchin [7] es aplicable y la autocorrelacion de la

fuerza de Langevin £(¢) es igual a la a la transformada de Fourier

e+ e = [ dosewie, (1.48)

en donde S¢(w) es el espectro de la autocorrelacion, con la transformada inversa definida por
1 > —iwT
Se(w) =5 [ dr ((§(t+7)E(t))) ™™ (1.49)

La transformada de Fourier (|1.48]) se construye de la definicién ([1.47) utilizando el resultado
(1.41b)) y la propiedad de la conservacion de paridad en la transformada de Fourier. De esta

forma, notese que

) = e+ e =3 [ o (HDDY or

. o2
—3 [ O:O do Se ()€™ (1.50)
(10

por lo que la existencia de 7, depende del perfil S¢(w). Ejemplos de las funciones de autoco-

rrelacion ((£(t + 7)&(t))) segtn Se(w) son las siguientes

Sclw) = gy (e neon = (F2) e s
W) = L (2 et MY\ o~ (r/2m)?

Se( )_2/5< . ) = (ﬁ\/%) , (1.51b)

S =55 (22) = tewser = (o, s

(1.51c) es el caso idealizado de ruido blanco, en donde la intensidad de acoplamiento c¢(w) es

constante para todas las frecuencias del bano de osciladores [15] hasta cierta frecuencia de
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corte €2 (véase por ejemplo (1.126))). Este caso se puede visualizar como el limite de (1.51a)) y
(1.51b) cuando 7, — 0. Es

2. Si no se conocen las funciones c¢(w) y g(w) o si la integral sobre las frecuencias no converge, la
suposicion de la existencia del tiempo 7, forma parte del marco de la aproximacion markoviana.
Si la evolucion de las variables del sistema es muy lenta en comparacion con las variables de
los alrededores, es posible integrar primero temporalmente en para observar cambios en
la dindmica de la particula. En este caso resulta la expresiéon
sin(wT)

/oo dr cos(wt) = lim —— = 7 (w), (1.52)
0

T—00 w

con §(z) la delta de Dirac definida bajo la integracion como

fle), a<c<b,

b

[ dnf@se—o =3 f@ a=coe=s (1.53)
0, c¢>bdc<a.

Usando las propiedades (|1.53)) de la delta de Dirac, se reescribe el coeficiente v en este caso

como

7= (5-) (uf”)) g@)| (154)

en donde w = 0 se debe interpretar como una frecuencia caracteristica de la particula S ﬂ (1.54)
se interpreta como el resultado de interactuar principalmente con la frecuencia caracteristica

w = 0 durante la observacion markoviana del fenémeno.

En la seccién presente se demostro que se puede construir una ecuacion de Langevin que describa
el movimiento browniano clésico de una particula libre embebida en un conjunto arbitrariamente
grande de osciladores armoénicos unidimensionales en equilibrio térmico cuando se aplica la apro-
ximacion markoviana a la ecuacion integro-diferencial del momento, reduciéndose a una ecuacion
diferencial. La aproximacion markoviana que se presenta consiste en suponer que la funcion de me-
moria del momento posee un ancho temporal finitio 7., y que la escala temporal 7j; en la cual se
observa el fenémeno satisface 7¢ < 77. Bajo esta suposicion se obtienen los mismos resultados
del formalismo clésico de Langevin sobre el movimiento browniano con el coeficiente de difusion de

momento D, = my/S.

4Veéase por ejemplo la emision esponténea en un dtomo de dos niveles en la seccion [3.3.2) en donde la frecuencia
caracteristica del sistema S (el 4tomo de dos niveles) es la frecuencia de Bohr de la transicién wa; entre los estados

12) y [1)-
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Existen naturalmente mas fenomenos que se pueden describir clasicamente con la aproximacion
markoviana [7,8], mas no es el objetivo del trabajo presente exponer éstos. Para los objetivos de este
trabajo es suficiente con presentar este breve desarrollo del formalismo de Langevin para introducir
las ideas clave (el tiempo de correlacion de los alrededores y la funcién de memoria) a estudiar en el

tratamiento cuantico de la aproximaciéon markoviana.
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1.2. La Aproximacion markoviana en el Movimiento brow-
niano cuantico

Después de introducir el formalismo de Langevin para mostrar como se aplica la aproximacion
markoviana en el calculo de las propiedades estadisticas de las variables fisicas, y como se obtiene una
ecuacion diferencial (en especifico una ecuacion de Langevin) de una ecuacion integro-diferencial,
utilizando en ambos casos la aproximacién markoviana, se procede a estudiar el mismo modelo
de Caldeira-Leggett con el tratamiento de la mecénica cuédntica para estudiar las similitudes y
diferencias entre ambos tratamientos, asi como mostrar si es posible o no aplicar la misma nociéon de la
aproximacion markoviana en el tratamiento cuéntico andlogamente a su aplicacién en el tratamiento

clasico.

1.2.1. Formalismo de la Mecanica cuantica

La diferencia principal con el tratamiento clasico es el formalismo matematico que se utiliza en el
estudio de los sistemas cuénticos. En los siguientes puntos se resumen brevemente los conceptos ne-
cesarios que se utilizan en el trabajo presente para presentar el tratamiento cuantico del movimiento

browniano en este acpitulo y de la emision espontanea en el capitulo

Descripcion de los Sistemas cerrados

Todo sistema cerrado esta representado por un espacio de Hilbert H cuyos elementos |¥) (nor-
malizados a uno) se definen como los estados del sistema. El producto interior entre dos kets |®) y
|¥) se escribe como la aplicacion del bra (®| en el ket |¥), el cual se reduce como el braket (®|).
Sobre el espacio del sistema se definen operadores lineales O que acttian sobre los estados |¥) y se
asocian con los nuevos estados |[¥’) = 0] |¥) en H. Con estas ideas en consideracion se presentan los

postulados de la mecénica cuantica |17].

1. Elestado de un sistema cerrado al tiempo arbitrario ¢ esta definido por el ket |¥(¢)) en el espacio
H o por el operador de densidad p(t) = |¥(¢) ¥ (¢)|. Independientemente de su representacion,

el estado de todo sistema cerrado se define como un estado puro.

2. Toda observable fisica S esta descrita por un operador hermitiano S que actia sobre el estado
fisico |¥(t)) y define al nuevo estado fisico del sistema |¥’(t)) = S|¥(t)). El operador S se

define como una observable.

3. La medicién de la observable fisica S en el sistema solo puede resultar en uno de los valores
propios de la observable correspondiente S. El conjunto de todos los valores propios de S

se define como el espectro de la observable. Asociado a cada observable S existen estados
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|sn) en el espacio H definidos como los estados propios de la observable; la aplicacion de S
sobre los estados propios resulta en S |s,) = s, |s,,), en donde s,, es el valor propio asociado al
estado propio |s,). El conjunto {|s,)}, de todos los estados propios forma una base ortonormal

completa del espacio H

(si|sj) = 6ij,  (ortonormalidad) (1.55a)

Z |sn)sn| =1,  (completez) (1.55b)

con J;; la delta de Kronecker e I el operador de identidad. Todo estado fisico se puede escribir

como una combinacién lineal de los estados propios

|U(t)) = Z cn(t) [sn) = Z (sn|¥(t)) [sn) (1.56)

n

en donde los coeficientes de la combinacién lineal son los que evolucionan temporalmente.

Notando que el bra correspondiente esta descrito por la combinacién lineal

(L) =D cn(t) (sml, (1.57)

se construye la expresion del operador de densidad en términos de la misma base

) =D (P(t))mn (smlsn) » (P())mn = ¢ (E)en (). (1.58)

m,n

Cuando més de un estado propio esta asociado con el mismo valor propio s,, se dice que el
valor propio esta degenerado. La degeneracion g,, se define como el niimero de estados propios

que estan asociados con el mismo valor propio s,. En este caso se reescribe |¥(¢)) como

() =305 (1.59)

n i=1

en donde {|S:L> 9n . es el conjunto de estados propios de la observable S asociados al mismo

valor propio s,. El caso degenerado se reduce al no degenerado cuando g, = 1.

4. La probabilidad P(s,) de medir s,, estd dada por la expresion

P(sy,) :i|<s;|xp(t)>|2:iyc;|2. (1.60)
=1 i=1
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En el caso particular cuando la degeneracion del valor propio es nula (g, = 1) se obtiene el

resultado

P(sn) = |{sn T = leal. (1.61)

Esto significa que la tnica informacién que se conoce a priori del sistema es la probabilidad
de medir un valor propio s, en el proceso de medicién de la observable S. Demostrar esta
suposicion implica medir la misma observable S en N sistemas preparados igualmente en el
estado |U(t)), contar el nimero de veces que aparece s, y dividir por N. En el limite cuando
N — 00, la probabilidad que se obtiene de medir el valor propio s,, en el ensamble de sistemas
debe ser igual a la probabilidad propuesta en o) . El promedio experimental que se

obtiene de las mediciones de S debe tender a la expresion

(5t)) = (wISw) = r{pn)s}h =3 i | (8)] s, (1.62)

n i=1

también llamado en la literatura como el valor esperado, en donde Tr{—} se define como la
traza del producto de operadores respecto a una base arbitraria; en términos de la base {|s,) }»

Se expresa Ccomo

Tr {ﬁ(t)S‘} =3 (salp()S]5n) - (1.63)

i
(1.62)) es el valor que la mecanica cuantica predice en el 4mbito de las mediciones de las

observables fisicas.

5. Si la medicién de la observable fisica S resulta en el valor esperado s, el estado del sistema

|¥(t)) se reduce al estado

W) = P]f’(“); (1.64)

en donde P, es el operador que proyecta a los estados propios asociados con s,

9n

P, = Z: st )(sth ], (1.65)

y en el caso para g, = 1,

P, = |sn)sn| . (1.66)
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6. La evolucion temporal del estado |¥(t)) esta descrita por la ecuacion de Schrodinger

. d .
ih [ (8) = H[¥(1)). (1.67)

en donde H es la observable asociada con el Hamiltoniano clésico definida como el operador

Hamiltoniano. Usando la ecuacién del bra correspondiente

. d -
—ih (U(t)] = (U(0)| A, (1.68)

se obtiene la ecuaciéon de evolucion del operador de densidad

[0 (1.69)

&l
~+
>
—~
~
~—
Il

Los puntos anteriores definen el esquema dinamico de Schrédinger en donde los estados evolu-
cionan respecto al tiempo y las observables permanecen constantes. Se introducen los subindices
S para denotar que los estados |Wg(t)) y los operadores Og estan descritos en el esquema de
Schrédinger. Existen observables fisicas que pueden depender explicitamente del tiempo, pero

éstas no se tratan en el desarrollo del trabajo presente.

En el caso particular cuando el Hamiltoniano es independiente del tiempo, |¥s(t)) evoluciona

en el tiempo segun el operador de evoluciéon temporal U(t, to)

[Us(t)) = Ut to) [Ws(to)),  Ult,tg) = e~ Hsttol/n (1.70)

el cual satisface las propiedades:

Ult,to) = Ut,t)U(t', o) (Cerradura) Ulto, to) = I (Invarianza temporal), (1.71a)

ULt to) = UT(t, to) = Ulto,t) (Unitariedad). (1.71b)

La sustitucion de |¥g(t)) en <§ (t)> motiva a definir el esquema dindmico de Heisenberg
en donde las observables evolucionan respecto al tiempo y el estado del sistema permanece

constante

(S(0)) = (Ws(B)|Ss1Ws(t) = (Ws(to)|Su (D] ¥s(to)) (1.722)



CAPITULO 1. MOVIMIENTO BROWNIANO 24

Sp(t) = Ut(t,t0) SsU(t, to), (1.72b)

[Ur(t) =[¥u(to)) = [¥s(to)) - (1.72¢)

Derivando S 11 (t) respecto al tiempo y utilizando (1.72b)), se obtiene la ecuacion de movimiento

de los operadores en el esquema de Heisenberg

L8ut) = = [SH(t),szH(t)] (1.73)

se define como la ecuacion de Heisenberg y describe la dinamica de los sistemas fisicos
en el esquema de Heisenberg. Los distintos esquemas dindmicos en la mecanica cuantica se
construyen segun la definicion del valor esperado del operador en el esquema de Schrédinger;
las mediciones observables en un laboratorio deben ser independientes del esquema dindmico

en el cual se estudie la evoluciéon temporal del sistema.

Descripciéon de los Sistemas abiertos

Etiquetando al sistema abierto con el subindice S y al sistema complementario con el subindice
A, cada uno esta descrito por los espacios de Hilbert Hg y H. La union de los sistemas S + A
constituye un sistema cerrado descrito por el espacio H igual al producto tensorial H = Hg @ H 4.

El Hamiltoniano del sistema cerrado S + A se descompone como

I:IZI:.rs®jA+js®HA+W, (1.74)

en donde Hg y H 4 son los Hamiltonianos libres de los respectivos sistemas, Is y 14 las respectivas
identidades y W el Hamiltoniano que describe el acoplamiento entre los sistemas. Para representar a
los operadores arbitrarios S y A que actian sobre los espacios Hg vy Ha, respectivamente, se realiza
el producto tensorial entre el operador y la identidad del otro sistema. Los nuevos operadores, S@1,
y Ig ®A, actuan sobre el sistema correspondiente y estan definidos sobre el sistema cerrado S+ A. En
el trabajo presente los operadores que actian tnicamente sobre uno de los sistemas que conforman al

sistema cerrado se escriben sin el producto tensorial con la identidad que actiia sobre el otro sistema

S@jAES, js@AEA. (175)

En el esquema de Schriodinger la dindmica de los sistemas abiertos se describe utilizando el

operador de densidad de las siguientes dos formas:
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1. Definiendo a 6(t) como el operador de densidad del sistema cerrado S + A, es posible describir
el estado de cualquier subsistema S o A aplicando la traza sobre una base de estados propios

de Ha o H s, respectivamente. Los operadores que resultan

pt) =Tra{o(t)}, X(t) = Trs{o(t)}, (1.76)

se definen como los operadores de densidad reducidos de los sistemas S y A, respectivamente,

los cuales evolucionan en el tiempo segin las ecuaciones

%ﬁ(t) - %Tm { [H a—(t)} } : 9 ) = %Trs { [ﬁ,&(t)] } . (1.77)

2. La falta de informacion sobre cualquiera de los subsistemas S 0 A para poder describirlo como
un sistema cerrado y poder asociarlo con un estado |¥(t)) se puede compensar si se conoce una
distribucién de probabilidad sobre un conjunto de estados {|\I/k(t)>}k; a cada posible estado
’\I/k(t)> se le asocia la probabilidad pg de que el sistema se encuentre en el respectivo estado,

la cual satisface las propiedades

Pk 2> 0, Zpk =1 (1.78)

Con esta distribucion de probabilidad se define el estado del sistema

alt) = pi [TF) X)) (1.79)
k

en donde el valor esperado de cualquier observable <O(t)> se generaliza al promedio sobre los

valores esperados de cada estado |\Ifk(t)>

((0M)) = > m (T ®[O]w* (1)) (1.80)
k

Este promedio sobre los posibles estados que describen al sistema se reduce al valor esperado
<O(t)> cuando la probabilidad py = dx, con |¥!(t)) el estado que describe completamente al

sistema

<<O(t)>> = 6 (W) O]WH (1)) = (W (1)|O]wH()) = <O(t)>. (1.81)

El trabajo presente se enfoca en utilizar el esquema de Heisenberg para estudiar la dinamica del
movimiento browniano en el modelo de Caldeira-Leggett. Este esquema se desarrolla a profundidad

en la siguiente seccion.
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1.2.2. Formalismo de Heisenberg-Langevin

El modelo de la particula browniana introducido en [I.1.3] se generaliza a la mecanica cuéntica
describiendo las observables fisicas por sus respectivos operadores hermitiano El Hamiltoniano de

la particula S esté definido por el operador

g=2 (1.82)

y el Hamiltoniano del bano de osciladores como la suma de los N Hamiltonianos f{a((ja, Do) de los

osciladores armoénicos unidimensionales

N -2 2
3 oA A & a4 Do | MaW, .
HA = Z Hoc(qa7pa)7 Ha(Qavpa) = 9 + B qi, (183)
a=1 Mq
en donde G, y P, satisfacen la regla de conmutacion
[Gars o) = ih 1. (1.84)

La interaccién entre ambos sistemas se generaliza al operador

ol 1 & c?
W:_an(ja:HQZ(m C:JQ);%% (1.85)
a=1 a=1 oo
que al juntar con los Hamiltonianos Hg y H 4, se obtiene el Hamiltoniano del sistema cerrado
~9 N

A9 2 2
& p pa mawa ~ CO[ ~
H=— - — 1.86
om * az::l [Qma Ty (qa Maw? x) ] ’ (1.86)

en donde los operadores del bafio conmutan con los operadores de la particula S cuando se evaltian
al mismo tiempo. A diferencia del caso clasico, en la mecanica cuantica es posible aplicar la segunda
cuantizacién para estudiar la dinamica del bano de osciladores, escribiendo los operadores de posiciéon
y momento conjugado en términos de operadores de creacion y anquilacion |19]. Los operadores de

creacion y aniquilacion de cada oscilador armoénico estan definidos por las transformaciones

b = MaWada + Zpoz’ d}; _ MaoWaqa — 'Lpa’ (187&)
vV 2hwa Qra N ~ 2hwa A ~
quc = 7m[aa + G'L]v Pa = %m[aa - a:rx]v (187b)
2Wa My, 21

los cuales satisfacen la regla de conmutacién

5El desarrollo presentado en esta seccién esta basado en el trabajo de Gardiner [18] sobre las ecuaciones de Langevin
en el formalismo de la mecanica cuéntica.



CAPITULO 1. MOVIMIENTO BROWNIANO 27

[aa,ag} = bagla. (1.88)

En términos de los operadores de creaciéon y aniquilacion, se reescribe el Hamiltoniano del bano

de osciladores como

Iy

N
Hy=> hw, lagaa + (1.89)
a=1

Utilizando las ecuaciones de Heisenberg se calculan las ecuaciones de movimiento de los opera-

dores de creaciéon y aniquilacion

A Ca -

Aat = —1 aAat ] t7 1.90

ba(t) = —inia(t) + i () (1.902)
F(t) = iwadl () — i——e i (1). 1.90b
64,(0) = dwad (1) — i == () (1.901)

e integrando directamente, resultan

a(t) = ta(to)e = 1710 4 Ji(s), (191a)

c t )
(] / ds efzwa(tfs
V 2hwamoz to

al (t) = af (tg)e=(t=t0) )2(s). (1.91b)

Ca ! iwe (t—s
e ds '
V Qhwa Ma Jtg

Sustituyendo dq () y af,(t) en la ecuacion de cualquier operador S(t) de la particula S se obtiene

la ecuacion general de movimiento [18|

50 = 5[50, 815] - [ asnat =9 {36). [50.50] } + L) 00— ) {3000, 50500}
’ (1.92)

en donde se definen

1Q(1) = — i <2nf§w2> cos(waT), (1.93a)

Ls(t) = 55 {. [a), 5] }. (1.93b)
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ﬁa (tO)

P0) it~ 101}

[ hc2
t 77,wa(t to) twa (t— t())}
2mawa (to) +al ( o)e

(1.92)) es la ecuacion de movimiento més general de cualquier operador S (t) de la particula S

{ (to) cos[wa(t —to)] +
(1.93¢)

i

cuando el sistema complementario es un bano de osciladores armoénicos con el acoplamiento .
vo(7) es la funcion de memoria del operador S'y L 4(t) (que depende explicitamente de [i(t), S (t)])
es el operador que se busca definir como un operador de Langevin, con «f (t) el operador correspon-
diente a la funcion £(t) definida en (1.40b).

Notese que L &(t) se reduce al operador £(t) cuando [:i(t), S (t)} es un nimero complejo; este es
el caso del movimiento browniano en donde el operador de interés es el momento S(t) = p(t) que

satisface la regla de conmutacion

[&(t), p(t)] = i s (1.94)

Con la observacién anterior y notando que el operador de posicién satisface la ecuacion

z(t) = ]%, (1.95)
se obtiene la ecuacion del momento [18]
30) = —— [ st = 9)0(s) + E0) = (¢~ 1)i(to), (1.96)

to
que es la ecuaciéon de operadores correspondiente a la ecuacion clasica (1.39)). La funcion de memoria
vq(7) se reduce a la funciéon de memoria clasica y(7) definida en (1.40a)) por la regla de conmutacion
(1.94) y por el anticonmutador de los operadores con el nimero complejo. ﬁﬁ(t) se reduce al operador
é (t) que esta tnicamente en términos de las variables del bafio de osciladores al tiempo inicial de la

observacion tg; sus propiedades més importantes se muestran en la siguiente seccion.

Propiedades del Bano térmico de Osciladores armoénicos

Para comparar el formalismo presente con los resultados del formalismo clasico se introduce el
estado de equilibrio térmico del bano de oscialdores. Este estado esta descrito por el operador de

densidad

pa = —e PHa (1.97)



CAPITULO 1. MOVIMIENTO BROWNIANO 29

en donde H 4 es el Hamiltoniano del bafio de osciladores (1.89) y Z es la funcion de particion definida

como

Z=Tra {e-ﬁf“} . (1.98)

Tra{—} corresponde a la traza parcial sobre los estados propios [n) = |n1) ® ... ® |ny) del
Hamiltoniano del bano de osciladores, con n; cuantos de energia en el primer oscilador, no en el

segundo y asi sucesivamente hasta ny. Respecto a esta base la funciéon de particion esta dada por

. N o —Bhwa /2
Z = Z <nN, ...,n1‘€7BHA|n1, ,'I'lN> = H m, (199)

ni,..., NN a=1

en donde se utiliza la identidad

o0
3 e Phnna 1
1= e Pha”

Na=0

Las propiedades mas relevantes del operador é se muestran en los siguientes puntos [18] y se

desarrollan en el apéndice [AZ3]

1. El promedio sobre el ensamble térmico es cero para todo tiempo

<<5(t)>> = 0. (1.100)

2. La autocorrelacién temporal del operador é esta descrita por la funciéon compleja

(o)) =3 () () com [ 2] cosato - o1 1 (22 ) st 1.

a=1
=ver(t — ),
(1.101)

en donde la componente real se define como la autocorrelacion simétrica que depende explici-

tamente de la temperatura del bano de osciladores

y la componente imaginaria se define como la autocorrelacién antisimétrica
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(oo} 3= ()

1 (%) snleate L

Z. <=< E1).é)])),

que es consecuencia de la no conmutatividad del operador é entre los tiempos t y s.

(1.103)

| —

[\~

La diferencia principal entre el formalismo clasico y el formalismo cuantico es que la funcion
de autocorrelacion temporal del operador é no es directamente proporcional a la funcién de
memoria clasica y(t — s) cuando el bafio de osciladores armonicos se encuentra en su estado
de equilibrio térmico; tinicamente en el limite de altas temperaturas cuando T' — oo o en el
limite clasico cuando & — 0 se reduce la componente real a la funcion de memoria clasica y
la componente imaginaria a cero, respectivamente. Esto es consecuencia de la distribucién de

energia en el bano de osciladores al tiempo inicial segtin el formalismo que se aplique

(Ho(wa))) = © = kT (cldsico), <<ﬁa(wa,T)>> - (h;“) coth H;:;T] (cudntico).

B
(1.104)

El caso clasico muestra que cada oscilador tiene en promedio la energia kT, a diferencia del
caso cuantico en donde se muestra una distribucién de energia en funcién de la frecuencia del
oscilador y en general de la temperatura del ensamble. En los limites previamente mencionados

la funcién cotangente hiperbdlica satisface

) Phwa | 2
Th_I)I(l)oCOth|: > |~ By (1.105)
h—0

en el cual la componente real de la autocorrelaciéon tiende al resultado clasico (1.41b))

lim Re {<<£(t)§(s)>>} = %fy(t —5), (1.106)

T—o0

y la componente imaginaria a cero, reescribiendo la autocorrelacién completa como

fm <<£(t)£(s)>> _Lie—s. (1.107)

h—0 153

El limite T" — oo que se aplica en las propiedades del operador é puede interpretarse como el
limite fw < kpT, en el cual se supone que la energia de cada oscilador que compone al bano

térmico es mucho menor que la energia promedio a la cual tiene acceso por parte del ensamble
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térmico. Los resultados hasta este punto muestran que este caso reduce las propiedades del

movimiento browniano cuantico al caso clasico.

3. El coeficiente de difusién del momento D), se reduce a la integral de la componente real por la

propiedad antisimétrica de la parte imaginaria

/_OO dr <<£(t+r)é(t)>> - /_Z dr Re{<<é(t +r)£(t)>>} —2D,. (1.108)

oo

La existencia del coeficiente de difusion de la forma (|1.108]) depende de la convergencia de la

componente real de la funcién de autocorrelacion en el limite continuo del bano de osciladores

Re{<<£(t)§(s)>>} = /OOO dw (Cif;’)g(w)> (h;") coth {BZ‘”} coslw(t — )], (1.109)

que depende explicitamente del acoplamiento ¢(w) y de la densidad de modos g(w). Suponiendo

la existencia de D, se intercambia el orden de integracién para utilizar primero la propiedad

/ dr cos(wt) = 2 lim sin(wr) = 2mo(w), (1.110)

7—0 w

oo

y demostrar que D, es igual al coeficiente de difusién clasico si se utiliza cualquiera de los

espectros del ruido clésico (1.51)) y se toma el limite w — 0

(1.111)

La Aproximaciéon markoviana

La equivalencia entre las ecuaciones y motiva a aplicar la aproximaciéon markoviana
de la particula S analogamente a su aplicacion clasica en la seccion [I.1.3] Esto es, haciendo el cambio
de variable 7 =t — s en la integral de la ecuaciéon y suponiendo que se observa la evolucién de
la particula en la escala Ty que satisface 7., < 7as, con 7, el ancho temporal de ¥(7), se obtiene [18|

1 [t—to) 1 oo
- drv(T)p(t — 1) =~ ——p(t) /0 dr (7). (1.112)

m Jo m

De esta forma se aproxima ((1.96]) por la ecuacion diferencial
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p(t) = —7p(t) +&(b), (1.113)

con v el coeficiente de friccion clasico (1.45). El término (¢ — ¢)#(to) es nulo en (1.113]) por
el mismo argumento del caso clasico La ecuaciéon (1.113]) se define como la ecuaciéon cuantica de

Langevin del movimiento Browniano [18], la cual estd completamente definida por las propiedades

(T.100), (T.101) y (T.108) que satisface el operador &. A diferencia del caso clésico en donde la

aproximacion markoviana define el tiempo de correlacion de la fuerza generalizada £(t), la aplicacion
de la aproximacién markoviana en la ecuacion no define el tiempo de correlacién del operador
f (t) en el estado de equilibrio térmico de los osciladores armoénicos, por lo que la suposicion de un
ancho temporal 7, de la funcién de memoria no es suficiente para reproducir los resultados clasicos
de la particula browniana.

El resultado que es consecuencia de la aplicacién de la aproximacién markoviana como se muestra
en es la conservacion de la regla de conmutacion; la disipacion de la particula al bano de
osciladores proporcional al término —vp(t) debe ser compensada por el operador é (t) para que la
regla de conmutacion [Z(t), p(t)] se conserve a cada tiempo t. De las ecuaciones y (1.113)) se

obtiene la ecuacion del conmutador [18]

(), p0)) = [30),000)] + [200),5(0)] = —ity + [0, €], (1.114)

en donde [i’(t),f)(t)] = 0. El primer término —ify resulta del término disipativo —v[Z(t), p(t)]; para

evaluar el segundo conmutador se utiliza el siguiente resultado:

» Despejando a4 (tg) y af (to) de las soluciones (1.91)) en términos de los operadores al tiempo ¢

o (to) = dg(t)e ==t )X (s), (1.115a)

C ¢ . _
7a/ ds eiwa(s—to
\/2hwama to

al (to) = al (t)emwalt=to) 4 (s) (1.115b)

t

Ca . EPERNA
_ fa ds e~ wa(s—to) ¥
vV 2hwame /to

y realizando el cambio de variable 7 =t — s resulta el conmutador

[S(t),g(t)] - /O(HO)dT ((foy(T)) [S’(t),;%(th) : (1.116)

en donde S(t) es cualquier operador de la particula Browniana al tiempo ¢ y la derivada de la

funcion de memoria clasica v(7) satisface la expresion

2

i7(7) ==Y ( fa 5 ) Wa Sin(waT) = %d% [é(t +7),E0)]. (1.117)

Maw?
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Integrando parcialmente (1.116) se obtiene la nueva integral 18|

[S.é0)] =2 —t0)[s0.a00)] + - | i sae-o].

Aplicando la aproximacion markoviana el primer término del conmutador es cero y el segundo

se reduce a la expresion

3w.00] ([ aran) = [30.500) (1119

Sustituyendo S(t) por #(t) en (T.119) se obtiene el conmutador

[@(t), é(t)} = il (1.120)

que al sustituir en (|1.114]) compensa el término que surge de la disipacién para que el conmutador

sea una constante

d o
L a(t), p(t)] = 0. (1121)
dt

Con este resultado se cierra el marco que abarca la aproximacién markoviana del movimiento
browniano en términos de la funcién de memoria. La ecuacion integro-diferencial (1.96) se aproxima

por la ecuacion diferencial ([1.113)) y la regla de conmutacion [Z(t),p(t)] se conserva en el tiempo.

El operador é que representa la influencia del bafio de osciladores sobre la particula browniana

satisface las propiedades (1.100]), (1.101)) y (1.108) y el ancho temporal 7, no determina el tiempo

de correlacion de &.

Propiedades de la Particula browniana

El teorema de la regresion y la varianza del momento y de la posicion se calculan en el formalismo
de Langevin utilizando la funcién de autocorrelacion temporal del operador é . La similitud en la

estructura de las ecuaciones (1.46]) y (1.113)), asi como las propiedades (1.41a)) y (1.100), permite
escribir las expresiones (1.16)), (1.18)), (1.22) y (1.27)) en el caso cuantico como

<<p(t’)§(t)>>= t dsw(t’*s)Re{<<§(s)é(t)>>}, (1.122a)

<<§;(t')£(t)>> - %m /t " ds [1 - e*v@’*s)} <<g(s)g(t)>>, (1.122b)

o2(t) = 2 / Cdser / "4’ Re {{{é=én))} (1.122¢)
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o2(t) = ﬁ /tt ds /tt ds’ [1—e—w—s)][l—e-W—S’)]Re{<<§(s)5(s')>>}. (1.122d)

La componente real de la autocorrelacion del operador f aparece en porque las cantidades
a calcular del lado izquierdo son nimeros reales; en el caso de la funcién de correlacion <<ﬁ(t’ )é (t)>>
el operador p(t')E(t) es hermitiano porque p(t') conmuta con £(¢) aplicando la aproximacion marko-
viana segtin el resultado (I.119). Por este mismo resultado, el producto &(t’ )E(t) no es hermitiano y
se considera como parte del integrando la funcién de correlacion completa.

El desarrollo de las funciones anteriores depende del integrando c?(w)g(w)/w? y de la conver-
gencia de la integral . Suponiendo que estas condiciones se satisfacen, es posible realizar
primero la integral temporal para expresar a la funciones como integrales sobre el dominio
de las frecuencias del bano de osciladores. En el apéndice se demuestran los resultados clasicos
partiendo de las expresiones . En los siguientes puntos [18] se discuten propiedades de las
funciones particulares del tratamiento cuéntico.

= Kl limite de bajas temperaturas T" — 0 se puede interpretar como hw > kg7, en el cual la
energia de cada oscilador es mucho mayor que la energia promedio a la cual tienen acceso por
parte del ensamble térmico. La aplicacion de este limite en ([1.109) reduce la autocorrelacion

de £ al caso puramente cuantico

(ko)) 35 () ()

a=1

en donde la autocorrelacion proviene de la energia de los osciladores armonicos en su estado
base. En el caso de ruido blanco clasico (|1.51c) la autocorrelacién del operador £ se reescribe

en el limite continuo de los osciladores como

((ewi)), = (") [ dwweise, (1.124)

en donde se muestra la divergencia lineal en funciéon de w. Esta es la causa por la cual las
propiedades (|1.122)) en el limite T" — 0 requieren de un analisis més detallado de (1.124)). En
la seccion presente se muestran tnicamente el calculo de la varianza del momento y la posicion

en el limite (¢t —to) >~y |18].

= Integrando primero temporalmente la expresion ([1.122¢)) usando (1.124)) se obtiene

) min [F 0w .
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Introduciendo una frecuencia maxima 2 que esté involucrada en la interaccién con la particula
browniana, se observa que la varianza del momento diverge de forma logaritmica en funcion

de esta frecuencia como

hry @ w mhy 0?2
2(4 — (I / d - In(1+-— ). 1.12
0r= (") [ = (e (145 (1.126)

= Integrando primero temporalmente la expresion (|1.122d)) usando (|1.124)) se obtiene

o2 ()10 = (h) /Ooo dww{4sin2 [“"(152%)} 7 —2%sin[w(t—to)] + 1}. (1.127)

mym w?

El primer término del lado derecho representa el crecimiento de la varianza del operador de

posicion si se expande asintoticamente la integral correspondiente (véase el apéndice [A.3.3))

(070~ (o) (e~ 1) (1.128)

myT
Resumen de la Aproximacién markoviana en el Movimiento browniano cuantico

En la seccién presente se aplico la aproximacion markoviana al movimiento browniano en el esque-
ma de Heisenberg, la cual aproxima la ecuacion integro-diferencial por la ecuacion diferencial
suponiendo que la funcién de memoria clasica tiene un ancho temporal 7. Consecuencia de
esta aproximacion es la conservacion de la regla de conmutacion entre los operadores Z(t) y p(t) a
cualquier tiempo arbitrario ¢.

La diferencia principal entre el formalismo cléasico y cuantico en el formalismo de Langevin sobre
el movimiento browniano es que la funcién de autocorrelacion <<é ) (s)>> es proporcional a la
funcién de memoria clasica y(t — s) tnicamente en el limite de altas temperaturas T — oo. A
cualquier temperatura arbitraria las propiedades de la particula browniana como el teorema de la
regresion y la varianza del momento y de la posicion requieren de un analisis mas detallado por la
divergencia relacionada con la energia de fondo del bano de osciladores en su estado base.

En conclusion, la aplicacion de la aproximacién markoviana depende del sistema abierto en
consideracion. Esto se observa inicialmente en la ecuacion en donde el operador L &(t) (definido
en (L.93Db)) depende explicitamente del conmutador entre el operador S(t) (que se busca estudiar) y
el operador Z(t) (que acopla al sistema abierto con el bafio de osciladores en el modelo de Caldeira-
Leggett). Toda la discusion concerniente al movimiento browniano es por la asignacion S t)=p(t)y
la regla de conmutacion [2(t), p(t)] = ik, lo cual resulta en el operador £(t) que depende tnicamente
de las variables del bafio de osciladores. En general, el conmutador {S’ (t), :%(t)} es distinto de cero y

las propiedades de L 4(t) dependen de los mismos operadores del sistema abierto y del estado en el
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cual se encuentra el bano de osciladores. La aplicacion de la aproximacién markoviana andlogamente
a como se aplica en el caso clasico va a depender de que la funcién de autocorrelacién temporal del
operador L &(t) sea directamente proporcional a la funcién de memoria que aparece en la ecuacion
integro-diferencial del operador S (t). Si se satisfacen estos requisitos, se puede aplicar entonces
la aproximaciéon markoviana como se realiza en [1.1.2] En caso contrario, es necesario analizar las
propiedades de la funcién de autocorrelacion temporal del operador L g como en la seccion m para

estudiar la dindmica del sistema abierto de interés.



Capitulo 2

Interaccion entre Radiacion y Materia

El atomo y el campo radiacion conforman el sistema cerrado S + A a estudiar de esta seccién en
adelante, en donde se etiqueta al Atomo como el sistema S y el campo de radiaciéon como el sistema
complementario o los alrededores A del atomo. El Hamiltoniano del sistema cerrado esté descrito

por

f[:H5+]:IA+W, (2.1)

en donde Hg representa el Hamiltoniano del atomo, H 4 el Hamiltoniano del campo de radiacion y
W la interaccién entre ambos sistemas. El objetivo de esta seccién es presentar brevemente la des-
cripcion general de los sistemas independientes que evolucionan segtin los respectivos Hamiltonianos

y preparar el Hamiltoniano de interacciéon para su aplicacién en el capitulo

2.1. Cuantizacién del Campo de Radiacién

En la descripcion semiclésica de la interaccion entre radiacién y materia se estudian los efectos
que ocasiona el campo electromagnético clasico sobre la funciéon de onda y/o los operadores que
representan la dindmica de los sistemas cuanticos, los cuales estan compuestos de particulas cargadas.
La descripcién cuantica del mismo problema consiste en representar al campo electromagnético como
un sistema cuantico, asigndndole un espacio de Hilbert, estados fisicos y operadores que acttiian sobre
los estados del sistema.

Al ser los campos clasicos E y B observables fisicas, tienen asociados en la mecéanica cuantica
operadores hermitianos E y B que actian sobre los estados fisicos del campo electromagnético.
La derivacion de los operadores se puede realizar desde un punto de vista heuristico partiendo de
los campos clésicos, separando las variables independientes y realizando varias suposiciones que

concluyen en una regla de conmutacion entre las variables independientes que representan a los

37
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campos. El desarrollo y la notacién presentada en esta seccion estd basada en las referencias de

Sakurai [19] y Cohen-Tannoudji [20].

2.1.1. Ecuaciones de Maxwell
La Evolucion libre del Campo electromagnético

En la electrodinamica clésica, el campo eléctrico E(r,t) y el campo magnético B(r,t) satisfacen

las ecuaciones de Maxwell

V- E(r,t) = 4mp(r, 1), (2.20)
V-B(r,t) = 0, (2.2D)

V x E(r, ) = —%%B(r,t), (2.2¢)

V x B(r, 1) = %J(r, 0+ %%E(r,t), (2.2d)

en donde p(r,t) y J(r,t) representan la densidad de carga y la densidad de corriente, respectiva-
mente. Expandiendo los campos en términos de ondas planas mediante la transformada de Fourier

se obtienen las ecuaciones de Maxwell en el espacio reciproco

ik £(k,1) = drp(k, ), (2.3a)
ik B(k,t) = 0, (2.3b)
ik x £k, 1) = — 2 2Bk, 1), (2.30)
¢ ot
ik x Bk, 1) = %J(k,t) + %%S(k, ). (2.3d)

en donde cualquier variable arbitraria O(r,¢) en el espacio real transforma al espacio reciproco

O(k, t) como

O(k,t) = 13/2 /dr O(r,t)e"™**  O(r,t) =

o meowa @

(2m)

La representacion de las ecuaciones de Maxwell en el espacio reciproco motiva a definir las
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componentes longitudinales y transversales de los campos y de la densidad de corriente respecto al
vector de propagacion principal k

Ek,t) = gH(k, t)+ €1 (k,t), Bk,t) = BH(k’ t) + B, (k,t),

las cuales satisfacen

J(k,t) =Tk t)+ T 1(k,t),

(2.5)

£ (k,t) = —idmp(k, t)i, (2.6a)
Bj(k,t) =0, (2.6b)
S8k, 1) +4nT (k1) = 0, (2.6¢)
%BL(k,t) = —ick x £ (k,1), (2.6d)
d

&EL(k,t) =ick X Bl(k, t) — 47T.7l(k,t).

(2.6e)
Las ecs. anteriores desacoplan al campo electromagnético en dos partes; la longitudinal (descrita

por (2.6a)) y (2.6c))) esta asociada a las fuentes del campo y la transversal (descrita por (2.6d)) y (2.6€))

representa la evolucion libre del campo salvo por el término J | en (2.6€]); esto es méas evidente si

se realiza el producto vectorial con el vector de propagacion k en la ecuacion ([2.6d)

ick x [—ick x € (k,t)]

_w2£J_ (ka t)v
bajo la suposicién de que se satisface la relacion de dispersion

w=ck, k=]Ik|.

Con esta observacion se reescriben las ecuaciones (2.6d) y (2.6e) como

o [k x B (k, t)] = iwE | (k,t),

(2.9a)
0 .
giE ) = iw [k x Blk.1)] .

(2.9b)
en donde k = k/k representa el vector unitario del vector de propagacion k, y las variables £ (k,t)
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y (/% x Bk, t)) se definen como las variables que describen la evolucion libre del campo electromag-
nético.
El Campo de Radiacion

El campo eléctrico E y el campo magnético B estan descritos por el potencial vectorial A y el

potencial escalar U de la forma

E(r,t) = —VU(r,t) %%A(r,t), E(k,t) = —ik U(k,t) — %%A(k,t), (2.10a)
B(r,t) = V x A(r, 1), B(k,t) = ik x A(k, t). (2.10b)

Utilizando la libertad de norma de los campos E y B, se propone la norma de Coulomb

V-A(rt) =0 = Ak t) =k Ak,t) =0, (2.11)

que es equivalente a suponer que el potencial vectorial es inicamente transversal. Bajo esta suposiciéon

se redefinen las componentes longitudinales y transversales del campo

£(kt) = —ik U(k, 1), (2.12a)
19

ELlit) = —- o AL (1), (2.12D)

Bk, t) = ik x A, (k,{) = (k « B(k, t)) = —ikAL (1), (2.12¢)

en donde se observa que las variables del campo elecromagnético libre son directamente proporcio-
nales a la componente transversal del potencial vectorial. Se define el campo de radiaciéon como el
campo electromagnético libre que evoluciona segtn las ecuaciones en términos de las variables
(5 1(k, 1), (I;; x B(k, t))), las cuales se definen en términos del potencial vectorial como se muestra
en y (2.12¢)). Equivalentemente, se define el campo de radiacion como el potencial vectorial

que satisface la norma de Coulomb y evoluciona en el tiempo segtin la ecuacion

2

%Agk, t) — (iw)* Ay (k,t) =0, (2.13)

que resulta de sustituir las relaciones (2.12b]) y (2.12¢]) en (2.9b)). (2.13]) corresponde a la representa-

cion en el espacio reciproco de la ecuacion de onda homogénea de A | (r, t); su solucion se descompone
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en los modos normales del campo de radiacion

- 1
- 2wN (k)

A (k1) la(k,t) + o (—k, 1)], (2.14)

en donde N (k) es una constante a definir en la seccion a(k,t) representa un modo que se
propgaga en el sentido +k y a*(—k,t) en el sentido —k. La descripciéon de cada modo se acompleta

introduciendo dos vectores €; y €2 ortonormales entre si

ex-ex=e-ex=1, ee,=¢€,-e=0AFpu Apu=12 (2.15)

respecto a los cuales se describe la polarizacién de cada modo y los expanden como

ak,t) =a(k,t)e; + as(k,t)ea, ank,t) = ak,t)- €. (2.16)

Agregando el vector unitario k= k/k, el conjunto {];,61762} representa una base ortonormal
respecto a la cual se describe cada modo del campo. Esto es, cada modo normal del campo esta

etiquetado por los nameros (k, A) y expanden completamente al potencial vectorial como

AL (k1) = m 3 laa(k, e + ai(—k, t)es] (2.17)
A=1,2

en donde, visto de frente cada modo, el primer término es un modo que se propaga con polarizaciéon
€ en el sentido k y el segundo es otro modo que se propaga en el sentido —k con polarizacion €} .

Segtn la ecuacion (2.13)), cada modo normal evoluciona en el tiempo como

%a(k,t):—iwa(k,t) = a(k,t) = e W) a(k, tg), (2.18a)
%a*(—k,t):iwa*(fk,t) — o (—k,t) = @) a* (<K, tg), (2.18b)

y utilizando estos, se descompone 9/9t A, (k,t) en términos de sus modos normales como

oN (k)

) .
ALk 1) = [a*(—k, 1) — a(k,1)]. (2.19)

Con las expansiones (2.14) vy (2.19) se escriben los modos normales en términos de las variables

del campo electromangético libre como

ak,t) = N(k) |wAL(k,t) + iaat.AL(k,t)} = ieN (k) [(k: x By (k, t)) — £, (k, t)] . (2.200)
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o (=k,t) = N(k) |wAL(k,t) — i%AL(k, t)] = ieN (k) [(k X BL(k,t)) + &(k,t)} . (2.20b)

Con las transformaciones (2.14]), (2.19)) y (2.20)) es equivalente describir el campo electromagnético

en términos de los modos normales o del campo de radiacién. La descripciéon se acompleta escribiendo

E.(k,t) y k x By (k,t) en términos de los modos normales

£ (k t) = la(k,t) — a*(—k,1)], (2.21a)

2¢N (k)

(i x Blk.1)) = 20];? b (el o (). (2.21D)

2.1.2. Cuantizacion del Campo de Radiaciéon

La energia del campo de radiacion esta descrita por el Hamiltoniano

iy = o= [ (BueoP +BeoP) = o [ d(e o+ BRoP).  @22)

en donde la segunda integral corresponde a la suma de todos los modos del campo que componen a

la radiacion. En términos del potencial vectorial y de los modos normales se reescribe Hr como

1 2

1o} 1 1
He= g / dk l AL 1)

= dk
167c? N2(k)

+ wQ\AL(k, t)|2]
(2.23)
lo cual motiva a redefinir las variables independientes del campo de radiacion (2.12b)) y (2.12¢) como

AL (ka t) 0 <AL (ka t) )
kt) = ———, Ikt)=—|—], 2.24
Q(k,1) s (k1) = = 7 (2.24)
que reescriben el Hamiltoniano como
_ Ik, t)* | w?Q(k, 1) 7/ My (k, 6)]* | w?[Qa(k, )]
Hp = /dk [ T 5 = [ dk ) 5 + > . (2.25)
A=1,2
y satisfacen las ecuaciones
—_— k —_— T = —H k . 2~2
aH)\ (k7 t) Q)\( 7t)? 3Q)\(k, t) )\< 7t) ( 6)

Esto es, las variables (2.24]) se comportan como variables conjugadas del campo de radiacién que

ak,t)-a”(k,t) + a*(k,t) - a(k, )],
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evoluciona segin el Hamiltoniano 7 en donde Qy(k,t) es la coordenada generalizada del modo
normal (k, \) y IIx(k, t) es su respectivo momento conjugado. La energia del campo electromagnético
libre segtin Hp es equivalente a la energfa de un conjunto de osciladores arménicos libres etiquetados
por los modos (k, A). Estas observaciones motivan a realizar la cuantizaciéon del campo de radiacion

en términos de las variables dindmicas conjugadas (Q, IT) haciendo las siguientes suposiciones.

1. Las variables dinamicas Q(k,t) y II(k,t) estan representadas en la mecanica cuantica por
los operadores Q(k7 t)y f[(k, t). Las componentes de los operadores satisfacen las reglas de

conmutacion

[Q}(k, £), 11, (K, t)} — ihdr 0k + KN, [Qa(k, 6), TTL (K, 6)| = ihdy 0k — K, (2.27)

en donde

Ok, t) = Q(k,t) - €%, TI,(K,t)=TI(K,1)- € (2.28)

w

2. Las componentes de los modos normales ay(k, t) y o3 (k, t) estan representadas en la mecéanica

cuantica por los operadores de creacion y aniquilacion ay(k,t) y d; (k, t), respectivamente, los
cuales evolucionan en el esquema de Heisenberg segtin las soluciones ([2.18]) como

ax(k,t) = e" @0, (), al(k,t) = e“E0)a, (K, t), (2.29)

y en el esquema de Schrédinger los operadores se evaluan al tiempo inicial ¢y, cuando se
comienza la observacion del sistema. Utilizando las reglas de conmutacion (2.27)), los operadores
de creacién y aniquilacién satisfacen

[ax(k,t),a), (K, t)] = 0x,.0(k — k)1, (2.30)

si y solo si la constante N (k) presentada en (2.20) esta definida por

1
V8rhwe?

3. Las reglas de transformacion entre los operadores se expresan como

N(k) = (2.31)
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in(k,t) = \/21% WOk, ) + ik, 0], af (k1) = \/21% WOl (k1) — it (k1)
(2.32a)
Oy (k, 1) = \/Z [&A(k, £) + &L(fk,t)} . (k) =i % [di(—k, £) — ax(k, t)] , (2.32b)

en donde los operadores Oy (k,t) y I\ (k, t) satisfacen

Ol (k,t) = Ox(—k,t), T (k,t) = TI5(~k,1), (2.33)

por la propiedad de hermiticidad que satisfacen los operadores O (r,t) y II A(r, t) en el espacio

real.

Operadores del Campo de Radiaciéon

Con el postulado 2|y la constante de normalizacion N (k) se construyen los operadores del campo
de radiacién en el espacio real. Calculando la transformada inversa de Fourier de los operadores
éL(k, t), fa’(k, 1)y A(k, t) en términos de los operadores de creacion y aniquilacion, se obtienen las

representaciones en el espacio real

" . ~ ik-r N % —ik-r 27Thw

Bo(r ) =i / dk B(k) A:Zm [aa( Dere™™ —al (k. ese ] B(k) = o (234)

B(r,t) = z/dk Bhkx Y [dA(k, t)exe™™ — al (k, t)ese K } . Bk) = @ (2.34b)
A=1,2

A(r7t) = /dk A(/ﬂ) Z |:(Al)\(k, t)e)\eik-r + &;(k,t)e;e_ik'r] 7 A(k) _ Elik) _ \/%

A=1,2
(2.34c)
Para modelar todo el espacio que ocupa el campo de radiacién, se imponen condiciones a la
frontera periédicas en una cavidad de volumen V y lado L (V = L3) en el espacio real, lo cual
discretiza al vector de propagaciéon
2w

k= zn n= (ng,ny,nz), n;=0,£1,£2, ... (2.35)
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y las integrales se pueden intercambiar por la suma discreta sobre todos los modos que componen

al campo de radiacion dentro de la cavidad

T 3
/dk Y ()= (QV) > (=), (2.36)

A=1,2 L
en donde la suma en el caso discreto se debe interpretar como la suma sobre todos los posibles

valores n que representan a los vectores de propagacion dentro de la cavidad segun la relacion ([2.35))

Y ()= Y )X )

k,\ Ng,Ny,m.=0,£1,... A=1,2
Consecuencia de esta suposicion es la discretizacion de los operadores del campo de radiaciéon

[191[20]

B (r,t) = zg;gk {&kyA(t)eAeik'” - &L/\(t)eje’ik'r} &=y T (2.37a)
~ . ~ ik-r ~ * _—ik-r g
B(r,t) =1 gl@kk X [ak,)\(t)e)\e er _ aLA(t)e)\e k } ,  Brp= ?k, (2.37b)
Al(rt)= ZAk [&k AB)exe™™ +af (t)ej{e_ik'”} , Ap = 27Th62, (2.37¢)
K 7 - wV

en donde se redefinen los operadores de creacién y aniquilacién como

ax(k, t) < 1/ (2‘7;)3ak,x(t), al (k1) < (2;)3@}(15), (2.38)

con la regla de conmutacion

[1a (8), 1 ()] = G . (2:39)

Con estos resultados se reescribe el Hamiltoniano ([2.23])

)

fp = kz; <h°2“’“) [dkA(t)dLA(t) +af A(t)CAL1<7A(t)} =Y hwr [dl,/\(t)&kg\(t) n 2] . (2.40)

que representa la dindmica independiente del campo de radiacion (discreto) dentro de la cavidad.
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2.2. Estructura atémica

2.2.1. Atomos multielectrénicos

Considérese un atomo de nimero atémico Z con un nicleo puntual centrado en el origen de carga
+Ze y masa M mucho mayor en comparacion con la masa m de cada uno de los Z electrones con
carga total —Ze que constituyen al &tomo. Un estudio detallado del sistema presente consiste en el

analisis de los siguientes puntos E| :

1. La energia cinética del nicleo, la energia cinética de los electrones, su energia potencial respecto

al nacleo y la repulsion electroestatica entre ellos.
2. La interaccién magnética entre el momento angular intrinseco (espin) y orbital de cada electron.

3. La interaccién magnética entre el momento angular total de los electrones y el momento angular

intrinseco del nucleo.

4. Correciones relativistas, interacciéon entre el momento angular intrinseco de los electrones, la

extension finita del nucleo, entre otras.

En el esquema de Schrédinger, la dindmica del &tomo como sistema independiente esta represen-

tada por la ecuaciéon de Schrédinger

0 A
Zh&\p(qu q1, 7qZ7t) = HS\I/(QmQh - az; t)? (241)

en donde Hg el Hamiltoniano del atomo constituido por los puntos y ¥(qo,q1,--.,q4z) representa
la funcion de onda del nicleo y los Z electrones que constituyen al 4tomo. q; representa el par de
coordenadas (r;,s;), con r; la posiciéon y s; el espin de la i-ésima particula (i = 0 para el nicleo
ei=1,2,..., 7 para los electrones). Bajo la suposicion de que Hs no depende explicitamente del
tiempo y de que sea un operador lineal, la funciéon de onda ¥ se descompone linealmente como la

suma de funciones de onda ¥y, (qo,qs, ...,qz;t) de los estados estacionarios

U(qo,q1, -, qzit) = Y n, Un, (0, a1, -, Az L), (2.42)

en donde el indice n, con el subindice a representa los niimeros cuanticos que definen a cada estado
estacionario del 4&tomo, con la respectiva amplitud de probabilidad ¢,,. Cada funcién de onda ¥,,,

se factoriza como el producto de funciones

\I’na (q07 q1, ~-~7qZ;t) = wna (qO’ qi; - qz)¢na (t)’ (243)

LE] desarollo de esta seccion esta basado en la referencia de Bransden [21].
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con ¢y, (t) la evolucion temporal libre del n,-ésimo estado estacionario del atomo y ¥y, (qo, q1, .-, 9z)
la parte de la funcion de onda que depende tnicamente de las coordenadas {q; iZ:o- La funcion ¢y, (t)

evoluciona como la exponencial compleja

fn, (1) = e Enalt=t0)/2, (2.44)

con Eri la energia total del n,-ésimo estado estacionario, proveniente de la energia del ntcleo, de los
electrones y de las distintas correcciones. Sustituyendo (2.43) en la ecuacion de Schrodinger ((2.41)

y utilizando el resultado anterior, resulta la ecuacién de Schrodinger de los estados estacionarios

Hstm, (do, 1, -, qz) = EY thn,(q0, 41, .-, qz). (2.45)

2.2.2. Atomo de N Niveles

El conjunto de todos los estados estacionarios del atomo «; = {’nfl>} forma una base del espacio

Hs en donde cualquier estado arbitrario (2.42)) se escribe en la notacion de Dirac como

n(t)). (2.46)

a

T(0) =Y Cus

En el cuadro se presentan los valores de |an> segin la correccion o perturbacion que se agrega
al Hamiltoniano H, S-

Cuando se busca estudiar la transiciéon electrénica entre IV estados particulares se puede expander
|Psi) como una combinacién lineal de los estados estacionarios de interés. Estos se enumeran y

etiquetan como |I) (I = 1,...,N) y forman una base ortonormal completa

(k|l) = (U[k) Ok, (2.47a)

N
Sl = I, (2.47h)
=1

con Iy el operador de identidad que actta sobre el subespacio del 4&tomo de N niveles. Analogamente

se definen las energias de los estados estacionarios

Hs|l) = B/ |l), (2.48)

en donde Ey # Ej para k # | (no degenerados). Los valores especificos de los numeros cuanticos que

definen a cada |I) estan dados por las reglas de seleccion presentadas en la secciéon La diferencia

2El superindice i = CF, LS, F'S, HS representa la correcciéon o perturbaciéon aplicada al Hamiltoniano ﬁs, véase

el apéndice @
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entre las energias motiva a definir la frecuencia de Bohr wy; asociada a la transicion electronica entre

los dos estados estados del 4tomo

BB

WEr = 7 (249)

La representaciéon de cualquier operador atémico S en el esquema de Schrédinger respecto al

sistema de N niveles se expresa como la descomposicién

N
S=>" Si6ij, Sig = (ilS]j) (2.50)

en donde se definen los operadores de transicién atémico &;; como

a5 = i)l (2.51a)

[62']', &kl} = 5jk6'il — 5lia'lcj~ (251b)
Por definicion, Hg es diagonal en la base vy y se puede descomponer segtn ([2.50) como
N

Hg = Z E}6 k. (2.52)
k=1

Hamiltoniano || Estado del Atomo || Degeneracion
ag" [ng") mi
HL InLs) My, Mg
H? Inf%) My
H g }nf o > Mp

Cuadro 2.1: Estados del 4tomo ’nz> (i = CF,LS,FS, HS) segtn la correccién o perturbacion al

Hamiltoniano Hg. CF representa las soluciones bajo la aproximacion del campo central, LS el
acoplamiento LS, F'S la estructura fina y HF la estructura hiperfina.
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2.3. Interaccién entre Radiaciéon y Materia

En el trabajo presente se consideran transiciones electronicas que involucran tnicamente la emi-
sién y la absorcion de un solo foton, lo cual esté representado por el Hamiltoniano de acoplamiento

minimo [2123]

me i ( pl) (2:53)

=1
con A(rl, t) el potencial vectorial evaluado en la posicion del l-ésimo electron del dtomo, m la masa
del electron, e el valor absoluto de la carga del electrén, p! el operador de momento del l-ésimo
electron y Z el ntumero atémicoﬂ

Utilizando la descomposicion (2.50) de los operadores atomicos, se reescribe W como

N
~ A A ik- ~ k-
W=> Wy, W= mi{ ex - (ile ™™ pyls)) +af, (€} - (ile’ ”mlﬁ)}
ij=1 =1 k,\
(2.55)
en donde el primer término corresponde a la absorcién de un fotén en la transicion |j) — i) y el
segundo término corresponde a la emisién de un fotén en la misma transiciéon. Esta descomposicion

se utiliza para estudiar las transiciones electronicas bajo las aproximaciones de dipolo eléctrico y de

onda rotante, las cuales se presentan a continuacion.

2.3.1. Aproximacién de Dipolo eléctrico

El parametro r; representa la posicion en la cual se busca aplicar el potencial vectorial, que en
este caso corresponde a la regiéon del espacio en donde es probable que se ubique el 1-ésimo electron
del atomo. Bajo la suposicion de un ntcleo infinitamente masivo en comparaciéon a la masa del
electron (M > m), el vector de posicion del centro de masas R del atomo (véase la fig. [2.1a)).
Cuando la distancia a la cual se encuentran los electrones respecto al nucleo es del orden del radio
de Bohr ag ~ 0,5 A = 0,5 x 107 %7 y la longitud de onda de los modos de oscilacion del campo de
radiacién varfa desde las ondas de radio (A, ~ 10?m) hasta la luz ultravioleta (\,, ~ 1079m), se
puede despreciar el cociente que resulta del producto punto entre el vector de onda y el vector de

posicién

3Notando que la componente transversal del campo vectorial se define como la variable canénica de la posicion de
los osciladores armonicos que componen al campo de radiacion (véase (2.32b))), se reescribe W como

Z
W= ST S Q) ). (2.54)

=1

m

que es un acoplamiento bilineal entre las variables Q y D, a diferencia del acoplamiento bilineal (1.85) entre la variable
de posicién canédnica del operador de posicién ¢, de los osciladores armoénicos y el operador de posiciéon & de la
particula browniana.
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kr, = kR+kr, ~ k- R+ 277;0 ~kR = KT n KRR N qq. (Aproximacion de dipolo eléctrico)
(2.56)
El resultado anterior se conoce en la bibliografia como la Aproximacion de Dipolo eléctrico [23)],
asi como la Aproximacion de Onda larga [20] (véase la fig.[2.1b)). Bajo esta aproximacion, el potencial
vectorial no varfa espacialmente en la regién que se encuentra aproximadamente a una distancia del
orden del radio de Bohr aq y se evaltia en el punto del espacio en donde se encuentra el centro de

masa del 4tomo, en este caso el nicleo. Esta aproximacién reduce W;; a la expresién

— {&m (€x+ (B0)ij) €™ +al, (€} (B1)iy) e_ik'R} : (2.57)

La aproximaciéon de dipolo eléctrico introduce una longitud de onda inferior Apg ~ 107m a
todas las longitudes de onda del campo de radiacion que satisfacen la desigualdad . Asociada
a esta longitud de onda se define la frecuencia wpp = 27c¢/Apr ~ 10571 que corresponde a la
méxima frecuencia del campo de radiacion que satisface la aproximacion de dipolo eléctrico. Esta es
la frecuencia que se utiliza desde este punto como el limite superior del conjunto de frecuencias de
los modos del campo de radiacion.

Notese que el operador de momento de cada electrén se puede reescribir en términos de R y I

como

b= mi, =m (ﬁ + f«;) - % ([R, ﬁs} n [f;, ﬁs}) (2.58)

por lo que el elemento de matriz (P;);; se reescribe

Wi
=

(P1)ij = (£)ij (f)ig = (ilfylj) = (il—et]s) ()ig = ()i, (2.59)

€

con f1; el operador de momento dipolar eléctrico del 1-ésimo eléctréon respecto al nicleo. De esta

forma, los términos W;; se reducen a la expresion

Wi =—iy (w”Ak> {dkA (GA : ﬁij) e R 4 af | (63 ' ﬁij) e_ik'R} , Dy = Ezjmmj. (2.60)

c
=1
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Figura 2.1: Esquemas de la aproximacion de dipolo eléctrico. Figura (a): El vector de posicion r en
donde se busca aplicar el potencial vectorial A, (r) se escribe como r = R+ 1/, con R el vector de
posicion del centro de masas del 4tomo y r’ el vector que representa la distancia relativa entre el
electron que realiza la transicion y el centro de masas. Bajo la suposicion M > m, R se centra en el
nicleo del atomo. Figura (b): El campo de radiacion no varia espacialmente a una distancia v’ ~ ag
cuando la longitud de onda del campo de radiaciéon A satisface A > ag.

2.3.2. Aproximacion de Onda rotante

Las transiciones electréonicas en el atomo de N niveles estdn modeladas por los elementos de
matriz W;; dados por (2.60), en donde cada transiciéon consiste de un proceso de emision o absorcion
de un fotén. Suponiendo que E; < Ej, los procesos que conservan la energia son la emisién de un

foton en la desexcitacion |j) — |i) (véase la fig. [2.2a))

2e A . P TN wji Ag P —ik- Wyji 2mh * A —ik-

Wijoi; = lﬁkz;ka af\6ij;  Dienij = ( Jhc ) (EA ~Dm‘) e R = ( ,; ) \V onV (6)\ 'Dij> e R,
(2.61)

y la absorcion de un fotén en la excitacion |i) — |j) (véase la fig. [2.2D)

2 e a fex \T . * P * wjiAg o ik-
W5i6ji = (ijaij) = —ih Y Diyij Gjitncr,  Dingj = ( Jhc ) (GA : Dij) e, (2.62)
o

El producto de operadores esta ordenado segiin la convencién del ordenamiento normal, colocando
los operadores de creacién en el extremo izquierdo y los de aniquilaciéon en el extremo derecho. Los
superindices e se utilizan para recalcar que son los elementos de matriz asociados a la conservacion de
la energia. Los otros dos procesos que no conservan la energia, correspondientes a la absorcion de un
foton en la desexcitacion |j) — i) (fig. y a la emisiéon de un foton en la excitacion |i) — |j) (fig.
, aparecen en las ecuaciones de movimiento como términos altamente oscilantes que dificultan
la visualizacion de los procesos que conservan la energia. La diferencia entre estos términos se aprecia

claramente si se sustituyen los operadores por su evolucion libre La diferencia entre estos términos



CAPITULO 2. INTERACCION ENTRE RADIACION Y MATERIA 52

se aprecia claramente en el esquema de interaccion, en donde el producto entre los operadores de
creacion y aniquilacién y los de transicién atéomica oscilan a las frecuencias (wy £ wj;) como se

muestra en las siguientes expresiones

dLA (t)5ij (t) ~ ei((—dk—(—djl)(t—to)&kA (tO)a'ij (to), 5jl_ (t)dk,\ (t) ~ e—i((—dk—wji)(t—to)o"-ji (to)&k)\ (to)’
(2.63a)

afy (£)55:(t) m et t=to)gl (10)5,:(to), G (D) (1) & e 1@ H @i E=t0) g (4 )agex (o),
(2.63b)

con wj; > 0 por la suposicion inicial E; — F; > 0, en donde corresponde a los términos que
conservan la energia y a los que no conservan la energia. La aproximacion de onda rotante
o RWA por sus siglas en inglés (Rotating Wave Approximation) consiste en despreciar los términos
altamente oscilantes , los cuales corresponden a los procesos previamente mencionados que
no conservan la energia. Tras la aproximaciéon de dipolo eléctrico y de onda rotante, se redefine el

operador W en términos de los procesos que conservan la energia
N
- fe s
W = E Wi6ij, (2.64)
4,J

y el Hamiltoniano (2.1)) queda completamente definido para el capitulo [3| en donde se estudian las

transiciones electronicas para N =2y N = 3.

. e o |,|> absorcién
| .|> emision

|i> -g,]f‘ |'> _ ékh

A e
(a) (b)

Figura 2.2: Procesos de emision o absorcién de un foton en las transiciones electronicas entre los
estados |j) e |i) (E; < E;) que conservan la energia. Figura (a): La emisién de un fotén en la
transicion |j) — |1). Figura (b): La absorcion de un foton en la excitacion |i) — 7).
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|-| > J absorcion |-| > emision

i> g, Do —4
(a) (b)

Figura 2.3: Procesos de emisién o absorcién de un fotén en las transiciones electronicas entre los
estados [j) e i) (E; < E;) que no conservan la energia. Figura (a): La absorcién de un fotén en la
transicion |j) — |¢). Figura (b): La emision de un fotoén en la excitacion |i) — |j).



Capitulo 3

Saltos cuanticos

El objetivo del capitulo presente es aplicar la nociéon y el formalismo matemaético de la aproxi-
macién markoviana desarrollado en el capitulo [I] utilizando la teoria expuesta en el capitulo [2] para
estudiar la evoluciéon temporal de un atomo de dos o tres niveles embebido en el campo de radia-
ci6n en su estado de vacio envés de una particula browniana embebida en un bano de osciladores
armoénicos en equilibrio térmico. Utilizando este tratamiento, se estudia el fenomeno de la emision
espontanea en un atomo de dos niveles para introducir conceptos a emplear en el estudio de la emi-
sion espontanea de una cascada atomica de tres niveles. Se calcula la correlacion temporal entre los
fotones emitidos espontaneamente en la cascada atomica y los resultados obtenidos se interpretan
utilizando la definicién operacional de los saltos cuanticos, presentada en este mismo capitulo, para

estimar la duraciéon temporal de estos.

3.1. Introducciéon

En un articulo publicado en 1913 en la revista Philosophical Magazine y presentado por el
Prof. Ernest Rutherford, Niels Bohr propuso un modelo para describir atomos que estd basado
en restricciones sobre orbitas clasicas que involucran a la otrora descubierta constante de Planck.
Este modelo describe aproximadamente a los niveles energéticos del atomo de hidrégeno; se utilizo
como mecanismo de comprobacion de su validez a la prediccion de las lineas de emision y absorcion
asociadas a gases constituidos por dichos 4tomos que habian sido observados en experimentos de la
época.

Esta descripcion previa al desarrollo del formalismo que sustenta a la fisica cuéntica se basaba

en dos postulados que se transcriben textualmente [24]:

1. El equilibrio dindmico de los sistemas en los estados estacionarios puede ser discutido con la

ayuda de la mecéanica ordinaria, mientras que el paso de los sistemas entre diferentes estados

54
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estactonarios no puede ser tratado sobre esa base.

2. A este ultimo, le sigue la emision de radiacion homogénea para lo cual la relaciéon entre la

frecuencia y la cantidad de energia emitida es la dada por la teoria de Planck.

Aunque ambos postulados resultaron ser no validos en general, algunos aspectos se mantienen
a la fecha. Uno de ellos es el objeto de este capitulo: la idea de que el paso de los sistemas entre
diferentes estados estacionarios da origen a la emision (o absorcion) de radiacion.

Un siglo después al analisis de Bohr, la 6ptica cuantica permite describir en detalle la interaccién
de radiacién con sistemas atémicos: se pueden calcular las probabilidades de emision y absorcion de
fotones individuales acompanados de transiciones entre los diferentes estados de sistemas atémicos.
Los avances experimentales a su vez permiten estudiar la evolucién detallada de estos procesos con
ventanas de tiempo muy cortas, p. e. picosegundos (10~12s). Es posible entonces hacerse la pregunta
de si se puede estudiar en detalle temporal la transicién entre estados en vez de considerar a estas
transiciones como instantaneas. Dicho coloquialmente, cabe preguntarse la duracion temporal de un
salto cuantico.

El objetivo del trabajo presente consiste en mostrar que la supuesta existencia de la duracion
temporal de un salto cuantico en la transicién electrénica espontanea entre dos estados discretos de
un atomo bajo la aproximacién markoviana es nula; esta idea motiva a suponer que el electrén realiza
el salto cuantico instantdneamente. Para lograr este objetivo se requiere entender las transiciones
electronicas espontaneas entre dos estados discretos no degenerados de los atomos, la evoluciéon del
campo de radiacién emitido en las respectivas transiciones, y el concepto de salto cuantico. Una vez
introducidos estos conceptos, se aplican en la dindmica de una cascada atémica de tres niveles que
emite radiacién espontaneamente para calcular la correlacion temporal entre los fotones emitidos e

interpretar los resultados en términos de los saltos cuénticos y su supuesta duraciéon temporal.

3.2. Teoria de Wigner-Weisskopf sobre la Emisién espontanea

El fenémeno de emision esponténea consiste en la emision de un fotén durante la transicion
electronica espontanea entre dos estados discretos en un atomo |j) — [i) con E; < E; cuando al
tiempo inicial de la observaciéon no hay fotones presentes en el campo de radiacién y el atomo se
encuentra en el estado |j).

En su trabajo sobre el ensanchamiento natural de las lineas espectrales de emisiéon con base en
la teoria de radiacion de Paul Dirac, Viktor Weisskopf y Eugene Wigner [25] propusieron que en
la emisién espontanea la probabilidad de que el a&tomo se encuentre en el estado excitado decae
exponencialmente con la tasa de decaimiento I' igual al ancho a media altura de la linea espectral

correspondiente a la radiacién emitida en la transiciéon, nombrando a éste como el ensanachamiento
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natural de la linea espectral en consecuencia del acoplamiento del &tomo con el campo de radiacién
en su estado de vacio [26].

La idea bésica del modeloﬂconsiste en suponer que el &tomo se encuentra embebido en un campo
de radiaciéon dentro de una cavidad de volumen V. La dindmica del sistema cerrado est4 descrita
por el Hamiltoniano ; la parte libre de los sistemas consiste en la evoluciéon independiente del
atomo de dos niveles (N = 2 en , E; < Es) y en la evolucion del campo de radiacion

dentro de la cavidad

- . . - - At 1
Hg = Ey6 + Eron1,  Ha=Hp=)» huy [alwk,\-i-

1
2 (3-1)
k,A

El Hamiltoniano de interacciéon W se descompone para el caso del 4&tomo de dos niveles como la

suma ([2.64) coni=1y j =2

W = Wiyoiz + Wi = ih Y (Diniz fadie — Dini 621 ) (3.2a)
kA
war A 5 A _ik- % w1 A 2 ik-
Dyxiz = ( 27;0 k) (6,\ ’ D12) € kR7 Dyyio = < Q;Lc k) (6/\ 'D12> e R, (3~2b)

Juntando los resultados anteriores se obtiene el Hamiltoniano del sistema cerrado (2.1)

+ihy (kaab&u - D;m&glam) . (33)

. R R o I
H = E5699 + 1611 + E hw lal)\aw\ + 5
KA

kA

El 4tomo esté descrito por la base de estados estacionarios no degenerados vo = {|1),]2)} y el
campo de radiacion por la base de estados de ocupacion £ = {|n)}, k) de los modos de oscilacion,
definidos como el producto tensorial de todos los estados de ocupacién de los modos con su respectiva

ocupacion n(k, \)

|Il> = |ﬂ(k1,Al),n(kl,)\2),’/L(k2,>\1),n(k2,>\2),...>, n(k, )\) :0,1,2,... (34)

En el esquema de Schrédinger el estado del sistema cerrado se puede escribir en términos de la
base 2 ® L segtin los procesos que se busquen estudiar; la emisiéon y/o absorcion de un fotén durante

la transicion electronica entre los estados |2) <> |1) esté descrita por la funcion de onda

(1) = ba(t) 20) + Y bia()[Ln+ L), L) =10,.,0,1(k, A),0,...), (3.5)
k,A

LE] desarrollo de esta seccion esta basado en el tratamiento del tema presentado en la referencia de Milonni [22].



CAPITULO 3. SALTOS CUANTICOS 57

en donde by (t) es la amplitud de probabilidad de que a tiempo ¢ se encuentre el d4tomo en el estado
excitado |2) y el campo de radiacién con la distribucion de fotones n, y by (¢) la amplitud de

probabilidad de que el d4tomo se encuentre en el estado base |1) con un foton extra en el modo (k, A).

3.2.1. Aproximacion de Wigner-Weisskopf

Supoéngase que al tiempo inicial g = 0 el 4tomo se encuentra en el estado excitado y el campo

de radiacion en su estado de vacio (n = 0)

[W(0)) = 12,0) = b2(0) =1, bia(0) =0, V (K, A). (3.6)
El estado del sistema cerrado evoluciona en el tiempo segin (3.5) como [22]
[W(t)) = ba(t) [2,0) +Zbk/\ )L L) - (3.7)

Partiendo de la ec. de Schrédinger (1.67) con |¥(t)) el estado (3.7) y H el Hamiltoniano (3.3)),

se obtienen las ecuaciones de las amplitudes de probabilidad

. 1B )

bo(t) = ——2b2 § :kabm — 702(0) Euac, (3.8a)
. FEy 1
bk)\(t) = —1 <FL + wk> bk)\(t) + Dxai2 bg(t) — ﬁbk)\(t)Evam (38b)

en donde se define F,,. como la energia del vacio

Epoe =) —= = Z’Wk (3.9)
k,\

Los términos correspondientes a la energia del vacio F,,. representan correcciones a varias mag-
nitudes fisicas que en el caso de interés presente no repercuten en la transicion electrénica entre los

estados |2) y |1). Por esta razon se redefinen las amplitudes de probabilidad mediante los coeficientes

/ _ iEyact/h / _ iEyact/h
2 - ) - ) .
by (t) = ba(t)e () = bia(t)e (3.10)

los cuales definen al estado equivalente

|/ (£)) = etFeact/M | W (1)) = bl (t) |2, 0) +Zb £) 11, 1iex) - (3.11)

De esta forma las ecuaciones de las amplitudes de probabilidad se reescriben como
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2(8) = ==205() = D Diniabiaa 0), (3.12a)
k,\
1/ Ey / ’
k)\(t) - —Z (h + (.Uk;) bkA(t) + Dk)\12b2(t). (312b)

Definiendo Fy = 0, E; = —hws1, e integrando directamente (3.12b)) se obtiene la solucién

t
i (t) = ka/o ds e Hwr—w2)(t=9)p! (), (3.13)

y sustituyendo en (3.12a)), resulta [22]

- /Ot ds f(t — s)bh(s), (3.14a)

F(t =) =3 [ Dionaffe il =9), (3.14b)
k,\

La idea central en la teoria de Wigner y Weisskopf consiste en suponer a priori que el estado

excitado del &tomo decae exponencialmente con la amplitud de probabilidad

bh(t) =2 e Tt/2, (3.15)

en donde I' corresponde al coeficiente de decaimiento exponencial. La naturaleza irreversible de
la emision espontanea, representada por el decaimiento exponencial de la probabilidad del estado

excitado

by (1)|* = e T, (3.16)

es lo que se conoce usualmente en la literatura como la aproximacién de Wigner-Weisskopf. Para
obtener el decaimiento exponencial del estado excitado se procede a calcular la transformada de

Laplace de la ec. (3.14a)). Definiendo la transformada de Laplace de la amplitud de probabilidad
by (t) y f(t) como

> D
bh(s) = /0 dtby(t)e ', F(s) = /0 dt f(t)e =t Z sl—&—k:\izc!zk Awy, = wg —wa1, (3.17)

y utilizando las condiciones iniciales (3.6)) se resuelve para b5(s)

by(s) = [s+ F(s)] ' = (3.18)
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La solucion formal de b5 (t) se obtiene mediante la transformada inversa de Laplace
1 S+ico . 1 d+i00 est
b't:—,/ dsb'sesz—_/ ds —, 3.19
)= g | st =g [ s (3.19)
en donde § es un numero real positivo que representa la recta en el plano complejo sobre la cual se

integra, el cual se supone es mayor que las componentes reales de los ceros s, de la funcion A(s)

(A(sp) = 0). Utilizando el teorema del residuo, b, (¢) se reduce a la solucion

by(t) = ;Ress:sn [Ae(;)] : (3.20)

La dependencia explicita de F(s) en A(s) significa que el 4tomo interactiia con cada uno de
los modos wyg que se encuentran a una distancia Awp = wp — woy de la frecuencia de Bohr way
del atomo de dos niveles, tardando mas tiempo en que el a&tomo se encuentre nuevamente en el
estado excitado conforme el niumero de modos que interacttian aumenta. La hipotesis principal en
la teoria de Wigner-Weisskopf se puede demostrar (utilizando este desarrollo) suponiendo
que el dtomo interactiia principalmente con el campo a la frecuencia ws; y decae irreversiblemente
al estado base al interactuar con el resto de los modos viéndolos como un solo conjunto envés de
interactuar individualmente con cada uno de ellos |22}/26]; esto se interpreta haciendo s = 0 en F(s)

y aproximando A(s) por

A(s) = s+ F(0), (3.21)
en donde b(t) se reduce a la solucion
by (t) ~ e PO (3.22)

Coeficiente de Decaimiento y Desplazamiento de la Frecuencia de Bohr

Segtin la definicion de la funcion F(s) y la definicion de la funcion f (¢ — s) en (3.14b)), F(0) esta
definida por

F(0) :/ dt f(t) = Z|Dk)\12‘2/ dt e~ (wk—wa1)t (3.23)
0 kA 0

Haciendo la cavidad infinitamente grande, el 4&tomo interactiia con un continuo de modos del

campo de radiacion y se utiliza la regla de correspondencia (B.5|) para reescribir F(0) como

F(0) = / s / dwp(w) Y ‘e;.]juf (2W§1) /°° dt emilw=w)t, (3.24)
4 Vﬁw 0

A=1,2

Realizando primero la integral temporal para un tiempo ¢ finito resulta el nimero complejo
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e

/t ds e~ Hw—w21)s — # —i(w—wa1)s ! — sin(w — wa1 )t — 1 — cos[(w — wa1)t]
0 (W — wa1) 0 W — way W — Way

La parte real es una funcion simétrica en w centrada en w = wsy; a tiempos ¢ > (w — way )t
)
es practicamente cero salvo en la regién w &~ ws; y la integral sobre las frecuencias del campo se

aproxima por

w) sinf(w — w1 )t 1 “bE sinf(w — w9 )t w sinf(w — wo1)t
/dwg( ) sin[(w — wa)t] _ / do o Snllw —w2)t] - way / i Sl —w2)t]
w W — wWay (2me)3 J, w — Wy (2me)3 Jo w — Way
en donde se extiende el limite de integraciéon superior bajo la suposicion ws; < wpg, con wpg la
frecuencia limite bajo la cual se satisface la aproximacion de dipolo eléctrico. Al ser practicamente
cero el integrando para w # wo; a tiempos muy grandes, es posible extender el espectro a w €

(—00,00) y aproximar la integral anterior por

wa1 /°° sin[(w — wa1)t] o wa /°° do sinf(w —wa1)t]  mwa
0

(2mc)3 w—wy  (2me)3 w—wy  (2re3)’

— 00

De esta forma se obtiene el resultado

t> (UJ — (JJ21)71. (325)

/d g(w) sin[(w — wa1)t]  mwa
w ~ )
w W — Wy (2mwe?)

Bajo los mismos argumentos la parte imaginaria de (3.2.1)) se aproxima por

/dwg(w) 1 = cosf(w = wa )] ~ T P/dwiw ;> (w—wa)H,
w W — Way (2mc?) W — wa1

en donde P [ corresponde a la parte principal de la integral en el intervalo de integracion [0,wpg]

WDE w21 —€ WDE
w , w w
P/ dw—hm{/ dw7+/ }
0 w—wa1 =0 Jp W — wa1 wop4e W — W21

Con estos resultados, se reescribe (3.24) como

B . oo |2(2mwd)\ [Vaws .V w
F(O)_Ldﬁ A;JGA.DH’ ( o ) [(%C)g —z(2wc)3P/dwm . (3.26)

Notese que la parte real de F(0)

retr) = [ a0 3 [ Dl (120)

am A=1,2
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motiva a definir

A 2 w3
wih(Q)de =23 ’ej : Dm‘ (4%103) 4, (3.27)
A=1,2

como la tasa de transicion de la probabilidad de que se emita un fotén espontaneamente en el angulo
solido d2 en la transicion electronica [2) — |1). El factor 2 que aparece en es necesario para
definir a w;,(€2) como una tasa de transicion de la probabilidad; la tasa que aparece en Re {F(0)}
es Gnicamente la tasa de transicion de la amplitud de probabilidad b, (t). Para simplificar la suma

sobre los modos de polarizacién, se descompone el dipolo eléctrico de la transicién en términos de

la base {e1, €, k}

]jlg = Z (1512 . 6;)6)\ -+ (1512 . l%)l;?,
A=1,2

y la norma al cuadrado como la suma

0. = 5 oo
=1,2

Alineando D1 paralelamente al eje €., el producto punto con k se reduce a la expresion

(Dya - ]Af) = ‘]512‘ cos 0,

2
’ se obtiene el resultado

que al sustituir en f)12
A2 L2
Z ’D12 6)\‘ = ’Dlz‘ (1 —0082 0) = ’Dlg‘ Sil’l2 0.
Con este resultado se reescribe (3.27) como

W21
2mhe3

wiy(2) dd = ( ) ‘D12’ sin” 6.d2, (3.28)

en donde se muestra explicitamente la distribucion de la transicion de probabilidad respecto a 6;
notese como la probabilidad es nula en §# = 0 (paralelamente al momento dipolar del 4tomo) y
alcanza su maximo en 6 = 7/2, en donde la radiacion del dipolo clasico es més intensa. Integrando
sobre todas las posibles direcciones de emision en el espacio se obtiene la tasa de probabilidad de la

emision espontanea en el vacio [22]

R 2
T Q2w (0 L%‘Dm’ 3.29
—/47r w1, (Q) = s (3.29)

igual al coeficiente A de Einstein de la emisiéon espontanea. La parte imaginaria de F'(0) se define
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segiin los resultados anteriores como [22]

I
Sty = ( )P / dw—2— (3.30)
2Two1 W — wa

y representa la correccion a la frecuencia de Bohr we;. El niimero complejo F(0) se expresa finalmente

como
r .
F(O) = 5 - Z(S(Ugl, (331)

y su sustituciéon en ((3.22)) resulta en el decaimiento exponencial de la probabilidad de que el 4tomo
se encuentre con el estado excitado (3.16]).

Ensanchamiento natural de la Linea espectral

La sustitucion de b5(t) tras la aplicacion de la aproximacion de Wigner-Weisskopf en la solucion

(3.13) de la amplitud de probabilidad b, () resulta en la expresion

¢

ic)\(t) = Dixi2 eii(wkiwzl)t‘/ ds ei[(wkiwél)JriF/Q]s = ’i—DkAlQ {eii(“’k*wm)t — eirt/2ei[(wk7“"/21)7(“%70-’21)]1&} ,
0 (Wi — why) + Z%

en donde w); = wa — dway . La probabilidad |bj , (t)]* de que el 4tomo se encuentre en el estado

base y emita un fotén en el modo del campo (k, \) est4 dada por

| Dicara|”

by (D) =
[bicx (£)] (O 1 (o — )2

{1 +e Tt — 27 T2 cog[(wy, — wiy ) (t — to)]} ,
y a tiempos t > I'"! se reduce a la expresion

2
| Dicat2]

ry2 ’

(2)" + (wr — why)?

Sumando el resultado anterior sobre todos los modos del campo y utilizando la regla de corres-

pondencia (B.5]) resulta [22]

bier ()] =

(3.32)

kz’;b;w — / i S(w), S(M):<F/2> w/wa

™) (- wh)?
S(w) se define como la linea o densidad espectral de la radiacion emitida espontaneamente, que es
la distribuciéon de probabilidad respecto a las frecuencias del campo de radiacion a tiempos t > T'~1.
Bajo la suposicion de que I' <« w};, S(w) es aproximadamente igual al perfil lorentziano L(w) de la

transicion
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S(w) ~ L{w) = ((Ff)) [(F)Qﬂi_w/ )2], T < wly, (3.33)

2

en donde T' es igual al ancho a media altura de L(w). Este es el ensanchamiento natural de la
linea espectral que se presenta originalmente en la teoria de Wigner-Weisskopf, consecuencia del
decaimiento exponencial (3.22). La independencia de L(w) del tiempo y su normalizacién a uno

implica que el atomo se encuentra efectivamente en el estado base a tiempos muy grandes.
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3.3. La Aproximaciéon markoviana en la Emisiéon espontanea

3.3.1. Motivaciéon

Previo a la aplicacion de la aproximacion markoviana en la emisién esponténea segin el esquema
de Heisenberg se muestran brevemente las mismas ideas con el formalismo de la teoria de Wigner-
Weisskopf en el esquema de Schrédinger. La funcion f(t — s) en la ec. (3.14a) se define como la
funcion de memoria de la amplitud de probabilidad b5(t), la cual se escribe en el continuo de modos

del campo de radiacion utilizando la regla de correspondencia (B.5)) como

f(r) = < - )/wDE dw we™Hw—wa)T (3.34)
0

2mwWa1
después de integrar el angulo so6lido sobre todo el espacio. Suponiendo que existe el ancho temporal
7¢ de la funcién de memoria, éste es del orden de (wpp — wa1) 's ~ wB}E si wo1 < wpg |11], en
donde la aproximacién de dipolo eléctrico introduce el limite superior wpg de las frecuencias
de los modos 0 < w < wpg que satisfacen esta aproximacion. Esta hipotesis se basa en suponer que,
independientemente de la dependencia lineal respecto a w, la funcion f(7) es la superposicion de todos
los modos del campo que alcanza su maximo cuando los modos interfieren constructivamente con el
atomo, lo cual se logra para aquéllos modos que varian ligeramente de fase alrededor de w ~ wo;.
Cuando 7 < (wpp — wo1) ™! la funcion weiw=w2)T ogeila levemente en el dominio w € 0,wpE]y
la integral f(7) alcanza su maximo; en el caso contrario cuando (wpg — wgl)_l < 7 el integrando
weH@=w207 oscila intensamente en el mismo dominio y la integral f(7) promedia cero. Observando

entonces la dinamica del 4tomo en la escala 7); que satisface

T L T, (3.35)

la funcién f(7) es nula en todo el intervalo de integracion salvo en 7 ~ 0 en donde esta intensamente

centrada. Esto motiva a aproximar la ecuacion (3.14al) por

by (t) ~ — (/OOO dr f(T)) Wo(t), T=t—s, (3.36)

en donde

o0 F WDE o0 .
/ dr f(r) = ( ) / dww/ dr e~ iwmw2)T, (3.37)
0 2mw21 /) Jo 0

Es necesario integrar primero temporalmente por la escala A7 sobre la cual se estéa observando

el fenomeno. Utilizando el resultado

[ et sty (), o
0

w — W1
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se obtiene nuevamente el resultado de la teoria de Wigner-Weisskopf

by (t) ~ —F(0)bh(t), (3.39)

con F(0) definido en . Este desarrollo resume brevemente la aplicacion de la aproximacién
markoviana en la ecuaciéon de la amplitud de probabilidad (3.14al) y es el que se presenta comin-
mente en la literatura cuando se estudia el fenomeno de la emisién espontanea desde un punto de
vista markoviano [22]. Una de las motivaciones del trabajo presente es estudiar la aplicaciéon de la
aproximacion markoviana en la emisiéon espontanea usando el esquema de Heisenberg para aplicar
el formalismo de Langevin presentado en el capitulo 1. Desde este punto se introduce el esquema de

Heisenberg para estudiar el mismo problema.

3.3.2. Formalismo de Heisenberg-Langevin

En el esquema de Heisenberg el atomo de dos niveles estéd completamente definido por las ecuacio-
nes de movimiento de los operadores atomicos do2(t), 611(t), 612(t), 621(t) y el campo de radiacion
por las ecuaciones de los operadores de creacion y aniquilacion agy(t) y &L)\(t) para cada modo

(k, A). Usando el Hamiltoniano (3.3]) las ecuaciones de movimiento de los operadores son E|

G12(t) = —iwn1 612(t) + g; Dinig [622(t) — 611(1)] dxea(t), (3.40a)
G21(t) = iwa 691 (t) + kZA Dicaiz iy (1) [6a2(t) — 611 ()] (3.40D)
Gaa(t) = — kz; | Dotz af (D612(8) + iz @21 (ana (1) (3.40¢)
Gua(t) = kz; [ Dtz 6 (H012(8) + Dinsz 621 (ana ()] (3.40d)
dien () = —iwpdnen () + Dicnizd1a(t), (3.40e)

Gl () = iwpal, (1) + Diaga691(t). (3.40f)

Integrando las ecuaciones de los operadores de creaciéon y aniquilaciéon en el intervalo temporal

[t07 t]

2La notaci6n empleada en esta secciéon del d&tomo de dos y tres niveles esta basada en la notacién mostrada en la
referencia de Cohen-Tanooudji |[11] y Milonni |27].
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. t .
diex () = duen (to)e " r(t—t0) Dk/\12/ dse” @ (=) 5, (s),
to

t
&L,\(t) = &Lx(to)emk(tim + DltMQ/t ds ezwk(t75)621(5)~
0

y sustituyendo en (3.40)), se obtienen las ecuaciones de los de los operadores atomicos

é’lg(t) = —z’wgl&m(t) + ﬁlg(t) + / ng(t - S) [&QQ(t) - 5’11(t)] 6’12(8),

to

621(75) = iwgla'zl(t> + i/gl (t) + / ng*(t — 5) 5’21(8)[5‘22(t) — 5’11(t)],

to

Gon() = Lo (t) — /t ds g*(t — 5) 61 ()512(t) — /t ds gt — ) a1 (D512(5),

t

éll(t) :Lll(t)-f—/ dsg*(t—$)621(8)5'12(t)+/ ng(t—S)a'gl(t)é'lg(S),

to tO

=092(t),

en donde se definen los operadores

N ) - o T
AT (t) = ZD;)‘H e_lwk(t_to)&k)\(to), A~ (t) = |:A+(t):| )
k,\

y la funcién de memoria de los operadores atomicos

66

(3.41a)

(3.41b)

(3.42a)

(3.42b)

(3.42¢)

(3.42d)

(3.43a)

(3.43b)

(3.43¢)

(3.43d)

(3.43¢)

(3.43t)
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g(t —s5) =Y |Diara e+ (7). (3.44)
K\

La Aproximaciéon markoviana de los Operadores atémicos

A diferencia del movimiento browniano en donde el operador é (t) que acttia sobre la particula
depende tnicamente de los operadores de creaciéon y aniquilaciéon del bano de osciladores, las reglas de
conmutaciéon modifican la estructura de los operadores I:ij (t), los cuales dependen igualmente
de los operadores atémicos en consecuencia del acoplamiento no lineal entre el campo y el dtomo.

La funcion

T WDE iy
g(t) = (271-“21)/0 dw we™ "7, (3.45)

se define como la funciéon de memoria de los operadores atomicos en el continuo de los modos del
campo de radiaciéon tras la integracion del angulo solido sobre todo el espacio. A diferencia de la
funcién que se presenta en el esquema de Schrodinger, la integracién sobre todo el dominio
temporal de la funcién g(7) no resulta en el nimero complejo F(0) (compare con (3.23))) de la teoria
de Wigner-Weisskopf; la diferencia principal es que el integrando de f(7) esta centrado en w = wo
y en g(7) esta centrado en w = 0. Si g(7) tiene un ancho temporal 7, éste es del mismo orden que
el de 77 por la diferencia we; <« wpp entre las frecuencias y el analisis de f(7) presentado en la
motivacion se repite para ¢(7). Los resultados de la teoria de Wigner-Weisskopf se repiten si
se agrega la suposiciéon de que el a&tomo evoluciona lentamente en la escala temporal 737, como se
muestra a continuacion.

Considérese como primer ejemplo la ecuacion del operador 612(t). Realizando el cambio de va-

riable 7 =t — s en la integral de la ecuacion ([3.42a)), se obtiene

. . (t—to)
(3'12(t) = —iwgl&m(t) + ng(t) + [5’22(t) - 6’11(t)] /0 dTg(T)éjQ(t — T).

Supoéngase que la funcién de memoria estd centrada en 7 = 0 y tiene un ancho temporal del
orden de 74. Si el &tomo evoluciona lentamente en la escala temporal T3 > 7, en la cual se observa,

se puede aproximar el operador 615(t — 7) por [22}23]27}28]

G12(t — T) = ™27 515(t), (3.46)

y se aproxima la integral por

(t—to) 0 ) R e
/0 dr g(T)612(t — 7) = 012(15)/0 drg(r)e = Ulg(t)/o dr f(r),

reproduciendo el coeficiente F'(0) (véase (3.31)) de la teoria de Wigner-Weisskopf. Notese que la
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aproximacion markoviana se presenta en (3.46) al fijar el operador 615(¢t) = 612(t — (7 = 0)), siendo
7 = 0 el tiempo al cual actia g(7) en la escala 73;. Repitiendo estos argumentos para el operador

5’21(t*7’)

—iUJ21T ~

Gor1(t—T)~e Fo1(t), (3.47)

y para las integrales en donde aparece

(t*tO) e o] ) 0o
/ dr g*(1)691(t — 7) = &gl(t)/ dr g*(r)e ™27 = 621(t)/ dr f*(1),
0 0 0

se obtienen las ecuaciones de los operadores at()micosﬂ

(5‘12(1&) = £12<t) — (g + iw'21> (5‘12(t), (348&)
Gt () = Lon (1) — (g - wgl> Gon (8), (3.48D)
(5’22 (t) = ﬁQQ (t) — Fa'gg (t) (348(3)

En se muestra que la evolucion de los operadores atomicos bajo la aproximacion marko-
viana, incluyendo la suposicion de la evolucién lenta del atomo, estd compuesta por dos partes: la
influencia del campo de radiacion sobre el &tomo al tiempo inicial ¢y representada por los operadores
f/ij, y el efecto disipativo de probabilidad que experimenta el 4tomo en la escala temporal I'"!. Las

ecuaciones (|3.48)) son validas en la escala temporal

Ty < T < T (3.49)

segin las aproximaciones realizadas hasta este punto.

3.3.3. Propiedades de los Operadores [A/ij (t)

Con la aplicacién de la aproximacion markoviana introducida en la seccién anterior se procede a
caracterizar los operadores L;; cuando el estado inicial del sistema cerrado esta descrito por (3.6). El
desarrollo a exponer en esta seccion esta inspirado en varios ejemplos expuestos por Cohen-Tannoudji

y su equipo de trabajo [11].

3Las propiedades que satisface el operador 611 (t) son equivalentes a las propiedades del operador 622 (t) segtn la
ecuacion (3.42d)), por lo que se omite el analisis de 611(t) desde este punto.
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El Valor esperado <I:lj (t)>

El valor esperado de cada operador ﬁij(t) (véase ([3.43))) es proporcional al valor esperado del

producto de operadores de la forma

(G (Bara(te)) . (af(t0)oim(®))

los cuales son nulos por la aplicaciéon de los operadores de creacién y aniquilacién en los extremos
izquierdo y derecho, respectivamente, sobre el estado de vacio del campo de radiacion. De esta

observacion se sigue que

<Lij(t)> =0, i,j=1,2. (3.50)

Con el resultado (3.50) las ecuaciones de los valores esperados de los operadores atémicos estén

dadas por

<&12(t)> — (g + iw§1> (612(1)) (3.51a)
(o) == (5 - ) Gm 0, (3.51b)
(622(t)) = —T (@22(1) (3.51¢)

<311(t)> - <&22(t)> . (3.51d)

Funciones de Correlacién <ﬁ,j(t)ikl(s)>

Las funciones de correlacién de los operadores L;; entre los tiempos ¢ y s estan definidas por el
valor esperado <I:ij (t)ﬁkl(s)> En el caso del atomo de dos niveles los operadores f/QQ, ﬁlg, Loy y
ﬁn definen una familia de dieciséis funciones de correlacion temporal (véase el cuadro .

Notese primero en las definiciones de los operadores que el operador Li1 = —Loo, por
lo que todas las funciones de correlacién que involucran al operador ﬁll se obtienen al multiplicar
las funciones de correlacion del operador fLQQ por (—1). El resto de las funciones que no involucran
al operador L11 se encuentran dentro de la subtabla marcada por las lineas, de las cuales solo
seis son independientes (las otras funciones se obtienen por la propiedad ) Estas funciones

corresponden a las expresiones
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) Las(s) Loi(s) Lis(s) Lui(s)

L22(t) f/22(t)f122(s) Egg(t)£21(5)> igg(t)i12(5)> E22(t>£12(5)
ﬁZl(t) izl(t)izz(s) i21(t)f/21(s) Egl(t)izlz(s)> i-/gl(t)lel(s)
Lia(t) L1a(t)Laa(s) L12(®)La1(s) Lis(t)Lra(s)) Lia(t)Ln(s)
illl(t) <f/11(t)f/22(s)> <f411(t)f/21(8)> <£11(t)ﬁ12(8)> <f411(t)f/11(8)>

Cuadro 3.1: Tabla de las funciones de correlacion temporal de los operadores ﬁij entre los tiempos t y
s. Los términos en negritas son las funciones independientes que se calculan en el trabajo presente. El
resto de los términos se calculan utilizando la propiedad . Los términos excluidos corresponden
a todas las funciones que involucran el operador L.

(3.52a)

+ (s (AT (DA (5)512(5)) + (21 (VAT (DF21(5) A7 (5) )
(Lar(0)Lna(s)) = = (A (O[2(t) = o0 (W] [A~(o12() + om (AT (5)] ). (3.520)
(Lar(®)Lar(s)) = (A=) [52a(t) = o1 (O] A (5) [22(5) = 0 (5] ) (3.5
(Lar(OLaa(s)) = (A~ ()[622(t) = o1 (D][622(s) — 01 (AT (9)), (3.524)

<ﬁ12(t)£21(s)> - <[&22(t) — 611 ()] AT (£) A (5) [G22(s) — &11(8)]> . (3.52f)

El primer resultado parcial se obtiene al aplicar el mismo argumento de los valores esperados
<I:ij(t)>; la aplicacion de los operadores A~ y At en los extremos izquierdo y derecho respectiva-
mente reduce los valores esperados en donde aparecen a cero. Con esta observacion se reduce (3.52))

a los valores

<i22(t)i22(s)> — <a21(t)A+(t)A—(s)&l2(s)>, (3.53a)

(Lo (t)a(s)) =0, (3.53b)
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<£21(t)£21(s)> -0, (3.53¢)
<£21(t)i12(s)> -0, (3.53d)

(Liz()Laas(s)) = = ([62a(t) = o (AT (DA ()512(5)) (3.53¢)

<ﬁ12(t)£21(s)> - <[&22(t) — 611 ()] AT (8) A (5) [G22(s) — &11(8)]> . (3.53f)

De los términos anteriores se aprecia que las funcions de correlacion distintas de cero tienen

el producto de operadores A"’(t)A (t). Para desarrollar estos términos es necesario utilizar los

siguientes resultados.

1. Utilizando la regla de conmutacién entre los operadores de creacién y aniquilacién, se calcula
la regla de conmutacion entre los operadores At (t) y A~ (s). La sustitucion directa de ambos

operadores en el conmutador resulta en la expresion

[A7(0), A7 ()] = 37 37 DicniaDreovnae 00 =00 [an (1), af (1)
k,\ k/,\

y utilizando (2.39)), se obtiene la regla de conmutacion esperada

(A%, A~ (5)] =gt —5),  [AT(s) A ()] =g"(t-9)=g(s -1, (359)

con g(t — s) la funcién de memoria de los operadores atémicos definida en (3.44)).

2. La regla de conmutacion entre el operador AT (t1) y cualquier operador atomico 6;;(t2) esta

dada por la expresion

At (1), 64 (t2)} = Diype 0, (to), 65 (1))
KA

El operador axx(tg) se escribe utilizando la solucion del operador de aniquilacion ([3.41a]) al

tiempo to

ta
&k)\(to) = dk,\(tg)ewk(tQ_tO) — Dk)\lg/ ds ewk(s_to)ﬁlg(s).
to

Sustituyendo el resultado anterior y utilizando la propiedad de que los operadores atomicos y

del campo de radiaciéon conmutan al mismo tiempo se obtiene
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[ ()5 02)] = = [ dsatts = 5)ra(s). 5 0)] (3.55)

en donde g(t; — s) es la funcion de memoria de los operadores atomicos centrada en s = ¢1. El

conmutador se divide en los siguientes cinco casos

0, Tg<<t1—t2

767iw21(t17t2)(1—‘/2 — Z.($CU21)[(312(t2),0A'ij(t2)}, t1 — 1o <

~

|:A+(t1)7&ij(t2):| ~N - (F/2 - iéwgl) [5’12(t),&ij(t)}, t1 =t =1, Tg <Lt—tp (356)

—e_i“’?l(tl_t?)(I‘/2 — i5w21)[&12(t1),&ij(t2)}, to — 11 ,S Ty

7].—‘[5'12@1), &ij(tg)], Tg < t2 — tl

y su desarrollo se muestra en el apéndice Anélogamente se obtiene la expresion para el

operador adjunto

0, 74 <t —to

—e21 (1 =02) (T /2 4 5wy ) [64i(t2), o1 (t2)], t1 —ta S 7y
6ji(te), A~ (0)| & { —(D/2 4 i0wsn) [6j6(0), o (B)], 11 =ta =1, Ty <t—tg  (357)
(D)2 + i6wsn) [653(ta), o1 (t1)], ta— 1 S 7,

—F[a'ji(tg), (5'21(t1)], Ty K to — 1.

Por el resultado (3.54) se escriben las funciones ([3.53al), (3.53¢) y (8.53f) como

<£22(t)£22(s)> = g(t — ) (G21(t)612(5)) + <ef21(t),21—(s) A+(t)&12(s)> , (3.58a)

<ﬁ12(75)ﬁ21(8)> = g(t—s) ([22(t) — 611(1)][G22(s) — 5‘11(8)]>+<[522(t) — 611(H)] A7 (s) AT (t)[622(s) — &11(3)]> .
(3.58¢)

Las tres funciones de correlacion dependen de la funciéon de memoria g(t — s) a primer orden



CAPITULO 3. SALTOS CUANTICOS 73

respecto a I' (véase (3.45))). Utilizando el primer caso (3.56) y (3.57), notese que

T, t—s = [A+(t),c?12(s)] - [fﬁ(t), [622(s) — &11(5)]} —0,

T, s—t = [&gl(t),fr(s)} - [[&22(15) —&11(15)},21*(5)} —0,

y los términos de la derecha en (3.58) se vuelven cero por la aplicacion de At y A~ en el extremo

derecho e izquierdo, respectivamente. En resumen, las funciones de correlaciéon satisfacen

<ﬁ22(t)i22(5)> = <i12(t)1i22(5)> = <i12(t)i21(5)> =0, Ty L |t — 3. (3.59)

Notese que en el caso |t — s| < 7, los términos de la derecha en (3.58) son del orden de I'? al
aplicar los conmutadores (3.56]) y (3.57). En la escala temporal 7, cualquier cambio apreciable en

<I:ij (t)ﬁkl(s)> es proporcional a T.; como 7, < ['"!, notese que

<1 = 7nI?<T,

por lo que la contribuciéon del segundo término de la derecha de cada funciéon en (3.58) es mucho
menor en comparacion al término que proporcional a la funcién de memoria. Con esta observacion,

se escriben finalmente las funciones de correlacion ([3.58)) como

<f122(t)i22(5)> =g(t — ) (621(t)G12(s)) , (3.60a)
<£12(t)£22(5)> = —g(t —5) ([G22(t) — 611(t)]012(5)) , (3.60b)

<ﬁ12(t)f/21(8)> = g(t — s) ([022(t) — 611 (t)][022(5) — F11(5)]) » (3.60c)

vélidas en la escala temporal 7, < |t — s| e iguales a cero para [t — s| > 7,. A diferencia del movi-
miento browniano, el sistema cerrado no es estadisticamente estacionario por la dependencia explicita
de los operadores atomicos en los tiempos ¢ y s entre los cuales se busca calcular la correlaciéon. La
funciéon de memoria es consecuencia del resultado (3.54) que depende tnicamente del estado del
campo al tiempo inicial, por lo que es congruente suponer que el estado de vacio es estadisticamente
estacionario segin los resultados y . Anéalogamente al movimiento browniano clésico,
la suposicién de la existencia del ancho temporal 7, de la funcién de memoria de los operadores
define igualmente al tiempo de correlacion 7¢ de los operadores I:ij cuando el campo de radiaciéon
se encuentra en su estado de vacio. En conclusion, los operadores I:ij satisfacen las mismas propie-

dades que la fuerza de Langevin ((t) presentada en la seccion y las ecuaciones (3.48) se pueden
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operar de la misma forma que la ecuacion de Langevin bajo la aproximacion markoviana para cal-
cular las propiedades estadisticas de los operadores atomicos, incluyendo en estas manipulaciones la

suposicion extra de la evolucién lenta de los operadores atomicos.

Teorema de la Regresion

El resultado principal de la aplicaciéon de la aproximaciéon markoviana que se muestra en el
trabajo presente es el teorema de la regresion. Este teorema enuncia que, si los valores esperados de
los operadores atomicos satisfacen las ecuaciones de movimiento (3.51)), las funciones de correlacion

temporal satisfacen igualmente

% (35 (£) 12 (1)) = (g - i%l) (645(t)612(2) (3.61a)
% (615 (1)o2n () = <—g + i%) (635t (2), (3.61b)
5 05)5m(0) =~ (63,(¢ )02 (0). (3.61c)
% (03 () (1) = —% (645(t)511(2)) (3.61d)

véalidas unicamente cuando 7, < ¢t —t, con los subindices 7,j = 1,2. Para mostrar este teoremaﬂ

nétese que las ecuaciones de los operadores atomicos (3.48)) se pueden escribir de forma general como

épq@) = qu&pq(t) + qu(t), p.qg=12. (3.62)

Multiplicando el operador 6;;(t") por la izquierda y aplicando el valor esperado resulta

55 (0350130 () = By (55514 (8)) + (535 () Ly (1)) (3.63)

El teorema de la regresion cuéantica se obtiene cuando <6ij (t/)ﬁpq(t)> =0 para 7, < t —t'. Este

resultado se muestra en los siguientes puntos.

1. <6',-j (t')ilz(t)>. Por la definicion (3.43a)) del operador Lis(t), el operador A*(t) acttia sobre

el extremo derecho y vuelve cero al valor esperado para todo tiempo arbitrario ¢

<&ij(t’)£12(t)> —0. (3.64)

4Se puede utilizar un desarrollo analogo al presentado en la seccion [1.1.2] el cual es completamente equivalente
por depender de la suposicion de que g(t — s) es nula para 7y < |t — s|. Se considera mas ilustrativa la demostracion
expuesta por utilizar los conmutadores (3.58)).
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2. <&ij (t')fzzl(t)>. Sustituyendo la definicion (3.43b) del operador Ly (t) resulta

(63t Lan (1)) = (55,(!)A™ (D]62a(t) — o0 (1)]) (3.65)

Usando los resultados del conmutador (3.57), en el caso 7, < t —t' el operador A~ (t) conmuta
con el operador atémico 6;;(t') y su aplicacién sobre el extremo izquierdo reduce a cero el valor

esperado

3. <6',-j (t')La2 (t)> Sustituyendo la definicion (3.43d) del operador Laa(t) en el valor esperado

resulta

(3.67)
= () A (D).

Usando el mismo argumento del punto anterior, el operador A~ (t) conmuta con &;;(') segin

(3.57) para 7, < t —t' y se obtiene el resultado deseado

<&ij(t')ﬁ22(t)> =0. (3.68)
Con las observaciones anteriores se demuestra el teorema de la regresion cuéntica

% <&ij (t/)&pq (t)> = qu <&ij (t/)&pq (t)> ’ Ty Lt — t/’ (3~69)

dunicamente valido bajo la aplicacion de la aproximacién markoviana. Otro de los enunciados del
teorema que se utilizan en el trabajo presente es el calculo de las funciones de correlaciéon de la
forma (G, (t')6pq(t)Grs(t')) para 7, < t —t/, los cuales se utilizan en la seccion y se muestran
en el apéndice [C:2.4]

Se han mostrado hasta este punto resultados que caracterizan clasicamente a los operadores de
Langevin f,ij y describen la dindmica del 4tomo bajo la aproximacién markoviana. Esta seccion se
concluye con la caracterizacién cuantica de los operadores demostrando la conservacion de las reglas

de conmutaciéon de los operadores atémicos.
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Conservacion de las Reglas de Conmutacion de los Operadores atémicos

Los términos disipativos del atomo hacia el campo de radiacién en deben ser compensados
por los operadores f/ij para conservar las reglas de conmutacién de los operadores atémicos en
la escala temporal At (véase ) [28], andlogamente a como se present6 la conservacion del
conmutador [2(t), p(t)] en la seccion [1.2.2) para la particula browniana. En el caso del atomo de dos
niveles los operadores G99, 021, 612 v 611 forman una familia de dieciséis conmutadores (véase el

cuadro [3.2). Los conmutadores que involucran al operador 611 dependen de los conmutadores del

operador g9 por la propiedad (2.47b|) para todo tiempo ¢

Goa(t) 4 611 (t) = Is. (3.70)

El resto de los conmutadores que no involucran al operador 611 se encuentran dentro de la
subtabla marcada por las lineas, de los cuales solo los términos en negritas son independientes.

Estos conmutadores se calculan en los siguientes puntos.

Gaa(t) G91(t) G12(t) G11(t)
G22(t) [622(1), G22(t)] [622(1), 621 (1)] [622(1), 512(1)] [622(t), 611 ()]
G21(t) [G21(t), 522(t)] [621(t), 521(t)] [621(t), 012(1)] [G1(t), G11(t)]
G12(t) [612(t), G22(t)] [G12(t), 621(2)] [612(t), 012(1)] [612(t), 611(2)]
a11(t) [611(1), 622(1)] [011(), 621 (1)] [011(), 012(1)] I 1611(2), 611(t)]

Cuadro 3.2: Tabla de los conmutadores de los operadores atémicos al mismo tiempo ¢. Los térmi-
nos en negritas son las funciones independientes. Los términos excluidos corresponden a todos los
conmutadores que involucran al operador &11.

1. [622(t), G22(t)], [621(t), F21(t)]. La derivada temporal de estos operadores se vuelve cero

por la propiedad [121, E} = - [B, /Al}

S 10u(0),65(0)] = [0, 550)] + [0, 650)] =0. (3.71)

Este resultado demuestra que todo operador atémico conmuta consigo mismo a cualquier

tiempo arbitrario.

2. [621(t), F22(t)]. La derivada temporal de este conmutador se calcula utilizando las ecuaciones

[BARL) v (3439

516200, 622 (0] = = T[o21 (1), 522(t)] + [ 721 (1), Loa(t)] (F - z‘wsl) (621 (8), 722(8)] + | L2 (1), G (1),

—Dé01 () + [&zl(t),ﬁgz(t)} n (g - wgl) Gon (1) + [zzl(t), 622@)].

(3.72)
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Los conmutadores con los operadores L;; estan dados por

[620(8), Laa ()] = = A~ (D521, 512(0)] — [321(8), A7 (1) 612(8) = 21(0)[82(8), AT (8)] = (62 (1), 6 (D] AT (1),

== A= ()(62(t) — 611(1) — |521(), A7 (1) 612(8) = 60 (1) |51 (1), A* (1))
(3.73a)

[ﬁm(t),&m(t)} = A (t)[G22(t) — 611 (1), &22(t)]+[14_ (t),522(75)} (022(t)—011(t)) = {A_(t% &22@)] (622(t)—011(t)),
(3.73)

en donde el primer término en ([3.73a)) es cero por el resultado (3.71) y (3.70)). Notese que los
conmutadores con los operadores A* se calculan con los resultados (3.56) y (3.57)

[&Ql(t),fr(t)} - (g n i5w21> [621(t), G21(1)] = 0, (3.74a)
[&Ql(t), A+(t)] — (g . mwﬂ) [612(t), 621 ()] = — (g - i6w21> (622(t) — 611(1)),  (3.74b)

[A*(t),&zg(t)} = (g —|—i5w21) [6a2(t), 621 ()] = (g + i6w21) Ga1(2). (3.74c)

Sustituyendo estos resultados en (3.72]) resulta el operador esperado

zw21> Go1(t) + A~ (1) (Gaa(t) — (}11(15))]

zw21> Gor (t) + Loy (1 )] (3.75)

d
dt 021 022

[

Ogl(t

w\'ﬂ m\'ﬂ
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3. [612(t), 621(¢)]. La derivada temporal de este conmutador se calcula utilizando las ecuaciones

(B-354) v (345)

G m (0] == (5 + ks ) 12000 + [£12(0).621 (0]

- (g _ w;l) [612(6), 621 ()] + [602(0), I ()],

_ (g + iw’21> (11(0) — 622(t)) + [En(t). 21 (1)]
— (g — iwlzl) (G11(t) — G22(t)) + [(}12(75)’ in(t)]'

El conmutador del operador L1, esta dado por

Lua(t),621(8)] =(@22(0) = 501 (0) [ A7 (1), 620(8)] + 2621 () A% 1),
r R . (3.77a)
= (2 — i5w21> I, + 26’21(t)A+(t)7

&12@)121@)} - [ﬁlg(t),&gl(t)r - (g + i§w21> I + 24~ (1)610(1), (3.77h)

en donde se utiliza el resultado de (3.56)

[A+(t),&21(t)] — (g — i5w21) [612(t), 621 ()] = — (g - iéwm) (611(t) — 6aa(t)). (3.78)

Usando estos resultados en el conmutador (3.76]) y la identidad ([3.70) se obtiene el operador

esperado

(ft [612(t), 521 (t)] = — 2 [—ram(t) — 621 (AT (t) — A (t)61a2(t) |
=— [fr&gg(t) + Lo (t) (3.79)
= — 2595(t).

3.3.4. EIl Campo de Radiacién

Con las soluciones de los operadores de creacion y aniquilacion (3.41]) se descompone el campo

de radiacién en la suma de sus componentes con frecuencia positiva y negativa
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. . N « “ T
AL ) =AD ) +AO (), AD (= [AO@] (3.80)
en donde A(+)(r, t) es el operador adjunto de A(_)(r,t) y viceversa. Cada componente del campo
esta compuesta de dos partes: el campo libre (definido con el subindice F') que depende del estado

del campo al tiempo inicial

A (— ~ —ilkr—wy (t— 2mhc? A - T
AL (1) = 3 Axefaly (r)e b0l = PR A () = AL ()]
k,\
(3.81)

y el campo del dipolo eléctrico (definido con el subindice S) asociado con la transicion que realiza

el electron

t
o . X R < (- t
AP ()= ArDi 6 / dsember=at=gy (), APy = [AS ()] (3.82)
kA to

que depende del atomo al tiempo inicial. En la zona de radiaciéon del campo se reducen los operadores

Agi) a las expresiones 23]

A (x,) = iy (2")621 (1), (3.83a)
A (r,t) = —ihi, (r")612(ty), (3.83b)
w 1 14 N NARA
hpo(r”) = (%) = [Dm — (D12 . r") r”} , (3.83¢)

las cuales se calculan explicitamente en el apéndice|C.1.2] " = r — R es el vector posicién que parte
del centro de masa del 4tomo, r” es la magnitud, &/ el vector unitario y ¢, = t — r”/c el tiempo
retardado.

Con los resultados es posible obtener informacién de la evolucion del dtomo al tiempo re-
tardado ¢, al realizar mediciones sobre el campo de radiacién al tiempo ¢. En términos generales, esta
observacion o medicion se realiza colocando detectores que absorben (aniquilan) fotones del campo
de radiacion. El funcionamiento de los detectores es el tema principal de la teoria de fotodeteccion,
la cual no se busca tratar en el trabajo presente. Solo se calculan los primeros dos 6rdenes de la
correlacion temporal del campo de radiacién para demostrar las propiedades bésicas de la radiaciéon
emitida en la emision espontanea tras la aplicacion de la aproximacion markoviana a la dinamica de

los operadores atémicos.
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Correlacion temporal de primer Orden

La funcién de correlacion temporal de primer orden del campo de radiacién entre dos puntos del

espacio ry y ro a los tiempos ¢t y t + 7 esta definida como [29,[30]

GV (ry, tirg, t+17) = <Af\7)(r1, t)AE\Jr) (ra,t + T)> , 120, (3.84)

en donde el subindice A denota la suma sobre las componentes de la polarizaciéon del campo y el
estado inicial del sistema corresponde al estado |¥(tg)) = |0,2), con el campo de radiacion en su
estado de vacio |0) y el atomo en el estado excitado |2). Desarrollando el producto en términos de
las componentes del campo y y evaluando la correlacion en el mismo punto espacial r{ = ry = r

resulta

(ALt + AL, 0) x (ARt + 1)+ A, e+ 7)) )

AR e DA+ 7))+ (A (DAL (e 4+ 7)) (3.85)
+ (AL 0 DA e+ 1) + (AL (0, DAL (64 7))

Cuando los operadores A;” y A;T) aparecen en los extremos derecho e izquierdo, respectiva-

mente, el valor esperado de dicho término es cero por la aplicacion de los operadores de aniquilacién

y creaciéon sobre el estado de vacio

0y = (0] A =o. (3.86)
Esto reduce GV al término
GO, tix,t+7) = (AR ()AL (0,0 7)) = o) 6 ()02t + 7)), (387)

que depende tnicamente de la parte del campo emitida por el &tomo. Segin el teorema de la regresion
la correlacion temporal de los operadores atomicos en (3.87) satisface la ecuacion (en la escala

temporal Ty > 7,)

iT <621(t7‘)6'12(tr + 7')> = <—]; + ’L.OJ,21) <6’21(tT)612(t7~ + T)> s (388)

con la soluciéon

(51 (t:)012(ty + 7)) = eCT/2H09207 (500(2,)), 7> 0. (3.89)
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Con este resultado se reescribe G como

GO (r,tir,t +7) =|hyo(r") eT/24H9207 (550 (4,)) >0,
=[hya (x| el 7T/ 2HWEIT T —00) (5o (1)) te > to, (3.90)
:‘h12(r//)|2 e(—F/Z-‘,—iwél)Te—F(tT—tU)7 <6’22(t0)> — 1.

La correlacién temporal a primer orden del campo de radiaciéon entre los tiempos t y t + 7 decae
exponencialmente en términos de la diferencia temporal 7. Esto es, la medicion de un fotéon emitido
espontdneamente en la transicion |2) — |1) tiene una duraciéon o ancho temporal del orden T'~!
en consecuencia del ensanchamiento natural de la linea espectral calculada en la teoria de Wigner-
Weisskopf m La evolucion irreversible del atomo en la transicion |2) — |1) se refleja en el término
(G92(t,)) al medir el campo al tiempo t; su ecuacion de movimiento esta dada por

La correlacion al tiempo 7 = 0 define la densidad de probabilidad temporal (probabilidad por

unidad de tiempo y volumen) de detectar idealmente un foton al tiempo ¢ en el punto r

"

GO (r, t:r,t) =hya(r")| (621 (t,)612(t))

(x")
[ ()| (62s(t))
(x")
(x")

(3.91)
I‘//

12 |26_Fm to) (G22(t0)) , t. > to,

1

o (x") P T ltr—to) (6a2(t0)) = 1.

La expresion es valida Gnicamente bajo la suposiciéon de un detector ideal [31]. La medi-
cion de fotones realizada por detectores reales involucra un ancho espectral Aw de la sensibilidad
espectral S(w) del detector. La condicion del detector ideal se consigue cuando Aw > T''y S(w)
es aproximadamente constante a lo largo de L(w). Para fines de este trabajo se supondra que los
detectores que se utilizan son ideales, por lo que la deteccién de fotones son eventos descritos por la
densidad de probabilidad .

Utilizando los resultados y se calcula la funcion de coherencia de primer orden [29{30]

GO (t,t + 1)

gVt +1) = gy =TT, T 20 (3.92)

Su transformada de Fourier es igual a la linea espectral de la radiacion emitida

1 [ o )
g (W) =5 / dr gV (t,t 4+ 1)e T = ﬂ/ dr (T2 4Tl =it — (), (3.93)

igual a la linea espectral lorentziana (3.33|) de la teoria de Wigner-Weisskopf; en la transformada
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de Fourier se utiliza el valor absoluto de la exponencial e(=T/2+iwy)l7| suponiendo que g(l)(t7 t+7)
esta unicamente definida para 7 > 0. Este resultado demuestra que la aplicacion de la aproximacion
markoviana en el esquema de Heisenberg ha reproducido los mismos resultados obtenidos en la teoria
de Wigner-Weisskopf de la seccion[3.2] Para concluir con la caracterizacion de la emision espontéanea

en la secciéon presente se calcula la correlacion temporal de segundo orden del campo de radiacion.

Correlacion temporal de segundo Orden

La funcién de correlaciéon temporal de segundo orden del campo de radiacién entre dos puntos

en el espacio r1 y ry a los tiempos ¢ y t + 7 esta definida como [29}30]

GOy, tirs,t+7) = (AL DA (et + A (2t + DALY 0 t)), 720, (3.94)

en donde los subindices A y i denotan la suma sobre las componentes de la polarizacién del campo.
Evaluando la correlacion en el mismo punto espacial r; = ro = r y expandiendo en términos de las

componentes positivas y negativas resulta la expresion a calcular

GO (e tira,t+7) =( (AR (0,0 + AL (1)) (AL (6 +7) + AL (r,t 4+ 7)) 505
3.95
X (A;j;t) (r,t+7)+ Afgt)(r, t+ T)) (Agj:\)(r, t) + AE.;:\)(I', t)) >

El calculo explicito de la funcion anterior se realiza en el apéndice[C.1.3] Los términos en donde los

operadores Ag—) y A;:)

aparecen en los extremos derecho e izquierdo, respectivamente, se vuelven
cero cuando el estado inicial del campo de radiacién es el vacio. Después de esta observaciéon se

reduce G? a la suma de los siguientes términos

o (") (G (6) AL (6 4+ DAL (v, + )02t ) (3.96a)
il (") P, () (61 (L)AL (0L + 7)o (e + T)o1a(t)) (3.96b)
i1z (") Pz, (1) (G2 (1) 2 (1 + )AL (1, + P)na(tr)) (3.96¢)
o (e")[* (G1 (t)621 (b + )12 (t + T)612(E)) (3.96d)

Para continuar con el estudio de la correlaciéon a segundo orden es necesario calcular el conmu-

tador [A%i)(r, t1), 645 (tg)}7 el cual se muestra a continuacion.



CAPITULO 3. SALTOS CUANTICOS 83

= El conmutador entre A;:)(r, t1) y 6i;(t2) se expresa segun (3.81]) como

AL (10),615(ta) | = 3 Age ermernmleg [0l (ko). 65(t2) . (3.97)
kA

Escribiendo el operador de creacién al tiempo inicial como

. t2 .
&11,\(%) = dlx(b)@ﬂwk(trm) - DltAlQ/t dse s Gy, (s),
0

y utilizando el hecho de que los operadores de creacion y aniquilacién conmutan con los ope-

radores atémicos al mismo tiempo se obtiene la expresiéon

AR w0 au(t)] = [ dshitr - 9)lon(s),53(), (3.980)

to

1
h(tl — S) = — ZAlet)\lg €7ik‘r€iwk(tlis)6§ = —ihm(l‘”)(s l:S — (tl — 2>:| s (398b)
KA

en donde h(t; — s) se calcula en el limite continuo de los modos del campo de radiacion de

forma analoga al procedimiento realizado en el calculo de A(Si)(r7 t) mostrado en el apéndice

(se intercambian 621 (s) y el limite de integracion superior ¢ en (C.8) por —[621(s), 6i;(t2)]

y to respectivamente). Sustituyendo h(t; — s) en el conmutador de los operadores resulta
A ) "
{AF_ (I‘,tl)»(}ij(h)} = —ihlz(rﬁ)/ dsdls — (tr — 1" /0)][621(s), 6ij(t2)]-
to

De las propiedades de la delta de Dirac se siguen los resultados del conmutador

0, to <ty —1"/c,
[A%‘)(r,tl),&ij(tz) = 0 —ihya (1) [Ga1(tr — 17 [€), 635 (t2)], t1— " fe < t, (3.99)

—%hlg(r//)[a’gl(tl — ’I“”/C),é’ij(tQ)L tg = t1 — ’I“H/C,

y calculando el conjugado hermitiano

0, to <ty —1"/c,
[651(t2), AL (0, 40)| = { iy () 6(t2), 610 (11 — 77 /0)), 1 — 17 < ta, (3.100)

shio(r")[6i(t2), G12(ts — 1" /)], ta=t1 —1"/c.
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Con estos resultados se procede a calcular la correlacion temporal de segundo orden del campo

de radiacién para los respectivos casos de 7 > 0.
1. 7 = 0. En este caso se definen t; y t2 como
th=t, ta=t, = t1—1"Je=t—1"/c= ty, (3.101)

y se satisface el tercer caso de los conmutadores (3.99)) y (3.100). En particular se utilizan los

resultados

61 (t) A (2, 8) = A (2, 4)601 (£,) + %hu(r”)[&m(u), Ga1(t)] = A7) (2, 6)691 () (3.102a)

AD (e 0013(t) = 61201 AL) (1,1) — Lt () Bas(t), 610(1)] = 512() AL (1) (3.102)

que al sustituirse en los términos (3.96), los primeros tres se reducen a cero. El cuarto término

se vuelve cero por la diferencia entre los subindices de los operadores atémicos en el producto

(G21(tr)021(tr)012(tr)G12(t)) = 0. (3.103)

Con esto se obtiene el rsultado final para 7 =0

G (r,t;r,t) = 0. (3.104)

2. 7> 0. En este caso se definen los tiempos t; y t3 como

th=t+7, ta=t, =t1—1"/c=t.+T>1s, (3.105)

y se satisface el primer caso de los conmutadores (3.99) y (3.100)). Esto reduce a la funciéon de

correlacion a la expresion

G(Q) (I‘, tir,t+ 7') :|h12(r”)|4 <6’21 (t,«)&gl(tr + T)a'lg(tr + T)OA'lg(t,«» s

(3.106)
= (x")|" (621 (tr) G2 (t, + T)F12(E,)) -
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Por el teorema de la regresion (véase la seccion [3.3.3]) se obtiene la ecuacion de movimiento

del valor esperado (G21(t,)022(t, + 7)G12(t,)) en la escala Tps > 7,

% (G21(tr)022(tr + 7)012(tr)) = =T (621 (ty)G22(tr + 7)F12(Lr)) , (3.107)
con la solucién
(691(t,)002(tr 4+ T)G12(t)) = e 17 (691 (t,) G2 (8 )G12(8)) =0, 7> 0. (3.108)

Esto implica que la correlacion temporal de segundo orden es nula para 7 > 0

GAt,t+7)=0, 7>0, 7>7, (3.109)

Este resultado significa que el &tomo de dos niveles emite inicamente un solo fotén esponta-
neamente en la transicion |2) — |1), como se puede observar en la repeticion a los tiempos ¢,
y t,. + 7 de los subindices 12 y 21 del lado derecho e izquierdo, respectivamente, en . Al
ser detectado 712 de la transicion |2) — |1) al tiempo ¢ como se muestra en los extremos de

(3-106)

(621(tr)021(tr + 7)012(tr + 7)F12(Er)) ,

se absorbe el foton completamente. Al momento de observar algin otro fotén proveniente de

la misma transiciéon al tiempo t + 7 como lo muestran los términos interiores

(021(tr)G21(tr + T)G12(tr + T)012(t,)) ,
se observa que el 4&tomo no ha emitido mas fotones.

Con los resultados y se caracteriza en este trabajo al foton emitido en la emision
espontanea del atomo de dos niveles. Solo un fotén es emitido espontaneamente en la transiciéon
|2) — |1) con una coherencia temporal del orden de I'"! y con la distribucién espectral L(w) de la
forma . Se procede finalmente a introducir el concepto de los saltos cuanticos y se estudian los
supuestos saltos que realiza el electréon en la cascada cascada atomica de tres niveles |3) — [2) — |1)

en términos de las detecciones de los fotones emitidos.
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3.4. Los Saltos cuanticos de Bohr

3.4.1. Definicion de los Saltos cuanticos

Los sistemas fisicos en la mecénica cuéntica evolucionan temporalmente de dos formas. En la
primera, el sistema cerrado se encuentra inicialmente en un estado descrito por el ket |¥U(tg)) y
evoluciona en el tiempo segin la ecuacion de Schréodinger para describir la evoluciéon temporal del
estado del sistema o segiin la ecuacién de Heisenberg para describir la evoluciéon temporal de las
observables fisicas que describen al sistema (véase el postulado |§| de la seccion , sin observar
directamente al sistema realizando mediciones de las observables de interés. En la segunda, se realiza
la medicion en el sistema de una o un conjunto de observables fisicas y se observa su evolucion
haciendo el seguimiento de las mediciones respecto al tiempo.

Considérese, por ejemplo, la evolucion temporal de un 4tomo de dos niveles; segtin el postulado
[] de la seccion [I.2.1] la medicion de la energia del sistema resulta en uno de los valores propios del
Hamiltoniano H s, en este caso Fs o Fq. Realizando un seguimiento de mediciones constantes, por
la naturaleza del experimento que se utiliza para realizar las observaciones, el 4&tomo se encontraré
eventualmente con la otra energia. Cuando ocurre el cambio entre los valores E5 y E; en la mediciéon

de la energia se dice que ha ocurrido un salto cuantico entre los respectivos estados propios (véase

la figura [3.1)) [32,33].

q}
E, so0ee (YY) (YY)
E, 0000 000000

>t

Figura 3.1: Evolucién de las mediciones frecuentes de la energia del 4tomo de dos niveles. El cambio
aleatorio entre dos mediciones de la energia se define como un salto cuantico entre los respectivos
estados estacionarios.

La definicion anterior se construyd operacionalmente para explicar los resultados que surgieron
en la observacion de la fluorescencia interrumpida de iones aislados y enfriados épticamente en
trampas de radiofrecuencias [34H36]. La nocion de estos experimentos se explica fusando un sistema
atomico de tres niveles tipo V' como se describe a continuacion. [37] Supongase que el atomo se
encuentra inicialmente en el estado base |1) y se acopla con un laser que lo excita al estado [2). El
electron excitado regresa al estado base emitiendo un fotén tras un tiempo del orden de F;ll, con

T'91 el coeficiente de decaimiento espontaneo de la transicion [2) — |1) (véase la seccion |3.2)). El
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constante bombeo del electron al estado |2) y su consecuente transicion al estado base |1) provocan
la fluorescencia resonante continua de las transiciones |1) < |2). Si posteriormente se acopla el
atomo con un segundo laser que bombea al electron al estado [3) con un coeficiente de decaimiento
espontaneo I';3 mucho menor que el coeficiente del estado |2) (12 > TI'y3), la fluorescencia de
las transiciones |1) <+ |2) se apagara aleatoriamente por la transicion del electron al estado |3) y se
reanudaré cuando el electron regrese al estado base |1) en un tiempo del orden Fl_gl. La observacion de
periodos oscuros en la fluorescencia que emite el &tomo entre las transiciones |1) <+ |2) es un indicador
directo de los saltos cuanticos que realiza el electron entre los estados |1) « |3); la fluorescencia se
apaga cuando se ocupa el estado |3) y se prende nuevamente cuando se ocupa el estado base |1)
(véase la figura [3.2).

Distintos analisis teoricos del fenomeno han sido presentados por varios autores [33,/37H40|, en los
cuales se implementan diferentes herramientas para estudiar la intermitencia de la fluorescencia del

atomo asociada a las transiciones

1) +» |2). De todas las propiedades que se estudian en los trabajos
previamente citados, se omite la de la posible duracién temporal del cambio que experimenta la
fluorescencia de estar prendida a estar apagada; en otras palabras, la del posible tiempo de duracion
de los saltos cuénticosﬂ En el trabajo presente se estudia este problema con otro planteamiento

experimental, como se muestra en la siguiente seccion.

5Esta incégnita ha sido presentada previamente como el tiempo que tarda en colapsar la funcién de onda, cal-
culandose el tiempo necesario para saber que el electréon se encuentra en el estado |1) del sistema atomico V' de la
ﬁgura utilizando la duraciéon temporal de los periodos cuando la fluorescencia de las transiciones |1) <> |2) esta
prendida [41H43].
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(a)
I(th
. ' P
L : o
L : L
Oi 1 | 1 ] 1 t
(b)
I(t)
1 1
1 1
1 1
I |
— t
(c)

Figura 3.2: Sistema atémico propuesto en la literatura para la observacion de saltos cuanticos. Figura
(a): Sistema atomico de tres niveles tipo V. La observacion de la fluorescencia en las transiciones
entre los estados |1) < |2) (color rojo) permite monitorear los saltos cuanticos del electron entre
los estados |1) > |3) (color azul). Figura (b): La ausencia de la fluorescencia de las transiciones
|1) + |2) (la ausencia del color rojo) implica que el electron transito o salto al estado |3) y volvera
a prenderse cuando el electron regrese al estado base y contintien las transiciones entre |1) < |2);
el tiempo de duracion de los periodos oscuros (duracion del color azul) es del orden de magnitud
del tiempo I'}3". Figura (c): El electron que realiza las transiciones hace el salto [1) — |3) cuando la
fluorescencia se apaga (lado derecho). El salto de regreso al estado base |3) — |1) ocurre cuando la
fluorescencia se vuelve a prender (lado izquierdo). Los fotones de absorcion (de bombeo) necesarios
para la excitacién provenientes de los laseres se omiten en las figuras.
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3.4.2. Dependencia temporal en la Correlacion de Fotones emitidos en

una Cascada atémica de tres Niveles

En el trabajo presente se calcula la correlacion temporal entre el fotén senal o3 de la transicion
[3) — |2) y el foton acompanante 12 de la transicion |2) — |1) emitidos espontdneamente en una
cascada atomica de tres niveles |3) — |2) — |1) con el dtomo inicialmente en el estado mas excitado

I3) [27.{44] para estimar la duracion temporal del salto cuantico asociado a la transicién |2) — |1).

Y23

’ i NS\ | t+e

[1>
V12 D2

Figura 3.3: Sistema atémico propuesto para la observacion directa de saltos cuanticos. Inicialmente
en |3), el electron realiza espontaneamente la transicion |3) — |2) emitiendo el foton sefial v23 que
se detecta en D1 al tiempo ¢ y posteriormente el electrén realiza la transicion |2) — |1) emitiendo
el fotén 12 que se detecta en D2 al tiempo ¢ + 7 con 7 > 0.

La idea central del tratamiento a exponer es generalizar la teoria de emisién espontanea del
atomo de dos niveles a la del d4tomo de tres niveles. La notaciéon utilizada hasta este punto esta
construida con base al trabajo de Milonni [27], el cual fue junto con el articulo de Jauregui [44] la
base para el desarrollo de este trabajo.

La diferencia con el modelo presentado en la teoria de Wigner-Weisskopf es la descripciéon del

atomo de tres niveles (N = 3 en la seccion [2.2.2)), el cual evoluciona segtn el Hamiltoniano libre

Hg = E3633 + Eadas + E1611, (3.110)

con By < Ey < Ej, siendo |3) el estado més excitado y |1) el estado base. Las transiciones de interés
en la cascada atomica son entre los estados |3) <> |2) y |2) + |1), por lo que el Hamiltoniano de

interacciéon que se utiliza para este fendomeno se escribe utilizando ([3.2a)) como

W =it (D2 afad1e = Diaia a1 ) + i (Dionas afadas — Dinas G2 ) - (3:111)
k,A k,\

Al tiempo inicial ¢g el 4tomo se encuentra en el estado méas excitado |3) y el campo de radiacion

en el estado de vacio; el estado inicial del sistema cerrado esta descrito por el ket

(W (to)) = 13,0). (3.112)
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El campo de radiacion esté definido por los operadores de creacion y aniquilacion; sus ecuaciones

de movimiento estan dadas por

aiex (1) = —iwg e (t) + Dia12612(t) + Diazs&as(t),

é;rc,\(t) = iwk&L)\(t) + Dica12021(t) + Dicro3032(1),

(véase el apendice para visualizar las ecuaciones del sistema completo). Las soluciones a estas

ecuaciones se obtienen integrando directamente

t t
e (1) = e (to)e T r(t=to) Dk)\12/ dse =95 5 (s) + DkA23/ ds e (=) os(s),

to to

t t
&L/\(t) = &LA(tO)eiwk(Fto) +Dii,\m/ dsewk(tfs)&m(s)JrDiiAzg/ ds e (=9 G3(s),

to to

y sustituyendo en el potencial vectorial (2.37¢|), se descompone la solucion anilogamente a ((3.80)
en componentes positivas y negativas. La diferencia en el 4tomo de tres niveles es el ntumero de
transiciones, en este caso dos, agregando un término a cada componente del campo asociada a la

fuente 27|

Al (r,t) = AP (e, ) + A (x, 1), (3.115a)

. ) 2mhe?
A(F )(I'yt) _ ZAkeiaLA(to)e—z[kr—wk(t—to)]’ Ap = %’ (3.115b)
KA

t

t

AT (r 1) = > AuDiy €5 / dse™ er=er (=950 ()4 © ApDi g€l / dseiker—wr(t=9)g., ().
k,\ to k,\ to

(3.115¢)

Utilizando el mismo desarrollo del apéndice se obtienen las componentes negativas y posi-

tivas de la parte de la radiacion correspondiente a las transiciones atémicas

A (x,t) = ihyo(r")601 (£r) + ihas (r”)63a (), (3.116a)

AP (r,1) = —ihl, (r")612(tr) — ihig (r")623(ty), (3.116b)
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con t, =t —r"/c el tiempo retardado y r”’ el vector posicién que parte del atomo.

Funciéon de Correlacion temporal de segundo orden en Términos de los Operadores

atémicos

Con las soluciones y la definicion se procede a calcular la funcion de correlacion
temporal de segundo orden del campo de radiaciéon. Definiendo r} = r; — R (i = 1,2) como el
vector posiciéon que va del dtomo al i-ésimo detector y suponiendo sin pérdida de generalidad que la
distancia del atomo a los dos detectores es la misma (1 = r§ = r"), G®)(ry,t;ro,t + 7) esta dada

por la expresion

G(Q) (rla t; ra, t+ 7_ |:A$J‘>\) r17 A,(S‘)\) (r17 ):| [A;‘_#) (1‘2, i+ T) + AES‘:L) (r27 t+ T)]

X

rg, t+71)+ A(SJr)(rg7 t+ T):| [A%-;)(rl, t) + Ag‘;) (ry, t)} >

(3.117)

X

I‘Q,t—f—’r) +Zh12#(r2)0'21(t +T) —|—zh23u(r2)032(t +T)}

X

(3, 7) = i, (55)12 (L + 7) = ihi, (0))623 b+ 7)]

=

A

< A (r1, ) + ihyor ()61 (¢ r)+ih23A(P/1/)f332(tr)}
A

AR

[ +

x [AGR (01, 8) = oy ()12 () — B (1)d2s(8)] ),

que se desarrolla en las seccion (los subindices A y p corresponden a la suma sobre las com-

ponentes de la polarizacion). Para analizar la funcion de correlacion se calculan los conmutadores

[A%i)(r, t1), G4 (tg):| para los dos casos 7 > 0. Este desarrollo se presenta en el apéndice |[C.2.3|y los

resultados principales se muestran a continuacion.

1. 7=0.

La aplicacion de los conmutadores ((C.30) reduce (3.117) a la expresion

1 .
G (ry, tirg,t) = 7/Ri2a (r1) b, (r7) + By, (15 Yhgs () * (Gss (t)) (3.118)

La evolucion temporal de G(®)(ry,t;ra,t) esta descrita por (633(t,)) que evoluciona segtin

(C.234) y (C.24)) como (véase el apéndice |C.2.1)

R 2
4w§’2‘D32}

<(LT33(75)> = —Ta3(033(t)), Taz= BT (3.119)

con T'a3 el coeficiente de decaimiento espontaneo de la transicion |3) — |2). La solucién de la

ecuacion anterior es
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(633(t)) = e "0 (Gs(t)),  t > to, (3.120)

en donde se define ty como el tiempo inicial al cual el &tomo se encuentra en el estado mas

excitado ((633(t)) = 1). La sustitucion de t = t, =t —r /c en (B.120)) resulta en |27]

G (ry,t;ra,t) = |h12A(1“1)h23u(1“2) + g, (ry)hoza(ry)] ZemTasllt=r"/e)=tl o> g (Ga3(to)) =
(3.121)

que es la funcion de correlacion espacial de los fotones con una duraciéon temporal del orden
de I‘ggl. El término espacial representa el entralazamiento de los fotones: si se detecta 723 en
D1 significa que 712 que se detectd al mismo tiempo en D2. Anélogamente, si se detecta 712

en D1 significa que o3 se detect6 en D2 (véase la figura [3.4).

P23

A4S t

D1

NS\ ¢

Pz D2

Figura 3.4: Deteccion simulténea de los fotones 23 y 712 en los detectores Dy y Ds.

A (£ . .
2. 7 > 0. En este caso los AE, ) conmutan con los operadores atomicos y tras aplicarse en los
respectivos extremos segun el ordenamiento normal se obtiene la nueva funcién de correlacion

temporal

G(Q) (I’l, t;ro,t + T) = |h12(1'/1/)|2‘h12(1‘/2/)|2 <5’21(tr)5'21(tr + T)@'lg(tr + T)a'lg(tr»
Hhia (] s (0)) * (621 (8) G352 (8 + T)G23(tr + T)512(t,))

Hhas (1) o (r)) * (632 (8) 521 (8 + T)G12(t + T)F25(t,))

(G32(tr) G732 ( )G23( )G23(tr))
1) (621 (tr)G21(tr + 7)612(t, + T)023(tr))
1) (G21(tr)032(tr + T)623(tr + 7)623(tr)) (3.122)
1) (G32(ty)021(tr + T)012(tr + T)612(tr))
1) (G32(tr)32( )G23( )612(tr))

O32(tr +7)023(tr +7)0



CAPITULO 3. SALTOS CUANTICOS 93
Los primeros cuatro términos describen los siguientes escenarios

a) El primer término, [hyo(r})|*[hya(x))|* (621 (tr) 621 (tr + T)612(tr + 7)612(tr)), correspon-
de a la deteccién del foton 12 primero en el detector D1 en ry al tiempo ¢ y posteriormente

en el detector D2 en ry al tiempo ¢ + 7.

b) Elsegundo término, [hyo(r})|*[haos(r4)|* (621 (t,)632(tr + 7)G2s(t, + 7)612(L,)), correspon-
de a la deteccion del foton 15 en el detector D1 en ry al tiempo ¢ y posteriormente la

deteccién del foton 23 en el detector D2 en ro al tiempo ¢t + 7.

¢) El tercer término, |has(r?)|*|hy2 (c))|? (632(tr )61 (tr + 7)612(tr + T)G23(ty)), corresponde
a la deteccion del fotén 23 en el detector D1 en r; al tiempo ¢ y posteriormente la

deteccion del foton 15 en el detector D2 en ro al tiempo t + 7.

d) El cuarto término, [hos(r})|*|hos(cd)|” (632t )G32(tr + T)Ga3(tr + 7)623(t,)), correspon-
de a la deteccion del foton 793 primero en el detector D1 en ry al tiempo ¢ y posteriormente

en el detector D2 en ry al tiempo ¢ + 7.

Los cuatro términos restantes representan los términos coherentes del sistema completo en la
deteccion de los dos fotones a tiempos distintos. Todos los valores esperados que aparecen en
(3-122) se reducen a expresiones de la forma (&;; (¢, )22 (tr + 7)Gki(tr)) y (G4 (tr)F33(tr + T)Twi(tr)),
las cuales se resuelven en funcién de 7 > 0 utilizando el teorema de la regresiéon aplicado al
atomo de tres niveles (véase el apéndice . La ecuacion de movimiento de la funcion de

correlacion que involucra a G33(t, + 7) estd dada por

d . . . . . . .
1 (045 (tr)033(tr + T)ori(tr)) = —Tag (Gij(tr)033(tr + 7)0Ri(tr)) , 0,5,k 1 =1,2,3 (3.123)

con la soluciéon

(Gij(tr)33(tr +T)0wi(tr)) = €127 (645(t,)G33(tr)oma(tr)), 7> 71, (3.124)

en donde 77, es el tiempo de correlacion de los operadores L;; cuando el campo esté inicialmente
en su estado de vacio, también visto como el ancho temporal de la funcién de memoria de los
operadores atomicos en el atomo de tres niveles (véase [C.2.4]). Anadlogamente para el operador

G92(t- + T) se obtiene la ecuacion de movimiento

i <(§'” (tr)&QQ(tT + T)é’kl(tr» = —F12 <5'z] (tr)é'QQ(tr + T)é'kl(tr»“l‘FQS <6z] (tr)a'33(tr + T)&kl(tr» )

dr
(3.125)
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para i, j, k,l =1,2,3. Notando los valores de i, j, k, l en (6;;(t;)G22(t, + 7)5ki(tr)) que aparecen
en (3.122), se aprecia que las funciones de correlacion de (6;;(¢,)633(t, + 7)Gri(¢-)) son todas
igual a cero, reduciendo (3.125)) a la ecuacién

d

7 <OA'ZJ (t,«)a'gg(tr + T)a'kl(tr» = —Flg <(AJ'ZJ (tr)é'gg(tr + T)é'kl(tr» s (3126)

con la soluciéon

(635(tr)G22(tr + T)Gwi(tr)) = €127 (635 (tr)G22(t)0ma(tr)), 7> 7L (3.127)

Sustituyendo (3.124) y (3.127) en (3.122) resulta |27]

1 (632(tr)G21 (tr + T)G12(tr + 7)F23(t,))
1 (632t )52 (tr + T)G23(tr))

() B2 (rf)
() [hy2(rf)

= [hos(r})[*[hua () Pe ™27 (Gas(t — 1" /c)), 7> 7
() B2 (r§)
() [h12(r§)

2 2 _Tyor —Tasl(t—1"/e)—to] /4
= [hos ()" [hya(rf) |Fe 2T e Taslt=r" /=] (5ou(t0)),  t—1"/c > 1o
2 2 T _— —r"" Je)— ~
= [hos (v} [ha(r5)"e~ T2Te Teslltmr/a=tol (55 (t)) = 1
(3.128)
con
.2
2 2 2 2 4w§’1‘D21‘
2 W A . 2 w A .
‘hm(rg” = (,,,.//2222) ‘Dm‘ Sln2 927 |h23(r/1,)| = (r//g)iQ) ‘D32’ Sln2 91, 1_‘12 = 377,03 )
(3.129)

con 6; el dngulo entre r y 15237 02 el dngulo entre rf y ]5127 y I'12 el coeficiente de decai-
miento espontaneo del estado intermedio |2). Notese que el teorema de la regresion reduce los
cuatro escenarios discutidos previamente que describen la deteccion de los fotones al caso c)
correspondiente a la deteccién de 23 en D1 al tiempo ¢ y la deteccién de 12 en D2 al tiempo

t+ 7.

3.4.3. La Interpretacion de la Cascada atémica en Términos de Saltos
cuanticos
Existen dos tiempos de interés en la evolucion del electron durante la cascada atémica: el tiempo

inicial ¢ = t; en donde el atomo se encuentra en el estado méas excitado ((633(t =tg)) = 1), y el

tiempo t = t* al cual se detecta el fotéon senal 93 en D1. t* se define como 7 = 0 y partiendo de
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Figura 3.5: Escenarios que modelan la deteccion de los fotones 23 v 12 en los detectores D1 y D2
a tiempos con una diferencia temporal 7. Figura a): El foton 712 se detecta al tiempo t en D1y
posteriormente al tiempo ¢ + 7 al tiempo ¢ + 7 en D2. Figura b): El foton 712 se detecta al tiempo
t en D1 y posteriormente el foton 93 al tiempo ¢ + 7 en D2. Figura c): El foton 7,3 se detecta
al tiempo ¢ en D1 y posteriormente el foton 12 al tiempo t + 7 en D2. Figura d): El foton 23 se
detecta en D1 al tiempo t y posteriormente al tiempo t 4+ 7 en D2.

este tiempo se mide el 7 > 0 al cual se detecta el foton acompanante 12 en D2 (véase la figura

. Notese que, aplicando el teorema de la regresion, (592(7)) satisface la ecuacion de movimiento
(véase (C.23b) y (C.24))
<6’22(7)> = —F12 <(}22(7‘)> =+ F23 (&33(7)) ) (3130)

con la solucién general

a3

g =e 1127 (5o _—
(ol = T (0 0) 4 2

(633(0)) [e 127 — 7T 7>0. (3.131)

En el caso particular cuando (G22(0)) = 1 se obtiene la solucion

(Gaa(T)) = e 1127 (G29(0)) = 1. (3.132)

Aplicando este resultado en ([3.128) se puede factorizar G (ry,t;ry,t + 7) en términos de la
densidad de probabilidad temporal G (r,t) (véase (3.91)). En este caso se tienen dos transiciones

entre dos niveles [27]

G (ry, tira, t+7) = G (11, )G (v0, 7 + 17 /c), >0, (3.133a)
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G3) (r1,t) = [has (rf)]? (Ga(t)) t > to, (633(t0)) = 1, (3.133b)

G (xa, 7+ 1" Jc) = [hpa(x))[* (622(7)), >0, (6a2(T = 0)) =1, (3.133¢)

en donde los subindices ngl-) representan la transicion entre los estados |j) — |i) a la cual corres-

ponden las funciones. Este resultado se analiza en las siguientes observaciones.

1. La descomposicion de (3.133a) como el producto de las densidades de probabilidad asociadas
a las respectivas transiciones atémicas significa que las detecciones de los fotones senal y
acompaflante son eventos estadisticamente independientes [27] que estan condicionados por
la causalidad de la deteccion inicial del foton senal al tiempo ¢. Esta causalidad significa que

G®) = 0 si no hay deteccion del foton sefial vo3 en ry al tiempo t.

2. El argumento temporal de G%) es 7 + 1"’ /¢ porque el tiempo que tarda el foton acompafiante
~12 en llegar a D2 no forma parte de la correlacion temporal que existe entre la emision de los

fotones.

3. En el limite temporal cuando 7 — 07, (622(7)) — 1. Esto significa que la deteccion del fotén
senal al tiempo 7 = 0, o equivalentemente al tiempo ¢ = t*, proyecta al atomo en el estado
intermedio |2) al tiempo retardado ¢,.. Este resultado es una interpretacion de la dinamica del

electron en el efecto cascada segtn las detecciones de los fotones correspondientes (véase la

figura .

4. La relacion del resultado anterior con los saltos cuanticos se presenta cuando se observa que
G%)(rg, 7+ 1" /c) tiende a su méaximo conforme 7 — 0T, siendo entonces la probabilidad de
deteccion del fotén acompanante méxima cuando 7 — 0. Como la deteccién del fotén sefial
proyecta al atomo en el estado intermedio |2) y la deteccion del fotén acompanante en el estado
base |1), se concluye que el salto cuantico |2) — |1) tiende a ser instantdneo o practicamente
imperceptible en la escala temporal 7 > 71, porque la maxima probabilidad a la cual se puede

detectar el fotéon acompafiante v15 es cuando 7 — 0.
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Figura 3.6: Efecto cascada del atomo de tres niveles. Figura (a): La deteccion del foton sefial vo3 al
tiempo ¢ define el tiempo 7 = 0 y proyecta al electron en el estado |2) al tiempo ¢,. Figura (b): La
deteccion del fotéon acompanante 715 al tiempo ¢ + 7 proyecta al electron en el estado base |1) al
tiempo ¢, + 7.



Capitulo 4

Conclusiones y Perspectivas

La aproximacion markoviana que se aplica en el trabajo presente consiste en estudiar la dinamica
de un sistema abierto S embebido en un sistema complementario A (de un nimero muy grande de
grados de libertad), también llamado los alrededores de S, en una escala temporal 73; que es mucho
mayor que el tiempo de correlaciéon 7o de los alrededores, pero mucho menor que el tiempo de

relajacion o disipacion g del sistema S

T <L T L TR. (4.1)

Para ejemplificar la aplicacién de esta aproximacién en sistemas abiertos clasicos y cuanticos
se desarrolla brevemente en el capitulo uno la teoria sobre el movimiento browniano en ambos
tratamientos.

En el tratamiento clésico se presentan dos modelos sobre el movimiento browniano; en el primero,
el modelo o formalismo de Langevin, se definen las escalas temporales 7 como la duraciéon promedio

L como el inverso del coeficiente de friccion o

de una colisién con la particula browniana y 7o = v~
disipacién de momento que experimenta la particula al estar suspendida en el fluido. En el desarrollo
de este modelo se introduce la ecuaciéon de Langevin, valida en la escala temporal , y se muestra
como se calculan las propiedades estadisticas del momento y la posicion de la particula (en una
dimension) utilizando las propiedades que satisface la fuerza de Langevin en la escala temporal ,
asi como en el caso 7r < 737. Uno de los resultados més importantes que satisfacen el momento y la
posicién en la escala es el teorema de la regresion, en el cual las ecuaciones de las funciones de
correlacion del momento y la posicidon satisfacen las mismas ecuaciones del promedio del momento
y de la posicion, respectivamente.

En el segundo modelo cléasico, el modelo de Caldeira-Leggett, se reemplaza al fluido por un

bano térmico de osciladores armoénicos unidimensionales. Se resuelven las ecuaciones de la posicion

y momento de cada oscilador, se sustituyen en la ecuaciéon del momento de la particula libre que

98
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representa a la particula browniana, y se integra por partes para reescribir la ecuacion final del
momento como una ecuacion integro-diferencial. La parte integral de esta ecuacion representa la
convolucion durante el intervalo temporal de evolucién [tg,t] del momento de la particula p(t) con
la funciéon (¢ — s) que se define como la funcién de memoria del momento de la particula. La
interpretacion fisica de esta funcion de memoria se obtiene de la suposicién de equilibrio térmico del

bano de osciladores, en cuyo caso se satisface

A(r) = % (e +nE®)), B =kpT, (4.2)

con kg7 es la energia promedio de cada oscilador, ((—)) el promedio sobre el ensamble térmico y £(t)
la fuerza que ejerce el bano de osciladores sobre la particula browniana. Segin , la memoria del
momento corresponde a la autocorrelacién temporal del bano térmico de osciladores y la suposicion
de cierta la duraciéon temporal de dicha memoria 7., determina entonces la duracion temporal de
la influencia del bano de osciladores 7¢ sobre la particula. La existencia de este ancho temporal
7, depende explicitamente de la intensidad de acoplamiento de la particula con los osciladores, lo
cual no se estudia en el trabajo presente porque en esta exposicion solo se busca visualizar como se
aproxima la ecuacion integro-diferencial del momento en la escala 73, que satisface . En efecto,
suponiendo que 7, existe, la funcién de memoria es practicamente nula en el intervalo de observacién
salvo para s &~ t cuando se observa la evolucién de la particula en la escala ;. Bajo esta condicion

se aproxima la parte integral de la ecuacion del momento como

_f/ ds/(t — s)p _7/ dry(Pp(t —7) ~ —yp(t), T=t—s, (4.3)

suponiendo que el coeficiente de friccion ~y existe y es igual a la integral de la funcién de memoria

sobre todo el dominio temporal

m / dro(r) = 3 / dr (£t +T)EM)) - (4.4)

La aproximacion markoviana de la forma , bajo la suposicién de , es la principal apli-
cacion que se utiliza en el trabajo presente como un método para aproximar ecuaciones integro-
diferenciales por ecuaciones diferenciales vélido en el contexto hasta ahora expuesto. De esta apli-
cacion se sigue que la funcion £(t) satisface las mismas propiedades estadisticas de la fuerza de
Langevin por la igualdad y, consecuentemente, la nueva ecuaciéon del momento se puede ope-
rar de la misma forma que la ecuacién de Langevin para calcular las propiedades estadisticas del
momento y de la posicién.

Con este esquema de la aproximaciéon markoviana presentado en el tratamiento clésico del movi-
miento browniano, se procedi6 a desarrollar el tratamiento cuantico del mismo fenémeno (utilizando

el modelo cuantico de Caldeira-Leggett) para observar si la nocion clasica de la aproximacion marko-
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viana es igualmente aplicable en el tratamiento cuantico. Por la definicion de las observables fisicas
en la mecanica cuantica como operadores hermitianos que corresponden a la observable fisica en la
mecanica clasica, la ecuacién integro-diferencial del operador de momento en el esquema de Hei-
senberg es la misma que la del momento de la particula clasica y, consecuentemente, la funcién de
memoria del operador de momento corresponde a la funcién de memoria clasica. Por este resultado,
la aplicacion de la aproximaciéon markoviana en términos de la funcién de memoria aproxima la
parte integral de la ecuacién del operador de momento analogamente a y resulta la ecuacion

diferencial del operador de momento

p(t) = —yp(t) +&(b), (4.5)

valida en , en donde el coeficiente de friccion v se define en Gnicamente como la integral
sobre todo el dominio temporal de la funcion de memoria.

La principal diferencia entre el tratamiento clasico y cuantico de este modelo sobre el movimiento
browniano es que la funcion de autocorrelacion <<é (B)E(t + 7')>> es una funcién compleja (véase la
expresion ) en donde la componente real es simétrica respecto al tiempo y depende explicita-
mente de la distribucién de los cuantos de energia que estan presentes en el bano de osciladores al
tiempo inicial en funcién de la temperatura; la componente imaginaria es antisimétrica respecto al
tiempo y diverge linealmente en funcion de la frecuencia de los osciladores que componen al bano.
En el limite de altas temperaturas, cuando la energia promedio de cada oscilador kT es mucho
mayor que fiw, la componente imaginaria es despreciable y se recupera el resultado clasico (4.2) jun-
to con las propiedades clasicas de la particula browniana. Por esta diferencia entre las funciones de
memoria clasica y cuantica, no se satisface la igualdad a cualquier temperatura arbitraria y la
ecuacion no se puede operar de la misma forma que la ecuacién de Langevin cléasica para calcu-
lar las propiedades estadisticas de la particula browniana. Este resultado motiva a cuestionarse qué
resultados son caracteristicos del movimiento browniano cuéntico y las condiciones bajo las cuales
se reproducen los resultados clasicos presentados previamente en la seccion Utilizando se
obtiene la ecuacién del conmutador {S’ (t),€ (t)} (véase (1.118)), en donde S(t) es cualquier operador
arbitrario de la particula browniana. Aplicando la aproximaciéon markoviana como se aplica en el
célculo de , cuando se observa la evoluciéon del conmutador en una escala temporal 75; mucho
mayor que el ancho temporal 7, de la funcién de memoria, se preserva la regla de conmutacion
[Z(t), p(t)] = ih. Notese que, si Tas fuera del orden del ancho temporal 7, de la funcion de memoria,
tanto la estructura de la ecuacion como la del conmutador [Z(t), p(t)] podria verse afectada.

Con esta breve exposicion sobre la aplicacién de la aproximacién markoviana en el movimiento
browniano se procedié a aplicar el mismo formalismo en el estudio de los saltos cuanticos, en par-

ticular, en la relaciéon existente entre esta aproximacion y la instantaneidad de los saltos cuanticos.

Niels Bohr introdujo este concepto en 1913 para describir la transicion entre diferentes estados esta-
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cionarios de los atomos; la interpretacion moderna desarrollada por Richard Cook, Peter Zoller, Jeff
Kimble y Peter Milonni (por nombrar a algunos) consiste en definir un salto cuantico como la obser-
vaciéon de la transiciéon o cambio entre diferentes estados estacionarios de los sistemas fisicos. Esto
es, si la medicion de una observable fisica al tiempo ¢ resulta en el valor A y a un tiempo posterior
t 4+ 7 resulta el nuevo valor p, se dice que el sistema realiz6é un salto cuéntico entre los dos estados
propios (no degenerados) asociados a los valores propios A y u de la observable fisica. Para estudiar
la duracién temporal de estos saltos se calcula la correlacion temporal entre los fotones emitidos
espontaneamente en una cascada atomica de tres niveles |3) — |2) — 1, en donde |3) es el estado
més energético, en el cual se supone que el electron se encuentra el tiempo inicial de observacion, |2)
el estado intermedio y |1) el estado base. La hipotesis en la cual se basa este trabajo para relacionar
la correlacion temporal entre los fotones emitidos espontaneamente con los saltos cuénticos es que, si
la deteccion del foton senal 23 (asociado a la transicion |3) — |2)) indica que el electron se encuentra
en el estado intermedio |2) al tiempo 7 = 0 y la medicion del foton acompanante 12 (asociado a
la transicion |2) — |1)) indica que el electron se encuentra en el estado base |1) al tiempo 7 > 0,
entonces, se espera que la correlacion temporal entre los fotones alcance su méaximo (en funcién
de 7) a un tiempo 7 = Tg5¢ > 0 si y solo si la duracion temporal del salto cuantico |2) — |1) es
del orden de 7g¢. El resultado que se obtiene en el trabajo presente es que bajo la aplicacion de
la aproximacién markoviana de la forma , con Tso el tiempo de correlacién del vacio y 7 el
tiempo promedio de decaimiento del estado intermedio |2), la correlacion temporal entre los fotones
tiende a su maximo en el limite 7¢c — 0T y, consecuentemente, la duracién temporal del salto es
instantanea o imperceptible en la escala 7;;.

Para demostrar este resultado se aplica la aproximacion markoviana en el fenémeno de la emi-
sion espontanea analogamente al tratamiento realizado en el movimiento browniano, cambiando la
particula browniana por un dtomo de dos o tres niveles y el bano térmico de osciladores armoénicos
por el campo de radiacién cuantizado en su estado de vacio. El &tomo esta descrito por la base de
operadores 6;; = |i)(j|, también llamados operadores de salto o transicién, que proyectan al atomo
del estado |j) al estado i) y que se utilizan para expander a cualquier operador atomico. En el caso
de dos niveles se utiliza la base base de cuatro operadores {622,0511,012,021} ¥ en el caso de tres
niveles la base de nueve operadores {633, 522, 611, F32, 31,023, 021, 013, 512 }. El campo esta descrito
por el potencial vectorial A(r, t) en la norma de Coulomb y esta compuesto por un conjunto arbi-
trariamente grande de modos de oscilacion, en donde cada modo esta etiquetado por (k, ), con k
el vector de onda o de propagacién principal del modo y A = 1,2 el subindice del correspondiente
vector de polarizacion €. Suponiendo que los modos del campo se distribuyen en el espacio isotro-
picamente, la densidad de modos por unidad de volumen, frecuencia y dngulo sélido corresponde a
p(w) = w?/(2mc)3, el cual viene acompaiiado de la suma sobre los dos posibles vectores de polariza-

cion envés de multiplicarse por 2. En este caso se modela el espacio como una cavidad infinitamente
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grande, pero es importante mencionar que la emisién esponténea de atomos que se encuentran en
cavidades Opticas finitas puede manifestar cambios en el coeficiente de decaimiento espontaneo por
una densidad de modos distinta a la p(w) presentada en este trabajo (efecto Purcell).

La interaccién entre el campo de radiacién y el atomo corresponde al Hamiltoniano de acopla-
miento minimo que describe procesos en donde solo se emite y/o absorbe un foton. Esta interaccion

se desarrolla aplicando dos aproximaciones (véase la seccion [2.3):

1. La aproximacion de onda larga o de dipolo eléctrico, en la cual se supone que el atomo inter-
actlia Gnicamente con modos del campo que tienen una longitud de onda mucho mayor que
la escala del radio de Bohr. En esta aproximacién se desprecia la variaciéon espacial del campo
entre el nucleo y el electron y se introduce simbolicamente una longitud de onda minima Apg
que satisface esta aproximacion. Suponiendo que los modos del campo satisfacen la relacion
de dispersién w = ck, Apg define andlogamente a wpgr como la frecuencia maxima del campo

a la cual interacttian los modos y con el 4tomo y satisfacen esta aproximacion.

2. La aproximacion de onda rotante, o RWA por sus siglas en inglés (Rotating Wave Approxi-
mation), en la cual se desprecian los términos altamente oscilantes de la interaccion entre el
atomo y el campo que promedian a cero en la escala temporal de observacion. Estos térmi-
nos corresponden en este trabajo a las transiciones de un electrén entre dos estados discretos
no-degenerados del atomo (|a), |b), Ep < E,) en donde se absorbe un fotéon del campo en la

transicion |a) — |b) y se emite un fotén en la transicion |b) — |a).

El resultado caracteristico de la teoria de Wigner-Weisskopf sobre la emisién espontanea es el
decaimiento exponencial de la probabilidad de que el electron haga una transiciéon entre dos estados
discretos del atomo y emita un foton irreversiblemente al vacio. El procedimiento que se utiliza
para aplicar la aproximacién markoviana en la emisién espontanea y reproducir los resultados de la
teoria de Wigner-Wiesskopf es analogo al presentado en el movimiento browniano; se resuelven las
ecuaciones de los operadores de creaciéon y aniquilaciéon de cada modo de oscilaciéon y se sustituyen
en las ecuaciones de los operadores atomicos 6;;(t) para reescribir sus ecuaciones como ecuaciones
integro-diferenciales. Por ejemplo, en el atomo de dos niveles, la ecuacion del operador 512(t) esta
dada por

. . (t—to)

G12(t) = —iwe1612(t) + L12(t) + /0 dr g(7) [6a2(t) — 611 ()] 612(t — 7), (4.6)
en donde i/lg(t) representa la influencia del campo en su estado inicial sobre el operador (el cual
depende de los operadores de creacién y aniquilacién al tiempo inicial y de operadores atéomicos al

tiempo t, véase (3.43) y g(7) corresponde a la funcién de memoria
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r weE —iwr
g(1) = (27rw21> /o dwwe . (4.7)

En general, g(7) y su complejo conjugado ¢g*(7) son las funciones de memoria que aparecen en

las ecuaciones de los operadores atéomicos. I' corresponde al coeficiente de decaimiento espontaneo y
w91 la frecuencia de Bohr asociada a la transicion [2) — |1).

Aplicar la aproximacién markoviana en la ecuacion consiste en suponer a priori que el ancho
temporal 7, de la funcién de memoria g(7) existe y que la funcién estd centrada en s = ¢ segin
como aparece en . Si a la aproximacién markoviana se le agrega la suposiciéon de que el atomo
evoluciona lentamente o interactiia débilmente en la escala temporal 73, en la cual se observa, el
operador §12(s) que aparece en la parte integral se puede aproximar por

W21T 4

Ulg(t), (48)

&12@77’) %6i

centrando al operador en 7 = 0 en donde g(7) es distinta de cero por la diferencia 7, < Tas entre

las escalas temporales; la parte integral se aproxima con esta suposiciéon como

/(ttﬂ) dr g(T)612(t — T) = 612(2) (/Ooo dTg(T)ei‘*’?lT) = 615() (1; - iéwgl) , (4.9)

0
y se obtiene la ecuacion diferencial
r

6‘12(1;) ~ — (2 — 7;5&)&1) 6’12(t) + ﬁlz(t), UJ/21 = wa1 — dwa1, (410)

valida en la escala 7as que satisface 7, < Ty <K I'! en donde la evolucion irreversible se muestra
en la dependencia del coeficiente real —I'/2. La funcion de correlacion temporal entre los operadores

L;;, con excepcion de los casos en los que es igual a cero, se puede escribir de forma general como

(Lis (D) Lim(s) ) = g(t = 8) (G (D) (s)) (4.11)

en donde (—) representa el valor esperado con el estado inicial |¥(¢g)) = |2,0), con el d4tomo en el
estado excitado |2) y el campo de radiacion en su estado de vacio (las propiedades de los operadores
f)i j se encuentran en la seccion . Las funciones de correlacién heredan la irreversibilidad
del atomo en la escala temporal I'"! por la dependencia explicita del valor esperado del producto
de operadores atomicos entre los tiempos ¢t y s. No obstante, nétese que la dependencia explicita de
la funcién de memoria de la forma g(t — s) entre los tiempos ¢t y s implica que el ancho temporal
7, < I'71 define el tiempo de correlacion 7¢ de <IA/1] (t)ﬁlm(s)> en el vacio. Al ser wpg la frecuencia

maxima del campo a la cual interacttian los modos con el dtomo, introducida en la aproximacién

de onda larga o de dipolo eléctrico, se estima que el tiempo de correlacion 7¢ es del orden de wBlE

(véanse las secciones v 3.3.2).
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El resultado (junto con los resultados de la seccion es la motivaciéon principal para
tratar a las ecuaciones de la forma (4.6) como ecuaciones de Langevin y operarlas de la misma
forma para calcular las propiedades estadisticas del atomo; esta aplicacién se complementa por la
aproximacion , la cual se define en la literatura como aproximacion adiabatica, para operar
a los operadores atémicos que aparecen en . De los resultados obtenidos con la aplicacion
de la aproximacion markoviana en la dindmica del atomo, notese en las secciones [3.3.3] y [C.2.4]
la importancia del teorema de la regresion en el estudio de los saltos cuénticos aqui presentado.
Este teorema aproxima la evolucion de funciones de correlacion que involucran el producto de tres
operadores atomicos (Gpq(t, )i, (tr + 7)Grs(tr)) en funcién de 7 > 0, con ¢, el tiempo retardado, los
cuales surgen naturalmente en el calculo de las funciones de correlacién del campo de radiaciéon entre
los tiempos t y t + 7. En particular, la correlaciéon temporal de los fotones emitidos en la cascada

atomica de tres niveles es directamente proporcional a la funcion de correlacion

GO (t,t4+7) o (G32(t, )51 (tr + T)G12(tr + T)G23(tr)) = (Gaa(ts)Faa(ty + T)F23(t,)) ~ e 7127 (G33(t,))

(4.12)
la cual alcanza su méaximo en el limite 7 — 07, demostrando que en la escala Tp; > T¢ es impercep-
tible el tiempo 7s¢ > 0 al cual la correlacion alcanza su maximo. Este estudio de los saltos cuanticos
se presenta en la seccion [3.4] con la cual se concluye el trabajo presente.

Existen varias propuestas de trabajo futuro para continuar con el estudio de los temas expuestos:

1. La nocién de la aproximacién markoviana que se utiliza en este trabajo esta basada tinicamente
en su aplicacién en el estudio del movimiento browniano clasico, principalmente en el forma-
lismo de Langevin. Es necesario entender como se deriva esta nocién de la aproximaciéon del
concepto mas general de markovianidad que se emplea comiinmente en procesos estocéasticos y
en ecuaciones diferenciales estocasticas. El concepto de markovianidad en el contexto cuantico

es un tema en desarrollo actual.

2. Se pueden utilizar varios métodos para estudiar la dindmica del atomo de dos o tres niveles
sin la aplicaciéon de la aproximacion markoviana, lo cual se reduce a resolver las ecuaciones
integro-diferenciales que aparecen a lo largo del desarrollo expuesto o aproximarlas de tal forma
que se pueda estudiar la dindmica del 4tomo en la escala temporal del tiempo de correlacion

del vacio.

3. En materia de sistemas abiertos, existen varias técnicas que se aplican en la actualidad para
estudiar los posibles efectos disipativos por parte de sistemas cuénticos y su evolucién temporal
al estar en constante observacién. Ejemplo de éstas son la teoria de trayectorias, ecuaciones

tipo Lindblad, el método de Monte Carlo de la funcién de onda (por mencionar algunas), las
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cuales se aplican actualmente en la investigaciéon activa sobre los saltos cuanticos.
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Apéndice A

Movimiento browniano

A.1. El Espacio Fase del Bano de Osciladores armoénicos

Cada uno de los osciladores armonicos que conforma a los alrededores estéa completamente carac-
terizado a cada tiempo ¢ por su posicion ¢, (t) y momento p,(t); todos los posibles valores (¢u, Pa)
definen el espacio fase de dos dimensiones I',, del a-ésimo oscilador. De esta forma, el espacio fase
de los alrededores I' se construye como el producto cartesiano de los N espacios fase I', de los

osciladores

en donde cada punto (q,p) = (¢1,..-,4N;P1,..-,PN) en I representa un posible estado de los alre-
dedores. Cuando la dinamica del sistema esta descrita por el Hamiltoniano H 4 definido en (1.32]),
el estado al tiempo ¢ esta descrito por el punto (q(t),p(t)) = (qi1(t),...,qn(t);p1(t), ..., pn (1)) ¥

evoluciona segin las ecuaciones de Hamilton

 OH,
~ Opa’

0Ha

balt) = =5~ (A1)

Ga (t)

Suponiendo que existe un nimero infinito de estados (q(t), p(t)) que satisface el estado de equili-
brio impuesto por un conjunto de variables que describen macroscoépicamente al bano de osciladores
a todo tiempo t, las observables fisicas que se buscan observar se estudian estadisticamente utilizan-
do una distribucion de probabilidad pa(q,p,t) sobre el conjunto de todos los posibles estados en
los cuales se puede encontrar el sistema a cada tiempo t. Esta distribuciéon de probabilidad asume

que [45]

pa(a,p,t)dqdp, (A.2)

107
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representa la probabilidad de que el bano de osciladores se encuentre en el estado (q, p, ) al tiempo
t, el cual esta centrado en el volumen infinitesimal dqdp. El sistema debe encontrarse en alguno de

los estados accesibles, por lo que la integral sobre todo el espacio fase I' es igual a uno

/ dadppa(q,p,t) = 1. (A.3)
r

Para calcular explicitamente p 4, supongase que el nimero de estados accesibles al sistema per-
manece constante; esto implica que la distribuciéon de probabilidad p4 satisface la ecuaciéon de con-

tinuidad

0
&pA(CL P, t) +V- (PAV) = 07 (A4)

en donde (pv) representa la densidad de probabilidad que fluye a través del espacio fase. Como la
evoluciéon temporal de los estados estd determinada por las ecuaciones de movimiento de Hamilton

(A.1) que satisfacen la relacion

2 2
0“H 4 _ 0°Hy 7 (A5)
09a0pa  Opa0qa

se desarrolla la ec. de continuidad (A.4)) sustituyendo (A.5]), lo cual resulta en la ecuaciéon de Liouville

0
pA(qa p, t) + {PA7 HA} == 07 (AG)

i ( t)fi
ra\q, p, 78t

dt

en donde {pa, Ha} son los corchetes de Poisson

N
_ N [ 2pa0Ha  Opa OHa
{pa, Hal _az::l [3% o Opa o |

La ecuacion (A.6]) se reescribe usualmente como

%PA(CL p,t) = {Ha,pa} (A7)

y es el resultado de suponer que el nimero de estados del bano de osciladores (consecuencia de la
dindmica de las ecuaciones de Hamilton) no cambia conforme avanza el tiempo; esto implica que
el ensamble permanece constante a lo largo de la trayectoria de los osciladores en el espacio fase,
comportandose como un fluido incompresible.

Un caso particular de esta ecuacién es cuando el ensamble depende explicitamente de H 4

0 0
pa(@,p) = pa(Ha(a,p)) —  {pa,Ha} = —2{H\, Ha} =0 —  —pa(a,p,t) =0
OH 4y ot
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en donde se demuestra que el ensamble no depende explicitamente del tiempo y depende tnicamente
del estado inicial (q(to), p(to)). En este trabajo se estudian las propiedades del bano de osciladores
en equilibrio térmico, con T la temperatura del sistema, el cual esta representado por el ensamble
canobnico
_ 1 sHiap _1 —BHa(a,p)

pa(q,p) = e ; Z = C/qudpe : (A.8)
en donde C es un factor de correcciéon en la cuenta de osciladores en el ensamble que pueden repetir
la frecuencia, Z es el factor de normalizacion del ensamble que representa el volumen total que ocupa
pa en el espacio fase T, y e #Ha(aP) representa el factor de Boltzmann que describe el decaimiento
de la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado (q,p) = (q(to), p(to)) segin su energia

H,(q,p) en dicho punto.

A.2. Propiedades de la Funcion &(t)

A.2.1. Promedio (£(1))
Utilizando la definicion (1.40b)), el promedio ((£(¢))) es igual a la suma de los promedios de

Qa(to) =dqay poz(tO) = Pa

{(Pa))

MaWa

N
W) =3 e {<<qa>> cosfua(t — to)] + P2 Gnp 1 to)]} .

Utilizando el ensamble de los osciladores armoénicos en equilibrio térmico (A.8), los respectivos

valores promedios se reducen al calculo de las integrales

o0 2 2 o0 2
/ Ao go e~ P tal?, / dpo o €™ P2

—0 —00
La exponencial con el argumento cuadrético es una funcion par y la funciéon identidad es una
funcién impar; el integrando se reduce a una funcién impar que al integrar sobre cualquier intervalo

simétrico, se reduce a cero la integral. Por esta observacion, se obtienen el resultado deseado

{{ga)) = ((Pa)) =0 = (£(1)) = 0. (A.9)

A.2.2. Funcion de Autocorrelacién temporal (£(¢)E(s))

Utilizando la definicién (|1.40b)) la funcion de autocorrelacion temporal (£(¢)€(s)) se reduce a la

expresion
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N
(EDEN) = 3 cacs{ (anas)) coslia(t — to)] cosfua(s — to)] + m cosliva(t — to)] sinws (s — to)]
a,B=1
n <<£<:iﬁ?>> sinfwq (t — to)] coslwa(s — to)] + mi%laﬁpfizdﬁ sinfwq (t — to)] sinfws (s — to)]}.

Por los argumentos expuestos en el célculo de ({£(t))), los promedios que involucran productos

cruzados se reducen a cero; los términos distintos de cero son los que involucran p? y ¢2

N 2
((E()E(s))) = Z ci {<<qi>> cosfwe (t — tg)] cos[wa (s — to)] + <77<£ZJ>2> sinfwe (t — to)] sinfwq (s — to)}} .

a=1 aa

({ga)) v {{pa)) satisfacen el teorema de equiparticion de la energia

(pa) _ 1 2<2>:E 1

oI, 2o \da 2 28
que al sustituir en (£(t)£(s)) resulta en
1 & c?
((E@®E(s))) = 3 > (miﬂ) {cos[wa (t — to)] coswa (s — to)] + sinfwa (t — to)] sinfwa(s — to)]} -

Por dltimo, utilizando las propiedades trigonométricas

cos|we (t — to)] cos[wa (s — to)] = % {cos|wq (t — 8)] + cos[wa (t + s — 2to)]},

sinfwq (t — to)] sinfwa (s — to)] = % {cos|wa (t — 8)] — cos[wa (t + s — 2to)]},

se simplifican los términos que involucran el argumento temporal ¢ + s — 2ty y se obtiene el resultado

deseado

2

al c? 1 D Mmew?
<<s<t>§<s>>>=z( )<<Ha<qa,pa>>>cos[wa@—s)]=Bw(t—s» Ho(gopa) = Lo Mo g2

«
2
= \mawg 2me, 2

(A.11)
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A.3. Propiedades del Operador £(t)

En la secciéon presente se muestran los célculos del valor esperado < <§ (t)>> y la funcién de

autocorrelacion <<£ (t)é (s)>> que se introducen en la seccion [1.2.2

A.3.1. Promedio <<f(t)>>

Utilizando la definicion £(t) en (T.93d) se obtiene la expresion a calcular

((éw)) = 3 {aa(to))) 70100+ ((al (t0)) =100} (A.12)
El promedio ({@,(t9))) esta dado por

1 .. 1 A
= ZTTA {paaa(to)} = = NNy ey M1 pada(to) N1, ...;nn) -

({@a(t0)))

Los estados |ny, ..., nx) son estados propios del Hamiltoniano Ha y son consecuentemente estados
propios del operador operador de densidad p4. El operador a,(tg) actta sobre el a—ésimo oscilador

como

o (£0) |15 ooy My oy AN) = /T M1y ooy My — 1,y )
El nuevo estado |ny,...,nq — 1,...,ny) es estado propio de p4 y como no coincide con el bra
(N1, .ery Ny -y v |, €l braket se reduce a cero y ({Gq(tg))) = 0. Los argumentos anteriores se aplican
igualmente para el operador de creaciéon que actiia sobre el a—ésimo oscilador como

al (to) N1, ooy Ny ooy NN) = Vg + 1|10, 0oy Ny 4+ 1, o0y )

que no coincide con el bra (ny, ..., Nq, ..., 01|, reduciendo el braket a cero. De esta forma, se obtiene

el resultado esperado

<<é(t)>> =0. (A.13)

A.3.2. Funcién de Autocorrelacién temporal <<§(t)€(s)>>

Utilizando la definicion (1.93c) se obtiene la expresion a calcular
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((éwés)) = Z == { ((aalto)asto)) =TT (an(t0)a (t0)) ) om0 e

+« (to)as(to))) e'benlt=t0) ==t { (4 (to)af(to) ) ) ellemt=to)+wsletoll |,

(A.14)

Por los argumentos mostrados en el calculo de <<é (t)>> todos los términos cruzados (a # ) son
nulos. Bajo el mismo argumento los términos proporcionales a << t0)>> y <<dL2(to)>> se reducen

a cero. Con estas observaciones se reduce la funcién al resultado

Notando que

¢~ Bhwa /2o~ Bhuq

—Bhwa (na+1/2) _
Z Mo € B (1 — e=Phwa)2

ne=0

y utilizando la funcion de particion (|1.98) se obtiene

<<&L(to)&a(to)>> = ﬁ-

Sumando 1/2 al resultado anterior

L + 1o %coth { (A.16)

Bhwe
ePhwa —1 7 2 ’

2

y sustituyendo en <<é OHE )>> resulta la funcion deseada

T2 ot = ) = (52 ) sinfune - 1}

(A.17)
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A.3.3. Correspondencia con el Caso clasico

En esta seccién se demuestra la correspondencia con el caso clasico de las propiedades ([1.122))
que se presentarion en el anélisis del movimiento browniano cuéntico. Todas las funciones se integran

primero temporalmente y se utiliza la relacién

(£ _ (20, e

correspondiente al caso de ruido blanco cléasico (1.51¢) para obtener los resultados mostrados en la

seccion Los resultados cléasicos se obtienen por los limites ((1.106) y (1.107)

i Re{({£0é)))} = lim ((€0é(s))) = %w — ).

Funcién de Correlacién <<ﬁ(t’)é(t)>>

La expresion a calcular en el limite clasico de la funcion de correlacion entre p(t') y £(t) es

<<é(t)p(t')> (2””)/ dw /t ds e~ =) cosfw(t — s)]. (A.19)

La integral temporal se resuelve reescribiendo el coseno segtn la identidad de Euler

2
to + w

(A.20)

1

y en el limite markoviano (¢t — ¢g) > v~ resulta

’

/ dse "= coslw(t — s)] = (21) {7 cos[w(t —t')] — wsinfw(t — t’)]}. (A.21)

to Yy +w2

El siguiente paso es realizar la integral sobre las frecuencias del bano de osciladores de la expresion

anterior, las cuales se resuelven en los siguientes puntos.

s La integral I; esta definida por

*° cos(zy) m _
I, = do =" = —e~lvl, A.22
! /0 T2 T2 (4.22)

Para demostrar este resultado, noétese que la paridad de la funcién coseno implica que I; es una
funcion del valor absoluto |y|. Utilizando el teorema del residuo, la integral sobre el contorno

de la funcion e*#¥ /(22 + 1) se escribe como

/l dse= 7= coslw(t—s)] = (721) {’y(cos[w(t—t’)]—e_"’(t/_to) cos[w(t—to)])—w(sin[w(t—t’)]—e‘”’(t,_t“) sinfw(t—t
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no L " ety vl A.23
-~ —— = 2m z=i |7, 9| — - ' ’
/—R x1+x2+/cR T I [1+22} " e

Cuando z € Cg, notese que

5 = Reie’ 9 e [077{_] eiz\y| _ ei\y|R[cos€’+isin9] _ ei\y|Rcost967|y|Rsin9 eiz\y|‘ _ 67\y|Rsin9 < 1.
Igualmente, nétese que
- 1 1
— 0 2] _ p2 2
z=Re", 6 € [0,n1] = |2*|=R <|1+z}:>7|1+22‘<—R2. (A.24)

Con estas observaciones, la norma de la integral sobre la semicircunferencia C'r esta acotada

por

syl
14 22

LR _ 1

= R2 E, z € CR

etzlyl
/ dz 5 §/ dz
Cr 1 + z Cr

Aplicando el limite R — oo, tomando la parte real y utilizando la propiedad de paridad de la

componente real, se obtiene el resultado deseado (A.22)).

A

Figura A.1: Contorno de integracion que se utiliza en (A.23)).

= La integral I5 esta definida por
I, = / dg TENTY) sin(zy) =Y el (A.25)
0 1+a? 2 |yl

Para demostrarlo, nétese que la imparidad de la funcién seno implica que I> cambia de signo

para y < 0; suponiendo primero que y > 0, se utiliza el contorno [A-] para integrar la funcion
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zet# /(22 4+ 1)

R 1Ty izy izy
/ dz re ” + / dz L2 = 2miRes,—1 [262} = qme Y.
_ cn 1+z 1+2

Por el argumento (A.24), la norma de la funcién z/(1 + 22) est4 acotada por

B D L
1+22| "R R o

el cual tiende a cero conforme R — oo. Con este resultado se aplica el lema de Jordan y la

integral sobre el contorno Cg tiende a cero en el limite

Zeizy
it dz——— =0
A |

Aplicando este limite y usando la paridad de la parte imaginaria, se obtiene el resultado deseado

ED)

Con estos resultados se obtienen

() [ttt () e

que al sumar resulta en la solucion general de (A.19))

({ewp)) = (”y) [1 - (Ii - il)] ] (A.27)

el cual se reduce a los dos casos clasicos presentados en (1.17]).

Funcién de Correlacién <<§7(t’)f(t)>>

La expresion a calcular en el limite clasico de la funcion de correlacion entre & (') y £(t) es

Re {<<:ﬁ(t’)é(t)>>} = ’yim <2g:;y> /000 dw /t:/ ds" [1 - e_W(t/_s”)] cosw(t — s")]. (A.28)

La integral temporal se resuelve escribiendo el coseno usando la identidad de Euler
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/ ds” [1— e =] cosluw(t — 5")] %{ sinfuw(t — to)] — sinfw(t — t')]}

to

—-<Tliw2>{7(am@(t—t@}—e“ﬂmﬂmﬂwﬁ——%ﬂ)—w(ﬁn@(t—t@]—e%ﬂm)ﬁnbdt—twn},

y en el limite (¢ —¢g) > 1 los términos proporcionales a e~7(t'=t0) ge reducen a cero y se obtiene la

integral

t, ’ " 1 1
ds" [1—e 7' =s7) t—s")] = = { sin[w(t—to)]—sin[w(t—t")]} - —— t—t")]—wsinfw(t—t")] t.
/t0 s" [1—e | coslw(t—s")] w{sm[w( 0)]—sinfw(t—t")]} R {vcos[w( )]—w sinfw( )]}
(A.29)
La integral respecto a w del tercer término del lado derecho se resuelve utilizando el siguiente

resultado.

= La integral I, esti definida por
u:/ g SmEY) Ty (A.30)
0 € 2 ly|

Para y > 0, integrando la funcion ¥ /z en el contornoy aplicando el teorema de Cauchy-

Goursat, se obtiene

izy 12y izy 12y
/ dz < +/ dz < —|—/ dz < —|—/ Az = 0, (A.31)
Lo z C z Ly & Cr z

P

lo cual se reescribe como

eizy eizy eizy eizy
dz + dz =— dz — dz .
Lo z Ly z c, z Cr Z
Las integrales sobre Lo y L estan dadas por
) ] R e
2€Ly = z=re"=—r, R<r<p, = dz :_/ dr ,
Lo z p T

. eizy R eir
z2€l] = z=re¥=r p<r<R, = dz :/ dr —,
Ly z p T

y sumandose, se obtiene

et?y e'#y B gin(r
dz + dz = 22’/ dr M
Lo V4 Ly z p T
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Alrededor de z = 0, la funcién compleja €* /2 se expande como

e 1
— -4 )
. z{ + (iz) +

+ e

(iz)?  (iz)3 O
2! TR T 3!

por lo que el residuo de la funcién en z = 0 estéa dado por

eizy
By = Res,—g { ] =1.
z
Con este resultado, en el limite p — 0, se obtiene

12y
lim dz = —Bomwi = —mi.
p—0 C z
I3

Por el teorema de Jordan, la norma de la integral sobre la semicircunferencia C'r tiende a cero

conforme R — co. Con esta observaciéon se obtiene el resultado esperado

* sinr 7
dr = —,
0 T 2

y por la imparidad de la funcién seno respecto a y, se obtiene la integral (A.30)).

Im
A

Figura A.2: Contorno de integracion que se utiliza en (A.31)).

Aplicando los resultados (A.22]), (A.25)) y (A.30) se obtienen

(;ﬂ) / wdwi{sin[w(t—to)]—Sin[w(t_t/)]}:;[1_ (ﬁ_m’ (=t =0

2~ o coslw(t—t)] 1 Ly, y
() [ S =,

9\ [ wsinfw(t— )] 1(t—t) g
(»37T>/0 e e 7B\t—t’\67| .

Sumando los resultados anteriores se obtiene
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Re {<<§:(t’)£(t)>>} - % {1 - (i - m +% ﬁi - i:f - 1} e=t1 (A.32)

el cual se reduce a los dos resultados clasicos mostrados en (|1.19).

Varianza del Momento o7 (t)

La expresion a calcular en el limite clasico de la varianza del momento es

o3(t) (2“) / dos / ds / ds' e=7@=5=) coglua(s — ). (A.33)

La integral temporal se resuelve independientemente del orden de integraciéon entre s y s, utili-

zando la identidad de Euler para reescribir la funcién coseno

t t
/ 1
/ ds / ds' e= 727575 coslw(s — )] = (2) [1- 2¢ =7t =%0) coslw(t — to)] + 6_2’Y(t_t0)].
to to

7?2+ w?
(A.34)
Usando el resultado
(o)
1
/ dw — 5 = T ,
y la integral (A.22]) se obtienen
2myy /00 A 1 [1 4 6727(%150)] _ m [1 + 672w(t7t0)}
78 ) Jo 7+ w? B ’
_ (47“7) o—(t—t0) /°° g Sl —t)] <2m> o—2(t—t0).
Lyt 0 72+ w? B
Sumando los resultados anteriores se obtiene el resultado clasico (1.23))
oa(t) = %[1 — 6_27(t_t0):|. (A.35)

Varianza de la Posicién o2(t)

La expresion a calcular en el limite clasico de la varianza de la posicion es

ag(t):( (2””> / o / ds / ds' [1 — e [1 = )] cosfwls — )] (A.36)

La integral temporal se divide en tres partes
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/ds/ ds' cos|w(s — §')] = 4sin’fw (t_to)/2]7

w2

¢ ¢ 2 sin2 [W(t — to)/Q] ybln[W(t - to)]
t—s t—t t—t
A2 = — / ds / ds’e ( ) COS[W(S — S/)] = — 72 5 [1 +e ( 0)] — ﬁ [1 — € 7 0)],

1
Az = / ds / ds' e 727575 coglw(s—s)] = <2+2> (1 — 27710 cosfw(t — to)] + 6727(““’)) ,
72 4w

y sumando los resultados anteriores se obtiene la integral temporal

/t ds /t ds' [1— e 7=9)] 1~ e_'y(t_s,)] coslw(s — )] = I(w), (A.37)

1) = (o ) {aslote = /2 (5 = 0 ) = Dinfoge - ) (1 e0-)

7w
+<1 —2e7700) coslw(t — to)] + 6727@7]50)) }

Para desarrollar la integral sobre w se presenta el siguiente resultado.

» La integral I5 esta definida por

[ee] 2 [e’) -2 00 .2
sin”(zy) sin”(zy) / sin(zy) 9|
Is = dw ———"%5 = de ——— — dr ———= = 1-— vl). (A.38

° /0 wx2(1+:c2) /0 T 0 R |y| ( e | )
Para calcular la primera integral, considérese la integral de la funcién g(z) = (e2**¥ —1)/22

sobre el contorno [A72} aplicando el teorema de Cauchy-Goursat, resulta

/L2 dzg(z)—k/Ll dzg(:)= - | dzg(z)—/CRdzg(Z).

P

Las integrales Ly y Lq estan dadas por

(e—2i7'y _ 1)

R
z€Ly — z=-r, R<r<p, — dzg(z):/ dr 5 ,
Lo p

r

R 2zry )
zely, = z=r, p<r<R, = dzg / dr .
P
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Sumando estos resultados se obtiene

R 2iry —2iry _ 9 R .92
[ azgr+ [ dzge) = [arl =R Ly [T,
Lo L, »

r p r

Expandiendo g(z) alrededor de z =0

eQizy —1 1

g(z):ZQmZQ{l—l—i—(?izy)—i—

+...

(2izy)” | (2izy)® | _ 20y (2iy)®  (2iy)°=
2! T z 2l 3!

por lo que el residuo de g(z) en z = 0 corresponde a

By = Res.—olg(z)] = 21y,

y el limite p — 0 de la integral sobre C), se reduce a
lim dzg(z) = —miBy = 2my.
p—0 c,

Por el Lema de Jordan, la norma de la integral sobre la semicircunferencia C'p tiende a cero

conforme R — oo y con estos resultados se obtiene
> sin(ry) @
/ dr ——== = Zyl.
0 r 2

La segunda integral se calcula integrando la funcién h(z) = (1 — €2**¥)/2(2% + 1) sobre el

contorno de integracion [A71] en donde se aplica el teorema del residuo y se obtiene
R T
/ dx h(z) + / dzh(z) = 2miRes,—;[h(z)] = 5(1 —e ).
—R CR

Por el lema de Jordan, la integral de h(z) sobre la semicircunferencia Cr tiende a cero conforme

R — oo y tomando la parte real, se obtiene el resultado

e} 2
sin“(zy) oy
de ——22 = — (1 — v,
/0 ey T

Usando los resultados expuestos hasta este punto se obtiene

(ﬂniw) 4? /Ooo dw Sler[‘("v(z 4—_2)3)/2] _ (527) {(t —tg) — %[1 _ e"Y(t—to)]} 7 (A.39)
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o] i 02
_( 2 )46_7(,5_,50)/ a3 [w(t —t9)/2] _ ( 2 ) 1[6—27(t—t0) —eTtt)] (A.39b)
0

Bmmy 72+ w? Bmy )

_ (ﬂiﬂ) 2(1 — e=t10)) /OO o Sl —to)] _ (2> L — etz (A 390)

0 w(y? + w?) Bmy ) v

2 /Oo 1 2 1
dw ————(1—2e77710) cosfw(t—tg)]+e~ 21ty = () Y. (1 - 6_27“_%)) ;
(6mm) o P =t =\ ) 2

(A.39d)
y sumando los términos se obtiene el resultado clasico ([1.28)
2 2 1
2 —vy(t—t —2vy(t—t
2() = ——=< (t—to) — =[1 — e 7700 4 —[1 — e~ 27(—t0)] L A.40
720 = 2 {(t = t0) = 2= ) g - ) (A40)

Expansién asintética de o2 (t)

Notese que de la primera integral (A.39a)) se obtiene la dependencia temporal (t—t() caracteristica
de la varianza de la posicion de la particula browniana. Esta es la motivacion para estudiar la misma

integral en el limite de bajas temperaturas 7' — 0 cuando (¢t — tg) > 1 en donde se aproxima por
4hry ® - sin®[w(t —tg)/2]
2
=(t ~|— dw ————F—. A4l
UI( )T‘)O (m?r) /O w W('YQ + w2) ( )
Con el cambio de variable w = vz y usando la propiedad sin?[w(t —1()/2]) = (1—cos[w(t—t0)])/2,

la integral corresponde a la parte real

2y (ﬁ) /000 " sin2[5(71(i;§()))/2] _ (n"?;iﬂ) Re{/ooo dxm}, Y= VEtA—Z))

Expandiendo la integral e integrando por partes las funciones proporcionales a e**¥, resulta

/OoodzM/owdz [1 z ]m(x)]”ln(m)‘w?

r 1+ 22 0 0

0o eizy . 00 oS} )
/ dx = In(x)e™¥| - zy/ dx e "™ In(x),
0 x 0 0

/ dz — ey = ln( 2 + 1)6’” - zy/ dx ™Y ln( 22 + 1),
0 xe + 1 0 0
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:>/ de ——— 1 — ] =[1 —¢e™¥]In (w) ’Oo—l-i /Oodxe”yln<x> (A.43)
z(z? +1) z24+1/ 1o Y 0 Vaz+1) - .

La componente real del primer término en (A.43)) es igual a cero en ambos limites de integracion

2 sin2[w(t — to)/2] In (V%) ‘ZO —0,

v la integral se reduce a la expresién

Re{/owde} :Re{iy/ooodmemyln (;H>}

Notando que el logaritmo natural se puede escribir como

()= a ()
m(—2 )= (2 _
x2+1 de x2 41

se reescribe la componente real

Re {zy /OOo da €Y In (;H) } — Re {zy Li](y; e)]
€) = /0 " dp iy (\/x%l) (A.44D)

Es en este punto en donde se expande asintoticamente la integral I(y;e) aplicando el lema de
Watson [18,/46]; notando que la componente real se puede escribir como

Re {Zy [if(y;e)] 6_0} = —Re {Zy [if(—y; 6)} 6_0} 7

se expande asintoticamente la integral I(—y;e€), en donde el término dominante de la expansion

7

e=0

6_0} : (A.44a)

corresponde a

I(—y;e)m/ dx e (W7 e, (A.45)
0

y haciendo el cambio de variable s = (iy)z, resulta

/00 dre” W2 ge = 1 /OO dse s 171 = M (A.46)
0 (iy)t Jo (iy)'+e

De esta forma, la componente real se aproxima por

— In(iy) + I'(1), (A.47)
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y se obtiene

—Re {zy [(if(y; 6)]

Con este desarrollo se obtiene el resultado deseado

2h
02 (t)70 - (mw) I (¢ — to)).

o} i) = n(in(e = ),

123

(A.48)

(A.49)



Apéndice B
Interaccion entre Radiacion y Materia

B.1. Cuantizaciéon del Campo de Radiaciéon

B.1.1. Densidad de Modos del Campo de Radiacién en el Vacio

Una consecuencia de extender el volumen de la cavidad infinitamente es que el vector de pro-
pagacion k se puede definir en cualquier punto del espacio; una forma de parametrizar el espacio

reciproco es utilizando las coordenadas esféricas

k = k(sinf cos ¢,sinfsin ¢, cosd), |k| =k € [0,00), 6 € [0, 7], ¢ € [0, 27], (B.1)

con el elemento de volumen definido por

dk = k?dk sin 0dOd¢p = k> dkdQ. (B.2)

Suponiendo que los modos del campo de radiacién satisfacen la relacion de dispersion w = ck, se

reescribe el elemento de volumen como

w2
dk = “5dwd?2, (B.3)

Con el factor V/(27)3 que aparece en la transformacién al caso continuo (2.36) se define la

densidad de modos del campo de radiacién en el vacio

Vw?
Q= —= Q B.4
plw)dwd ) dwdQ, (B.4)

que es igual al namero de modos del campo que se encuentran en el diferencial de frecuencia dw y

angulo solido dQ. De esta forma, se reescribe ([2.36) en términos de p(w) como

124
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S | dQ/dwp(w) S (o) (B.5)

k,\ A=1,2
B.1.2. Modos transversales circulares

Para complementar las reglas de seleccion que se presentan en la seccion [B.2.5]se introduce la base
esférica respecto a la cual se pueden descomponer los modos del campo de radiaciéon. Tomando como
referencia el vector de propagacion k de los modos del campo de radiacién, primero se introducen
dos vectores unitarios reales €, y €, ortogonales a k, de tal forma que la base {12:, é1, éz} forma una
base ortonormal. Utilizando esta base se define la base esférica por los vectores unitarios

1

1 .
el = —— (&1 —iéy), & =k, &7l = — (&1 +ie), (B.6)

V2 V2

respecto a la cual se describe la polarizaciéon circular de los modos transversales del campo de

radiacion, etiquetando los vectores €, como

€1 = é+1, €y — é_l. (B7)

Respecto a la base esférica se interpreta el campo de radiacion (2.37¢) de la siguiente forma; el

primer modo corresponde a la aniquilaciéon de un fotén con polarizaciéon €;

k-r é+1ei[k-r—w(t—to)] _

; ; 1
axx(t)ere™™ = axx(to) —&kx(to)ez[k'r_w(t_m)]ﬁ (€1 — i), (B.8)

y evoluciona segin la expresion

Re {ei[k'r“’(tto)]\lﬁ (é1 — iég)} = f%(cos[u}(t —to) —k-rjé; —sinfw(t —tp) — k- r]é2>,

La polarizacion de este modo se define como polarizacion circular derecha, la cual gira en sentido
de las manecillas del reloj o dextrogiramente viendo la radiacion de frente. Por ende, el primer modo
corresponde a la aniquilacion de un fotén que se propaga en la direccion k con polarizacion circular

derecha. Analogamente, el modo

. . 1
af (tettre kT — gl | (fg)eikr—wlt=t)l ___ (&, 4 iey), (B.9)

V2

esta descrito por



APENDICE B. INTERACCION ENTRE RADIACION Y MATERIA 126

ilker—w(t— . " 1 R . .
Re {—e ifkr—w(t to)]ﬁ (é1+ zeg)} = G (cos[w(t —to) —k-r]é; —sinfw(t —ty) — k- r]e2>.

Esto es, el modo corresponde a la creacién de un foton que se propaga en la direccion k
con polarizacion circular derecha. La descripciéon del campo de radiaciéon con el segundo vector de

polarizaciéon esta descrito por los modos

g ()6 etk al, (e ek, (B.10)

que estan descritos por la polarizacion circular izquierda o levogira

1

Re {é—leikr} — Re {é—l*e—ik-r} _ \/5

(cos[w(t —tg) —k-r]é; +sinjw(t —ty) — k- r]ég).

VAR
N

(a) (b)

Figura B.1: Polarizacion circular de los modos transversales del campo de radiacion vistos de frente.
Figura (a): Polarizacion circular izquierda o levogira. Figura (b): Polarizacion circular derecha o
dextrogira.
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B.2. Estructura atémica

B.2.1. Aproximacion de Campo central

La ecuacion ([2.45) representa la ecuacién méas general de los estados estacionarios del atomo,
en donde los ntumeros cudnticos y las funciones de onda se construyen segtin el Hamiltoniano Hg.
El primer caso a estudiar corresponde al punto [I] de la seccion 2.2] el cual esta representado por el

Hamiltoniano fI}Q definido como

z 13 z z Z p2 z
% _ 2
=Y g Ve + Y Vi) = ‘ZTWVZ“Z Zm (B
=0 =1 1<J 1=0 1=1
en donde my = M es la masa del nacleo, m; = my = ... = mz = m es la masa del electréon y 14

representa al operador de energia potencial correspondiente al potencial de Coulomb. Partiendo de

la estructura de la ecuacion ([2.45)), los estados estacionarios de este 4tomo satisfacen la ecuaciéon

I—A[éwna (ro,r1,....,r7) = Egad)na (ro,r1,...,r2), (B.12)

en donde cada funcién de onda esta definida por las variables espaciales de los electrones. La estruc-
tura de las funciones de onda con la inclusion del espin se muestra en la seccion [B.2.2] Nétese que el
Hamiltoniano anterior se puede descomponer en un problema del centro de masas y las posiciones
relativas de los Z electrones respecto al ntcleo mediante las transformaciones
z z
Do Mili  MoTo +my = T

R === = = B.13
Z'L'Z:O m; mo + Zm ’ ( 2)

ri=r;,—1ry, i=12...27 (B.13b)

R y r} corresponden a la posiciéon del centro de masas y a la posicion relativa del i-ésimo electrén

respecto al nucleo, respectivamente. Utilizando las definiciones anteriores se calculan los gradientes

M m

y al sustituir en (B.11)), se obtiene

L=HYM L HYC (B.15a)

v2 (B.15b)
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. R M
Ay =--3"v2 - QMZV V- ZI’I Z Mzmnj—iM' (B.15¢)

=1 1<j

H é’CM corresponde a la energia cinética del centro de masas, el cual se comporta como un cuerpo
libre con la posicién R y la masa total del atomo M + Zm. H ;’e representa la suma de la energia
cinética de los electrones con la masa reducida p, y el tercer término resulta del movimiento del ntcleo
y se conoce en la literatura [21] como el término de polarizacién de la masa. Al descomponerse el
Hamiltoniano como la suma se presume que la energia total F,, se descompone como la
suma de energias

El = Ecy + En,, (B.16)

ng

con Ecy la energia cinética del centro de masas y Ey, la energia del estado estacionario definido
por los nimeros cuénticos n, por parte de los electrones. Igualmente, se presume que la funcion de

onda ¢y, (R, 1], ...,r;) se factoriza como el producto de funciones

Un, (R, 1Y, 1) = Y(R), (1], ... 1), (B.17)

en donde ¥ (R) es la funcion de onda del centro de masas que satisface la ecuacion de movimiento

Hy“Mp(R) = Eom(R), (B.18)

Y ¥n, (], ..., r’;) representa la funcién de onda de las posiciones relativas de los electrones respecto

al nucleo, la cual satisface la ecuacion

HE Y, (¥), s ¥'y) = En tn, (¥, .., 1), (B.19)

La ecuacién anterior describe el movimiento relativo de los electrones respecto al niicleo, lo cual
corresponde al problema de interés cuando el 4tomo esta aislado de cualquier influencia externa.
Notese que bajo la suposiciéon de un ntcleo infinitamente masivo en comparacion a la masa total de

todos los electrones que conforman al atomo, u — m y (B.19) se simplifica como

h2
_%vag Z\’I Z o U, (V) 0y ¥y) = En, Y, (v), ..., 1Y), (B.20)

El primer intento de solucion a la ecuacion (B.20) se basa en la aproximacion de campo central,

la cual se consiste en la siguiente suposicion |21]:
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= Cada electron experimenta un potencial efectivo que representa la atraccion con el ntcleo y el
efecto promedio repulsivo a causa de los otros Z — 1 electrones. Fijando el i-ésimo electron, el
efecto neto repulsivo de los otros Z — 1 electrones consiste en disminuir la atraccién entre el
nicleo y el i-ésimo electron. Bajo estas suposiciones, se define el potencial efectivo V¢ (r}) del

i-ésimo electrén bajo los siguientes limites:

—f ek =] = [
) - b

Vol =4 T (B.21)
2 |r;—r;-|:|r;.

! b
|r1.|

De esta forma, agregando y restando la suma de los potenciales efectivos Ves(r}) a (B.11), se

3

descompone H é’e en dos partes

Hg = HS" + HE, (B.22a)
4
. h2
agr =3 { ooy v} (B.22b)
=1

! :ig—i{wﬂ/ (r/»)}. (B.22¢)
i i<j |r;—r9| i=1 It A

HgF corresponde al Hamiltoniano del 4&tomo bajo la aproximacién de campo central, en donde
el potencial efectivo depende de su posicion r; cuando se satisfacen los limites (B.21). Hg se define
como la primera correcciéon a los estados estacionarios del 4&tomo bajo la aproximaciéon del campo
central. La perturbacion por parte de Hg se revisa en la seccién m

. . . . . . . -
El primer intento de solucion bajo la aproximacion de campo central consiste en sustituir Hg —

HST en (B19)

A

. h2

HS yor (v, .ovy) =Y {—vafi + Vef(r;)] Uner (1), ... ) = Eporthpor (vh, ..., 1), (B.23)
=1

que es una ecuacién separable en Z ecuaciones, cada una correspondiente a la ecuacién de cada

electréon constituyente del &tomo

h? 2 / / !
5 T Vg 1) () = Bl (B.24)

en donde se ignora el subindice 7 para simplificar la notacién. n son los ntimeros cuénticos que
definen el estado estacionario de cada electron, los cuales conforman al conjunto de todos los es-

tados estacionarios de los electrones que constituyen al estado estacionario n¢* del atomo bajo la
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aproximacion de campo central

nff = (ny,....nz). (B.25)

a

Yn(r') y Ey son la funcion de onda y la energia de cada electron en el estado estacionario n,
respectivamente. La suma de todas las energias constituye a la energia E,cr del estado estacionario
a,

del 4tomo

Buyor =Y vnFn, (B.26)

con v, el numero de electrones con el niimero cuéntico n y la suma sobre todos los valores de
disti or B.25). La funcion d da del si

n distintos que componen a ni ", como se muestra en (B.25). La funcién de onda del sistema

completo ¢,cr(r],...,r%;) se construye multiplicando las funciones de onda de todos los electrones

que componen al a&tomo en su respectivo estado estacionario

Ungr (X), s 1) = thn, (T)) -+ ¥ny (r). (B.27)

Al ser el V.z(r") un potencial central, la funcién de onda de cada electron 1, (r") se factoriza

como de dos funciones normalizadas que representan las partes radial y angular

1/)“(1'/) = R"l(r/)}/lm(e/a ¢I)a (B28)
en donde se define n de cada electréon por los nimeros cuénticos principal n, azimutal [ y magnético

my

n=123,..
n = (n,l,m), 1=0,1,2,..,n—1 (B.29)
my=—1,—(1—1),..,-1,0,1,....,(1— 1), 1.

R, (r") son las funciones radiales que satisfacen la ecuacion

3 + S = | Bu(r") + Ver (£ )R (r') = Ei R ('), (B-30)

dr2 =~ 7/ dr’ /2

1[d2 2.d  I(l+1)

Y Yim, (6',¢') son los armoénicos esféricos

204+1) (I - Do 5
)flml(ol,qs/) = E\/( 4—;__ ) El T :;Lil; €’Lml¢ .lel (COS(G/))v €= (B?)l)
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con P/"(z) las funciones asociadas de Legendre y P;(x) los polinomios de Legendre

[mg | l
o = - () A, A= g () @0t @3

En la notacién de Dirac, la funciéon de onda ¢,cr(r],...,r%;) es la representacion en el espacio de
a

configuraciones del ket

wnacp(r’17...7r'2) = <r'1,...,r’Z‘naCF>, ‘ngF> =ng,...,nz) =|n;)® - ®|ng), (B.33)

en donde |n) = |n,l,m;) es el ket de cada electron, que al proyectar en el respectivo espacio de

configuraciones resulta la funcion de onda ¢y, (r’)
Yn(r') = (r'|n), n) = |n,l,my). (B.34)

B.2.2. El Principio de Exclusiéon de Pauli

Introducir el espin s = 1/2 en las funciones de onda de los electrones implica asociar a cada
¥n(r’) con su correspondiente espinor x1 /2., , en donde m, = +1/2 es el niimero cuéantico del espin.
Estos dos niimeros se agregan a la definicion de los niimeros cuanticos individuales de los electrones

y se redefine n por

n=(n,l,m;,s=1/2,my). (B.35)

La funcién de onda completa de cada electréon se expresa como el producto de funciones

Yn(q) = wn(r/)XI/lms = Rnl(rl)mmz (9/7 ¢I)X1/2,msv (B~36)

que en la notacion de Dirac, se redefine el ket |n) como

UYn(q) ={(qn) |n)=|n,l,m;,s=1/2,mg). (B.37)

Con la suposicion se construye un conjunto de soluciones del atomo, en donde cualquier
combinacion lineal del producto de funciones es igualmente solucion de la ecuacion . Cuando
las particulas que conforman al sistema son distinguibles, la solucion general de la funciéon de onda
es equivalente a la solucion ; en el caso de un conjunto de fermiones indistinguibles, se debe
satisfacer el principio de exclusiéon de Pauli. Este principio enuncia que ningin par de electrones
en el atomo puede ser descrito por los mismos niimeros cuénticos; dos electrones pueden compartir

el mismo namero cuéntico n = (n,l,m;), pero deben tener el nimero cuéntico de espin distinto.
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Algebraicamente se interpreta lo anterior como la antisimetria de la funcién de onda vy, en el

intercambio de coordenadas q; y q; de los electrones

djngF ((h» s Qiy ooy Qg ooy qZ) = _wnaCF (qh ey gy e Diy '~'7qZ)~ (B38)

La forma més general de expresar la funcién de onda 1, que satisfaga el principio de exclusion
de Pauli es utilizando el determinante de Slater; en las columnas se fijan los estados y se varian
las coordenadas (¥n(q1)---¥n(qaz)) y en los renglones se fija la coordenada y varfan los estados

(¥n, (d) -+ *¥n,(q)). En simbolos, se expresa el determinante de Slater como

wnl ((11) ¢n2 ((h) wnz ((h)
wnl (Q2) wn2 (Q2) wnz (Q2)

(B.39)

N

’(/)an (qla sy qZ) =

wru (QZ) ?/1n2(QZ) 1/an (qZ)

en donde el factor (Z!)~1/2 es un factor de normalizacion que hace referencia a las Z! permutaciones

de las coordenadas (qi, ...,qz).

B.2.3. Configuraciéon electrénica

Al ser el potencial efectivo V. s(r) esféricamente simétrico, se realizan las siguientes suposiciones

sobre la energia de cada estado estacionario de los electrones

1. La energia de cada estado estacionario de los electrones no depende del nimero cuantico

magnético m;. Esto motiva a redefinir £y, en la aproximaciéon de campo central como

EZF =3 v B, (B.40)

(n,0)
con la suma sobre los distintos valores del par de nimeros cuanticos (n,1) del estado definido
por los nimeros cuanticos n = (n,l,my, s = 1/2,my), V(n,1) €l nimero de electrones con el par
de ntimeros cuanticos (n,1) y E(, ) la energia de cada electréon en el estado estacionario con

los nimeros n y .

2. E(n,) es directamente proporcional a los nimeros n y [; la energia de cada electron aumenta
conforme maés alejado se encuentra del nicleo, en donde la repulsion con los otros (Z — 1)

electrones disminuye la atraccion electrostatica con el nicleo.
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Utilizando la notacién usual de espectroscopia, en donde el nimero cuéntico principal n perma-
nece como numero entero y I se asocia con una letra segtn su valor (I =0 con s,l =1 con p, [ =2
con d, I = 3 con f y los valores sucesivos | = 4,5, ... con el resto de las letras en orden alfabético
g, h,...), el orden energético de los estados estacionarios de los electrones respecto a los nameros n y

[, de menor a mayor energia, corresponde a la estructura mostrada de la figura

o
2, %
rd
o
v
&

5
> \
w
Q
Py, S
5 S
R
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2, '3@
Ox/ . x/\\
) —~

-
o
\j

Figura B.2: Ordenamiento de las energfas de los estados estacionarios de los electrones. E(, ;) es una
funcioén de los ntimeros cuanticos principal n y azimutal . Fijando n, la energia incrementa conforme
[ aumenta; fijando [, la energia aumenta conforme n incrementa. En consecuencia, la energia E,,; de
cada electron en el estado estacionario n = (n,1,m;, s = 1/2,my) es directamente proporcional a la
suma n + (.

La distribucion de los Z electrones respecto a los ntimeros cuénticos n y [ que conforman al
estado estacionario del atomo definido por n, en se define como la configuraciéon electronica
del atomo. Cada valor del numero cuantico principal n define una capa del atomo, en donde el
nimero maximo de electrones que comparten la n-ésima capa corresponde a 2n2. Cada par de
nameros cuanticos (n,!) definen una subcapa del 4tomo y su configuracion se representa en simbolos

por

(nl)" D (B.41)

en donde el nimero méaximo de electrones que la comparten es 2(2] + 1) y se nombran electrones
equivalentes. En simbolos, el conjunto de (B.41) de todas las subcapas del atomo en donde hay

electrones presentes es lo que define la configuraciéon electrénica del 4tomo, en donde

> vy =2 (B.42)
(n.0)
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El estado base se construye llenando progresivamente las subcapas del atomo en el orden de la
figura B2 hasta llegar a la subcapa méas energética que puede o no estar completa. Los electrones
que se encuentran en esta subcapa se definen como electrones de valencia.

Cada configuraciéon electrénica viene acompafniada de una degeneracion dada por los nimeros
cuanticos m; y ms de los electrones. Definiendo a §; = 2(2] + 1) como la degeneracion de la subcapa

(n,1), el nimero de estados que pueden conformar los v, ;) electrones esta dado por

don=| = o! (B.43)
(n,l) Vi V(n,l)!((Sl — V(n,l)ﬂ . .

Notese que en el caso particular de una subcapa llena, v, ;) = 0 y d(,,;) = 1, por lo que las
subcapas completas no estan degeneradas. La degeneracion completa g de la configuracion electro-
nica consiste en multiplicar todos los d(, ;) de las respectivas subcapas (n,l) que conforman a la

configuraciéon electronica

9= 1] dwu» (B.44)
(na)

que se reduce al producto de los d(, ;) en donde las subcapas no estén completas.

B.2.4. Correcciones a la Aproximacion de Campo central

Para eliminar parcialmente la degeneracion g de una configuracion electronica dada, es necesario
introducir nuevos operadores que cambien la representacion de los estados estacionarios del atomo.
Al estar el 4tomo aislado, una de las magnitudes que se conserva es el momento angular total del
atomo F definido como la suma del momento angular total de los electrones J y el momento angular

total del ntcleo I

F=J+1, (B.45)
en donde J es la suma del momento angular orbital total L y espin total S

J=L+S. (B.46)

L y S se definen como la suma de los operadores individuales de los electrones que conforman al

atomo

A Z
L=> 1L, S=YS. (B.47)
=1 =1

Estos operadores se introducen a continuacion para eliminar progresivamente la degeneracion g
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de una configuracion electrénica dada.

Acoplamiento L-S

EEOF representa la energia del estado estacionario del a&tomo bajo la aproximacién de campo
central con la degeneracion g, en donde n, esta definido por y cada n definido por .
I:IgF conmuta con los operadores L y g, por lo que es posible construir una nueva representacion
de los estados estacionarios del atomo (bajo la aproximacion de campo central) etiquetados por los
nuevos nimeros cuanticos

n;® =", L, S, M, Ms), (B.48)

a

y que sean estados propios simultaneos de ﬁgF, ILQ, I;z, S? y S, (bajo la suposicion de que el eje

de cuantizacion del dtomo es el eje Z), con las respectivas ecuaciones de valores propios

HS purs(qu,....az) = ES bprs (i, ..., qaz), (B.49a)
L2455 (ar, v az) = L(L+ DA Ynzs(au, - 4z), (B.49b)
Lotbnrs(au, - az) = BMpines(ai, -, qz), (B.49¢)
S®Purs(ay, ., qz) = S(S + Dh*Yprs (qu, ..., qz), (B.49d)
Stbnrs (@, az) = hMstns (au, - az), (B.49e)

en donde L y S son los ntimeros cuanticos del momento angular orbital total y espin total de
los electrones que conforman al estado estacionario del atomo, y My y Mg la suma de todas las

proyecciones my; y mg de los electrones

Z

Mp =Y my,, Mp=—L,—(L-1),..,-1,0,1,....(L—1), L, (B.50a)
=1
Z

Ms =Y my,, Mg =-S5 —(S+1),..,—1,0,1,.... (S = 1), 5. (B.50b)
=1

Cada posible par de nimeros (L, S) define el término

2541y, (B.51)
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en donde L y S resultan de la suma de todos los momentos angulares de los electrones en las
subcapas de la configuracion electronica. Esta suma se puede realizar calculando los valores (L, S)
de cada subcapa y posteriormente sumar los valores de todas las subcapas. Notese en particular
que las subcapas llenas de cualquier configuracién electronica estan representadas por los valores
L =5 =0, por lo que las subcapas llenas no contribuyen a los términos finales que representen a
la configuracion electronica salvo que todas las subcapas estén llenas. Esto es, los términos (B.51])
asociados a una configuracion electrénica provienen de los nimeros cuanticos [ y s de los electrones
opticamente activos que son los que se encuentran en las subcapas incompletas. L se escribe como
la letra mayuscula L = S, P, D, F... segun el valor L = 0,1,2,3... y el nimero 25 + 1 se define como
la multiplicidad del término que puede ser igual a 1,2,3,... y se definen como singulete, doblete,
triplete, etc.

La primera perturbacién en reducir parcialmente la degeneracion de ES@F respecto a los ntimeros
LY S en la aproximacion de campo central es el punto[2]de la introduccion, el cual esta representado
por el Hamiltoniano H :g definido en . ﬁ:g conmuta igualmente con los operadores f42, Iiz, S2
y S., por lo que la base de estados estacionarios ¢,zs (q1,...,qz) es una buena base para demostrar
el rompimiento en la degeneracion de EEQF respecto a los nameros L y S. Esto se logra si se satisface

la ecuacion

ﬁ;wngs (q17 ey QZ) = E(L,S)wné‘s (qla ey QZ)» (B52)

en donde (1, gy corresponde a la energia de perturbacion del Hamiltoniano I;TIS que depende explici-
tamente de los nameros L y S. Agregando f{:g al Hamiltoniano del campo central I §F | los estados

estacionarios del d4tomo definidos por (B.48]) satisfacen ahora la ecuacion

(ﬁgF + I:I:S')VI/JH(ES (qlv '~'7qZ) = I:‘ré’ewnf;s (qla ceey qZ) = Engswnf;s (q17 ceey qZ)v (B53)

en donde Ejrs = EEGF + E(1,5)- Cada término representa ahora un estado estacionario del
atomo, el cual esta ahora (2L+1)(25+1) veces degenerado por los nimeros M, y Mg. La suma sobre
todos los pares (L, S) o los términos del producto (2L +1)(25 + 1) es igual a la degeneracion
g de la configuracion electronica definida en

Y QRL+1)(25+1) =g (B.54)
(L,S)

Desde el punto de vista empirico, el término (B.51)) menos energético de todos los posibles que

estan asociados a una configuracion electrénica se determina segin las primeras dos reglas de Hund:

s (Primera regla de Hund) Dada la configuracion electronica de un atomo y los posibles términos
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(B.51]) asociados a tal configuracion, el término que representa el estado base es aquél que tiene
la mayor multiplicidad del espin total S.

= (Segunda regla de Hund) Si més de un término con valores de L distintos satisfacen la primera
regla de Hund, el simbolo que representa al estado base es aquél que tiene el mayor valor de

L.

Estructura fina en el Acoplamiento L-S

El segundo término en eliminar parcialmente la degeneracion de Eys es el punto |z| de la intro-
duccion, la perturbacion proveniente del acoplamiento espin-orbita de cada electréon que conforma

al Atomo. Esta perturbacién esta representada por el Hamiltoniano

H:= A 5L S, (B.55)

con Az, ) una constante que depende de los niimeros cudnticos L y S. Notese que ﬁg no conmuta
con los operadores L. y S., por lo que los ntimeros cuanticos My y Mg no son buenos nimeros
cuanticos que formen parte de la descripcion de los nuevos estados estacionarios del atomo. Los
nuevos operadores que conmutan con flg son J y jz, los cuales conmutan igualmente con ﬁgF ,
IY,S, L2 y S2. De esta forma, los nuevos estados estacionarios del 4tomo estéan etiquetados por los
nameros cuanticos

n/® = mf", LS, J,M,), (B.56)

a

y satisfacen las ecuaciones de valores propios

ﬁngnES(Qh s dz) = Effz/}ngs(qh - 9z), (B.57a)
Htgrs (au, ... az) = B, synrs (a1, - 4z2), (B.57b)
L2nrs (au, -y az) = L(L + D)E2urs(qi, ... az), (B.57c)
S%rs (Qr, -y az) = S(S + D)h2nrs (au, .., dz), (B.57d)

Fpars (a1, ondz) = J(T + DEnrs (a1, o dz2). (B.57¢)
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jzwnfs (q17 "'7qZ) = hManfs (q17 "'7qZ)a (B57f)

en donde J y M  son el nimero cuéntico de momento angular total de los electrones y el nimero
cudntico magnético de J, respectivamente, los cuales se calculan con las reglas usuales de la suma

de momentos angulares

:‘L—S|,...,(L—|—S)—1’(L—|—S)7 (B58a)

My=—J,—(J—1),..,—1,0,1,..,(J — 1), J. (B.58b)

Cada triada de nameros (L, S, J) define el nivel

5L, (B.59)

el cual pierde la degeneracion respecto a J cuando los nuevos estados estacionarios satisfacen

ﬁ§¢ngs (q17 "'7qZ) = E(L,S,J)¢ngs (qla ey qZ)7 (BGO)

en donde E(y g j) es la energia de perturbacion del Hamiltoniano E@ que depende explicitamente
de los ntmeros L, Sy J. Agregando ﬁg a los Hamiltoniano ﬁgF y ﬁzg, los estados estacionarios

definidos por (B.56)) satisfacen la ecuacién

(HST + Hg + H3)urs (a1, ... az) = Barsturs(Q1, ., dz),  Enrs = EST + B ) + E(1.5,1)-
(B.61)
Cada nivel representa ahora un estado estacionario del atomo (2J + 1) veces degenerado
por por el nimero cuantico M. La suma sobre todos los valores (L, S) y todos los valores de J de

(2J + 1) resulta en la degenracion g de la configuracion electronica

(L+S)
> @I+ (B.62)
(L,S) J=|L—S|

El nivel menos energético asociado a un término se determina por la tercera regla de Hund:

» (Tercera regla de Hund) Si mas de un término con el mismo valor de L pero distinto valor
de J satisface la primera regla de Hund, el simbolo que representa al estado base depende
del nimero de electrones que ocupan la subcapa incompleta; si la subcapa esta ocupada a la

mitad o menos, el simbolo que representa el estado base es aquél con el menor valor de J. Si
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la subcapa estd ocupada mas de la mitad, el simbolo que representa el estado base es aquél

con el mayor valor de J.

Estructura hiperfina en el Acoplamiento L-S

El tercer térmno en eliminar parcialmente la degeneracion de Eyrs el punto|3|de la introduccion,
la perturbacion proveniente de acoplamiento entre el momento angular total de los electrones con el

espin del nicleo. Esta perturbacion esté representada por el Hamiltoniano

HE =Cs.) <j - i) , (B.63)

con C(r,s,7) una constante que depende de los ntimeros cudnticos L, S y J. Notese que ﬁg no
conmuta con jz, por lo que el niimero cuéntico M ; no puede ser parte de la nueva descripcion de los
estados estacionarios. El nuevo operador que conmuta con flg es el operador de momento angular
total del atomo ]?‘, el cual conmuta igualmente con H’gF, I:I/S, ﬁg, | S2 y J2. Por ende, los nuevos
estados estacionarios del &tomo estan etiquetados por los ntimeros cuénticos

nHS = (naCFaLasv J> Fa MF)7 (B64)

a

los cuales satisfacen las ecuaciones de valores propios

HS Yus (au, . az) = B Ypns (au, ... qz2), (B.65a)
Hytppns (a1, s dz) = B(r,s)Ynis (A1, -y dz), (B.65b)
Htppns (a1, -, 9z) = E(r,s.5)%nns (q1, -, 9z), (B.65c¢)
L2¢qns (A, .oy dz) = L(L + 1)i2pns (di, .. dz), (B.65d)
S*Ypns (a1, .., dz) = S(S + 1) Yyns (a1, ..., dz), (B.65¢)
Ius(ay, ., az) = J(J + D)2 Pgus (au, ..., dz), (B.65f)

FanaHS(QIv z) = F(F 4+ 1)i*Ynas(qi, ..., qz), (B.65g)
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sznaHS (qla "'7qZ) = MF,(/)naHS (q17 "'7qZ)a (B65h)

en donde F'y M son el nimero cuantico de momento angular total del &tomo y el nimero cuéntico
magnético de F', respectivamente, los cuales se calculan con las reglas usuales de los momentos

angulares

F=|J=1I|,..(J+1)=1,(J+1), (B.66a)

Mp=—F,—(F—1),..,—1,0,1,..,(F — 1), F. (B.66b)

En la estructura hiperfina, los nuevos estados estacionarios del 4tomo satisfacen la ecuaciéon

ffgi/Jng'S(QL -9z) = Er,5,7,7)¥nns (41, -, dz), (B.67)

en donde E(;, 5 7 ) es la energia de perturbacion del Hamiltoniano Hf’g que depende explicita-
mente de los nimeros L, S, J y F. Agregando H 2 a los Hamiltonianos f[gF , I:I:g y f[g, los estados

estacionarios definidos por (B.64) satisfacen la ecuacion

(ﬁgF"'ﬁ/stﬁg‘Fﬁg)?/’nng(%a Q7)) = Epnstuus(Q1, ., qz),  Eans = BT+ B )+ B,s,0)+E(L.5,0.7)-
(B.68)
Cada cuarteta de nameros (L, S, J, F) esta (2F + 1) veces degenerada por el namero cuantico
magnético Mg, en donde la suma sobre todos los valores de F' de (2F 4 1) resulta en la degeneracion

g de la configuracion electronica

L+S)  (J+I)

(
> > @F+1)=g (B.69)

(L,S) J=|L—8| F=|J—I]
B.2.5. Reglas de Seleccion

Las transiciones electronicas entre los estados |i) > |j) estan completamente determinadas por los

nimeros complejos Dyyi; v Diy. ., los cuales son directamente proporcionales a los productos punto
) kM\ij»

de la forma (€3 -D;;) v (€ - Djj) que modelan la emision y absorciéon de un fotén, respectivamente.

La descomposicion de dicho producto punto en términos de sus componentes esféricas proporciona

las condiciones necesarias que deben satisfacer los ntimeros cuanticos n’ (i = CF,LS,FS,HS) y

n’ (i = CF',LS',FS' HS') que definen a los estados estacionarios no degenerados del &tomo

. ; . ;! . . . L. .
i) = ‘nfl> y |j) = [n} >, respectivamente, para que ocurran transiciones electrénicas dipolares entre

los dos estados. Definiendo al eje de cuantizaciéon del d&tomo en el espacio real paralelamente a la
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direccién de propagacion principal I%, se introduce la base esférica de la seccion respecto

a la cual se descompone cualquier vector x como

gt = (x-et"), 0= (X . ];3) .ol =(x-e7). (B.70)

De esta forma, los productos punto (€} - ]5”) y (€x - ]5;}) se expresan en términos de la base

esférica como

(x-Dij) = Y iDL, (B.71a)
q=0,%£1

(eA.]j;j): Z Egﬁgj, (B.71b)
q=0,%£1

que en este caso particular, €] = €° = 0. Con la descomposicién del operador de dipolo eléctrico
respecto la base esférica se estudia la transmisiéon de momento angular entre el &tomo y los fotones
que se absorben y /o emiten en las transiciones de dipolo eléctrico. En el acoplamiento L-S; el elemento
q

de matriz ﬁl- esta dado por

J

DY, = <n§F,L,S, ML,Ms‘f)q‘ng?F’,L',S’,ML,,MS,> = 655005 M <n§F,L,ML’Dq‘n§FQL’,ML,>
(B.72)

en donde las deltas de Dirac g s/ y s, Mg, resultan de que el operador de dipolo eléctrico no acttia

sobre los estados de espin del electron. El elemento de matriz resultante se descompone utilizando

el teorema de Wigner-Eckart [21,/47]

<n§F, L ML‘f)q

nSF I, ML,> oc (L'IMpq|LMy) = CE L (B.73)

en donde C]@/,ngML es el coeficiente de Clebsch-Gordan distinto de cero salvo en los casos
|IL'—1<L<L'+1, L+L >1 = AL=0,+1 (excepto L =L’ = 0) (B.74a)

My +q=M,(g=0,41) =AM, =0+l (B.74b)

Las condiciones (B.74) se definen como las reglas de seleccién estdndar en las transiciones de
dipolo eléctrico segtun el acoplamiento L-S. Notese que el namero 1 que aparece en la regla (B.74a))
corresponde al grado k del tensor que realiza la transiciéon entre los estados, en este caso siendo un

operador vectorial (k = 1). El ntumero ¢ corresponde a la componente esférica del operador de dipolo
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eléctrico que acttia en la transicion; la regla se interpreta como el cambio en la proyeccién
del momento angular M}, segtn la polarizacion de la emision y/o absorcion del respectivo foton.
Segtn lo presentado en la seccion [B:1.2] la emision de un foton con polarizacion circular dere-
cha/izquierda en la transicion |j) — |i) es directamente proporcional al producto ejl*ﬁgl/egl*ﬁfjl
en donde el operador de dipolo eléctrico aumenta/reduce una unidad la componente de cuantiza-
da del momento angular orbital (véase la fig. [B.3)). Para el caso de la absorciéon de fotones en la
transicion |é) — |j), el término ej\rlﬁgl* / eglbi_jl* es directamente proporcional a la absorcion de
un fotén con polarizacion circular izquierda/derecha que aumenta/reduce en una unidad la compo-

nente cuantizada del momento angular orbital. El caso particular ¢ = 0 significa que la emision y/o

absorcion de luz polarizada paralelamente

by
/

)

k k
(a (b)

Figura B.3: Relacion entre la polarizacion circular de los modos del campo de radiacion y el espin del

foton. Figura (a): Los fotones con polarizacion circular izquierda tienen la componente magnética del

espin paralela al vector de propagaciéon k con el valor +#. Figura (b): Los fotones con polarizacion

circular derecha tienen la componente magnética del espin antiparalela al vector de propagacion k
con el valor —h.

\/

Notese que las reglas de seleccion no especifican los nimeros cuanticos principales que deben sa-
tisfacer los estados iniciales y finales para que ocurran transiciones electrénicas; estos valores pueden
ser arbitrarios, ya que las transiciones ocurren dentro de la misma capa o entre capas distintas. En
el caso de interés cuando solo hay un electron 6pticamente activo, el nimero cuantico L se reduce al

valor del ntimero [ de la subcapa del atomo en donde se encuentre el electron. En este caso, la regla

(B.74a)) se reduce a

Al = +1, (B.75)

en donde el caso Al = 0 no es valido debido a que la paridad entre los dos estados debe ser distinta
cuando se tratan transiciones de dipolo eléctrico (regla de Laporte).

Con la exposicién anterior se generalizan las correspondientes reglas de selecciéon para la es-
tructura fina e hiperfina de los 4tomos; en la estructura fina el elemento de matriz bfj esta dado

por
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DY = (05", L, 8, J, M, | D1

nSF’,L',S’,J',MJ,> - <n§F,L, J, MJ‘ﬁq

ngF/7L/7 JI7MJ’> ’
(B.76)
el cual se reduce segin el teorema de Wigner-Eckart en términos de J y M, anélogamente a (B.73)

<n§F, L,J, MJ‘D‘I

nCF L'y, MJ,> o (J'IM gl TMg) = CH (B.77)

en donde el coeficiente de Clebsch-Gordan es distinto de cero salvo en los casos
|J' =1 <J<J'+1, J+J'>1 = AJ=0,%1 (exceptoJ =J = 0) (B.78a)

M)+q=M;(q=0,£1) = AM;=0,+I, (B.78b)

validas igualmente en el caso de un electréon 6pticamente activo.

En la estructura hiperfina, el elemento de matriz ij esta dado por

DY, = <n§F,L,S, J.F, MF(DQ

ngF/7L’,S’J’7F’,MF,> o (F'1Mpq|FMp) = C5 2 (B.79)

en donde el coeficiente de Clebsch-Gordan es distinto de cero salvo en los casos
|F'—1|<F<F+1, F+F'>1 = AF=0,%1 (excepto F =F =0) (B.80a)

Mp +q=Mp (q=0,%£1) =  AMp=0,=+1, (B.80b)

validas igualmente en el caso de un electréon 6pticamente activo. En resumen, las condiciones ,
y son las reglas que deben satisfacer los estados estacionarios del atomo en las transi-
ciones electronicas de los electrones dipolares que involucren la emisién o absorcién de un solo foton.
Con estas reglas se seleccionan los estados que componen al 4tomo de N niveles, segin la correcciéon

que se utilice en la descripcion del atomo.



Apéndice C
Saltos cuanticos

C.1. Atomo de dos Niveles

C.1.1. El Conmutador |A%(t),5;(ts)

En esta seccion se desarrollan los distintos casos para t y s en los cuales se evaltia el conmutador

B59).

1. 7g K t1 — t2. La funcién de memoria esta centrada fuera del intervalo de integracién y su
ancho temporal 7, es mucho menor que la distancia temporal entre ¢; y t2. La integral es cero

para tg < s < tg

[Awl),&ij(@)} __ /tz ds gty — 5)[612(5), 61;(t2)] = 0.

to

2. t1 —ta S

~

Tg. La funcién g(t; — s) estd centrada fuera del intervalo de integraciéon pero no es
cero dentro de éste. El valor méaximo de g(t; — s) dentro del intervalo se alcanza en s = t5, por

lo que se aproxima el operador 615(s) por

G12(s) & e TR) G, (1),

y el conmutador cambia a la expresién

to )
AT (tr),645(t2) | = *[512@2),@']@2)}/ dsg(ty — s)e” w712,

to

Haciendo el cambio de variable 7 = t; — s y notando que t; — t2 =~ 0 en comparacién con

Tg < t1 — tg, se aproxima la integral por

144
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t e}
2 , N : : T
§ :‘Dk)\12|2/ dse—zwk(h—é)e—zwm(b—tz) ~ e—zw21(t1—t2) (/ de<7_)> _ e—zw21(t1—t2) (2 _ i5w21> ,
to 0

K\

y el conmutador resulta en la expresion

A7 (1), ()| = = tem(r2) <g - i5w21> [612(t2), 645 (t2))-

3. t1 = tp = t. La funcién de memoria esta centrada en el limite superior del intervalo de inte-

gracion y t; — to = 0. El resultado del punto 2. anterior se repite con esta modificacion

[A*(t),&ij(t)} =— (g - i6w21> [612(t), 635 (t)].

4. ta — t1 S 74. La funcién de memoria esta centrada ahora dentro del intervalo de integracion.

Se repite el resultado del punto 2. pero intercambiando el tiempo to del operador 615 por t;

(A% (1), 3 (12)| = —e7iem(nr2) <g - mwﬂ) [G12(t1), 645 (t2))-

5. Tg K tz — t;. La funcién de memoria es cero dentro del intervalo de integracién salvo por
la region |t; —s| < 74 para tp < s < t5. Haciendo el cambio de variable y suponiendo que

Tg <K t1 — o se aproxima la integral por

= [ st = 9orals).0302)] ~ ~[oraltn) (1) ( | de(T)) = Tloua(tr), 635(t2))

con la misma aproximacion del operador atémico ocupada en el punto 2. Esto resulta en

AT (0,5 (t2)] = —Tlo1a(t1), 535(t2))

y se concluyen los cinco casos que se presentan en (3.56)).

C.1.2. Operadores Agi)(r, t)

En esta seccion se desarrollan los términos del campo de radiacion (3.82) relacionados con la
transicion atomica |2) — |1) y se demuestran las expresiones (3.83)). Sustituyendo el valor de Dj;,,
definido en (3.2b)), nétese que la suma sobre las componentes del vector de polarizacion A se puede

reescribir como
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3 (6,\-]5’{2) =3 (f)lz.ex) € = [1312— (f)m-ic) k} (C.1)

A=1,2 A=1,2

en donde los vectores {eq, €2, 12;} forman una base ortonormal, con k el vector de propagacion prin-
cipal unitario. Aplicando el limite (2.36) para transformar la suma discreta sobre los vectores de
propagacion k en la integral sobre el continuo de vectores de propagaciéon dk y susituyendo los

coeficientes Ay definidos en (3.82)) se obtiene

t —ik-r”’
Ag)(r,t) = ( w2;2> /t ds&gl(s)ei‘”(t*s) /dke : [Dlg — (D12 . k) k} , r'=r-R. (C.2)
0

(2w

La integral sobre los vectores de propagacion

/ dk%e‘“‘"’” D1 (Do) ] (C.3)

se calcula parametrizando el espacio reciproco de los vectores k en términos de las coordenadas

esféricas
k = kk = k(sin 6 cos gk, + sinfsinpk, + cos0k.), ke[0,kpr), 0€[0,7], ¢ec[0,2n], (C.4a)

dk = dk d = k? sin 0 dkd0de. (C.4b)

Al ser D15 un vector constante, el primer término en ((C.3)) se reduce a la expresion

~ 1 o R 2m T o
Dlg/dk% /koe—W cosf :Dlg/dkk/ d¢/ dfsin ek o8
0 0

en donde se alinea r’ paralelamente al eje k, y k- r”/ = kr' cosf. La integral sobre el dngulo ¢ se

reduce a 27. La integral sobre el angulo 6 es igual a la funcion

1

T, sin(kr'")
ikr!” N

0 kr!

—ikr’' cos @

us
/ df sin G~k 030 —
0

Con estos dos resultados se reescribe el primer término de (C.3) como

1 . oa “ : k "
/dkge’“‘" Dy = (27r)D12/dk <2smi’")> . (C.5)

Para el segundo término de (C.3|) notese que los vectores D1, y k se pueden descomponer como
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k= ko ki +kyl%y +kyky = sin&cosgbl%x +sin9sin¢l§:y +cos9!§:z,

y el producto (f)12 . l;’) k se descompone en los términos

(]512 . ff) k= [(1512)90 k2 + (]512)y kyky + (]512)2 kmkz:| ke
+| (Dra) ke + (D) 1+ (Dua) k] By | (D) b+ (Bra) iy + (D) 2]

La integracion de los términos cruzados k;k; con i # j respecto al angulo ¢ es igual a cero. Los

términos distintos de cero se obtienen de las integrales de

(Diz-k) k= (Dio) K2ka+ (blg)y K2k, + (Di2) K2k

Notando que

27 27
/ deo cos® g = dé sin? ¢ = 7,
0

0

solo es necesario resolver las integrales respecto al angulo 6. Estas integrales se reducen a las funciones

4 .
coskr” + ———sinkr”,

(k,,,//)Z (k,r//)S

T
/ do sin® ee—ikr” cosf _
0

4
sin kr” + ——— cos kr” sin kr”.

2 4
kr! (k'f‘”)Q (k'f‘”)3

T
. 17
/ df sin 6 cos® e kT cosd —
0

Con estos resultados se obtiene la segunda integral de (|C.3))

efikq'” . N A 2 2 . ~ ~
f/dk - (D12~k) k 727r{/dk [(kr”) cos kr” + <k;2r”3> smkr”} (D12>xk:c
2 2

Conservando tnicamente los términos proporcionales a 1/r” validos en la zona de radiacion se

obtiene la integral
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AP = (5) - D12 - (Diz) /t ds&21(s)/dk (2sinr"e(t=9),
S

~(52) 5 [P (0w 1) ] [t [ (2imiste).

0

(C.7)

El integrando respecto a k se descompone en el potencial retardado (proporcional a t — " /c) y

el potencial adelantado (proporcional a t + 7" /c¢) usando la relacion de dispersion w = ck

iw(t—s) _ 4 iw[(t—r""/c)—s] iw[(t+r""/c)—s] ’

2sinkr’e e —e

y se escoge el potencial retardado para conservar el principio de causalidad

_ 1 1- . t WDE )
A (e t) = (@) = [Dm - (D12 -f”) f”} / dséa1(s)F(s,t,),  F(s,t,) :/ dw e~ (st
2me/ " t 0
(C.8)
en donde F'(s,t,) es la integral sobre las frecuencias del campo. Noétese que esta funcion es la
superposicion de modos del campo anélogamente a la funcion de memoria g(7) de los operadores
atémicos, por lo que el ancho temporal 7, define igualmente el ancho de la funcion F(s,t,). Para

analizar esta integral, primero se realiza el cambio de variable 7 = s — ¢,

(t—t,)
/ dr o1 (b + T)E(ty + 7, 1,). (C.9)

_(tr_tO)
Supoéngase que se observa la dinamica del campo en la escala temporal 7as > 7, y que el tiempo

retardado ¢, satisface ty < t,. < t; a esta escala el 4&tomo evoluciona lentamente de la forma

621(tr + T) ~ &21(tr>eiw21‘r7 (C]_O)

segun el anélisis expuesto en la seccion |3.3.2] ,y la integral se aproxima como

(t=tr) WDE 00 ‘
/ dr oy (tr +7)F(t, +7,t,) ~ 6—21(tr)/ dw/ dr e—i(w—ws1)7
0 —o0

~(tr—to)
WDE o0 .
= 621(t7~)/ dw/ dr e~ iw=w2)T
0 —o0 (C.ll)

:2’/TCAT21(tr)/ dw5(w7w21)
0

:27T621(tr).

De forma operacional, se puede definir
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F(s,ty) =2m0(s — tr), (C.12)

y se debe aplicar inicamente bajo el contexto de la aproximacién markoviana y de la evolucion
lenta del 4tomo en la escala temporal de observacién, como el descrito previamente. Sustituyendo

los resultados anteriores en ((C.8) se obtiene el resultado deseado

A (r,) = iy (r)621 (1), to < tr <t (C.13a)
hio(r”) = (%) % [1?)12 - (]512 : f«”) f”] , (C.13b)
AP (r,1) = [A(S_)(r,t)r — i (%) Ti [15’{2 - (15’;2 r) r] G12(ty). (C.13¢)

C.1.3. Funcién de Correlacion temporal de segundo Orden G (r,t;r,t+7)

En esta seccion se desarrolla la funcion de correlacion (3.95) de la seccion 4] Para simplificar
la notacion se definen 1 = (r,t), 2 = (r,t +7) y t, = t — 1" /c el tiempo retardado. Los términos
resaltados en amarillo se vuelven cero por la aplicacion de los operadores AE,,H y A%_) en los
extremos derecho e izquierdo, respectivamente. En este caso particular Gy, G2 y G3 se reducen a

cero.

G (ry, tirg, t+7) = G + Go + G3 + Gy, (C.14a)
G = (AL WAL @A @A (1) + (AL (AL AL @AR W) .

+ (A (AL @A) 2 A%*Q >+< WAL AL @AR ).

Gy = (AL (AL 2AL) AL (1) + (AL (AL (2)AL) 2) AL (1)
(

(C.14¢)
+ (AL WA @A) AL (1) + (AL (AL AL AR 1),
Gy = (AL (AL AL AL (1) >+<A” (AL ()AL AR 1)

(C.14d)
+ (AL MAS) AR AR (1) + (AL (DAG) AL @A (1),
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G = (AG AL AT AL (1) + (AL (AL AL )AL (1)
+ (AL MAL) @AR) AR (1) + (AL AL AL )AL (1) (C.14¢)

=G+ G2+ G+ G,

G} = [z (o1 (t) AR (Q)AR) (2)nats) ) (C.14f)

G5 = —ila () *hi, (") (621 (L)AL ()12t + 7)o (L) ) (C.14g)
G} = ilhia(") "hiau (") (G21(t)62 (b + TV AL (2)012(t)) (C.14h)
G4 = o ()] (621 (6)621 (£ + T)G12(tr + T)61(t)) - (C.140)

C.2. Atomo de tres Niveles

C.2.1. Ecuaciones de Movimiento del Efecto Cascada

Se utilizan los resultados obtenidos en las secciones [3.2] y [3:3] correspondientes al 4tomo de dos
niveles y se generalizan al 4tomo de tres niveles en forma de un sistema cascada, haciendo énfasis

en los operadores atomicos 33(t) y da22(t). El Hamiltoniano del sistema cerrado esta dado por

H=Hy+W, (C.15a)

- - - - . . . - o 1
Hy=Hs+ Ha, Hs=Es633+ Eabap+ Er611, Ha=)» hwy [alt,\ak)\ + 5

5| (C15b)
kA

W=iny" (Dkklgab&m - Dl*(MQ&gldk,\) +ihy (ka il 623 — Diros &makk) . (C.15¢)
K\ K\

De esta forma, las ecuaciones de movimiento de los operadores atémicos estan dadas por

é’gg(t) = — Z |:Dk)\23 dL)\(t)&Qg(t) + Do 6’32(t)&k)\(t) , (0.163)
KA
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ba(t) = = 3 [Dioniz o (0612(8) + iz 621 (Darr (0] +3 [ Drcras oy (0525(8) + Dinas G2 (D (8)]

k,\ k,\
(C.16b)
011(t) = —09a(t) — G3s(t), (C.16¢)
G12(t) = —iwnn612(t) + > Dinia[622(t) — 511(8)]aa(t) + Y Dicnasiifey (£)13(0), (C.16d)
KA KA
G23(t) = —iws2623(t) + _ Dirgs033(t) — 622 ()]anea(t) — Y Dioniadfy (£)613(2), (C.16e)
k,\ kA
G13(t) = —iws1513(t) + Y Dirg 623(t)aaca(t) — Y Difrog 612(t) e (1), (C.16f)
k,\ k,\

y las ecuaciones de movimiento de los operadores de creacion y aniquilaciéon estan dados por

aier (1) = —iwpdiex (t) + Dicar2812(t) + Dicrazdas(t), (C.17a)

af\(t) = iwpal, (t) + Di1a621(t) + Dinassa(t). (C.17b)

Las ecuaciones (C.16])) muestran el acoplamiento no-lineal en la evolucion del sistema completo
atomo y radiacion; estas expresiones se pueden reducir en términos tnicamente de los operadores

atomicos resolviendo los operadores de creacion y aniquilacién del campo

t t
(Alk,\(t) :6iiwk(t7t0)€lk)\(to)+Dk)\lg/ dseiiwk(tis)(}lg(s)+Dk)\23/ dseiiwk(tis)f)@g(s), (ClSa)

to to

t t
dL\(t) = ei“”“(tft”)&b(to) + Dii)\u/ dsei‘*”“(tfs)ﬁm(s) + Df;/\23/ ds eiwk(t*s)&gg(s), (C.18b)

to to

y sustituyendo las soluciones anteriores en las ecuaciones de los operadores atémicos, resultando en
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5'33( ) L33 / d891 t— S)O’gz(t)0'23 / ngl t— 3)0’32( )0'23(t)
(C.19a)

—/t ngg(t — S)O'32(t)012(8) — ‘/t dSQQ(t — 8)6'21(8)5'23(t),

Gaa(t) = Loo(t) — /t ds gs(t — 8)621(1)12(s) — /t ds g3 (t — 8)691(s)612(t) — /t ds ga(t — 5)691(t)F23(s)
- / ds g1 (t — 5)6s ()62 (t) + / ds g1 (t — 8)5sa(t)25(s) / ds g (t — 5)6s(5)53(2)
+/t ngg(t—S)é’:;g(t)é’u(S)-F[t ng;(t—S)C}Ql(S)OQg(t),

(C.19Db)

(5’11(1&) = —&gg(t) — 5'33(15), (019(3)

élz(t) = —iw21612(t) + .Z/lg(t) + L dsgd(t — S)[a'zg(t) — 6'11(t)]612(8)

/ ds ga(t — $)[F22(t) — 511 (£)]G23(5) / ds g3 (t — 5)an ()63 () + /t s gi(t — $)632()6ns (1),
(C.19d)

&23@) = —iLLJ32(3'32( ) + L23 / ngg t — S)[O’33(t) — Ugg(t)]0'12(8)

+/t dsgl(tfs)[(}gg(t)70’22(15)]0’23(8)7/1& d8g3(t78)0'21(8)0'13(t)7\/t' ngZ(tfs)&gg(S)é'lg(t),

(C.19)

o13(t) = —iws1613(t) + Lys(t) + / ds gs(t — 5)G93(t)612(s)

/ ng4 t— 8)0’23(t)0’23 / d892 f,— S)Olg(t)dlg / ngl t— 8)0'12(75)0'23( )
(C.19f)

en donde se definen los operadores Ly;(t) (véase la seccion |C.2.4)

Lss(t) = —Gsa () AT (£) — A7 (1)63(1), (C.20a)
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Los(t) = — A (£)612(t) — 621 () A (£) + 632 (t) AT (£) + A7 (£)5as(t), (C.20b)
Lia(t) = [60a(t) — 611 (t)]AL(t) + A} (1)13(t), (C.20c)

Las(t) = [63s(t) — 622(1)] AL (1) — A3 (1)615(8), (C.20d)

Las(t) = a3(t) AL (1) — 612(t) Al (1), (C.20e)

los operadores libres

AT (1) =) Dioas e Tk, (1), AF () = Dinase™ ™ i (to), (C.21a)
kA k,\

Ay (1) =Y Dioaz e "k, (1), AF(6) = Diaz e g (to), (C.21b)
ko "5

y las funciones de memoria

91t =) = 3 | Diaaf 770 = EHORHOI (C-222)
galt =) = 3 Dioa Dz 07 = AT (). 45 (5)], (C.22b)
g3t — ) = Z | Diniale 0= = [4F (1), 43 (s)] (C.22¢)
ga(t — 5) = kz;Dltkame*iwk@*S) - [A;'(t),fll_(s)] (C.22d)

La principal diferencia con el atomo de dos niveles son las cuatro funciones de memoria de los
operadores atomicos, en comparacion con la funcion g(t — s) definida en (3.44). Las frecuencias de
interés en este caso son wso v w1, distintas entre si, pero mucho menores que la frecuencia wpp.
Definiendo 77, como el ancho temporal de la familia de funciones g;(7) (i = 1,2,3,4), es valido

—1 . . . < .
suponer que Tz, ~ wpp por la desigualdad wi,ws2 < wpg. Bajo la aproximacion markoviana se

estudia la dinamica del atomo en la escala 7y > 71, por lo que las ecuaciones de movimiento (C.19)
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se aproximan analogamente a las ecuaciones de la seccion [3.3.2] como

G33(t) = Laa(t) — Ta3633(t), (C.23a)
Goo(t) = Log(t) — T1g Gaa(t) + Do d33(1). (C.23Db)
G11(t) = —G22(t) — o33(1), (C.23c)
: . - r . . . .
Ulg(t) = —Zw210'12(t) + ng(t) — (212 — Z5WQ1> Ulg(t) + [F1223 + F2312]0'23(t), (C23d)
I9s = / dr ga(T)e’ s, Loz = / dr g5 (1)e w27
0 0
: L - r . .
Ga23(t) = —iwsabas(t) + Las(t) + (—QT + zéQ) Ga3(t), Tp=Ta3+ T2, 62 = 0wss — dwa,
(C.23¢)
2 L s Pt .
0’13(t) = —Z(J.J310'13(t) + ng(t) - 7 - Z(SCLJSQ Ulg(t). (C23f)

De las ecuaciones anteriores se obtienen las respectivas ecuaciones de los valores esperados de
los operadores atémicos notando que, cuando el estado inicial del campo de radiaciéon es el vacio,
los valores esperados <L,-j(t)> de los operadores definidos en ((C.20) se reducen a cero al aplicar los
operadores ((C.21]) en los respectivos extremos

<ﬁij(t)> —0, ij=1,2,3. (C.24)

C.2.2. Funcién de Correlacién temporal de segundo Orden G (v, ¢; 1y, ¢+
7)

En esta seccion se desarrolla la funcién de correlacion de la seccién Para simplificar
la notacion se definen 1 = (r1,t), 2 = (ro,t +7) vy t, = t — r”/c como el tiempo retardado.
Los términos resaltados en amarillo se vuelven cero por la aplicacién de los operadores A%Jr)
y AE;) en los extremos derecho e izquierdo, respectivamente. En este caso particular Gy, G y
(i3 se reducen a cero. Los términos resaltados en - son cero por el producto de operadores

Gij(tr + 7)oty + 7) = 0 para j # k. Los términos que no estan resaltados son los veintiocho
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términos que se estudian en la siguiente seccién.

G (ry, tirg, t+7) = G + Go + G3 + Gy, (C.25a)
G = (AL (AL AL (2)A >+<Ah> AL (AL AL (1) -
+<AENUA§NmA<%>A%R>>+ WAL AL @AL M),

Gy = (AR WAL AL AL (1) + (AL (DAL ()AL (2)A5 (1)

(C.25¢)
+ (AL WAL AL AL (1) + (AR (AL AL @A 1),
Gy = (AL (WAL @AD@AL (1) + (AL (AR @A AL (1)

(C.25d)
+(AG WA @A @AR 1) + (AL WAL AL @AH 1)),
G = (AL (AL @A @A (1) + (AL WAL AL )AL (1))
+<A§NUAgk>A”%>ASN>>+< gR>A<NmA§%mA§Nn> (C.25)

=G+ G2+ G+ G,

G = Ihaz()) (621 ()AL, ()AL (2)12(8) ) + Buoa () hias (o) (61 ()AL ()AL (20024 (1))

hoga (1 hiza () (G32(t) AL (VAT (20612(1) ) + Ihas (0 (s (t) AL ()AL (2)52(8))

(C.25¢)
G4 = —ilhus () "Bz, (15) (621 (4) AL )12ty + )r12(tr) )
—ihuon (] g (1)), (1) (621 (6) A ) (2061t + 7025 (1))

~ilh1a () P, (cF) {21 (8) A ()02 (6r + T)602(1)) (C.25)

—ihion (1)) Dz (1)) By, (18) (021 (6)A L) ()t + )6 (1))
—ihan (r} )i (1)), (18) (G02(t) AL ()12t + )6 (t))

~ilBas () ", (c)) (32 (t) AL ()1 (s + 7)o (1))
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—ihagn (1] Jhipa (1 by, () (G32(t) AL (20025 (0 + )01 (1))

b ()", (1) (G (8 ALy (2)Ga(ts + T)oms (1))

G4 = ilhua () Phiau(r§) (21 (6)0m (8 + DAL ()512(t))
il (g (1 o (1) (91 (0)61 (1, + )AL (2)625(0) )
. 17N\ 2 " o N A () o
+i[h1a(ry)[ hos, (r3) <021(tr)032(tr +7)ALR, (2)012(tT)>
o (0] B (1 o () {21 (8) s (e + 1AL (20025 (1)) (C.25h)
ibog (1 o (1] gy () (G ()61 (8 + )AL (2)612(1))
. 17N\ 12 " ~ A A () ~
illzs (e PRz, (0F) (G ()21 (b + )AL (2065 (1))
s (1 g (6] g, () (s () szt + )AL (2)61(1))

illzs (1) has(r5) (Foa(t) G2t + )AL (2)025(81) )

G4 = o)) [hyo(r)) [ (621 (t)G21 (8 + T)612(t, + T)612(2,))
Fhuo () hgsy (07) o (05)[* (G1 () F1 (tr + T)612(tr + 7)F23(t,))
B (0))*has (£5)]7 (621 (t:)32(tr + T)25(t + T)612(E))

2 *
bz (x]) Pz (e s, (v ) R R
Hlhas (r)) P (0)1 (G32(t:)621 (tr + 7)G12 (8 + T)E23(E)
2 *
s ) s 6 1 o)
Hlhzs (1) [has ()17 (Ga2(t) G2t + 7)023(tr + 7)25 1))

Fhoyo (0 hgg (27) s (04)[* (601 ()G (tr + T)623(tr + 7)F23(t,)) (C.25i)
s )b e s o
s )b s 4 1 o
o ()i ) a0 i o)
o ()i ) a0 i o)

sy (0] oy (07) o (25) | (G32(,)G1 (tr + T)F12(Er + T)F12(E))
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s o) Bz ) i, ()
s o) s () i, ()

Fhog (1 )R (r)) [hos (v)|* (632 (8 )30 (tr + 7)623(t, + T)F12(1)) -

C.2.3. El Conmutador [A%i)(r,tl),&ij(tg)]

El conmutador entre Ag,_) (r,t1)y 64j(t2) se escribe analogamente a (3.97)), escribiendo el operador

de creacién al tiempo inicial como

. t2 . t2 .
&ch)\(tO) = eﬂwk(trt())db(t?) - Dltxm/ ds eiwk(s*tO)[fﬂ(S) - D§A23/ ds eiwk(kt(’)&w(s):
to to

y utilizando el hecho de que los operadores de creacion y aniquilacién conmutan con los operadores

atémicos al mismo tiempo, este conmutador resulta en la expresion

AL (r,1). 545 (12)] = —ihuae”) / s Bls—(t1—" )] (61 (), 645 (2)] —ha () / " s 8ls—(t—r" [0)][B2(s), 15 (t2)].

t() t()
(C.26)
De las propiedades de la delta de Dirac se siguen los resultados del conmutador
0, ta <ty —71"/c,
A(_)( t) A,,(t) = ; "\ A 1" N ; 1\ [ A 7 ~ 1"
r I, 11),045(l2 —Zhlg(l‘ )[ng(tl —-r /C),Uij(tg)] — Zhgg(l‘ )[O’32(tl -r /C),O’Z‘j(tg)], to <ty —r /C < to9,

—5huo(r")[G21(tr — " /c), 645(t2)] — Shos(r")[G32(tr — 1" /¢), 635 (t2)], t1 — 1" [c=ta,
(C.27)

y calculando el conjugado hermitiano del conmutador anterior, resulta

0, to<ty—1"/c,
[&ji(t2)7 Ag«"—’_) (r7t1):| = ihh(r”)[&ji(tg), 6’12(t1 — T///C)} + ih§3(r”)[6ﬁ(tg),623(t1 — ’I"/,/C)], to <t] — ’l””/C < tg,

shis(r")[6i(t2), 612ty — 1" /0)] + §h35(x")[6i(t2), Gas(tr — 1" [C)], t1 —1"[c=ta.
(C.28)

Con los operadores definidos, se resuelven los términos no resaltados de la funcién de correlacién

(C.25)) para los dos casos 7 > 0.

1. 7 = 0. Definiendo los tiempos t; y t2 como
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ti=tyto=t,, = t;—71"/c=1, (C.29)

se satisface el tercer caso de (C.27)) y (C.28]). En particular se utilizan los conmutadores

Gor(t) Ay (r,t) = AL (1, 1)601 (8) + ghzgu(r")&gl(tr), (C.30a)
AL (e, 00012(t0) = 12 (0) AL (1,0) — B, ()o13(01). (C.300)
Faa(t) AL (r,t) = AL (r,1)65 () — %hlgu(r”)631(tr), (C.30¢)
AL (e, 0)02s(t) = G2s(1) A (1, 1) + S, ()65 1), (C.30d)

y ordenando los productos de los operadores segiin el ordenamiento normal con AE;) en el

extremo derecho y A

%_) en el extremo izquierdo, se reducen los veintiocho términos al resultado

1 N
G (ry, 112, 8) = - Bz () ) has, (r) + B2, (5 ) hoa (x| (533 (t)) - (C.31)

2. 7> 0.

Definiendo los tiempos t; y to como

th=t+7y ta=t—1"/c = ta<t;—1"/c (C.32)

se satisface el primer caso de ((C.27)) y (C.28) en donde A%i) (r,t,+7) conmuta con los operado-

res atomicos 6;;(t,). La aplicacion de A%i)

en los respectivos extremos segin el ordenamiento
normal vuelve cero a los valores esperados en donde aparece, reduciendo (C.25)) a la expresion

B122).

C.2.4. EIl Teorema de la Regresion

Multiplicando las ecuaciones (C.23a]) y (C.23b) por los operadores atomicos G;;(t") y Gxi(t') por

la izquierda y derecha, respectivamente, se obtienen
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d

7 (0i()022(0)81(t')) = T2 (63 (') 22 (£) 0w (t')) + L2 (655 (¢') 533 (f)&kl(t/)>+<&ij(t')ﬁz2 (t)ori (t’)>

(C.33b)

Analogamente a como se realizo en la seccion [3.3.3] se expanden los valores esperados segun las

definiciones (C.20a) y (C.20b)

(63 () Laa()0(t))) = = (535 (1) A5 1250 (¥) ) = (355(E)om (AT (Do (¥))

] i (C.34b)
+ (0 ()FnMAL Dou(t)) + (53 (#) Ay (oo (t))

El teorema de la regresion para el &tomo de tres niveles se sigue de demostrar que los operadores
Afz (t) (véase (C.21))) conmutan con los operadores atémicos &;;(t') o 61(t') bajo la aproximacion
markoviana para tiempos 7, < t — t’, actuando sobre los extremos y reduciendo a cero los valores
esperados. Para esto, ndtese que el conmutador entre los operadores del campo y los operadores

atémicos estan dados por

[40.000)] =~ [ st~ o060 50 [ st~ Dps(ohouttl, (©39
oty Ar )] = - [ ds g3t = loult).om ()] [ dsgi(t — )low(t), osa(s)],  (C.36)
(s o)) = | dson(t = orats). )] - [ dsgalt = )[oas(s), 0 (), (C37)
ot Az 0] = | ds 53t = )00, 65— | dsgi(t = 9)ou(t), o). (C39)

Al suponer que 77, < t — t’, las funciones de memoria estan centradas fuera del intervalo de

integracion y son nulas dentro de este, reduciendo a cero las integrales y demostrando la conmutacion
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entre los operadores para este caso. La aplicacion de los operadores Afz(t) en el extremo derecho y

AT 5(t) en el extremo izquierdo reduce a cero los valores esperados y se obtiene
;

(605t Las(Dom (1)) = 0, (C.39)

<aij (t’)ﬁgg(t)6kl(t')> —0, (C.40)

demostrando el teorema de la regresion para los operadores 633(t) v Gaa(t),

% (035 (t")033(t) (")) = —Ta3 (645 (t')F33(t)ora (L)) (C.41a)
% (64 (t')022(t) 011 (1)) = —T12 (645 (") G2 (t)6k1(t)) + Tag (645 (t')035(t)Gra (t)) (C.41b)

que se utiliza en la seccion [3:4.2] en el célculo de la correlacién temporal del campo de radiacion en

términos de los operadores atomicos.
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