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1. Introducción

El Modelo Estándar de partículas elementales (ME) es una de las teorías científicas más
completas y precisas disponibles a la época. Sus predicciones sobre las interacciones nucleares
débiles, nucleares fuertes y electromagnéticas, así como sus hipótesis sobre las simetrías y el
contenido de materia del universo, han sido puestas a prueba en innumerables ocasiones y,
década tras década, el modelo ha resultado invicto en la mayoría de los casos.

Más interesante aún es notar que la totalidad de las partículas predichas por el ME ya
han sido experimentalmente descubiertas de forma directa o indirecta. La última de estas
partículas fue el bosón de Higgs en 2012, reportado en colisiones de protón-protón a 8 TeV
por las colaboraciones ATLAS y CMS del LHC [1,2]. Desde entonces, no hemos encontrado
nuevas partículas elementales en experimentos de altas energías (hasta 13.6 TeV en el LHC).

Lo anterior demuestra un gran éxito del ME pero contrasta con la evidencia obtenida en
experimentos de oscilación de neutrinos, los cuales señalan que al menos dos estados de neu-
trino deben ser masivos y, por ende, que el ME debe generalizarse para incluir sus términos
de masa. Esto motiva la pregunta natural de cómo deben ser estos términos y, con ello, el
cuestionamiento de si los neutrinos son fermiones de Dirac o de Majorana.

Otras incógnitas que el ME no responde por el momento son, entre aspectos teóricos y
observacionales: (i) la asimetría bariónica del universo, (ii) la jerarquía de masas entre las
familias del ME (flavor puzzle), (iii) la no-naturalidad de la masa del Higgs ante correcciones
radiativas, (iv) las diferencias entre los patrones de mezcla entre quarks y leptones, y (v) la
naturaleza de la materia oscura, bien sea como defectos topológicos o partículas, entre otros.

Enfocándonos en el problema de las masas de los neutrinos, una forma conveniente de abordar
estos aspectos consiste en interpretar al ME como una teoría efectiva válida solo hasta escalas
de energía del LHC, que a su vez estaría embebida en una teoría más fundamental con
un contenido de materia y simetrías generalizado a escalas de energía más altas. De este
modo, los términos que pueden dar masa a los neutrinos a bajas energías pueden intuirse
construyendo operadores no-renormalizables a base de dobletes leptónicos y de Higgs, e
identificando sus posibles realizaciones ultravioleta a partir de interacciones renormalizables
con más campos de materia a más altas energías.



2 1 Introducción

Esta perspectiva da origen a los denominados mecanismos de seesaw, a través de los cuales
se pueden generar masas de neutrino a nivel árbol y/o de forma radiativa. En particular, en
este trabajo nos enfocaremos en los modelos de seesaw de baja escala, y más precisamente en
el inverse seesaw. Este tipo de modelos incorporan nuevos campos de materia a escalas de
energía no mucho más altas que las del LHC, favoreciendo así la obtención de predicciones
compatibles con las resoluciones experimentales actuales y futuras.

Otro argumento, más práctico, en favor de los mecanismos de baja escala (low-scale seesaw)
consiste en notar que la siguiente generación de aceleradores entraría en operación después
de 2040 con la llegada del Future Circular Collider (FCC). De aprobarse su construcción
antes de 2028, este acelerador alcanzaría energías del orden de 100 TeV en el centro de masa,
y hasta entonces, es claro que la búsqueda de nueva física con mediciones de alta precisión
a bajas energías, será mucho más productiva. Es así que hemos pasado de la época de los
aceleradores a la época de la física de alta precisión, y como tal, es ideal plantear modelos
que no incorporen campos muy pesados puesto que sus efectos (a través del running) en
observables a bajas energías irán suprimidos por potencias de la escala de nueva física, que
es dada por sus masas.

Adicionalmente, es importante recalcar que todo modelo que involucre extensiones al sector
fermiónico del ME, conllevará genéricamente violaciones de sabor y desviación de la unita-
riedad en las matrices de mezcla PMNS y CKM. En particular, para el sector de leptones,
estas violaciones reciben las constricciones más fuertes por las cotas experimentales a µ→ eγ

provenientes de experimentos como MEG (y su futura actualización a MEGII). Estas cotas
son dadas a la escala electrodébil y para incorporarlas debidamente se debe apelar al grupo
de renormalización; no obstante, esto añade complicaciones adicionales que no abordaremos
en detalle en este trabajo (pero las iremos comentando a lo largo del texto).

Finalmente, nuestro trabajo se estructurará de la siguiente forma: en la Sección 2.1 veremos
cómo a partir de las representaciones irreducibles del grupo de Lorentz podemos construir
los términos de masa adecuados para fermiones de Dirac y de Majorana, discutiremos el
operador de dimensión 5 de Weinberg (en sus distintas presentaciones), y veremos cómo
desde el enfoque bottom-up, es posible deducir las distintas realizaciones de dicho operador,
destacándose dentro de ellas, el mecanismo de seesaw de tipo I. Luego de discutir algunos de
sus problemas, introduciremos el inverse seesaw en la Sección 2.2, las violaciones de sabor
leptónico, no-unitariedad y la hipótesis MLFV en la Sección 2.3, y presentaremos algunas
fórmulas relevantes para el proceso con cambio de sabor `α → `β γ en la Sección 2.4.

En las Secciones 3.2 y 3.2 estudiaremos un modelo con branching ratios accesibles por los
experimentos y analizaremos las condiciones necesarias para generar modelos con branching
ratios fuertemente suprimidos. En la Sección 3.3, propondremos tres posibles realizaciones
ultravioleta para este último escenario, y daremos nuestras conclusiones en el Capítulo 4.



2. Fundamentos Teóricos

2.1. Revisión de conceptos clave

2.1.1. Simetrías y contenido de materia del modelo estándar

A grandes rasgos, podríamos decir que el Modelo Estándar de partículas elementales (ME)
se construye a partir de los siguientes tres principios: se supone un cierto contenido de
materia en el universo, se impone invariancia de Lorentz y se exige el grupo de simetrías
local GME ≡SU(3)c ×SU(2)L ×U(1)Y . Sin pérdida de generalidad, el Lagrangiano del ME
sin acoples de SU(3)c, puede escribirse de la siguiente forma.

LME ∼ LαL ( i /D )LαL +QαL ( i /D )QαL +
∑

f = `, qU , qD

fαR ( i /D ) fαR − 1
4W

µν aW a
µν − 1

4B
µνBµν

− LαL (Y`)αβ Φ `βR − QαL (Yu)αβ Φ̃ qU
βR − QαL (Yd)αβ Φ̃ qD

βR + h.c.

+ (DµΦ)† (DµΦ) − µ2 Φ†Φ − λ
(
Φ†Φ

)2
. (2.1)

Nótese que hemos impuesto la convención de suma de Einstein sobre índices repetidos, L y
R denotan quiralidades izquierdas y derechas, α es un índice de sabor y a un índice de gauge.
LαL (QαL) denotan dobletes izquierdos de leptones (quarks), y fαR son singletes derechos de
fermión. Además, hemos separado los quarks y leptones cargados en tres grupos: qU ≡u, c, t,
qD ≡ d, s, b, y `≡ e, µ, τ . Los tensores de esfuerzos de SU(2)L y U(1)Y son W a

µν y Bµν y
nuestra convención para la derivada covariante y campos de norma será la siguiente:1

Dµ ≡ ∂µ + ig ~Wµ · ~I + ig′Bµ
Y

2 ⊃ ∂µ + ieQAµ , (2.2)

W±
µ ≡ 1√

2
(W 1

µ ∓ iW 2
µ ) , Q ≡ I3 + Y

2 ,

(
Bµ

W 3
µ

)
≡
(
cW −sW

sW cW

)(
Aµ

Zµ

)
, g sW = g′ cW = e .

Aquí, g y g′ denotan las constantes de acople a los bosones ~Wµ y Bµ, e es el módulo de la
carga eléctrica del electrón, ~I, Y y Q son los operadores de isoespín (débil), hipercarga y
carga eléctrica, y hemos indicado el seno y el coseno del ángulo de Weinberg como sW y cW .

1. Estas expresiones definen unívocamente nuestras convenciones (cf. [3], refs. 7-17 de su tabla 2).



4 2 Fundamentos Teóricos

Tal y como está construido el Lagrangiano del ME, nótese que los términos de Higgs-Yukawa
para generar masas de Dirac en el sector de neutrinos están ausentes (pues no hay neutri-
nos derechos). Si quisiéramos construir un término de masa solo con los campos izquierdos,
nos enfrentamos al problema de que estos términos requieren de la introducción de un tri-
plete de Higgs para poder contraerse de forma invariante ante SU(2)L, y esto violaría la
renormalizabilidad de la teoría (se requeriría de un operador de dimensión 5).2

Introduciendo el símbolo de Levi-Civita ε y el doblete de Higgs conjugado de carga Φ̃

ε ≡ iσ2 , Φ̃ ≡ εΦ∗ , φ+∗ = φ− , (2.3)

tenemos la siguiente asignación de cargas en el ME.

Campos SU(2)L I3 Q Y B L

QαL =
qU

αL

qD
αL

 2
+1/2 +2/3

1/3 1/3 0
−1/2 −1/3

LαL =
ναL

`αL

 2
+1/2 0

−1 0 1
−1/2 −1

Φ =
φ+

φ0

 2
+1/2 +1

+1 0 0
−1/2 0

Φ̃ =
 φ0∗

−φ−

 2
+1/2 0

−1 0 0
−1/2 −1

qU
αR 1 0 2/3 4/3 1/3 0
qD

αR 1 0 −1/3 −2/3 1/3 0
`αR 1 0 −1 −2 0 1

Tabla 2.1: Asignación de cargas en el ME, a partir de las cuales se encuentra que el ME (i)
está libre de anomalías, (ii) tiene simetrías accidentales U(1)L de número leptónico y U(1)B

de número bariónico [4], y (iii) puede garantizarse un grupo U(1)B−L libre de anomalías si se
añaden, por ejemplo, tres neutrinos derechos con L= 1.

2. No obstante, eventualmente relajaremos la condición de renormalizabilidad a nuestras escalas de energía,
pues podemos pensar que el ME, tal y como lo conocemos, en realidad podría ser una versión efectiva de
una teoría más general, renormalizable a altas energías, y con contenido de materia extra.
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2.1.2. Espinores de Weyl, Dirac y Majorana

En teoría cuántica de campos, las piezas fundamentales para construir campos de espín arbi-
trario3 son las representaciones irreducibles del grupo SL(2,C), i.e. formalmente, la cubierta
doble del grupo restringido de Lorentz SO+(3, 1) ≈ SL(2,C)/Z2.

Para entender mejor cómo transforman los campos en las diversas representaciones de
SL(2,C), recordemos que el grupo restringido de Lorentz SO+(3, 1) (grupo ortocrono propio4)
tiene generadores Jl y Kl [7, 8] cuya álgebra se separa en 2 álgebras de SU(2) al introducir

Al = 1
2(Jl + iKl) , Bl = 1

2(Jl − iKl) , l = 1, 2, 3 .

[Al , Am ] = i εlmnAn , [Bl , Bm ] = i εlmnBn , [Al , Bm ] = 0 , (2.4)

Jl = Al +Bl , Kl = −i (Al −Bl) . (2.5)

El álgebra (2.4) puede realizarse representando a Al y Bl de diversas formas.

(Al, Bl) = (0, 0) → rep trivial (escalares).
(Al, Bl) = ( 1

2 σl, 0 ) → rep ( 1
2 , 0 ) (espinores de Weyl izquierdos).

(Al, Bl) = ( 0, 1
2 σl ) → rep ( 0 , 1

2 ) (espinores de Weyl derechos).

(Al, Bl) = ( J (j1)
l , J

(j2)
l ) → rep (j1, j2) (con dimensión (2j1 + 1)(2j2 + 1)).

en donde (J (j1)
l )m′

1m1 y (J (j2)
l )m′

2m2 serían los generadores de rotaciones sobre el eje ~el, en su
representación de espín j1 (j2), definidas sobre espacios independientes5 con componentes
m′

1,m1 ∈ [−j1, j1] y m′
2,m2 ∈ [−j2, j2] [5]. Lo anterior permite etiquetar las representaciones

de SL(2,C) mediante parejas (j1, j2). Así, si ψ vive en la representación (j1, j2), se da que

ψ
Λ−−→ M(j1,j2) ψ =

(
e−i ( ~θ· ~J+ ~α· ~K )

)
(j1,j2)

ψ , (2.6)

en donde ~θ y ~α son parámetros de una transformación de Lorentz Λ arbitraria. A partir de la
ec. (2.5) también podemos deducir que no existen representaciones unitarias de SL(2,C) con
matrices de dimensión finita (pues J†

l = Jl y K†
l = −Kl conllevan M † 6=M−1), por ende, no

podemos construir términos de masa invariantes de Lorentz en la forma χ†χ (para espinores
de Weyl), y en cambio, estos deben ser de la forma χT εχ, como ya veremos [7–10].

3. Weinberg [5] (Sección 5.6) y Bargmann-Wigner [6] nos dicen cómo construir estas representaciones.
4. Las transformaciones de Lorentz ortocronas tienen Λ0

0 ≥ 1, y las propias tienen Det(λ) = +1.
5. Abusando de la notación, la suma de estas matrices sería J (j1)

l + J
(j2)
l ≡ J

(j1)
l ⊗ 1(j2) + 1(j1) ⊗ J

(j2)
l .
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� Espinores de Weyl

Teniendo en cuenta la discusión anterior, esta clase de objetos se puede representar mediante
espinores de dos componentes en la representación (1

2 , 0) o (0, 1
2). En el primer caso, decimos

que el espinor es izquierdo (o quiral), y en el segundo, que es derecho (o antiquiral). La
invariancia de Lorentz restringe entonces la forma de los términos de masa, dando origen a
contracciones entre espinores de Weyl y tensores de Levi-Civita ε= iσ2 de la siguiente forma.

LMajorana
masa = − 1

2 mM ( ξ†ε ξ∗ + h.c ) y LDirac
masa = mD ( ξT ε χ+ h.c ) , (2.7)

De aquí podemos destacar (i) que es posible construir términos de masa de Majorana con
un espinor de Weyl, y términos de masa de Dirac con dos, (ii) que si ξ y χ tienen cargas
no-triviales bajo U(1), los términos de Majorana violan dicha simetría, y (iii) que en ambos
casos, los términos de masa pueden escribirse netamente con espinores izquierdos6 (así, la
invariancia bajo Lorentz surge de la identidad MT εM = Det(M) ε= ε) [8].

Notación de van der Waerden [10–12] : Solo por completez, queremos aclarar que existe
una notación alternativa al trabajar con espinores de Weyl izquierdos y derechos. En esta,
la covariancia (contravariancia) bajo SL(2,C) se hace explícita usando índices sin puntear
(punteados) para las componentes χα (η̄α̇) de los espinores de Weyl izquierdos (derechos),
los tensores de Levi-Civita εαβ = −εαβ funcionan como métricas, y los índices toman valores
α= 1, 2 (α̇= 1̇, 2̇). Así mismo, es común incluir una barra sobre los espinores derechos [13].

En este trabajo procuraremos no apelar mucho a esta notación7, pero nos gustaría resaltar
el siguiente resultado (que luce más simple en dicha notación): dado que (1

2 , 0) y (0, 1
2) son

representaciones conjugadas, podemos ligar índices punteados y no punteados mediante la
elegante relación χ α̇ ≡ (χα)∗, la cual nos permite escribir todo espinor de Weyl derecho χ α̇

en términos de un espinor de Weyl izquierdo como

χ α̇ = ε α̇β̇ χβ̇ = ε α̇β̇(χβ)∗ = (εχ∗)α̇
, (2.8)

en donde es fácil verificar que εχ∗ es un espinor derecho gracias a que σ2~σ∗ = −~σσ2 implica

χ = ε χ∗ Λ−−→ ε
(
ei ( ~θ+ i~α )· ~σ ∗/2

)
χ∗ = e−i ( ~θ+ i~α )· ~σ/2 ( εχ∗ ) = M(0, 1

2) εχ
∗ . (2.9)

Este resultado nos será útil, en breve, para construir los espinores de Dirac y Majorana.

6. Formalmente, la ec. (2.8) muestra que todo espinor derecho puede escribirse en términos de uno izquierdo.
7. La desventaja de esta notación es que las barras e índices α para espinores de dos componentes pueden

confundirse con conjugados de Dirac e índices de sabor para espinores de cuatro componentes.
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� Espinores de Dirac

Dada la estructura de los términos de masa en (2.7) y recordando que ε† = −ε, podemos
definir espinores de Dirac de cuatro componentes, en la base de Weyl, como sigue [8, 10]

ψ =
 χ

ξ

 =
 χ

ε ξ∗

 ⇒ ψ ≡ ψ† γ0 =
(
ξ

†
, ξ†

)
=
(

−ξT ε , χ†
)
, (2.10)

con lo cual, podemos recobrar el término de masa (2.7), reescribiéndolo como8

LDirac
masa = −mD ψψ = −mD ( ξ †

χ+ h.c. ) = −mD ( −ξT εχ+ h.c. ) , (2.11)

que es, precisamente, la única contracción posible entre espinores de cuatro componentes
(bilineales de Dirac) que da lugar a un escalar de Lorentz9. De este modo, vemos que ambas
formas de expresar el término de masa de Dirac son equivalentes; bien sea, en función de dos
espinores de Weyl de dos componentes, o con un espinor de Dirac de cuatro componentes.

En términos más generales, todo espinor de Dirac puede definirse independiente de su base
como ψ=ψL + ψR, en donde ψL y ψR aportan en total cuatro grados de libertad y hemos
definido los espinores ψL/R en términos de proyectores de quiralidad PL/R tales que

ψL/R ≡ PL/R ψ , ψL/R = ψ PR/L , PL/R = 1
2 (1 ∓ γ5) , P 2

L/R = PL/R , PLPR = 0 ,

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 , (γ5) 2 = 1 , (γ5) † = γ5 , {γ5 , γµ} = 0 .

Usando esta descomposición, el término de masa de Dirac se puede reescribir en un lenguaje
más cercano al ME (i.e. en términos de espinores de cuatro componentes) como

LDirac
mass = −mD ψψ = −mD

(
ψLψR + ψRψL

)
, (2.12)

y podemos verificar que, en la base de Weyl, ψL/R están dados por las siguientes expresiones,
que justifican el uso de índices L/R y muestran que ψ vive en la representación (1

2 , 0) ⊕ (0, 1
2),

ψL =
 χ

0

 , ψR =
 0
ξ



8. Algunos autores prefieren escribir ξαχ
α = ξχ en vez de ξT ε χ, entendiendo que ε es una métrica.

9. Aquí, ψ vive en la representación ( 1
2 , 0) ⊕ (0, 1

2 ) y transforma según ψ
Λ−−→ S(Λ)ψ , ψ Λ−−→ ψ S−1(Λ) con

S(λ) = exp
(
− i

2ωµνS
µν
)

, Sµν = 1
2 σ

µν = i
4 [ γµ , γν ] en términos de las matrices γµ de Dirac [14].
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� Espinores de Majorana

Recordando que las masas de Majorana en (2.7) solo requerían de un espinor de Weyl (ξ),
podemos definir al espinor de Majorana, en la base de Weyl, como sigue [8, 15]

Ψ =
 ξ

η ξ

 =
 ξ

η εξ∗

 ⇒ Ψ ≡ Ψ† γ0 =
(
η∗ξ

†
, ξ†

)
=
(

−η∗ξT ε , ξ†
)
, (2.13)

con lo cual observamos que su respectivo término de masa puede reescribirse como10

LMajorana
masa = − 1

2 mM ΨΨ = − 1
2 mM ( η ξ† ξ + h.c. ) = − 1

2 mM ( η ξ†ε ξ∗ + h.c. ) , (2.14)

Esta expresión, no obstante, no exhibe con claridad algunas implicaciones físicas que nos
gustaría resaltar, las cuales están asociadas a que el espinor sea de Majorana. Para evitar
esto, conviene introducir el espinor conjugado de carga Ψc (y su adjunto de Dirac) como

Ψc ≡ C ΨT = − γ0 CΨ∗ , Ψc = − ΨT C−1 , (2.15)

en donde C es una matriz 4 × 4 sujeta a las siguientes condiciones [14]:

C−1γµC = −(γµ)T , C−1γ5C = (γ5)T , C† = C−1 , CT = −C , |η|2 = 1 . (2.16)

Una posible representación11, ya implícita en la ec. (2.13), consiste en tomar C = iγ0γ2. En
esta, es fácil verificar que al imponer la condición de Majorana Ψc != η∗Ψ sobre un espinor
genérico de cuatro componentes (en donde η∗ se conoce como paridad intrínseca de carga)12,
se deduce que Ψ solo requiere un espinor de Weyl, como ya habíamos mencionado. Es decir,

Si Ψ =
 χ

ηεξ∗

 ⇒ Ψc =
 0 −ε
ε 0

 χ∗

η∗εξ

 != η∗

 ξ

η εχ∗

 = η∗ Ψ ⇔ χ = ξ .

Más importante aún, nótese que esta expresión también nos muestra que el espinor de Ma-
jorana Ψ (2.13) puede expresarse en términos de espinores de cuatro componentes como
Ψ =ψL +ψR con ψR = η ψc

L, razón por la cual se dice que Ψ solo posee dos grados de libertad
independientes (correspondientes a los grados de libertad del espinor de Weyl ξ).

10. Nótese que también puede absorverse
√
η∗ en cada campo ξ, método que detallamos en el Apéndice B.

11. En la base de Weyl, algunos autores toman C → −C y η→ −η en (2.13). Esto también garantiza Ψc = η∗Ψ.
12. La paridad de carga η debe ser una fase compleja para que el espinor de Majorana satisfaga (Ψc)c = |η|2 Ψ ≡ Ψ.
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Para verificar que ψR = ηψc
L es de quiralidad derecha, podemos usar la ec. (2.15) y notar que

ψc
L ≡ (ψL) c = C ψL

T = C
(
ψ PR

)T
= C P T

R ψ
T = PR (C ψ

T ) = (ψc)R . (2.17)

Usando estas definiciones, podemos ver que η≡ Sign(mM) permite reescribir el término de
masa de Majorana con masas positivas |mM | y espinores de cuatro componentes en la forma

− 1
2 mM ΨΨ = − 1

2 mM ΨRΨL + h.c. = − 1
2 mMη

∗ ψc
LψL + h.c. = − 1

2 |mM |ψc
LψL + h.c.

Aquí hemos usado un solo campo Ψ, pero este argumento se generaliza a múltiples campos
en el Apéndice B apelando a la convención más habitual de absorber factores de √

ηi en la
definición de los campos físicos Ψ̂iL, lo cual es equivalente a post-multiplicar la matriz de
mezcla por una matriz de fases diagonal (de Majorana). Así mismo, es útil ver que podemos
establecer la siguiente relación para matrices arbitrarias13 X

ψc
A X ψc

B = − (ψT
A C

−1 )X (C ψB
T ) = ψB (C−1 X C)T ψA . (2.18)

Con base en esto, al generalizar los términos de masa de Majorana a − 1
2Ψc

iLMijΨjL+ h.c., se
puede mostrar que (i) las matrices de masa de Majorana son simétricas, (ii) la CP-paridad de
los campos ΨiL se puede tomar como ηCP(ΨiL) = i, (iii) la realidad de M equivale a invariancia
de CP (en el sector de campos ΨiL)14, (iv) la CP-paridad de los campos Ψi ≡ ΨiL+ηiΨc

iL

sería ηCP(Ψi) = iηi, y finalmente, que (v) todo espinor de Dirac puede descomponerse en dos
espinores de Majorana con CP-paridades opuestas y masas degeneradas:

−mψψ = − 1
2 m (ψψ + ψcψc) = − 1

2 mΨ+Ψ+ − 1
2 mΨ−Ψ− ,

en donde hemos definido los espinores de Majorana Ψ± = (ψ±ηψc)/√
2 con paridades de carga

±η∗ (ergo, CP-paridades opuestas) y masas iguales m ≡ mM+ =mM−. Una configuración
similar a esta se suele lograr en mecanismos de seesaw de baja escala; sin embargo, en ellos,
usualmente existe una cuasidegeneración en vez de una degeneración exacta, y en ese caso
se dice que los neutrinos Ψi forman pares de pseudo-Dirac, en vez de espinores de Dirac.

Para finalizar, nótese que hemos convenido escribir los términos de Majorana en la forma
Ψc

LMΨL + h.c. (factorizando los campos derechos a la izquierda) y los términos de Dirac en
la forma ψLMψR + h.c. (factorizando los campos derechos a la derecha). Esta será nuestra
notación para el resto del documento, según la convención de la ref. [16].

13. En el último paso hemos usado −ψT
A X ψB

T = (ψB XT ψA)T = ψB XT ψA para variables de Grassmann.
14. Ψ c

iLMijΨjL+ h.c. es invariante bajo ΨiL
CP−−→ ηCP,i γ

0Ψ c
iL y Ψ c

iL
CP−−→ −ΨiLγ

0ηCP,i si (ηCP,i)2Mij = −M∗
ij [14,16].
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2.1.3. Término de masa más general para neutrinos

Considerando nG neutrinos izquierdos νL y nE neutrinos derechos NR, el término de masa
más general para fermiones de espín 1/2 debería tener: términos de masa de Dirac NR M

T
D νL

y de Majorana (νc
L ML νL con campos izquierdos, y/o NR MR N

c
R con campos derechos), i.e.15

LMν = − 1
2 (ML)αβ ν

c
αL νβL − (MT

D)α′β Nα′R νβL − 1
2 (MR)α′β′ Nα′R N

c
β′R + h.c.

= − 1
2 ν

c
L ML νL − NR M

T
D νL − 1

2 NR MR N
c
R + h.c.

= − 1
2

(
νc

L , NR

)(ML MD

MT
D MR

)(
νL

N c
R

)
+ h.c.

≡ − 1
2 n

c
L Mν nL + h.c. (2.19)

en donde hemos definido nL ≡ (νL , N
c
R)T y usamos la identidad (2.18) para reescribir el tér-

mino de masa de Dirac como NR M
T
D νL = 1

2(NR M
T
D νL + νc

L MD N
c
R ). Notemos entonces que,

para que la ec. (2.19) sea singlete de isoespín (I3 = 0), las matrices ML y MD deben provenir
de valores de expectación en el vacío de tripletes y dobletes de Higgs, respectivamente; y por
lo mismo, MR es libre de aparecer explícitamente o de generarse dinámicamente mediante
escalares, singletes bajo el grupo del modelo estándar GME.

Este Lagrangiano también nos muestra que en el límite de ML =MR = 0 los neutrinos serían
de Dirac, aunque esto conllevaría acoplamientos de Yukawa extremadamente pequeños. Para
ver esto, recordemos que el rompimiento espontáneo de la simetría electrodébil le da un
valor de expectación en el vacío a la componente neutra del Higgs tal que 〈φ0〉 ≈ 174 GeV,
y esto deviene en una matriz de masas MT

D =Y †
(νN)〈φ0〉 con mi ∼ 1 meV (acordes con los

experimentos) solo si los acoples de Yukawa son de orden 10−12.

Adicional a ello, la exclusión ad hoc de ML y MR es problemática por otras razones: (i) habría
ajuste fino dado que ninguna simetría prohibiría la aparición de MR si recordamos que U(1)L

es meramente accidental16, (ii) se agravaría el problema de las jerarquías entre familias del
ME, ahora con acoples de Yukawa en proporciones de yνα : ye : yt ≈ 10−12 : 10−6 : 1, (iii) los
neutrinos tendrían un inexplicable nivel de fine-tuning, por el que no habrían argumentos
naturales para explicar las masas pequeñas de los neutrinos. No obstante, es interesante ver
que todo esto puede solucionarse simplemente no excluyendo a la matriz MR y adoptando
el enfoque de las teorías efectivas, como ya veremos en las Secciones 2.1.4 a 2.2.

15. Aquí, α= 1, . . . , nG corre sobre el número de neutrinos izquierdos, y α′ = 1, . . . , nE sobre los derechos.
16. Adoptando el principio totalitario, todo lo que no esté prohibido por una simetría, debe ser considerado.
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2.1.4. Operador de dimensión 5 de Weinberg L dim=5

Habiendo discutido el término de masa más general para fermiones de espín 1/2, ahora vere-
mos cómo generalizar el ME. Para ello, tenemos a nuestra disposición dos posibles enfoques:

En el enfoque top-down se proponen teorías que contengan al ME a bajas energías y
que, a altas energías, permitan dar solución a diversos problemas del ME, incorporando
un nuevo contenido de materia y/o simetrías. Estas teorías, generalmente están moti-
vadas en principios de naturalidad, gran unificación y dimensiones extra, y se pueden
estudiar a bajas energías gracias a sus implicaciones en efectos radiativos.

En el enfoque bottom-up se trabaja mediante teorías de campo efectivas extendiendo
el Lagrangiano de la teoría con términos no-renormalizables construidos a partir del
contenido de materia y simetrías disponible a bajas energías. Cada término va supri-
mido por potencias de la escala de nueva física Λ, y la idea es acotar los coeficientes
(de Wilson) de estos operadores mediante experimentos.

La lógica del enfoque bottom-up se basa en el teorema de desacople de Appelquist-Carazzone
[17], el cual establece que a bajas energías, los campos pesados pueden considerarse estáticos e
integrarse fuera de la teoría (a nivel árbol), siendo sus únicas contribuciones pequeñas correc-
ciones a nivel radiativo17. En este sentido, cualquier desviación del ME a nivel experimental,
puede interpretarse como un indicio de nueva física a más altas energías.

Bajo este enfoque, siempre se pueden añadir operadores con dimensiones de masa cada vez
mayores; no obstante, el número de términos crece rápidamente según se aumenta la dimen-
sión. En 1986, Buchmüller y Wyler [22] listaron (con varias redundancias) todos los posibles
operadores de dimensión 6 compatibles con las simetrías del ME. En 2010, Grzadkowski et
al [23] mostraron que estos se resumían en 59 operadores con conservación de número barió-
nico y 4 con violación18. Cada operador contribuye a distintos observables y cada observable
puede depender de varios operadores. El estudio de estos operadores constituye el objetivo
primario de las teorías efectivas de campos del Modelo Estándar (SMEFT).

Resultados relevantes en este contexto (hasta dimensión 6) se presentan en las refs. [24,25].
Sin embargo, para nuestros fines, nos limitaremos solo a discutir la búsqueda de nueva física
a través del operador de dimensión 5 de Weinberg, el cual introduciremos a continuación.

17. En realidad, el teorema de Appelquist-Carazzone se formula para teorías sin ruptura espontánea de la
simetría. Para ver una discusión más general, referimos al lector a las ref. [18–21].

18. Valga la pena aclarar que en el artículo original [23] se identificaron 5 operadores fermiónicos con violación
de número bariónico, pero eventualmente, en 2017, los autores mostraron que uno de ellos era redundante.
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Con el contenido de materia y simetrías del ME, el término no-renormalizable de dimensión
más baja que le da masas (de Majorana) a los neutrinos del ME sería el operador de dimensión
5 de Weinberg [26]. Si bien este operador es único, se puede escribir de varias formas:

L dim=5 = − cαβ

2Λ
(
Lc

αL Φ̃∗
)(

Φ̃† LβL

)
+ h.c. (2.20)

= +
cαβ

2Λ
(
Lc

αL εΦ
)(

ΦT ε LβL

)
+ h.c. (2.21)

= +
cαβ

Λ
(
Lc

αL ~σ εLβL

)
·
(

ΦT ~σ εΦ
)

+ h.c. (2.22)

= − cαβ

2Λ
(
Lc

αL ~σ εΦ
)

·
(

ΦT ~σ εLβL

)
+ h.c. (2.23)

Para probar que estas expresiones son equivalentes, se pueden usar las siguientes identidades
(en las que no nos hemos preocupado por usar la notación de van der Waerden) [27]:

(σi)ab(σi)de = 2δaeδbd − δabδde ⇒ (σi)ab(σi)deεbcεef = 2εdcεaf − εacεdf

[ eq. (2.23) ] ∼ (σi)ab(σi)deεbcεefΦcΦd = −εacεdfΦcΦd ∼ − [ eq. (2.21) ] .

[ eq. (2.22) ] ∼ (σi)ab(σi)deεbcεefΦdΦf = 2εdcεafΦdΦf ∼ 2 [ eq. (2.21) ] .

Otra forma de escribir el operador de dimensión 5 de Weinberg consiste en dejar explícita la
acción de las matrices C−1 =C† y σ2. Para ello podemos usar (2.15) en (2.21),

L dim=5 ∼ cαβ

2Λ
(
LT

αL σ
2 Φ

)
C†
(

ΦT σ2 LβL

)
+ h.c. (2.24)

En cualquiera de sus presentaciones (2.20)-(2.24), el operador de dimensión 5 de Weinberg se
caracteriza porque: (i) conserva las simetrías de norma del ME (SU(3)c ×SU(2)L ×U(1)Y ),
(ii) viola la simetría accidental U(1)L de número leptónico en dos unidades, lo cual es inhe-
rente a campos de Majorana, por el teorema de la caja negra [28], y (iii) se construye solo
con los dobletes de leptón y Higgs del ME.

Al romper espontáneamente la simetría electrodébil, se obtienen masas de Majorana tal que

L dim=5
EW SB−−−−→ − 1

2

(
cαβ v

2

2Λ

)
νc

αL νβL+ h.c. ⇒ (mν)αβ = cαβ
v2

2Λ . (2.25)

Así pues, vemos que es posible obtener masas pequeñas para los neutrinos del ME siempre
y cuando la escala de nueva física Λ sea grande y/o los acoples de Yukawa (aquí cαβ) sean
pequeños. En las próximas secciones detallaremos a qué nos referimos con pequeños y grandes.
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Teniendo en cuenta las cargas de los dobletes de leptón y del Higgs, a nivel árbol solo
tenemos tres posibilidades para generar el operador de dimensión 5 de Weinberg a altas
energías. Para entender esto, notemos que un término general de dimensión 5 que genere
masas de Majorana, debe tener la estructura [26]

L dim=5 = 1
Λ gabcd

(
Lc

L ⊗ Φ ⊗ Φ ⊗ LL

)
abcd

. (2.26)

Aquí, a, b, c, d son índices de SU(2) y gabcd es algún operador genérico que especifica las
posibles contracciones de los espinores en cuestión. Dado que dos dobletes pueden combinarse
para formar un singlete o un triplete, tenemos las siguientes posibilidades [29]19

Si (Lc
L ⊗ Φ) y (Φ ⊗ LL) se contraen para formar singletes, podemos añadir partículas

mensajeras que sean singletes fermiónicos derechos con Y = 0 (seesaw tipo I).

Si (Lc
L ⊗ LL) y (Φ ⊗ Φ) se contraen para formar tripletes, podemos añadir partículas

mensajeras que sean tripletes escalares con Y = 2 (seesaw tipo II).

Si (Lc
L ⊗ Φ) y (LL ⊗ Φ) se contraen para formar tripletes, podemos añadir partículas

mensajeras que sean tripletes fermiónicos derechos con Y = 0 (seesaw tipo III).

Todas estas realizaciones del operador de dimensión 5 generan una matriz de masas de
neutrinos como la de la ec. (2.25). Es así que, si suponemos un cierto orden de magnitud
para los acoples de Yukawa, entre más grande sea la escala de nueva física Λ asociada a
la escala de los campos pesados, podemos garantizar masas (de Majorana) más pequeñas
para los neutrinos activos del ME. Debido a este juego de jerarquías, estas realizaciones del
operador (2.26) se conocen como “mecanismos de seesaw”.

Por simplicidad, a continuación solo discutiremos el mecanismo de seesaw tipo I y una
de sus variantes con mayor poder predictivo a las escalas de energía de los experimentos
actuales o próximos a construirse. Para revisar algunos ejemplos de aplicación del teorema
de Appelquist-Carazzone en el contexto del mecanismo de seesaw tipo I, referimos al lector
interesado a las refs. [14] (ec. 6.318) y [8] (ec. 43), entre otras.

19. Si (Lc
L ⊗ LL) y (Φ ⊗ Φ) se contraen para formar singletes, no obtenemos acoples entre pares de neutrinos

sino entre un neutrino y su respectivo leptón cargado; por ende no genera masas de neutrinos.
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2.1.5. El mecanismo de seesaw tipo I

En este tipo de mecanismos, el sector escalar se supone idéntico al del ME, y el sector de
neutrinos está formado por nG campos izquierdos (νL) y nE singletes derechos (NR) [30]. A
la luz de la ec. (2.41), esto permite que existan términos de Dirac y Majorana mediados por
MD y MR, al mismo tiempo que prohíbe los términos mediados por ML. Así mismo, se exige
‖MD‖ � ‖MR‖ imponiendo O(MD) . 175 GeV y O(MR) & 1 TeV. Por ende, el Lagrangiano de
masa, tras la ruptura espontánea de la simetría electrodébil, es de la forma

L tipo I
Mν

= − 1
2 n

c
L Mν nL + h.c. = − 1

2
(
νc

L , NR

)( 0 MD

MT
D MR

)(
νL

N c
R

)
+ h.c. (2.27)

en donde nL = (ν1L, . . . , νnGL , N
c
1R, . . . , N

c
nER) T se compone de campos izquierdos y derechos,

y podemos verificar (Apéndice A) que gracias a la jerarquía entre MD y MR, la matriz Mν

genera las siguientes expresiones para las matrices de masas de los autoestados físicos n̂L.

mν ≈ −MDM
−1
R MT

D ,

mN ≈ MR ,

m̂ν = V T
1 mνV1 ,

m̂N = V T
2 mNV2 ,

(2.28)

Nótese que las matrices mν y mN se asocian a nG autoestados ligeros con masas por debajo
de la escala electrodébil (O(mν) ∼ εMD con |εij | � 1) y nE autoestados pesados con masas
al orden de la escala de nueva física MR. Sin pérdida de generalidad, es posible trabajar en la
base donde MR y la matriz de masa de leptones cargados M` ya son diagonales20 (MR

!= M̂R

y M`
!= M̂`), y así mismo conviene reemplazar V1 ≈UPMNS imponiendo nG = 3 (de acuerdo

con la evidencia experimental actual). De esta forma, vemos que la ec. (2.28) implica

−
(
V T

1 MD

√
M−1

R

) (
V T

1 MD

√
M−1

R

)T
≈ m̂ν

⇒ MD ≈ iV ∗
1

√
m̂ν R

T
√
M̂R , RTR = 1 . (2.29)

Esta expresión (que define la denominada parametrización de Casas-Ibarra [31]) es útil para
imponer, al orden dominante en ε=MDM

−1
R , datos de oscilación de neutrinos provenientes

de la matriz UPMNS y cotas experimentales conocidas para las masas m̂ν . Nótese que, los
parámetros libres contenidos en M̂R y R (en general, de nE ×nG, compleja y con RTR= 1)21

pueden generarse mediante escaneos numéricos debidamente filtrados para garantizar que
MD < 175 GeV sea consistente con acoples de Yukawa perturbativos |YνN |< 1.22

20. De no ser así, un cambio de base basta para traducir nuestros resultados, como se discute en la ref. [31].
21. En particular, nótese que R debe ser real si el sector leptónico conserva CP explícitamente.
22. Cotas menos restrictivas como |Yij |<

√
4π∼ 3.5 (por unitariedad perturbativa) no serán consideradas [32].
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Finalmente, la Figura 2.1 muestran las masas de neutrinos livianos de la ec. (2.28) (las flechas
indican el flujo de quiralidad23). Los campos relevantes se listan en la Tabla 2.2

Figura 2.1: Generación de masas mν en el mecanismo de seesaw tipo I. El cambio de qui-
ralidad en el acople MR (entre NR y N c

R) es debido a conjugación de carga y constituye una
propiedad intrínseca de los términos de masa de Majorana. Nótese que en el diagrama no
hemos especificado el origen de dicho acople (puede ser un origen dinámico, o explícito).

Campo # SU(2)L I3 Q Y L

φ0 1 2 −1/2 0 +1 0
νL nG 2 +1/2 0 −1 +1
NR nE 1 0 0 0 +1

Tabla 2.2: Campos relevantes para el mecanismo de seesaw tipo I.

� Alternativas al mecanismo de seesaw tipo I

El operador de dimensión 5 de Weinberg también puede realizarse a nivel árbol mediante
los mecanismos de seesaw tipo II y III, sin embargo, dichos escenarios no los discutiremos
en este trabajo. Más bien, nos enfocaremos en el caso del inverse seesaw, un modelo que
se deriva del seesaw tipo I y cuenta con varias propiedades que lo hacen interesante desde
el punto de vista teórico, como por ejemplo: (i) predice resultados comprobables a nuestras
escalas de energía, (ii) contrario al seesaw tipo II, no produce desviaciones en el parámetro
ρ a nivel árbol [14]24, y (iii) es fácil establecer varias analogías con el seesaw de tipo III25.

23. El flujo va de índices izquierdos a derechos, y los términos de Majorana invierten la quiralidad [10].
24. Este parámetro se define como el cociente ρ≡M2

W /(M2
Z c

2
W ) y recibe modificaciones a nivel árbol por cada

multiplete de SU(2) (I 6= 0) que se añada al ME, según la ec. (3.122) de la ref. [14].
25. Los seesaws de tipo I y III presentan varias similitudes debido a que en ambos se extiende el sector leptónico,

generando violación de unitariedad, sabor y número leptónico.
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2.2. El inverse seesaw

Este mecanismo se deriva del seesaw de tipo I y se caracteriza por generar masas ligeras
mν . 0.4 eV del orden de O(µm2

D/M
2), en donde µ es una escala naturalmente pequeña26

en el sentido de ’t Hooft, mD está en la escala electrodébil, y M es mayor o igual a 1 TeV.

En este mecanismo, la matriz Mν puede verse como un caso particular de la ec. (2.27),
en el que ahora MR media acoples entre dos sectores de campos pesados: uno con nNR

singletes derechos (NR) acoplados por una submatriz M , y otro con nSL
singletes izquierdos27

(SL) acoplados por una submatriz µ. La asignación de números leptónicos es L= 1 para
nL = (νL, N

c
R, SL)T , y esto garantiza que los términos µ y m violan U(1)L en dos unidades;

por ende, son naturalmente pequeños. Esto define el Lagrangiano del inverse seesaw como

L ISS
Mν

= − 1
2 n

c
L Mν nL + h.c. = − 1

2
(
νc

L , NR , Sc
L

)
0 mD 0
mT

D m M

0 MT µ



νL

N c
R

SL

+ h.c. (2.30)

en donde podemos identificar las siguientes submatrices e imponer una jerarquía conveniente
para aprovechar las fórmulas del mecanismo de seesaw tipo I con28

Mν =
[

0 MD

MT
D MR

]
, MD = [mD , 0 ] , MR =

[
m M

MT µ

]
y ‖m‖, ‖µ‖, ‖mD‖ � ‖M‖ .

Es de especial interés es el caso con nNR
≡nSL

y Det(MR) 6= 0 . En tal escenario, M−1
R puede

darse de forma exacta a través de la fórmula de Woodbury [35], y aplicando (2.28), se obtiene

mν ≈ −MDM
−1
R MT

D = − (mD , 0 )
(

−MT −1
µX XT

X −XmMT −1

)(
mT

D

0

)
y mN ≈ MR , (2.31)

con X ≡ (M −mMT −1
µ)

−1
≈M−1. O bien, simplificando un poco,

mν ≈ mD M
T −1

µM−1 mT
D y mN ≈ MR . (2.32)

26. Se dice que un parámetro es natural en el sentido de ’t Hooft si se obtiene una simetría mayor del Lagrangiano
al tenderlo a cero. Como consecuencia, se espera que las correcciones radiativas a dicho parámetro sean del
mismo orden que su valor a nivel árbol, evadiendo un problema de jerarquía (como el del Higgs). e.g. las masas
de fermiones y bosones de norma son naturales, pues en su ausencia hay simetría quiral y de norma [33].

27. El subíndice L para los singletes S es convencional y se discute con más detalle al final de esta sección.
28. En este caso, ‖MD‖ � ‖MR‖ se traduce en ‖mD‖2 � 2‖M‖2 + ‖µ‖2 + ‖m‖2, lo cual se garantiza al pedir

‖m‖, ‖µ‖, ‖mD‖ � ‖M‖, y se tiene ‖µ‖ � ‖mD‖ en el régimen de naturalidad de la teoría (µ→ 0) [34].
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De la ecuación anterior, también podemos observar que el inverse seesaw con nNR
=nSL

es capaz de producir nG autoestados ligeros y 2nNR
autoestados pesados que se agrupan

para formar pares de pseudo-Dirac29. Por lo demás, las masas de los neutrinos ligeros se
esquematizan en la Figura 2.2, y las cargas relevantes se resumen en la Tabla 2.3.

Figura 2.2: Generación de masas mν en los mecanismos de tipo inverse seesaw. El término
M es de Dirac y acopla singletes NR con SL, el término µ es de Majorana y acopla singletes
SL con Sc

L. En este caso, la matriz de masas ligeras al orden dominante en ε = MDM
−1
R es

dada por mν ≈mDM
T −1

µM−1mT
D.

Campo # SU(2)L I3 Q Y L

φ0 1 2 −1/2 0 +1 0
νL nG 2 +1/2 0 −1 +1

NR nE/2 1 0 0 0 +1
SL nE/2 1 0 0 0 +1

Tabla 2.3: Campos relevantes del mecanismo de inverse seesaw con nNR
≡nSL

y Det(MR) 6= 0 .

� Sobre nuestra notación para los singletes SL

Es posible que debido a nuestra experiencia previa con el ME, estemos inclinados a pensar
que todo lo que lleve un subíndice L no puede transformar de forma trivial bajo SU(2)L,
sin embargo, la decisión de añadir un subíndice L a los singletes es convencional y se debe
entender como un acuerdo implícito para agrupar los campos S con los campos izquierdos
νL y N c

R (en el vector nL) al escribir el término de masa para los neutrinos.30

29. Recordemos que los pares de pseudo-Dirac se forman con dos campos de Majorana, cuasi-degenerados en
masa y con CP-paridades opuestas. En el inverse seesaw, los autovalores de la matriz mN ≈MR satisfacen
Det[ (m′

i)21 − m′
i (m + µ) − MMT ] ≈ 0 + máx

A=m,µ O( [A,M ] ) y ya que m y µ son pequeños, esto implica
m′

i ≈ ± Autovalores{ (MMT )1/2}, lo cual se tienen masas cuasi-degeneradas en módulo, asociadas a campos
de Majorana ν̂± = n̂L ± n̂c

L con CP-paridades opuestas (ver Apéndice B).
30. Compartimos la notación de Ilakovac y Pilaftsis [36] para los campos SL. Otros autores usan S ó XC [32,37].
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2.2.1. Posibles parametrizaciones

Parametrización de Casas-Ibarra

La parametrización de la ec. (2.29) para el mecanismo de seesaw tipo I puede generalizarse al
inverse seesaw por medio de la ec. (2.32) (con nNR

=nSL
≡nE/2). En este caso, es conveniente

trabajar en la base en la que µ y la matriz de masas de leptones cargados M` ya son diagonales
(µ= µ̂ y M` = M̂` ), de este modo se obtiene

(
V T

1 mD M
T −1 √

µ̂

)(
V T

1 mD M
T −1 √

µ̂

)T

≈ m̂ν

⇒ mD ≈ V ∗
1

√
m̂ν R

T
√
µ̂−1 MT , RTR = 1 , (2.33)

en donde mD tiene dimensiones nG × (nE/2), M tiene dimensiones (nE/2) × (nE/2), R es
una matriz compleja (real si se conserva CP) de dimensiones nG × (nE/2) y RTR= 1.

Parametrización de Marcano

Alternativamente, si se cumple que Det(mD) 6= 0 (además de Det(M) 6= 0), es posible apro-
vechar la dependencia lineal de µ (en mν) para despejarla (en términos de V1 ≈ UPMNS) sin
necesidad de apelar a nuevos parámetros libres31 [32, 38]. Así,

µ ≈ MT m−1
D mν m

T
D

−1
M con mν ≈ V ∗

1 m̂ν V
T

1 . (2.34)

2.2.2. Hipótesis de violación mínima de sabor

La hipótesis de violación mínima de sabor (o MFV, por sus siglas en inglés) asume que las
únicas fuentes de violación de sabor y simetría CP se hallan en los acoplamientos de Yukawa
del ME, es decir, en las matrices Yu, Yd y Y` (para quarks y leptones cargados) [39].

Al generalizar la hipótesis MFV al sector leptónico, es común definir la hipótesis MLFV como
aquella en la que todas las posibles violaciones de sabor leptónico se asumen contenidas en
la matriz MD. Más aún, se suele incorporar a la definición, la suposición de que todos los
sectores más allá del ME sean invariantes bajo CP. Con lo anterior, la hipótesis MLFV en
el inverse seesaw se traduciría en que m, M y µ deben ser diagonales y reales [40, 41].

31. En el caso de Casas e Ibarra, nótese que la matriz R surge precisamente porque mν es cuadrática en mD.
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2.3. Violación de unitariedad y sabor leptónico

Al trabajar en extensiones del ME con neutrinos derechos, algunos procesos relevantes
con violación de sabor leptónico y unitariedad son `α → `βV , V → `α`β (con V = γ, Z) ,
`α → `β `γ `δ y `α +N → `β +N (en presencia de un núcleo N). Estos procesos también tie-
nen sus contrapartes con neutrinos ligeros y pesados en vez de leptones cargados, pero estos
no serán de interés para nuestro trabajo. A continuación, enunciaremos algunos conceptos
clave sobre violación de unitariedad y sabor leptónico.

� Notación

Ocasionalmente será útil descomponer el producto de matrices (nG + nE) × (nG + nE) como
AB=A·B+A�B , con (AB)ij =AikBkj, (A ·B)ij =AiαBαj y (A�B)ij =Aiα′Bα′j, en donde
α corre sobre índices activos, α′ sobre estériles, y i, j, k sobre ambos. Además, definimos32

B ≡ U`
L
† · Uν , BB† = 1 , C ≡ B†B = Uν† · Uν , C = C† = C2 , CT = C∗ , (2.35)

en donde U`
L y Uν son matrices unitarias que diagonalizan a los términos de masa de lep-

tones cargados y neutrinos33, B y C tienen índices [ Bαi ] y [ Cij ], y B actúa como una
generalización (semi-unitaria, con BB† = 1 y C = B†B 6= 1) de la matriz de mezcla PMNS.

� No-Unitariedad en el sector activo

Dado que experimentalmente tenemos acceso directo al sector activo de neutrinos, conviene
parametrizar la no-unitariedad a través de la matriz ηαβ o el escalar η̃, definidos así [42]:

2 ηαβ ≡ (1 − C)αβ = (1 − B†B)αβ , (2.36)

η̃ ≡ 1 − | Det(Bαβ) | . (2.37)

Nótese que si los leptones cargados tienen matriz de masas diagonal, entonces U`
L

!= 1 y

2 ηαβ = (1 − B†B)αβ
!= (1 − B · B†)αβ = (B� B†)αβ. (2.38)

O bien, si descomponemos B = (BL, BH) en un bloque “ligero” y otro “pesado”, esto sería

2 [ ηαβ ] = 1 − B†
LBL

!= 1 − BLB†
L , η̃ = 1 − | Det(BL) | . (2.39)

32. BB† = (U`
L

†·Uν)(Uν†·U`
L) = 1 y B†B = B†·B = (Uν†·U`

L)·(U`
L

†·Uν) = Uν†·Uν se pueden verificar trivialmente.
33. En nuestra convención, estos son − νLM``R (con U`

L
†
M` U`

R = M̂`) y − 1
2 n

c
LMνnL (con UνTMνUν = M̂ν) .
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� Violación de sabor leptónico con neutrinos derechos

Si el ME se extiende con singletes derechos y el conjunto de ecs. (2.2) se cumple, las inter-
acciones débiles entre neutrinos y bosones de norma toman la forma [36, 43–47].

L`ν
W ∓ = − g

2
√

2
W−

µ

[
2 `αL γ

µ ναL

]
+ h.c. ,

≡ − g

2
√

2
W−

µ

[
2 ˆ̀

L γ
µ B n̂L

]
+ h.c.

Lν
Z0 = − g

2 cW

Zµ

[
ναL γ

µ ναL

]
,

= − g

2 cW

Zµ

[
n̂L γ

µ C n̂L

]
.

Aquí, los términos entre paréntesis son contribuciones de neutrino a las corrientes Jµ
W y Jµ

Z

cuyos vértices (W±`ν y Zνν) inducen violación de sabor leptónico a un loop siempre que las
componentes fuera de la diagonal de B o C no sean cero. Finalmente, podemos incorporar
algunas definiciones para facilitar el uso de reglas de Feynman de la ref. [48],

ν̂≡ n̂L + n̂c
L ⇒


nL =

(
νL

N c
R

)
=Uν n̂L = UνPL ν̂ ⇒ ναL =Uν

αj PL ν̂j

nc
L =

(
νc

L

NR

)
=Uν∗ n̂c

L =Uν∗PR ν̂ ⇒ Nα′R =Uν∗
α′j PR ν̂j

 .

Con base en estas, L`ν
W ∓ y Lν

Z0 pueden expresarse como sigue34

L`ν
W ∓ = − g√

2
W−

µ
ˆ̀ γµ BPL ν̂ + h.c. , Lν

Z0 = − g

4 cW

Zµ ν̂ γ
µ ( CPL − C∗ PR ) ν̂ . (2.40)

Así también, existen interacciones con neutrinos capaces de inducir violación de sabor leptó-
nico mediante vértices con bosones de Goldstone no-físicos (G±`ν, Hνν y G0νν) en la norma
la de Feynman-’t Hooft, la cual es útil ya que reduce singularidades, simplifica propagadores
y permite el uso del teorema de equivalencia de Goldstone [51]. Estos términos de interacción
se pueden obtener reemplazando la siguiente expresión para el doblete de Higgs posterior a la
ruptura espontánea de la simetría electrodébil (EWSB) en el Lagrangiano de Higgs-Yukawa,

Φ =
(
φ+

φ0

)
EWSB−−−→

(
G+

1√
2(v +H + i G0 )

)
, Φ̃ ≡ εΦ∗ =

(
φ0∗

−φ−

)
EWSB−−−→

( 1√
2(v +H − i G0 )

−G−

)
,

G± ∈ C , G− ≡ (G+)†
, H,G0 ∈ R .

34. De las ecs. (2.16) y (2.18), se obtiene n̂L γ
µ C n̂L = 1

2

(
n̂L γ

µ C n̂L−n̂c
L γ

µ CT n̂c
L

)
= 1

2 ν̂ γ
µ ( CPL−C∗ PR ) ν̂.

En el límite C∗ → 0, C → 1, B → 1 · Uν , esta expresión sirve para estudiar modelos con nG ≥ 3 generaciones
de leptones de Dirac con matriz de masas de leptones cargados M` diagonal [46,49,50]).
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En esta ecuación, los campos G0 y G± son bosones de Goldstone y H es el campo físico de
Higgs con 〈G±〉 = 〈G0〉 = 〈H〉 = 0. En particular, G± y G0 se pueden absorber en los grados
de libertad longitudinales de W±

µ y Z0
µ al trabajar en la norma unitaria, pero no así en la de

Feynman-’t Hooft [52], en cuyo caso se deben considerar las siguientes interacciones,

L`ν
Yukawa = −LαL (Y`)αβ Φ `βR − Nα′R (Y †

νN)α′β Φ̃† LβL + (. . .) + h.c. (2.41)

= −
√

2

v

[
( νLM``R −NRM

T
D`L)φ+ + ( `LM``R +NRM

T
DνL)φ0

]
+ (. . .) + h.c. (2.42)

= L`ν
G∓ + L`

M`,H,G0 + Lν
Mν ,H,G0 (2.43)

en donde hemos usado las siguientes relaciones para garantizar el cumplimiento de (2.19) [34]

LαL (Y`)αβ Φ `βR
EWSB−−−−→ `L M` `R + (. . .) ⊂ LME ⇔ M` ≡ Y` 〈φ0〉 ,

Nα′R (Y †
νN)α′β Φ̃† LβL

EWSB−−−−→ NR MT
D νL + (. . .) ⊂ Lν

masa ⇔ MT
D ≡ Y †

νN 〈φ0〉 .

El primer término en (2.41) le da masas M` a los leptones cargados del ME, el segundo genera
la matrizMD, y los demás (que hemos omitido) generan aML yMR, las cuales no contribuyen
a los vértices G±`ν, Hνν y G0νν. Los términos en (2.43) se detallan a continuación35

L`ν
G∓ = −

√
2

v
( νLM``R −NRM

T
D`L)G++h.c. ,

L`
M`,H,G0 = −

√
2

v
`LM``R φ

0+h.c. = −
√

2

v
ˆ̀M̂` (φ0PR+φ0∗

PL) ˆ̀= − ˆ̀M̂`

[
1 + H

v
+ iγ5 G

0

v

]
ˆ̀,

Lν
Mν ,H,G0 = −

√
2

v
NRM

T
DνL φ

0 + (. . .) + h.c. = LMν−NR M
T
D

[
H

v
− iγ5 G

0

v

]
νL+h.c. .

Nótese que si W+
µ y W−

µ reciben toda su masa del campo de Higgs Φ y no se tienen campos
vectoriales cargados adicionales, es posible escribir √

2/v= g/(√
2MW ) ya que

MW = 1
2 gv . (2.44)

Por lo demás, en ausencia de tripletes de Higgs, tenemos ML = 0 (UνT ·Mν ·Uν = 0) , y así

UνT �Mν · Uν = UνTMν · Uν = UνTMν(UνUν†) · Uν = M̂νC . (2.45)

35. Nótese que estos solo modifican los vértices que involucran neutrinos, con respecto del ME (cf. [52], ec. 8.91).
Además, se debe notar que algunos autores asumen convenciones distintas para Lν

H,G∓,Z,W ∓ [36, 44–46,53]
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Con lo anterior, se obtienen las siguientes expresiones para los vértices G±`ν, G0νν y Hνν

L`ν
G∓ = −

√
2

v
G+

[
νLM``R −NRM

T
D`L

]
+ h.c.

= −
√

2

v
G+

[
ν̂
(

B†M̂` PR − M̂νB† PL

)
ˆ̀
]

+ h.c.

= −
√

2

v
G−

[
ˆ̀
(
M̂` BPL − B M̂ν PR

)
ν̂
]

+ h.c. , (2.46)

Lν
H+Lν

G0 = −NRM
T
D

[
H

v
− iγ5 G

0

v

]
νL+ h.c.

= − ν̂
(
M̂νCPL + CM̂νPR

) [ H
v

− iγ5 G
0

v

]
ν̂ . (2.47)

De modo que las expresiones (2.40), (2.46) y (2.47) se resumen en los siguientes diagramas

− ig
√

2
γµBαj PL − ig

√
2
γµB†

jα PL − ig

4cW

γµ ( CijPL − C∗
ijPR )

− i
√

2
v

Bαj(m`αPL −mjPR ) − i
√

2
v

B†
jα(m`αPR −mjPL ) − i

v
Cij(miPL ±mjPR ) ζ

Figura 2.3: Reglas de Feynman para vértices con violación de sabor en modelos con sector
de neutrinos extendido. Todos los momentos se asumen hacia la derecha. Las flechas negras
indican la dirección de flujo de número fermiónico; las grises, la dirección de flujo fermiónico
definido en la ref. [48], y ζ en el último vértice es igual a 1 si se trabaja con H, ó i con G0.
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2.4. Expresiones analíticas para `α → `β γ

Al considerar partículas on-shell y α 6= β (para exigir casos con violación de sabor leptónico),
los diagramas de Feynman relevantes en la norma de Feynman-’t Hooft, a un loop, son

Figura 2.4: Diagramas de Feynman para `α → `βγ. De estos, solo el primer tipo contribuye,
y lo hace de cuatro formas distintas (posibles combinaciones de W+ y G+ en el loop). Las dos
últimas topologías se cancelan por invariancia de norma (identidades de Ward-Takahashi).

Teniendo en cuenta estos diagramas, el requisito de invariancia de norma y las ecuaciones
de movimiento, la amplitud de transición se parametriza de la siguiente forma, [54–57]36

iM ( `α → `βγ ) = u(p′) iσµνqν (A+Bγ5)u(p) ε∗
µ , (2.48)

= u(p′) iσµνqν (BLPL +BRPR)u(p) ε∗
µ , (2.49)

en donde p (p′) y q= p− p′ son los cuadrimomentos del leptón incial (final) y del fotón, A y
B son factores de forma (eléctrico y dipolar)37, σµν ≡ i

2 [ γµ, γν ] y BL/R ≡A∓B. Así mismo,
se encuentra que la tasa de decaimiento a un loop está dada por [56, 57]38

Γ( `α → `βγ ) = 1
8π

(
m2

`α
−m2

`β

m`α

)3 (
|A|2 + |B|2

)
= 1

16π

(
m2

`α
−m2

`β

m`α

)3 (
|BL|2 + |BR|2

)

≈
m3

`α

8π
(

|A|2 + |B|2
)

= m3
`α

16π
(

|BL|2 + |BR|2
)
, (2.50)

≈ α3
W s2

W

256π2
m5

`α

M4
W

∣∣∣BβjB
†
jα Gγ(xj)

∣∣∣2 . (2.51)

36. Etiquetamos los factores de forma relevantes como BL/R para facilitar comparaciones con Package-X [58].
37. En general, los factores de forma son funciones de q2 pero, dado que en decaimientos q2 se encuentra on-shell,

conviene escribir F =A,B,BL y BR en vez de F ≡F (q2 → 0).
38. Nótese que los resultados sobre violación de sabor leptónico de la ref. [56] son válidos en modelos más

generales (e.g., con neutrinos pesados, leptoquarks, campos de Higgs adicionales, y demás).
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en donde hemos usado g2 = e2/s2
W , αW ≡α/s2

W = g2/4π, xj ≡m2
j/M

2
W , e2 ≡ 4πα y hemos

definido la función de lazo Gγ(xj) según la siguiente expresión (ver Apéndice C) [37]

Gγ(x) = 1
12 (1 − x)4 [ 10 − 43x+ 78x2 − 49x3 + 18x3 ln x+ 4x4 ] . (2.52)

Finalmente, si normalizamos a la tasa de decaimiento neta, el branching ratio sería

Br (`α → `β γ) ≡ 1
Γ`α

Γ (`α → `β γ) = α3
W s2

W

256π2M4
W

m5
`α

Γ`α

∣∣∣BβjB
†
jα Gγ (xj)

∣∣∣2. (2.53)

En este punto es útil notar que (i) las fases de Majorana η no contribuyen39 y que (ii) la ec.
(2.53) sigue siendo válida (a un loop) incluso si U(1)B−L (local) se promueve a una simetría
exacta y/o se permite que MR sea generada dinámicamente mediante singletes del ME40.

� Comportamiento asintótico de Gγ(xj)

Es interesante notar que, en ausencia de campos pesados, podemos aproximar

Gγ(xj) ≈ 5
6 − 1

4xj + 1
2x

2
j con xj � 1 (2.54)

y por ende, BB† = 1 fuerza cancelaciones a nivel de Br(`α → `βγ) ∝ |BβjB
†
jαGγ(xj)|2. Este

resultado refleja la ausencia de corrientes neutras con cambio de sabor en el ME (xj = 0) y
predice una fuerte supresión para el caso de neutrinos de Dirac con mj . 0.4 eV dinámica-
mente generadas (por el mecanismo de Higgs), siendo Br(`α → `β γ) ∼ 10−54[54].

Por otra parte, vemos que también hay cancelaciones a altas energías (Gγ(∞) ≈ 1
3), esto en

cumplimiento del teorema de Appelquist-Carazzone. Lo anterior implica que solo en una
región intermedia (por debajo de las cotas de unitariedad perturbativa41) se puede subvertir
el mecanismo de supresión tipo GIM en el sector leptónico si consideramos campos pesados
con valores de xj � 1 apropiados para generar Branching ratios medibles a las resoluciones
y escalas de energía disponibles en experimentos actuales.

Ambos límites se observan mejor en la Figura C.3 del Apéndice C.

39. Estas se cancelan en BβjB
†
jα debido a que Bβj = (U`

L
†)βσ(Uν)σj , Uν =UνD, Dij = √

ηj δij y |ηj |2 = 1.
40. Ninguno de estos cambios altera los vértices con el fotón Aµ [59] o genera vértices de la forma G+

i `ν.
41. En nuestro caso, MD < 175 GeV es una condición suficiente para estar en dicha región (ver Sección 2.27).



3. Modelos de interés

Usando las fórmulas para Br(`α → `β γ) expuestas en el capítulo anterior, y habiendo discuti-
do distintos conceptos fundamentales sobre espinores de Weyl, Dirac y Majorana, teorías de
campo efectivas, masas de neutrinos, mecanismos de seesaw (en particular, tipo I e inverse),
violación de sabor leptónico y desviación de la unitariedad, en este capítulo aplicaremos tales
elementos al estudio de dos realizaciones particulares del inverse seesaw. Para ello, conside-
raremos dos modelos en particular: uno con predicciones medibles a las escalas de energía
de los experimentos actuales, y otro en el que este tipo de corrientes neutras con cambio
de sabor están fuertemente suprimidas. En ambos casos, analizaremos los parámetros de
desviación de la unitariedad |ηij| y Branching ratios para µ→ eγ, τ →µγ, τ → eγ.

3.1. Parametrización de Casas-Ibarra y MLFV

Para este primer modelo, incorporaremos los efectos de violación de CP al modelo expuesto en
la ref. [37]. Para ello, implementaremos un esquema de inverse seesaw con nνL

, nNR
, nSL

= 3 ,
Det(M) 6= 0, m= 0 e hipótesis MLFV (M = M̂ , µ= µ̂∈ M3×3(R)), asumiremos que M y µ son
positivas, y trabajaremos en la base en la que M` = M̂` . Por lo demás, parametrizaremos a
las matrices M , µ y R de la siguiente forma,

M̂i ≡ M̂ii = vM ( 1 + εM ii ) > 0 , µ̂i ≡ µ̂ii = vµ ( 1 + εµii ) > 0 , (3.1)

R = diag( ε1, ε2, ε3 )


ĉ3 −ŝ3 0
ŝ3 ĉ3 0
0 0 1



ĉ2 0 −ŝ2

0 1 0
ŝ2 0 ĉ2




1 0 0
0 ĉ1 −ŝ1

0 ŝ1 ĉ1

 , (3.2)

R = diag( ε1, ε2, ε3 )


ĉ2ĉ3 −ĉ1ŝ3 − ŝ1ŝ2ĉ3 ŝ1ŝ3 − ĉ1ŝ2ĉ3

ĉ2ŝ3 ĉ1ĉ3 − ŝ1ŝ2ŝ3 −ŝ1ĉ3 − ĉ1ŝ2ŝ3

ŝ2 ŝ1ĉ2 ĉ1ĉ2

 , (3.3)

en donde vM ∼ 1 TeV y vµ ∈ [ 10−1, 104 ] eV son escalas de energía características del inverse
seesaw, |εµ|, |εM |< 0.5 incorporan variaciones entre componentes no mayores al 50 %, εj son
tres signos independientes, y ŝj y ĉj son senos y cosenos de argumento complejo θ̂j ≡ θj e

i αj .
En particular, para αj 6= 0, es importante notar que los módulos θj ∈ [ 0,∞) deben acotarse1

para evitar que mD viole la condición de unitariedad perturbativa |mDij |. 175 GeV.

1. Este problema es propio del caso complejo, siendo que ‖R ‖2 toma su valor mínimo (igual a 3) para αj = 0.
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Teniendo en cuenta lo anterior, las matrices Uν , V1 y V2 de este modelo, son dadas por

Uν ≈
(

1 − 1
2 ε

∗εT ε∗

−εT 1 − 1
2ε

T ε∗

)(
V1 0
0 V2

)
, V1 ≈ UPMNS , V2 ≈ 1

√
2

(
−i 1
i 1

)
. (3.4)

con ε≡MDM
−1
R ≈ ( 0 , mDM̂

−1 ) , UPMNS ≈ Bαβ = Uν
αβ ≈V1 , B = 1 · Uν y

UPMNS =


c12c13 s12c13 s13e

−iδCP

−s12c23 − c12s23s13e
iδCP c12c23 − s12s23s13e

iδCP s23c13

s12s23 − c12c23s13e
iδCP −c12s23 − s12c23s13e

iδCP c23c13



eiφ1 0 0
0 eiφ2 0
0 0 1

 .

En este punto, vale la pena destacar que si bien las fases de Majorana φ1 y φ2 se cancelan
en Br(`α → `β γ), sería incorrecto fijarlas a un valor conveniente por simplicidad, pues esto
favorecería o prohibiría ciertas cancelaciones entre componentes de mD y nos privaría de
acceder a ciertas regiones del espacio de parámetros dado que mD depende de UPMNS según

mD ≈ U∗
PMNS

√
m̂ν R

T
√
µ̂−1 M̂ . (3.5)

Por lo anterior, asumiremos φ1, φ2 ∈ [ 0, 2π) para las fases de Majorana. Finalmente, tomamos
los rangos observacionales reportados a 3σ en la ref. [60] (resumidos a continuación) para
muestrear los parámetros de las matrices m̂ν y UPMNS.

Parámetro Orden normal (3σ) Orden invertido (3σ)

sin2 θ12 0.271 − 0.369 0.271 − 0.369
sin2 θ23 0.434 − 0.610 0.433 − 0.608
sin2 θ13 0.02000 − 0.02405 0.02018 − 0.02424
δCP /

◦ 128 − 359 200 − 353
∆m2

21 / 10−5 eV2 6.94 − 8.14 6.94 − 8.14
|∆m2

31| / 10−3 eV2 2.47 − 2.63 2.37 − 2.53
mı́n{m1,m3} / eV 0 − 0.12/3 0 − 0.15/3

Tabla 3.1: Cotas observacionales para las masas ligeras y parámetros de oscilación a 3σ. En
ambos casos, la cota máxima para la masa más ligera (m1 o m3, según el ordenamiento) es
igual a un tercio de la cota reportada por PLANCK 2018 para ∑

i
mi (i= 1, 2, 3) [60,61].
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3.1.1. Clasificación de soluciones

Para realizar escaneos numéricos, (i) asumiremos masas ligeras en el ordenamiento normal2,
(ii) tomaremos valores para (m1/eV) distribuidos uniformemente3 en el intervalo de [0, 0.4],
(iii) generaremos las cifras significativas y órdenes de magnitud para parámetros con varia-
ciones en más de dos órdenes de forma independiente (con distribuciones uniformes), y (iv)
clasificaremos nuestros resultados de acuerdo a las siguientes categorías.4

1. Conservación de CP:

En esta categoría hemos considerado todos los puntos con δCP =π , φj, αj ∈ {0, π} y
θj < 2π. Estas condiciones implican ‖R ‖ =

√
3 y son suficientes para garantizar que mD

sea real (en la parametrización de Casas-Ibarra). Esto se traduce en zonas con conser-
vación aproximada de CP en el sector leptónico5, y posiblemente, algunas subregiones
donde la conservación de CP incluso sea exacta.

2. Violación de CP con θj < 1:

Para esta categoría hemos considerado todos los casos con R compleja, θj ∈ [0, 1] y
fases δCP , φj y αj dentro de los rangos de la Tabla 3.1. Esta región es interesante
debido a que, según las refs. [63, 64], se espera que estos puntos no presenten ajuste
fino y cuenten con correcciones radiativas no muy drásticas (especialmente cuando se
asuma una sola escala para los neutrinos pesados [65] - cf. Figuras 1 y 3). En este caso,
podemos estimar numéricamente

√
3 ≤ ‖R ‖. 2

√
3 con 95.8 % de probabilidad.

3. Violación de CP con θj < 2π:

En esta categoría hemos permitido θj ∈ [0, 2π]. Esta es útil para investigar cómo surgen
las matrices mD con normas más grandes en el esquema de Casas-Ibarra, y cómo estas
se traducen en valores más grandes para los Branching ratios y mayor independencia
con respecto al parámetro vµ. Esta región se ha usado en la ref. [42] para plantear
por primera vez la búsqueda de neutrinos estériles mediante decaimientos del bosón Z
con violación de sabor en el FCC-ee. Sin embargo, las refs. [63, 64] sugieren que estos
puntos tendrían ajuste fino y fuertes correcciones radiativas (y por eso es útil aislarla).
Por lo demás, podemos estimar que

√
3< ‖R ‖. 104√

3 con 95.4 % de probabilidad.

2. El orden normal es favorecido por las observaciones y produce resultados similares a los del orden invertido.
Además, su estudio es más rico en la medida que permite tanto violación como conservación de CP.

3. Esto implica 10−2 . (m1/eV) . 0.4, con probabilidad del 75 % en el intervalo [0.1, 0.4] y 22.5 % en [10−2, 10−1] .
4. Otra categoría interesante, pero que no abordaremos aquí, es Re{θ̂j} ∈ [0, 2π] y Im{θ̂j} ∈R [62].
5. δCP =π y φj , αj ∈ {0, π} cumplen trivialmente la condición Im(mDij) ∼ Im

(∑
k(UPMNS)∗

ikRjk

√
mk

µ̂k
M̂k

)
= 0.
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Teniendo en cuenta lo anterior, hemos resumido nuestros resultados a continuación.

3.1.2. Dependencia de los branching ratios con ηij

Figura 3.1: Br(`α → `βγ) versus |ηij | para vM = 1 TeV, 10−2 . (m1/eV) . 0.4. Los puntos en
azul indican conservación aproximada de CP, en cian, violación con θj < 1, y en rojo, violación
con θj < 2π. Todos los resultados se obtuvieron mediante las fórmulas aproximadas del inverse
seesaw y se corroboraron con la diagonalización numérica completa de la matriz Mν . En las
gráficas se muestran 200.000 puntos que cumplen con la condición de |mDij |. 175 GeV y las
cotas experimentales actuales (futuras) se señalan con líneas sólidas (punteadas).
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Nótese que la Figura 3.1 exhibe una fuerte correlación entre Br(`α → `βγ) y |ηαβ |2. Esto se
entiende gracias a que la identidad BB† = 1, M` = M̂` y la ec. (2.38) nos permiten reescribir
Br(`α → `βγ) ∝ |BβjB

†
jαGγ(xj) |2 ≈ | ∑j>3 BβjB

†
jα (Gγ(∞) −Gγ(0)) |2 ≈ | ηαβ |2 (ver Figura C.3).

Ahora bien, si incorporamos las siguientes cotas para |ηij| a 90 % C.L. [66] y despreciamos
el flujo de renormalización, en el futuro próximo, el canal más viable para corroborar este
modelo sería µ→ e γ dado que, en los otros canales, las regiones pobladas entre la línea sólida
y la punteada (región accesible en el futuro próximo) están mayormente excluidas.

| ηEXP−90 %C.L. | <


4.0 × 10−3 1.2 × 10−4 3.2 × 10−3

1.2 × 10−4 1.6 × 10−3 2.1 × 10−3

3.2 × 10−3 2.1 × 10−3 5.3 × 10−3

 (3.6)

Así que, de darse un caso hipotético en el que MEGII [67,68] halle evidencia directa de µ → eγ

y el flujo de renormalización sea despreciable, los eventos reportados por la colaboración
tendrían que estar dentro de los siguientes rangos para validar parcialmente este modelo.

10−6 . |η12| . 10−4 , 10−7 . |η13| . 10−3 , 10−7 . |η23| . 10−3 . (3.7)

3.1.3. Dependencia de los branching ratios con mD y µ

Figura 3.2: Branching ratios versus |(mD)ij | para vM = 1 TeV, 10−2 . (m1/eV) . 0.4. Los
valores del eje horizontal se estimaron tomando ‖mD ‖2 ∼ 9 |(mD)ij |2. Esto se cumple bajo
la norma de Frobenius debido a que todas las componentes de mD son del mismo orden de
magnitud (verificado numéricamente). Ninguno de los puntos expuestos viola la condición
de unitariedad perturbativa. El código de colores es el mismo de la Figura 3.1. Las cotas
experimentales actuales (futuras) se han indicado con líneas sólidas (punteadas).
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La Figura 3.2 parece sugerir que Br(`α → `βγ) crece como |(mD)ij |4. Esto es parcialmente cierto
y puede derivarse de nuestro análisis de la Figura 3.1. Para ello, veamos que las expresiones
para M−1

R en la ec. (2.31), ε=MDM
−1
R y ηαβ = 1

2 ε
∗εT implican

ε =
(

−mDM
T −1

µM−1, mDM
T −1 ) ≈

(
0, mDM

T −1 )
, (3.8)

[ ηαβ ] = 1
2 ε

∗εT ≈ 1
2 (mD M

T −1 )
∗
(mD M

T −1 )
T
, (3.9)

así que, siendo precisos, tenemos Br(`α → `βγ) ∝
∣∣∣BαjB

†
jβG(xj)

∣∣∣2∝ |ηαβ |2 . 1
4 |(mD)αβ/M |4

tomando M̂ ∼M1 degenerada. Más aún, aproximando m̂ν ∼m1 1 y µ̂∼µ1, podemos estimar

∥∥∥mDM
T −1∥∥∥ ∼ ‖mD‖

M
∼
√

3m1

µ
‖R ‖ . (3.10)

Esto implica que al fijar m1, mD y M para maximizar Br(`α → `βγ) ∝ |ηαβ |2 . 1
4 |(mD)αβ/M |4,

existe un valor umbral µth por debajo del cual, los branching ratios máximos pierden su
dependencia funcional de vµ y pasan a ser acotados por la condición de unitariedad pertur-
bativa. Esto usualmente no se discute en la literatura, no obstante, es interesante ver que
usando la ec. (3.10) y los rangos para ‖R ‖ de la Sección 3.1.1, podemos estimar las siguientes
regiones de independencia de vµ para los valores máximos de Br(`α → `βγ) (cf. Figura 3.3)

(vµ)th ∼ 3
2 µth ∼ 1

6 ‖R ‖2
max eV ⇒


vµ . 0.5 eV (región azul)
vµ . 2 eV (región cian)
vµ . 5 GeV (región roja)

 . (3.11)

Figura 3.3: Br(`α → `βγ) versus vµ para vM = 1 TeV, 10−2 . (m1/eV) . 0.4. Ninguno de los
puntos expuestos viola la condición de unitariedad perturbativa. El código de colores es el
mismo de la Figura 3.1. En general, vemos que las regiones con mayor incidencia de fases
complejas, exhiben subregiones con independencia de vµ más extensas.
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3.2. Supresión de Br(`α→ `βγ) en el inverse seesaw
Habiendo estudiado un modelo de inverse seesaw con branching ratios accesibles por los
experimentos, en esta sección tomaremos un desvío para investigar cómo generar modelos
con Br(`α → `βγ) suprimidos, pero compatibles con las cotas de la Tabla 3.1. Para ello,
generalizaremos las expresiones del modelo anterior a los casos en los que M,µ y m no
sean necesariamente reales, diagonales (excepto M) o cero. Así, la matriz V2 que garantiza
m̂N ≈ V T

2 MRV2 diagonal y positiva, despreciando términos de orden O(m/M) y O(µ/M), es6

MR =
(
m M̂

M̂ µ

)
⇒ V2 ≈ 1√

2

 −i Ŝ Ŝ

i 1

 eiÂ 0
0 eiÂ

 con eiÂ =
√

Ŝ∗ Sign(M̂∗) , (3.12)

en donde hemos definido la matriz de fases diagonal Ŝ≡ Sign( M̂∗µ+m∗M̂ )diag y denotamos

Sign(Z)diag ≡


Sign(z11) 0 0

0 Sign(z22) 0
0 0 Sign(z33)

 con Sign(zii) = zii/|zii| . (3.13)

Un caso particularmente interesante es m= 0, el cual será útil en la Sección 3.2.1 y se puede
verificar que se reduce satisfactoriamente a la ec. (3.4) al tomar M̂i, µ̂i > 0. Por otra parte,
notemos que si B tiene bloques diagonales, estos no contribuyen a Br(`α → `βγ), i.e.

si ∃ j : Bβj ∝ δβj ⇒ BβjB
†
jαG(xj) ∝ δβα = 0 , con α 6= β . (3.14)

De aquí vemos que para lograr un escenario de supresión de branching ratios general, po-
demos imponer que las contribuciones dominantes a B sean diagonales. Trabajando a orden
O(ε2) sin despreciar los términos subdominantes en las ecs. (3.8) y (3.9), se obtiene que
ε2 = Λ debe darse para cualquier matriz Λ diagonal y compleja. Esto debido a que

ε = MDM
−1
R ≡ ( ε1, ε2 ) =

(
−mDM̂

−1µM̂−1 , mDM̂
−1

Dominante

)
, (3.15)

B ≈
((

1 − 1
2 ε

∗εT
)
V1 , ε

∗V2

)
≈
(
. . . ,

i
√

2
( ε∗

2 − ε∗
1 Ŝ ) eiÂ ,

1
√

2
( ε∗

2 + ε∗
1 Ŝ ) eiÂ

)
, (3.16)

⇒ ε2
!= Λ ↔ mDM̂

−1 != Λ ↔ mD = ΛM̂ . (3.17)

6. Hemos deducido esta expresión usando teoría de perturbaciones (de Rayleigh-Schrödinger) en la base en la
que M es diagonal con M̂1 6= M̂2 6= M̂3 . Los pasos son análogos a los de los apéndices de la ref. [34].
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Para complementar la discusión, nos gustaría saber cómo luce esta condición en cualquier
otra base. Para ello, podemos traducir nuestras matrices a una base {m′

D,m
′,M ′, µ′} general

a partir de {mD,m, M̂, µ} con M̂ =VL
† M ′ VR, esto mediante la siguiente transformación7


0 mD 0
mT

D m M̂

0 M̂T µ

 =


1 0 0
0 VL

† 0
0 0 VR

T




0 m′
D 0

m′
D
T m′ M ′

0 M ′T µ′




1 0 0
0 VL

∗ 0
0 0 VR

 =


0 m′

D VL
∗ 0

VL
† m′

D
T

VL
† m′ VL

∗ VL
† M ′ VR

0 VR
T M ′T

VL
∗ VR

T µ′ VR

 .

Dicha transformación puede reescribirse como8

(
0 MD

MT
D MR

)
=
(

1 0
0 VT

)(
0 M ′

D

M ′
D

T M ′
R

)(
1 0
0 V

)
=
(

0 M ′
DV

VTM ′
D

T
VTM ′

RV

)
con V =

(
VL

∗ 0
0 VR

)
.

En consecuencia, podemos definir una matriz Uν ′ en la base general {m′
D,m

′,M ′, µ′} según

M̂ν = UνT Mν Uν = UνT
(

1 0
0 VT

)
M ′

ν

(
1 0
0 V

)
Uν = Uν ′T M ′

ν Uν ′ ⇔ Uν ′ =
(

1 0
0 V

)
Uν .

Recordando que las primeras filas de Uν definen a B en la base en la que M` = M̂`, podemos
usar esto para probar que B′ = B se garantiza al diagonalizar cualquier submatriz de MR.
De hecho, no es muy difícil ver que esto siempre sucederá ya que, al transformar M`, debe
darse que los campos νL y `L transformen del mismo modo para que la estructura del doblete
LαL se mantenga9 (y esto implica B = U`

L
† · Uν = B′). Así mismo, podemos ver que

ε′ = M ′
DM

′
R

−1 = (MD V† ) (VM−1
R VT ) = εVT , V ′

1 = V1 ≈ UPMNS , V ′
2 = VV2 .

Es así que la condición de supresión de branching ratios (en una base general) sería10

ε2
!= Λ ↔ ε′

2 VR
∗ = m′

D M
′ T −1

VR
∗ = Λ ↔ m′

D = Λ (M ′ VR)T , (3.18)

en donde vale la pena destacar que (i) tomando VR = 1 y M ′ = M̂ , recobramos el límite de la
ec. (3.17), y (ii) si bien la condición de supresión requiere que mD y M sean simultáneamente
diagonalizables, lo anterior no implica que [m′

D,M
′ ] = 0 se cumpla fuera de la base con M

diagonal (debido a las reglas de transformación de la matriz Mν).

7. Análogamente, M̂ 7→M , VL 7→ 1, VR 7→Vµ, µ 7→ µ̂=Vµ
T µ′ Vµ relacionan a {m′

D,m
′,M ′, µ′} y {mD,m,M, µ̂}.

8. Compárense M ′
D

T =V∗MT
D y V† M ′

R V=MR con Y ′
ν =U∗

MYν y UT
M MUM =DM discutidas en la ref. [31].

9. Toda transformación sobre mD, redefine los campos νL y `L e induce un cambio de base sobre M`.
10. Este resultado es consistente con m′

D =mDVL
T porque m′

D = Λ (M ′ VR)T = Λ (VLM̂)T = ΛM̂ VL
T .
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3.2.1. Parametrización de Marcano y µ-MLFV

En este segundo modelo, ilustraremos un escenario simple en el que se garantiza la ec. (3.18).
Para ello, tomaremos mD y M diagonales y no-singulares (i.e. VR = 1, mD = m̂D, M = M̂ y
Det(mD),Det(M) 6= 0 ), impondremos m= 0, y usaremos la parametrización de Marcano para
expresar a la matriz µ. Finalmente, dado que las fuentes de violación de sabor leptónico y CP
provendrán entonces de la matriz µ, a estas suposiciones las llamaremos hipótesis µ-MLFV .
Algo importante de aclarar es lo siguiente: dado que mD es invertible, tenemos

ε ≡ (ε1, ε2) =
(

−mDM
T −1

µM−1, mDM
T −1 ) ≈

(
−mνm

T
D

−1
, mDM

T −1 )
, (3.19)

y si bien esta expresión no depende explícitamente de µ, la parametrización de Marcano
es bastante útil para filtrar numéricamente los puntos generados al azar con componentes
µij fuera de la jerarquía de escalas requerida en el inverse seesaw. Teniendo en cuenta esto,
pedimos que |µij|< 104 eV se satisfaga, muestrearemos las matrices m̂ν y UPMNS conforme a
los rangos de la Tabla 3.1, y tomamos las siguientes parametrizaciones para mD y M̂ ,

(mD)ii = v
√

2
Yii = v

√
2

|yi| eiφi , M̂i ≡ M̂ii = vM ( 1 + εM ii ) > 0 , (3.20)

en donde v/
√

2 ≈ 174 GeV, |yi| ∈ [10−2, 1], φi ∈ [0, 2π], vM ∈ [1, 102] TeV y |εM ii | ≤ 0.5. Así, una
vez hecho un escaneo con 100.000 puntos en orden normal, se obtienen las Figuras 3.4 y 3.5.

Figura 3.4: Br(µ→ e γ) versus |ηij |, tomando (vM/TeV) ∈ [1, 102] y 10−2 . (m1/eV) . 0.4. Los
puntos en azul (rojo) se obtuvieron mediante las formulas aproximadas del inverse seesaw
(y la diagonalización numérica de la matriz Mν , sin aproximaciones). Resultados similares se
obtienen para los demás canales de decaimiento y escenarios con conservación de CP debido
a que las contribuciones de mD (incluidas sus fases) se suprimen en la hipótesis µ-MLFV .
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Figura 3.5: Br(µ→ e γ) versus vM . Los aportes de los neutrinos pesados se suprimen tanto
que las predicciones apenas superan en unos órdenes al caso de neutrinos ligeros de Dirac
(Br ∼ 10−54). Las contribuciones dominantes vienen de ε1 ≈ −mνm̂

−1
D , que no es diagonal.

3.3. Realizaciones ultravioleta de la hipótesis µ-MLFV

Introduciendo simetrías de sabor, es posible construir modelos de juguete que permitan
realizar el escenario de supresión de branching ratios a través de la hipótesis µ-MLFV .
Como ilustración, considérese el siguiente Lagrangiano11

L`ν
Yukawa = − LαL (Y`)αβΦ `βR − NαR (Y †

νN)αβΦ̃† LβL − NαR (Y †
NS)αβ (ϕNS)∗

αβ SβL

− 1
2 NαR (Y †

N)αβ (ϕN)∗
αβ N

c
βR − 1

2 S
c
αL (Y †

S )αβ (ϕS)∗
αβ SβL + ( . . . ) + h.c.

en donde Φ representa el doblete de Higgs del ME, YN y YS son matrices simétricas complejas,
Y`, YνN y YNS son matrices genéricas complejas, los campos escalares ϕNS, ϕN , ϕS poseen
valores de expectación arbitrarios, y hemos usado puntos suspensivos para denotar a todos
los posibles términos de masa explícitos que sean compatibles con las simetrías del modelo.

Procurando reducir el número de parámetros libres, nos permitiremos añadir una simetría
discreta ZN (útil para generar las texturas de la hipótesis µ-MLFV), asignaremos números
leptónicos L(SL) = 0, L(νL) =L(NR) = 1, promoveremos U(1)B−L a una simetría exacta sin
anomalías, y prohibiremos la generación dinámica de m asumiendo que no existen campos
ϕN con Y B−L = 2. Lo anterior fija las cargas del sector escalar bajo U(1)B−L y prohíbe todos
los términos de masa explícitos, excepto aquellos que puedan contribuir a µ.

11. No incluimos los efectos del flujo de renormalización o la fenomenología del potencial escalar V (Φ, ϕNS , ϕS).
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Ahora bien, con respecto a la simetría ZN , nos limitaremos a modelos con N < 7 por
simplicidad. Denotando por fα ∈ {Lα,L, NαR, SαL} a los leptones del modelo, e introduciendo
la raíz N -ésima de la unidad ω≡ e2πi/N , discutiremos tres asignaciones de carga minimales en
las que M`,mD y M resultan diagonales y µ y M se generan mediante campos ϕ adicionales.

Z5 con fα 7→ ωα fα

Imponiendo una textura de dos-ceros tipo A1 sobre la matriz mν [69], la matriz µ puede
generarse mediante un campo escalar complejo ϕS ≡ (ϕS)∗

13 = (ϕS)∗
22 = (ϕS)∗

31 = (ϕS)33 y
un término de masa explícito µ23. Las componentes (1, 1), (1, 2) y (2, 1) de las matrices
mν y µ serían despreciables, y el decaimiento doble beta sin neutrinos sería inobservable
[70, 71]. En su defecto, si queremos permitir que estas componentes no sean cero,
bastaría con añadir un segundo campo complejo ϕ′

S ≡ (ϕS)∗
12 = (ϕS)∗

21 = (ϕS)11 . De este
modo, las cargas serían dadas por la Tabla 3.2 y la matriz µ tendría la forma

µ =


λ′

1 〈ϕ′
S〉∗ λ′

2 〈ϕ′
S〉 λ1 〈ϕS〉

λ′
2 〈ϕ′

S〉 λ2 〈ϕS〉 µ23

λ1 〈ϕS〉 µ23 λ3 〈ϕS〉∗

 , (3.21)

en donde hemos renombrado los acoples de Yukawa para simplificar la notación.

Z3 con fα 7→ ωα fα

Análogo al caso anterior, podemos tomar la asignación de cargas de la Tabla 3.2 pero
ahora con un grupo de simetrías Z3. De esta forma, µ puede ser generada por un campo
escalar complejo ϕS ≡ (ϕS)∗

11 = (ϕS)∗
23 = (ϕS)∗

32 = (ϕS)13 = (ϕS)22 = (ϕS)31 y dos términos
de masa explícitos, µ12 y µ33. Así, la matriz µ tendría la forma

µ =


λ1 〈ϕS〉 µ12 λ2 〈ϕS〉∗

µ12 λ3 〈ϕS〉∗ λ4 〈ϕS〉
λ2 〈ϕS〉∗ λ4 〈ϕS〉 µ33

 . (3.22)

LαL NαR SαL Φ ϕNS ϕS ϕS
′

YB−L −1 −1 0 0 1 0 0
Z3 ó Z5 ωα ωα ωα 1 1 ω ω2

Tabla 3.2: Cargas relevantes para los modelos con simetría GME ×U(1)B−L ×ZN (N = 3, 5).
Los campos ϕNS , ϕS y ϕ′

S son complejos y, según el modelo, podríamos prescindir de ϕ′
S .
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Z6 con fα 7→ ω2α−1 fα

Finalmente, encontramos un escenario igual de económico que el anterior, pero ahora
con un grupo de simetrías Z6 y la asignación de cargas de la Tabla 3.3. Así, µ puede ge-
nerarse con un campo complejo ϕ′

S ≡ (ϕS)∗
12 = (ϕS)∗

21 = (ϕS)∗
33 = (ϕS)11 = (ϕS)23 = (ϕS)32

y dos términos de masa explícitos, µ13 y µ22, con la siguiente estructura,

µ =


λ′

1 〈ϕ′
S〉∗ λ′

2 〈ϕ′
S〉 µ13

λ′
2 〈ϕ′

S〉 µ22 λ′
3 〈ϕ′

S〉∗

µ13 λ′
3 〈ϕ′

S〉∗ λ′
4 〈ϕ′

S〉

 (3.23)

LαL NαR SαL Φ ϕNS ϕS
′

YB−L −1 −1 0 0 1 0
Z6 ω2α−1 ω2α−1 ω2α−1 1 1 ω2

Tabla 3.3: Cargas relevantes para el modelo con simetría GME ×U(1)B−L ×Z6.

� Discusión:

Para que las matricesM`,mD,m,M y µ satisfagan la hipótesis µ-MLFV a la escala del inverse
seesaw, es necesario que U(1)B−L ×ZN se rompa por encima de la escala del autovalor más
grande de MR y que dicha simetría sea exacta a escalas superiores12. Especificar los detalles
de dicha ruptura determinaría las condiciones de frontera (matching) necesarias para resolver
las ecuaciones del grupo de renormalización a escalas superiores a las del inverse seesaw.

Además de las condiciones de matching por la ruptura de U(1)B−L ×ZN , se deben añadir
condiciones de matching por cada grado de libertad pesado que se integre fuera de la teoría
al disminuir la escala de energía en las ecuaciones del grupo de renormalización [65, 75, 76],
lo cual implicará una cadena de teorías efectivas como la de la Figura 3.6.

También es importante incorporar las correcciones radiativas de las matrices M` y Mν [77–81]
ya que estas pueden dominar y cambiar los ceros de textura impuestos a nivel árbol [82].

12. Si U(1)B−L se asume local (o global), habría un fotón oscuro X̂ [72] (o bien, un Majoron sin masa J [73]).
El caso local ofrece aplicaciones directas en materia oscura y presenta campos vectoriales (X̂, Bµ,W

3
µ) que

se mezclan de modo que las componentes de Aµ contenidas en Bµ y W 3
µ se mantienen igual que en el ME

al imponer kinetic mixing [59], con lo cual podríamos seguir aplicando nuestras fórmulas a un loop para
Br(`α → `βγ). Por otra parte, en el caso global, podríamos tener Majoron dark matter si se conjetura que
el Majoron adquiere masa por interacciones con el gravitón [74].
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Figura 3.6: Esquema de teorías efectivas obtenidas al integrar fuera los nE singletes pesados
del inverse seesaw (y posibles campos ϕ con masas en este rango de energías) al disminuir la
escala µ de las ecuaciones del grupo de renormalización. Imagen modificada a partir de [75].

Por otro lado, es interesante ver que los campos nαL pueden asumirse en representaciones
reales o complejas de U(1)B−L ×ZN sin dejar de garantizar que los campos ν̂i ≡ n̂iL+n̂c

iL = ν̂c
i

sean autoconjugados (en parte, gracias a que ν̂i → ν̂ ′
i 6=U(ZN ) ν̂i no transforma linealmente).

Este tipo de modelos se ha discutido en las refs. [83,84] y da origen a candidatos de materia
oscura estable si se añade, por ejemplo, un singlete escalar complejo con YB−L = 1/2 para
garantizar una simetría residual Z2 (bajo la cual este nuevo campo estaría cargado de forma
negativa y las demás partículas serían positivas, para asegurar su estabilidad).

Un posible defecto de nuestra asignación de cargas (para tener U(1)B−L libre de anomalías)
es la pérdida de naturalidad13 ya que ahora M → 0 es natural, y el inverse seesaw nos pide
O(M) ∼ 1 TeV. Algo similar ocurre en el seesaw tipo I tradicional, en donde MR viola U(1)L

y aún así, le asignamos una escala grande. Sin embargo, es útil recordar que el inverse seesaw
es ventajoso porque nos permite evadir la necesidad de acoples extremadamente pequeños o
escalas de energía mucho más grandes para explicar las masas ligeras m̂ν .14

Finalmente, vale la pena destacar que estos modelos no son únicos en su tipo. Existen
abundantes propuestas similares en la literatura, y estas abordan temas tan variados como:
(i) materia oscura con campos escalares, fotones oscuros, fermiones o cuerdas cósmicas,
dentro y fuera del equilibrio térmico [85, 88–90], (ii) violación de CP y su relación con la
asimetría bariónica del universo [91], (iii) la anomalía del momento magnético del muon
reportada por Brookhaven (2006) y Fermilab (2021) [92–94], entre otros.

13. Alternativamente, si se modifica el contenido de materia y se considera una simetría U(1)B−L ×Z4, el inverse
seesaw puede generarse preservando la naturalidad y con dos candidatos de materia oscura según la ref. [85].

14. Según la ref. [86], en el seesaw tipo I usual, las masas de los neutrinos pesados deben ser mayores a 105 TeV
(tres órdenes por encima de la escala del FCC [87]) para poder explicar la asimetría bariónica del universo.



4. Conclusiones

Al extender el contenido de materia del ME con singletes fermiónicos bajo GME, hemos visto
que es posible implementar el mecanismo de seesaw tipo I para dar masa a los neutrinos;
sin embargo, en su planteamiento más básico esto conlleva varios problemas que pueden ser
evitados si asumimos un esquema de inverse seesaw (Secciones 2.1.5 y 2.2). En particular,
en este trabajo hemos investigado las condiciones bajo las cuales el inverse seesaw tiene
branching ratios medibles (Sección 3.1) o suprimidos (Sección 3.2), y hemos ilustrado cómo
construir algunas realizaciones ultravioleta simples de la hipótesis µ-MLFV (Sección 3.3). En
este orden de ideas, nuestros resultados más destacables se detallan a continuación.

En la Sección 3.1

Actualizamos las predicciones del modelo propuesto por Forero et.al. [37] incorporando las
cotas experimentales vigentes a 3σ para los parámetros de oscilación en el ordenamiento
normal. Consideramos todas las posibles fuentes de violación de CP en el sector de neutrinos,
variamos los parámetros de la matriz R de un modo sistemático y clasificamos las soluciones
en tres categorías: conservación de CP, violación con θj < 1, y violación con θj < 2π. Sobre
esta última región destacamos que, según las ref. [63,64], tales soluciones presentan un mayor
ajuste fino y pueden sufrir correcciones radiativas importantes. Por lo demás, concluimos que

(i) La hipótesis MLFV genera branching ratios accesibles por los experimentos gracias a que
favorece una estructura no-diagonal para la matriz ε2 =mDM̂

−1.

(ii) Bajo esta hipótesis, corroboramos numéricamente que los branching ratios presentan una
correlación dominante con |ηαβ|2 y ofrecimos una explicación analítica para ello, siendo que
en la base en la que M` es diagonal podemos escribir

Br(`α → `βγ) ∝
∣∣∣BβjB

†
jαGγ(xj)

∣∣∣2 ≈
∣∣∣ ∑

j>3
BβjB

†
jα (Gγ(∞) −Gγ(0))

∣∣∣2 ≈ | ηαβ |2.

(iii) Mostramos que en la parametrización de Casas-Ibarra, la no-unitariedad está dada por

[ 2ηαβ ] = ε∗εT ≈ (mD M
T −1 )

∗
(mD M

T −1 )
T

≈ UPMNS

√
m̂ν R

† µ̂−1 R
√
m̂νU†

PMNS ,

y esto implica la existencia de zonas (filtradas por las cotas de unitariedad perturbativa)
en las que los branching ratios máximos son independientes de vµ. Estimamos dichas zonas
en la ec. (3.11), y argumentamos que el tamaño de dichas zonas es mayor cuando se tienen
violación de CP y cotas menos restrictivas para θj, ya que | ηαβ | crece con ‖R‖2

max.
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(v) Despreciando el flujo de renormalización, observamos que µ→ eγ es el canal de tipo
`α → `βγ más favorable para muestrear la hipótesis MLFV en el futuro próximo, y conclui-
mos que si el experimento MEGII encontrara evidencia directa de este proceso, los eventos
reportados deberían estar dentro de los siguientes rangos para validar nuestro modelo de
inverse seesaw con m̂ν ∼ 10−1eV, m̂N ∼ 1TeV e hipótesis MLFV .

10−6 . |η12| . 10−4 , 10−7 . |η13|, |η23| . 10−3 .

En la Sección 3.2

Investigamos las condiciones con las cuales el inverse seesaw conlleva branching ratios supri-
midos, discutimos cómo transformar las matrices M`,mD,m,M, µ bajo cambios de base y
ejemplificamos nuestras afirmaciones con algunos análisis numéricos. Por lo demás,

(i) Obtuvimos una fórmula general para la matriz V2 que diagonaliza a mN con masas reales
y positivas. Esta se dedujo en la base en la que M es diagonal, pero luego de un cambio de
base puede aplicarse para cualquier clase de texturas que se impongan sobre m, M y µ.

V2 ≈ 1√
2

 −i Ŝ Ŝ

i 1

 eiÂ 0
0 eiÂ

 con eiÂ =
√

Ŝ∗ Sign(M̂∗) , Ŝ ≡ Sign( M̂∗µ+m∗M̂ )diag .

(ii) Vimos que para ir de una base general (primada) a una con M diagonal (sin primar),
basta con tomar las matrices VL y VR de autovectores de M ′ y usar las siguientes relaciones.
Estas se pueden generalizar a otros cambios de base como discutimos en el texto.

mD = m′
DVL

∗ , m = VL
† m′ VL

∗ , M̂ = VL
† M ′ VR , µ = V T

R µ′ VRMD = M ′
D V .

(iii) Expresamos la condición de branching ratios suprimidos como se muestra a continua-
ción, y observamos que esta se satisfacía trivialmente bajo la hipótesis µ-MLFV . Nuestros
resultados numéricos confirman este análisis con branching ratios que resultan comparables
al caso tradicional para neutrinos de Dirac, en donde Br(`α → `βγ) ∼ 10−54.

ε2
!= Λ ↔ m′

D = Λ (M ′ VR)T.

(iv) Comentamos sobre la importancia de la parametrización de Marcano para filtrar los
resultados numéricos, aún en casos como este donde las formulas analíticas para Br(`α → `βγ)
pueden escribirse sin dependencia explícita de µ.
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En la Sección 3.2.1

Ilustramos distintas formas de realizar dinámicamente la hipótesis µ-MLFV, enfatizamos
cómo lograr una libertad de anomalías para U(1)B−L a costa de la pérdida de naturalidad
(aunque no realizamos una búsqueda exhaustiva de soluciones capaces de cancelar anomalías)
y comentamos algunos detalles sobre la escala de ruptura de las nuevas simetrías. También
discutimos cómo las representaciones de los campos nL bien podrían ser reales o complejas,
y cómo esto generaliza en alguna medida, los escenarios considerados en la ref. [83].

Códigos computacionales:

En el transcurso de esta investigación se desarrollaron cuatro códigos en Mathematica que
pueden ser compartidos bajo petición del interesado. El primer código, paralelizado, está
dedicado a la generación de datos compatibles con las cotas de unitariedad perturbativa,
bajo la hipótesis MLFV o µ-MLFV . El segundo, está dedicado a la elaboración de gráficas.
El tercero, extrae y regulariza dimensionalmente los factores de forma que participan en
Br(`α → `βγ). El cuarto, automatiza el cálculo de productos de fases ωk asociadas a ZN con
el fin de facilitar la identificación de términos de masa invariantes modulo N , variando el
valor de N y escaneando distintas asignaciones de carga para los campos `L y nL.

Material publicado:

Un preprint con nuestros resultados preliminares se encuentra en el repositorio ArXiv [95].
Esta investigación se desarrolló en colaboración con el investigador postdoctoral Gerardo
Hernández-Tomé y el doctor Eduardo Peinado Rodríguez.

Perspectivas a Futuro:

Para complementar esta investigación, se sugieren análisis a futuro en lo relativo a (i) el
flujo de renormalización y desacople de campos pesados en la teoría, (ii) la fenomenología
del sector escalar de estos modelos, (iii) la realización de análisis de χ2, (iv) aplicaciones
en materia oscura y leptogénesis, y (v) el estudio de otros procesos con violación de sabor
leptónico (en especial el caso de la conversión en núcleos µ+N → e+N , cuyas cotas serán las
más restrictivas en el futuro próximo [96]). De antemano prevemos que herramientas como
SARAH [97, 98] (Mathematica), FlavorKit [99] (Mathematica y Fortran) y MicrOMEGAs
[100] (Fortran ó C) pueden ser de gran utilidad para ello.



A. Diagonalización aproximada

Con el fin de diagonalizar la matriz simétrica general Mν con entradas sobre el campo
de números complejos Mν =MT

ν ∈ MN×N(C), se necesita una matriz unitaria Uν tal que
UνTMνUν = M̂ν sea diagonal y no-negativa [43]. Dicha Uν puede parametrizarse como

Uν = eiHV , H =
[

0 S

S† 0

]
= H† , V =

[
V1 0
0 V2

]
. (A.1)

en donde V1 y V2 son matrices unitarias, y por ende eiH , V y Uν también (de hecho, Uν

también diagonalizaría a la matriz Hermítica M †
ν Mν , lo cual corrobora que Uν es unitaria).

UνTMνUν = M̂ν ⇒ M̂ †
νM̂ν = (UνTMνUν)† (UνTMνUν) = Uν†M †

νMνUν , (A.2)

Como alternativa, podemos considerar la siguiente matriz en lugar de eiH [101]. Ambas
parametrizaciones son equivalentes, como demostraremos ahora.

W =
[ √

1 −BB† B

−B†
√

1 −B†B

]
, W † = W−1 . (A.3)

Introduciendo las matrices α≡
√
S†S y β≡

√
SS† (con α2kS† =S†β2k y β2kS=Sα2k),

podemos garantizar eiH =W identificando B≡ iS sinc(α) = i sinc(β)S de la siguiente forma,

H2k =
{[

0 S

S† 0

] [
0 S

S† 0

]}k

=
[

(SS†)k 0
0 (S†S)k

]
≡
[
β2k 0
0 α2k

]
,

H2k+1 =
[
β2k 0
0 α2k

] [
0 S

S† 0

]
=
[

0 β2kS

α2kS† 0

]
=
[

0 Sα2k

S†β2k 0

]
,

eiH =
[

cos(β) iS sinc(α)
iS† sinc(β) cos(α)

]
=
[ √

1 −BB† B

−B†
√

1 −B†B

]
= W , (A.4)

en donde hemos usado las siguientes identidades y cos2(x) = 1 − sin2(x) ,

B†B =
(
S sinc(α)

)†(
S sinc(α)

)
= sinc(α)S† S sinc(α) = sin2(α) ,

BB† =
(

sinc(β)S
)(

sinc(β)S
)†

= sinc(β)S S† sinc(β) = sin2(β) .
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Expandiendo U en series de Taylor respecto a S, tenemos

W = eiH =
[

1 − 1
2 SS

† iS

iS† 1 − 1
2 S

†S

]
+ O(S3) . (A.5)

En particular, esta expresión es útil para diagonalizar (de forma aproximada) cualquier
matriz simétrica con la siguiente estructura1 (nótese que ML y MR son matrices simétricas):

Mν =
[
ML MD

MT
D MR

]
con ‖ML‖, ‖MD‖ � ‖MR‖ . (A.6)

En este punto, notemos que Mν es diagonalizada por bloques por W si y solo si

W ≡

 WA WB

WC WD

 ⇒ W TMνW =
 mν R

RT mN

 !=
 mν 0

0 mN

 con

R = W T
A (MLWB +MDWD) +W T

C (MT
DWB +MRWD) != 0 ,

mν = W T
A (MLWA +MDWC) +W T

C (MT
DWA +MRWC) ,

mN = W T
B (MLWB +MDWD) +W T

D(MT
DWB +MRWD) ,

lo cual podemos lograr a orden dominante2 en ε≡MD M
−1
R tomando iS≈ ε∗ [37]. Así,

W ≈
[

1 ε∗

−εT 1

]
⇒


R ≈ ML ε

∗ +MD − εMR ≈ 0 + O(ε)
mν ≈ ML −MD ε

T − εMT
D + εMR ε

T ≈ ML −MD M
−1
R MT

D + O(ε2)
mN ≈ ε† MD +MT

D ε
∗ +MR ≈ MR + O(ε)

en donde hemos mantenido arbitraria la magnitud deML con respecto a MDM
−1
R MT

D y hemos
evitado despreciar términos de orden O(εMR) puesto que estos son de orden O(MD). Para
finalizar, debemos recordar que Uν ≡WV ; entonces, tomando V1, V2 ∼ O(1) de tal forma que
mν y mN se diagonalicen con masas reales y positivas, se deduce que

mν ≈ ML −MDM
−1
R MT

D

mN ≈ MR

m̂ν = V T
1 mνV1

m̂N = V T
2 mNV2

(A.7)

1. Las jerarquías entre ML y MD, a priori, no necesitan ser especificadas.
2. Las ecs. (15)-(18) de la ref. [101] (cambiando MD por MT

D) muestran cómo generalizar estos resultados a
órdenes superiores, el uso de estas ecuaciones solo se justifica cuando nuestra predicción matemática para
algún observable (i) sea competitiva con la resolución actual de los experimentos, o (ii) esta sea exactamente
igual a cero a un orden dado en ε. En cualquier otro caso, será suficiente trabajar con la ec. (A.5).



B. Masas y paridad de carga

Un aspecto importante de la matriz Uν (que diagonaliza a Mν con masas positivas) es que
esta siempre se puede expresar como Uν =Uν D, en donde D es una matriz de fases diagonal
con Dij = √

ηi δij, y Uν es cualquier matriz que diagonalice a Mν con masas genéricas m′
i ∈C.

Una condición necesaria y suficiente para permitir esta descomposición es ηi ≡ Sgn(m′
i), pues1

LMν = − 1
2 (nc

L UνT †) (UνTMνUν) ( Uν† nL ) + h.c.

= − 1
2 n̂

c
L D

† M̂νD
† n̂L + h.c.

= − 1
2 m

′
i η

∗
i n̂

c
iL n̂iL + h.c.

≡ − 1
2 mi n̂c

iL n̂iL + h.c. (B.1)

nos garantiza términos de masa reales y positivos, en donde identificamos las masas como
mi ≡ |m′

i| =m′
i η

∗
i , se tiene (M̂ν)ij =m′

i δij , y hemos definido los campos físicos n̂L como

n̂L ≡ Uν†nL con masas mi ≥ 0 . (B.2)

En este momento, conviene definir espinores de Majorana ν̂i (con ν̂c
i = η∗

i ν̂i y masas mi) tal
y como se muestra a continuación. A partir de estos, se verifica que existe una relación entre
sus paridades de carga η∗

i y las fases √
ηi de la matriz D [14, 15, 102].

ν̂i ≡ n̂iL + ηi n̂
c
iL . (B.3)

⇒ ν̂c
i = n̂c

iL + (ηi n̂
c
iL)c = n̂c

iL + η∗
i n̂iL = η∗

i (n̂iL + ηi n̂
c
iL) = η∗

i ν̂i . (B.4)

Notamos entonces que (B.1) puede reformularse en términos de estos nuevos campos

− 1
2 mi ν̂i ν̂i = − 1

2 mi ν̂iR ν̂iL + h.c = − 1
2 mi (ηin̂c

iL) n̂iL + h.c = − 1
2 m

′
i η

∗
i n̂

c
iL n̂iL + h.c ,

y por ende, concluimos que las fases ηi en la matriz D son los conjugados de las paridades de
carga de nuestros campos de Majorana νi, que a su vez, se traducirán en fases de Majorana
(de violación de CP [14]) al interior de la matriz de mezcla B ≡ U`

L
† · Uν de la Sección 2.3.

1. Aquí expondremos, de forma general, cómo diagonalizar matrices complejas simétricas arbitrarias. La función
signo complejo es dada por Sign(z) ≡ z/|z| = ei arg(z), de tal forma que |Sign(z)|2 = 1.



C. Detalles del cálculo de Γ(`α → `β γ)

Por completez en nuestra discusión, a continuación presentamos una lista completa con las
reglas de Feynman que provienen del ME1, complementan la información de la Figura (2.3), y
son necesarias para calcular Γ(`α → `β γ) a un loop, así como sus diagramas y amplitudes [54].

− ie (p+ p′)µ ieMW gµν ieMW gµν
−ieΓµνρ(k, p′, p)

Figura C.1: Vértices del ME relevantes para `α → `β γ a un loop. En nuestra convención,
Γµνρ(k, p′, p) ≡ gµν(p′ − k)ρ + gνρ(p− p′)µ + gρµ(k − p)ν lleva sus momentos hacia afuera.

Figura C.2: Diagramas relevantes para `α → `β γ a un loop (mediado por neutrinos masivos).
G± denotan bosones de Goldstone cargados y no-físicos en la norma de Feynman-’t Hooft.

Sumando todas estas contribuciones, obtenemos la amplitud de transición

iM =
(−i6g2e

2

)
BβjB†

jα

∫ d4k

(2π)4
Nµ

1 +Nµ
2 +Nµ

3 +Nµ
4

D
ε∗

µ(p− p′)

1. Estas usan las ecs. (2.2) y (2.44), vienen de |DµΦ|2 ⊃ | (∂µ + ieAµ)G+ |2 ⊃ − ieAµ[ (∂µG
−)G+ −G−(∂µG

+) ],
|DµΦ|2 ⊃ | ieAµφ

+ + ig′
√

2W
−
µ φ

0 |2 ⊃ eMW (G+W−
µ +G−W+

µ )Aµ , − 1
4W

µν aW a
µν (cf. [52] ecs. (8.89) y (8.42)),

y concuerdan con las referencias [3, 52] para ηe = 1 y Cµνσ(p, q, r) = Γνµσ(−p′,−p,−r) = −Γνµσ(p′, p, r) .
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en donde

Nµ
1 = 1

M2
W

u(p′)(m`β
PL −mjPR )( /p+ /k +mj )(m`αPR −mjPL )u(p) (2k + p− p′)µ ,

Nµ
2 = u(p′)( γµPL )( /p+ /k +mj )(m`αPR −mjPL )u(p) ,

Nµ
3 = u(p′)(m`β

PL −mjPR )( /p+ /k +mj )( γµPL )u(p) ,
Nµ

4 = −u(p′)( γνPL )( /p+ /k +mj )( γρPL )u(p) Γµνρ( p− p′, p′ − p− k, k ) ,
D = [k2 −M2

W ][(p+ k)2 −m2
j ][(p+ k − p′)2 −M2

W ] .

Para resolver la integral, extraer los factores de forma requeridos y tomar el límitem`β
�m`α ,

podemos usar las funciones LoopIntegrate, Projector2 y LoopRefineSeries de Package-X. El
resultado para Γ(`α → `βγ), una vez reemplazados los factores en la ec. (2.50), es dado por

Γ ≈
m3

`α

16π

∣∣∣∣ i

16π2

∣∣∣∣2
∣∣∣∣∣ −i6g2e

2

∣∣∣∣∣
2 ∣∣∣∣∣ m`α

M2
W

BβjB
†
jα Gγ (xj)

∣∣∣∣∣
2

= α3
W s2

W

256π2
m5

`α

M4
W

∣∣∣BβjB
†
jα Gγ (xj)

∣∣∣2 .
con xj ≡m2

j/M
2
W y en donde hemos definido la función del loop como

Gγ(x) = 1
12 (1 − x)4 [ 10 − 43x+ 78x2 − 49x3 + 18x3 ln x+ 4x4 ] .

Para finalizar, mostramos el comportamiento de esta función en la Figura C.3.

Figura C.3: Gγ(xj) versus mj . Esta función tiende a ser constante (5/6 ≈ 0.83 ó 1/3 ≈ 0.33)
para un amplio rango de valores, y en particular, vemos que Gγ(xj) ≈Gγ(v2

M/M2
W )+O(10−2)

se cumple para la región sombreada (0.5 − 1.5 TeV), argumento que usamos en la Sección 3.1.

2. El resultado de estas funciones debe multiplicarse por factores de normalización (i/16π2) y 1/(m`α +m`β
).

Así se obtienen BL/R ∼ (m`β/α
/M2

W )Gγ , A= (BR +BL)/2 y B= (BR −BL)/2 .
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