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Introduccion

Los D-espacios fueron introducidos por primera vez por Eric K. van Douwen
en el ano de 1979 en [12]. A partir de ese momento y hasta la actualidad, los D-
espacios han sido objeto de gran interés, resultando en una amplia variedad de
trabajos sobre sus propiedades y las relaciones que existen con otras propiedades
de cubiertas.

El objetivo de esta tesis es crear un material introductorio a los D-espacios,
recopilando y desarrollando de la manera mas detallada posible las propiedades
bésicas de estos, asi como los ejemplos més importantes. Todo esto con la
intencion de que el presente material sirva como uno de estudio a toda aquella
persona interesada en el tema. He intentado mantener los requisitos para
entender este trabajo lo mas accesibles posibles, sin embargo, es necesario
aclarar que se espera que el lector cuente con los conocimientos equivalentes
a un curso de Teoria de Conjuntos II (sobre todo de ordinales, recursién e
induccién transfinita) y de un curso de Topologia General 1.

El trabajo estara dividido en tres capitulos:

En el primer capitulo se motivara e introducira la nociéon de D-espacio.
Veremos una propiedad que cumple con dos funciones cardinales: el grado de
Lindelof y la extension, la cual nos permitirda saber cuando algunos espacios no
son D-espacios. Tendremos un primer acercamiento a ejemplos de D-espacios,
como lo son los espacios métricos y la recta de Sorgenfrey, entre otros. Fina-
lizaremos con dos equivalencias para los D-espacios, ligadas a un concepto
conocido como “conjuntos pegajosos”.

En el segundo capitulo procederemos a estudiar las propiedades topologicas
basicas con las que cuentan los D-espacios. Comenzaremos con la heredabilidad
a subespacios cerrados y, de manera mas general, a subespacios F,. Para ello
también sera necesario probar que la propiedad de ser D-espacio se preserva
bajo uniones numerables de subespacios cerrados. Después veremos que la suma
topoldgica se comporta bien con los D-espacios, pero tendremos problemas
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cuando se trate del producto, donde tnicamente podremos probar que en
algunos casos muy particulares el producto de D-espacios es nuevamente un
D-espacio. También probaremos que las imagenes continuas y cerradas y las
preimagenes perfectas y continuas de D-espacios son D-espacios.

Finalmente, en el tercer capitulo estudiaremos varias clases de espacios
topoldgicos que resultaran ser D-espacios, algunas de las cuales nos aportaran
generalizaciones a resultados previos de este texto. Veremos que todos los espa-
cios o-compactos, semiestratificables y los que tienen bases punto-numerable
o bases débiles punto-numerable son D-espacios. Por ultimo, probaremos que
dentro de los espacios ordenados generalizados ser D-espacio es equivalente a
ser paracompacto.



Capitulo 1

Introduccién a los D-espacios

Todos los espacios topoldgicos considerados a lo largo del texto cumpliran
el axioma de separaciéon T, ademéas de contar con al menos dos puntos.

1.1. D-espacios

Consideremos un espacio topoldgico (X, 7) y U una cubierta abierta de X.
Si quisiéramos dar un subconjunto de U que siga cubriendo a todo el espacio
X lo tnico de lo que deberiamos preocuparnos es de estar tomando para cada
punto z € X al menos una vecindad de éste que esté en U. Si ademéds nos
interesa tomar la menor cantidad posible de elementos de U con los cuales
podamos seguir cubriendo a todo X podemos simplemente respaldarnos del
Axioma de Eleccion y para cada = € X elegir una tnica vecindad U, de z que
esté en U. Por construccién, el conjunto V := {U, : x € X} es una subcubierta
de U con |V| < |X|. El argumento anterior no sélo nos dice que toda cubierta
abierta tiene una subcubierta a lo mas tan grande como el espacio mismo,
sino que también nos permite ver que podemos traducir la nociéon de cubierta
abierta en términos de funciones donde a cada punto le asignamos una vecindad
suya. Esto motiva la siguiente definicion:

Definicién 1.1.1. Dados (X, 7) un espacio topolégico y ¢ : X — 7 una
funcion, decimos que ¢ es una asignacion de vecindades abiertas si y solo si
para todo z € X se satisface que = € ¢(x).

Para nuestra conveniencia, para su uso futuro en este texto abreviaremos el
término “asignacion de vecindades abiertas” como “a. v. a.”.
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Naturalmente, podemos encontrar la forma de traducir ciertas propiedades
de cubierta en términos de las asignaciones de vecindades abiertas. El caso mas
claro es con los espacios compactos:

Sea X un espacio topolégico. Si suponemos que X es compacto y tomamos
¢ una a. v. a. cualquiera, resulta que ¢[X] es una cubierta abierta de X por
lo que debe de existir una subcubierta finita de ¢[X], lo cual significa que
existe un conjunto finito ' C X tal que ¢[F] cubre al espacio. Al revés seguira
siendo cierto, si suponemos que para toda asignacion de vecindades abiertas de
X existe un subconjunto finito de X tal que su imagen bajo la funcién sigue
cubriendo a todo el espacio y tomamos a i/ una cubierta abierta de éste, ya
sabemos que podemos dar una a. v. a., ¢, de X tal que ¢[X]| es subcubierta
de U, y por hipétesis debe de existir F' C X finito tal que U [F] = X, por lo
que ¢[F] es la subcubierta finita de & buscada. De aqui tenemos la siguiente
equivalencia:

Proposiciéon 1.1.2. Sea X un espacio topoldégico. X es compacto si y solo si
para toda ¢ asignacion de vecindades abiertas de X existe F' C X finito tal que

UplF] = X.

La proposicién anterior nos brinda una equivalencia en donde la compacidad
de un espacio X estd en términos de subconjuntos finitos de X, abriendo asi la
puerta para preguntarnos por las propiedades topolégicas de dichos subconjun-
tos. Lo primero que podemos notar es que para un espacio cualquiera X y D
un subconjunto finito de éste, por el axioma Ty podemos concluir que D es un
conjunto cerrado y discreto. Luego, si ademas pedimos que X sea compacto
podemos concluir que para toda a. v. a., ¢, de X existe D C X cerrado y
discreto tal que J¢[D] = X. Ahora bien, podrd parecer que las propiedades
de ser cerrado y discreto son completamente arbitrarias en un principio, pero
estudiando a los subconjuntos cerrados y discretos de los espacios compactos
podremos obtener que ésta es una caracterizacién para los subconjuntos finitos
en este tipo de espacio.

Lo anterior lo podemos observar de la siguiente manera: para un espacio
compacto X, si D C X es un subconjunto cerrado y discreto podemos tomar
V :={U, : « € D} conjunto de abiertos tal que para toda x € D ocurre que
U, N D ={z}. Asi, el conjunto U = {X \ D} UV serd una cubierta abierta de
X tal que cualquiera de sus subcubiertas debe de contener a V, y como X es
compacto esto implica que V es finito, o lo que es lo mismo, D es finito. Es
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decir, dentro de un espacio compacto ser un subconjunto finito es equivalente a
ser un subconjunto cerrado y discreto.

Sin embargo, la hipétesis de que para cualquier asignacién de vecindades
abiertas ¢ de un espacio X existe D C X cerrado y discreto tal que J¢[D] = X
no implica que X sea compacto. Basta tomarse a w con la topologia discreta
el cual no es un espacio compacto pero D := w es el subconjunto cerrado y
discreto que funcionara para cualquier a. v. a..

En vista de que no estamos en presencia de una equivalencia para los
espacios compactos procedemos a dar la definiciéon principal de este trabajo:

Definicién 1.1.3. Dado X un espacio topolégico. X es un D-espacio si y
s6lo si para toda ¢ asignacion de vecindades abiertas existe D C X cerrado y
discreto tal que

UelD] = X.

Un nicleo para ¢ serd cualquier subespacio D que sea cerrado, discreto y
cumpla que Jp[D] = X.

La discusién previa nos da nuestro primer resultado que relaciona a los
espacios compactos y los D-espacios:

Proposicion 1.1.4. 57 X es un espacio compacto entonces X es un D-espacio.

No deberia resultar extrano que los subespacios cerrados y discretos jueguen
un papel importante al tratarse de propiedades de cubierta. Una técnica a
la que se recurre con frecuencia es dados un espacio X y D un subespacio
cerrado y discreto, construir una cubierta abierta U tal que toda subcubierta
tiene un tamafno mayor o igual a |D|. Esto nos indica que el menor tamano
posible para una subcubierta de una cubierta abierta estard limitado por qué
tan grandes son los subespacios cerrados y discretos del espacio en cuestién.
Afortunadamente, existen dos funciones cardinales que nos ayudaran a expresar
esta idea de una manera formal y méas completa:

Definicién 1.1.5. Dado X un espacio topolégico, la extension de X, e(X), se
define como el supremo de las cardinalidades de los subespacios de X que son
cerrados y discretos, es decir:

e(X) :=sup{|D| : D C X es cerrado y discreto}.
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Definicién 1.1.6. Dado X un espacio topoldgico, el grado de Lindeléf de X,
L(X), se define como el menor cardinal x que satisface que para toda cubierta
abierta de X existe una subcubierta de cardinalidad menor o igual a k.

Podemos notar que, como para toda cubierta abierta U de X existe ¥V C U
subcubierta tal que |V| < |X|, entonces L(X) < |X].

Ahora si, con estas dos definiciones podemos expresar de qué manera se
relacionan los subespacios cerrados y discretos con el tamano de las subcubiertas
de un espacio X:

Proposicién 1.1.7. Para todo espacio topoldgico X se cumple que e(X) <
L(X).

Demostracion. Procedamos por contradiccion y supongamos que existe un
espacio topoldgico X tal que L(X) < e(X). Esto implica que debe de existir
D C X cerrado y discreto tal que L(X) < |D].

Como D es discreto, para cada x € D existe V, vecindad abierta de x tal
que V,ND = {z}. Ademés, X \ D es un abierto de X. De esta manera podemos
asegurar que U := {V, : x € D} U{X \ D} es una cubierta abierta de X, la
cual satisface que para cada x € D el tnico elemento de U que tiene a x como
elemento es V. Por este motivo, cualquier subcubierta de U debe contener a
{Vi 1 € D} y, por ende, cualquier subcubierta de U tiene cardinalidad mayor
o igual a |D|.

Por otro lado, existe V una subcubierta abierta de U tal que |V| < L(X),
pero esto no es posible pues |V| < L(X) < |D| y acabamos de demostrar que
Dl < V|

Por la contradiccién anterior podemos afirmar que para todo espacio topo-
légico X se cumple que e(X) < L(X). O

A modo de ejemplo, para un espacio infinito X que sea compacto se dara la
igualdad. Ya probamos que para X compacto es equivalente ser un subconjunto
finito y ser un subconjunto cerrado y discreto, por lo que e(X) = sup{|D| :
D es cerrado y discreto} = sup{|F| : F C X es finito } = Ny (ya que X es
infinito) y, por otro lado, gracias también a que X es compacto e infinito ocurre
que L(X) = Rg. Asi, e(X) = Ry = L(X). Sin embargo, la igualdad no ocurre
para cualquier espacio. Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.1.8. Consideremos a X = [0, w;) con su topologia de orden. Primero
probaremos que e(X) < Xgy. En caso contrario deberia existir D C X cerrado
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y discreto tal que |D| > R,. Con esto podemos asegurar dos cosas: primero,
que existe D' C D con |D'| = Ny; y, segundo, que para cada x € D existe un
abierto V, tal que V, N D = {x}. De lo anterior, podemos construir a

U={V,:zeD}Iuq |J VipU{X\D},
xzeD\D'
una cubierta abierta numerable de X, la cual satisface que cualquier subcubierta
de ésta contiene a

{Vx:xED/}U{ U V;;}

x€D\D’

Esto implica que toda subcubierta es numerable lo cual es una contradiccién
pues X es numerablemente compacto y encontramos una cubierta numerable
que no tiene subcubiertas finitas. Por lo tanto, e(X) < N,. Més atin, la igualdad
se cumple. Para cada n € w se tiene que {n} es una vecindad abierta de
n, ademds de que [0,n] es un cerrado en w;. Por lo tanto, w C {D C X :
D es cerrado y discreto} y asi Ry < e(X). Luego, e(X) = ,.

Ahora demostraremos que L(X) > W,. Para ello consideremos V :=
{[0,a) : @ < wy y « es limite} la cual es una cubierta abierta de X. Notemos
que cada elemento de V es numerable, pues para cada ordinal limite « se satis-
face que [0, ) = o < wy. Si V tuviera alguna subcubierta a lo mas numerable,
entonces X seria igual a una unién numerable de conjuntos numerables, lo cual

no es posible. De esta manera podemos concluir que L(X) > N,.
En conclusion, e(X) = Ry < L(X).

Observemos que al demostrar que e([0,w;)) < Ny no ocupamos ninguna
propiedad de [0, w;) més que el hecho de que es numerablemente compacto, asi
que replicando esta misma demostracion tenemos el siguiente resultado:

Lema 1.1.9. Cualquier espacio topologico X numerablemente compacto satis-
face que e(X) < Vg. Si X es infinito entonces e(X) = V.

Por otro lado, si pensamos en X un D-espacio podemos notar lo siguiente:
sabemos que para cualquier cubierta abierta U de X existe ¢ una asignacién
de vecindades abiertas tal que p[X] C U y, gracias a que X es un D-espacio,
sabemos que existe D C X cerrado y discreto tal que ¢[D] es subcubierta de
U con |p[D]| <|D| < e(X). De esta manera, e(X) es un cardinal que satisface
que para toda cubierta abierta de X existe una subcubierta de cardinalidad
menor a e(X), por lo que L(X) < e(X). Esto nos da el siguiente resultado:
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Teorema 1.1.10. 5S¢ X es un D-espacio, entonces e(X) = L(X).

A pesar de que en este momento no contamos con muchos ejemplos de
espacios topologicos que sean D-espacios, el Teorema 1.1.10 nos proporciona
una herramienta muy tutil para poder decir cuando un espacio topoldgico no es
un D-espacio. Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.1.11. Retomemos al espacio X = [0,w;) con su topologia de
orden. En el Ejemplo 1.1.8 demostramos que e(X) < L(X). Esto junto al
Teorema 1.1.10 nos dice que X no es un D-espacio. Pero eso no es todo, [0, w;)
con su topologia de orden si tiene una propiedad de cubierta: es un espacio
numerablemente compacto. Con esto podemos concluir que ser un espacio
numerablemente compacto no implica ser D-espacio.

Hasta el momento sabemos que ser un espacio compacto implica ser un
D-espacio y que ser un espacio numerablemente compacto no implica ser D-
espacio. En este punto es normal preguntarnos si existe relacién alguna entre
ser un D-espacio y alguna otra propiedad de cubierta, preguntas que hasta el
momento de escribir este trabajo se mantienen abiertas. Eso si, vale la pena
hacer una mencién especial. Aunque ser D-espacio no implica ser Lindelof
(bastaria pensar en un conjunto no numerable con la topologia discreta) la
pregunta de si todo espacio Lindelof es un D-espacio sigue abierta, incluso
llegando a ser listada como uno de los veinte mayores problemas abiertos
de la topologia conjuntista por Michael Hrusdk y Justin Moore en [7]. A lo
largo del texto veremos unas cuantas coincidencias entre los D-espacios y los
espacios Lindelof, las cuales no hacen mas que acrecentar toda creencia de
que la implicacién es verdadera. Para causar interés en este problema abierto,
hacemos del conocimiento del lector el siguiente primer resultado:

Proposicién. Si X es un espacio de Lindeldf, entonces e(X) = L(X).
Pero el alcance del Teorema 1.1.10 no se queda tnicamente en darnos ejem-

plos de espacios que no son D-espacios:

Proposicion 1.1.12. Si X es un D-espacio numerablemente compacto, enton-
ces X es compacto.
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Demostracion. Por un lado, como X es numerablemente compacto nosotros
ya sabemos por el Lema 1.1.9 que e(X) < 8. Por otro lado, ya que X es un
D-espacio podemos afirmar que L(X) = e(X) < Ny.

Sea U una cubierta abierta de X. Como L(X) < Ny, existe YU’ C U subcu-
bierta tal que [U'| < Vg, lo cual nos dice que X es Lindel6f. Finalmente, por el
hecho de que X es Lindelof y numerablemente compacto podemos concluir que
X es compacto. []

Sin embargo, el hecho de que la extensiéon y el grado de Lindel6f de un espacio
topoldgico sean iguales no serd suficiente para caracterizar a un D-espacio.
Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.1.13. Consideremos el espacio X = wy X [0,w;) tomando a w; con
la topologia discreta y a [0,w;) con su topologia de orden.
Primero demostraremos que e(X) = L(X) = ®;. Como

A:={(,0): a <wi}

es un subconjunto cerrado y discreto, entonces 8y = |w;| < e(X). También ya
probamos que L(X) < |X]|, por lo que

LX) <X = Jwr x [0,w1)] =Ry - Ry = Ry,

Por consiguiente, e(X) = L(X).

Ahora probaremos que X no es un D-espacio. En primer lugar, como [0, w,)
no es un D-espacio, sabemos que existe ¢ una a. v. a. de [0,w;) tal que para
todo D C [0,w;) cerrado y discreto ocurre que U ¢[D] # [0,w;). Definamos la
siguiente a. v. a. de X:

(Oawl) X [Oawl)v si a> 07

‘I’(O“B)—{ (0} x 9(B), si a—0.

Si fuera cierto que X es un D-espacio, entonces existiria D’ C X cerrado
y discreto en X tal que UW¥[D'] = X. Sea D := {8 € [0,w) : (0,8) € D'}
y nombremos Y := {0} x [0,w;). Como Y es un subespacio cerrado de X
entonces D' NY = {(0,0) : B € D} es cerrado y discreto en X. Considerando
el homeomorfismo f : Y — [0,w;) dado por f(0,3) = 3, podemos asegurar que
fID'NY] = D es cerrado y discreto en [0, wy).



8 Introduccion a los D-espacios

Probaremos que el subespacio D es un niicleo para la funcién ¢, llegando
asi a una contradiccién. Si y € [0,w;), entonces (0,7) € V(«, 5) para algin
(o, B) € D'. Por la construccion de ¥ debe suceder que a = 0 por lo que
(0,7) € {0} x ¢(B) v, en particular, v € p(3) donde b € D (por la construccién
de D). Asi, v € Up[D] v, por lo tanto, Ug[D] = [0,w;), una contradiccién.
Luego, X no es un D-espacio.

En resumen, X satisface que e(X) = L(X) pero no es un D-espacio.

Ahora que ya hemos introducido a los D-espacios, la ausencia de ejemplos
comienza a hacerse mas evidente, pero antes de dar paso a ello probaremos dos
lemas adicionales que, aunque bastante técnicos, nos facilitaran la prueba de
que algunos espacios son D-espacios.

Lema 1.1.14. Sea X un espacio topologico y B una base para la topologia de
X. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:

(1) X es un D-espacio.

(2) Para cada funcion ¢ : X — B tal que para toda x € X se cumple que
x € Y(x), existe D C X cerrado y discreto tal que X = J¢[D].

Demostracion. Es cierto que (1) implica (2) pues si X es un D-espacio y
¥ X — B cumple que x € ¢)(x) para toda x € X, donde B es una base para
su topologia, en particular ¢) es una a. v. a. y, por lo tanto, existe D C X
cerrado y discreto tal que Uy[D] = X.

Ahora probaremos que (2) implica (1). Sea B una base para la topologia de
X y supongamos que X satisface (2). Sea ¢ una a. v. a. de X. Ya que para todo
xz € X ocurre que = € p(x) y B es base, existe V, € B tal que x € Vx C ¢(z).
Considerando ¢ : X — B dada por ¢(z) := V,, por hipdtesis debe existir
D C X cerrado y discreto tal que Uy [D] = X. Asi,

X=JvDl=U V.S U elz) CX,

zeD zeD

es decir, Jp[D] = X. Luego, X es un D-espacio.
]

Lema 1.1.15. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y para cada x € X sea B, una
base local para x. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(1) X es un D-espacio.

(2) Para cada funcion ¢ : X — 7 tal que para cada © € X se cumple que
W(x) € By, existe D C X cerrado y discreto tal que X = J[D].

Demostracion. Del mismo modo que en el Lema 1.1.14, es cierto que (1) implica
(2) pues si ¢ : X — 7 es una funcién tal que para cada = € X se cumple que
Y(x) € B, entonces para cada x € X se cumple que z € ¥(z), lo cual quiere
decir que 9 es una a. v. a., y como X es D-espacio entonces existe D C X
cerrado y discreto tal que X = U v¢[D].

Procedamos a demostrar que (2) implica (1). Consideremos B, una base
local para cada x € X. Sea ¢ una a. v. a. de X. Para cada z € X existe
Ve € B, tal que V,, C ¢(x). Asi, la funcién dada por ¢(z) := V,, es una funcién
que a cada elemento de z le asigna un elemento de su base local. Por hipétesis,
existe D C X cerrado y discreto tal que

X=UvDl= U Vac U eld=JelD] CX.

deD deD

Por lo tanto, X = ¢[D], es decir, X es un D-espacio. O

1.2. Primeros ejemplos

Hasta este momento nuestra lista de ejemplos de D-espacios estd muy
limitada. En esta seccién conoceremos algunos de los principales ejemplos de
D-espacios, algunos de los cuales seguiran jugando un papel importante a lo
largo del presente trabajo.

Teorema 1.2.1. Todo espacio discreto es un D-espacio.

Demostracion. Sea X un D-espacio con la topologia discreta. En este caso, X
es un subconjunto cerrado y discreto que para cualquier a. v. a. ¢ satisface que
¢[X] = X. Luego, X es un D-espacio. O

El Teorema 1.2.1 ya nos proporciona una gran lista de ejemplos de D-
espacios, aunque estos no son de nuestro mayor interés. Afortunadamente,
este resultado se puede generalizar a espacios métricos, teniendo una lista
mas amplia e interesante de ejemplos. Para la demostracion del Teorema 1.2.2
nombraremos N* := N\ {0}.
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Teorema 1.2.2. Todo espacio métrico es un D-espacio

Demostracion. Sea (X,d) un espacio métrico. Para cada x € X consideremos
a la base local B, := {Bi(x) : n € N*}. Sea ¢ una a. v. a. de X tal que para

cada = € X se cumple que p(z) € B,.

Para toda « € X fijemos n, € N* tal que ¢(z) = B (x). Ademds, para

cada n € N* definamos X,, := {x € X : n, = n}. Notemos que X = U X,y
neN*

que si n # m entonces X, N X,, = 0.

Para toda n € N* existe <,, una relaciéon de orden tal que (X,,, <,) es un
buen orden. Con esto podemos definir una relacién de orden < en X donde
para cualquier z,y € X, con v € X,, y y € X,;,, la relacion z < y ocurre si y
sélo si (n <m)V (n=mAz <, y). Esta relacién es un orden parcial para X.
Demostraremos que (X, <) es un buen orden. Sea A C X un conjunto no vacio.
Sea N :=min{m e N: AN X,, # 0}. Como Xy N A C Xy es no vacio, existe
x4 € AN Xy elemento <y-minimo. Veamos que x4 es el elemento <-minimo
de A. Sean x € Ay n € N* tal que z € X,,. Por definicién, N <n. Si N <n
entonces T4 < x. Si N = n, entonces x € AN Xy por lo que x4 <y z vy, por
ende, x4 < x. En conclusion, x4 es <-minimo en A. Por lo tanto, (X, <) es un
buen orden.

Sea 7y el ordinal tal que (x,<) y (v, €) son orden-isomorfos. Consideremos
X ={z,: a <~} donde z, < x4 siy sélo si a < . Construiremos un nicleo
para ¢ por medio de recursién transfinita:

= 90 :=min X.

s Para o < 7, con a # 0 definimos

min (X\ U w(y5)>, si U o(ys) # X,
B<a B<a
Yo, si U ¢(ys) = X.

B<a

Ya =

" Yy = Yo

Tomemos 6 ;== min{a € y+1:0< @y yo =yo}ysea D :={y, :a<d}. D
es nuestro candidato a ser un niicleo para ¢. Primero probemos que J ¢[D] = X.
Pensemos en dos casos:
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Caso 1. < 7.

Por construccién se cumplird que U ¢(yg) = X, es decir, U ¢(z) = X.
B<d z€D

Caso 2. § = 7.
Para cada oo < 7y ocurre que U ¢(yz) # X. Afirmamos que para toda a < vy
B<a

se cumple que z, € U{p(ys) : B < a}. Para a = 0 tenemos que zo = yo € ¢(Yo)-
Supongamos que para toda f < «a es cierto que x5z € U{e(y,) : n < B}
Entonces, {zg : § < a} C U{p(ys) : B < a}. Si z, € U{e(ys) : B < a}
habremos terminado. En el otro caso, z, € X \U{¢(ys) : 5 < a}, esto aunado
al hecho de que x5 ¢ X\U{¥(y3) : B < a} para toda < « nos permite concluir
que z, = min (X \ U{p(ys) : B < a})y, por lo tanto, x, = yo € U{p(ys) : B <
a}. Concluimos que para toda o < 7y se satisface que z, € U{p(ys) : 5 < a}.
Luego, X = U p[D].

Con los dos casos anteriores queda demostrado que X = Jp[D]. Ahora
resta demostrar que D es cerrado y discreto.

Primero veamos que D es discreto. Sea y, € D con a < . Por construccion,

para toda 3 > « ocurre que yg ¢ U ¢(y,) v, como ¢(y,) es un subconjunto de
n<p

U ¢(yy), podemos concluir que yg ¢ ¢(y,) . Por otro lado, para toda f < a
n<pB
ocurre, de modo similar, que y, ¢ ©(yz) = By Jrys (yg) v por la construccion del

orden < tenemos que Mys < Nygs de modo que % < % Esto junto al hecho de
Yo Yp

que Yy, ¢ Bl/nyﬁ (y3) nos dice que yg ¢ Bi/n,, (Ya). Por lo tanto, para toda 8 < §
con 3 # a se cumple que yg ¢ ©(y,). Concluimos que D es un conjunto discreto.

Para terminar probemos que D es cerrado. Sea z € X \ D. Sabemos que
existe a < ¢ tal que z € p(y,). Tomemos ademas

1
r:= min {d(:c,ya), — = d(:c,ya)} > 0.
n

Yo

Debido a que r < ﬁ—d(m, Ya)y x € B_1 (x) se cumple que B,(z) € B_1 (ya),

adicionalmente y3 ¢ ¢(y.) para toda Byae 0\ {a}, por lo que ys ¢ B,(x) pa-
ra toda § € ¢\ {a}. Unicamente falta ver que y, ¢ B.(x), pero esto es
consecuencia directa de que r < d(x,y,). Asi B,.(x) C X \ D. El punto x fue
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un elemento cualquiera de X\ D, con lo cual podemos concluir que D es cerrado.

En resumen, D es un nicleo para ¢, una a. v. a. cualquiera. Luego, X es
un D-espacio. O

Teorema 1.2.3. La recta de Sorgenfrey, S, es un D-espacio.

Demostracion. Sea S, := [n,n+1) visto como subespacio de §. Demostraremos
que para cada n € Z el espacio S,, es un D-espacio. Sea B, := {[a,b) :n < a <
b < n+ 1}, la cual es una base para la topologia de S,,. Sea ¢ : S,, — B,, una a.
v. a.. Construiremos por recursién transfinita un nicleo para ¢:

" Y = N.

= para o > 0,

inf (Sn\ U @(yﬂ)), si U ¢(ys) # Sn,
B<a B<a
Yo, si U ©(ys) = Sn.

B<a

Yo =

Por construccién, si U ¢(yz) # X para algin ordinal o entonces se cumple
B<a

que U w(ys) = 1, Ya)-
Afirmamos que existe un ordinal « tal que U ¢(y,) = S,. Supongamos
y<ao

que se cumple lo contrario y tomemos a « y [ ordinales con a < . Como
L<J ©(y,) # X entonces y, € 9 ©(yn) = [1, Yat1), por lo cual ¥, < Yoi1. Tam-
n~«o n<a

bién, ya que yz = inf <Sn\ L<Jﬁg0(y7)> eEnn+1)y[n,yar) = L<J o(y,) C
ol <«

U ©(y,), entonces yz € [Ya+1,n + 1) y, por lo tanto, yo+1 < ys. De este modo

¥<B

tenemos que y, < ys. Sin embargo, lo anterior implicaria que existe una corres-

pondencia uno a uno de la clase de los ordinales sobre el intervalo [n,n + 1), lo
cual no es posible. Por lo tanto, existe un ordinal a tal que U ¢(yz) = X.
B<a

Sea oy el primer ordinal tal que U ¢(y,) = S,. Consideremos a D,, :=
y<ap

{yy : v < ap}. D,, es nuestro candidato a ser un nicleo para ¢. Por construccién
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sabemos que J¢[D,| = S,, nos falta probar que D,, es cerrado y discreto.

Primero demostremos que D, es discreto. Sea a < «p. Consideremos
U := ¢(Ya) N [Ya,n+1). Para toda f < «a se cumple que ys < y,, implicando que
ys ¢ U; por otro lado, para toda o < 8 < ag sabemos que yg ¢ ©(y,), por cons-
truccién, por lo que yg ¢ U. De esta manera, UND,, = {y,}. Asi, D es discreto.

Ahora veamos que D, es cerrado. Sea = € S, \ D,. Sea a el minimo
ordinal que satisface que © € ¢(y,), con lo cual * ¢ U ¢(y,). Luego = €
<o

Su\ U 9(5) = lgar i+ 1), por 1o que g, < . Sea U = [, + 1) N o(ya),
<o

Por un lado, ya que para toda v < o se cumple que y, < y, < z entonces
Y ¢ U; en el otro caso, para toda § > « con § < o se tiene que ys ¢ ¥(Ya)
de donde concluimos que ys ¢ U. Entonces, x € U C S,,\ D,,. Asi, D es cerrado.

Lo anterior nos diria que D,, es un nucleo para ¢, a. v. a. cualquiera, lo
cual implica que §,, es un D-espacio.

Ahora, consideremos a la base B := | B, para Sy ¢ : § — B una a.
nez

v. a.. Notemos que para cada n € Z la restriccién v, := 1|s, cumple que
UnlSn] € By, por lo que existe D,, C S, cerrado y discreto en S, tal que
S, = Un[Dy) = U¥[D,]. Tomemos D := |J D,. Podemos notar que

peor-Ue o] -u( e
= UZ (U @ZJ[DnD
—Us.=S

Para cualquier punto x € § existe un tnico n € Z tal que = € S,,, donde
existe una vecindad U de x en §,, tal que U N D,, es finito. U sigue siendo
vecindad de z en S, ademds de que U N D,, = 0 si m # n. Lo anterior nos
dice que la familia {D,, : n € N} es localmente finita, lo cual implica que D es
cerrado y discreto.

En resumen, existe D C S cerrado y discreto tal que Uy [D] = S. Luego, S
es un D-espacio. O
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Al momento de probar que S,, es un D-espacio hubo dos propiedades que
fueron de vital importancia: poder afirmar que S,, menos cualquier bésico tenia
un infimo (el cual resultaba ser el minimo de dicho conjunto) y saber que para
cualquier z,y € S, los conjuntos de la forma [z,n + 1) y [z, y) son abiertos
en S,. De manera mas general, pensar en un espacio topologico con cierto
orden (o relacién) que cumpla ambas propiedades deberia permitirnos realizar
una prueba similar, cosa que se va a cumplir. Existe un tipo de espacio con
las caracteristicas que nos interesan conocido como “espacio separado por la
izquierda generalizado”, del cual podremos probar que es un D-espacio:

Definicién 1.2.4. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es un espacio
separado por la izquierda generalizado si 'y s6lo si existe una relacion binaria
reflexiva, R, tal que:

(1) si F' C X es un cerrado no vacio entonces F' tiene un elemento R-minimal;
y

(2) para todo x € X se cumple que {y € X : xRy} es un conjunto abierto para
la topologia de X.

A modo de abreviatura, a los espacios separados por la izquierda generali-
zados los nombraremos tinicamente como espacios-SIG.

van Douwen y Pfeffer enuncian el siguiente teorema en [12], ademés de
ofrecer un esbozo de la prueba. Sin mas que agregar, procedamos con el siguiente
resultado.

Teorema 1.2.5. Todo espacio-SIG es un D-espacio.

Demostracion. Sea (X, R) un espacio-SIG y ¢ una a. v. a. para X. Definamos
a pst una a. v. a. auxliar dada por:

U(z) == p(z)N{y € X : 2Ry} = {y € p(z) : xRy}
Por recursion transfinita construiremos un ntucleo para psi:
= 1o es un elemento R-minimal de X.

» Para toda a > 0: si U 9¥(z3) # X entonces tomamos z, un elemento
B<a

R-minimal de X'\ U ¢(zg);si U ¥(x3) = X entonces tomamos z,, = .
[B<a B<a
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De la misma manera que en la demostracion del Teorema 1.2.4 podemos afirmar

que existe un ordinal o tal que X = | v (z3). Consideremos a aq el menor
B<a

ordinal que cumpla esto. Sea D := {z, : @ < ap}. D es nuestro candidato a ser
un nucleo para 1. Por construccion, es cierto que X = U ¢(z,) = Uy|[D].
a<agp

Falta demostrar que D es cerrado y discreto.

Primero probaremos que D es discreto. Sea a < . La vecindad ¢(z,) es
la que buscamos. Sea [ < «ap tal que x5 € ¥(z,). Por la forma en que esta
definida la funcién 9 podemos asegurar que z,RRx3. En caso de que (3 sea igual
a 0, la tnica forma en la que puede ocurrir que xy sea un elemento de ¥(x,) es
si a =0, por lo que z3 = z,. En caso contrario, por construccién sabemos que
xp € X\ U Y(x.) pero ademds, como xg € w(xa) para toda § > a ocurre que

rg ¢ X\ U Y(x,), por ende, f < a. Asi, X'\ U P(xy) C X\ U Y(x.) por lo
que o € X \ U v¢(z). Recordemos que a:aRasg Por la R—mlnlmahdad de xp
<8
en X\ U ¢(z,) podemos concluir que x5 = x,. Por lo tanto, (z,)ND = {z,}.
v<p

Luego, D es un conjunto discreto.

El argumento anterior también nos permitira probar que D es cerrado. Si
x € X \ D existe a < a tal que x € 1(x,). Probamos que ¢(x,) N D = {z,},
por lo que U := 9(x,) \ {zo} es una vecindad de x la cual satisface que
U C X\ D. Asi, D es cerrado.

En conclusion, D es un nucleo para 1. Ahora, por la forma en que fue
construida psi nosotros sabemos que para cada x € X se cumple la contencién
¥(x) = p(x) N{y € X : 2Ry} C p(z), por lo que Up[D] € Up[D]. Asi,
X = Ug[D]. Por lo tanto, D también es un nicleo para ¢. De esta manera, X
es un D-espacio. [

A raiz del Teorema 1.2.5 obtenemos el siguiente corolario:
Corolario 1.2.6. Todo espacio topologico numerable es un D-espacio.

Demostracion. Sea X un espacio topolégico numerable. Probaremos que X es
un espacio-SIG. Consideremos X = {z,, : n € N}. Definamos una relacion <y
sobre X dada por:

Tp <x Ty siy solo sin < m.
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Para toda n € N se cumple que n < n por lo que z,, <x x,, lo cual implica
que <x es una relacién reflexiva.

Primero probaremos que todo conjunto cerrado no vacio tiene un elemen-
to <x-minimal. Sea ' C X cerrado no vacio. Podemos definir al conjunto
Np:={neN:x, € F}. Ny es no vacio pues F' no es vacio. Como N es un
conjunto no vacio de naturales, entonces N tiene elemento minimo, llamémoslo
no. Asi, para toda n € N se cumple que ng < n lo cual implica que z,, <x x,,
es decir, x,, es elemento <y-minimo de F, y en particular z,,, es <x-minimal

de F.

Finalmente probaremos que para todo = € X el conjunto {y € X : z <x y}
es un abiertoen X. Sin € Ny A, :={y € X : z, <x y}, entonces

{yEXanXy}:{xmeXanXxm}
={zm:n<m}=X\{x,:m<n}

Asi, A, = X \ {z,, : m < n}. Luego, como X es un espacio Ty y A, es igual a
todo el espacio X salvo por una cantidad finita de elementos, A, es un conjunto
abierto.

Con los tres puntos anteriores podemos afirmar que X es un espacio-SIG.
Por el Teorema 1.2.5 concluimos que X es un D-espacio. O

El proximo ejemplo sera sobre los espacios topolégicos conocidos como
espacios de Mréwka-Isbell, pero antes de pasar a ello veremos cémo es que se
definen estos espacios.

Definicién 1.2.7. Sea A una familia infinita de subconjuntos de w. Decimos
que A es una familia casi ajena si 'y s6lo si para cualesquiera A, B € A con
A # B se cumple que |A N B| < Ny. Ademads, decimos que A es una familia
casi ajena maximal siy sélo si para todo B C w con |B| =Rgy B ¢ A, se
cumple que para cualquier A € A la interseccién de A con B es infinita.

Definicién 1.2.8. Sea A una familia casi ajena y consideremos al conjunto
U(A) := wUA. A U(A) podemos asociarle una topologia 7 dada por las
siguientes bases de vecindades: para toda n € w el conjunto V(n) := {{n}
es una base de vecindades para n, y para todo A € A el conjunto V(A) :=
{{A}JU(A\F): F Cwy |F| <Y} es una base de vecindades de A.

Al espacio (¥(.A), ) se le conoce como el espacio de Mrowka-Isbell asociado

a A.
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Una de las primeras observaciones que se pueden hacer sobre los espacios de
Mroéwka-Isbell es que cumplen algunos axiomas de separacion. Podemos observar
que para cualesquiera n,m € wy A,B € Aconn # my A# B tenemos que:
los conjuntos {n} y {m} son vecindades ajenas para n y m, respectivamente;
para Ay B, como A es una familia casi ajena entonces |A N B| < N, por lo
cual {A}U(A\ANB)y{B}U(B\ AN B) son vecindades ajenas de estos,
correspondientemente; por ultimo, los conjuntos {n} y {A} U (A \ {n}) son
vecindades ajenas de n y A, respectivamente. Con lo anterior podemos enunciar
el siguiente lema:

Lema 1.2.9. Todo espacio de Mrowka-Isbell es Hausdorff.

Otra observacion curiosa y 1til sobre los espacios de Mréowla-Isbell es que no
s6lo w es un subespacio discreto de U(.4), sino que también el propio A resultara
ser un subespacio discreto. Para demostrarlo es suficiente ver que para cada
A € Aes cierto que {A}UA es una vecindad de A tal que AN({A}UA) = {A},
esto pues los elementos de A son naturales (o subconjuntos finitos de w) mientras
que los elementos A son subconjuntos infinitos de w. Ademas, como todos los
puntos de w son aislados, entonces w = J{{n} : n € w} es un abierto de ¥(A),
por lo cual A es un cerrado de W(A). Con estos dos puntos conseguimos el
siguiente lema.

Lema 1.2.10. Si A una familia casi ajena, entonces A es un conjunto cerrado
y discreto de U(A).

Con los dos lemas anteriores ya contamos con la herramienta suficiente para
probar que todo espacio de Mréwka-Isbell es un D-espacio.

Teorema 1.2.11. Todo espacio de Mrowka-Isbell es un D-espacio.

Demostracion. Sean A una familia casi ajena y ¢ una a. v. a. para U(A).
Denotemos por F' al conjunto ¥(A)\U¢[A] C wy consideremos a D := AUF,
el cual es nuestro candidato a ser un ntucleo para ¢. Por construccién se cumple
que Ug[D] = ¥(A). Nos falta probar que D es un conjunto cerrado y discreto.

Comencemos por demostrar que D es cerrado. Ya sabemos que A es cerrado
por el Lema 1.2.10. También, por construccion, F' es un conjunto cerrado ya que
Ug[A] es abierto. Como D es la unién de dos cerrados resulta ser un conjunto
cerrado.
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Ahora probemos que D es discreto. Sea d € D:sid € F entonces V := {d} es
una vecindad de d tal que VN D = {d}; si d € A entonces tomamos F; C w un
conjunto finito tal que {d}U(d\ F;) C ¢(d), el tnico elemento de A que estd en la
vecindad V' := {d}U(d\ Fy) es d mismo, y VN F C o(d)N(¥(A) \ UplA]) =0,

por lo que VN D = {d}. Por ambos casos podemos concluir que D es discreto.

De esta manera, D es un niicleo para . Luego, ¥(A) es un D-espacio. [

Todavia no terminamos con los espacios de Mrowka-Isbell. Recordemos que
la Proposicion 1.1.12 nos decia que ser D-espacio y numerablemente compacto
implica ser compacto. Ademds, ser numerablemente compacto implica ser
pseudocompacto, donde un espacio es pseudocompacto si y sélo si toda funcion
continua del espacio en los reales estda acotada. Una pregunta natural es si
podemos debilitar las hipotesis de la Proposicion 1.1.12 y pedir que el espacio sea
pseudocompacto en lugar de numerablemente compacto. Lamentablemente esto
no resultara asi y son los espacios de Mréwka-Isbell los que nos proporcionaran
el contraejemplo a ello. Sin embargo, para que un espacio de Mrowka-Isbell
resulte ser pseudocompacto necesitamos pedirle una condicién mas a nuestra
familia casi ajena. Veamos el lema.

Lema 1.2.12. Si A es una familia casi ajena maximal, entonces W(A) es
pseudocompacto.

Demostracion. Supongamos que existe una funcién continua f: U(A) — R no
acotada. Lo primero que vamos a demostrar es que f|w] no esta acotado. En caso
contrario existirfa una M > 0 tal que para toda n € w ocurre que |f(n)| < M.
Como f no estd acotada, debe de existir A € A tal que |f(A)| > M, por lo cual
debe de existir una vecindad V' de A tal que para toda = € V' se cumple que
|f(x)| > M, lo cual es una contradiccién pues V Nw # 0, ya que V es una ve-
cindad de un elemento de la familia casi ajena. Por lo tanto, f[w] no esté acotado.

Como f no estd acotada en w podemos tomar una sucesiéon B := {ny :
k € w} C w tal f no estd acotada en B y para toda k € w se cumple que
£ < |f (i)l

Afirmamos que B ¢ A. Si sucediera lo contrario tendriamos que f es conti-
nua en B por lo que existe V' una vecindad de B tal que para toda x € V sucede
que |f(x) — f(B)] < 1, es decir, f estd acotada en V. Por otro lado, como V' es
vecindad de B entonces existe F' C w conjunto finito tal que B\ F* C V. Como
f no esta acotada en By F' es finito, entonces f no estd acotada en B\ F, lo
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cual implica que f tampoco esta acotada en V', lo cual es una contradiccion.
En consecuencia, B ¢ A. Como A es una familia casi ajena maximal, entonces
existe A € A con |[AN B| = Ry.

Como f es continua, existe V' una vecindad de A tal que |f(z) — f(A4)| < 1
para toda x € V. Asi, existe F' C w conjunto finito tal que A\ F' C V. Como
AN B es infinito y F es finito, entonces C := (AN B)\ F = {ny, : | € w}
es una subsucesién de B. Ya que f no estd acotada en B = {ny : k € w}y
{If(ng)| : k € w} es creciente, entonces f no estd acotada en C; no obstante, la
condiciéon C' C V' implica que f no estd acotada en V', una contradiccion.

La contradiccién vino de suponer que existia una funcion de U(A) en R
continua y no acotada. Por lo tanto, toda funcién continua de ¥(A) en R es

acotada, es decir, U(A4) es un espacio pseudocompacto.
O

Con ello tenemos que, cuando A es una familia casi ajena maximal, U(A) es
un D-espacio pseudocompacto. Sin embargo, W(.4) no es compacto pues A es
un subespacio cerrado, discreto e infinito de W(.A). Es decir, ser un D-espacio
pseudocompacto no implica ser compacto, por lo cual la Proposiciéon 1.1.12 no
se puede generalizar a espacios pseudocompactos.

1.3. Una equivalencia pegajosa

La mayoria de esta seccion, salvo por el Ejemplo 1.3.5 y el Teorema 1.3.6,
estd basada en [4]. Comencemos con la siguiente definicién:

Definicién 1.3.1. Dados X un espacio topolégico, ¢ una a. v. a. y D C X.
Decimos que D es ¢-pegajoso si y soélo si D es cerrado, discreto y satisface lo
siguiente:

VxEX(gp(x)ﬂD#@#xEng[D]).

Dada ¢ una a. v. a., denotaremos por D(¢) a la familia de conjuntos
p-pegajosos, es decir:

D(p) :={D C X : D es p-pegajoso}.

Para cualquier a. v. a. ¢ el conjunto vacio es p-pegajoso por vacuidad, asi que
el conjunto D(y) siempre tiene al menos un elemento. Ademds, si X es un
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D-espacio y ¢ una a. v. a. cualquiera, se cumple que cualquier nicleo D de ¢
es un conjunto @-pegajoso.

Ahora veremos que podemos darle una estructura de orden a D(yp) la cual
no soélo resultara ser un orden parcial, sino que satisfara las hipotesis del Lema
de Zorn y, por lo tanto, D(p) tendra un elemento maximal.

Definicién 1.3.2. Sea ¢ una a. v. a. de X, definimos una relacion sobre D(yp),
que llamaremos <,,, de la siguiente manera: dados D, D’ € D(yp), decimos que
D <,D'siysélosi DC D"y (D'\D)n(Uep[D]) =0.

Ahora probemos que efectivamente se trata de un orden parcial.

Lema 1.3.3. Dado ¢ a. v. a., (D(y), <) es un conjunto parcialmente ordena-
do.

Demostracion. Sean D, E, F € D(yp).
Primero, para D se cumple tanto que D C D, como que (D \ D)N(U¢[D]) =
0N (Ue[D]) =0, por lo que D <, D. Entonces, la relacién es reflexiva.
Luego, supongamos que D <, E'y E <, D. En particular sucede que
D CFEyFECD,porlotanto, D = E. Asi, la relacion es antisimétrica.
Finalmente, supongamos que D <, F'y E <, I'. Por una parte tenemos
que D C ECF, asi que D C F. Ademas:

(F\D)nJelD]

(F\E)U(E\D))nJelD]
(F\NE)ynUeDl) U ((E\D)nJelD])
= (F\ E)n{JolD]

(F\E)NJ¢lE] = 0;

N

con lo cual podemos afirmar que D <, F'y, por ende, que la relacién también
satisface la transitividad.
Esto muestra que <, es un orden parcial sobre D(yp). O

Prosigamos por demostrar la afirmacién que hicimos con anterioridad:

Lema 1.3.4. Dada ¢ una a. v. a. de X, (D(p),<,) tiene un elemento <,-
mazimal.
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Demostracion. Como se habia adelantado, ya que (D(y),<,) es un orden
parcial ocuparemos el Lema de Zorn para demostrar el presente lema. Basta
verificar que toda cadena no vacia de (D(p), <,,) esta acotada superiormente.
Sea C C D(y) una cadena no vacia y consideremos a C' := |JC. C es nuestro
candidato para ser la cota superior de C, primero demostremos que C' es un
conjunto p-pegajoso.

Para comenzar probaremos que C' es cerrado. Sea z € X \ C, tenemos dos
casos:

Caso 1. p(z)NC = .
En este caso, z € ¢(x) C X \ C donde p(x) es abierto.
Caso 2. p(z)NC #10)

Aqui existe D € C tal que p(z) N D # (). Ya que D es p-pegajoso podemos
afirmar que = € U p[D] y, como U p[D] es abierto, existe V; vecindad abierta
de x tal que Vi C Ug[D]. Sea V := Vj \ D, el cual es un abierto pues D es
cerrado. Ademés, z es elemento de V' ya que = ¢ C'y D C C. De esta manera,
V CUe[D] y VN D = . Veamos que ningin elemento de C intersecta a V.
Sea D' € C. Como C es una cadena tnicamente pueden ocurrir dos casos:

Caso 2.1. D' <, D.
En particular ocurre que D’ C D, por lo que D'NV = .
Caso 2.2. D <, D"

Observemos lo siguiente

D'NnV=(D'\D)nV)u(DnV)
=(D'\D)nV C(D'\D)n|Je[D] =0.

Por lo tanto, para toda D’ € C se cumple que D'NV = (), es decir, VNC = .
Luego, x € V C X \ C con V abierto. Por los dos casos anteriores podemos
concluir que C' es cerrado.

De manera similar demostraremos que C' es discreto. Sea z € C'. Conside-
remos D € C tal que x € D. Tomemos V; una vecindad abierta de x tal que
Vi € Up[D]. También, como D es discreto existe Vs vecindad abierta de x
tal que Vo N D = {z}. Observemos que V :=V; N V; es una vecindad de = y
satisface dos cosas: VN D = {z} y V C Up[D]. Demostremos que para toda
D' € C ocurre que VN D' C {z}. Sea D' € C. Nuevamente tenemos dos casos:
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Caso 1. D' <, D.
En particular pasa que D’ C Dy, por lo tanto, D'NV C DNV = {z}.
Caso 2. D <, D'.

Tenemos lo siguiente:

D'NnV=((D'\D)nV)u(DnV)
=((D'\D)nV)u {x}

C ((0'\D)nUelD)) U {a} = {z}.

Entonces para toda D' € C es cierto que D' NV C {z}. Como ademads
sabemos que DNV = {z}, concluimos que VN C = {z}. Luego, C' es discreto.

Finalmente, resta ver que cualquier elemento cercano a C' se pega a la
imagen de C. Sea r € X tal que (x) N C # 0, entonces existe D € C tal que
e(x) N D # (. Como D es p-pegajoso, entonces x € Jp[D] C Jp[C].

Con todo lo anterior ya podemos afirmar que C' realmente es un conjunto
p-pegajoso, pero aun no hemos terminado pues falta probar que C' es cota
superior de la cadena. Sea D € C. Ya sabemos que D C C, sélo falta notar lo
siguiente:

e \p)nUelpl = | U (0'\D)| nUelD)

- U [\ oin(Usnn)] -

D'eC

D<, D'
En resumen, D C C'y (C\ D)NUp[D] = 0, por lo que D <, C. En conse-
cuencia, C' es cota superior de C.

El argumento anterior garantiza que (D(yp), <,,) satisface las hipo6tesis del
Lema de Zorn, lo cual asegura que D(yp) tiene un elemento <,-maximal. [

Es tentador pensar que algin elemento < -maximal del D(y) resultara ser
un nucleo para ¢, sin embargo, este no sera siempre el caso. Veamos el siguiente
ejemplo.
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Ejemplo 1.3.5. Pensemos en X = [0, w;) con su topologia de orden. Conside-
remos

(2) = [0,2], si z es limite,
7 o {z}, si x no es limite.

a. v. a.. Para cada x € X tenemos que ¢(z) es numerable. Recordemos que
e(X) = Ny, por lo que para cada D C X cerrado y discreto se cumple que
U¢[D] es una unién numerable de conjuntos numerables, lo cual nos permite
concluir que no existen nucleos para . Podemos decir més, afirmamos que
D(p) = {0}.

Si existiera D € D(y) \ {0}, tomamos un elemento fijo & € D. Para todo
f € X sabemos que existe 7 € X un ordinal limite tal que méx{a, 5} < 7.
Asi, tendremos que « € [0,7] = ¢(7), por lo que v € U p[D], entonces existe
0 € D ordinal limite tal que v < §. De aqui podemos ver que 3 < ¢, lo que
implica que 8 € ¢(0). Lo anterior asegura que Jp[D] = X, lo cual es una
contradiccién al hecho de que ¢ no tiene nicleos. Por lo tanto, D(p) = {0}.

En el Ejemplo 1.3.5 resulta que el tnico elemento < -maximal de los
conjuntos p-pegajosos era el vacio. Sin embargo, nuestra conjetura sobre que
los conjuntos <, -maximales resultan ser nicleos para ¢ no es nada descabellada,
lo inico que nos hace falta es poder asegurar que dichos maximales no son
el conjunto vacio. Esto nos proporciona la siguiente equivalencia para los
D-espacios.

Teorema 1.3.6. X es un D-espacio si y solo si para toda a. v. a. p de X
existe D € D(p) \ {0}.

Demostracion. Ya sabemos que la ida es cierta, pues todo nicleo de ¢ es un
conjunto ¢-pegajoso no vacio. Probemos el regreso. Sea ¢ una a. v. a. de X.
Sabemos que D(yp) tiene un elemento <,-maximal, ademds de que estamos
suponiendo que existe E' € D(y) \ {#}. Como ademds ) <, E para toda
E € D(p), podemos concluir que el elemento maximal no es el vacio. Sea
E € D(p) \ {0} elemento <,-maximal.

Afirmamos que U ¢[E] = X. Procedamos por contradiccién y supongamos que
X \Uy[E] # 0. Definamos la siguiente a. v. a.:

._ UelE], si e UypE]
Uw) = { (UGlE) Up(e), si = ¢UplE).

Por hipétesis, existe D € D(¥)\ {0}. Notemos que D\ (U ¢[E]) no puede ser va-
cio. En el caso contrario se satisface que D C J p[E]. Tomando z € X \ U ¢[E],
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como DNY(z) = DN ((UplE))Up(z)) 2 DND # 0y D es U-pegajoso,
entonces x estd en |J W[D] = U ¢[E], lo cual es absurdo. Luego, D\ (U ¢[E]) # 0.

Sea F := (D \ (Uyp[E])) U E. F es cerrado pues ambos uniendos lo son.
Veamos que F' es discreto. Sea x € Iy pensemos en dos casos: si ¢ € F
entonces existe V C |Jp[E] vecindad de z tal que V N E = {z}. Por la forma
en la que tomamos a V' se cumple que V N (D \ (Uy[E])) = 0, por lo que
VN F = {x}; en cambio, si x € D\ (Up[E]) existe V C X \ E vecindad de x
tal que DNV = {z}. Ya que VN E = ) entonces V N F = {z}. Por ambos
casos podemos concluir que F' es cerrado y discreto.

Ahora demostraremos que F' es un conjunto ¢-pegajoso. Sea x € X tal
que p(z) N F # (. Nuevamente convendrd analizar dos casos: si x € J p[F]
habremos terminado pues U ¢[E] C Up[F]; si © ¢ Up[F], notemos primero
que p(x) N E = ) pues el caso contrario implicaria que x € Jp[E] ya que E es
¢ pegajoso, por lo que ) # p(z)NF = p(x)N (D \ (Up[E])) lo cual implica que
U(z)ND = (e(x)U(UplE]))ND # 0,y ya que D es ¥-pegajoso tenemos que
reUV[D] = UplE]) UUeD\UpE]]) =Ug[F]. En ambos casos siempre

ocurre que x € |Jp[F]. Luego, F es un conjunto p-pegajoso.

Finalmente, veamos que E <, F'. Por construcciéon, £/ C F'. Por otro lado,

(F\E)NUelE]l = (D\UelE) nUelE] =0

Con lo anterior podemos afirmar que £ <, I, pero esto es una contradiccion
pues I es <,-maximal y ' # E. La contradiccién vino de suponer que
Ue[E] # X asi que la igualdad se cumple. Como toda a. v. a. tiene un nicleo,
entonces X es un D-espacio. O]

Tanto el enunciado como la demostracién del Teorema 1.3.6 fueron idea
mia mientras escribia la presente secciéon. Mas tarde descubri que Gruenhage
generalizaba la nocién de “conjuntos pegajosos” en [5], donde este teorema
resultaba ser una consecuencia de la Proposicion 2.2 de [5]. A pesar de ello yo
lo considero mi primer teorema, por lo cual espero que el lector me permita
reenunciarlo y nombrarlo en memoria a mi padre:

Teorema del Fayo. X no es un D-espacio si y sélo si existe p una a. v. a.
tal que D(p) = {0}, es decir, si una asignacion de vecindades abiertas falla en
tener un conjunto pegajoso no trivial.
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Concluiremos esta seccion, y capitulo, con la siguiente equivalencia, la
cual nos deja ver a los D-espacios como aquellos espacios en los que siempre
podremos extender cualquier conjunto ¢-pegajoso hasta conseguir un nucleo
para la a. v. a.:

Teorema 1.3.7. Sea X un espacio topoldgico. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

(1) Para toda ¢ a. v. a., para todo D € D(y) y para todo x € X existe
D' € D(p) tal que x € Up[D'] y D <, D'.

(2) X es un D-espacio.

Demostracion. Comenzaremos demostrando (1) = (2). Sea ¢ una a. v. a. de X.
Para () € D(y) y algiin x € X sabemos que existe D € D(yp) tal que z € U p[D],
por lo tanto D # (). Ya que existe D € D(p) \ {0} y esto fue para cualquier
asginacion de vecindades podemos concluir por el Teorema 1.3.6 que X es un
D-espacio.

Ahora demostraremos (2) = (1). Sean ¢ una a. v. a., D € D(¢) y 29 € X.
Consideremos al conjunto cerrado Y := X \ U ¢[D]. Definamos la siguiente a.

V. a.: - o(z), si ze X\UypD],
U(x) == { UelD], si x € UgpD].

Como X es un D-espacio, existe £ C X cerrado y discreto tal que V[E] = X.
ENY es discreto y ademaés es cerrado por ser la interseccion de dos cerrados.

Tomemos D' := DU (ENY). D' es cerrado pues ambos uniendos lo son.
Demostraremos que D’ es discreto. Sea y € D', tenemos dos casos:

Caso 1.y € D.

Existe V' vecindad de y tal que VN D = {y}. Asi, U := V N e(y) es una
vecindad de y que cumple que UND ={y} yUN(ENY) Cp(y)NY =
por lo tanto, U N D" = {y}.

Caso 2. y€ ENY.

?

Entonces existe V' vecindad de y tal que VN E = {y} y, por ende, V' N
(ENY) ={y}. Observemos que ¢(y) N D = () pues en caso contrario ocurrirfa
que y € Ug[D] (ya que D es p-pegajoso) y eso no es posible pues z € Y.
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Nuevamente, consideremos U := V N ¢(y) vecindad de y, la cual satisface que
UND' =UN({(DU(ENY))=0U{y}.

Los casos anteriores constatan que D’ es discreto. Por tltimo notemos lo
siguiente: ya que para todo x € U p[D] se tiene que ¥(z) NY = (), entonces
Y CUVY[ENY]. Por construccion ¥|y = ¢|y, por lo que Y C Jyp[ENY]. Por
lo tanto,

X =y u(UelDl) € (UelEnY])u (UelDl) =UelD,

es decir, D’ es un nicleo de ¢ y, por consiguiente, D’ es un conjunto p-pegajoso.
Ademas, zg € U p[D'].

Ya so6lo nos resta probar que D <, D'. Por construcciéon tenemos que
D C D'. También sucede lo siguiente:

(D'\D)nUelD] = (EnY)n (JelD]) =0.

Por definicién podemos afirmar que D <, D’. En resumen, existe D’ € D(yp)
tal que zop € Up[D'] y D <, D', lo cual es lo que querfamos demostrar. ]



Capitulo 2

Propiedades los D-espacios

2.1. Subespacios de D-espacios

Comenzaremos este capitulo estudiando los subespacios de los D-espacios.
Naturalmente, la primera pregunta a abordar es si la propiedad se hereda a un
subespacio cualquiera. Recurriendo al que ha sido nuestro caballito de batalla
hasta el momento, el espacio X = [0,w;) con su topologia de orden, podremos
dar una respuesta a esta interrogante.

El espacio Y = [0,w;] visto con su topologia de orden es compacto y, por
lo tanto, un D-espacio. Por el contrario, en el Ejemplo 1.1.11 probamos que
X = [0,w;) visto como subespacio de Y no es un D-espacio. Mas ain, X resulta
ser un subespacio abierto y denso de Y, permitiéndonos dar una respuesta un
poco mas amplia: la propiedad de ser D-espacio no es hereditaria, incluso si el
subespacio en cuestion es abierto y denso.

No obstante, similar a otras propiedades de cubierta, ser D-espacio si
se heredara a un tipo de subespacio en particular: los subespacios cerrados.
Incluso en el capitulo anterior llegamos a demostrar esta afirmacion para casos
particulares. Eis momento de realizar la prueba de manera general:

Teorema 2.1.1. 57 X es un D-espacio y F C X es un subespacio cerrado de
X, entonces F' es un D-espacio.

Demostracion. Consideremos 7 y 7r las topologias de X y F, respectivamente.
Sea ¢ : ' — 7p una a. v. a. de F. Para cada x € F tomamos U, € 7 fijo tal
que ¢(x) = U, N F. Consideremos ¢ : X — 7 una a. v. a. de X dada por

U,, si z€F,
Mx)::{X\F, si zédF
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Ya que X es D-espacio, existe D C X cerrado y discreto en X tal que
Uy[D] = X. Ademés, D' := DN F es un cerrado y discreto de F'. Veamos que
D’ es el nicleo que buscamos para . Basta probar que ¢[D’] cubre a F. Si
tomamos y € F sabemos que existe d € D tal que y € ¢ (d). Notemos que d
es un elemento de F' pues en caso contrario ocurre que y € ¥(d) = X \ F, lo
cual contradice el hecho de que y es un elemento de F'. Como d € F', entonces
d € FN D = D'; adicionalmente, y € ¥(d) N F = U; N F = p(d). De esta
manera, y € Jp[D'] y, por lo tanto, F' = |Jp[D’]. Asi, D’ es un niicleo para ¢,
lo cual muestra que F' es un D-espacio. O

Seremos capaces de generalizar el resultado anterior. La propiedad de ser
D-espacio se seguirda heredando a cualquier uniéon numerable de subespacios
cerrados, es decir, a subespacios F,. Si tomamos F' C X un conjunto F, y
suponemos que X es un D-espacio, lo primero que sabemos es que

F:UFna

neN

donde cada F;, es un subespacio cerrado de X. Por el Teorema 2.1.1 concluimos
que cada uno de estos subespacios F}, es un D-espacio. Esto implica que F es
union de D-espacios. En este punto sera necesario detenerse pues no contamos
con algin resultado que nos diga cémo se comportan los D-espacios bajo la
uniéon. Lamentablemente, dar una respuesta satisfactoria a la pregunta “;la
unién de D-espacios es un D-espacio?” escapa a nuestros alcances, hasta el
momento en que se escribio este trabajo se mantiene como una pregunta abierta.
Sin embargo, y para nuestra suerte, podremos dar respuesta al caso particular
que necesitamos para nuestro cometido.

Antes de continuar con el resultado sobre la unién de D-espacios, enuncia-
remos una definicién y un lema los cudles tienen el tinico fin de simplificar la
redaccion posterior.

Definiciéon 2.1.2. Dados X un espacio topologico y Y C X, decimos que YV
es un D-subespacio de X si y sélo si Y es un subespacio de X que satisface ser
un D-espacio con la topologia que hereda como subespacio de X.

Respecto al lema, la idea es que al momento de trabajar con algin D-
subespacio recurramos a asignaciones de vecindades abiertas del espacio total
en lugar de las del subespacio. Notemos que si Y es un D-subespacio de X
y ¢ es una a. v. a. de X, siempre podemos definir una a. v. a. para Y dada
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por ¥(y) := p(y) NY. Como Y es un D-espacio, existe D C Y un cerrado y
discreto de Y tal que U9 [D] =Y y, en consecuencia,

Y=Uedny c e =gelD]

deD deD

Esto nos deja el siguiente lema:

Lema 2.1.3. Sean X un espacio topologico y Y C X. Si'Y un D-subespacio de
X, entonces para cualquier @ a. v. a. de X existe D CY un conjunto cerrado
y discreto de Y tal que Y C U p[D].

Ya con el Lema 2.1.3 sera mas sencillo, al menos en cuestion de redaccién,
demostrar que la uniéon numerable de D-espacios cerrados resulta ser D-espacio.
Borges y Wehrly ofrecen una prueba en [2], la cual desarrollamos detalladamente
a continuacion:

Lema 2.1.4. Sea X un espacio topoldgico. Si {F, : n € N} es una coleccion
de D-subespacios cerrados de X y X = U{F, : n € N}, entonces X es un
D-espacio.

Demostracion. Sea ¢ una asignacion de vecindades de X. Construiremos por
recursion dos sucesiones: { F,, },en de subespacios cerrados y { Dy, }nen de sub-
conjuntos cerrados y discretos tal que D, C E, C F,, E, C Ue[D,] ¥

D,NUep { U Dm} = () para toda n € N, esto ultimo para poder garantizar

m<n
que U D, es cerrado y discreto:
neN
s Fjy:= Fy. Como éste es un D-espacio, existe Dy C FE, cerrado y discreto
en Fy tal que Ey C Ug[Dy.

= Suponiendo que existen n € N, D; C E; C F; tal que F; es cerrado,
D; es cerrado y discreto en E; y E; C UJg[D;] para toda i € {0,...,n},
definimos

B Fuoi \ U M Di] |

Como F, 1 C F, . es cerrado y F,, 1 es D-espacio, entonces F,,; tam-
bién es D-espacio. Por ende, existe D, 1 C F,., cerrado y discreto en
E,1 tal que E, .1 CU@[Dyi]
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Por construccién, si n < m entonces D,, N ¢ [ U Di| =0y, en particular,
k<m

D, N D,, = 0. De manera més general, si n # m, entonces D, N D,, = (). Sea
D :=U{D, : n € N}. D es nuestro candidato a ser un niicleo para ¢.

Comencemos por demostrar que Up[D] = X. Sea z € X. Por hipotesis
existe n € N tal que z € F},. Analizaremos dos casos:

Caso 1. n = 0.

Observemos lo siguiente:
v € Fy=Ey CJwl[Do] € JelD].
Caso 2. n =m + 1 para algin natural m.

Notemos que si z € U {G D;
i=0

r¢Uep {G Di]. Entonces
i=0

habremos terminado. Supongamos que

veFnan\UJe [6 Di] = En+1 € Je[Dns1] € JelD].

i=0
Por los dos casos anteriores concluimos que x siempre es un elemento de
Ue[D] vy, por ende, se verifica la igualdad X = |Jg[D].

Probemos que D es cerrado. Primero reparemos en que para toda n € N se
tiene que D, es un cerrado de E, y E, es un cerrado de X, por lo que cada
D,, es un conjunto cerrado de X. Sea x € X \ D. Como z € J ¢[D], entonces

existe un natural n tal que x € U [6 Di]. El hecho de que CJ D; es cerrado
=0 i=0
implica que existe U C Jp {Ln) DZ}, una vecindad de x, tal que U N G D; =10.
i=0 i=0

También, para cada m > n se cumple que D,, C E,, = F,, \Uy [ U DZ} por

<m
lo que D, NU¢ {U Dl} = () y, en consecuencia, D,, NU = (). Por consiguiente,
i=0

UN D = . Luego, D es un conjunto cerrado.

Para finalizar probemos que D es discreto. Sean d € D y n € N tal que
d € D,. Como D, es discreto en E,, existe U C U {U DZ} \ U D; tal que
i=0 '

<n
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{d} = (UNE,)ND, =UnN D,. Por la manera en que fue tomado el abierto U,
para cada m < n se cumple que D,, NU = (). Ademés, ya que U C J ¢ [G Di],
i=0

de manera similar a cuando probamos que D es cerrado, podemos concluir que
para cada m > n se cumple que D,, N U = (). Todo lo anterior nos dice que
DNU = D,NU = {d}. Entonces, D es discreto.

De esta manera sabemos que D es un nucleo para ¢. En conclusion, X es
un D-espacio.
O]

Para terminar esta seccién enunciaremos y probaremos la generalizacion
del Teorema 2.1.1 a los subespacios F,.

Proposicion 2.1.5. 57 X es un D-espacio y F C X es un subespacio F,
entonces ' es un D-espacio.

Demostracion. Sea F' un subespacio F,, de X. Sabemos que existe un conjunto

{F, : n € N} formado por subespacios cerrados de X tal que F' = U F,.
neN
Por el Teorema 2.1.1 afirmamos que cada subespacio F), es un D-espacio,

encontrandonos asi con que F' es una unién numerable de D-subespacios
cerrados la cual, por el Lema 2.1.4, resulta ser un D-espacio. [

2.2. Suma de D-espacios

En su momento no se hizo mencion alguna, pero al demostrar el Teorema
1.2.3 tuvimos nuestro primer acercamiento a la suma topoldgica de D-espacios.
La demostracion de este teorema se dividié en dos partes principales: la primera
fue probar que los espacios S,, = [n,n + 1), con la topologia subespacio de
la recta de Sorgenfrey, son D-espacios; en la segunda parte empleamos este
hecho para poder probar que la recta de Sorgenfrey es un D-espacio, ocupando
fuertemente que ésta es la suma de los espacios S,,.

Para nuestra fortuna, no tendremos que buscar condiciones extras para
poder conservar la propiedad de ser D bajo la suma topoldgica. Ademas, como
cada sumando es un subespacio cerrado de la suma topolégica, podremos dar
una equivalencia entre que el espacio total y cada uno de los sumandos sean

D-espacios. La demostracion sera muy similar a la que realizamos en el Teorema
1.2.3.
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Teorema 2.2.1. 57 X es un espacio topologico, I es un conjunto no vacio

de subindices y {X; : i € I} es una coleccion de espacios topologicos tal que

X =@ X;, entonces X es un D-espacio si y solo si para cada v € I se cumple
iel

que X; es un D-espacio.

Demostracion. Como comentamos anteriormente, debido a que para toda 7 €
el subespacio X; es cerrado en X, concluimos que si X es un D-espacio entonces
X; es un D-espacio para toda i € I. La otra implicacién es la que nos incumbe.

Supongamos que X; es un D-espacio para toda ¢ € [. Para cada ¢ € [

tomemos a B; una base para X; y consideremos a la base B := |J B; para X.
el
Sea ¢ : X — Bunaa. v. a. de X. En vista de que los espacios X; son ajenos dos
a dos, tendremos que para cada j € I y para cada x € X; ocurre que p(x) € B;.
Asi, p|x, es una a. v. a. de X; con codominio Bj;, por lo que para cada j € I
existe D; C X cerrado y discreto en X tal que X; = Uyl|x,[D;] = Up[D;].
Definamos D := |J D;. D es nuestro candidato a ser un nticleo para ¢. Por un
i€l

lado, notemos que

Uslpl=U (Ueind) = U (Usind) =Y x. = x.

icl i€l i€l

Resta demostrar que D es cerrado y discreto. Primero probemos que D es
discreto. Sean d € D e 1 € I tal que d € D,. Como D; es discreto en X, existe
U C X, abierto en X;, y por lo tanto abierto en X, tal que UND; = {d}. Ademas,
para cada j # i ocurre que D;NX; = (; en consecuencia, UND = UND; = {d}.
Asi, D es discreto.

Demostremos que D es cerrado. Sean x € X \ D e ¢ € I tal que x € X,.
Ademas, © ¢ D; pues x ¢ D, de donde se sigue que z € X; \ D;, por lo que
existe U C X; \ D; abierto de X;, y por lo tanto abierto en X, tal que z € U.
Nuevamente, para toda j # i se cumple que UNX,; =0, y por ende UND = 0,
lo cual demuestra que D es un conjunto cerrado.

En resumen, D es un nicleo para ¢ y, por ende, X es un D-espacio. O
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2.3. Imagenes y preimagenes de D-espacios

Comenzaremos esta seccion estudiando a las imagenes de los D-espacios. No
es de extrafiar que ser un D-espacio sea una propiedad topolégica (resultado que
probaremos més adelante). Lo que nos interesa estudiar es qué tanto podemos
debilitar a los homeomorfismos para que la imagen de estos sigan preservando
la propiedad de ser D-espacio. Un primer acercamiento a este problema pueden
ser las funciones continuas, pero el siguiente ejemplo nos muestra que la imagen
continua de un D-espacio no siempre resulta ser un D-espacio.

Ejemplo 2.3.1. Consideremos a X = w; con la topologia discreta, a Y = [0, w;)
con la topologia de orden y a la funcién identidad id : X — Y. Resulta que
X es un D-espacio y la funcién id es continua debido a que X es discreto, sin
embargo, en el Ejemplo 1.1.11 probamos que Y no es un D-espacio.

Asi, Y es la imagen continua de un D-espacio pero Y no es un D-espacio.
Incluso somos capaces decir un poco mas, ser D-espacio no se preserva bajo
imagenes continuas e inyectivas.

Sin embargo, la hipdtesis de continuidad parece ser de gran importancia. Si
f es una funcién continua que va de un D-espacio X, en un espacio Y, y ademas
@ es una a. v. a. de Y, la continuidad de f nos permitira definir una nueva a.
v. a. en X en términos de ¢ pues a cada x € X podemos asignarle la vecindad
I He(f(x))]. Con esta nueva a. v. a. en X, llamémosla 1, y con el supuesto
de que X si es un D-espacio, tomamos un nicleo D C X para 1. En este
punto no suena tan descabellado pensar que un nticleo para ¢ debe involucrar
a D' := f[D]. Es més, resulta que U p[D'] =Y, pero la cuestién yace en probar
que D' sigue siendo cerrado y discreto. A fin de resolver uno de nuestros dos
problemas, si ademéas pedimos que f sea una funcion cerrada obtendremos que
D’ es un conjunto cerrado. Para nuestra fortuna, no necesitaremos hipdtesis
adicional alguna después de esto. Veamos primero el siguiente lema:

Lema 2.3.2. 57 f: X — Y es una funcion cerrada y D C X es un conjunto
cerrado y discreto, entonces f|D] es un conjunto cerrado y discreto.

Demostracion. D' := f[D] es un conjunto cerrado pues D es cerrado y f
es una funciéon cerrada. Resta demostrar que f[D] es discreto. Sea e € D'.
Consideremos A :={d € D : f(d) = e}. Como D es discreto, para cada d € A
existe un abierto Uy tal que Uy N D = {d}. Sea U := U{U; : d € A}. El
conjunto D \ U es cerrado, por lo que f[D\ U] = D"\ {e} es un conjunto
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cerrado, de modo que V :=Y \ (D’\ {e}) es un conjunto abierto el cual cumple
que D' NV = {e}. Por lo tanto, D" también es discreto. O

Con lo anterior, tenemos un tipo de funcién (més débil que los homeomor-
fismos) que preserva la propiedad de ser D-espacio:

Teorema 2.3.3. Las imdgenes continuas y cerradas de D-espacios son D-
espacios.

Demostracion. Sean f : X — Y una funcién continua, cerrada y suprayectiva
entre un D-espacio X y un espacio Y. Sea ¢ una a. v. a. de Y. Definimos una a.
v. a. 1 de X dada por ¢ (z) := f~![p(f(z))] . Como X es un D-espacio existe
D C X cerrado y discreto tal que X = Jy[D].

Consideremos D' := f[D]. Como f es una funcién cerrada, el Lema 2.3.2
nos dice que D’ es un conjunto cerrado y discreto. Lo que nos falta demostrar
esque Y =Upl[D']. Seay € Y. Existen v € X yd € D tal que f(x) =yy
z € Y(d) = fHe(f(d))]. Asi, y = f(z) € (f(d)) donde f(d) € D". Por lo
tanto, y € Up[D']. Entonces, Y = U p[D'].

En resumen, D’ es un nicleo para ¢. Luego, Y es un D-espacio.

m

Naturalmente, en este punto podemos preguntarnos qué ocurre en el otro
extremo, donde pedimos que la funcién en cuestion sea abierta en lugar de ser
cerrada. Una prueba similar a la del Teorema 2.3.3 no funcionaria, pues no
parece ser cierto que la imagen abierta y continua de un nticleo sea un conjunto
cerrado y discreto. Sin mas rodeo, la respuesta a la pregunta es negativa y
seremos capaces de dar un ejemplo de un espacio, no D-espacio, que es imagen
continua y abierta de un D-espacio. Antes necesitaremos demostrar el siguiente
teorema:

Teorema 2.3.4. Si X es primero numerable, entonces X es la imagen continua
y abierta de un espacio metrizable.

Demostracion. Tomemos una base B := {U; : i € I} para la topologia de X
con I un conjunto no vacio de indices. Para cada n € N definamos X,, := 1
visto como un espacio topoldgico discreto. Resulta entonces que cada X; es un
espacio metrizable. Definimos

L:=]]X,=I"={f:N—=1: fes funcién}.

neN
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Ya que L es el producto numerable de espacios métricos, éste resulta ser un
espacio métrico también. Consideremos el subespacio

M :={f € L:{Uyu) : n € N} es una base local para alguna r € X}.

Ya que ser metrizable se hereda a cualquier subespacio, tenemos que M
es un subespacio metrizable de L. Ademas, como X no es vacio y es primero
numerable tomamos = € X e {i, : n € N} C I tal que {U;, : n € N} es una
base local para x, de modo que la funciéon f : N — I dada por f(n) := i, es
un elemento de M, por lo que M no es vacio. M es el espacio que buscamos,
procederemos a definir la funcién que necesitamos.

Por definicién, para cada f € M existe € X tal que {Usq) : n € N}
es base local para . Ademas, como nuestro espacio X es Ty afirmamos que
dos puntos distintos no pueden tener una misma base local, garantizando asi
que al asignarle a cada f € M un punto x € X tal que {Uy) : n € N} es
base local para z lo estamos haciendo de forma tnica, llamémoslo z;. De esta
manera, somos capaces de definir la funcién F': M — X dada por F(f) := zy.
Demostraremos que F' es suprayectiva, continua y abierta.

Veamos que F' es una funcion suprayectiva pues cada elemento x € X tiene
una base local numerable {U;, : n € N}. Asi, la funcién f : N — I dada por
f(n) = iy, satisface que {Ujn) : n € N} es base local para x y, por ende,
F(f) = z. En suma, F es suprayectiva.

Demostraremos que F' es una funcién continua en cada f € M. Sea f € M.
Sabemos que {Uf) : n € N} es una base local numerable para x;. Sea
ng € N. Demostraremos que existe V' C L, una vecindad abierta de f, tal que
FIV-N M] C Ug(ny). Consideremos a 7, : L — X, la ng-proyeccién canénica.
Como la proyeccién es continua y {f(no)} es un abierto de Xy(,,) por ser
un espacio discreto, entonces V := 7 '[{f(ng)}] es un abierto de L. Para
x € F[V N M] existe g € VN M tal que x = F(g). Como g € V, entonces
f(no) = mne(9) = g(no). Recordemos que {Uyn) : n € N} es una base local para
x, por lo cual x € Uyng) = Up(ny), s decir, o € Ug(y,). Asi, para todo ng € N
existe V' vecindad de f tal que F[V N M| C Uy, es decir, F' es continua en
f v, en consecuencia, es continua en todo M.

Finalmente, demostremos que F' es una funcién abierta. Para ello demos-
traremos que F' manda abiertos basicos de M en abiertos de X. Como cada
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uno de los espacios X, es discreto, entonces una base para la topologia en L es

k
{ﬂwlzl[{in}]:k:eN,{lg,.. Ay SNV e {0, ... ki, € X, )}
n=0
Si W es un abierto béasico de L, entonces existe {ly,...,lr} C Ny para
k
cadan € {0,...,k} existe i, € X, tal que W = N m;_'[{i,}]. Demostraremos
n=0
k
que F[W N M] es un abierto de X. El conjunto N U;, es un abierto de X
n=0

pues es una interseccién finita de abiertos. Afirmamos que F[W N M| = ﬂ Ui,

Comenzaremos con la primer contencion, sean z € F[WNM]y f € W ﬁ M
tal que x = F(f). Como f € W, entonces para toda n € {0,...,k} se cumple

que f( n) = in, por lo cual x = F(f) € Usq,) = Uzn, lo cual implica que

T € ﬂ U;, . Demostremos la otra contenciéon. Sean = € ﬂ .y g€ M tal que
=0

{Ug(ny : n € N} es una base local para x decreciente. Deﬁnamos la funcién

im, Si mn=l, para alguna m € {0,... k},

fn) =
g(n), en otro caso.

Por construccién, para cada n € {0,...,k} se cumple que f(l,) = 4, por lo

que f € ﬂ 7 [in) = W. Demostremos que {Up(n) : n € N} es base local para

x. Sea V C X una vecindad de z, entonces existe N € N tal que Uyn) C V.
Sea n = max{ly,...,lr, N} + 1, entonces Usqy) = Uymy € Uynvy € V. Asi,
{Ufmy : n € N} es base local para  y, en Consecuencia, f e M . Entonces,

k
x = F(f) € FIW N M]. Acabamos de demostrar que F[W N M]= N U,,, por
n=0

lo cual F[W N M] es abierto y asi, F' es una funcién abierta.
En resumen, X es la imagen continua y abierta de M bajo F. O

Con la ayuda del Teorema 2.3.4 podemos ver el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.3.5. Consideremos a X = [0,w;) con su topologia de orden. Ya
sabemos que X no es un D-espacio pero si es primero numerable. Por el
Teorema 2.3.4 sabemos que existe M un espacio métricoy f: M — X una
funcion suprayectiva, abierta y continua. En el Teorema 1.2.2 probamos que
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todo espacio métrico es un D-espacio; en particular, M es D-espacio. Asi, X
es la imagen continua y abierta de un D-espacio, pero X no es D-espacio.
Concluimos que la propiedad de ser D-espacio no se preserva bajo imagenes
continuas y abiertas.

Pasemos a trabajar con las preiméagenes. En este caso al tener una funcion
f X — Y continua y suprayectiva donde Y es D-espacio, y teniendo ¢ una
a. v. a. de X, nos gustaria definir a ¢) una a. v. a. para Y que dependa de .
Imitando la demostracién del Teorema 2.3.3, al momento de tener D’ un ntcleo
para ¢ proponemos a D := f~1[D’] como un nicleo para ¢. Pedir continuidad
a f nos garantizaria que D sea cerrado. Ademads, como consecuencia de la
continuidad de f y del hecho de que D’ es discreto, para cualquier d € D
existe un abierto que contiene a f~![{f(d)}] y no toca a f~'[D']\ {f(d)}]. Sin
embargo, topariamos con un problema al intentar separar a los elementos de
S7H{f(d)}]. Una manera sencilla de resolver este problema es pidiendo que las
fibras de f sean finitas, pero para nuestra fortuna podemos generalizar un poco
mas y pedir que las fibras de f sean compactas. Ademas, para poder definir
a nuestra a. v. a. 1 sera necesario pedir que f sea cerrada. Borges y Wehrly
enuncian y bosquejan la prueba del siguiente teorema en [2]:

Teorema 2.3.6. Toda preimagen perfecta y continua de un D-espacio es un
D-espacio.

Demostracion. Sean X, Y espacios topologicos con Y un D-espacioy f: X —
Y una funcién continua, perfecta y suprayectiva. Sea ¢ una a. v. a. de X.

Para cada y € Y la fibra f~'[{y}] es compacta y {o(x) : z € f~ {y}]} es
una cubierta de la fibra, en consecuencia existe un conjunto finito F, C f~*[{y}]
tal que f~!'[{y}] € U¢[F,]. El conjunto X \ Up|[F,] es un cerrado, por lo que
FIX\U¢[F,]] también es cerrado. Ademas, y ¢ f[X \U p[F,]] pues la fibra de y
estd contenida en U p[F,], asi que y € Y'\ f[X\U ¢[F,]], donde éste tltimo es un
abierto. Fijemos a V,, una vecindad abierta de y tal que V, C Y\ f[X \U ¢[F,]].
Nombremos U, := f~![V,], el cual es un conjunto abierto que contiene a la
fibra de y. Afirmamos que U, C Up[F,]. Procedamos por contrapuesta, sea
x € X \ UplF,]. Aplicando f tenemos que f(x) € f[X \ Up[F,]], por lo que

f(z) ¢ Y\ fIX\Ueg[F,]] v, por lo tanto, f(x) ¢ V,. Entonces, z ¢ f~1[V,] = U,,
concluyendo que U, C U ¢[F,].
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Definamos una a. v. a. en Y dada por ¢(y) = V,,. Como Y es un D-espacio,
existe D C Y cerrado y discreto tal que Y = J9[D]. Sea D" := U{Fy : d € D}.
D’ es nuestro candidato a ser un nucleo para .

Primero demostremos que Up[D'] = X. Si # € X, entonces f(z) €
¥(d) = V; para algin d € D, lo cual implica que la fibra de f(z) esta
contenida en Uy = f~'[V,] y, en particular, x € U, pero por construccién
Us € UplFa) € Up[D'], asi que x € U p[D']. En conclusion, X = Jp[D'].

Ahora demostremos que D’ es cerrado. Sea x € X \ D'. Veamos dos casos:
Caso 1. x € f7![D].

En este caso existe d € D tal que f(x) = d pero x ¢ F,;, ademas como
D es discreto elegimos V' C Y abierto tal que V.N D = {d}, por lo que
f7Yd C 7 V]y fHVIND' = Fy, entonces U := f~![V]\ Fy es una vecindad
abierta de x tal que UN D' =), es decir, x e U C X \ D".

Caso 2. x ¢ f~![D].

Tenemos que f(x) ¢ Dy, como D es cerrado, existe V C Y \ D vecindad
abierta de f(z). Para U := f~![V] se satisface que x € U y UN f~1[D] = 0, es
decir,z€e UC X\ f7!D]C X\ D'.

Por los dos casos anteriores concluimos que D’ es un conjunto cerrado.

Para finalizar con esta demostraciéon veamos que D’ es discreto. Sea d € D’.
Sabemos que f(d) € D, como D es discreto existe V' C Y un abierto tal que
V' ND = {f(d)}. Ahora, f~'[V] es un abierto tal que f~'[V]N D" = Fyyy.
Tomando U := f7'[V]\ (Fyq \ {d}), U es una vecindad abierta de d que
cumple la igualdad U N D' = {d}. Asi, D’ es discreto.

Con todo lo anterior tenemos que D’ es un ntucleo para ¢. Por lo tanto, X
es un D-espacio. O

2.4. Producto de D-espacios

El producto de D-espacios no siempre resulta ser un D-espacio. Dar un
ejemplo de la afirmacién anterior no es tarea sencilla, nos hace falta enunciar
una definicién extra y tres resultados para poder dar nuestro ejemplo. Dos de
estos resultados no incluiran una demostracién pues éstas se escapan de los
propositos del presente trabajo:
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Definicion 2.4.1. Sea B C R. Decimos que B es un conjunto de Bernstein
si y so0lo si para todo F' C R conjunto cerrado no numerable se cumple que
|FNB|=|F\ B|=2%.

Lema 2.4.2. Eziste un conjunto de Bernstein.

Lema 2.4.3. Si (X, 7) es un espacio Hausdorff, hereditariamente separable y
primero numerable con |X| = 2%, entonces existe 7" una topologia para X que
satisface lo siguiente:

(1) (X,7') es un espacio localmente compacto y primero numerable;
(2) T C 7
(3) (X,7") no es Lindeldf; y

(4) si V. C X es numerable y |cl, (V)| = 2%, entonces V tiene un punto de
acumulacion en (X, 7').

Las demostraciones de los Lemas 2.4.2 y 2.4.3 se pueden encontrar en [8] y
[13], respectivamente.

Lema 2.4.4. Sean (X, 1), (X, p) dos espacios topolégicos tales que T C p, (X, T)
es Haudorff y Z C X. Consideremos a W := X x Z con la topologia I' :== p X 7.
Sea A :={(z,x):x € Z}. Entonces, (A,T'a) es un subespacio cerrado de W
homeomorfo a (Z,pz).

Demostracion. Primero demostraremos que A es un conjunto cerrado de W.
Sea (z,y) € W con = # y. Como (X, 7) es un espacio Hausdorff, existen
U,V € 1 vecindades ajenas tal que x € U y y € V. También, V € 7 C p,
por lo que U x (V. N Z) es un abierto de (W,I"). Ademas, como U y V son
conjuntos ajenos se satisface la igualdad U x (V N Z) N A = (). Por lo tanto,
(x,y) e Ux (VNZ) W\ A. Asi, A es un conjunto cerrado de W.

Demostraremos que (A, 'a) es homeomorfo a (Z, pz). Sea f: A — Z dada
por f(x,z) := x. f es una funcién biyectiva. Basta probar que es continua y
abierta.

Comencemos por demostrar que f es continua. Sean (z,x) € Ay U € p
tal que z € U N Z. El abierto U x Z satisface que (z,z) € (U x Z) N A.
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Afirmamos que f[(U x Z)NA] =UNZ.Sia € fl(UxZ)NA], enton-
ces (a,a) € (U x Z)N A, lo cual implica que a € U N Z; por otro lado, si
a € UN Z, entonces (a,a) € (U x Z)N A por lo que a € f[(U x Z)N Al
En conclusién, f[(Ux Z)NA] = UNZ, con lo cual concluimos que f es continua.

Continuaremos por demostrar que f es una funcién abierta. Sean U € p
yV € 7. ComoV € 7 C pentonces UN VNZ € py. Afirmamos que
fIUx(VNZ)NnAl=UnNnVNZ Sibe f[(Ux(VNZ))NA], enton-
ces (b,b) e Ux (VNZ)NAyasi,b e UNV N Z; para la otra conten-
cion, si b € UNV N Z, entonces (b,b) € (UN (VN Z))NA; por lo tanto,
be flUN(VNZ))NA]. Se cumple la igualdad f[(Ux(VNZ))NA]=UNVNZ

y, en consecuencia, f es una funcién abierta.

Luego, (A,T'A) es homeomorfo a (Z, pz). O

Con la herramienta que acabamos de presentar, Alas, Junqueira y Wilson
presentan en [1] un ejemplo de dos espacios topolégicos que son D-espacios
pero cuyo producto no lo es. Procederemos a desarrollar dicho ejemplo:

Ejemplo 2.4.5. Sea B C R un conjunto de Bernstein. Sea e la topologia
euclideana sobre R. Consideremos p := ep, el subespacio topolégico (B, p)
satisface las siguientes propiedades: (B, p) es Hausdorff pues (R, e) lo es; ya que
(R, e) es segundo numerable, entonces cualquier subespacio de (B, p) resulta
ser segundo numerable y, por lo tanto, separable. Conluimos que (B, p) es
hereditariamente separable; (B, p) es primero numerable pues es metrizable; y
|B] = 2% por la Definicién 2.4.1.

Por el Lema 2.4.3 sabemos que existe 7 una topologia en B la cual satisface
lo siguiente: (B, 7) es localmente compacto y primero numerable, p C 7y (B, 1)
no es Lindelof.

A partir de e y 7 generaremos una nueva topologia para R. Para ello,
probaremos que [ := eUT es base para alguna topologia en R. En primer lugar,
como e es una topologia en R, entonces Je = Ry, por ende, J 5 = U(eUT) = R;
en segundo lugar, si U,V € [ podemos diferenciar dos casos:

Caso 1. U,V eeo UV er.

Ya que e y 7 son topologias, entonces UNV € eo UNV € 7, respectivamente.
En cualquier caso concluimos que U NV € j.
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Caso2.UceyVer.

Como V C B, entonces VN B=V,ademdas UNBepCr,asiUNV =
UNBNV et Cp.Elcaso cuando U € 7y V € e es analogo.

En cualquier caso obtenemos que UNV € . En consecuencia, 3 es una base
para alguna topologia en R. Sea ¢ la topologia en R inducida por 5. Vale la pena
notar que B € 7 C 3 C o, por lo que (B, op) es un subespacio abierto de (R, o).

Antes de continuar serd necesario demostrar que og\p = er\g. Comencemos
por tomar U € o y x € UN(R\ B). Como f es base de 0, existe W € f =eUT
tal que x € WN(R\ B) CUN(R\ B). Ya que todo abierto que pertenece a 7
estd contenido en By x € WN(R\ B), entonces W € e. Asi, UN(R\ B) € er\p;
la otra contencion se obtiene de una manera mas inmediata recordando que
e C B C o, por lo que ep\p C or\p. En consecuencia, or\p = eg\p.

Probaremos que (R,0) es un D-espacio. Sea ¢ : R — [ una a. v. a. de
(R,0). Ya que or\p = er\p ¥ el espacio (R \ B,er\p) es metrizable, por el
Teorema 1.2.2 afirmamos que el espacio (R \ B, or\p) es un D-espacio. Por
lo tanto, existe un conjunto cerrado y discreto D; C R\ B en (R \ B, og\p)
tal que R\ B C UJg[D;]. Nuevamente, como D; C R\ B y para toda d € D
se cumple que ¢(d) € 3, entonces aseguramos que ¢(d) € e (ya que cualquier
elemento de 7 estd contenido en B). Luego, F := R\ U p[D;] es un conjunto
cerrado de (R, e). Ademas, como R\ B C Up[D;] = R\ F entonces F' C B.
Ya que B es un conjunto de Bernstein y F'\ B = (), concluimos que F es un
conjunto a lo mas numerable. Por el Corolario 1.2.6 sabemos que (F, o) es un
D-espacio, por consiguiente existe un conjunto cerrado y discreto Dy C F' en
(F,or) tal que F C U p[Dy]. Sea D := Dy U Dy. D es nuestro candidato a ser
un nucelo para ¢. Por construccion

UelD] =UJelDi) uUelD) 2 UplDil U (R\JDi]) =R,
de modo que U¢[D] =R.

Primero demostremos que D es un conjunto cerrado. Por un lado, D; es un
conjunto cerrado de (R \ B,or\p) ¥y R\ B es un conjunto cerrado de (R, o),
asi Dy es un conjunto cerrado de (R, o); por otro lado, como e C oy F es
un cerrado de (R, e), entonces F' también es un cerrado de (R, o). De manera
similar, como D5 es un cerrado de (F,or), entonces Dy es un cerrado de (R, o).
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Por lo tanto, D = D; U D, es un cerrado de (R, o).

Probaremos que D es discreto. Fijemos d € D y consideremos dos casos:
Caso 1. d € D,.

Existe U € /5 tal que Dy N (U N F) = {d}. Consideremos V :=U N B € 0.
Como D; C R\ B, entonces V N Dy = (. Ademds, ya que Dy C F C B,
entonces DoNV = DoN(UNB) = DoNFNUNB = DyNEFNU = {d}. Luego,
VD ={d).

Caso 2.d € D;.

Existe U € o tal que D;N(UN (R\ B)) = {d}, pero D; C R\ B, por
loque DyNU = {d}. Sea V:=UnNUep[Dy] € 0. Yaque VN D, ={d}y
Dy CF =R\ Uy[Dy], entonces VN Dy = 0. Asi, DNV = {d}.

Por los dos casos anteriores podemos concluir que para todo d € D existe
V € o tal que DNV = {d} y, por ende, D es un conjunto discreto de (R, o).

Por lo tanto, D es un nucleo para ¢. Luego, (R, o) es un D-espacio.

Para continuar, probaremos que (R, o) es un espacio Lindelof. Sea U C
una cubierta abierta de R. Sea

V={UNR\B):UeUyUNR\ B #0}

una cubierta abierta de (R\ B,or\p) = (R\ B, er\p). Como (R\ B, ep\p) es
segundo numerable, entonces es Lindeldf y asi existe {U,, : n € Ny U,NR\ B #
0} C U tal que R\ B C U U,. Ya que para toda n € N se cumple que
neN
U, NR\ B # ) y todos los elementos de 7 estan contenidos en B, entonces
para toda n € N tenemos que U,, € e. De esta forma, |J U, € e. Por otro lado,
neN

sea F':=R\ U U, C B el cual es un cerrado de (R, e) que esta contenido en
neN
B y, en consecuencia, es un conjunto a lo mas numerable. Por lo tanto, existe

{Vo:meN} CU tal que F C U V,. Asi
neN

{U, :neN}uU{V, :neN}

es una subcubierta numerable de . En conclusién, (R, o) es un espacio Lindelof.
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Consideremos al espacio topolégico P := R x B donde R tiene la topologia
oy B tiene la topologia p. P es un producto de D-espacios ((B,p) es un
D-espacio pues es metrizable), sin embargo resultard que P no es un D-espacio.

Por el Lema 2.4.4 sabemos que A = {(z,z) : * € B} es un subespacio
cerrado homeomorfo a (B, o). Notemos que 7 = 0 pues J = eUT es base para
(R,0) y p € 7, por lo que A es homeomorfo a (B, T) visto como subespacio de
P. Demostraremos que (B, 7) no es un D-espacio y, por lo tanto, tampoco lo
sera, P.

Por el Lema 2.4.3 ya sabemos que (B, 7) no es Lindel6f. Lo que probaremos
a continuacién es que la extensién de (B, 1) es igual a Ry. Lo que afirmamos
es que todo subconjunto no numerable de B tiene un punto de acumulacién.
Sea X C B un conjunto no numerable. Como X no es numerable, entonces
lcl. X | = 2% (la cerradura euclideana de todo subconjunto no numerable de los
reales tiene cardinalidad 2%). Asi, |cl,X| = |B Ncl. X| = 2% ya que B es un
conjunto de Bernstein y ¢/, X es un conjunto cerrado no numerable.

Como (B, p) es hereditariamente separable, entonces (cl,X, eq,x) es sepa-
rable, por lo que existe W C ¢l,X un conjunto denso numerable. Ademas,
notemos que clecleX = cl.X Ncl,X = cl,X, por lo que X es un conjun-
to denso en (cl,X, ey, x). Para cada n € Ny para cada w € W escogemos
un elemento fijo x(w), € X N Bi(w). Consideremos al conjunto numerable
Vi={z(w), :we W,ne N} Afirmamos que V' es denso en (cl, X, eq,x).

Siz € cl,X y U es una vecindad de z en (cl,X, €, x), entonces existe
n € N tal que B1(z) Necl,X C U. Como W es denso, existe w € W tal que
w e Bi ()N clp)g'. Sea m € N tal que B%(w) C B, (x), entonces

(W), € Bi(w)NX C Bi(z)Nel,X CU.

Por lo tanto, V. NU # () y, por ende, V' es denso en (cl, X, eq,x). Por consi-
guiente, cl,X = clu,xV = cl,V Necl, X, lo que implica que |cl,V| = 2%. Por el
inciso (4) del Lema 2.4.3 concluimos que V' tiene un punto de acumulacion en
(B,T) y, en consecuencia, X tiene un punto de acumulacién en (B, 7), como se
queria demostrar.

Con lo demostrado anteriormente deducimos que no existen subconjuntos
discretos en (B, T) que no sean numerables, por lo que e(B) < 8,. Ademas, co-
mo (B, 7) no es Lindel6f se cumple que L(B) > Ny, de modo que e(B) < L(B).
Por el Teorema 1.1.10 aseguramos que (B, 7) no es un D-espacio y, por lo tanto,
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(A, o) no es un D-espacio. Ya que (P, o) tiene un subespacio cerrado que no
es un D-espacio concluimos que (P, o) no es un D-espacio.

Pero no todo esta perdido cuando nos referimos al producto de D-espacios.
Si {X;:i € I} es un conjunto de espacios topolégicos y X el producto de estos
espacios, X puede ser visto como la preimagen de cualquiera de los espacios X;
bajo la funcién proyeccion correspondiente. Ademas, las funciones proyeccién
son continuas. Recordando el Teorema 2.3.6, lo inico que nos hace falta en
este punto es poder garantizar que al menos una de las proyecciones es una
funcién perfecta. Aunque no podemos dar una respuesta general a esto, nos sera
posible responderla para el caso finito iinicamente donde uno de los espacios es
compacto.

Proposicion 2.4.6. Si X es un D-espacio y'Y es un espacio compacto, entonces
X xY es un D-espacio.

Demostracion. Sea mx : X XY — X la proyeccion candnica. 7wy es una funcién
continua que cumple que X x Y = 7'[X]. Ademés, como Y es compacto
se satisface que mx es una funciéon cerrada. Para cada x € X tenemos que
' [{z}] = {2} x Y, el cual resulta ser compacto por ser homeomorfo a Y, por
lo cual 7y tiene fibras compactas. En suma, tenemos que X X Y es la preimagen
continua y perfecta de un D-espacio. Por el Teorema 2.3.6 aseguramos que
X XY es un D-espacio. 0

Para concluir con esta seccion y capitulo veremos un ejemplo en el que
el producto finito de D-espacios resulta ser nuevamente un D-espacio sin la
necesidad de recurrir a algiin espacio compacto. En el Teorema 1.2.3 vimos
que la recta de Sorgenfrey, S, es un D-espacio. Originalmente, van Douwen y
Pfeffer prueban en [12] que toda potencia finita de la recta de Sorgenfrey es un
D-espacio, todo esto con la idea de que todo espacio-SIG es un D-espacio. Lo
que haremos en el siguiente resultado serd definir un orden sobre un espacio
homeomorfo a 8™ para probar que es un espacio-SIG y, con el Teorema 1.2.5,
concluir que dicho espacio es D, y en consecuencia lo sera S".

Teorema 2.4.7. Toda potencia finita de la recta de Sorgenfrey es un espacio-
SIG. En particular, cualquier potencia de la recta de Sorgenfrey es un D-espacio.

Demostracion. Consideremos al conjunto H := SN [0, 00) con la topologia que
hereda como subespacio de la recta de Sorgenfrey. Sea n un entero positivo.
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Probaremos que H™ es un espacio-SIG. Definamos la relacién < en H™ donde
para cualesquiera x,y € H™ tendremos que x < y si y sélo si x; < y; para toda
i €{1,...,n}, donde z; denota la i-ésima entrada de x.

No sélo resulta que (H",<) es un conjunto con un orden reflexivo, sino
que es un conjunto parcialmente ordenado (lo cual nos serd util mas adelante).
Demostraremos esta afirmacién. Sean z,y,z € H".

(1) Para toda ¢ € {1,...,n} ocurre que z; < x;, por lo cual = < x. Asi, < es
reflexiva.

(2) Supongamos que = < y v y < x. Por la definicién, para cada i € {1,...,n}
sucede que z; < y; v y; < m;, en consecuencia xr; = y; para cada ¢,
concluyendo que x = y. Entonces, < es una relacién antisimétrica.

(3) Supongamos que = < y y y < 2. Para cada i € {1,...,n} tenemos que
r; <y < z;, de donde se sigue que z; < z; y, por lo tanto, z < z. De esta
manera, < es transitiva.

Los tres puntos anteriores nos garantizan que < es un orden parcial en H".

Notemos que para cada x € H™ el conjunto {y € H" : < y} es abierto

porque

{ye 0"z <y} = [][vi,00)

i=1

es un producto finito de abiertos de H.

Lo tnico que nos falta demostrar es que todo cerrado no vacio tiene un
elemento <<- minimal. Para ello haremos uso del Lema de Zorn. Sea F' C H"
un conjunto cerrado no vacio. (F, < |r) es un conjunto parcialmente ordenado,
por lo cual basta probar que toda cadena no vacia estd acotada inferior-
mente en F. Sea C C F una cadena no vacia, para cada i € {1,...,n} sea
m(i) := inf{z; : x € C}, el cual es un elemento de H. Consideremos m € H"
tal que m; = m(i) para cada ¢ € {1,...,n}. Por definicién se satisface que
m < x para toda x € C, por lo que C esta acotada inferiormente en H™.

Falta demostrar que m € F. Sea ¢ > 0. Para cada ¢ € {1,...,n} existe
x(i,e) € F tal que m; < z(i,¢); < m; + . Como C es una cadena, escogemos
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z(e) el elemento minimo de {x(i,¢) : ¢ € {1,...,n}}. Asi, z(e) € ﬁ [m;, m;+¢),
i=1

lo cual nos dice que m € cl(F), pero como F' es cerrado concluimos que m € F.
Entonces, C estd acotada inferiormente en F'.

Por el Lema de Zorn afirmamos que F' tiene un elemento <-minimal. Con
todo lo anterior podemos concluir que (H", <) es un espacio-SIG. Por el Teore-
ma 1.2.5 se constata que H™ es un D-espacio.

Con esto habremos terminado pues notemos que tanto H como S son la
suma topoldgica de una cantidad numerable de copias del espacio Sy := [0, 1),
por lo cual H y § son espacios homeomorfos. En consecuencia, H" y ™ son
homeomorfos y, por ende, ™ es un D-espacio. O



Capitulo 3

Otros D-espacios

Como el nombre lo puede indicar, el objetivo de este capitulo serd am-
pliar nuestra lista de ejemplos de D-espacios, algunos de los cuales serdn una
generalizacién de los ejemplos vistos en el Capitulo 1.

3.1. Espacios o-compactos

Comenzaremos trabajando con una generalizacion de los espacios compactos.
La diferencia yace en que el espacio en cuestion X es la unién numerable de
subespacios compactos, es decir, X es un espacio o-compacto. La compacidad
de estos subespacios tiene dos implicaciones importantes: la primera es que
cada uno de dichos subespacios es cerrado (recordemos que estamos trabajando
con espacios que cumplen el axioma 7T3); la segunda es que cada uno de los
subespacios es D-espacio por el Teorema 1.1.4. Los dos puntos anteriores nos
dan las hipdtesis del Lema 2.1.3: X es la unién numerable de D-subespacios
cerrados; en consecuencia, X es un D-espacio. Nuestro primer resultado del
Capitulo 3 es el siguiente:

Teorema 3.1.1. Todo espacio o-compacto es un D-espacio.

3.2. Espacios semiestratificables

En el primer capitulo se demostré que todo espacio métrico es un D-espacio
(véase el Teorema 1.2.2), resultado que también seremos capaces de generalizar
mucho més. Resulta que todo espacio métrico es de Moore, todo espacio de
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Moore es semimetrizable y todo espacio semimetrizable es semiestratificable.
Lo que probaremos en esta seccion es que todo espacio semiestratificable es un
D-espacio. Primero veamos algunas definiciones:

Definicion 3.2.1. Sean X un espacio topologico y U un abierto. Una familia
de cerrados {F, : n € N} es una semiestratificacion de U si y sélo si se cumple

que
U= F.

neN

Definicién 3.2.2. Sea X un espacio topologico, decimos que X es semiestrati-
ficable si y solo si a cada abierto U le podemos asignar una semiestratificacién
F(U) :={F(U,n) : n € N} que satisfaga la siguiente propiedad: si U,V son
abiertos tal que U C V| entonces F(U,n) C F(V,n) para toda n € N.

Notemos que si F(U) = {F(U,n) : n € N} es una semiestratificacién de U,
entonces para toda n € N ocurre G(U,n) = |J F(U,m) es un conjunto cerrado,
m<n

los cuales satisfacen que U = U G(U,n), por lo que G(U) = {G(U,n) : n € N}

es una semiestratificacién de U tal que G(U,n) C G(U,n + 1). A una semies-
tratificacion con estas caracteristicas le llamaremos creciente. Este hecho serd
util mas adelante.

Con las definiciones anteriores ya es posible demostrar el resultado principal
de esta seccion, el cual también se puede encontrar enunciado y demostrado en

[2]:
Teorema 3.2.3. Todo espacio semiestratificable es un D-espacio.

Demostracion. Sea X un espacio semiestratificable y ¢ una a. v. a. de X. Para
cada abierto U fijemos una semiestratificacién creciente F(U) = {F(U,n) : n €
N}. Para cada n € N definimos los siguientes conjuntos:

O, :={px):x e Fle(x),n)} v X,={reX:px)ecd,}.

Notemos que por construccién es cierto que ®,, # () si y sblo si X,, #
(). También, observemos que para toda x € X la condicién z € ¢(x) =
U F(p(z),n) implica la existencia de N € N tal que = € F(p(z), N) y, por
neN

lo tanto, x € Xy. Con esto podemos concluir que X = |J X,,. Ademas, como
neN

cada semiestratificacion es creciente, entonces {X,, : n € N} y {®,, : n € N} son
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sucesiones crecientes. Como X no es vacio, el conjunto {X,, : n € N} tiene al
menos un elemento que no es el vacio. Sea jy el menor natural tal que X, # 0.
Por recursion transfinita podemos hacer la siguiente construccién:

» 1) es un elemento fijo de Xj,.

» Para toda o > 0:s1 Xj, \ U ¢(z,) # 0 tomamos x, un elemento fijo de
<o

Xio\ U p(x,); st X;,\ U ¢(z,) =0, entonces tomamos , = .
<o <o

Afirmamos que existe algin ordinal « tal que X, \ U ¢(z,) = 0. Proce-
y<o

damos por contradiccion y supongamos que dicho ordinal no existe. Primero
observemos que si «, 3 son ordinales tal que av < 3, entonces x5 € X; \ U ¢(x,)
v<p

Y Zo € ¢(Z4), por lo que z, # 3. De aqui podemos concluir que si o # 3

entonces z, # g, es decir, existe una correspondencia inyectiva de la clase

de los ordinales en el conjunto X, lo cual no es posible. Por lo tanto, existe

un ordinal a tal que X, \ L<J ¢(z,) = 0. Sea ap el menor ordinal tal que
T

X\ U ela) =0,

Afirmamos que Dy := {z, : 7 < ap} es un conjunto cerrado y discreto
en X. Demostraremos que Dy es cerrado y discreto al mismo tiempo. Pri-
mero observemos que, como Dy C X, entonces para cada z € Dy ocu-
rre que x € F(p(x),jo) por construccién, y como ¢(x) C Up[Do], enton-
ces F(p(x),jo) € F(Ug[Do),jo), asi que x € F(Ug[Do], jo). Por lo tanto,
Dy C F(Ue[Dol, jo). Ademas, F(UU¢[Dy], jo) es un conjunto cerrado, implican-
do que clDy C F(Up[Do], jo). Si x € clDy, entonces x € F (U p[Do], jo), pero
F(Ue[Do], 7o) € Up[Dy], por ende = € Jp[Do).

Sea dy el menor ordinal tal que x € p(z5,). Nombremos

Vo= plas,) \ F ( U %0($v)a10) )

<o

el cual es un conjunto abierto. = ¢ F ( U ¢(m7),jo> pues F ( U gp(mv),jg> C

v<do <o
U ¢(z4) y do es el menor ordinal tal que = € ¢(xs,), lo cual muestra que V'
v<do
es una vecindad de .
Conviene observar tres cosas: en primer lugar, por construccion para toda

3 ordinal tal que §y < B < o se satisface que x5 ¢ p(zs,) vy, en particular,
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xg ¢ V; por otro lado, de manera andloga a cuando demostramos que Dy C
F(Up[Do), jo) se puede argumentar que {x, : v < do} C F < U go(xv),j()),
de modo que zg ¢ V para toda 5 < dp; por ultimo, zs, € ;E;(;O) y Ts, ¢
Py etwio)vmes (U plein) € U el s ¢ U ple)po

<o <o <o
lo que x5, € V.

De las tres observaciones anteriores podemos concluir que V' N Dy = {zs, }.
Si x = xg,, entonces V' es la vecindad tal que V N Dy = {z}; en caso contrario,
U :=V \{xs} es una vecindad abierta de = tal que U N Dy = (), lo cual no es
posible porque x se encuentra en la cerradura de Dy. Por lo tanto, z = x5, € Dj.
Con lo anterior demostramos dos cosas: la primera es que la cerradura de Dy
estd contenida en Dy y, por lo tanto, Dy es cerrado; la segunda es que para

toda § < ap existe una vecindad Vj := ¢(x5) \ F' < U ¢(z), jo | de x5 tal que
<0

Dy N Vs = {xs}, por lo que Dy es discreto. Por lo tanto, Dy es un conjunto
cerrado y discreto de X.

Si X = Uy[Dy), entonces Dy es el nicleo para ¢ que buscamos. En el
caso contrario, sea j; el menor natural tal que X;, \ Up[Do] # 0. De manera
andaloga, por recursion transfinita podemos tomar D; = {z, : v < oy} C
X, \ Up[Dy] para algin ordinal a4, tal que para toda S < oy se cumple
que z5 € (Xj, \ Up[Do]) \ UﬂSD(%) y ademds X, \ U¢[Do] € U¢[D1]. De la

<

misma manera se puede probar que D; es un conjunto cerrado y discreto de
X. Recursivamente, podemos conseguir una sucesion creciente {j; : i € N} de
naturales y una sucesién {D; : i € N} de conjuntos cerrados y discretos que

satisfacen dos propiedades: X; C Uy { 6 Dk} vy DpriNUep [ CJ Dk} = () para
k=0 k=0

toda n € N. Notemos que la segunda propiedad implica que si i # j, entonces
D; N D; = 0. El conjunto D := |J D, es nuestro candidato a ser un nicleo

neN
para .

En primer lugar, para cualquier z € X existe una N € N tal que x € Xy.

N
Ademas, N < iy,porloquezr € Xy C X;, CUp l U Dg|,asique z € Ug|[D].
k=0

En conclusion, X = {J¢[D].
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Demostremos que D es cerrado. Sean x € X \ D, N el menor natural tal
N
que z € Up[Dn] v d € Dy tal que x € p(d). Definimos V := ¢(d) \ U D;, la
i=0
cual es una vecindad abierta de x. Notemos que, como
VNDCoedn|JD; CelDyln | D=0,
i>N i>N

x €V C X\ D. Luego, D es cerrado.

Finalmente demostremos que D es discreto. Sean d € D y N € N tal que
d € Dy. Como Dy es cerrado y discreto, entonces Dy \ {d} es un cerrado. El

conjunto V' := (d) \ ( U D;U(Dn\ {d})) es una vecindad abierta de d. De
i<N

igual forma, para toda i # N se satisface que VN D; =0y VN Dy = {d}, por
consiguiente VN D = {d}. Asi, D es un conjunto discreto.

Con lo demostrado anteriormente podemos afirmar que D es un ntcleo para
@. Por lo tanto, X es un D-espacio.

]

Como se comenté al principio de esta seccién, podemos mencionar algunos
tipos de espacios topologicos que resultan ser semiestratificables y, por ende,
son D-espacios. Vale la pena enunciar la definicién de uno de esos espacios, los
espacios de Moore.

Definicién 3.2.4. Sean X un espacio topoldgico y U = {U, },en una sucesion
de cubiertas abiertas, decimos que U es un desarrollo para X si y sélo si se

satisfacen las siguientes condiciones:

(1) para todo x € X la familia {U{U € U, : © € U} : n € N} es una base local
para x; y

(2) para toda n € N se cumple que U, C U, 11.
Decimos que X es un espacio desarrollable si X tiene un desarrollo.

Definicién 3.2.5. Un espacio topologico X es un espacio de Moore si 'y solo si
X es desarrollable y regular.



52 Otros D-espacios

Al principio de la secciéon se menciono que existe una cadena de implicaciones
la cual termina en los espacios semiestratificables. La demostracion de cada una
de ellas se puede encontrar en [10]. Para nuestro fin, nosotros lo enunciaremos
de la siguiente manera:

Lema 3.2.6. Sea X un espacio topologico. X es un espacio semiestratificable
st cumple alguna de las siguientes tres propiedades:

(1) X es un espacio metrizable.
(2) X es un espacio de Moore.
(8) X es un espacio semimetrizable.
Con el Lema 3.2.6 y el Teorema 3.2.3 obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.2.7. Sea X un espacio topologico. X es un D-espacio si se cumple
alguna de las siguientes tres propiedades:

(1) X es un espacio metrizable.
(2) X es un espacio de Moore.

(8) X es un espacio semimetrizable.

3.3. Base punto-numerable

Esta seccion estd basada en [3]. Comenzaremos definiendo el concepto
principal para esta secciéon: base punto-numerable.

Definicién 3.3.1. Sean X un espacio topolédgico y A C P(X) una familia de
subconjuntos de X. Decimos que A es una familia punto-numerable de X siy
sélo si para cada = € X se cumple que {U € A:x € U} es a lo més numerable.

Definicién 3.3.2. Sean X un espacio topoldgico y B una base para su topologia.
Decimos que B es una base punto-numerable si y solo si B es una familia punto-
numerable de X.

Dada una base punto-numerable B de X definimos B, :={U € B: x € U},
una base local para x la cual es numerable, digamos B, = {U(z,n) : n € N}. A
partir de aqui podemos definir una nueva base punto-numerable para x, tomando
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V(z,n) = ﬁ U(z,i), de modo que B, := {V(z,n) : n € N} es una base local
i=1

numerable de = cerrada bajo intersecciones finitas y B’ := U{B. : x € X} es
una base punto-numerable de X. Con esto en mente, procedamos al resultado
principal de esta seccién. La demostracion es una adaptacion de la que realiza
Peng en [9].

Teorema 3.3.3. Si X tiene una base punto-numerable, entonces X es un
D-espacio.

Demostracion. Sean X un espacio topolégico, B := |U{B, : * € X} una base
punto-numerable para la topologia de X, tal que cada B, es una base local
para x cerrada bajo intersecciones finitas y ¢ una a. v. a. de X. Supongamos
que X = {z, : a < &} para algin ordinal . Para cada x € X definimos el
conjunto

C,={{ye B:BCyp(y)}: BeByuxec B}

Como B es una familia punto-numerable, entonces cada conjunto C, es a lo
mas numerable. Consideremos a los conjuntos C), bien ordenados por algin
ordinal 7, < w.

Construiremos una familia de conjuntos {D, : « < £} por recursién transfi-
nita, a partir de la cual obtendremos un ntcleo para (. Para Dy procederemos
por induccién sobre w. Sea dj := min X = . Supongamos que para alguna
n € N ya tenemos los elementos d°, ..., d°.

= n+ 1 = p™ para algin primo p y algin entero positivo m. Sea
p™—1
cgﬂz{Yeod,on:Y\ U w(d?)%@}.
i=0

. 0 s e 0 0
SiC,,, # 0, tomamos a su elemento minimo, Y’ ;, y a d),,; un elemento

p—1
fijo de Y2, \ .EJO o(d?); si Ch,, =0, elegimos dj) , := d

= n+1 es divisible por al menos dos primos distintos o es 1. Si X # CJ o(d?),
=0

definimos dY,; := min (X\ 6 cp(d?)); si X = 6 ©(d?), nombramos
=0 i=0

0 . 40
oy = dp.
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Sea Dy := {d; : i € w}. Supongamos que « es un ordinal con 0 < a < £ para
el cual existe {D, C X : vy < a}.Sea W, :=Uyp [ U DW] .Si X = W,, entonces
y<o

tomamos D, := ); si X # W,, entonces escogemos dj := min (X \ W,).
Supongamos que para alguna n € N ya tenemos a los elementos df, ..., dS. Al
(n + 1)-elemento lo escogeremos de la siguiente manera:

= n+1 = p™ donde p es algtin primo y m es un entero positivo. Consideremos
a

ta= {v e Gy anu U etany £0f.

=0
Si CY,, # 0, entonces Cg,; tiene un elemento minimo, digamos Y, ;. Sea
d%,, un elemento fijo de Y%, \ (Wa U G gp(d?)); si Coyy = 0, elegimos
=0
Ay = dg-
= n + 1 es divisible por al menos dos primos distintos o es 1. Si X #
Wao U U ¢(df), tomamos d,; := min (X\ (Wa uu gp(d?))); si X =
=0 =0
WaU U o(d2), definimos d2, | == dg.
i=0
Sea D, =: {d : i € w}. El conjunto D := |J D, es nuestro candidato a

a<é
ser un nucleo para ¢.

Primero veremos que X = |J¢|[D]. Para ello demostraremos por induccién

transfinita que para toda a < £ se cumple que x, € U [ U Dg]. Para a =0
BLa
ocurre que
zo=min X =dj € Dy C U(p[DO]

por construccién. Supongamos que para alguna o < £ se cumple que x5 €

U@[U Dvl para toda 8 < «, por lo que {x516<a}§U¢[U Dﬁ] y, en
v<B B<a

consecuencia,

CX\{zg:B<al={xs:0>a}.

X\USOIU Dg

B<a
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Si x, € Up [ U Dg], entonces habremos acabado. Si z, ¢ Uy [ U DB],
B<a B<a

entonces z, € X \ Uy l U Dg| C{zs: 8 > a}y, por ende,
B<a

T, = min (X\UQO|:U Dg]) :dSEDQQUgo[U D/B]

B<a BLla

Por ambos casos podemos concluir que z, € Uy [ U Dg|. Con esto ter-
BLa
minamos la induccién y obtenemos que para toda a < & se cumple que
To €Uy [ U D5‘|. Asi, si xz, € X, entonces x, € U l U Dg} C Ug[D], en
BLa B<La

consecuencia X = Jp[D]. Nos falta probar que D es un conjunto cerrado y
discreto.

Comencemos por demostrar que D es cerrado. Sean x € X \ D, « el
menor ordinal tal que z € Uy¢[D,] y N el menor natural tal que x € p(d%).
Por construccién es cierto que para toda S > « se satisface la contencion

Dg C X\Up l U Dv] , por lo que D Np(dy) = 0. También, por construccién
¥<B

se cumple que para todo natural n > N, con d # df, d> ¢ ¢(d%;). De esta
forma, el abierto U := ¢(d}) \ {d¢ : i € {0,...,N}} es una vecindad de z
que verifica la identidad U N Dg = ) para toda § > «. Sean B; € B, tal que
By C Uy By € B, tal que By C ¢(z). Afirmamos que para toda < « se
cumple que By N Dg = 0.

Procedamos por contradiccién y supongamos que By N Dg # () para alguna
B < a. Sean f < & el menor ordinal tal que B, N Ds # 0 y M el menor
natural tal que di, € B,. De esta manera, 2 € {y € By : By C ¢(y)} € Cdﬂ .
Como C’da = {Y, : n < n} para alguna n < w, existe [ < n tal que {y €

By : By C oy )} . Por nuestra eleccion, para toda n € N se cumple que

r €Y\ (Wg U U go(dﬂ)> En particular, para todo primo p ocurre que = es

i=0
pM_1
elemento de Y] \ (Wﬁ U U gp(df)) y, por consiguiente, Y; € CfM.
i=0

Consideremos a P = {p; : i € N} el conjunto de todos los primos enumerados
respecto a su orden. Afirmamos que para toda j < 1 se cumple que Cf u C
J
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{YeC &, Jj < < n}. Procederemos por induccién. Para j = 0 se cumple
la contencién C]féu C C’d@ ={Y; € Odf’w : 0 < i < n}; supongamos que para
alguna k < 7 se satisface que kaM C{y; e Cdfu ck<i<nlyquek+1<n.
Ya sabemos que CB no es vacio pues Y; es un elemento de éste, por lo que en

el pM paso de la construcmon de Dy se toma al menor elemento de ch . el cual,
Pk,

por hipétesis de induccién, es de la forma Y,, con k < n < n. Como

M
Phq— L

Yo Coldy) SWsu [ U wld) ],

=0

entonces Y, ¢ b - Sea Y ¢ (C° . . Ya que C - CpﬁM existe alguna
k

Ic+1 k+1 k+1

E<m < ntal que Y =Y,,. Pero, m # k pues Y,, € CSM y ya proba-
k+1

mos que Y, ¢ C , donde £ < n < m < n. En consecuencia m > k, es
k+1

decir, m > k + 1. Concluimos que szM C{Y;eCp :k+1<j<n} Esto
k1 M
finaliza nuestra inducciéon. En particular, para el [-ésimo primo se satisface
que C'B c{y; e Cd;a 1 < j <n},ademés Y] € CﬁM implicando que Y] es
el menor elemento de C . Por construccion, d” o € Y, C gp(d v ), de modo
l

que z € Y; € UplDgl, lo cual es una contradlccmn a la minimalidad de «.
Nuestra contradiccién vino de suponer que Bo N U Dgs # ). En conclusion,

B<a
BN U Dz =0. Asi, B := B, N By € B, satisface que BN D = (). Luego, D
B<a
es cerrado.

Ahora probaremos que D es un conjunto discreto. Sean d € D, a < £ y
n € N el menor natural tal que d = df. De la misma manera a cuando probamos
que D es cerrado, U := ¢(d) \ {d$ : i € {0,...,n — 1}} es una vecindad de
d la cual satisface que U N Ds = () para toda > « y para toda m # n los
elementos d, no estan en U. Sea B € By tal que B C U. De forma similar a
cuando probamos que D es cerrado, se puede probar que para toda < « los
conjuntos B y Dg son ajenos. En consecuencia, BN D = {d}. Asi, D es un
conjunto discreto.

En conclusion, D es un ntcleo para . Luego, X es un D-espacio.
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Seremos capaces de dar otra versiéon mas general del Teorema 3.3.3. Antes
de eso sera necesario definir nuevos conceptos.

Definicién 3.3.4. Sea X un espacio topolégico. Decimos que un conjunto
B ={B,:x € X} es una base débil para la topologia en X si y sélo si se
satisface que:

1) para todo z € X se cumple que x € N By;
2) B, es cerrado bajo intersecciones finitas; y

3) para todo U C X, U es abierto si y sélo si para todo x € U existe V € B,
tal que V C U.

Definicién 3.3.5. Decimos que B = {B, : x € X} es una base débil punto-
numerable si y solo si B es una base débil y una familia punto-numerable.

Nuestro nuevo objetivo sera demostrar que todo espacio con base débil punto-
numerable es un D-espacio, para lo cual nos basaremos en el trabajo que realiza
Burke en [3]. A fin de lograr nuestro cometido haremos uso de los espacios
secuenciales y mas herramientas que iremos desarrollando a continuacion.
Necesitaremos méas definiciones.

Definicién 3.3.6. Un espacio topolégico X es secuencial si y sélo si para todo
A C X no cerrado existe una sucesién {x, },eny € A que converge a un punto
x € X \ A. Equivalentemente, X es secuencial si y sélo si para todo A C X, A
es cerrado si para toda {x, },en € A que converge a un punto z € X se cumple
que = € A.

Definicién 3.3.7. Sean X es un espacio topologico, z € X y W C X tal
que x € W. Decimos que W es una vecindad débil de x si y sélo si para toda
sucesion {x, fnen que converge a z existe N € N tal que para toda n > N se
satisface que z,, € W.

A pesar de ser una generalizacién del concepto de vecindad, las vecindades
débiles nos seguiran permitiendo caracterizar a la topologia en X cuando éste
sea un espacio secuencial. Posteriormente, este resultado nos permitira probar
que algunos nticleos son efectivamente cerrados y discretos.

Proposiciéon 3.3.8. Si X es un espacio secuencial y U C X, entonces U es
un conjunto abierto si y sélo si para todo x € U existe W, una vecindad débil

de x, con W C U.
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Demostracion. Para la primer implicacién supongamos que U es un conjunto
abierto y x € U. Toda vecindad de = es una vecindad débil de éste, por consi-
guiente, U mismo es la vecindad débil de x que buscamos.

Para la otra implicacion supongamos que U C X satisface que para toda x €
U existe una vecindad débil de x contenida en U. Procedamos por contradiccion
y supongamos que U no es abierto, o equivalentemente, que X \ U no es cerrado.
Ya que X es secuencial existe {z, }nen € X \ U que converge a un punto z € U.
Por hipétesis, existe W una vecindad débil de x tal que W C U. Como W
es una vecindad débil, existe N € N tal que para toda n > N es cierto que
r, € W C U, lo cual es una contradiccion al hecho de que la sucesion es un
subconjunto de X \ U. Asi, U es un conjunto abierto. O]

Dentro de los espacios secuenciales podremos definir el concepto que fungira
un papel similar al de una base para la topologia pero en términos de bases
débiles. Este conjunto recibira el nombre de w-sistema.

Definicién 3.3.9. Sean X un espacio secuencial y W C P(X). Decimos que
W es un w-sistema si y solo si para todo abierto U de X y para todo x € U
existe ¥V C W que satisface las siguientes propiedades: x € NV, UV es una
vecindad débil de x y UV C U.

Hemos introducido las nociones de espacio secuencial y de w-sistema porque
daremos una respuesta mas general a nuestra pregunta actual, no sélo los
espacios con una base débil punto-numerable son D-espacios, como el lector se
podra imaginar, demostraremos que todo espacio secuencial con un w-sistema
punto-numerable es un D-espacio.

Teorema 3.3.10. Si X es un espacio secuencial con un w-sistema punto-
numerable, entonces X es un D espacio.

Demostracion. Sea ¢ una a. v. a. para X . Consideremos a X bien ordenado por
un ordinal &, es decir, X = {z, : @ < £}. Sea W un w-sistema punto-numerable
para X. Para cada ¢ € X fijemos V, C W tal que x € NV,, UV, es una
vecindad débil de x y UV, C ¢(x). Para toda x € X definimos

Hx::{WEW:xGWE UVZ}.

zeX
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Como W es una familia punto-numerable, entonces para cada x € X existe

ne < w tal que H, = {W(x), :n <n,}. Paracada W € J V. definimos
zeX

(W) ={zeW: :WeV,}
También consideremos a
Cz) == J{e(W) : W € H,}.

Construiremos un niicleo para ¢ por recursién transfinita. Sea d := min X =
xo. Por recursién sobre w definiremos una familia de conjuntos crecientes
{F%}ew. Sea FY := {d}}. Supongamos que para alguna m € w tenemos
definido al conjunto F?°. Consideremos

By, = {y e F: Cly) \UplF] # 0} .
» Si EY, =0, entonces tomamos F. | = Fp.

» Si B0 # (), para cada y € E°, se cumple que

D£C\UelFr] = U cW(w)a) \UelF]

n<ny

para alguna 7, < w. Sean W(y)? el primer elemento de H, tal que

(W (y)n, ) \UelFn] # 0y x5, (y) un elemento fijo de (W (y)y, ) \U@[F,].

Definimos
Foppy = Fp U{ap,(y) 1y € B}
Nombremos Dy := |J F°. Supongamos que para alguna a < £ ya tenemos
new

a los conjuntos {Ds : f < a}. Si X = Uy [ U D/g], entonces consideramos
B<a

D, = (. En caso contrario nombremos a W, := J¢ [ U Dg] y tomemos df :=
B<a

min (X \ W,). Nuevamente, por recursién sobre w construiremos una familia de
conjuntos crecientes cuya union sera nuestro D,. Sea F{§' := {d§}. Supongamos
que para alguna m € w tenemos definido al conjunto F)%. Consideremos a

Ey ={ye g (Cly)\UeplFa]) \ Wa # 0}
» Si E% =0, definimos F ., := F2.

m
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» Si Ef # 0, para cada y € ES tomamos W (y)S =~ como el primer elemento

de H, tal que (C(W(y)‘;;m) \U gp[F;}L]) \W, # 0y un elemento fijo 22 (y) €
(c(W(y)gm) \U go[F%]) \ W, . Nombramos

Fo=Foul{an(y)y eyt

Sea D, := U F¢.

necw

Podemos hacer tres observaciones de la construccién anterior.
(a) Para toda n € wy para toda o < & se cumple que F¢ es finito.

(b) Si p < a < &, entonces Wy N F = ) para toda n € N. También, si
n < k < w entonces Up[FXN(EFF\ EY) = 0.

(¢) Sid € D, para algin ordinal a < £, entonces C'(d) C U p l U Dg}.

BLa
Demostraremos el inciso (¢). Sean @ < £ y d € D,. Sea x € C(d) y
supongamos que = ¢ J¢ [ U Dg]. En este caso, para toda n € N se cumple
B<a

que z € (C(d) \Ue[EFY]) \ W, en consecuencia, existe N € N tal que d € E
para toda n > N. Consideremos Hy = {W (d),, : n < nq} para alguna n; < w.
Probaremos que para toda n < n, se cumple que

min {W € Ha : (W) \JelF2]) \ Wa # 0} = W(d)pn,

con n < m.
Para n = 0 siempre ocurre que

W(d)o < min {W € Ha: (c(W)\J@[F5]) \ Wa # 0}
Supongamos que para para alguna k < 74 se cumple que k+1 <nyy
min {W € Ha : (c(W) \J@lF]) \ Wa # 0} = W(d)m,

donde k& < m. Por construccion, z¢(d) es un elemento fijo de ¢(W(d),,) y
W(d)m € @(a2(d)) € Up[Fopal, por o que

W (d)m & {W € Ha: (c(W)\J@lFe)) \ Wa £ 0}
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Como Fy* C F,,, entonces

{WeHa: (NN UelFal) \ Wa # 0}
{W e Ha: (V) \UplE) \ Wa # 0}

y, en consecuencia,

W (d), = min {W € Ha: (c(W)\JplFri]) \ Wa # 0}

satisface que k < m < p, pero como

W (d)m ¢ {W € Ha: (W) \U@lFEa]) \ Wa # 0}

entonces k < p, es decir, k+1 < p, con lo cual concluimos con nuestra induccion.
Retomando la demostracién para el inciso (¢), como = € C(d) entonces
existe n < nq tal que x € W(d),.

W (d) = min {W € Hy: (c(W)\ JlF]) \ Wa # 0}

con n < m, pero W(d), € {W € Hq: (c(W)\U[F]) \ W, # 0}, por lo que
n = m. Por construccién, se toma z%(d) un elemento fijo de W(d), y se
cumple que x € W(d),, C ¢(z%(d)) C Up[Da], una contradiccién. Por ende,
rel @[ﬁU Dg], concluyendo la prueba de (c).

<«

Definamos D := | D,. D es nuestro candidato a ser un nicleo para .
a<€

Primero demostraremos que ¢[D] es una cubierta para X. Afirmamos que para

toda a < £ se cumple que z, € U [ U D5‘|.
BLa

Para o = 0 nosotros ya sabemos que zp = min X = d} € F) C Dy C
U ¢[Dyl; luego, supongamos que para alguna « < £ es cierto que para toda

B < a se cumple que zg € Uy | U D, |, distingamos dos casos: si z, € W,
v<B

habremos terminado; por otro lad_o, si z, € X \ W,, ya sabemos que {z3 :
p < a} €W, lo cual implica que z, es el menor elemento de X \ W, y, por

ende, 7, = min (X \ W,) = dj € F§ C D,. Asi, z, € Uy l U Dg}. Por la
BLa
inducciéon anterior podemos concluir que para toda a < & se satisface que

To €U l U D5‘|, de modo que X = J[D].
BLa
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Demostraremos que D es un conjunto cerrado y discreto. Procedamos por
contradiccién y supongamos que D no es cerrado o no es discreto. Notemos
que si D no es cerrado existe {y, }new C D que converge a un punto y € X \ D;
pero, si D no es discreto existe y € D tal que para toda V vecindad de y
ocurre que VN (D \ {y}) # 0, por lo tanto D \ {y} es un conjunto que no
es cerrado y, en consecuencia, existe {yn}tnecw € D \ {y} que converge a un
punto 3’ € (X \ D) U {y}. En ambos casos obtenemos que existe una sucesion
{Yn}new C D, eventualmente no constante, que converge a un punto y € X.

Sean « el menor ordinal tal que y € U@[Dq,] ¥ mo €l menor natural tal
que y € Up[F2], en otras palabras, mg es el menor natural tal que existe
d € F2° con y € p(d). Ademds, como {yn}ne, converge a y y UV, es una
vecindad débil de y, existe k € w tal que y, € UV, N p(d) para toda n > k,
lo cual implica que {yn}n>r € @[Fd] € ¢[Dq,). Por el inciso (b) podemos
asegurar que {yntn>r N Dg = 0 para toda > ag y {yntnzr N (F0\ F20) =0
para toda n > mq. Asi, {yn}n>k © U Dz U F0. Debido a que F20 es finito,

B<ao
existe | > k tal que y; € Dg con § < ap. Por el inciso (c¢) podemos asegurar

que C(y) C Uy [ U DW]. Como y; € UV,, entonces existe V' € V, tal que
v<B

y € V,porloqueV € H, vy, por lo tanto, y € C(y;), asi que y € Uy [ U DW],
v<B

lo cual es una contradiccién a la minimalidad de «g, pues f < ag. Nuestra
contradiccién vino de suponer que D no era un conjunto cerrado y discreto,
por lo cual debe de serlo.

En resumen, D es un conjunto cerrado y discreto tal que X = |Jp[D], es
decir, D es un ntcleo para . Luego, X es un D-espacio.
O

Como lo habiamos mencionado con anterioridad, procedamos a responder
nuestra pregunta de las bases débiles punto-numerable con ayuda del Teorema
3.3.10.

Teorema 3.3.11. Todo espacio con una base débil punto-numerable es un D
espacio.

Demostracion. Sea X un espacio con una base débil punto-numerable B :=
U{B, : z € X}. Afirmamos que X es secuencial. Sea A C X un conjunto no
cerrado, o de forma equivalente, X \ A no es abierto. Asi, existe z € X \ A
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tal que para toda V € B, ocurre que VN A # (). Como B es una familia
punto-numerable, podemos tomar B, = {V,, : n € N}. Sin pérdida de gene-
ralidad podemos considerar V,,.; C V,,. Consideremos z, € V,, N A un punto
fijo. Afirmamos que {x, },en converge a x. Sea U una vecindad abierta de x,
entonces existe n € N tal que V,, C U, pero ademas para toda m > n se cumple
que V,, €V, CU. Por lo tanto, x,, € U para toda m > n, lo cual implica que
{n }nen converge a x. De este modo, encontramos una sucesioén contenida en A
que converge a un punto que no esta en A. Luego, X es un espacio secuencial.

Para ocupar el Teorema 3.3.10 nos hace falta probar que X tiene un w-
sistema. Afirmamos que B es el w-sistema que buscamos. Sean U C X un abierto
y « € U. Nuevamente, sin pérdida de generalidad tomemos B, = {V,, : n € N}
con V, .1 C V,. Sabemos que existe n € N tal que V,, C U. Afirmamos que
V,, es la vecindad débil de = que buscamos. Sea {x,, }men una sucesién que
converge a r. Afirmamos que existe N € N tal que si m > N, entonces x,,, € V,,.
En caso contrario, existe {y, }men una subsucesiéon tal que y,, ¢ V,, para toda
m € N. Asi, V,, C U\ {yy, : m € N}. También, ya que {y,, : m € N}U{z} es un
conjunto cerrado, para toda y € U \ {y,, : m € N} U{z} existe V,, € B, tal que
Vy CUN\ {ym : m € N} U {z}. Esto nos hace concluir que U \ {y,, : m € N} es
una vecindad abierta de z, lo cual no puede ser posible pues {y,, }men converge
a x. Nuestra contradiccién vino de suponer que para toda N € N existe m > N
tal que z,, ¢ V,,. Por ende, existe N € N tal que x,, € V,, para toda m > N,
es decir, V,, es una vecindad débil de x. Con esto concluimos que B es un
w-sistema para X.

En resumen, X es un espacio secuencial con B un w-sistema punto-numerable.
Por el Teorema 3.3.10 concluimos que X es un D-espacio.
O

Como podriamos pensar, resulta que todo espacio con una base punto-
numerable tiene una base débil punto-numerable, por lo cual podemos ver
al Teorema 3.3.3 como un corolario del Teorema 3.3.11. Demostraremos esta
implicacién para poder realizar la afirmacién anterior con toda libertad.

Lema 3.3.12. Todo espacio con una base punto-numerable tiene una base débil
punto-numerable.

Demostracion. Sea B una base punto-numerable de un espacio topoldgico X.
Para cada x € X definimos el conjunto B, = {U € B : z € U}, la cual
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es una base local para x. Como B es una familia punto-numerable, entonces
podemos enumerar a B, como B, = {U(z), : n € N}. Ahora, para toda

n € N consideramos a V(z), = (n] U(z); y definimos V, := {V(x), : n € N}.
=0

Afirmamos que V={V, :z € X }7es una base débil punto-numerable de X.
Para todo x € X y para toda n € N se cumple que x € U(x),, y, por ende,

n
z € N U(x); = V(z),. Como esto es para todo natural, entonces z € N V,.
i=0

Tgmbién, debido a que para toda n,m € N ocurre que

max{n,m}

(Ave)n (Ave:) =" 0" Vo) = Ve,

verificamos V, es cerrado bajo intersecciones finitas.

Por 1ltimo, como para toda x € X el conjunto V, es una base local para =z,
entonces se cumple que para todo U C X, U es abierto si y sélo si para todo
y €U existe VeV, tal que VCU.

Por los tres puntos anteriores podemos concluir que V es una base débil
punto-numerable para X. O

Podemos aprovechar un poco méas a los w-sistemas regresando al tema de
iméagenes directas. Antes de pasar a ello, notemos que toda base para una
topologia es un w-sistema y, a pesar de que las bases de espacios topologicos no
suelen preservarse bajo imagenes directas continuas, podremos demostrar que,
dentro de los espacios secuenciales, las imagenes directas cocientes de bases se
conservan, al menos, como w-sistemas.

Proposicion 3.3.13. Si f : X — Y es una funcion cociente y X es un espacio
secuencial, entonces W := f[B] es un w-sistema para'Y', en donde B es una
base cualquiera para X .

Demostracion. Sean B una base para X y W := f[B]. Sean U C Y un conjunto
abierto y x € U. Queremos probar que existe }V C W que satisface que z € NV,
UV es una vecindad débil de z y UV C U. Consideremos

C:={BeB:Bnf'{z}]#0,BC f U}

Probaremos que V := f[C] es el conjunto que buscamos. En primer lugar, para
cada B € C existe z € BN f~1[{z}], por lo que x = f(z) € f[B], por ende,
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renNV.

Verifiquemos que |V es una vecindad débil para x. Sea {y, },en una sucesion
que converge a x. Por contradiccién supongamos que para toda N € N existe
n > N tal que y, ¢ UV, por consiguiente existe {y,,, }men una subsucesion tal
que {Yn,, tmenNUV = 0. Como Y cumple el axioma T, entonces {y,,, tmenU{z}
es un conjunto cerrado de Yy, por lo tanto, f[{yn,, tmenU{z}] es un conjunto
cerrado en X. Por otro lado, como = € U entonces f~'[{z}] C f~!U], por lo
que para todo z € f~![{z}] existe V € B una vecindad de z tal que V C f~1[U]
y, en particular, z € V € C. Por ende, f~'[{z}] CUC.

Afirmamos que (U{f '[{yn,.}] : m € N}) N (UC) = 0. En caso contrario
tendrfamos un elemento 2z € (U{f"'[{yn,.}] : m € N}) N (UC), por lo que
f(2) = yn,, para alguna m € Ny f(z) € Uf[C] = UV, es decir, f(z) €
{Yn,, }men MUYV = 0, una contradiccion.

En conclusion, (U{f " [{yn,.}] : m € N}) N (UC) = 0. Ast, U{/ [{yn,, }] :
m € N} = 7 {yn, tmen]) V(X \UC) vy fH{z}] N (X \UC) = 0, implicando
que U{/" [{yn,, }] : m € N} = f'{yn,, : m € N} U{z}] N (X \UC), donde
este 1ltimo es un conjunto cerrado por ser la interseccion de dos cerrados.

Con lo anterior concluimos que X \ f™ [{¥n,, tmen] = F 7Y \ {¥n,, }men] s
un conjunto abierto. Como f es una funcién cociente, entonces Y\ {yn,, }men €s
un conjunto abierto y, por lo tanto, {y,,, }men €s un conjunto cerrado, lo cual
es una contradiccién pues {y,, }men converge a = pero x ¢ {y,, }men. Nuestra
contradiccién vino de suponer que no existia un momento a partir del cual la
sucesion {y, }nen se queda dentro de UV, en consecuencia existe N € N tal
que para toda n > N se satisface que y, € UV, es decir, UV es una vecindad
débil para x.

Lo dltimo que nos falta probar es que JV C U. La contencién es cierta
pues para toda B € C ocurre que B C f~![U], por construccién, de modo
que f[B] C f[f'[U]] = U. Como esto es para toda B € C, entonces podemos
concluir que JV = BUC fIB] CU.

€

Con los tres puntos anteriores ya podemos concluir que W es un w-sistema
para Y.
O]

Con esto, si tenemos una base punto-numerable de un espacio X y f una
funcion cociente, la imagen directa de dicha base serda un w-sistema por la Pro-
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posiciéon 3.3.13. Ademads, X es secuencial pues tiene una base punto-numerable.
Si f puede conservar la propiedad de ser espacio secuencial tendriamos otra
de las hipétesis del Teorema 3.3.10, para nuestra fortuna éste sera el caso. Sin
embargo, necesitaremos una hipotesis adicional para poder asegurar que el
w-sistema es punto-numerable, veamos el siguiente teorema:

Teorema 3.3.14. Si X tiene una base punto-numerable y f : X — Y es una
funcion cociente cuyas fibras son separables, entonces Y es un D-espacio.

Demostracion. Como lo comentamos anteriormente, el objetivo serd demostrar
que Y es un espacio secuencial con un w-sistema punto-numerable para poder
concluir que Y es un D-espacio con ayuda del Teorema 3.3.10.

Primero veamos que Y es secuencial. Sea A C Y un conjunto no cerrado, es
decir, Y\ A no es un conjunto abierto. Debido a que f es una funcién cociente,
no puede ocurrir que f _1[Y \ A] sea un conjunto abierto y, por consiguiente,
X\ f7[Y"\ A] no es un conjunto cerrado. Anteriormente ya se demostré que to-
do espacio con una base punto-numerable tiene una base débil punto-numerable
y, por ende, es un espacio secuencial. Por ello, existe {z, }nen € X \ f7HY \ A]
que converge a un punto x € f~[Y \ A]. Como para toda n € N ocurre que
T, & fHY \ A] entonces f(z,) ¢ Y \ A4, es decir, f(x,) € A. Por otro lado,
f(z) € Y\ A. Por la continuidad de f tenemos que {f(x,)},en € A es una
sucesién que converge a f(z) € Y\ A. Con esto podemos concluir que Y es un
espacio secuencial.

Veamos que Y tiene un w-sistema punto-numerable. Para ello consideremos
una base punto-numerable B de X. Como f es una funcién cociente y X es un
espacio secuencial, por la Proposicién 3.3.13 podemos afirmar que W := f[B]
es un w-sistema para Y. W es el w-sistema que buscamos, por lo que sélo nos
basta probar que es una familia punto-numerable. Sea y € Y. Afirmamos que
A, :={BeB:BnN f'{y}] # 0} es numerable.

Como f~'[{y}] es separable, entonces existe un conjunto denso numerable
C C f~'[{y}]. También, como B es una familia punto-numerable entonces

para todo ¢ € C el conjunto {B € B : ¢ € B} es numerable. Asi, | {B €
ceC

B : ¢ € B} es numerable por ser la unién numerable de conjuntos numerables.
Demostraremos que A, = U {B € B : ¢ € B}. Primero, si B € A, entonces
ceC

BN f~Y{y}] # 0. Como B N f~[{y}] es un abierto no vacio de f~'[{y}],
existe c€ C N BN f~'{y}], por lo que B € U {B € B: c € B}; para la otra
ceC
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contencién tomamos B € | {B € B: ¢ € B}. Existe c € C C f~![{y}] tal que
ceC

c € B. Por ende, BN f~![{y}] # 0, asi que B € A,. En conclusion,

A,=J{BeB:ceB}

ceC

es un conjunto numerable. Para finalizar tomemos y € Y. Ya que

{fIB]: BeBye f[B]} = f{BeB:BN[(y) #0}]

y A, es numerable, entonces {f[B] : B € B,y € f[B]} es numerable. En
resumen, YV es un w-sistema punto-numerable para Y.

Luego, Y es un espacio secuencial con un w-sistema punto-numerable. Con
el Teorema 3.3.10 podemos concluir que Y es un D-espacio, como se queria
demostrar. 0

Podemos aprovechar un poco més las herramientas de esta secciéon y enunciar
un ultimo corolario:

Corolario 3.3.15. Todo cociente de un espacio metrizable y separable es un
D-espacio.

Demostracion. Sea f: X — Y una funcién cociente con X un espacio metriza-
ble y separable. En virtud de que X es metrizable y separable, tenemos que X
es un D-espacio hereditariamente separable. Por esta razon, el Teorema 3.3.14
garantiza que Y es un D-espacio. ]

3.4. Espacios ordenados generalizados

Uno de los temas que mas nos interesa estudiar cuando se habla de pro-
piedades de cubierta es bajo qué condiciones hay relacién entre ellas, mas
interesante aun sera saber en qué momento son equivalentes entre si. En esta
ultima seccién estudiaremos un tipo de espacio topolégico llamado espacio or-
denado generalizado, en el cual ya existe una considerable lista de equivalencias
de propiedades de cubierta a la cual seremos capaces de anadir la propiedad
de ser D-espacio. Esta seccion esta basada en el trabajo que realizaron van
Douwen y Lutzer en [11]. Procedamos a definir los conceptos que necesitaremos.
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Definicién 3.4.1. Un espacio (X, 7) es un espacio ordenado generalizado si'y
s6lo si es un subespacio de un espacio linealmente ordenado.

Equivalentemente, tendremos que (X, 7, <) es un espacio ordenado gene-
ralizado si y sélo si existe una base para 7 formada tnicamente de conjuntos
convexos respecto a <.

La propiedad de cubierta con la cual trabajaremos sera la paracompacidad.
Para ella también necesitaremos algunas definiciones previas:

Definicién 3.4.2. Sea (X, 7) un espacio topologico. Se dice que una cubierta
abierta U es localmente finita si y solo si para todo x € X existe una vecindad
U, de = que intersecta inicamente a una cantidad finita de elementos de /.

Definicién 3.4.3. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y U una cubierta abierta.
Decimos que V C 7 es un refinamiento para U si y sélo si V es una cubierta
abierta para X y para todo V € V existe U € U tal que V C U.

Con lo anterior, ya podemos decir formalmente qué es un espacio paracom-
pacto:

Definicién 3.4.4. Un espacio topoldgico es paracompacto si y sélo toda cubierta
abierta tiene un refinamiento localmente finito.

El objetivo principal de esta tltima seccion serd demostrar que, cuando
nos encontramos en un espacio ordenado generalizado, ser paracompacto y ser
D-espacio son equivalentes. Para cada una de las implicaciones necesitaremos
desarrollar herramienta previa. Comenzaremos por demostrar que ser D-espacio
implica ser paracompacto, pero necesitaremos mencionar una equivalencia que
hace uso de los conjuntos estacionarios:

Definiciéon 3.4.5. Sea k un cardinal regular no numerable. Un subconjunto
s C Kk es un conjunto estacionario si y sélo si s N ¢ # () para todo ¢ C &
subconjunto cerrado y cofinal en k.

La siguiente propiedad de los espacios paracompactos nos sera de gran
utilidad para mas adelante, pero su demostracion escapa de los alcances de
este trabajo. Su demostracion se encuentra en [4].

Teorema 3.4.6. Sea X un espacio ordenado generalizado. X es paracompacto
si y solo si ningun subconjunto cerrado de X es homeomorfo a un conjunto
estacionario de algun cardinal regular no numerable, donde este ultimo cuenta
con la topologia de subespacio que hereda de la topologia de orden del cardinal
en cuestion.
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Para probar que ser D-espacio implica ser paracompacto también sera de
gran importancia el Lema de Fodor, por lo que procederemos a enunciarlo:

Lema 3.4.7. Sean k un cardinal reqular no numerable, s C k un subconjunto
estacionario y f : s — K una funcion que satisface que f(a) < « para toda
a € s\ {0}, entonces existe 5 € k tal que {av € s : f(a) = B} es un subconjunto
estacionario de k.

Demostremos la primer implicacién de nuestra equivalencia.

Teorema 3.4.8. Sea (X, T) un espacio ordenado generalizado. Si X es un
D-espacio entonces X es paracompacto.

Demostracion. Sea X un D-espacio ordenado generalizado. Supongamos que
X no es paracompacto, por el Teorema 3.4.6 sabemos que existe un cardinal
regular no numerable k, s C kK un conjunto estacionario y /' C X un conjunto
cerrado tal que s y F' son homeomorfos. Como F' es un subconjunto cerrado,
entonces F' es un D-espacio y, por ende, s es un D-espacio. Consideremos la
asignacién de vecindades abiertas y convexas ¢ de s dada por ¢(z) := sN |0, z].
Como s es un D-espacio existe un nicleo D C s para .

Afirmamos que D es cofinal en k. Sea « € k, el intervalo C' := [a + 1, k)
resulta ser cerrado y cofinal en s, por lo que s N C # (). Asi, existe 8 € s tal
que o < (. Por otra parte, 8 € p(§) = sN [0, ] para alguna § € D, implicando
que 5 < ¢ y, por consiguiente, @ < 9 para alguna 6 € D. Luego, D es cofinal
en K.

Afirmamos que D es un conjunto estacionario de k. Sea C' C k un conjunto
cerrado y cofinal en k. Debido a que D y C son cofinales en k podemos construir
dos sucesiones {a, tnew € Dy {by}new C C tal que a, < b, < a,41 para toda

n € w. Por la construccién, tendremos que supa,, = v = supb, y, ya que C
new new

y D son cerrados, ocurre que v € C' N D. En conclusién, D es un conjunto
estacionario de k.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que 0 ¢ D, asi que para cada
d € D existe a(x) € k tal que (a(x),z] N D = {z}. Por el Lema de Fodor
podemos asegurar que existe € k tal que Q := {d € D : a(d) = B} es un
subconjunto estacionario de k. () es infinito pues es un conjunto estacionario.
Sean u,v € () dos elementos distintos y sin pérdida de generalidad supongamos
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u < v. También a(u) = 8 = a(v), pero a(v) = a(u) < u < v, por lo que
u € (a(v),v] N D = {v}, lo cual contradice el hecho de que u y v son distintos.
La contradiccion vino de suponer que X no es paracompacto. Luego, X es
paracompacto.

]

Con esto ya contamos con la primer parte de la demostraciéon. Ahora, nuestro
objetivo serda demostrar que dentro de los espacios ordenados generalizados,
ser paracompacto implica ser D-espacio. Para demostrar esta implicacién
presentaremos nueva herramienta, primero vayamos con las definiciones:

Definicién 3.4.9. Sean (X, 7) un espacio ordenado generalizado, ¢ una a. v.
a.yY C X tal que p(y) CY paratoday € Y. Sean D CY yd§: D — 7.
Decimos que el par (D, ) es p-aceptable para Y siy sélo si se satisfacen las
siguientes propiedades:

(a) para todo z € D se cumple que z € 6(x) C ¢(x) y é(x) es un abierto
CONvexo;

(b) para toda x € D, el conjunto N(z) := {z € D\ {z} : §(x) Nd(z) # 0}
tiene a lo mas dos elementos; y

(c) para toda y €Y, si ¢(y) NUI[D] # 0, entonces y € JJ[D].

Como se podréa intuir, haremos uso de los pares ¢-aceptables para encontrar
un nucleo para la asignacion de vecindades que corresponda. Para fortalecer
esta idea, primero veremos que el conjunto de puntos asociado a una pareja
p-aceptable es un subespacio cerrado y discreto en Y.

Lema 3.4.10. Sean X un espacio ordenado generalizado, ¢ una asignacion de
vecindades abiertas convexas yY C X tal que p(y) CY para toda y € Y. Si
(D,d) es un par p-aceptable para Y, entonces:

(1) Ud[D] es un conjunto cerrado y abierto en'Y; y
(2) D es cerrado y discreto en'Y'.

Demostracion. Comenzaremos por demostrar el primer inciso. Por un lado,
como [JJ[D] es una unién de conjuntos abiertos entonces es abierto en X. Asi,
Y N (UJ[D]) es abierto en Y. Sin embargo, para toda y € D C Y se cumple
que 6(y) C ¢(y) CY, por lo que Y N (UJ[D]) = UJ[D] es un abierto de Y.
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Para demostrar que |Jd[D] es cerrado en Y tomaremos un elemento z € Y\
Ud[D]. Por el inciso (¢) de la Definicién 3.4.9 tendremos que ¢(y) NUJJ[D] = 0,
ademés de que p(y) C Y por hipdtesis. Por consiguiente, y € ¢(y) C Y \UJ[D].
Luego, Ud[D] es un conjunto cerrado de Y. Con esto concluirfa la prueba para
el primer inciso.

Para demostrar el segundo inciso mostraremos primero que D es un conjunto
discreto. Tomemos d € D y consideremos a U := §(d) \ N(d). U es una vecindad
abierta de d pues N (d) es un conjunto finito. Notemos que si z € UND, entonces
x € 0(d)Nd(x), pero ademds x ¢ N(d) por lo que x = d, es decir, UN D = {d},
de modo que D es un conjunto discreto en X y, por ende, lo es en Y.

Falta probar que D es cerrado en Y. Como ya sabemos que |J [D] es cerrado
enY y D CUUJ[D], lo que haremos serd demostrar que D es cerrado en Jd[D].
Sean x € UO[D]\ D y d € D tal que = € 6(d). Nuevamente, consideremos
U:=6d)\{y € D:dy)nd(d) #0}. El conjunto {y € D : d(y) Nd(d) # 0}
es finito, por lo que U es una vecindad abierta para x la cual satisface que
UND = 0. En consecuencia, z € U C J[D] \ D, de donde concluimos que D
es un subconjunto cerrado de |Jd[D]. Luego, D es cerrado en Y.

O

Resulta que el par (0, () siempre es un par p-aceptable por lo cual, al igual
que como lo hicimos con los conjuntos ¢-pegajosos, nos interesara saber cuando
tendremos pares @-aceptables que no sean triviales. Bajo las hipdtesis que esta-
mos trabajando en esta seccion podremos construir no solo pares p-aceptables
que no sean triviales, sino también pares p-aceptables que cubran algin punto
en particular dado. Antes de pasar a dicho resultado necesitaremos un lema
previo referente a un tipo de conjuntos llamados “conjuntos cerrados por la
izquierda” y “conjuntos cerrados por la derecha”.

Definicién 3.4.11. Sean X un espacio ordenado generalizado y S C X.
Decimos que S es cerrado por la derecha si y s6lo si U{(«+,s] : s € S} es un
conjunto cerrado de X. Decimos que S es cerrado por la izquierda si y sélo si
U{[s,—) : s € S} es cerrado en X.

La demostracion de este lema escapa de los alcances del presente trabajo,
pero se podré encontrar en [11].

Lema 3.4.12. Sean (X, <) un espacio ordenado generalizado paracompacto y
S C X un conjunto cerrado por la derecha. Existe D C S cerrado y discreto
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que cumple que (D, <) estd bien ordenado y para todo s € S existe d € D tal
que s < d. De igual forma, si S es un conjunto cerrado por la izquierda, existe
D C S cerrado y discreto para el cual (D,<71) estd bien ordenado y que para
todo s € S existe d € D tal que d < s.

Regresando a nuestro camino, veamos el resultado que nos garantiza la
existencia de parejas g-aceptables que no sean triviales. Serda de utilidad
introducir la siguiente notacién: dados X un espacio ordenado generalizado,
re Xy ACX diremos que x > A si y sélo si x >t para toda t € A.

Lema 3.4.13. Sea ¢ una asignacion de vecindades abiertas y convexras para
un espacio ordenado generalizado y paracompacto X. Sea Y C X un subespacio
abierto y cerrado de X tal que para toda y € Y se cumple que p(y) C Y. Sea
p €Y un punto fijo. Existe un par (D,d) que es p-aceptable para Y tal que
peD.

Demostracion. Primero definiremos una sucesion {B(n) : n € w} de subcon-
juntos de Y N [p, =) y una funcién g sobre el conjunto B := U{B(n) : n € w}
tal que se cumplan las siguientes seis propiedades:

(1) para cada = € B, el conjunto (z) es un abierto convexo de X tal que
z € fz) C p(e);

(2) B(0) = {p} vy B(p) = ¢(p);

(3) cada B(n) es un subespacio cerrado y discreto, bien ordenado por el orden
de X;

(4) siy€ B(n)y z € B(n+ 1), entonces y < z;
(5) siy <zyy,z€ B, entonces B(y) C (¢ 2) y B(2) € (y,—=); ¥
(6) siz>p, x €Y yademds p(x) NUPB[B] # 0, entonces = € U B[B].

Primero definiremos la sucesion de subconjuntos por recursion que satisfagan
las propiedades (3) y (4). Nombremos B(0) := {p}, el cual es un subespacio
cerrado y discreto de X, ademas de estar bien ordenado por el orden de X.
Supongamos que para alguna n € w los conjuntos B(0),..., B(n) existen y
ademads satisfacen las propiedades (3) y (4). Definiremos un nuevo conjunto
B’(n) por casos: si B(n) tiene un elemento méximo, llamémosle ¢(n), definimos
B'(n) := ¢(q(n)); si B(n) no tiene elemento maximo, definimos B'(n) := B(n).
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Sea B”(n) :={y €Y :y > B'(n),p(y) N B'(n) # 0}: si el conjunto B”(n) = 0,
entonces definiremos B(n 4 1) := (; mientras que si el conjunto B”(n) # ()
definiremos a B(n + 1) dependiendo de tres casos:

Y

Caso 1. B”(n) tiene elemento maximo.
Llamémosle b” al elemento maximo de B”(n), nombramos B(n+ 1) := {b”}.
Caso 2. B”(n) no tiene elemento maximo pero es cerrado por la derecha.

Por el Lema 3.4.12 sabemos que existe Z C B”(n) tal que Z esta bien
ordenado por el orden de X, Z es cerrado y discreto y para todo x € B”(n)
existe z € Z tal que x < z. En este caso definamos B(n + 1) := Z.

Caso 3. B”(n) no tiene elemento maximo ni es cerrado por la derecha.
Como U (4, z] no es cerrado, entonces existe r(n + 1) un punto de
z€B”(n)
acumulacién de B”(n) tal que z < r(n + 1) para toda x € B”(n), es decir,

r(n+1) = supB”(n), el cual es tnico. Cabe recalcar que r(n+1) ¢ U (-, z].
x€B (n)

Como Y es cerrado y 7(n+ 1) es punto de acumulacién de B”(n) C Y, entonces
r(n+1) € Y. Ya que p(r(n+1)) es una vecindad abierta de r(n+1) y r(n+1) es
punto de acumulacién de B”(n), entonces existe e(n+1) € p(r(n+1))NB”(n).
Recordando que r(n + 1) > z para toda x € B”(n) podemos concluir que
e(n+1) <r(n+1). En este caso definimos B(n + 1) :={e(n+1),r(n+1)}.

En los tres casos, B(n + 1) siempre resulta ser un subespacio cerrado y
discreto, ademas de estar bien ordenado por el orden de X. Nos falta probar
que B(n) y B(n + 1) satisfacen la propiedad (4).

Antes veamos que todo elemento de B”(n) estd por arriba de cualquier
elemento de B(n). Sean x € B(n) y y € B”(n). Por definicién, ¢t < y para toda
t € B'(n). Si B'(n) = B(n), en particular sucede que x < y. Si B'(n) = ¢(q(n)),
donde ¢(n) es el elemento maximo de B(n), entonces x < ¢(n) < y. En ambos
casos concluimos que z < y. Asi, si x € B(n) y y € B(n + 1) podemos volver
a pensar en dos casos. Si B”(n) tiene elemento maximo o no lo tiene pero es
cerrado por la derecha, se satisface que B(n+ 1) C B”(n) por construccién, por
lo cual z < y. Por otro lado, cuando B”(n) no tiene elemento méximo ni es ce-
rrado por la derecha definimos B(n+1) = {e(n+1),7(n+1)}, e(n+1) € B”(n),
en donde x < e(n+ 1) <r(n+ 1)y, debido a que y € B(n + 1), concluimos
que z < y. Luego, también se satisface la propiedad (4).

Resumiendo, acabamos de construir una familia {B(n) : n € w} tal que
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(3) Cada B(n) es un subespacio cerrado y discreto bien ordenado por el orden
de X.

(4) Siz € B(n)yy € B(n+ 1) entonces x < y.

Sea B := |J B(n). Procederemos a definir la funcién g que va de B a los
new

abierto de X. Notemos que para toda x € B existe una tnica n € w tal que
x € B(n), pues si existieran n < m tal que z € B(n) N B(m) lo que deberia de
ocurrir es que x < x por (4), lo cual no es posible. También por (4) podemos

concluir que BN (+—, z] = (CJ B(l)) N (+, z], lo cual implica que BN (+—, z| es
i=0

un conjunto cerrado al ser interseccion de conjuntos cerrados. También veamos
que BN (+, ] es un conjunto discreto. Si y € BN (+, z], entonces y € B(m)
para alguna m < n. Como B(m) es discreto, entonces existe U(y) vecindad de y
tal que U(y) N B(m) = {y}. Ademas, debido a que U{B(i) : 0 < i <n,i # m}
es cerrado y no tiene a y como elemento, pues éste aparece de manera Unica en
B(m), entonces B = U(y) N (X \U{B(i) : 0 <i < n,i#m}) es una vecindad
abierta de y la cual cumple que BN BN (+,z] = {y}. Por ende, BN (+, z] es
discreto.

Sea M(z) := X\ (B\ {z}). Afirmamos que M (x) es una vecindad de z:
si existe y € B tal que x < y, entonces BN (+—,y| es un conjunto cerrado y
discreto, por lo que existe U’ vecindad de x tal que U'N BN (+,y] = {x}. Sea
U:=U'"N(+,y), la cual es vecindad abierta de x con U C X \ (B \ {z}); si
x es el elemento maximo de B, entonces B N («—, x] = B es cerrado y discreto
y, por consiguiente, X \ (B \ {z}) es una vecindad abierta de z. Con ambos
casos concluimos que M (z) es una vecindad de z. Sea '(x) la componente
convexa abierta de M(z) tal que z € f'(z). Definimos §(z) := ¢(z) N (),
la cual resulta ser una vecindad abierta y convexa de x por ser interseccién
de vecindades convexas y abiertas de z, la cual satisface que f(x) C ¢(x), de
modo que [ verifica la propiedad (1).

Ya con nuestra familia de conjuntos y nuestra funcién definidas procedere-
mos a ver que las tres propiedades que faltan se cumplen. Comencemos con
la propiedad (2). Por construccién, B(0) = {p}. Notemos que p es elemento
méximo de B(0), lo cual implica B'(p) = ¢(p) por construcciéon. De esta ma-
nera, B"(0) ={t €Y :t > p,¢(t) Np(p)}: si B”(0) # 0, entonces B(1) # 0y,
por lo tanto, tiene elemento minimo, llamémosle b(1). Anteriormente vimos de
manera general que B(n+1) C B”(n) o que e(n+ 1) = min B(n + 1) € B”(n),
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en cualquiera de los dos casos b(1) € B”(0) y, en consecuencia, t < b(1) para
toda t € ¢(p), por ende, BN ¢(p) = {p}, de modo que ¢(p) C X \ (B\ {z}) es
una vecindad abierta y convexa de p. Luego, ¢(p) C f'(p) por ser componente
convexa abierta, con lo cual tenemos que 3(p) = ¢(p) N ' (p) = ¢(p), justo
como se querfa demostrar; al contrario, si B”(0) = (), entonces B = {p}, lo
cual nos dice que la componente convexa de p en X \ (B \ {p}) = X es igual
a X, por lo tanto 5(p) = ¢(p) N ' (p) = ¢(p). En cualquiera de los dos ca-
sos obtenemos que 3(p) = ¢(p), con lo cual la propiedad (2) también se satisface.

Veamos que se satisface la propiedad (5). Sean z,y € B tal que = < y.
Notemos que

X\ (B\{z}) € (&9 Uy, =),

por lo cual g(z) C (+,y) U (y,—), pero como [(z) es convexo y = €
p(x) N (+<,y), entonces f(x) C (+,y). De manera analoga se puede verifi-
car que 3(y) C (z,—), con lo cual se estaria satisfaciendo la propiedad (5).

Finalmente, comprobemos que se satisface la propiedad (6). Sea x € Y N
[p, —) tal que p(x)N(UB[B]) # 0. Procedamos por contradiccién y supongamos
que z ¢ UpB[B].

La primer afirmacion que vamos a demostrar es que existe z € B tal que
x < z. Supongamos lo contrario, es decir, B C (+—, ). Como ¢(x)N (U B[B]) # 0
podemos tomar n € w y b € B(n) tal que ¢(x) N B(b) # 0. Ya que B C (+, z),
entonces b < z. Afirmamos que y < z para toda y € B'(n):

Caso 1. B(n) no tiene elemento maximo.

En este caso, B'(n) = B(n) C B C (+,z), por consiguiente y < x para
toda y € B'(n).

Caso 2. B(n) tiene elemento maximo.

Bajo este supuesto, B'(n) = ¢(q(n)) donde ¢(n) := max B(n). Ademas,
q(n) < x pues g(n) es elemento de B. Procedamos por contradiccién y suponga-
mos que existe w € B’(n) tal que z < w, esto aunado al hecho de que ¢(n) < x
y ©(gq(n)) es convexo implica que x € ¢(q(n)).

Notemos que B”(n) = 0. En caso contrario B”(n) # 0 y, por lo tanto,
B(n+1) # 0. Sea c el primer elemento de B(n + 1), del cual ya probamos que
también pertenece a B”(n). Por construccién se satisface que y < ¢ para toda
y € B'(n), en particular w < ¢ pero ¢ € B(n+1) C B por lo que ¢ < z, de modo
que ¥ < w < ¢ < z lo cual es una contradiccion. Luego, B(n + 1) = 0 y, por lo
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tanto, B(k) = () para toda k > n. Asi, B = 6 B(n), lo cual junto a la propiedad
=0

(4) nos dice que g(n) es el elemento méximo de B. Como q(n) € f(q(n)) vy
lg(n), ) € X\ (B {g(n)}), emtonces [g(n), ~) C @(q(n)) por convexidad.
Debido al hecho de que = € ¢(gq(n)) y que ¢(n) < x tendremos que

z € p(q(n)) Ng(n), =) € w(q(n)) N 5'(q(n)) = Bla(n)),

lo cual es una contradiccién al supuesto de que = ¢ J 5[B]. En consecuencia,
debe de ocurrir que y < x para toda y € B'(n).

Por ambos casos podemos concluir que x es cota superior de B’(n) pero

x ¢ B'(n).

Nuestra segunda afirmacién es que ¢(x) N B'(n) # (). Trabajaremos con
dos casos: si B(n) no tiene un elemento méaximo, entonces B'(n) = B(n) v,
en consecuencia, x € ¢(x) N B'(n); por el contrario, si B(n) tiene un ele-
mento maximo ¢(n), se cumple que b < ¢g(n) < z. Si b = ¢(n), entonces
8(8) = Bla(n)) C p(a(n)) = B'(n), por o que 0 # B(b) N ¢(x) C B'(n) N g(a).
Sib < gq(n), por (5) sabemos que B(b) C (<, q(n)) y, por ende, existe
z € B(b) Ny(z) N (+,q(n)). Ya que z < ¢q(n) < =y p(z) es convexo po-
demos asegurar que ¢(n) € p(z). Entonces, () # p(z) N¢(q(n)) = p(x) N B'(n).
En ambos casos concluimos que ¢(x) N B'(n) # (.

En resumen, hemos obtenido que ¢(z) N B'(n) # 0 y que y < x para toda
y € B'(n). Por construccién podemos concluir que x € B”(n), por lo que
B(n+ 1) # 0. Por la definicién de B(n + 1) existe y € B(n + 1) tal que x < y,
pero esto es imposible pues y € B(n + 1) € B C (<, z). Nuestra contradiccién
vino de suponer que B C (<, x), por lo que existe w € B tal que x < w.

Nuestro argumento demuestra que S := {s € B : z < s} es un conjunto no
vacio. Como B esta bien ordenado y S C B, entonces S tiene elemento minimo.
Sea z :=minS.

Afirmamos que z € #'(z). Como = ¢ U S[B], en particular x ¢ B de donde
concluimos que z < z. Ademds, como z = min S, entonces BN (+—, z) C (+, z).

m—1
Observemos que BN (+,z) = U B(i) U (B(m) N (+,z)), donde z € B(m).
=0

Como los conjuntos B(n) son cerrados v discretos, entonces B N (¢, 2) es
cerrado. También es un conjunto discreto pues para cada y € B, la vecindad
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M (y) no intersecta a B salvo por el punto y. Asi, X \ (BN (+,2)) es un
conjunto abierto y x pertenece a él, por consiguiente existe U’ vecindad abierta
y convexa de x tal que U' C X \ (BN (4, 2)). Sea U := U' U (x,—), el cual
es un abierto convexo con z y z como elementos tal que U N (BN (+,2)) = 0.
Si z es el maximo de B, entonces BN [z, —) ={z} y BN (+,2) =B\ {z}, lo
cual implica que U N B = {z}, de manera que U U [z2,—) C X \ (B\ {z}) ¥,
en consecuencia, x € U U [z,—) C ['(z); por otro lado, si z no es el elemento
maximo de B podemos tomar a w el primer elemento de B tal que z < w.
El conjunto V' := (U N (4=, w)) U [z,w) es un abierto convexo contenido en
X\ (B\{z}) que tiene a x y z como elementos. Asi, z € V C f/(z). Por ambos
casos podemos concluir que z € §'(2).

Nuestra siguiente afirmaciéon es que x € ¢(z). Sea k € w tal que z € B(k).
Como p < x < z, entonces z ¢ {p} = B(0), por lo que k > 0, asi que B”(k —1)
existe y no es vacio. Si ¢(z) N BN (+, z) # 0, entonces elegimos ¢ € ¢(z) N B
tal que ¢ < z. Por la minimalidad de z podemos afirmar que ¢ < z < 2. La
convexidad de ¢(z) implica que (¢, z) C ¢(z), por consiguiente x € p(z); para
el otro caso supongamos que ¢(z) N BN (+, z) = @, primero probaremos por
casos que z € B”(k — 1): cuando B”(k — 1) tiene un punto méximo, digamos
b", entonces z € B(k) = {0"} C B"(k — 1); si B”(k — 1) no tiene elemento
maximo pero es cerrado por la derecha, por construcciéon B(k) C B"(k — 1),
en consecuencia z € B”(k — 1); cuando B”(k — 1) no tiene elemento méximo
ni es cerrado por la derecha, entonces z € B(k) = {e(k),r(k)}. Si z = e(k)
habremos terminado pues e(k) € B”(k—1), por construccion. Por contradiccion
supongamos que z = r(k). Bajo este supuesto

e(k) € p(r(k)) N B"(k —1) = p(z) N B"(k — 1),

ademés e(k) < r(k), por lo tanto e(k) € ¢(z) N BN (4, 2), lo cual es una
contradiccién. Luego, z = e(k). Con los tres casos anteriores ya podemos afirmar
que z € B"(k —1).

Como z € B"(k — 1), entonces y < z para todo y € B'(k—1) y p(2) N
B'(k—1) # 0, por construcciéon. Continuaremos por demostrar que B'(k —1) #
B(k — 1). Supongamos que ambos conjuntos son iguales. De esta manera
e(z) N B(k —1) # 0y, debido a que y < z para toda y € B(k — 1) por la
propiedad (4), entonces

B+ (=) N Bk — 1) = p(=) N Blk — 1) N (¢,2) € o(z) N BN (-, 2),
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lo cual es una contradiccién. En conclusion, B(k — 1) # B'(k — 1). Por cons-
truccién podemos asegurar que B(k — 1) tiene un elemento maximo, digamos
q, tal que B'(k — 1) = ¢(q). Nuevamente, la minimalidad de z nos dice que
g<z<z.

Probaremos que z = min B(k). Supongamos que existe w € B(k) tal que
w < z. Veamos que w € B"(k —1). Si B”(k — 1) tiene elemento maximo o
no lo tiene pero es cerrado por la derecha, sabemos que B(k) C B"(k — 1),
por lo que w € B”(k — 1); en otro casi, si B”(k — 1) no tiene ni elemento
méximo ni es cerrado por la derecha, entonces w, z € B(k) = {e(k),r(k)}, y
como w < z podemos afirmar que w = e(k) € B”(k — 1). Por ambos casos
sabemos que w € B"(k —1). Asi, y < w para today € B'(k—1) = ¢(q) y
0 #pw)NB'(k—1) = p(w)Ne(q). Yaque ¢ < zy p(q) Ne(z) # D, entonces
[4, 2] € ¢(q) Up(z) pues ambas vecindades son convexas, pero w € |[g, 2], lo
cual implica que w € ¢(z) U ¢(q). En vista de que y < w para toda y € ¢(q),
concluimos que w € ¢(z). Luego, w € p(z) N BN (4, 2), lo cual es una contra-
diccién. Por ende, z = min B(k).

Como q es el elemento maximo de B(k—1) y z es el minimo de B(k), por la
propiedad (4) aseguramos que (g, z) "B = (), de modo que (q,z) C #'(q) NG (2),
pues ambas son componentes convexas abiertas de X\ (B\{q}) y X\(B\{z}), res-
pectivamente. Como z € (q, z), entonces = € §'(q)NS’(z). También sabemos que
©(q)Np(z) # 0, por la convexidad de ¢ tendremos que (g, z) C ¢(q)Ugp(2). En-
tonces, r € p(q)Up(2). Ya que z € ¢(q) o x € p(z), ocurre que = € ¢(q)NF'(q)
oz € ¢(z)NF'(2). En cualquiera de los dos casos obtenemos que z € | 5[B],
lo cual es una contradiccién pues en un principio supusimos z ¢ |J 5[B]. Luego,
x € Up[B]. Asi, la propiedad (6) se satisface.

De una manera analoga podemos construir subconjuntos A(n) C Y N (+, p|
y una funcién « definida sobre A = |J A(n) tal que:

new

(1) para cada z € A se cumple que a(z) es un abierto convexo de X y
z € a(z) C p(r);

(27) A(0) = {p} y alp) = »(p);

(3") cada A(n) es un cerrado discreto de X, ademéas de que (A(n), <7!) es un
buen orden;

(4) siye A(n) y z € A(n + 1), entonces z < y;
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(57) si y < z son elementos de A, entonces a(y) C («<—, 2) y a(z) C (y,—); ¥y

(6") siye Y N(«+,ply o) N (UalA]) # 0, entonces y € U alA].

Definimos la funcién § sobre D := A U B mediante la regla

| a(x), si x € A,
o) = { f(x), sixzeB.

Demostraremos que (D, ¢) es un par p-aceptable en Y.

Para comenzar, D C Y pues A y B son ambos subconjuntos de Y. Ademas,
para cada z € A se cumple que a(z) C ¢(x), por construccién, del mismo modo
para B y la funcién g, por lo que para toda x € D ocurre que 6(x) C ¢(z).
También, cada una de las imagenes de las funciones v y 3 es un abierto convexo,
haciendo que para toda x € D el conjunto (x) sea un abierto convexo.

Sea x € D. Demostraremos que N(x) := {y € D\ {z} : §(x) No(y) # 0}
tiene a lo mas dos elementos. Primero notemos que si x € Ay y € B con
x # p # y, entonces a(x) C (+<,p) pues x < p, asi como [(y) C (p —). Por ello,
d(x)Nd(y) = a(x)NB(y) = 0. Lo mismo ocurre en el caso en que x € By y € A.
Por esta razén podemos afirmar que si x € A entonces N(z) C A, ysix € B en-
tonces N(z) C B. Més atin, es cierto que N(z) = {y € A\{z} : a(z)Na(y) # 0}

N(z)={y € B\ {z}: B(x) N B(y) # 0}, respectivamente, y en cada caso el
conjunto en cuestion tiene a lo mas dos elementos. Por ambos casos podemos
concluir que N(z) tiene a lo més dos elementos. Ahora, si x = p, entonces
N(z) ={y € A\{p} : a(z) Naly) # 0} U{y € B\ {z} : B(z) N By) # 0},
donde cada uno de estos conjuntos tiene a lo mas un elemento y, por lo tanto,
su union tiene a lo mas dos elementos. En conclusién, N(z) siempre tiene a lo
mas dos elementos.

Para finalizar, sea y € Y tal que ¢(y) N (Ud[D]) # 0. Demostraremos que
y € U(3[D]). Notemos que ¢(y) N (UJ[D]) = ¢ (y) N [(UalA])U(UB[B])], por lo
que ¢(y) NUalA] # 0 o o(y) NU B[B] # 0. Supongamos que ¢(y) NUalA] # 0.
Siy < p, entonces y € Ua[A] C UJ[D]. En caso contrario, si p < v,
como a(z) C (+,p) para toda x € A\ {p} v ¢(y) es convexo, entonces
5(0) N o(y) = alp) N o(y) £ 0, por 1o que y € UA[B] € UsD]. En cualquicr
caso ocurre que y € Jo[D]; de manera anédloga podemos ver que y € |Jd[D]

cuando p(y) NUB[B] # 0.
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En resumen, (D, ) es una pareja p-aceptable en Y, tal que p € D.
L]

Definicion 3.4.14. Para cualquier asignacién ¢ de vecindades abiertas conve-
xas de X definimos el conjunto A(yp) := {(E,u) : (E, i) es p-aceptable en X}.
A A(p) lo equiparemos con una relacién < dada por (F,u) < (F,v) siy sélo
siECFyvlg=pu.

Dados ¢ una asignacién de vecindades abiertas y convexas para un espacio
Xy (E,v),(F,u),(G,n) elementos de A(p), podemos verificar que:

(1) (Evl/) < (E,V) puesEgEyy‘E:y;

(2) si (BE,v) < (F,p)y (F,p) < (E,v) tendremos que £ C F'y F'C E, por lo
que E = F. Ademés, u = v|F = v|E = v. De esta manera obtenemos que
(B,v) = (F.p);y

(3) si (E,v) < (Fyu)y (Fyu) < (G,n), entonces E C FCGyv=ulg=
(nlr)le = nlear = ne, legando a que (E,v) < (G, 7).

Los tres puntos anteriores indican que el par (A(p), <) es un conjunto
parcialmente ordenado, esto junto al Lema 3.4.13, tomando Y = X, garantiza
que (A(p), <) es un orden parcial no vacio.

Hay que recordar que nuestra empresa actual consiste en encontrar un nicleo
para ¢, una asignacién de vecindades abiertas (y convexas, por el momento).
Ya se habia adelantado previamente que uno de los elementos de A(yp) es el que
funcionara como un niicleo para ¢, y guiados por la intuiciéon y experiencia de
la Seccion 1.3 podemos asumir que buscamos un elemento “lo suficientemente
grande” en términos de nuestro orden <. De igual forma a como lo hicimos para
los conjuntos pegajosos, un elemento maximal de (A(y), <) es el que terminara
salvando el dia. Como es de esperar, procederemos a ocupar el Lema de Zorn.

Lema 3.4.15. Sea X un espacio ordenado generalizado paracompacto y ¢ una
asignacion de vecindades abiertas convezas de éste. A(p) tiene un elemento
<-maximal.

Demostracion. Ya sabemos que (A(y), <) es un orden parcial no vacio. Nos
falta probar que toda cadena no vacia esta acotada superiormente.
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Sea C C A(p) una cadena. Digamos C = {(F;,¢;) : i € I} para algun

conjunto no vacio I. Sean E := ‘UI E, v o := ‘UI 0;. 0 es funcién pues si
1€ 1€

(x,0:(2)), (x,6;(x)) € 6, sin pérdida de generalidad podemos suponer que
(E;,6;) < (E;,9;) con x € E; N Ej, entonces d;,(x) = 6;|g,(x) = §;(z) y, en
consecuencia, (z,d;(x)) = (x,d;(z)). Por construccién, se cumple que £; C E'y
d; = d|g, para cada i € I. Lo tnico que falta ver es que la pareja (E,¢) es un
par ¢-aceptable en X.

Para comenzar, para cada x € E existe ¢ € I tal que x € F;. Sabemos que
di(x) C p(x) y que 6;(x) es un abierto convexo. Como 06(z) = §;(x), entonces
d(z) es una vecindad convexa y abierta de x tal que §(x) C p(z).

Por otra parte, sea x € E. Probaremos que Ns(z) := {y € FE \ {z} :
d(x) Nd(y) # 0} tiene a lo més dos elementos. Supongamos que |Ns(z)| > 3.
En ese caso podemos tomar yi,4s,ys € Ns(z) elementos distintos entre si.
Como C es una cadena, podemos suponer sin pérdida de generalidad que existe
i €1 tal que z,y1,y2,ys € E;. Con esto, 0;(x) N 0;(y;) = d(x) Nd(y;) # 0 para
cada j € {1,2,3}. Esto nos dice que y1, y2,y3 son tres elementos distintos de
Ns, () ={y € E; \ {z} : 0;(x) N d;(y) # 0}, lo cual es una contradiccién pues
(E;, 0;) es una pareja p-aceptable en X y, en particular, | Ny, (x)| < 2. Por tanto,
Nyz)| < 2

Finalmente, sea x € X tal que p(z) N (UJ[E]) # 0. Existe ¢ € I tal que
o(z) NUJ[E] 7é(7) o en otras palabras, ¢(z) NUJ&[E;] # 0. Como (E;,6;) es
un par g-aceptable en X, entonces z € | 0;[E;] C UJ[E], como se queria probar.
Por los tres puntos anteriores podemos afirmar que (F,d) es un par -
aceptable. Por lo tanto, (E,d) € A(p) y éste es una cota superior para C.
Luego, como (A(y¢), <) es un orden parcial no vacio donde toda cadena no
vacia esta acotada superiormente, por el Lema de Zorn podemos garantizar
que A(y) tiene un elemento <-maximal. O

Ya sabemos que el elemento maximal de A(y), (E, i), cumple que F es un
conjunto cerrado y discreto por el Lema 3.4.10. Para que sea un ntcleo para ¢
sélo falta comprobar que ¢[E]| es una cubierta para X.

Lema 3.4.16. Sea ¢ una asignacion de vecindades abiertas convexas para un
espacio X ordenado generalizado y paracompacto. St (E, ) es un elemento
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<-mazimal de (A(p), <), entonces Ju[E] = X.

Demostracion. Supongamos que U pu[E] # X. Consideremos Y := X \ U u[E]
y sea p € Y un punto fijo. Como (FE, i) es un par gp-aceptable en X, entonces
para todo y € Y se cumple que ¢(y) NU p[E] = 0, por lo que ¢(y) C Y, lo cual
implica que Y es un conjunto abierto. Por su parte, como |J p[F] es un abierto
de X, entonces Y = X \ Up[E] es un conjunto cerrado. En resumen, como Y’
es un subespacio cerrado y abierto de X tal que ¢(y) C Y para today € Y,
existe un par (D, d) que es p-aceptable en Y tal que p € D, por el Lema 3.4.13.
Sean F':= DUFE y v := pUJ. v es una funciéon bien definida pues oy ¢ son
funciones definidas sobre conjuntos ajenos. Afirmamos que (F,v) es una pareja
p-aceptable sobre X.

= Para empezar, si x € F' podemos separar dos casos: si x € D, entonces
z € v(x) = d(z) C p(x), con 6(x) un abierto convexo; mientras que si
z € E, sucede que x € v(x) = pu(z) C ¢(x), con u(x) un abierto convexo.
En cualquier caso obtuvimos que v(z) C ¢(z) y que v(x) es una vecindad
abierta convexa de z.

» Sea x € F. Queremos probar que N(z) := {y € F\{z} : v(z)Nv(y) # 0}
tiene a lo més dos elementos. Sea y € N(x). Six € E y y € D, entonces
v(w) = p(z) € UplE] ¥ v(y) = 6(z) € X\Up[E), por ende v(z) N(y) =
(), una contradiccién, en consecuencia y € E. De este modo,

N(z) ={y € F\{x} : v(x)Nw(y) # 0} = {y € EN{a} : p(x)Nply) #
{

Como (E,pu) es un par g-aceptable en X, entonces {y € E \
p(z) Np(y) # 0} tiene a lo més dos elementos, es decir, |N(z)| <
igual formar, si x € D entonces

IN(@)| = [{y € D\ {z}:d(x) ndly) # 0} < 2.

Por ambos casos podemos concluir que |[N(z)| < 2.

}.
x} o
2. De

» Para finalizar, sea x € X tal que p(x) NUv[F] # 0. Observemos que

UvlF] = (UulE)) u (UdD]),

por lo que ¢(z) NUp[E] # 0 o ¢(x) NUI[D] # 0. Asi, € Up[E]
o x € UJ[D]. En cualquiera de los dos casos podemos concluir que

xz € Jv[F].
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Con los tres puntos anteriores queda demostrado que (F,v) es p-aceptable
en X. Pero E C Fy v|g = p por construccién, por lo que (E,pu) < (F,v)
y (E,u) # (F,v), lo cual es una contradiccion al hecho de que (F, u) es <-
maximal en A(p). Nuestra contradiccién vino de suponer que u[E] no era una
cubierta para X. Luego, X = U pu[F].

Por fin podemos probar nuestro tltimo resultado.

Teorema 3.4.17. Todo espacio ordenado generalizado paracompacto es un
D-espacio.

Demostracion. Sean X un espacio ordenado generalizado paracompacto y
una a. v. a. de X. Para cada « € X existe 1(x) vecindad abierta convexa de x
tal que ¥(z) C p(z).

Por el Lema 3.4.15 sabemos que existe un elemento maximal (D, u) de
(A7), <). Como (D, i) es una pareja -aceptable, entonces D es un conjunto
cerrado y discreto. También, por el Lema 3.4.16 sabemos que U u[D] = X. Como
para todo x € D se cumple que pu(z) C ¢(x) C p(z), entonces X = U p[D].
Por lo tanto, D es un ntucleo para . Luego, X es un D-espacio. O]
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