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Resumen

En esta tesis se analizo la termodinamica de un gas ideal de bosones atrapado en una
trampa armonica en dos dimensiones, y particularmente la transicién a la condensaciéon
de Bose-Einstein. Haciendo uso del Ensamble Gran Candnico se obtuvo la ecuacién de
estado y se identifico la variable andloga al volumen estdndar de un gas homogéneo. De
la ecuacion de estado, se determinaron las susceptibilidades termodinamicas, particular-
mente el calor especifico a volumen y presién constantes, la compresibilidad isotérmica, y
el coeficiente de expansion térmica. Habiendo encontrado discontinuidades y divergencias
en algunas de estas cantidades, se analizé el comportamiento de la funcion de correlacion
densidad-densidad para caracterizar propiamente el tipo de transicion que es la conden-
sacion de Bose. Constatamos, a través del comportamiento de las susceptibilidades y del
incremento de la longitud de correlacién en la temperatura critica, que la transiciéon ana-
lizada es una transicién de fase de segundo orden.
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Capitulo 1

Introduccion

En 1924, Satyendra Nath Bose [I] desarrollé una nueva forma de estadistica para de-
ducir la ley de Planck, que expresa a la densidad espectral de la radiacién de un cuerpo
negro como funcién de la temperatura. Esta nueva estadistica proporcionaba mas infor-
macién para poder comprender el comportamiento de los fotones; proponia que si un
fotéon ocupa un estado cuantico entonces habia una tendencia, aunque sea pequena, de
que el siguiente foton ocupara ese mismo estado. Esta estadistica la envié a Einstein, quien
quedd impresionado y se pregunto qué sucederia si se aplicara a un gas ideal de atomos o
moléculas. Para el ano 1925, Einstein descubri6[2] que si bajaramos la temperatura de un
gas, siendo muy proxima al cero absoluto, encontrariamos una temperatura donde todos
los 4tomos alcanzaran exactamente el mismo estado cuédntico, es decir, el estado base.[3][4]
Actualmente conocemos a este fenémeno como Condensacién de Bose-Einstein, o BEC
(Bose-Einstein Condensation) por sus siglas en inglés, siendo uno de los fenémenos que
marco una revolucion en el contexto de los sistemas cuanticos en el régimen de degenera-
cién, donde la degeneracion hace referencia a que, en el caso de bosones, estas particulas
ocupan el mismo estado (puede ser cualquier estado pero la BEC hace referencia al estado
de minima energia), queriendo decir, que tienen la misma energia.

La BEC es una transiciéon de fase estadistica-cuantica que consiste en la ocupaciéon
macroscopica del estado base por debajo de una temperatura critica, que hemos denotado
como T,.. La transicién sucede cuando tomamos el limite termodindmico o cuando los ni-
veles de energia discretos se aproximan a una densidad continua de estados. Al estudiar la
BEC estamos trabajando con un gas de bosones, donde la clave que nos permite identificar
la condensacion es el comportamiento del potencial quimico a bajas temperaturas, pues
este es responsable de la aparente estabilizacién de la mencionada ocupacion macroscopica
del estado base. Es importante aclarar que si bien la condensacion de Bose-Einstein es im-
posible en 1D y 2D en un sistema homogéneo[5], si podria ocurrir en trampas arménicas,
como es el caso presentado en esta tesis, porque el potencial de confinamiento modifica
la densidad de estados y, por lo dicho anteriormente, la condensacién si sucede. [6][7][S]
Cabe destacar que a diferencia de otras transiciones de fase cuanticas, en el caso de la
BEC la interacciones no son necesarias para su ocurrencia.

Experimentalmente la BEC se consiguié en vapores de gases alcalinos en 1995, logran-
do con ello llevar una cantidad macroscopica de atomos neutros de un gas inhomogéneo,
una densidad de 2210'2 4tomos, a ocupar el estado base del sistema, es decir el estado
de minima energia. Para dicho propédsito se enfrié un conjunto macroscopico de dichos
atomos en una trampa inhomogénea de tipo arménico [9]. Esto es resultado de la predic-
ci6én original que se hizo para un gas ideal [2] y es relevante mencionar que, en el caso



experimental, las interacciones entre pares de particulas estan intrinsecamente presentes
en los gases atomicos cuanticos ultrafrios, lo que quiere decir que no desaparecen y aun
asi sucede la BEC. Es por ello que surge la relevancia de este trabajo, donde se trabaja
con un gas ideal inhomogéneo de bosones. Es importante decir que a partir de ese logro
experimental se abri6 la posibilidad de estudiar la materia en dicho régimen de degene-
racién cuantica, esto significa que el control y manipulacién de estos vapores de atomos
neutros fuera posible a partir de 1995.[10][I1][12] Ejemplos de esto es estudiar la dindmi-
ca de condensados de Bose y gases degenerados de Fermi (1999)[13][27][28]]29][30] [31] en
diversos potenciales y también incluyendo la dimensionalidad como un factor de control.
En este contexto surge el problema que se abordd en esta tesis, pues consiste en identificar
la termodindmica de un gas ideal de Bose confinado en una trampa armoénica bidimensio-
nal y ademds caracterizar la transicién de fase a la BEC como una transicién que no es
de primer orden, mas adelante en el capitulo [7| se explicara mas a profundidad. Esto es,
primero se encuentran las cantidades termodindmicas presion, entropia, energia y ntimero
de particulas, asi como la ecuacion de estado de este sistema; siguiendo este camino, se
calcularon las susceptibilidades C,,, Cp, ar y k7. Todo lo anterior a partir de las primeras
y segundas derivadas de la funcion Gran Potencial respectivamente, en particular, se ca-
racterizo la transicién de fase al estado condensado a través del comportamiento de estas
susceptibilidades y del comportamiento de la funcién de correlaciéon de la densidad. En
las tres tultimas susceptibilidades se encontré una divergencia en el punto critico que es
caracteristica de una transicion de fase de 2do orden. Y, finalmente, se encontré que la
longitud de correlacion se va haciendo mas grande a medida que se toma el limite termo-
dindmico estando en el punto de transiciéon de fase. Con estos resultados se asegura que
existe una transicion de fase de punto critico.

Con més detalle se describe el contenido de los capitulos en los parrafos siguientes.

En el capitulo [2| abordamos el concepto de niimero de ocupaciéon que surge como una
necesidad para poder expresar de manera general las funciones de onda para bosones,
con ello podemos calcular para cualquier sistema la funcién Gran Potencial haciendo
uso del Ensemble Gran Canonico, concluimos que este Gran Potencial es una potencial
termodinamico por lo que a partir de esa funcion podemos encontrar las propiedades ter-
modinadmicas tomando las primeras y segundas derivadas. En el capitulo[3] estudiamos en
la subseccién [3.1], el oscilador arménico cuéntico 2D en coordenadas cartesianas, encon-
trando las energias y las funciones de onda que son soluciones a la ecuacion de Schrodinger.
Procedemos en la subseccién [3.2] a construir la funcién Gran Potencial para este caso par-
ticular, sustituyendo la energia encontrada del oscilador arménico en la ecuaciéon general
del capitulo[2] Para calcular esa expresion tomamos el limite termodindmico haciendo que
la suma sobre la densidad de estados se convierta en una distribucién continua de estados.

El capitulo 4] se compone del célculo de las cantidades termodindmicas a partir de
las primeras derivadas parciales del Gran Potencial. En la primera subsecciéon de este
capitulo se encuentra el calculo para hallar la entropia y el nimero de particulas usando
la definicién dada en el capitulo [2| mientras que para encontrar la energia del sistema
usamos la definicién en términos de la suma sobre todos los estados de la energia del
oscilador armoénico multiplicada por el niimero de particulas en cada estado. La subseccion
[4.2] consiste en identificar quien hace la funcién de Volumen y de Presién, a través de
determinar el caracter extensivo e intensivo de cantidades que aparecen en la funcion
Gran Potencial, y se encuentra que para este caso, el volumen armoénico corresponde al
inverso cuadrado de la frecuencia de la trampa armoénica. Una vez identificadas estas dos
cantidades podemos calcular la presién armonica a través de la definiciéon en términos de



la derivada parcial del gran potencial. Lo anterior abre camino a la dltima seccién de este
capitulo, donde se deduce la ecuacion de estado del sistema, simplemente dividiendo la
ecuacion para la presion P entre la ecuacion para en ntimero de particulas V.

Ya que se han identificado las propiedades termodinamicas del gas de bosones, en el
capitulo [5| se da una explicaciéon empirica y posteriormente una deduccion formal de que
efectivamente sucede la condensaciéon de Bose-Einstein cuando el gas esta confinado en
una trampa armonica 2D.

En el capitulo[6], se calculan las susceptibilidades: capacidad calorifica a volumen cons-
tante C),, capacidad calorifica a presion constante Cp, coeficiente de expansién térmica
ar y compresibilidad isotérmica kr, que son las segundas derivadas de la funciéon Gran
Potencial. Las expresiones mateméaticas que se encuentran son para temperaturas meno-
res a la temperatura critica y temperaturas mayores a la temperatura critica. Ademas se
identifica la divergencia que existe en las ultimas 3 susceptibilidades cuando 7' = T..

El capitulo[7]trata sobre el comportamiento de la funcién de correlacién de la densidad
en el sistema tratado en este trabajo, para dicho propédsito se dividié en tres sub secciones:
la primera consiste en resolver nuevamente el problema del oscilador arménico cuantico
bidimensional, pero ahora en coordenadas polares, pues para los cdlculos posteriores resul-
ta mas sencillo trabajar con la solucién en estas coordenadas. Luego, la siguiente secciéon
aborda la deduccién matematica de una expresion general para la funcién de correlacion
en términos de las energias y las funciones de onda que son solucién a la ecuacion de
Schrodinger. Una vez obtenido lo anterior, la ultima seccién del capitulo corresponde a
sustituir la energia y funciones de onda calculadas en la seccién [7.2] en la ecuacién ge-
neral de funcién de correlaciéon dando como resultado la expresiéon que nos dice que tan
correlacionada esta la densidad en un punto 7 con la densidad en un punto 7 en términos
de los niimero cuanticos M, n,. Para este trabajo se considera M = 0 y uno de los puntos
fijo en el origen, es decir, ¥ = 0, consiguiendo con esto una ecuacién mas simple. Las
graficas que se presentan en este capitulo corresponden a las que se obtienen variando
la frecuencia armoénica de la trampa, lo que significa tomar el limite termodindmico en
ambas graficas, y por otro lado en una se considera la transicién de fase y en la otra no.
Finalmente se encuentra que cuando se considera el limite termodinamico y la transicion
de fase, la longitud de correlacion diverge en medida que el volumen armoénico se hace
infinito, siendo esto otra afirmacién de que estamos en presencia de una transicion de fase
de segundo orden.

Para finalizar se presentan las conclusiones del trabajo realizado. Ademas, se incluye
en los apéndices los programas utilizados para obtener las graficas presentadas en esta
tesis. Se trabajé con Wolfram Mathematica 11.1.



Capitulo 2

Funcién Gran Potencial y su relacion
con la termodinamica

La fisica estadistica provee de un método para conocer las propiedades que describen
a un sistema macroscopico en equilibrio a partir de sus propiedades microscopicas. En
particular, a través del calculo de la funcién de particién en cada ensamble, se pueden
determinar la propiedades termodinamicas del sistema. En esta seccién abordaremos el
concepto de niimero de ocupacion [I5] para con él, construir la Gran Funcién de Particién
y posteriormente identificar un potencial termodindmico que denominamos como el Gran
Potencial. Todo esto usando el Ensamble Gran canénico.[20]

2.1. Concepto de nimero de ocupacion:
funciones simétricas y antisimétricas

En mecanica cuantica se sabe que si no hacemos una medicion sobre un sistema, no
podemos afirmar absolutamente nada sobre su estado, en otras palabras, una mediciéon
equivale a preparar un estado cuantico. Por lo que, si realizamos una medicién, entonces
sabemos cual es su estado, pero solo en ese instante y no para tiempos posteriores,lo que
si sabremos es las probabilidades de los resultados de dicha medicién. Una consecuencia
del enunciado anterior es que no podemos conocer la trayectoria de una particula, pues
solamente podemos calcular la probabilidad de hallar la posicion subsecuente, si en un
instante previo habiamos medido su posicién.[23][15] La ecuacién de Schrodinger que
describe lo anterior al tiempor ¢ = 0 es:

24(z,0) = Zoy(z,0), (2.1)

donde 9 (Z,0) es una eigenfuncién del operador de posicién con eigenvalor z. Suponemos
entonces que el sistema es descrito por un Hamiltoniano H que lo evoluciona en el tiempo;
al tiempo t, la funcién de onda es

O(Z, 1) = e Hhp(z,0). (2.2)

Y al tiempo t # 0 ya no podemos saber cudl es la posicion x de la particula. Pero lo que
podemos obtener de la funcién de onda es |1 (z,t)|?, que es la probabilidad de hallar a la
particula en la posicién x al tiempo ¢t. Ahora, cuando tenemos 2 o mas particulas es nece-
sario introducir el concepto de indistinguibilidad. Para ello, sabemos que las propiedades



2.1. CONCEPTO DE NUMERO DE OCUPACION:
FUNCIONES SIMETRICAS Y ANTISIMETRICAS

que definen a una particula son su masa, su carga eléctrica y su spin. Entonces, si dos
o mas particulas tienen las mismas masa, carga y spin, decimos que son indistinguibles
pues no existe ningiin experimento que nos permita identificar una de la otra.

Teniendo presente lo anterior, podemos escribir una funcién de onda arbitraria de dos
particulas como ¥ (xy,Ts,t) v que se lee como la amplitud de probabilidad de hallar a
una particula en x; y a otra en xy al tiempo t sin saber cual estd en z; y cual en Z,, por
lo que la indistinguibilidad presente en la funcién consiste en que, para predicciones de
cantidades medibles, no debe importar el orden de las variables 1 y x5 en la funciones de
onda. Cabe resaltar que 1 (%1, Z2,t) no es medible; lo que si se puede determinar a través
de mediciones es |1)(Z1, o, t)|> que corresponde a la probabilidad de hallar a una particula,
en ri y a otra en s, nuevamente haciendo énfasis que esto es sin importar cual particula
esté en Ty y cudl en Ty. Y para que [1)(Zy,To,t)|* realmente represente esa probabilidad
se debe satisfacer que:

(21, Ta, 1) = [(Zo, 71, 1), (2.3)

y la solucion a la relaciéon (2.3) implica la siguiente condicién sobre la funcién de onda:
Y(T1, 2, 1) = P(Za, T1, 1), (2.4)

Y(T1, T2, t) = —(Ta, 71, ). (2.5)

La expresiéon ([2.4]) corresponde al caso cuando la funciéon de onda no cambia de signo
ante el intercambio de sus variables y se dice que la funcién es simétrica y, en el segundo
caso, la ecuacion , que es cuando si cambia de signo, la funciéon de onda se llama
antisimétrica. Lo anterior se generaliza para N particulas.

Sean (Z1,Ta,t) y ¢(Z1, Ta,t) dos funciones de onda del sistema de las dos particulas.
La mecanica cuantica nos dice que la superposicion de esas 2 funciones es también un
estado vélido del sistema:

E(Ty, Ta, t) = ap(Ty, To, t) + bP(T1, To, t), (2.6)

con a y b numeros complejos arbitrarios. £(¥y, Zo,t) debe ser simétrica o antisimétrica,
como en o en (2.5), pero esto s6lo es posible si ambas (Z1, Zo,t) y ¢(Z1, T2, t) son
simétricas o antisimétricas. Esto significa que dado un conjunto de particulas idénticas, es
decir, con la misma masa, misma carga y mismo spin; o todas sus funciones de onda son
simétricas o todas son antisimétricas. El resultado, que usaremos sin demostrar, es que las
particulas cuyo spin es entero, s = 0, 1, 2, ... tienen funciones de onda simétricas y se llaman
bosones; mientras que para las particulas cuyo spin es semientero, s = 1/2,3/2,5/2, ..., sus
funciones de onda son antisimétricas y se llaman fermiones. Los bosones y los fermiones
obedecen diferentes estadisticas, que mencionaremos mas abajo.

A continuacién, describiremos un ejemplo con el que se pretende mostrar claramente la
diferencia entre las funciones de onda simétricas y antisimetricas de dos particulas, cons-
truidas a partir de funciones de onda de una particula. Posteriormente, lo generalizaremos
a N particulas.

Sean (%1, Z2,t) y ¢(Z1,Z2,t) dos funciones de onda diferentes que pertenecen al es-
pacio de Hilbert de una particula, podemos definir una funcién de onda de 2 particulas
como el producto de las dos, es decir,

(1, 22) = Q1(71)P2(w2). (2.7)
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Esta funciéon de onda ni es simétrica, ni es antisimétrica, sin embargo, si proponemos la
siguiente combinacién:

1
Yy (21, 22) = 7 (¢1(21)P2(22) + P1(22)Pa(71)) (2.8)

donde el factor 1/4/2 se introduce por normalizacién; vemos que se cumple que 14 (71, 3) =

(22, 71):

1

Vy(r,20) = NG (¢1(21)P2(22) + D1 (22)P2(71))
1

= /2 (¢1(w2)Pa(w1) + Pr (1) Pa(T2))

2
= Yi(x2,71), (2.9)
es decir, ¥ (z1, x2) es simétrica. Ahora consideramos la siguiente combinacion:
1
Y- (21,72) = —= (d1(71)P2(22) — P1(2)P2(1)), (2.10)
V2
esta es antisimétrica pues, como se muestra a continuacién ¢_(xy, o) = —_ (2, 21):
1
Vo(z1,22) = —= (91(21)2(72) — P1(22)da(21))

V2
1
— -7 (P1(w2)P2(w1) — P1(21)P2(72))
=~ (z9,71), (2.11)

Por lo tanto 1, (1, x2) es la funcion de onda simétrica de dos particulas en la que una esté
en la funcién de onda ¢;(x) de una particula y la otra estd en la funcién de onda ¢y(x)
de una particula; una de ellas en x; y la otra en xq, sin saber cudl es cudl. Y ¢_(zq,x2)
es la version antisimétrica. Notamos que si ¢1(x) = ¢o(z), entonces la funcién de onda
antisimétrica seria cero, ¥_(x1,z5) = 0, es decir, si las particulas son fermiones, sus
funciones de onda son antisimétricas, se sigue que la probabilidad de que la dos particulas
estén en el mismo estado de una particula es cero, esto es el Principio de Exclusién de
Pauli.

Si las particulas son bosones, sus funciones de onda son simétricas, y por tanto no
existe ninguna restricciéon de que ocupen el mismo estado, lo que significa que ¢;(z) y
¢9(x) pueden ser iguales o diferentes y la funcion de onda ¢, (x1, z2) es diferente de cero en
general. Con esto queremos decir que los bosones pueden estar todos en el mismo estado,
siendo esta la gran diferencia entre bosones y fermiones.

Procedamos ahora a generalizar lo anterior a N particulas, para ello definimos ¢,,, (),
GOmy (T), -+, Gy (2), N funciones de onda de una particula y decimos que dichas funciones
de onda son parte de un conjunto completo y ortonormal de una particula; por lo que
existe un ntmero finito o infinito de ellas. De nuevo, el producto de las N, es la funcion
de onda

w(xhx% T3, 7xN) = gbml (I1)¢m2<x2) T Qme(IN)v (212)

pero, andlogo al caso anterior, ésta no es una funcién ni simétrica ni antisimétrica y
escribirla como simétrica o antisimétrica ya no es trivial.
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2.1. CONCEPTO DE NUMERO DE OCUPACION:
FUNCIONES SIMETRICAS Y ANTISIMETRICAS

Comenzaremos por hallar una forma general antisimétrica de la funcién de onda ,
tal que cada vez que cambiemos los argumentos de dos funciones ¢, (7;) ¥ ¢m,(z;) la
funciéon completa cambie de signo. Sin entrar en muchos detalles, la solucion a esto es el
Determinante de Slater[20]:

¢m1(x1) ¢m2(x1) gme(xl)

w ($] Lo, X3 T ) = mi (x2> ma ($2) T ¢mN (I'Q)
- s N Y . . )
’ ’ ’ ’ m : : : .

b (1) Gua(an) - Gy ()

donde el argumento en cada renglén son el mismo y en cada columna los agumentos varia
de acuerdo a x, xa,..., xy. Es facil ver que si intercambiamos dos argumentos, digamos z;
por z;, el procedimiento es equivalente a intercambiar dos renglones y, por una propiedad
general de los determinantes, el determinante cambia de signo (i.e. el intercambio de dos
renglones o dos columnas le cambia el signo al determinante). Por lo tanto, el arreglo ([2.13])
da la propiedad de antisimetria. Por otro lado, si dos funciones son iguales, por ejemplo
®m; = Om,;, entonces tendriamos que dos columnas son iguales y, por otra propiedad de los
determinantes (si dos columnas o dos renglones son iguales, el determinante es cero), el
determinante es cero , y con esto ultimo recuperamos la esencia del Principio de Exclusion
de Pauli, que quiere decir que en un sistema de N particulas fermiénicas, no puede ocurrir
que dos 6 mas particulas estén en el mismo estado de una particula.

En el problema 3D, el indice m es el vector m = (my, my, m,) y mq = 1,2,3,...,00 con
o = x,, z, es decir, existe un ntimero infinito de estados de una particula, sin embargo, el
estado ©_(x1, 29, x3,...,2y5) dado en es una suma con signos alternantes del pro-
ducto de N funciones ¢ () todas diferentes. En otras palabras, los indices my, mo, ..., my
quiere decir, cada uno, un vector m = (m,, m,, m,) diferente. Esto nos permite decir que
un estado arbitrario de N particulas fermiénicas siempre se puede construir con N fun-
ciones diferentes tomadas del conjunto infinito de funciones ¢z (7).

Vayamos ahora al caso para particulas que son bosones, donde, lamentablemente, dado
el producto ¢, (1) Pmy(T2) - -+ dmy(TN)), N0 es posible obtener una forma cerrada que
nos garantice que la combinacién de productos es simétrico, es decir, que ante el cambio
de dos argumentos cualquiera z; por z; la funcién sea la misma. El problema es que los
bosones no obedecen un principio de exclusion, esto quiere decir que varios de los indices
mi, Ma, ..., my pueden ser los mismos. Por ejemplo, si m; = m;, eso implica que las
funciones correspondientes son iguales: ¢, = ¢y, 0 sea que tenemos dos particulas que
estan en el mismo estado de una particula y no hay nada que lo prohiba. Por tanto, no
tiene sentido cambiar los argumentos z; y x; de esas dos funciones pues no hariamos nada.

Pongamos nuevamente un ejemplo para hacer claro el problema: sean dos particulas,
las dos en el mismo estado m;:

(@1, 22) = Py (1) P, (T2)- (2.14)

Carece de significado cambiar x; por xs, sin embargo, esto no quiere decir que no podamos
escribir un estado simétrico construido con las funciones ¢, (21)@m,(T2) - Gmy (TN).
Para poder hacerlo, primero tenemos que ver cuantas particulas estan en el mismo ¢,,
del conjunto de una particula. Con eso, podria ocurrir que las N funciones funciones
fueran diferentes o que N — M particulas estuvieran en diferentes estados y M particulas
en el mismo pero diferentes a las anteriores, etc. Y nos damos cuenta que el ntimero de
posibilidades es enorme. Por lo que la solucién al problema técnico se obtiene por medio
del concepto del nimero de ocupacion.

, (2.13)

11



2.2. ENSEMBLE GRAN CANONICO

Sea m la etiqueta que distingue los estados de una base de una particula, definimos
entonces a n,, como el nimero de ocupaciéon del estado m de una particula, es decir, ng;
es el nimero de veces que aparece el estado m de una particula en un estado dado de
(xy,xe,...,2y) de N particulas. Este niimero adquiere ciertos valores dependiendo de
si las funciones son simétricas o antisemiticas:

e Si el estado es antisimétrico, n,, = 06 1, para toda m, es decir, el estado m esta ocupado
o no lo esta.

e Si el estado es simétrico, n,, =06 16 --- 6 N para toda m. De nuevo, m o no es parte
del estado, o puede aparecer a lo sumo N veces.

Ademaés, se debe tener presente que dado un estado ¥, ...my (21, 22,...,2y5) de N
particulas, se tiene que obedecer
Z Ny = N,
m

donde la suma es sobre todos los estados de una particula. Es claro que si una m no
aparece en el estado ¥(xq,xs, ..., zyN), entonces su nimero de ocupacién es cero, n,, = 0.
La ventaja de esta identificacién es que los estados de N particulas pueden clasificarse
solamente dando los niimeros de ocupacion y esto es lo que necesitaremos para hacer la
fisica estadistica de cualquier sistema, en particular el sistema que se trata en este trabajo.
Por tanto, de manera simbdlica, los estados de N particulas pueden escribirse como,

|¢>N - {nmoa Ny Mgy - - - 7nm:>o}N )

con

Z N = Nang + Nany + Mgy + -+ + N, = N,

m
donde las etiquetas m; con ¢ = 0,1,2,...,00 simbolizan los valores que toma m. En
resumen, tenemos dos casos:
Bosones:

|¢+> = {nmoanmlynmgw--vnmm}’ Nm,; = 0,1,2,....,N y Z Ny = N
m

Fermiones:

‘w*>:{nm()?nml?nmz’"'?nmoo}? nmi:(),l y an:N-

Mas adelante se introduciran los operadores de creacion y aniquilacion con los cuales
podemos expresar los estados |1y ) v [_)

2.2. Ensemble Gran Canédnico

Ahora vamos a considerar un sistema cerrado descrito por las variables termodinamicas
volumen, temperatura y potencial quimico (V, T, u); podemos encontrar la probabilidad
de hallar a dicho sistema con N particulas y en uno de sus estados |n), sin importar
el estado en que se encuentre el bano térmico. El conocimiento de dicha probabilidad
nos permite obtener todas las propiedades estadisticas del sistema en este estado[14]. La
probabilidad de la que hablamos antes es:

SR(NT.ET,VR) _ Eny
e k e~ &L +iFN
WnN ~ Oy , (2.15)
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2.2. ENSEMBLE GRAN CANONICO

podemos definir una funcién = como:

SR(NT;CET’VR)
_, e

e S — 2.16

0 (2.16)

que nos permite escribir mas compacto W, , luego recordamos que N nos indica el nimero
de particulas que ocupan un estado, es decir, para esta /N dada existe un conjunto completo
de estados {|ny)n} con lo cual N toma cualquier valor desde cero hasta infinito, siendo
cero el improbable caso donde ninguna particula este en el volumen V', dicho volumen
defino dentro del sistema de N particulas, hasta el improbable caso donde todas estén
contenidas en el volumen. Por lo tanto la normalizacién es la siguiente:

23 e o, (217)

iZWnN: =

n=0 NN

y de lo anterior podemos despejar = para reconocer la gran funciéon de particion como:

5= e Bt

n=0 NN

siendo o = 5 y B = % Lo anterior nos es util para definir el Ensemble Gran canénico que
es el conjunto de todos los estados |ny) para toda N, con la probabilidad W), asignada
a cada estado [14].

A continuacion, usaremos la férmula fundamental de Boltzmann de la Fisica Estadisti-
ca, que nos relaciona la entropia con la distribuciéon Gran Canoénica:

S = —kL,WInW =3 S W, inW,,, (2.18)

n=0 nN

identificamos la W,,,, como en la ecuacién (2.15)), sustituimos:

S = —k i Z ée—EnNﬂ—&-aNln <i€—EnNﬂ+aN>

n=0ny — =

= k> ) ée—%ﬂﬂw (—=Eny B+ aN —InZ)
n=0nNy —

_ klnfzz 1 _EnNﬂ+aN+kﬁZZ — B, o~ EnyBtaN

n=0 nN =) n=0ny =

— kad éNe—EnNﬂWN, (2.19)

n=0nny —

donde podemos identificar lo siguiente, el primer termino por normalizacién es igual a 1;

ZZ

=0 nnN

7EnN,3+O¢N -1
)

[I] =

los siguientes dos términos son los valores promedio de la energia y del ntimero de particu-
las respectivamente:

S S LB, e BN _

n=0 ny —

13



2.2. ENSEMBLE GRAN CANONICO

n=0 NN

con lo que finalmente podemos escribir:

_ _ 1 = J=
S =kinZ + kBE — kaN =kin=Z+ =FE — =N
n=+ kp Q n= -+ T 7V
multiplicando por T" toda la ecuacién, tenemos:
TS = kTInZ + E — uN; (2.20)

podemos definir una funcién que llamaremos el Gran Potencial:
Q= —kTIin(Z), (2.21)

la sustituimos en la ecuacion (2.20)) y posteriormente despejamos dando lugar a una
expresion para la funcion Gran Potencial en términos de las variables termodindmicas

ViT, L

O=F—uN-T§, (2.22)
esta ecuaciéon es la doble transformada de Legendre de la energia F, que nos cambia S
por T'y N por u, de la siguiente forma:

dE = TdS — pdV + pudN,
—=dQ} = dE-TdS — SdI" — pdN — Ndp
= —SdI' —pdV — Ndp, (2.23)
entonces 2 = Q(V, T, 1) es un potencial que contiene toda la termodindmica del sistema.

De esta manera, podemos proceder a calcular sus primeras derivadas parciales, encon-
trando con ello S, Py N:

o)

g__ <0T>W, (2.24)
0N

P - — <W>#’T7 (225)
oQ

N=-_— (c?u) . (2.26)

También podemos calcular las segundas derivadas de la funciéon Gran Potencial, estas son
descripciones de las funciones de respuesta del material y por ello son de mayor interés
fisico que las primeras. Comenzamos con el coeficiente de expansion térmico definido
como:

1 [oV
o=y (a7),. 2

que es el incremento en el volumen a medida que cambia la temperatura de un sistema
manteniendo la presion y el niimero de particulas constante. La compresion isotérmica se

define como: o
1
=—— | — 2.28
o 4 <6P>TN’ ( )
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2.2. ENSEMBLE GRAN CANONICO

que corresponde a la disminucién de volumen a medida que la cambia presién a tempera-
tura y nimero de particulas constante. Luego podemos calcular la capacidad calorifica a
presion constante como:

a3
Cp=T () : (2.29)
T )y

siendo esto el flujo de calor cuasi-estatico por unidad de particulas requerido para producir
un incremento de una unidad en la temperatura del sistema, manteniendo la presion y el
numero de particulas constante. Finalmente, la capacidad calorifica a volumen constante
esta dada por:

C, =T (“) (2.30)
T )\,

y esto nuevamente es el flujo de calor cuasi-estatico por unidad de particulas requerido
para producir un incremento de una unidad en la temperatura del sistema, manteniendo
ahora el volumen y el ntimero de particulas constante. [7]
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Capitulo 3

Gran potencial y propiedades
termodinamicas de un gas en dos
dimensiones

En este capitulo nos enfocaremos en encontrar la funcion Gran Potencial, para ello
necesitaremos conocer la energias del sistema que se obtiene a través de resolver el oscila-
dor arménico cudntico en coordenadas cartesiana en 2 dimensiones en la primera seccion
de este capitulo. Después, usando el ensamble gran canoénico, calcularemos la densidad de
estados del sistema encontrando que en el limite termodinamico la distribucién se vuelve
continua. Finalmente, encontramos una expresion para la funcién Gran Potencial.

3.1. Oscilador armonico cuantico 2D en coordenadas
cartesianas

Para poder adentrarnos en el estudio de nuestro sistema, es primordial definirlo: con-
sideramos un gas ideal confinado en una trampa armonica bidimensional de N atomos
de masa m y espin s (arbitrarios), sin carga eléctrica y en equilibrio termodindmico. Al
ser ideal, no consideramos la interaccion entre las particulas. Con esto, proseguimos a
decir que experimentalmente las nubes de atomos neutros se confinan por potenciales que
matematicamente se representan por osciladores armoénicos, por lo cual estudiaremos el
oscilador armonico cudntico 2D en coordenadas cartesianas. Comenzamos estudiando el
Hamiltoniano de un atomo:

h = hw(fy + 7y + 1), (3.1)

donde el subindice x y el subindice y indican, cada uno, una direccién diferente en plano.
Entonces el Hamiltoniano para N atomos de un gas ideal corresponde a la suma de N
Hamiltonianos hA: v
H =Y ho(if + ), (3.2)
i=0
nuevamente las etiquetas x y y identifican la direcciones ortogonales, en tanto el subindice
7 es un entero que va de 0 a NV e indica el atomo considerado. Consideremos la energia de
un oscilador armoénico clasico:
PP 1, 2
E=T+V =_—+ -mw(z* +y°),
o T oW (@ +y7)
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3.1. OSCILADOR ARMONICO CUANTICO 2D EN COORDENADAS
CARTESIANAS

donde

P =0 p = (pei +Py3) - (o + Dyd) = D, + Py,
sustituyendo obtenemos:
Lo Lo 9 2 9

Ahora, el Hamiltoniano cudntico corresponde a la energia de la ecuacién (3.3)), pero en
vez de vectores, consideramos operadores y se ve de la siguiente forma:

A

N A |
h = v X2 4 y? 4
2m + 2m * 2mw ( * ) (3 )

Se sabe que los eigenestados de h se obtienen a través del uso de variables dimensio-
nales que, posteriormente, nos conduciran a la introduccion de operadores de ntmero.
Partiremos de la expresion:

hl¢) = E|¢), (3.5)

sustituyendo E, h, |®) = |¢pz)|¢py) vy multiplicando por (7| = (x|(y| toda la ecuacién,
obtenemos:

(124 B L s v2)) = [t 2 Lttt 4] (7o)

P2 P2 o
<yx+ L4 (X472

om " 2m 2 1”"“2(‘”2*92)} (] da) (Y] By),

<I ¢$> 2
(3.6)

repasemos los valores que tienen los conmutadores de los operadores con los que estamos
trabajando:

1 —2 —2

%.B] = [7,B)] = in
X9 = [B B = [%,5)] = [, 2] =0,

entonces, al desarrollar la ecuacién (3.6) e identificar los valores de los conmutadores

podemos simplificar como:
(ool (oo o) + 3 el ol o)
g (ol (4] 7262 )y ) = S0 016,

2m
(3.7)
y en la expresion anterior tenemos operadores y funciones de onda que podemos sustituir
por sus expresiones explicitas, las cuales son:

Po () = (]¢2)

¢y(y) = <?J|¢y>

~ o?

P2 — _ 2 -
v 02
~ o?
2 2

by

2=

?2 - y27
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3.1. OSCILADOR ARMONICO CUANTICO 2D EN COORDENADAS

CARTESIANAS
y posteriormente sustituimos en , dando lugar a:
—ﬁ2 82 h? o2
Ea(w)0,(0) = s @l 016,) = 5 aldn) blo,) +
1 1
+ §mw z < |¢x><y|¢y> + Qmw Y < |¢m><y|¢y>a (3'8)

por lo tanto, en la representacion de coordenadas h|¢) = E|¢), tenemos:

—_

Bou(a)6nls) = o ( oz + 3z ) S0 + 3ma(e? £ 2)on() ). (39)

Procedemos ahora a resolver la ecuacion (3.9)), esto es calcular los eigenvalores del Hamil-
toniano h y lo haremos a partir de definir operadores de creacién y aniquilacion. Primero
hacemos un cambio de variable adimensional:

2:1l7 :1/
1 . .
P, P,= "
vV mhw \/mhw

y obtenemos el valor de los conmutadores de las nuevas variables, empezando por las
asociadas a la coordenada x:

(2,P,] = XP,—P. & = f

y de forma andloga para las asociadas a la coordenada y, DA} , 737&,} = ¢. Por lo que:

(3.10)

A

P, =

[X P,| = %zﬁ—z (3.11)

. P, P, 1 e o2
h = %—l—%—i—zmw (X +Y)

mhw o o, 1 o h 52 | N2 3.12
=5 73+2m77+2mw<mw (X—i-y) (3.12)

=M B+ (2437
Aqui podemos definir: L -
"= (P +P,) + (224 37)], (3.13)
y sustituyendo lo anterior en encontramos que:
h = hwtl. (3.14)

La ecuacioén (3.13]) se puede reescribir si identificamos las proyecciones del hamiltoniano
en las direcciones x, y:

H =", +H, (3.15)

Vamos a trabajar primero con H,, para esto definimos los siguientes operadores:

G = —= (X +iP,)
2
R (3.16)
al:—2<X—2Px),
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3.1. OSCILADOR ARMONICO CUANTICO 2D EN COORDENADAS
CARTESIANAS

estos operadores son de creacion y aniquilacion, al calcular el conmutador de estos ope-
radores se encuentra que [&x, d;] = 1. Calculamos el siguiente producto:

1 A
=5 (X —iP.) (X +iPy)
1, - A A .
—(X2+ZX77 iP.X +P2)
: (3.17)
2 2 O P
=5 (X + P+ |2 P))
L/ oo 2
=3 (22 +P2-1),
y con este resultado, e puede ser reescrito como:
A - 1 /\2 /\2 o A.'.A 1
o= (22 +7P2) =ala, + 5 (3.18)
En este punto introducimos el operador 7, que esta definido como:
e = Gldy, (3.19)
por lo tanto
- 1
He =Ny + = (3.20)

2
Anélogamente para la coordenada y, definimos los operadores de creacion y aniquilacion:
N L A
| (3.21)
AT - < o Fa
a, = 73 (y zPy) .
Siguiendo el mismo procedlmlento que en (3.17) y deﬁniendo otro operador como 7, =

azay, encontramos que ’H = Tl —i— , entonces la ecuacion se reescribe en términos

de los nuevos operadores de Creamon y aniquilacion:

1 1
Ho=Ho ot Hy =g+ 5+ 4

5 = Ny + Ny + 1, (3.22)

por lo tanto, el hamiltoniano de la ecuacién (3.14)) para un 4tomo se convierte en:
h = hw(fy + 7y + 1). (3.23)

Haciendo la suma de N Hamiltonianos correspondientes a cada particula idéntica del gas
obtenemos:

H =Y hw(hf+af +1). (3.24)

i=0

Veremos que al tomar el limite termodinamico cuando se estudian propiedades del sistema
macroscépico, el corrimiento de la energia Aw puede ser despreciado, vale la pena recordar
que un corrimiento de la energia no modificara las propiedades a estudiar, entonces se
puede reescribir la suma comenzando ahora en 1:

Zﬁwﬁf aY)
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3.1. OSCILADOR ARMONICO CUANTICO 2D EN COORDENADAS
CARTESIANAS

De esta forma, logramos expresar el Hamiltoniano en términos de los operadores de ntime-
ro. A continuacién vamos a encontrar las energias y las funciones que son soluciones a
nuestra ecuacion de eigen valores , donde ya hemos supuesto que nuestra soluciéon
o(z,y) = ¢(x)p(y), y nos permite resolver el problema por el método de separacién de
variables. Reescribimos:

—h? [0, (x)y(y) +32¢x($)¢y(y)
2m 02 y?

b om,(2)6, () + 5mey 6, (2)6, (), (3.25)

Edr(x)y(y)

con esta separacion de variables,las derivadas parciales se convierten en derivadas
totales, entonces funciéon con variable independiente a la derivada total sale como una

. . 1 .
constante. Ahora multiplicamos por PR ETROL

_ 2 92 _%2 2
1 h? 0° ¢, () el 97¢y(y) +1mw2x2+;mw2y2, (3.26)

E= ¢o(z) 2m  Ox? 2m ¢, (y) 0y? 2

luego, al trabajar en 2 dimensiones, la energia también estd en términos de estas com-
ponentes, entonces podemos escribirla como £ = F, + E, lo cual nos permite separar la
ecuacion en dos ecuaciones que solo dependen de una variable:

1 —R*PPg.(x) 1

Ee dz(x) 2m  Ox? * QM
- 1 Pe,(y) 1
E — Y - 2,2
YT 2mgl) o 2"
podemos reescribirlas:

n Pg.(x) 1, .,

2 92

1

I 00y —mw*y* ¢, (y) + E,b,(y) = 0. (3.28)

2m  0y? 2
Lo primero que nos damos cuenta es que son las mismas ecuaciones diferenciales pero
para direcciones diferentes, entonces sus soluciones seran analogas. Por esta razoén nos

concentraremos en resolver solo una de ellas, la primera. Para resolverla necesitamos
hacer algunos cambios de variable:

2,2
at = 1
f:r = o,
dfe
dz @
d d
de a@,
/\_ZmEm _ 2E.m
ah? hw
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3.1. OSCILADOR ARMONICO CUANTICO 2D EN COORDENADAS

CARTESIANAS
Sustituyendo lo anterior en (3.27), se tiene:
PO (1) + @) = 0
EU) ot + 200 = 0
EUL) 3= ot =0 (3.29)

la ecuacién diferencial anterior es la ecuacién de Hermite pero no esta en su forma auto
adjunta, por lo cual su solucién son los polinomios de Hermite multiplicados por una
Gaussiana, como se muestra a continuacion:

¢z(fm) = ei;Hm(fI)?
O(fe) = 7 [H(f) = foHulf),

-2

¢o(fe) = e [Hy(fo) = 2foHp,(fo) + (fs = D Hu(f2)),

sustituimos en (|3.29)):

—f%

CEH (L) = 20l () + (2 = DHa(f) + O = PIHA(F] =0 (30,
= Hy, = 2foH,(f:) + (A= 1) Hu(f:) =0,
podemos comparar esto con la ecuacion de Hermite, que es:
H) —2zH), +2nH,, =0, (3.31)
donde n =0,1,---, y podemos identificar n = my,:
2F,
2m, = A —1= . -1, (3.32)

de donde podemos despejar la energia F,:

2m, + 1 2B,
my =
hw
1

y nos damos cuenta que E, depende del ntimero m, que es un nimero natural y esta
relacionado con la coordenada x, entonces:

1
By, = heo(my + 3). (3.33)

Y las soluciones ¢(x) son lo que ya habiamos propuesto, solo que agregaremos un término
de normalizacién y sustituiremos el valor de f, = ax:

7z2mw

2
¢u(x) = Ap,e” 2 Hp(x), con Amx:<7;uﬁd) (W) (3.34)

21



3.2. CONSTRUCCION DE LA FUNCION GRAN POTENCIAL

De forma completamente analoga se encuentran las soluciones para la ecuacién diferencial

de ¢, (y)
1

En, = ﬁw(my + 5)7

Yy

(3.35)

—yzmw

Gy(y) = Am,e™ 2 Hp(y), con Amyz(%})g( ! ) (3.36)

2mym,,!

Por lo tanto, la solucién del sistema completo ¢(z,y) y su energia £ = E, + E,, son las
siguientes:

é(z,y) = (7:2))4 ( ! ) e () Ho (3) (3.37)

\/2ml+mymm!my!

E =¢p = B, + Ep, = fw(m, +m, + 1), (3.38)

Y por el mismo argumento que hicimos para el Hamiltoniano, se tiene:
em = hw(my +my). (3.39)

Ya que conocemos las energias posibles del gas que estamos estudiando, procedemos ahora
a construir la funciéon Gran Potencial que nos permitira encontrar la termodindmica del
sistema.

3.2. Construccion de la funcion Gran Potencial

En esta seccion mostraremos cémo obtener la funcion Gran Potencial en el Ensemble
Gran Canonico. La ecuacion (3.39)) nos proporciona la energia para el caso bidimensional:

em = hw (mg, +m,), m; € NTU{0}. (3.40)

Estamos suponiendo que el sistema estudiado en este trabajo esta en un potencial armoéni-
co isotropico, en el cual se satisface que w, = w, = w, que es la frecuencia de la trampa.
Dentro del formalismo del Ensemble Gran Canoénico tenemos que la funcion Gran Poten-
cial 2, en términos de la Gran funcién de Particion, es:

QV,T, ) = —kTin(Z), (3.41)

calculamos el logaritmo natural de ="

In(Z)=1In (H fil e(ﬁ%o‘)"’ﬁ) => In ( iajz e(ﬁs’ﬁa)nm) , (3.42)
=1

m=1n;m=0 M =0

donde la etiqueta m representa el estado de una particula, la etiqueta n,; corresponde a
los ntimeros de ocupacién del estado m, mientras que n,,., es el nimero de ocupacion
maximo que puede tener un estado m, es decir el mayor nimero de particulas que puede
tener dicho estado que depende de la estadistica de Bose-Einstein. Sustituyendo en la
funcién Gran Potencial se tiene:

QV,T,p)=—kT > In ( 3 ewsma)”m) . (3.43)
m=1

Ny =0
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3.2. CONSTRUCCION DE LA FUNCION GRAN POTENCIAL

Ahora vamos a calcular cada una de las sumas presentes en la ecuacién anterior. Comen-
cemos con la suma del logaritmo, que corresponde a la suma sobre todos los estados de
una particula, pues, como se dijo, la etiqueta m denota dichos estados y su significado es:

m = (m,my),

donde el vector m = (m,, m,) denota el estado del sistema, es decir, es una etiqueta para
identificar los estados cuanticos en el sistema cartesiano. Y myg es la proyeccién de espin
s. Entonces la suma del logaritmo realmente corresponde a tres sumas:

oo oo [e.e] S
-y Yy .40
m=1 mz=1my=1ms=—s
La suma sobre espin se calcula facilmente, pues los valores de espin son my, = —s, —s +

1,...,0,...,s — 1,5, dando un total de 2s + 1 valores, es decir:

S

S o= (25+1). (3.45)

ms=—s8

Para hacer la suma se debe tomar en cuenta que en sistemas macroscopicos, como
el considerado aqui, las cantidades extensivas, como es el Gran Potencial, requieren cap-
turar la esencia de que la separacién entre niveles de energia se vuelve continua, en otras
palabras, pierde el caracter discreto. Es por eso que la suma se transforma en integrales,
pero debido a que existe degeneracion, para estados mayores que el estado base se requiere
introducir una densidad de estados, y este es el trabajo que realizaremos a continuacion.
Para obtener dicha densidad vamos a calcular la suma sobre todos los estados. Para ello,
tomaremos el limite termodindmico haciendo que el drea A — oo y al mismo tiempo el
nimero de particulas N — oo, tal que % = cte. Comenzaremos definiendo una energia
adimensional de la siguiente forma:

€ij =7 = i+j=0L, (3.46)
con
i=0,1,..
i=0,1,..

A continuacién consideramos un plano bidimensional en un sistema coordenado cuyos
ejes corresponden a los ntimeros 4, j identificados como estados. Dicho plano se forma, sin
pérdida de generalidad, al ubicarnos en la coordenada (L, L), esto se representa en una
grafica en la Figura . Para saber cuantos estados existen, debemos sumarlos, esto se
logra calculando el area del plano:

L —xz+L L L2 L2
A:/ dx/ dy:/ (o + Lyde = —— 4+ L2 =~ (3.47)

0 0 0 2 2
el resultado anterior nos va a servir para calcular la densidad de estados con energia ¢ en
este intervalo retomando que estd definida como p(e) = %, entonces sustituyendo el area

tenemos:

_dA_d L

ple)=r=75=1L (3.48)
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3.2. CONSTRUCCION DE LA FUNCION GRAN POTENCIAL

i
Figura 3.1: Representacion de los estados en un plano cartesiano 2D

ahora, de (3.46) podemos derivar y despejar para reescribir la densidad de estados como
funcién de L:

€

= 7:L
¢ Fio
de
de = — =dL
= de — :

por lo que, al sustituir lo anterior en (3.48|) obtenemos:

p(eij)de = Lde

= p(L)dL (i)

de. (3.49)

Esto es la densidad de estados de una particula con energia € en este intervalo. De esta
ecuacion es facil para nosotros darnos cuenta que la degeneracién se va haciendo muy
grande conforme la energia crece, implicando que el espaciamiento entre niveles de energia,
en el limite termodinamico, se aproxime a un continuo. Por lo tanto, como se describe
antes, una suma que originalmente era discreta se convierte en una integral sobre el

continuo:
>~ [ oo,
V]
y sustituyendo la densidad p(L):
€
Z’J

Los resultados anteriores los retomaremos mas adelante, ahora vamos a enfocarnos en
la suma dentro del logaritmo, 2™, e~ (Bem—c)nm que es la suma sobre los nimeros de

24



3.2. CONSTRUCCION DE LA FUNCION GRAN POTENCIAL

ocupacion del estado m de la particula. Como estamos trabajando con bosones, sabemos
que un estado puede ser ocupado por mas de una particula, entonces la mayor cantidad de
particulas que pueden ocupar un estado m en un sistema macroscopico dentro del limite
termodinamico es n,,., = N, siendo esto la restriccién que obliga a la suma sobre todos
los estados de una particula ser igual al niimero de particulas, es decir:

> nm =N, (3.51)

que sélo quiere decir que no vamos a exceder el niimero de particulas totales del sistema.
Para poder trabajar la suma, vamos a reescribirla para que nos quede en términos de algo
ya conocido, comenzamos primero renombrando el sumando,

X = ¢ Pem—a), (3.52)

luego sustituyendo en la suma que estamos buscando:

i e~ Pem=alnm — N~ X (3.53)
Np = Ny, =0

encontramos una expresion que se parece mucho a la siguiente propiedad:

> 1
> = T si|z| < 1, (3.54)
p=0 -7

sin embargo, para poder usar la expresién (3.54)) debemos asegurar que e~(%#m=%) < 1. Nos
permitiremos suponer, por ahora, que se cumple esta condicién y posteriormente veremos
si tiene sentido el resultado, por lo que:

s 1 1
X _ . 3.55
n;O 1-X 1— ei(ﬁEﬁlia) ( )

Recordemos que el nimero de particulas N satisface dos ecuaciones, por un lado, del
formalismo del Ensemble Gran Canénico:

N=— (m) , (3.56)
O T,V

y por otro, se debe satisfacer la restriccién (3.51f). Entonces, suponiendo que (3.55)) se
cumple, la funcién Gran Potencial se convierte en:

1
0= in (1 - e_ww_a)) , (3.57)
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3.2. CONSTRUCCION DE LA FUNCION GRAN POTENCIAL

a esta ecuacion le podemos calculamos la derivada parcial respecto de p como sigue:

o0
Vo= (m)
1 0 1
- it (X (=)

10, 1
T kT = o ”(1_e—<m—a>>
— _];T ) (1 . ef(ﬁemfoz)> ((_1>(1 . ef(ﬁemfa))f2>

(e ()

6_(55771_0‘)

s ey
1
— ZW’ (3.58)

m

y como N también satisface la restriccion de la ecuacion (3.51)), se cumple:

00 00 1
N=Yna=3 (3.59)
por lo tanto:
1

Ahora, sabemos que el valor de n; es siempre positivo pues corresponde a nimero de
particulas y fisicamente no existen valores negativos. Entonces bajo este hecho se satisface:

! >0
elPem—a) — 1 =
— elenma) 5 1
1
m < 1
= X < 1, (3.61)

en el dltimo renglén se usa que X = e~ #m=2) y es ficil ver que 0 < X pues es una
exponencial, entonces la condicién | X| < 1 se satisface y por lo tanto fue correcto usar la

propiedad (3.54)).

Retomando los resultados que obtuvimos en (3.45),(3.50) y (3.55)), vamos a sustituirlos

en (3.43) y considerando s = 0, obtenemos:

_ Em _ o Blem+a) _
Qp, T,w) = k;T/ (ﬁw)2ln (1 2 )dsm. (3.62)

Resolveremos esta integral por partes, identificando lo siguiente
56_’85ﬁ+0‘

u=In (1 — e’ﬁ(m*a)) = du= 1 oPemta’

dv =¢emde; = v=

[\ ‘3(:)&':
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3.2. CONSTRUCCION DE LA FUNCION GRAN POTENCIAL

entonces la integral se separa de la siguiente manera

/000 emln (1 — 6_5(5m+a)) des, = In (1 — e_ﬁ(aﬁrf‘a)) 523n|80

B /°° pez, e
0 2(ePemta 1) "

el primer término de la integral es cero pues al evaluar en co dentro del logaritmo
sucede que €; + a — oo, al multiplicarse por una cantidad finita positiva, el resultado
sigue tendiendo a infinito, por lo que la exponencial evaluada en un ntimero muy grande
negativo, da como resultado cero, entonces in(1—0) = 0. Ahora cuando evaluamos en cero,
el segundo término de este producto, es cero directamente. Entonces el Gran Potencial es
solamente la integral:

1 o0 pe
O (u, T,w) = — / m e
(1, T,) 202 Jo (eBemta — 1)
Hacemos un cambio de variable para poder resolver la integral:
r = Pep
=dr = pfdeg
dx
= dgm = —
p
2 a?
=>¢c, = ik (3.63)

con lo cual:

1 1 fe x?
Qp,T,w) = _63(ﬁw)22/o mdw.

En esta ultima igualdad podemos identificar a la funcién gamma:
ra3)=ra+2 =2r@2)=2r1+1)=2rQ1) =2,

por lo que podemos reescribir lo anterior:

QT w) 1 1 /00 z? p
w)=— x
A FwPTE) o (e =1)
y escrita de esta manera, la integral se ve como una funcién de Bose:
1 00 $3—1
: = d 3.64
5(®) = 15 / e (3.64)
y sustituyendo 3 = %, encontramos que el Gran Potencial es:
kT
2. 7.0) = -4 (1) (o) (3.65)

Resumiendo, en este capitulo se resolvié el oscilador arménico cuantico 2D en coordenadas
cartesianas para encontrar la energia de la trampa e, = hw(m, +m,), que posteriormen-
te posteriormente fue sustituida en la forma general de la funcion Gran potencial para
encontrar la expresion para este caso particular, que es la ecuaciéon . Una vez obte-
nida la Funcién Gran Potencial de un gas de Bose de N particulas ideales, procedemos a
investigar la termodinamica en la siguiente seccion.
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Capitulo 4

Ecuacién de estado y propiedades
termodinamicas del gas
bidimensional

En este capitulo calcularemos las propiedades termodinamicas de acuerdo con la teoria
del ensemble Gran Canénico, después identificaremos la ecuacion de estado que nos dird
toda la termodinamica del gas. Dichas propiedades se encuentran tras calcular las primeras
derivadas parciales de la funciéon Gran Potencial que dedujimos en la seccién anterior y
que corresponde a la ecuacion ; estas propiedades son la entropia y el nimero de
particulas, ademéas encontraremos el valor de la energia. Para encontrar la ecuacion de
estado, es necesario identificar dos cantidades: la presiéon armoénica y el volumen arménico,
que sera a través de su caracter intensivo y extensivo respectivamente y veremos que son
los andlogos a presién y volumen convencionales. [14][15] [16] [17]

4.1. Entropia, nimero de particulas y energia

Las primeras dos propiedades termodindmicas que calcularemos se definen como:

o0
5= () , (41)
oT %
Q
N= - <8> . (42)
R
Calcularemos estas cantidades explicitamente. Para la entropia tenemos el siguiente cdlcu-
lo:
o)
)
oT %
o (kT3
= ar ng(a)
3K3T? k373

) O lhyga(a) (1)

- <’;LZ> 3gs(0)) — agal0)]
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4.2. DISTRIBUCION SEMI-CLASICA DE BOSE

kT
S=k (ﬁw) [Bg3(a) — aga(a)], (4.3)
y para el nimero de particulas:
0N
(@)
o v.T
kT
- (ﬁw) 92(a)7
kT
N = (ﬁw) go(a). (4.4)
A continuaciéon vamos a encontrar la energia. Primero consideramos que esta definida
como:
E = ngnm,

donde la suma Y, corresponde a (3.50]) y n;; es la ecuacion (3.55)), con lo cual

o > €mp(5m) )
E = /0 —e(ﬁsm_a)_ldem

g2 1
= / - dgm.
0 (hw)?elfem—a) —1

Utilizando el cambio de variable (3.63)), se tiene:

1 21 goo x?
B = (m)zﬂ/ e — 1
= 2kT (ZZ:) g3(a) (4.5)
E = 2kT (Zi) gs(a). (4.6)

4.2. Distribucion semi-clasica de Bose

Recordemos que la ecuacion es el producto negativo de una variable termo-
dindmica intensiva por una variable termodindmica extensiva, en esta seccién identifica-
remos estas variables y encontraremos que son, como suele ser, la presion y el volumen.
Para esto hagamos el siguiente ejercicio pensado: Supongamos una compresion adiabatica,
con N constante, es decir, la frecuencia de la trampa cambiard manteniendo el nimero de
particulas constante y esto provocaria, de acuerdo con la ecuacion , que al aumentar
w, T aumente, por lo cual el sistema se calienta; y viceversa, si tenemos una expansion
adiabdtica, la frecuencia w disminuye, obligando a T" a disminuir también, provocando un
enfriamiento del sistema. Si consideramos la cantidad definida como ﬁ, como lo que he-
mos obtenido en la entropia, niimero de particula y energia, entonces diriamos en nuestro
experimento anterior que durante una compresién adiabatica a niimero de particulas cons-
tante, dicha cantidad disminuye y la temperatura aumenta, y en una expansion adiabatica
la cantidad ﬁ aumenta y la temperatura disminuye.
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4.2. DISTRIBUCION SEMI-CLASICA DE BOSE

Ahora antes de darle un nombre a la cantidad w—12, sabemos que, por definicién, el

numero de particulas es una cantidad extensiva, por lo que para Ty u fijas, si multipli-

.7 . 2 2
camos la ecuacion 1) por un A > 0 , necesariamente (%) — A (%) para que suceda

lo siguiente:
KT\? /12
AN = [— ) (M) (=
("F) 0 (1) e

- (%) e
— AN, (4.7)

lo mismo sucede con FE y S, por lo que la cantidad (%)2 es extensiva. Vale la pena
recalcar que utilizamos como exponente el niimero 2, pues esto es consecuencia directa
de la expresion para la densidad de estados, en el caso 3D se utiliza como exponente el
3.[16] Habiendo identificado lo anterior, nombramos esta cantidad como volumen armdnico
bidimensional y lo denotaremos como:

1
Y =

w?’

(4.8)

La funciéon Gran Potencial, al ser una cantidad extensiva, nos permite calcular la cantidad
conjugada a V bajo la siguiente definicion:

o)
p:_(> , (4.9)
% T
y podemos calcularla explicitamente usando la ecuacién (3.65)), se ve como:
o0
)
oV T
kT
=kT(ﬁ)%m» (410)
kT
P =kT <ﬁ> g3(a). (4.11)

En analogia con V), esta cantidad que acabamos de calcular sera llamada presion armonica.
Ahora vamos a analizar el significado de las dos cantidades. Comenzaremos calculando la
densidad de particulas de la trampa, para esto vamos a demostrar un resultado general
que va a ser de utilidad en nuestro caso particular donde nuestro potencial es un potencial
tipo armoénico. La densidad de particulas de un gas de Bose se calcula con la siguiente
ecuacion:

1) = Y el (o) P, (112

siendo ¢, (¢7) la funcién de onda, y es valido para cualquier potencial externo del gas,
a energia g5, sin embargo es complicada de calcular para algunos potenciales, por lo que
haremos una aproximacién. Una aproximacién semi clésica es:

1
dN = ﬁnEmdedQT, (4.13)
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4.2. DISTRIBUCION SEMI-CLASICA DE BOSE

donde N es el nimero de particulas, y dN es el niimero de particulas con momento entre
py p+dpy posicién entre r y r + dr, ademés identificamos n._ como la distribucion de

Bose: 1
TLEm — W7 (414)

donde € es la energia y vale la pena, para este caso, escribirla explicitamente:

1

B+ —p) _

n(p,r) = , (4.15)

donde U(r) es cualquier potencial. Como estamos trabajando en un gas bidimensional,
d*r = dA, siendo esto una diferencial de drea. De la ecuacién (4.13) podemos despejar y
cambiar n._ por n(p,r):

lfg] = on(p. )P, (4.16)

Encontremos la integral de la ecuacién anterior para obtener la densidad total;

dN 1 o) 27
/[dA] = ﬁ/o /0 n(p, r)pdpdo
p,T
dN 2w [
[CZA] = ﬁ/o n(p,r)pdp, (4.17)

donde se ha utilizado de un renglén a otro que, de lado izquierdo, se puede integrar
directamente sobre todos los momentos p (se quita el subindice), y de lado derecho, la
integral se hace explicita por la dependencia en p que tiene la funcién n(p,r). Sustituimos

el valor de n(p,r):
dN 2w [o© pdp
— = 4.18
ldAL h2 /0 BEAUM—1) _ 1 19

hacemos un cambio de variable:

_ 1
 2mkT
2pdp p
dr = = d,
YT omkT ~ mkT !
pdp = mkTdz, (4.19)
sustituyendo tenemos:
dN Y 2mkTdx
dA|l ﬁ/o el@t+U(r)B—pf) —
2T o0 dx
= kT [ (4.20)

dentro de la integral, en el denominador, podemos factorizar e*e(V()8=#5).

dN 2rmkT oo e %e(-UMB+1E)
LZA] R © /0 [ e omaran
2rmkT o e TelZUrB+uA) 20
E /0 L
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4.2. DISTRIBUCION SEMI-CLASICA DE BOSE

de donde podemos identificar la longitud de onda térmica de Broglie:

N h
T (2rmkT)V?
2rmkT
V= mmk
h2

ademds podemos extraer el factor e=V("8+48 de la integral, pues no depende de z, seguido
de sustituir (4.21)) obtenemos:
0

dN 1 oo e *r
e — o (=Um)B+uB)
[dA]r )\%e /0 T oo dr. (4.21)

Vamos a definir una nueva variable:

y = e Te("UMBTuB) (4.22)

reescribiendo:

ANt L cumss) /°° e 01 g
dA| A 0 1—y

y usando la serie:

1 =
T T 2Y
1—y t:ZO
tenemos la siguiente expresion:
dN U 00 X0
vl (r)B-+18) / U(r)B-+1B) 04
[dAL )\2 0 t; Jealda
_ (—UmB+u8) [ o Tt=U (Bt = 10 193
)\2 0 t:O ) ( )

Luego, podemos intercambiar la integral y la suma, y como e=V(8+48) no depende de ¢
puede entrar a la suma:

AN\ = Z (~UM)B+1B) / r)Bitubt) g—at—z 10 0.
dA r T t=0
Para poder seguir, hacemos otro cambio de variable. Sea:
s = xz(t+1)
N S
€T =
t+1
d
=dr = i ,
t+1
por lo que
ettt iy — ds,
t+1
sustituyendo y sacando de la integral lo que no esta en funciéon de x obtenemos:
ﬂ = Z e (rB+uB) YOI /OO e 55171 s
2
dA |, Y e t+1 0

1 2 oHD(UEB+u8) oo
= / e st lds.
A =0 t+1 0
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4.2. DISTRIBUCION SEMI-CLASICA DE BOSE

La definicién de la funcién I'(1) corresponde a:
ra)= / e fs!lds =1,
0

que es justamente lo que aparece en la integral que tenemos; antes de sustituirlo, realiza-
remos un cambio de variable para los indices de la suma con la finalidad de recorrerla un
lugar:

por lo tanto:

0 - 5]

00 H(~U(r)B+uB)

I T

~No

y como los indices son mudos, podemos reemplazar t = t, y tenemos:

1 o H-U@EB+u8)
t=

Recordamos que a temperaturas muy bajas, cercanas al cero absoluto, los bosones comien-
zan a ocupar el estado base del sistema que se caracteriza por ser el de energia ¢, ~ 0,
lo que significa que el coste energético de meter particulas a ese estado es aproximada-
mente cero también y esto es la definicién de potencial quimico cercano a cero, por lo que
consideramos p /= 0, entonces la ecuaciéon anterior se convierte en:

1 > 6—U(r)tﬁ
nr) =3z £

T t=1

donde nos damos cuenta que el término con mayor aportacion en la suma, es con t = 1,
por lo que, en una primera aproximacion:
(1) = U8 (4.25)
n(r) = 32 e . )
T

Por lo tanto, hemos demostrado como es la densidad de particulas para cualquier potencial
U(r). Ahora podemos calcular la densidad de particulas para nuestro caso: el gas confinado
en una trampa armonica bidimensional. Retomando el procedimiento de la demostracion
anterior hasta la ecuacion , sustituimos el inverso al cuadrado de la longitud de onda

de Broglie:
AN 1 e dz
") =\ a - VT/O er—(—UMF+A) — 1’

la definicién de la funciéon de Bose es la siguiente:

gnar) = F(ln) /ooO e‘fz_— 1’ (4.26)

33



4.3. ECUACION DE ESTADO DE UN GAS DE BOSE IDEAL EN UNA TRAMPA
ARMONICA EN 2D

podemos identificar en la densidad la funcién de bose g;(a), con o/ = —=U(r)f+a , siendo
a = pu/kT usual, entonces:
1
n(r) = )\791(—[](7’)5 + ). (4.27)
T

Recordando que el potencial de una trampa armoénica es:
1
Ulw,y) = ym(a+y) (4.28)

notamos de lo anterior, sin demostrarlo, que la densidad de particulas esta contenida en
una nube con un volumen que resulta proporcional a w?[16][17], por lo tanto esto es otra
prueba de que el inverso al cuadrado de la frecuencia hace la funcién de volumen y ademas
lo anterior hace claro que no sélo es en el sentido matematico, sino que fisicamente esta
cantidad contiene las particulas.

Estas dos cantidades satisfacen, como es el caso usual de la presion y el volumen, que
2 = —PV, incluso las unidades de su producto tiene las unidades correctas de energia,
aunque de forma individual no tengan las unidades de presién y volumen usuales. Final-
mente, podemos concluir que P es la presiéon armonica del sistema.

4.3. Ecuacion de estado de un gas de Bose ideal en
una Trampa Armoénica en 2D

Ya definidas las cantidades analogas a la presién y volumen usual, )V, volumen armonico
y P, presiéon armoénica, podemos emprender el camino para encontrar la ecuacion de estado
y con ella la termodindmica de nuestro sistema. Vamos a necesitar las ecuaciones (4.4) y
([#.11)). Procedemos a dividir la presién entre el ntmero de particulas:

p KT () gs(a)
Yo () e
gs(a)
92()
despejamos la presion P de esta ecuaciéon y sustituimos el volumen armoénico:
_ NET g3()

a T92(04).

La ecuacién anterior es la ecuacién de estado. Podemos graficar esta ecuaciéon de dos

formas: la primera, manteniendo la densidad N/V constante y esta gréafica corresponde a
Figura y la otra manteniendo la temperatura constante, que es lo que se muestra en
la Figura .

Para poder realizar estas gréaficas, y todas las subsecuentes, establecemos una relacién
entre u y T de acuerdo a lo esperado fisicamente. Para ello, utilizaremos la temperatura
normalizada T = TZC, por lo tanto se debe cumplir que cuando T = Ty, esto serfa T' = 1,
el potencial quimico debe ser p = 0.

Con esto en mente sabemos que si definimos una densidad constante N/V = 1, entonces
la ecuacion (4.4) satisface lo siguiente:

N kT
V:1:<ﬁ>@m% (4.30)
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4.3. ECUACION DE ESTADO DE UN GAS DE BOSE IDEAL EN UNA TRAMPA
ARMONICA EN 2D

esto evaluado en p = 0 cumple que:

S=1= (kg) 02(0). (4.31)

donde T. = 1 pues corresponde al caso en que T' = T¢, ademas como la dos ecuaciones
son iguales las podemos igualar sustituyendo 7' = Tlc y haciendo k = h = 1:

(£Y g) = 00,

y estd es la relacion funcional que necesitamos para poder encontrar valores tales que
satisfagan o = 0 cuando la temperatura es igual a la temperatura critica.

10f

Presion Armonica

Figura 4.1: Ecuacién de estado: Presién arménica vs Temperatura a Densidad N/V cons-
tante cuyos valores fueron 2.0, 1.5, 1.0, 0.5.

Lo primero que notamos es que para grandes volimenes, las isotermas se parecen a las
de un gas clasico ideal, es decir, a medida que se reduce el volumen, la condensacion de
Bose-Einstein se establece en un valor critico dado por la curva PV —3/2 = cte, que es la
curva roja de la figura . Por debajo del punto critico, sélo la fraccién de atomos que
no esta en el estado base ejerce presion, pero esto permanece constante hasta el volumen
armonico cero a temperatura constante. En cambio, para densidad fija, que es la grafica
, la presion armoénica se reduce a medida que baja la temperatura hasta llegar a
la linea de transicién P72 = cte, donde se fusionan todas las isécoras, y la presién se
desvanece a medida que las temperaturas tienden a cero. La explicacion es la misma que
en el BEC libre habitual: debajo de la transicion, a medida que se reduce el volumen
armonico (aumenta la densidad), la presién armoénica solo depende de la temperatura y
el exceso de particulas se condensa en el estado fundamental. [16]
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4.3. ECUACION DE ESTADO DE UN GAS DE BOSE IDEAL EN UNA TRAMPA

ARMONICA EN 2D

1.6

1.4+ W P72 L cte
<
2 1.2
©
g 1.0
<
= 0.8
S
2 0.6
&

0.4+

0.2+

0.5 1 1.5 2
N/V

Figura 4.2: Ecuacion de estado: Presién armonica vs Densidad N/)V a Temperatura cons-

tante, cuyos valores fueron 1.3, 1.1, 0.8, 0.5
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Capitulo 5

La Fisica Estadistica de un gas de
Bose ideal

En este capitulo vamos a hacer un paréntesis antes de pasar al calculo de las susceptibi-
lidades termodinamicas para dar una explicaciéon empirica y formal de la condensacion de
Bose-Einstein de un gas de bosones en una trampa armonica bidimensional. Es necesario
hacer esta deduccion, pues, ademas de proporcionarnos una forma de entender lo que esta
sucediendo con el gas, es importante asegurarnos que la condensacién sucede para este
caso bidimensional, a diferencia del caso bidimensional de un gas confinado en una caja.
[T4][20] Para finalizar el capitulo, encontraremos las susceptibilidades del sistema.

5.1. Deduccion de la BEC inhomogénea en 2D

Comenzaremos con la explicacién empirica de que la condensacion de Bose-Einstein
existe para un gas de Bose confinado en una trampa arménica 2D.

Para nuestro caso encontramos que el niimero de particulas estda dado por la ecuacion
(4.4), este valor esté relacionado con los niimero de ocupacién promedio 7,7 (con s = 0,
entonces my = 0), mediante la siguiente ecuacién:

1
N=2 a1 (5.1)

con €, = % + U(r). Analicemos el comportamiento de la funcién de Bose go(«r) cuando
a — 07; la definicion de la funcion es:

oo e?’LCl{
g:(a) = > —, (5.2)
n=1 n
si o = 0 se tiene:
m=y %=L 53)
P = _— = _— = A .
g n=1 n* n=1 n®

que es justo la definicion de la funcion Zeta de Riemman, y para nuestro caso sucede:

71'2
92(0) =¢(2) = 5 & 1,649, (5.4)

Entonces, mateméaticamente, en o = 0 la funcién go(«) es finita, pues adquiere un valor
en ese punto, sin embargo, ya no esta definida para valores positivos, pues como demos-
tramos en ({3.61)), el potencial quimico siempre es negativo y su maximo valor es cero, esto
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5.1. DEDUCCION DE LA BEC INHOMOGENEA EN 2D

se puede ver en la figura (|5.1]), por lo que podemos decir que las variables termodindmicas
no son analiticas, significando esto que sucede una transicion de fase, que mas adelante
caracterizaremos. Analizaremos ahora el significado de que ¢5(0) sea finita con un ex-

1.5F

1.0}

g (@)

05+

0.0kE:

Figura 5.1: Funcion gs(«), con el potencial quimico o < 0

2
perimento pensado. Vamos a suponer que % = Nw? = constante, definimos ¢ = (%) ,

entonces a una temperatura 7' tal que p < 0, se cumple:

N
7= cT? gy () = constante, (5.5)
si cambiaramos el valor de 7" por un 7" menor, el valor de a cambiarfa, para mantener

constante (5.5)), por un o/ > « (recordando que « es negativo), entonces se satisface:
cT?gy(a) = T gy(a') = constante, (5.6)

es facil ver que si bajamos la temperatura 7', entonces o disminuye en valor absoluto. Por
lo que si seguimos bajando la temperatura, llegaremos hasta una temperatura 7 a la cual
le corresponda o = 0:

N

5 = <T202(0), (5.7
estando en esta temperatura, nada nos impide bajar més la temperatura a una T' < T}, lo
que si sucede es que no podemos aumentar el potencial quimico para que ({5.5) permanezca

constante, entonces:

N

v
Para que esta ultima desigualdad se convierta en una igualdad, podemos sumar el niimero
de particulas faltantes para completar la densidad de la siguiente manera:

= cT72g2(0) > ¢T?g5(0). (5.8)

N _
v = CTQQQ(O) +

No

DR (5.9)

nos damos cuenta que Ny son las particulas que estan ocupando estados de minima energia,
dicho valor antes de T, es igual a cero, pero por debajo de esta temperatura adquiere un
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5.1. DEDUCCION DE LA BEC INHOMOGENEA EN 2D

valor significativo. A este fenémeno, de tener una cantidad de dtomos insignificante, en
particular, en el estado base, y después de cierta temperatura, tener un nimero significa-
tivo, le llamamos la condensacién de Bose-Einstein.

Ahora vamos a hacer una deduccion formal del condensado. Retomamos la ecuacion
de la energia y nos colocamos en el estado my = (1,1), tenemos que:

8(1,1) = Zhw, (510)

donde ya sabemos que w = wy, pues suponemos que la frecuencia es constante. Si tomamos
el limite termodindmico en el Ensemble Gran Canonico, esto quiere decir que, a una

densidad constante &%, hacemos V — oo y por definicién tenemos que V = ﬁ, entonces

AV
w? — 0, implicando que w — 0, por lo que ea,1) — 0. Usando este resultado podemos
extraer este término de la suma ((5.1) y aiun asi dicha suma seguiria convergiendo como
(3-50)), pues la contribucién de £(;,1) es muy pequeiia, casi cero; entonces, definiendo Ny =

n(1,1), donde 1 estd dada por la ecuacién (3.60)), se tiene:

1
N = Z e Blem—n) — 1

_ 1
= A+ m%l) e g

= No+ (;i)Q 92(a)

Del ultimo renglén nos damos cuenta que el primer término considera sélo los dtomos
en el estado base, mientras que el segundo término considera a los que ocupan estados
excitados. Nos damos cuenta que ([5.11]) es diferente a lo que habiamos encontrado en la
ecuacion , s6lo por el término Ny y a continuaciéon veremos por qué.

Si aplicamos el limite termodinamico, i.e. ¥V — oo, nos damos cuenta que el ultimo
término diverge, haciendo que N — oo, entonces la forma correcta de expresar la ecuacién
es dividiendo entre el volumen, entonces:

J]‘j _ ])\io n <’fg>292(a), (5.12)

y esta ecuacion se lee como: la densidad total de dtomos es igual a la densidad de atomos

que se encuentran estado base, mas la densidad de atomos que ocupan estado excitados.

Si nos concentramos en el segundo término, (%T)Q g2(3%), encontramos que depende so-
lamente de cantidades intensivas, tales son p y T', por lo que el limite termodindmico no
lo modifica, ademas, es una cantidad convergente, pues sabemos que el valor méaximo que
puede tomar el potencial quimico es 0 y la funciéon de Bose es finita en este valor. Esto

nos abre camino para hacer un andlisis de la ecuacion (5.12)) por casos:
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5.1. DEDUCCION DE LA BEC INHOMOGENEA EN 2D

5.1.1. Caso u < 0:

Partiendo del hecho de que % = constante, los sumandos de 1' deben adaptarse
para mantener esa constante, el primer término, Ny, esta definido como:

Mo = g mon

— 1’ 1
IR e Blean—w _ 1’
y de acuerdo con (3.60)), en este limite €,1y — 0, segiin lo que analizamos al principio,

entonces: 1

Ny=——.
07 e —1

(5.13)

Notamos que esta expresion soélo tiene sentido para p < 0, pues el caso en = 0, Ny — 00,

lo cual no puede suceder pues no puede haber mas atomos en el estado base que en el

el total, ademas % dejaria de ser constante. Ahora dividimos Ny entre el volumen, y

calculamos el limite termodinamico:

o Mo 11
Vome Y Vo e — 1Y

0. (5.14)

Esto quiere decir que en el limite termodinamico y con p < 0 la densidad del estado base
Mo s tan insignificante que la consideramos cero. Entonces la densidad total con p < 0

?}f _ (f)QQQ(a) (5.15)

es:
cabe destacar que esto no quiere decir que el estado base se encuentra sin atomos, solo
que su contribuciéon en dicho limite es despreciable.

5.1.2. Caso u=0:

Comenzaremos reescribiendo la expresion a potencial quimico cero:

Y (), o1

De esta ecuacion identificamos la temperatura critica T, que es aquella en la cual llegamos
a it = 0y donde se cumple que:
N _ (KL o) (5.17)
v \n)® '

por lo que T, queda definida una vez que hayamos fijado % En este punto podemos
tomar una temperatura menor que 7., donde sabemos que el potencial quimico no puede
aumentar mas, entonces sucede que:

() w0 < (M) 0=

= (f) 92(0) < ])\;
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5.1. DEDUCCION DE LA BEC INHOMOGENEA EN 2D

Esto quiere decir que la densidad de atomos que no estan en el estado base, no son
suficientes para igualar la densidad total, por lo que los atomos faltantes deben estar en
el estado base, es decir, el condensado, y se calcula como la densidad total menos la
densidad de atomos en estados excitados a una temperatura T' < T.:

Jio _ ]]f _ (’f)ng(o), (5.18)

por lo que podemos concluir de ambos casos que Vi < 0 se cumple:

N Ny, [(kT\’ [
=y () mer =i (519
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Capitulo 6

Susceptibilidades termodinamicas

En este capitulo nos enfocaremos en calcular las susceptibilidades del sistema, Cy,, Cp,
ar, KT, en principio, seria a partir de las segundas derivadas de la funcién Gran Potencial,
pero como ya hemos calculado previamente las primeras derivadas parciales entonces se
hard a partir de las derivadas parciales de la entropia o volumen armoénico como se muestra
a continuaciéon. Para ello, dividiremos por casos dichos calculos: a temperatura mayor que
la temperatura critica, T, < T, y luego para temperaturas menores que la temperatura
critica, T' < T, posteriormente analizaremos sus comportamientos.

Comenzaremos calculando la temperatura critica, para esto consideramos la ecuacion

para el nimero de particulas (4.4)):

N = (’;Z)ZgQ(a). (6.1)

evaluamos p = 0 y sabemos que a este valor de la temperatura le llamamos temperatura
critica:
2
kT
N = [|— 0
( ﬁw) 92(0)

- () veo,

(6.2)

n{ N O\
TCZk:(VgQ(O)> . (6.3)

Prosigamos ahora con las susceptibilidades, que se pueden encontrar a partir de las ecua-

ciones (4.3)), (4.4), (4.11)) v (4.29)), que son las siguientes definiciones:

oS
v = T(aT>V,N
(o7)
aT 73,N7
(av
ar = =

o)
o — [V
T — ap )

asi, despejando T, tenemos:

Cp = T
1



6.1. CAPACIDAD CALORIFICA A VOLUMEN ARMONICO CONSTANTE: Cy,

y como vamos a tener casos de acuerdo asiT' > T, osi T < T, la entropia y la presién
dadas por las ecuaciones (4.3)) y (4.11)) respectivamente, son ecuaciones adecuadas en la
region T, < T'. Sin embargo, cuando T < T, que es lo mismo que p = 0, tenemos que se
satisfacen otras expresiones las cuales son:

S =3k (’;Z) 5(0), T <T, (6.4)
P — kT (’f) 5(0), T <T. (6.5)

Ademas de estas dos ecuaciones, vamos a necesitar saber como es la derivada de la funcion
de Bose:

d(igz(a) = 0z-1 (Oé)

De esta manera tenemos las herramientas para poder calcular las susceptibilidades.

6.1. Capacidad calorifica a volumen arménico cons-
tante: Cy

Por definiciéon tenemos que la capacidad calorifica es:

S
Cy=T () , (6.6)
oT VN
donde la derivada la podemos descomponer como:
), (o), (5),, (o)
<8T VN oT Y o)y \OT ) vy

esta descomposicién es valida V1. Comenzaremos trabajando en la regiéon donde T >
T., consideraremos S dada por la ecuacién (4.3) y haremos las derivadas por separado,
comenzando con la primera:

(gg) — k (ﬁi)) [2; (3g3(cx) — 0492(04))] +
w,V

k() oo () - oo () - ]

= ; <k [6g3(a) — 2agy(a) — 3aga(a) + aga(a) + o?gy (04)]
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6.1. CAPACIDAD CALORIFICA A VOLUMEN ARMONICO CONSTANTE: Cy,

La segunda:

S KT\’ 1 1 1
(@)w - <ﬁw> 302000 7 — 02(0) 7 — aa(0)

lz - agl(o‘)] . (6.9)

Ahora, para calcular la tercer derivada parcial, consideramos la identidad de Jaccobi:

). (o)., (&)
hdud il - = —1, (6.10)
<8T Ny \ON Wy o ) 1y
despejando (%)MV:
ON
(m) :—(8T>W. (6.11)
or Ny (%)T,V

calculemos las derivadas del cociente anterior por separado:

), - P& o (o
_ (’;j) - 202(0) — ags(a)

]; B;Ega - 21 , (6.12)

y por otro lado tenemos:

N
- 28 (6.13)
Haciendo el cociente de y (6.13) obtenemos:
() - 7 [Bie 7]
o)y ~ e
— & la - 292(0‘)] . (6.14)
91(a)
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6.2. CAPACIDAD CALORIFICA A PRESION ARMONICA CONSTANTE: Cp

Ahora podemos multiplicar por (6.14) dando como resultado el segundo término de
la derivada (6.7):

875 clu _ Nik | _ agl(a) o — ga2(a)
<8M>T,v <8T>N,v T _<2 92(a>>( 291(04) )]
CONE[ ) o ai(a)
= - 4g1<&> + 20+ 2 g2(&)]
_ % __ 92(@) o
= T 4g1<&) +4 ] , (6.15)

Por lo tanto, sumando y (6.15)), obtenemos la capacidad calorifica Cy:

Cy = Nk l693(a> —4a + ongl(a) — 4g2(a) +4a — 04291(&)]

g2(@) g2(@) 91 (@) g2()
— g93(c) _ 92()
= 2Nk l392(a) 291@)] , (6.16)
_ g3(c) _ 92(e) ara
Cy =2Nk [392(04) le(a)] p T>T1T, (6.17)

Para la region en la que T' < T utilizaremos la ecuacién (6.4 para la entropia:

KT\
5=t (1) mO)

entonces la ecuacion (6.7]) para este caso sélo va a tener el primer término, pues p = 0:

S 95 k)
(o)., (Gx),, = (i) w0 o

por lo que sustituyendo en ([6.38)):

KT
Cy = 6k T 93(0) para T <T.,. (6.19)

El caso T' = T, es un caso particular del anterior, pues cuando sucede esto, i = 0, entonces
solamente cambiamos T por T, y con esto aseguramos que sea valida para T' < T..
El comportamiento descrito para C), se muestra en la Figura como funciéon de la
temperatura.

6.2. Capacidad calorifica a presién armoénica constan-
te: Cp

En esta seccién se calculara Cp, que es la capacidad calorifica a presion constante y se

define como: 55
Cp=T () , (6.20)
0T PN
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6.2. CAPACIDAD CALORIFICA A PRESION ARMONICA CONSTANTE: Cp

T/T,

Figura 6.1: Comportamiento de Capacidad calorifica a Volumen Armonico Constante
para un gas ideal de Bosones confinado en una trampa armonica 2D como funcién de la
temperatura, considerando k = h =1

y que podemos descomponer en una suma de productos de derivadas parciales:
0S oS oS ol
or), . — \eor) T\ou), \or), "
PN TRy KJvr P
() () 4
oV T oT N

0

- (), @), G, o)

oV T ol NT or ),
nuevamente haremos cada una de las derivadas anteriores por separado, la primera (g—;) .

w

) Nk | gs(a) 291(04)]
— =—16 —4da+« . 6.22
(W)W T e 0:(0) (0:22)

08

BN)V,T:
s KT\ 1 1 1
(5). = (i) [t~ a0 e~ amten ]

_ (g)Q[QQQ(Q)_QQI(O‘)]

lz . agl(o‘)] . (6.23)

La segunda (

=N

Nl = S

g2()
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6.2. CAPACIDAD CALORIFICA A PRESION ARMONICA CONSTANTE: Cp

Para hacer la siguiente, utilizamos otra identidad de Jaccobi:

@@ e

por lo que la tercera derivada se puede despejar de la identidad anterior:

op

(3”> _ (57), (6.25)
o) (%)T
Primero calculamos cada una de las derivadas y luego realizamos el cociente:
oP k)’ 5 — 1
(m) -k (n) 3Tste) + onlo
KT
= k (ﬁ) [Bg3(a) — aga(a)], (6.26)
oP kT 1
°r R ol il
<8N>T ( ﬁ) gQ(a)kT
KT

- ('F) ate (6:27

haciendo el cociente entre ((6.26)) y (6.27)) tenemos:

o 2
(), k() Bgs(a) — aga(a)]
“Tar\ 2
(5). (%) oale)

k [a - 393(0‘)] . (6.28)

g2()

Procedemos a multiplicar las ecuaciones (6.23)) y (6.28)), dando lugar a lo siguiente:

(30, ), = 7 (900 (i)
gpla) 6?28 + 30‘91(229(2()(1))] . (6.29)

Siguiendo con el otro par de derivadas, la cuarta derivada se obtiene de la siguiente
manera:

Y para poder calcular la quinta derivada, (B—V)N , vamos a despejar el volumen armoénico
7,"'

ar
de las ecuaciones (4.4]) y (4.29):

_ NET g3(a) N <ﬁ>2

VETP g~ mla) \AT

(6.31)
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6.2. CAPACIDAD CALORIFICA A PRESION ARMONICA CONSTANTE: Cp

y con esta ecuacion ya es posible calcular la quinta derivada:
(81/) B N<ﬁ>2 [(—1)91(04) (—u) (1>+—2 1 ]
T )y, kT ) \kT2)\T2) " T3 go(a)
N(h\ g1(a) 2 ]
= —(—=] |« — . 6.32
7 (i) o) at (632
Después multiplicamos ((6.30)) por (6.32)):

(@), ), = 7 o ooty - 555

Nk g3(a) g1 (@)
= 7 [304

(
_ gs(a) o
2 %x>+2]' (6:33)

Finalmente calculamos las tres derivadas del ultimo sumando, donde identificamos la
primera de estas tres, como la ecuacién (6.30) y la tltima como (6.28)). Por lo que solo
calculamos a continuacion la segunda de estas ultimas tres:

3], - v
_ N (ﬁ)Q gi(@) (6.34)

Ahora, realizamos las multiplicaciones, primero ((6.30]) por (6.34)):

()., (G) o = 3 [y o))
it (639

Finalmente, multiplicamos ((6.35]) por (6.28)):

(), 3., (), = [t i) (st
_ J\;k '3a91(;§)5§)(a) _991(%)5)(@)] N
[ sontomte
_ NTk _60491(;‘;(%)(0‘) +991(;%)(f)( ) +0‘22EZ§(}’3G)
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6.3. COEFICIENTE DE EXPANSION TERMICA: oy

Por ultimo, para encontrar la expresién final de Cp sustituimos (6.22)), (6.29), (6.33) v

(6.36)) en (6.20)):

_ - g3(a) — oy a2gl(a) oz—oz2gl(a)
O = NEIS @) 4T ) 2 gQ<a>]+
@) L a@n) |, gl
T T g T gl ]*
sl) el
+ NEk 692(a) 92(&)—1—2 1-1—

(@)@ . gi(@gla) | aq(e)
T A T g ”gQ(a)]
3 (gi(a)gi(a)  gs(a)
= MR s 692<a>1
B 0(@)g@) . gs(0)
= SNk l?’ () 292@]
o (@)es(@) [Lgs(@) . ga(e)
= V) [3g2<a> 291<a>]’ (637)
o0 (@)gs(@) [Los(a) o)
Cp =3Nk g%(a) [392(0[) 291(001, T>T.,. (6.38)

Ahora en la region T < T,. Consideramos nuevamente la entropia en dicho limite como
la ecuacién (6.4]), por lo que la ecuacion ((6.21)) se transforma en:

0S oS oS 0
(7).~ (), )., (7)., 0
orT PN oT Y oV T oT N
por lo que la primera derivada de la ecuacién anterior es (6.18)), la siguiente derivada se

calcularia considerando (6.4)), pero no la calcularemos pues la tercer derivada, (8—V

BT) N,,u’
corresponde a ([6.34]) no se puede evaluar en o = 0, (es decir en p = 0), pues g;(«) diverge

tomando como valor infinito, por lo que no esta definida en este intervalo.

El comportamiento a temperatura constante para Cp se muestra en la Figura ((6.2))
como funcién de la temperatura, notamos que existe una discontinuidad que surge al
evaluar g;(«) en cero, o lo que es lo mismo, considerar T' = T..

6.3. Coeficiente de expansion térmica: ar

Comencemos, como en los casos anteriores, calculando ar en T, < T, cuya definicion

es la siguiente:
1 (8]2)
ar = < | == y (640)
YV \oT PN

y nuevamente descomponemos:
81}) <8V> (6))) <6u>
o =\ =5 + |+ — | . (6.41)
<8T PN or - ol PT or ),
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6.3. COEFICIENTE DE EXPANSION TERMICA: oy

22

T

T

18
14

T

10+

3Nk"l' ———————————— T ———

T/T.

Figura 6.2: Comportamiento de capacidad calorifica a presién armoénica constante como

funcién de la temperatura para un gas ideal de bosones confinado en una trampa armoénica
2D, considerando k = h = 1.

Utilizando la ecuacién (6.31)) podemos calcular las derivadas que se necesitan, la primera:
(av> ::]V<ﬁ>2lc—wgma>(—#t)(].)+_ ! <—2W
o) ., k g(a) \kT2)\T2)  gy(a) T3
N (R l g1(a) 2 ]
= —=|= a — 6.42
7 (1) 1560w (042
la primera del ultimo par de ecuaciones es:

(30, = (i) 03 ()

h\ gi()
— _ (= 6.43
(7)o (049
y la ultima corresponde a (6.14]). Por lo tanto el producto de las tltimas dos corresponde
a:
2% o N{(h)\° g1() g3(a) g1 (@)
hildl et = (= -3 6.44
<8M>PT <8T>P T (kT> [ag%(a) g%’(o& ( )
N (kY l g93(a)g1 () 91(04)]
= — 3T————— —« , 6.45
) [P (049
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6.4. COMPRESIBILIDAD ISOTERMICA: st

Finalmente, sumamos las ecuaciones (6.42) y (6.44]), y sustituimos en ((6.40)):
LN ( h ) [ g(@) 2 e@al) el

Ty \er) [“@) T el gi(a) g(a)
LNV 2 g3(a)g1 ()
=yl >l‘92<a>+3 d(a) ]
o1 Lgs(@)gi(e)
B T[ 2+ g3(e) ]

g2(v) 91 (@)

oy = £91) [393(6“) - 292(0‘)] . T>T. (6.46)
T go(a) | goa) i)

En la region T < Tj tenemos el mismo problema que para Cp, pues al considerar la
derivada del volumen arménico en este limite, es decir, con p = 0, la ecuacién queda en
términos de g; («) que se indetermina en ese valor del potencial quimico, por lo tanto ar se
indetermina también. En la figura se muestra el comportamiento de a7 como funcién
de la temperatura, donde se ve claramente que existe una discontinuidad en 7" = T...

8
0.5

6k

: 0.10
540 Of-====-==-=------

: 4 5 6 7 8 9
|
:

e gepepegepereee e
1 2 3 4

T/T,

Figura 6.3: Comportamiento de coeficiente de expansion térmica para un gas ideal de
bosones confinado en una trampa armoénica 2D como funcién de la temperatura, conside-
rando k =h =1

6.4. Compresibilidad isotérmica: kt

Por dltimo, vamos a calcular la compresibilidad isotérmica kr, que esta dada por la

siguiente ecuacion:
)% 1 (0n
- _ — — == 6.47
. <8P>T,N Uk <8M>T7 (047
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6.4. COMPRESIBILIDAD ISOTERMICA: st

Nuestra primer tarea sera demostrar la segunda igualdad. Recordamos que la 1¢ Ley de
la Termodinamica nos dice que:

dE =TdS —PdV + nudN, (6.48)
y la relacién de extensividad de Euler es:
E=TS—"PV+ uN, (6.49)

resaltamos que estamos utilizando la presion y el volumen arménico, que como vimos en
una seccion anterior, son analogos a la presion y volumen convencionales. Derivando la
ecuacion anterior obtenemos:

dE —TdS — SdT + PdY + VdP — pdN — Ndp = 0, (6.50)
si sustituimos (6.48)) en lo anterior damos lugar a:

TdS — PdV + pdN — TdS — SdT + PdV + VdP — udN — Ndp = 0 (6.51)
= —SdT+VdP - Ndu = 0, (6.52)

despejamos dP:

N S
dP = —du + —dT .

P = 3dn+ —dT, (6.53)
es facil ver que la presion es funciéon de la densidad y de la temperatura, ambas cantidades
intensivas: N

P=P(o.7),

v
la derivamos: op N .
dP = | — | d— — | dT 6.54
P (agﬁ)T V+<8T)N ’ (6:54)
4

y posteriormente la sustituimos en ((6.53)):
oP oP N S
AN — | dT = =—d —dT
<6N/V>T /”(aT)N y Ty
v

oP oP
— N i
SdT +V <8N/v>Td N+ <8T>NdT
v

— Ndu = 0,

despejando dp obtenemos:

1
Ay = —
=N

oP V(0P
_ R [ N
S+v<8T>N dT+N<aN/V>Td M,
Vv

seguido a esto, derivamos respecto la densidad N/v a T' = cte:
ou V[P
ONN ). N\ONp) .,
P N [ Ou
= = 3 3
oNWw ) VA\ONN ).
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6.4. COMPRESIBILIDAD ISOTERMICA: st

Ahora vamos a trabajar la primer igualdad de la ecuacién (6.47)), donde identificaremos
lo anterior:

B 1 1
TS Yy
NNy
1 1

), (),

3y

ON v

1 1

N oP

VANV,
1 1

Sl on \|
ON v,

denotando la densidad como N/v = 7, la segunda igualdad de la ecuacién queda
demostrada.

Procedamos ahora a calcular la derivada correspondiente en la regién T' > T,. Para
ello primero identificamos la densidad 7 de la ecuacion (4.4)):

0=5 = (") milp (6:55)

haciendo la derivada parcial respecto del potencial quimico i tenemos:

(2)= () s

y el inverso de la densidad al cuadrado corresponde a:

1 (kT\' 1

Ui h 93 (@)
finalmente sustituimos (6.56)) y (6.57) en la ecuacién para rr:

<|=

o (kiygg@ (ffgl(a)klif

- . (6.58)
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6.4. COMPRESIBILIDAD ISOTERMICA: st

Siguiendo con esta susceptibilidad, ahora consideremos la region donde 7' < T. Tomando
en cuenta la ecuacion , encontramos problemas al evaluar g;(a) en p = 0, ya que
para este valor del potencial quimico la funcién de Bose es infinita, entonces k7 se indefine.

El comportamiento de k7 se muestra en la Figura como funcién de la temperatura
donde se puede apreciar la discontinuidad que producida al evaluar ¢;(«) en cero.

6

5_

0.5

3- —

T/T,

Figura 6.4: Comportamiento de Compresibilidad Isotérmica como funcién de la tempera-

tura para un gas ideal de Bosones confinado en una trampa armonica 2D, considerando
k=h=1.

Resumiendo, en este capitulo se demostré que la condensacion de Bose-Einstein si
sucede para un gas inhomogéneo 2D. Después se calcularon las susceptibilidades a partir
de las segundas derivadas del Gran Potencial. Se encontré divergencias y discontinuidades
que son, por definicién, caracteristicas de las transiciones de fase de 2do orden. Esto tltimo
motiva el estudié de la funciéon de correlaci 'n que se explicard en el siguiente capitulo.
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Capitulo 7

Funcion de Correlacion
densidad-densidad

En este capitulo estudiaremos a grandes rasgos qué es una transiciéon de fase de punto
critico y como caracterizar de una transicion de fase como una transicion de este tipo
a partir del comportamiento de la funciéon de correlacion. Después, con la finalidad de
encontrar las funciones de onda en un sistema coordenado mas apropiada, resolvemos el
oscilador arménico cudntico bidimensional en coordenadas polares. La siguiente seccion
consiste en encontrar una expresion general de la funciéon de correlacion en términos de
las funciones de onda de cualquier sistema. Finalmente, se juntan los dos resultados de las
secciones anteriores para encontrar la funcion de correlacion particular de este sistema.
Para poder describir su comportamiento, asumimos que uno de los puntos en la funciéon
de correlacion estd ubicado en el origen y que el niimero cuantico M = 0 asociado al
momento angular.

7.1. Transiciones de Fase y Fenémenos Criticos

Existe un punto en un sistema descrito por una presiéon y una temperatura criticas
después del cual ya no hay transiciéon de fase, a ese punto lo llamamos punto critico.
Ademas, se sabe que por debajo de dicho punto, es decir a presiéon y temperatura me-
nores que la presion y temperatura critica, existen transiciones de fase de primer orden,
estas transiciones son aquellas cuyas primeras derivadas de un potencial termodinamico
son discontinuas. Y si estamos en el punto critico encontramos una transicion de fase
continua caracterizada por la continuidad de las primeras derivadas del potencial, pero
una divergencia en las segundas derivadas, como el calor especifico, a la susceptibilidad
magnética y la compresibilidad isotérmica, llamando a esta una transiciéon de segundo
orden. Dicha divergencia sigue una ley de potencias alrededor de la fase de transicién, por
ejemplo:

C ~ |e|7* (calor especifico),
& ~ |e|7” (susceptibilidad),
el

kr ~ |e|77  (compresibilidad),

donde ¢ = Z=L con T, la temperatura critica los exponentes « son llamados
T. )
C
exponentes criticos. Ahora separaremos el comportamiento en dos partes, el primero serd
lo que llamaremos "por arriba”de la transicién, conocido como fase de alta temperatura que
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7.1. TRANSICIONES DE FASE Y FENOMENOS CRITICOS

corresponde a temperaturas mayores a la 1., y "por debajo”de la transicién lo llamaremos
fase de baja temperatura que corresponden a temperaturas por de bajo de la temperatura
T.. Un concepto clave es el pardmetro de orden, tipicamente en la fase de alta temperatura
tiene una simetria que se rompe en la fase de baja temperatura, dicha simetria desaparece
en T, como una ley de potencias descrita por:

m ~ € (magnetizacién),

pr —pv ~ € (diferencia densidad gas-liquido),

donde h es un (pequeno) campo magnético externo.

Para entender el comportamiento de un sistema alrededor de una transicion de fase
debemos mirar su comportamiento microscopico. Una de las més importantes cantidades
es la funcién de correlacion estatica C'(r), la cual expresa cémo el orden de parametro local
en una posiciéon esta correlacionado con otro a una distancia r. En la fase desordenada de
alta temperatura, esta correlacién decae tipicamente como una exponencial:

C(r)~et (T'>T) (7.1)

Donde £ es la longitud de correlacion, la cual depende de la temperatura. En la fase
de baja temperatura, efectos cooperativos causan que una regién en el espacio este corre-
lacionada con una regién vecina, lo que a su vez hace que se correlacione con una region
mas lejana. Estos efectos cooperativos causan que la funcién de correlaciéon busque un
valor constante para r muy grandes. Dicho orden es llamado orden de largo alcance. La
desviacion desde el valor asintotico puede describirse como:

C(r)-C(c0) ~ e (T >T.) (7.2)

Asi como la transicion se aproxima de la regién de altas, T' > T, o bajas temperaturas
T < T, la longitud de correlacién diverge como:

£~ lel” (7.3)

donde v es otro exponente critico. En la transicion, la densidad se correlaciona consigo en
todas las escalas. Matematicamente se expresa como:

1
rd—2+n

C(r) ~ (T =T.) (7.4)
donde 7 es un exponente critico y d es la dimension del espacio. La dimension del espacio es
muy importante en fendémenos criticos. La ley de decaimiento de potencias de la correlacion
en el punto critico implica que no hay escala de longitud en el sistema. El decaimiento
exponencial, £ nos proporciona la longitud de escala, tal que C(r)/C(2r) depende de
r. Sin embargo, con el la ley de decaimiento de potencias, donde C(r) ~ (ro/r)", la
razon C(r)/C(2r), es independiente de 7/r. En otras palabras emerge un orden de largo
alcance involucrando el tamano molecular y el tamano del sistema. Esta propiedad es
responsable del fenémeno de opalescencia. Cuando un fluido alcanza el punto critico, hay
fluctuaciones de densidad de todos los tamanos y esas fluctuaciones dispersan la luz de
todas las longitudes de onda, sintonizando el fluido transparente en uno color lechoso. [19]

Con el fin de identificar un fenémeno critico de segundo orden, hemos identificado la
divergencia de las susceptibilidades cuando la temperatura se acerca a la temperatura
critica; para reafirmar mas esta idea vamos a calcular la funcién de correlacién y vamos
a darnos cuenta que efectivamente estamos en presencia de una transicion de fase de 2do
orden.
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7.2. OSCILADOR ARMONICO CUANTICO 2D EN COORDENADAS POLARES

7.2. Oscilador Armoénico Cuantico 2D en Coordena-
das polares

En esta seccién calcularemos la solucion al Oscilador arménico 2D ahora en coordenadas
polares, cuya ecuacion independiente del tiempo es la siguiente:

BT V(0)] 600:0) = Bo(r), (7.5)

2m

2

donde el potencial esta dado por V (r,0) = %mw r?, y el laplaciano en coordenadas polares

es:
B 92 10 1 92
-~ Or? * ror * r2 002
Podemos encontrar la solucién al problema utilizando el método de separacion de varia-
bles, para ello suponemos que la funcién solucién, que depende de dos variables, puede
escribirse como el producto de dos funciones de una variable, y como estamos trabajando
en coordenadas polares, esto seria:

V2 (7.6)

¢(r,0) = R(r)©(0) = RO, (7.7)
sustituyendo ((7.6)) y (7.7)) en (7.5 tenemos lo siguiente:

—h? [ 0? 10 1 0? 1
E - == 4 =~ - 2.2
RO 5 <8r2+r87’+r2802>R6+2mer@

o (82}%@ 19RO 182R@> 1

- —_— —mw?r’RO
2m or? +7’ or +r2 002 —i—zmwr

2 ( d*R ©dR Rd*O\ 1 ,,
= (G)d’ra + ?% + 726192> + §mw r R@, (78)

2m

siguiendo el procedimiento para resolver por separaciéon de variables tenemos que multi-

. . 2m .
plicar lo anterior por —=75:

2mE R R’ ©"  mPuwr?
2 p + 5+ 20 5 - (79)
h rR R r?0 I
Ahora multiplicamos por 72 toda la ecuacién anterior y reescribimos dejando de un lado
la dependencia en r y del otro en 6:
2mEr?  Rr R'r* mPwirt O

h? R RjL h? C)

(7.10)

Para que la ecuacion anterior sea valida, cadalado de la igualdad debe de ser igual a una
constante pues las expresiones en el lado derecho de igualdad son dependientes de 6 y de
lado izquierdo de r. Por conveniencia denotamos dicha constante como —M?2, entonces
para la funcion ©(#) la solucion es:

@//
=~ = _M?
@ .
= 09 = M (7.11)
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7.2. OSCILADOR ARMONICO CUANTICO 2D EN COORDENADAS POLARES

Andlogamente, para la funcion R tenemos:

omEr?  R'r R'v?  m2u?rt

— - _ — _M?
@ R R @ /
multiplicamos por -3 R v reagrupamos términos:
2mRE R m2w?r? M?
+ R" — R——R =0
ﬁ2 r h? r2
M? 2mE  mPwir?
<R” +-R — R) ( T 7 ) R = 0, (7.12)
para hacer mas compacta la ecuacion anterior, definimos las siguientes constantes:
2mE
2
k= = 2
m3w?
N = 5 (7.13)
entonces reescribimos:
1 M?
(R” +-R — 2R> + (K =X ) R=0. (7.14)
r r
Proponemos la siguiente solucién[18]:
R= T|M|6_%T2F(T’). (7.15)
Calculamos la primera derivada:
R = |M|7’|M‘*167%T2F(r) — T|M|+1)\67%TQF(T) + T'M‘e*%’zF’(T)
]_ 2 2 2
-R' = |M|7‘|M‘_26_%r F(r)— M2 F(r)+ plMI=te=37 F'(r), (7.16)
,
y la segunda derivada:
R' = |M|(|M| - 1)rM=2e=27 F(r) — MM xe™ 2" F(r) +
+ | M|rMI= le=2* F'(r) — (|M|+ 1)r ‘M‘)\e_%TQF(T) +
b AIMIR2em e Py ML N e B () 4
oMM e B ) — M e ()
+ Ml Fry), (7.17)
Por otro lado, multiplicando {} por J\f—;:
M2
"R = MAMIm2em37 By, (7.18)

Las ecuaciones ((7.16)), (7.17) y (7.18) tienen en comtn el factor e_%TQ, entonces pode-
mos factorizarlo al sustituir en (7.14)); reagrupamos términos y obtenemos la siguiente

expresion:

0 = F(r) {MQT‘MWZ — | M M= MM — | MM — T‘Ml)\} +

+ F(r) [r‘MW?)\ MM M 22 g2 )\QTQ} n
+ F () (MMt g M2 — M MMt M) g M
+ rIMIE(, (7.19)
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7.3. DEDUCCION DE LA FUNCION DE CORRELACION

podemos factorizar rM!:
0 = F"(r)+ F(r) [2IMA = X+ X% = A+ k2 = 2\%?] —
- {|J\4|7”1 —Ar 4+ |Mr7t = Ar + r’l} F'(r). (7.20)
Cancelamos términos y encontramos la siguiente ecuacion:

2(|M|+1)

F' = F2A(IM| +1) — k| + F' [ - 2)\7"] = 0. (7.21)

Ahora tomamos el cambio de variable t = A\r? e identificamos la ecuacién de Krummer|[I8]:

d*F  dF 1 k2
t—+ —[(|IM|+1)—t]—=F |[(|M|+1)— =| =0 7.22
G+ o 40 = - 3F [+ 1) - 5] <o, (122
cuya solucion regular es la serie confluente:
F(t) = 1Fi(=a, M|+ 1;t), (7.23)
L+ - & (7.24)
con a=— - — = —n,, .

2 2\

donde n, = 0,1,2,..., y las dos condiciones anteriores se deben satisfacer para que a

grandes valores de ¢, la funciéon no se vuelva divergente. Con esto, la serie confluente se
convierte en polinomial y se puede normalizar:

3\ /2 ‘
o(r,0) = () canHM'e_%Tlel(—nr, |M| + 1; \r?)et™MO (7.25)

™

donde el coeficiente de normalizacién es:

_ [20n, +121)1) "
i e x (720
y la energia corresponde a:
E = hw(|M|+ 1+ 2n,). (7.27)

7.3. Deduccion de la funcion de correlacion

El proposito de esta seccion es obtener una expresion general para la funcion de corre-
lacién densidad-densidad en un fluido cuantico de Bose,

C(r, ) = (p(r)p(r)) — (p(r)) (p(r")) (7.28)

donde j(7) es la matriz densidad, que se escribe en términos de los operadores de campo
como sigue,

p(F) = UH(F) U (7), (7.29)

siendo Ui (F) = X, ¢ (F)ah, v U(F) = X, ¢ (7)am los operadores que crean y aniquilan
una particula en la posicion 7. Y como hemos usado antes, la etiqueta del estado m
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7.3. DEDUCCION DE LA FUNCION DE CORRELACION

representa los niimeros cuanticos asociados a los estados de una particula. Al sustituir
P= S O (F)ak S Gy (F)lim, en (7.28)),[21] se encuentra que

mi
p— _ * — — * -/ =/
Cr, ) = D200 Oy (P i (F) O, () i ()
m1 M2 M3 Mg
At oA AT A At A At A
X [(aﬁnaﬁhaﬁwamzx) - <amlam2)<am3am4) : (730)
Los valores de expectacion para obtener la correlaciéon se toman, como es usual en la
mecanica cuantica, usando (A) = TrWW A, con W la matriz de densidad estadistica. Pero
antes de tomar los promedios via la traza, descomponemos el producto de operadores,
A,y Qi &I—% 4., poniendo atencién a lo siguiente

= Debido a que el valor de expectacion del producto de los cuatro operadores, como
veremos mas adelante, es proporcional al producto del valor de expectacion de dos
operadores de niimero, es necesario exigir que dichos valores actiien sobre el mismo

estado para evitar que el valor de expectacion se anule.

= Consideraremos todas las posibilidades existentes por parejas que dan lugar al valor
de expectacién de un operador de niimero.

= Tener en cuenta las reglas de conmutacién para bosones.

Teniendo en mente lo anterior, resulta que el producto de los cuatro operadores se separa
en los siguientes términos:

iy il > - m1m25m3m4(1 _5m1m3>
+ mimag mzma(l - m1m2)

At A

+ 6m1m2 5m1m3 6m1m4 <am1 aﬁlzam;; afn4

~

: (7.31)

de esta forma el primer factor toma en cuenta el caso en que my; = mo y m3 = My, y
ademas que m; # mgs. En forma andloga, el segundo término ahora considera m; = my y
Mo = My, ¥ que my # msy. En este mismo término se usa la relacion de conmutacion entre
bosones [&ﬁm &Iﬁj = Omy;my» POI lo que (Grm, a%,.) =1+ (ak am,) es usada para invertir el
orden. Finalmente en el ultimo renglén se tiene que el caso en el que m; = mo, My = M3
y my = my, por lo que el operador cuyo valor de expectacion debe obtenerse tiene las
cuatro etiquetas iguales.

A continuacion se presenta la forma en la se obtienen los valores de expectacién me-
diante el uso de la matriz estadistica W. Se demostraré lo siguiente,

m;
At oA Af oA\ = _
. (amj Qi oy, Ay ) = Ty + 200 T

Para efectuar esas demostraciones es necesario previamente probar que W = [, Wi,
siendo este ultimo operador la matriz de densidad estadistica en el estado m. Iniciamos
entonces recordando que

(4) = éZ > e et N Ay (7.32)

— N {m}n
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dado que el Hamiltoniano se puede expresar en términos de los operadores de creacién y
aniquilacion como

0= enatanm, (7.33)
y que el operador de niimero de particulas se define como
N =Yakan, (7.34)

entonces se satisface

M (552, e fem—smmn)

m Nm! =0

y podemos utilizar que eA+B = e4eP, sin separar el producto de operadores pues en este
caso sabemos que [am ,a } = 5m“m. donde ¢ = j y por lo tanto no conmutan, con esto
podemos sacar la suma del exponente y convertirla en un producto teniendo presente lo

anterior:
~ H 675(6771*/‘)&;&51
H7 ZOO (€ ,u)nm/)
Nl — 0

e —B(em— ,u)a G
6 —B(emr — )T

= 11 Wm (7.35)

I
e

Esto quiere decir que el resultado de la conmutacién entre dos operadores nos lleva a que
la matriz de densidad estadistica W se puede escribir como el producto de matrices Wy,
donde estas ultimas matrices estan dadas por:

. e~ Blem—p)afam
Wa= | s |- (7.36)

Tl =0

Volviendo a la expresion para la funciéon de correlaciéon, nos interesa evaluar el valor de
expectaciéon de operadores como los siguientes &,Tﬁ&m, diﬁdmdjﬁ&m. Es decir, el valor de
expectacién de operadores que van como productos de un ntimero par de operadores de
creacion y aniquilacion. Para conocer estos valores de expectacion es importante darnos
cuenta de dos hechos, por un lado que tomar la traza significa que los estados bra y ket
del espacio de Fock tienen los mismos indices, y que la tnica forma de conseguir que el
valor de expectacion sea diferente de cero, es que la accion del operador conduzca a que el
bra y el ket sean iguales. Iniciamos calculando el valor de expectacén de un solo operador.

Queremos demostrar el siguiente resultado,

) = 3= (0 (T ) ) ) =0 (7.37)

{”m}

Partiendo de la definicién del valor de expectaciéon se tiene lo siguiente:
<€Lﬁz’> = T?”{W&m/}

— Y (Wl (na}) = 5 <{nm}

{nm} {nm}

L

{nm}> ,
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7.3. DEDUCCION DE LA FUNCION DE CORRELACION

como todos conmutan excepto cuando m” = m’ y TrW = 1, se tiene:

) = 3 (O (I ) il ) (7.38)

{nm}

= ZZ"'Z"'Z<TLITL2"'”m""noo|W1W2'"(Wylna;n)"'Woo|nln2"'nm’"'noo>

= Y (m[Wilna) 3 (na|Walna) -+ 3 (g, [Wial,[ng,) -+ D (noo| Woe|nso),

m

Dado que TrW; = 1, i.e. que para toda i se tiene que cada suma satisface Yo, (| Wilng) =
1. Se comprueba que en principio tnicamente el término 3=, (n;,|W; a;,|n;,) es diferente
de 1. En otras palabras, la igualdad previa es resultado de la acciéon del operador de
aniquilacion sobre un ket del espacio de Fock, y también de observar que la suma sobre
todos los conjuntos {n }, considerando el producto sobre los estados Il que se encuentran
dentro del braket, se reemplaza simplemente por el valor de expectacion,

) = > (P W@l 1230 . (7.39)

/o —
n},=0

Para llegar a esta conclusiéon primero identificamos de manera general los estados del
espacio de Fock:

o, n1,n2, -+, Neo) = {nm Vm}) = {na}). (7.40)

Es importante mencionar que la notacién {n} se refiere a todos los conjuntos de ntimeros
de ocupacion |nq,ng, - - ns) en los que las “n” toman todos los niimeros consistentes con
la restriccion N = >, nm, es decir, cada ket |ny,ng, - - no), satisface dicha restriccion.
Una forma més compacta de las igualdades anteriores para el valor de expectacion (G )
es la siguiente,

() = Tr |[Wagy|

= Tr

m#Am

Wvam [ Wm]

= Trm/Wm/dm/ H T?“medm
m#m/
= TT’,—;L/ [Wm/am/}
[e's)

N7 =0
Nos concentramos ahora en el término (n;/|Wy @ |nm ). Notamos que

<n07n17"' s My = 0t 7noo‘dm"n07nl7"' y My 0 7noo> :07

Este resultado proviene del hecho que a7, actuando sobre el ket anterior es,
A /
a'r_n’|,n'07nla"' y My ™" ,TLOO> - \/n;n|n07n17"' 7nm’_]-7"'noo>7 (742)

62



7.3. DEDUCCION DE LA FUNCION DE CORRELACION

por lo que el resultado con el bra (ng,ny,na, -+, Ny, - Neo| €s igual a cero. Pero ya
sabiamos que la tnica manera de que el valor de expectacion de W, conduzca a un
resultado diferente de cero es que se encuentre entre el mismo bra y ket. Notamos que
al desarrollar la exponencial que se encuentra en Wi se tendran operadores de niimero
actuando sobre un ket dado |ns/). Por lo tanto concluimos que el valor de expectacién
(N | W | g — 1) = 0.

De forma andloga el valor de expectacion del operador a,, es igual a cero. Continua-
mos ahora con la determinacion del siguiente valor esperado <dihdm), haciendo uso de lo
demostrado al calcular (a;;/), se tiene que:

o0

@hsam) = > (| Wil i 120

m
o0

= <7’Lml |Wm/ |nm/>nm/
T/

S

1 00
_ B B€zy — )Tz
- 7 Nypr€ m "
o Bl i,
n,,70 m/

— = T (7.43)

Para llegar a las dltimas dos igualdades es necesario, primero hacer el cambio de variable
x = B(ez — i) y posteriormente sustituirlo en la tercer igualdad para luego identificar la
expresion dentro de la suma como la derivada de la funcién exponencial:

1 X am 1 A&
Z?ZO e—an’ Z ne - 0 o—zn’ < dx Z € )

n=0 n’=0 n=0

B e —1 ;d 1
N e de 1 —e—=x

et =1 ( e’ )
N er (1 —e7)2

1
= — 7.44
er — 1’ (7.44)

donde en la igualdad del segundo renglén hemos usado el resultado para la serie geométri-

ca,
n _ ntl
P s

e

k=0

conn — ooy e ¥ < 1. De esta manera quedan demostradas las dos ultimas igualdades.
Con este resultado podemos concluir entonces que:

(@b tm) = R, (7.45)

A continuacién calcularemos el valor esperado faltante, que corresponde al producto de
cuatro operadores. Para ello, primero vamos a separar los valores de m cuando m # m’ y
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7.3. DEDUCCION DE LA FUNCION DE CORRELACION

cuando m = m’:
SN G (M) b ()G (7)o (7) [(0hy b )] = 3 3 0k bmbi b
m o mAm M/ £m
X (@bt Gm) — T

+ Y GO G b

(0} agiabam) = Tr(WeWa)al, dmakas
(Ter/ . )(TTW— alham)
= A, (7.47)

y dado que m # m/, este término es cero, por lo tanto solo resta el término asociado a la
suma sobre m, obtengamos entonces el valor esperado de esa suma:

(htmahon) = Tr (Waahanilan)
1

= == (Ze Ble=mn ) (7.48)

06

Nuevamente hacemos el cambio de variable © = (e — p) para reproducir dos veces el
truco de la ecuacion ((7.44), es decir identificar como segunda derivada el término dentro
de la suma:

1 d? & 9 e" —1 d? 1
| — g —In = —_— = _m 2_m_m. 749
Y e (d:cQ nzoe " ) da? (1 — 61> o + P ( )

T
n/— (&

Finalmente, tenemos que:

(% amalh,bm) = Nm + 20m 7. (7.50)

juntando los resultados anteriores, y tomando en cuenta las funciones delta de Kronecker
en la ecuacion ([7.31]) encontramos que la funcién de correlacién se escribe como sigue:

C(?>?/> = Z Z ¢m1 ¢m1 )¢jﬁ3(7/)¢m3(?/)ﬁ7ﬁ1ﬁm3

miF#Ems m3FEmi

+ Z Z ¢m1 ¢m2 )Cb ( )¢m1( )nm1(1+nm2)

mi1#£me maF#my

+ Z ¢m1 ¢m1 (b (?I)gﬁml (F/)(,ﬁ'ml + 2ﬁm1ﬁm1)
- Zz¢m1 ¢m1 ¢ ( )¢m3( )nmlnmgu (7.51)

mi ms3

por lo que al cancelar los términos repetidos y juntar las sumas complementarias, la
funcion de correlacion adopta la siguiente forma:

r _/ Z Z ¢m1 ¢m2 ¢ (7:,)@57’71’1 (f/)[ﬁml + ﬁ’fnlﬁﬁ"bz]' (752)

mi1 m2
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7.4. CALCULO DE LA CORRELACION

Usando que,

Z Gry (T) Py (177) = (7 — 7)), (7.53)
finalmente obtenemos:

C(r, ) = p(PO(F =) + | Y 65 (F)dm(F)m| (7.54)

que serd el resultado a utilizar en la determinacion de la funcién de correlacion.

7.4. (Calculo de la correlacion

En esta seccién retomaremos los resultados de las dos secciones anteriores para encontrar
la funcién de correlacién de este caso particular. Primero encontramos la expresién para
entre dos puntos 7 y 7'

C(r,7) = p(M)o(F =) + | > 65 (M) (7 )| (7.55)

donde ¢;7(7) es la solucién al oscilador arménico en coordenadas polares hallada en la

seccion [T.2)

qb(r, 9) = (A

1/2
) CanrlMle—%TQlFl(—nr, |M| + 1; \r?)et™M? (7.56)
T

cuyo coeficiente de normalizacion es:

1/2
2n, + |M|>!1 | (757)

Onr,M - [ nr'(|M|')2

y también se encontr6 la energia E = hw(|M| + 1 + 2n,). Encontramos en la expresién
dos niimeros cuanticos, M = 0,+1, 42, ..., que es el asociado al momento angular
y n, = 0,1,2,.... Consideramos M = 0 y sustituimos en el coeficiente de normalizacion
obteniendo:

|

n,!

Cho = [W] - =2, (7.58)

ademés el valor de n, también se modifica al tomar M = 0 y sustituir &% y \:

1 k1 E
T TN T 2 ( wﬁ)’ (7.59)

de esta forma, la funcién de onda dependera solamente de la parte radial:
o(F,0) = V2e 27" | Fy(—n,, 1; \r2) = 6(F). (7.60)

Para la funcién de correlacién necesitamos una funciéon de onda que depende de 7, que es
la anterior, y otra de 7/. Para este es caso particular consideraremos 7/ = 0, de tal forma
que la funcién de onda correspondiente es:

(7 = 0) = V2, Fy (—n,, 1;0), (7.61)
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7.4. CALCULO DE LA CORRELACION

A continuacién reescribiremos las dos ecuaciones anteriores usando la relacién que hay
entre los polinomios de Laguerre y la funcién confluente[24] [25]:

m+n)!
LM (x) = (n'm')lFl(—n,m +1;2), (7.62)

despejando Fy(—n,m + 1;x) n = n, y cambiando m = M =0y x = M2, se llega a:
1Fi(=n,, 1, 0%) = L, (\r?) (7.63)
sustituyendo en ([7.60)) y (7.61]), obtenemos las siguientes ecuaciones en términos de poli-

nomios de Laguerre:
o(F) = V2e 2L, (\?) (7.64)
(' =0) = V2L, (0) = V2, (7.65)

por consiguiente la suma que aparece en la funcién de correlacién corre ahora sobre el
numero cuantico n,.:

C(7,0) = p(M3(F) + | 3 2e73" Ly (M), | (7.66)
donde n,,. es la distribucién de Bose- Einstein:

IR 1
65(6"r_u) — ]_ N eﬁ(m(2n”‘+l)7u) — 17

(7.67)

Ny, =

donde ya se ha considerado M = 0 y por tanto £ = hw(1 + 2n,), con n, = 0,1,2,....
Finalmente la funcién de correlacion con los elementos anteriores ya incorporados es:

1 2

err (w@net)—p) 1|

C(F) = 4| Y L, (Mr?) (7.68)
ny

La pregunta que surge ahora, a fin de encontrar el comportamiento que presenta la funciéon
de correlacion y con ello identificar si existe una transicién de fase, es como tomar el limite
termodinamico en la ecuacion anterior. A primera vista podriamos pensar en aproximar
la suma a una integral, como se ha trabajado en las secciones previas, sin embargo, es
imposible puesto que los polinomios de Laguerre lo impiden. Entonces, lo correcto es
recordar que el limite termodindmico es hacer tender el nimero de particulas a infinito
a medida que el volumen que estas van ocupando crece, esto ultimo matematicamente
significa tomar w — 0, pues habiamos encontrado que el volumen armonico es V = ﬁ
Ademas, lo estudiado hasta ahora nos permite predecir que la transicién estard presente
al considerar el potencial quimico p = 0, junto con el limite termodinamico.

A continuacion, la grafica muestra el comportamiento de la funcion de correla-
cion de la ecuacion , donde se ha considerado diferentes valores de los potenciales
quimicos y a su vez una frecuencia asociada a cada uno.

El procedimiento para encontrar la frecuencia asociada al potencial quimico fue con-
siderar un potencia quimico i y graficar, para diferentes valores de la frecuencia cada vez
mas pequenios, la funciéon de correlacion contra la distancia r, de tal forma que a partir
de cierto valor de @ la grafica mencionada fuera la misma para ese valor de py w < @
fuera la misma, queriendo decir que para un potencial quimico dado hay una frecuencia
que podemos fijar.
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7.4. CALCULO DE LA CORRELACION

Los valores que se encontraron son los siguientes: para 4 = —10, w = 0,1. Para p = —1,
w = 0,01. Para u = —0,01, w = 0,001. Estos valores como se mencioné antes , fueron
encontrados y hacen evidente el hecho de que a medida que se toma un valor de potencial
quimico mas cercano a cero, que es el punto de la transicién, el limite termodinamico
también debe ser considerado.

1.0

0.8

0.6

0.4

Correlacion

0.2

0.0

Figura 7.1: Funciéon de correlacion vs distancia r, estando en la transiciéon yp = 0 y tomando
el limite termodinamico

Por 1ltimo se nota que a medida que nos acercamos a la transicion, es decir, y — 07, y
se considera el limite termodinamico, w — 0, la longitud de correlacion, que es la cintura
de las curvas, se va haciendo cada vez mas grande, lo cual indica una transiciéon de fase
de punto critico.
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Capitulo 8

Conclusiones

En este trabajo se estudié la termodinamica de un gas de Bose ideal confinado en una
trampa armoénica bidimensional y se caracteriz6 la condensacién de Bose (BEC) como
una transicion de fase de punto critico. Para cumplir con los objetivos anteriores, primero
se encontraron las eigen-energias y las eigen-funciones del oscilador arménico cuantico
bidimensional en coordenadas cartesianas, dichas eigen-energias fueron necesarias para
construir la funcién Gran Potencial, durante este desarrollo se logré pasar de un espectro
discreto a una distribucion continua de estados tomando el limite termodinamico y captu-
rando con ello la esencia de la separacion de niveles de energia en sistemas macroscopicos.

Una vez obtenida la funcion Gran Potencial se pudo obtener las propiedades termo-
dindamicas a través de las derivadas parciales. Es decir, se encontraron las expresiones para
el namero de particulas, la entropia y la energia, después, logramos hacer una analogia de
la presién y el volumen usual a través de identificar el caracter extensivo o intensivo de las
cantidades obtenidas en este caso, asi el volumen armonico corresponde al inverso al cua-
drado de la frecuencia de la trampa, V = é Esta identificacién permite discernir que el
limite termodinamico corresponde a considerar w — 0. La presiéon armoénica, P se encuen-
tra como la derivada parcial del Gran Potencial respecto del volumen armoénico (g%>Tu'

Con estos resultados se encontré la ecuacion de estado que describe la termodinamica del
sistema obteniéndose con ello el comportamiento de las is6coras y las isotermas.

Antes de pasar al calculo de las susceptibilidades, se demostré que la condensacién
de Bose-Einstein si sucede a diferencia del caso homogéneo. Identificamos que después de
una temperatura asociada al valor maximo del potencial quimico, pu = 0, el estado base
comienza a tener una ocupacion considerable (una ocupacién macroscopica). Después se
calcularon las expresiones para las susceptibilidades en dos regiones: para 1" > T, y para
T < T.. Al analizar estas expresiones encontramos que una discontinuidad en el caso de
Cy y divergencias en las susceptibilidades Cp, ar y k1 cuando evaluamos el punto T' =T,
i.e. u = 0, esto sugirié la existencia de una transiciéon de fase de segundo orden y dicha
transicion seria la BEC, pues ocurre en el mismo punto.

Para poder concluir que la BEC es la transicion de fase encontrada en las susceptibili-
dades, decidimos estudiar la funciéon de correlacion densidad-densidad, que expresa cémo
la densidad en un punto estd relacionada con la densidad en otro punto. Para ello; se
resolvio el problema del oscilador arménico cuantico en dos dimensiones, ahora en coor-
denadas polares, después se encontrd una expresion general para la funcion de correlacion
de cualquier sistema en términos de sus funciones de onda. Los dos resultados anterio-
res se juntaron para dar lugar a la funcién de correlacion de este sistema. Finalmente
se consider6 uno de los puntos en r = 0, ademés el niimero cuantico M = 0. Esta tulti-
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ma condicion esta asociada al hecho de que el andlisis es para obtener informacién de
la ocupacion macroscépica del estado base. Retomando que la transicién de fase ocurre
cuando T" = T, es decir considerando p = 0, verificamos el comportamiento con la fun-
cion de correlacion. Estando lejos de la transicién y tomando el limite termodinamico, es
decir haciendo tender w a cero, se observa un comportamiento constante en la longitud
de correlacion. Sin embargo, cuando estamos en la transicién, p = 0, y tomamos el limi-
te termodinamico como antes, encontramos un crecimiento en la longitud de correlacién
que va aumentando conforme w — 0. De esta manera, concluimos que cuando estamos a
T = T, siendo ¢ = 0 y tomamos el limite termodindmico, estamos en presencia de una
transicion de fase asociada a la BEC. Queda atin mucho por explorar en lo que se refiere
al comportamiento de sistemas bidimensionales en el régimen degenerado. Por un lado
analizar gases de Fermi atrapados por un potencial arménico, y por otro, el tratar de
incorporar las interacciones en el caso del gas de Bose en dos dimensiones a través del
modelo mas sencillo que representa la interaccion entre particulas.
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Apéndice A
Estados 2D

En este apéndice se coloca el cddigo asociado a la gréfica [3.1] que corresponde a la
representacion de los estados en un plano cartesiano 2D.

A = Plot|—x + 1, {x, 0, 1}, Filling — Axis, PlotRange — All,
Frame —> True, Axes —> False, PlotStyle — {Green, Thick},
FrameLabel — {Style ["T/\!\(\*SubscriptBox [\(T\),-\(c\)]\)"”,
FontFamily — ”Times”, Italic , 10],
Style ["\I\ (\xSubscriptBox [\ (\ [Kappa]\) , -\ (T\)]\) ",
FontFamily — ”Times”, 10]},

LabelStyle — Directive [Black, 10, FontFamily — "Times” |]

B = Line[{{0, 0}, {1.2, 0}}];
Bl = Graphics[{Black, B}];
Cc = Line[{{0, 0}, {0, 1.2}}];
Cl = Graphics[{Black, Cc}];

Show[{B1, A, Cl1}, PlotRange — All, Frame —> True, Axes —> False,
FrameLabel — {Style [7\!\(\*
StyleBox [\ ”7i\”,\nFontSlant—\"Italic\”]\)”, FontFamily — ”Times”,
Italic, 14], Style[”\!\(\x
StyleBox [\ 7j\”,\nFontSlant—\"I1talic\”]\)”, FontFamily — "Times”,
14]}, FrameTicks — {{{{1., 7"\!\(\*
StyleBox [\ "L\”,\nFontSlant—>\"Italic\”]\)"}, {0., 7"0”}},

None}, {{{1., "\!I\(\*
StyleBox [\ "L\”,\nFontSlant—>\"Italic\”]\)”}, {0., 70”}}, None}}]
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Apéndice B
Presion vs temperatura a densidad
constante

En este apéndice se coloca el cédigo asociado a la grafica que es la ecuacién de
estado: presiéon armonica vs temperatura a densidad N/V constante, cuyos valores fueron
2.0, 1.5, 1.0, 0.5.

PresT[T_, a_, N_] :=
T N PolyLog[3, Exp[—(a/T)]|/PolyLog[2, Exp[—(a/T)]]

pT2 = PresT [Range[1.26, 2.5, 0.002], Range[1.26, 7.46, 0.01], 2];
pts2 = Partition[Riffle [Range[1.26, 2.5, 0.002], pT2], 2];

PT2 = ListLinePlot [pts2, PlotRange — All, Frame —> True,
Axes —> False, PlotStyle — {Grey, Thick},
FrameLabel — {Style ["T”, FontFamily — "Times”, Italic , 10],
Style[”Presi n_.Arm nica”, FontFamily — ”Times”, 10]},
LabelStyle — Directive [Black, 10, FontFamily — ”"Times”|];

pT15 = PresT[Range[1.1, 2.5, 0.002], Range[1.1, 8.1, 0.01], 1.5];
ptsl5 = Partition | Riffle [Range[1.1, 2.5, 0.002], pT15], 2];
PT15 = ListLinePlot [ptsl5, PlotRange —> All, Frame —> True,
Axes — False, PlotStyle — {Grey, Thick},
FrameLabel — {Style ["T”, FontFamily — "Times”, Italic , 10],
Style[”Presi n_.Arm nica”, FontFamily — ”Times”, 10]},
LabelStyle — Directive [Black, 10, FontFamily — "Times”|];
pT3 = PresT[Range[1.532, 2.5, 0.002], Range[1.532, 6.38, 0.01], 3.];
pts3 = Partition|[Riffle [Range[1.532, 2.5, 0.002], pT3], 2];
PT3 = ListLinePlot [pts3, PlotRange — All, Frame —> True,
Axes —> False, PlotStyle — {Grey, Thick},

FrameLabel — {Style ["T”, FontFamily — "Times”, Italic, 10],
Style[”"Presi n_.Arm nica”, FontFamily — ”Times”, 10]},
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LabelStyle — Directive [Black, 10, FontFamily — ”Times” |]
pT05 = PresT [Range[0.67, 2.5, 0.002], Range[0.67, 9.82, 0.01], 0.5];

pts05 = Partition|[ Riffle [Range[0.67, 2.5, 0.002], pT05], 2];

PT05 = ListLinePlot [pts05, PlotRange — All, Frame —> True,
Axes —> False, PlotStyle — {Grey, Thick},
FrameLabel — {Style ["T”, FontFamily — "Times”, Italic , 10],
Style["Presi n_.Arm nica”, FontFamily — ”Times”, 10]},
LabelStyle — Directive [Black, 10, FontFamily — "Times”|];

PresTtrans [T_] = (T"3) Zeta|3]
pTran = PresTtrans [Range[0.0001, 2, 0.002]];
ptrans = Partition| Riffle [Range[0.0001, 2, 0.002], pTran], 2];

PTRAN = ListLinePlot [ptrans, PlotRange — All, Frame —> True,
Axes — False, PlotStyle — {Red, Thick},
FrameLabel — {Style ["T”, FontFamily — "Times”, Italic , 10],
Style[”Presi n_.Arm nica”, FontFamily — ”Times”, 10]},
LabelStyle — Directive [Black, 10, FontFamily — ”"Times”|];

Show [{ PT3, PT2, PT15, PT05, PTRAN}, PlotRange —> All,
FrameTicks — {{{{0., 70"}, {2., 727}, {4., 747}, {6., 76"}, {8.,
87}, {10., "107}},
None}, {{{0., 70"}, {0.5, 70.5"}, {1., 17}, {1.5, "1.57}, {2.,
27}, {2.5, "2.5"}}, None}},
Epilog — {Text|

Style [Red, 8, FontFamily — "Times”, Italic, 8], {0.25, 8}],
Text[Style [7\!\ (\x* SuperscriptBox[\(PT\),u\( 3\)J\)\[Tilde].cte”
10, FontFamily — ”Times”, Italic, 10], {0.48, 8}]}]
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Apéndice C
Presion armonica vs densidad a
temperatura constante

En este apéndice se coloca el cédigo asociado a la grafica que es la ecuacién de
estado: presiéon armoénica vs densidad N/V a Temperatura constante, cuyos valores fueron
1.3, 1.1, 0.8, 0.5.

PresN[N_, a_, T_] :=
T /N PolyLog[3, Exp[—(a/T)]]/PolyLog[2, Exp[—(a/T)]]

PresNtrans [N_] := (1/N"(3/2)) Zeta[3]/Zeta[2]"(3/2)
pNTran = PresNtrans [Range[0.5, 3, 0.001]];
pntrans = Partition | Riffle [Range[0.5, 3, 0.001], pNTran|, 2];

PNTRAN = ListLinePlot [{ pntrans}, PlotRange — All, Frame —> True,
Axes —> False, PlotStyle — {Red, Thick},
FrameLabel — {Style [”N/\[ScriptCapitalV]|”, FontFamily — "Times”,
Ttalic , 10],
Style[”Presi n_.Arm nica”, FontFamily — ”Times”, 10]},
LabelStyle — Directive [Black, 10, FontFamily — ”"Times” |]
pN1l = PresN[Range[0.51, 3, 0.003], Range[0.51, 8.81, 0.01], 0.9];
pnsl = Partition[ Riffle [Range[0.51, 3, 0.003], pN1], 2];
pN15 = PresN[Range[0.61, 3, 0.003], Range[0.61, 8.57, 0.01], 0.8];
pnsl5 = Partition| Riffle [Range[0.61, 3, 0.003], pN15], 2];

PN1 = ListLinePlot [pnsl, PlotRange —> All, Frame —> True,
Axes —> False, PlotStyle — {Grey, Thick},
FrameLabel — {Style ["N/\[ScriptCapitalV]”, FontFamily — "Times”,
[talic , 10],
Style[”Presi n_Arm nica”, FontFamily — "Times”, 10]},
LabelStyle — Directive [Black, 10, FontFamily — "Times”|];
PN15 = ListLinePlot [pnsl5, PlotRange — All, Frame —> True,
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Axes — False, PlotStyle — {Grey, Thick},

FrameLabel — {Style [”N/\[ScriptCapitalV ]”, FontFamily — "Times”,

Italic , 20],

Style[”Presi n_Arm nica”, FontFamily — ”Times”, 20]},
LabelStyle — Directive [Black, 18, FontFamily — "Times” |];
pNO05 = PresN[Range[0.98, 3, 0.003], Range[0.98, 7.71, 0.01], 0.6];
pns05 = Partition| Riffle [Range[0.98, 3, 0.003], pN05], 2];

PNO5 = ListLinePlot [pns05, PlotRange —> All, Frame —> True,
Axes —> False, PlotStyle — {Grey, Thick},
FrameLabel — {Style ["N/\[ScriptCapitalV ]”, FontFamily — ”"Times”,
Italic , 20],
Style["Presi n_.Arm nica”, FontFamily — ”Times”, 20]},
LabelStyle — Directive [Black, 18, FontFamily — "Times”|];

Show [ { PNTRAN, PN15, PN05, PN1}, PlotRange —> All,

FrameTicks — {{{{0., 707}, {0.2, 70.2”}, {0.4, 70.4”7}, {0.6,
0.6}, {0.8, 70.87}, {1.0, "1.07}, {1.2, "1.27}, {1.4,
"1.47Y, {1.6, "1.67}},

None}, {{{0., 70"}, {0.5, "0.5"}, {1., 17}, {1.5, "1.57}, {2.,
"97}, {2.5, "2.57}, {3, "3”}}, None}},
Epilog — {Text|
Style [Red, 8, FontFamily — "Times”, Italic , 8], {1.7, 1.4}],
Text|[Style |

"N\ (\* SuperscriptBox [\ (\[ScriptCapitalP |\ [ScriptCapitalV]\),-\(\

\(=3\)/2\)]\)\[Tilde].cte”, 10, FontFamily — "Times”, Italic ,
10], {2.0, 1.41}]}]
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Apéndice D
Funcién de Bose ¢(a)

En este apéndice se coloca el codigo asociado a la gréafica , que es la funcién go(«),
con el potencial quimico o < 0.

g2 = Plot [PolyLog[2, Exp[x]]|, {x, —5, 0}, PlotRange — All,
Frame —> True, Axes —> False, PlotStyle — {Blue, Thick},
FrameLabel — {Style[”\[Alpha]”, FontFamily — ”Times”, Italic, 10],

Style ["\!\(\*SubscriptBox [\ (g\),-\(2\)]\) (\[Alpha]) ",
FontFamily — "Times”, 10]},

LabelStyle — Directive [Black, 10, FontFamily — ”Times” |]

zeta2 = ListPlot[{{0, Zeta[2]}}, PlotRange — All, Frame —> True,
Axes — False, PlotStyle — {Red, Thick},
FrameLabel — {Style[”\[Alpha]”, FontFamily — ”Times”, Italic, 10],

Style ["\!\ (\*SubscriptBox [\ (g\),-\(2\)]\)(\[Alpha]) ",
FontFamily — ”Times”, 10|},

LabelStyle — Directive [Black, 10, FontFamily — "Times” |]
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Apéndice E
Capacidad calorifica a volumen
armonico constante Cy,

En este apéndice se coloca el c6digo asociado a la gréifica[6.1], que es el comportamiento
de capacidad calorifica a volumen armonico constante C,, para un gas ideal de Bosones
confinado en una trampa armoénica 2D como funcion de la temperatura, considerando

k=h=1

T2d = Table|
T /. FindRoot |
PolyLog[2, Exp[—a/T ]] ((T )"2) = Zeta[2], {T, 1}], {a, 0.00001,

10, 0.01}];
CV2d[T., a_] :=
2 ((3 PolyLog[3, Exp[—(a/T)]])/PolyLog[2, Exp[—(a/T)]] — (

2 PolyLog[2, Exp[—(a/T)]])/PolyLog|[l, Exp[—(a/T)]]);
Cv2d = CV2d[T2d, Range[0.0001, 10, 0.01]];
cvs2d = Partition | Riffle [T2d, Cv2d], 2];

Cv2dd = ListLinePlot [cvs2d, PlotRange —> All, Frame —> True,
Axes —> False, PlotStyle — {Blue, Thick},
FrameLabel — {Style ["T/\!\(\*SubscriptBox [\ (T\),-\(c\)]\)",
FontFamily — "Times”, Italic, 14],
Style ["\I\ (\* SubscriptBox [\ (C\), \(\[Nu]\)]\) 7,
FontFamily — "Times”, 14|},
LabelStyle — Directive [Black, 14, FontFamily — "Times”],
PlotLegends —>
Placed [{ ”\!\ (\* SubscriptBox [\ (C\), .\

VO] V) (T> VI (\# SubseriptBox [\ (T\)

CV2d2[T.] := 6 T"2 Zeta[3];

~\(c¢\)J\)) "}, Center]];

Cv2d2 = CV2d2[Range[0, 1, 0.01]];

cvs2d2 = Partition | Riffle [Range[0, 1, 0.01], Cv2d2], 2];
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CV2dd2 = ListLinePlot [cvs2d2, PlotRange — All, Frame —> True,
Axes —> False, PlotStyle — {Red, Thick},
FrameLabel — {Style ["T/\!\(\*SubscriptBox [\ (T\),-\(c\)]\)"”,
FontFamily — ”Times”, Italic , 14],
Style ["\1\ (\xSubscriptBox [\ (C\) , -\ (\[Nu]\)]\) ",
FontFamily — "Times”, 14|},
LabelStyle — Directive [Black, 14, FontFamily — ”"Times”|];

12 = Line[{{1, 0}, {1, 8}}];

asympy2 = Graphics[{Dashed, Black, 12 }];
1x21 = Line[{{0, 2}, {4.2, 2}}]

asympx21 = Graphics[{Dashed, Black, 1x21 }];

Show [{CV2dd, CV2dd2, asympx2l, asympy2}, PlotRange — All,
FrameLabel — {Style ["T/\!\(\*SubscriptBox [\ (T\),_-\(c\)]\)"”,
FontFamily — "Times”, Italic , 14],
Style [7\!\ (\* SubscriptBox [\ (C\), .\ (\[Nu]\)]\) 7,
FontFamily — "Times”, 14]},
LabelStyle — Directive [Black, 10, FontFamily — ”Times”],
FrameTicks — {{{{0., 707}, {2., "2Nk"}, {4., 74”7}, {6., 76"}, {8.,
"8”}}, None}, {{{0., 707}, {1., 7”17}, {2., 727}, {3., 7”3”7}, {4.,
"47}}, None}}]
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Apéndice F
Capacidad calorifica a presion
armonica constante Cp

En este apéndice se coloca el c6digo asociado a la gréifica[6.2] que es el comportamiento
de capacidad calorifica a presion armoénica constante como funcién de la temperatura para
un gas ideal de bosones confinado en una trampa armoénica 2D, considerando £ = A = 1.

T2d = Table|
T /. FindRoot |
PolyLog[2, Exp[—a/T |] ((T )"2) = Zeta[2], {T, 1}], {a, 0.00001,

10, 0.01}];
Cp2d[T-, a_] :=
3 PolyLog|[1, Exp[—(a/T)]] PolyLog[3, Exp[—(a/T)]]/
PolyLog|2,
Exp[—(a/T)]]"2 ((3 PolyLog[3, Exp[—(a/T)]])/
PolyLog[2, Exp[—(a/T)]] — (2 PolyLog[2, Exp[—(a/T)]])/

PolyLog (1, Exp[—(a/T)]]);
CP2d = Cp2d[T2d, Range[0.0001, 10, 0.01]];
cps2d = Partition [ Riffle [T2d, CP2d], 2];

Cp2dd = ListLinePlot [c¢ps2d, PlotRange —> All, Frame —> True,
Axes — False, PlotStyle — {Blue, Thick},
FrameLabel — {Style ["T/\!\(\*SubscriptBox [\ (T\),-\(c\)]\)",
FontFamily — ”Times”, Italic, 10],
Style ["\!\ (\*SubscriptBox [\ (C\),-\(p\)]\) ",
FontFamily — ”"Times”, 10]},
LabelStyle — Directive [Black, 10, FontFamily — "Times”|,
FrameTicks — {{{{3., "3Nk”}, {6., 76”7}, {10., 7107}, {14.,
"147%, {18., 7187}, {22., 72271},
None}, {{{1., 717}, {2., 72"}, {3., 7”37}, {4., "4”}}, None}}];
1 = Line[{{1, 0}, {1, 23}}];
asympy = Graphics[{Dashed, Black, 1}];
1x2 = Line[{{0, 3}, {7, 3}}];
asympx2 = Graphics[{Dashed, Black, 1x2}];

Show [{Cp2dd, asympx2, asympy }]
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Apéndice G

Coeficiente de expansion térmica aT

En este apéndice se coloca el cdigo asociado a la grafica[6.3] que es el comportamiento
de coeficiente de expansiéon térmica para un gas ideal de bosones confinado en una trampa
armoénica 2D como funcién de la temperatura, considerando k = h = 1.

T2dA = Table|
T /. FindRoot |
PolyLog[2, Exp[—a/T ]] ((T )"2) = Zeta[2], {T, 1}], {a, 0.00001,

35, 0.01}];
AT2d[T_, a_] :=
1/T PolyLog[1, Exp[—(a/T)]]/
PolyLog|2,
Exp[—(a/T)]] ((3 PolyLog|3, Exp[—(a/T)]])/
PolyLog[2, Exp[—(a/T)]] — (2 PolyLog[2, Exp[—(a/T)]])/

PolyLog[1, Exp[—(a/T)]])

At2d = AT2d[T2dA, Range[0.0001, 35, 0.01]];
ats2d = Partition | Riffle [T2dA, At2d], 2];

aT2dd = ListLinePlot [ats2d , PlotRange — All, Frame —> True,
Axes —> False, PlotStyle — {Blue, Thick},
FrameLabel — {Style ["T/\!\ (\*SubscriptBox [\ (T\),-\(c\)]\)"”,
FontFamily — "Times”, Italic, 10],
Style ["\!\ (\*SubscriptBox [\ (\[Alpha]\), . \(T\)]\) ",
FontFamily — ”Times”, 10]},
LabelStyle — Directive [Black, 10, FontFamily — "Times”],
FrameTicks — {{{{0., 70”7}, {2., 727}, {4., 747}, {6., 76"}, {8.,
”8”}, {10, 7710»}}’
None}, {{{0., 707}, {1., 717}, {2., 727}, {3., 737}, {4.,
747y 5., "5}, {6., 767}, {7., "7}, {8., "8”}, {9., "9"}},
None}}]
12 = Line[{{1, 0}, {1, 8}}];
asympy2 = Graphics[{Dashed, Black, 12 }];
Ix0A = Line[{{0, 0}, {9.2, 0}}];
asympx0A = Graphics[{Dashed, Black, Ix0A }];

Show|[{aT2dd, asympy2, asympxOA }]
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Apéndice H
Compresibilidad isotérmica

En este apéndice se coloca el cdigo asociado a la grafica[6.3] que es el comportamiento
de Compresibilidad isotérmica como funcién de la temperatura para un gas ideal de
Bosones confinado en una trampa armoénica 2D, considerando k = h = 1.

KT2d[T_, a_] := 1/T PolyLog|[1l, Exp[—(a/T)]]/PolyLog|[2, Exp[—(a/T)]]
Kt2d = KT2d[T2dA, Range[0.0001, 35, 0.01]];
kts2d = Partition|[Riffle [T2dA, Kt2d], 2];

kT2dd = ListLinePlot [kts2d , PlotRange — All, Frame —> True,
Axes —> False, PlotStyle — {Blue, Thick},
FrameLabel — {Style ["T/\!\ (\*SubscriptBox [\ (T\),-\(c\)]\)"”,
FontFamily — "Times”, Italic, 10],
Style ["\!\(\+SubscriptBox [\ (\ [Kappa] \) -\ (T\)]\) .
FontFamily — "Times”, 10]},
LabelStyle — Directive [Black, 10, FontFamily — "Times”],
FrameTicks — {{{{0., 70”7}, {1., 717}, {2., 727}, {3., 7”37}, {4.,
Wy, {5 757} {6, 767},
None}, {{{0., 707}, {1., 717}, {2., 727}, {3., 737}, {4.,
747y {5, 7’57}, {6., 76"}, {7., "7}, {8., "8"}, {9., "9"}},
None } }];
12 = Line[{{1, 0}, {1, 8}}];
asympy2 = Graphics[{Dashed, Black, 12 }];
Ix0A = Line[{{0, 0}, {9.2, 0}}];
asympx0A = Graphics[{Dashed, Black, Ix0A }];

Show [{ kT2dd, asympy2, asympxOA }]
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Apéndice 1
Funcion de correlacion
densidad-densidad

En este apéndice se coloca el codigo asociado a la gréfica [7.1] que corresponden al
comportamiento de la funcion de correlacion densidad-densidad

T2 = Table]|
T /. FindRoot |
Pol}}iLog[Q, Exp[a/T |] ((T )"2) = Zeta[2], {T, 1}], {a, —10, 0,
0.1}];

Mu = Range[—10, 0, 0.1];

Ge[ro, wo, n., m, T_] := 4 (Sqart[w/\[Pi]]) Exp[—w r"2] ((\!\(
\#*UnderoverscriptBox [\ (\ [Sum]\), \(i = 0\), \(n\)]
\*FractionBox [\ (LaguerreL[i, w\

\+SuperseriptBox [\ (r\). \(2\)]]\), \(Exp|

\#FractionBox [\ (w \((2\ i + 1)\) —m\), \(T\)]] — 11)]\))"2)
Mu[[100]]

—0.1

(+ mu=—10 y Omega=1 +)

20 = Ge[Range[0, 3, 0.1], 1, 100, Ma[[1]], T2[[1]]];

g02 = Gc[Range[0, 3, 0.1], 1, 500, Mu[[1]], T2[[1]]];

x = Table[i, {i, 0, 3, 0.1}];

difg0 = Table[Abs[g0O[[i]] — g02[[i]]], {i, 1, Length[x]}]

(xcomo la diferencia es muy peque a las graficas esperadas se van a

super ponerx)

(*Hacemos la tabla de la  ltima %)
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gp02 = Table[{x[[i]], g02[[i]]/Max[g02]}, {i, Length[x]}];
(* hacemos omega = 0.1 x)

gl = Gc[Range[0, 3, 0.1], 0.1, 600, Mu[[1]], T2[[1]]]:

gl2 = Gc|[Range[0, 20, 0.05], 0.1, 800, Mu[[1]], T2[[1]]];
xbn = Table[i, {i, 0, 20, 0.05}];

(*Hacemos una diferencia *)

difgl = Table[Abs[gl[[i]] — gl2[[i]]], {i, 1, Length[x]}]

gpl2 = Table[{xbn[[i]], gl2[[i]]/Max[gl2]}, {i, Length[xbn]}];
(+graficamos gpl2 y gp02x)

Grgp02 = ListLinePlot [gp02, PlotStyle — {Red, Thick }]

Grgpl2 =

ListLinePlot [gpl2, PlotStyle — {Blue, Thick}, PlotRange — All]
Show [ Grgp02, Grgpl2]

(*Como practicamente son las mismas, ya no hacemos para otro omega \
m s peque o, entonces para mu=—10 , omega = 0.1 y n=800x)

(*se procede a hacer una partici n mas peque a de r para que la \
funci n quede mejor, por lo que la grafica que ya aparece es despues \

de esta correcci n*)

(* Para mu= —1 omega=0.1+%)
f0 = Gc[Range[0, 3, 0.1], 0.1, 500, Mu[[91]], T2[[91]]];

f02 = Ge[Range[0, 3, 0.1], 0.1, 800, Mu[[91]], T2[[91]]];
diff0 = Table[Abs[f0[[i]] — f02[[i]]], {i, 1, Length[x]}]
(+con omega = 0.01+%)

f1 = Gc|[Range[0, 20, 0.05], 0.01, 1400, Mu[[91]], T2[[91]]];
f12 = Ge[Range[0, 3, 0.1], 0.01, 1200, Mu[[91]], T2[[91]]];

diffl = Table[Abs[f1[[i]] — f12[[i]]], {i, 1, Length[x]}]
(*Hacemos las raficas para omega = 0.1 y omega =0.01%)

fp02 = Table[{x[[i]], £02[[i]]/Max[f02]}, {i, Length[x]}];

Grfp0 = ListLinePlot [fp01, PlotStyle — {Red, Thick}]
fpl = Table[{xbn[[i]], f1[[i]]/Max[f1]}, {i, Length[xbn]}]
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Grfpl = ListLinePlot [fpl, PlotStyle — {Blue, Thick }]

Show [ Grfp0, Grfpl]

(#*Como practicamente son las mismas, ya no hacemos para otro omega \
m s peque o, entonces para mu=—I1 , omega = 0.01 y n=1400%)

(*se procede a hacer una partici n mas peque a de r para que la \
funci n quede mejor, por lo que la grafica que ya aparece es despues \
de esta correcci n*)

(*Para mu= —0.1 omega=0.1x)

x2 = Table[i, {i, 0, 5, 0.2}];

h0 = Gc|[Range[0, 5, 0.2], 0.1, 500, Mu[[100]], T2[[100]]];

h02 = Gc[Range[0O, 5, 0.2], 0.1, 800, Mu[[100]], T2[[100]]];

difh0 = Table[Abs[hO[[i]] — h02[[i]]], {i, 1, Length[x2]}]
(+con omega=0.01x)

hl = Ge[Range[0, 5, 0.2], 0.01, 1000, Mu[[100]], T2[[100]]];
h12 = Gc[Range[0, 5, 0.2], 0.01, 1200, Mu[[100]], T2[[100]]]:

difhl = Table[Abs[hl[[i]] — h12[[i]]], {i, 1, Length[x2]}
]

]
hp02 = Table[{x2[[i]], h02[[i]]/Max|[h02]}, {i, Length[x2]}];

Grhp0 = ListLinePlot [hp02, PlotStyle — {Red, Thick }]
hpl2 = Table[{x2[[i]], hl12[[i]]/Max[h12]}, {i, Length[x2]}];

Grhpl2 = ListLinePlot [hpl2, PlotStyle — {Blue, Thick }]
Show [ Grhp0O, Grhpl2]
(*Como aun se despegan , hacemos otro omega = 0.001 %)

(+con omega=0.001x)

x3 = Table[i, {i, 0, 5, 0.5}]
h2 = Gc[Range[0, 5, 0.5], 0.001, 10000, Mu[[100]], T2[[100]]]:

h22 = Ge[Range[0, 20, 0.05], 0.001, 10500, Mu[[100]], T2[[100]]];

difh2 = Table[Abs[h2[[i]] — h22[[i]]], {i, 1, Length[x3]}]
hp22 = Table[{xbn[[i]], h22[[i]]/Max[h22]}, {i, Length[xbn]}]

(+graficamos x)

Grhp22 = ListLinePlot [hp22, PlotStyle — {Green, Thick}|
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(*superponemos las 3 graficasx)
Show [ Grhp0, Grhp22, Grhpl2]
(¥*Como practicamente las ultimas 2 son las mismas, ya no hacemos para \
otro omega m s peque o, entonces para mu=—0.1 , omega = 0.001 y \
n=10,500+)
(*Para el siguiente wvalor de MU tenemos que wvolver a coorrer el find \
root con una particion m § peque a pues ya no est definido el wvalor \
mu=—0.01+x)
(+* Para mu=—0.01+%)
T22 = Table|
T /. FindRoot |
PolyLog[2, Exp[a/T ]] ((T )°2) — Zeta[2], {T, 1}], {a, —0.01, 0,
0.001}];
Mu2 = Range[—0.01, 0, 0.001];
Mu2[[1]]
(+*Para omega = 0.01 %)
joO = Gc[Range[0, 5, 0.5], 0.01, 1000, Mu2[[1]], T22[[1]]];
j02 = Gc[Range[0O, 5, 0.5], 0.01, 1200, Mu2[[1]], T22[[1]]];

difj0 = Table[Abs[jO[[i]] — jOo2[[i]]], {i, 1, Length[x3]}]
(*Para omega = 0.001 %)

jl = Ge[Range[0, 5, 0.5], 0.001, 10000, Mu2[[1]], T22[[1]]];
j12 = Ge[Range[0, 5, 0.5], 0.001, 10500, Mu2[[1]], T22[[1]]];
(soraficamon tas dios anterioress) | VEREOD]
jp02 = Table[{x3[[i]], jo2[[i]]/Max[jO2]}, {i, Length[x3]}];
Grjp0 = ListLinePlot [jp02, PlotStyle — {Red, Thick}]

jp12 = Table[{x3[[i]], j12[[i]]/Max[j12]}, {i, Length[x3]}];

Grjp2 = ListLinePlot [jpl2, PlotStyle — {Blue, Thick }]
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Show [ Grjp2, Grjp0]

(*Se despegan un poquito asi que vamos a haer otro omega= 0.0001 x)
j2 = Ge[Range[0, 5, 0.5], 0.0001, 90000, Mu2[[1]], T22[[1]]];

Xbn = Table[i, {i, 0, 20, 0.5}];

j22 = Gc[Range[0, 20, 0.1], 0.0001, 90500, Mu2[[1]], T22[[1]]];
difj2 = Table[Abs[j2[[i]] — j22[[i]]], {i, 1, Length[x3]}]

jp22 = Table[{Xbu[[i]], j22[[i]]/Max[j22]}, {i. Length[Xbn]}]:

Grjp22 = ListLinePlot [jp22, PlotStyle — {Green, Thick }]

Show | Grjp22, Grjp2]

(*Hacemos export de los puntos con un intervalo en z mas fino y m s grande
1 = Line[{{0, —0.05}, {0, 1.5}}];

asympy = Graphics[{Dashed, Black, 1}];
12 = Line[{{0, 0}, {15, 0}}];
asympx = Graphics[{Dashed, Black, 12 }];

Gl = ListLinePlot [Import|[”Mu_10_Omega_ 0.1 _n_800.dat”],
PlotRange — All, PlotStyle — {Red, Thick}]
G2 = ListLinePlot [Import | "Mu_1_Omega_0.01 _n_1400.dat”],
PlotRange — All, PlotStyle — {Magenta, Thick}]
G3 = ListLinePlot [Import|[”Mu.0.1 _Omega_0.001 _n_10500.dat”],
PlotRange — All, PlotStyle — {Blue, Thick}]
G4 = ListLinePlot [Import | "Mu.0.01 _Omega_0.0001 -n_90500_Prueba.dat”],
PlotRange — All, PlotStyle — {Orange, Thick}]
Show[{G1l, G2, G3, G4, asympy, asympx, Gri2},
PlotRange — {{0, 10}, {—0.05, 1.1}}, Frame — True, Axes —> False,
FrameLabel — {Style[”r”, FontFamily — "Times”, Italic , 15],
Style[”Correlaci n”, FontFamily — ”Times”, 15]},
LabelStyle — Directive [Black, 15, FontFamily — "Times” |]
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