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Sobre Torneos

Introduccién

En este trabajo presentamos un estudio sobre una estructura denominada
torneos Round Robin o conocida simplemente como torneos. El nombre
proviene del hecho de que esta estructura representa precisamente un
torneo Round Robin, esto es, un torneo donde cada pareja de jugadores o
equipos se enfrentan exactamente una vez en juegos donde no puede
haber empate.

Aunque la estructura de torneo se podria pensar como muy restrictiva, es
una estructura que se presenta en un gran numero de fendmenos tales
como relaciones de dominacion entre especies o miembros de alguna
especie o también estructuras definidas por preferencias (de productos a la
venta, candidatos a puestos, etc.). Pongamos como ejemplo que queremos
conocer la estructura de preferencias de una persona sobre un conjunto
de productos. A esta persona se le pedira que por cada pareja de
productos, exprese su preferencia entre ellos (sin admitir empates en las
preferencias). La estructura resultante es un torneo.

Producto 7
Prooducto 2 T N FProoucto 3
Producio 4

Podemos observar en este caso, que el producto 2 fue el preferido de entre todos los demds productos
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El presente trabajo estd ordenado de la siguiente manera. En la primer
seccion se ofrecen las definiciones basicas y notacion necesarias para el
desarrollo del tema. El Capitulo 2 presenta resultados generales sobre los
torneos. La tercera parte del trabajo trata de la transitividad en los torneos
y se presentan resultados al respecto. El Capitulo 4 se adentra en los
llamados torneos fuertes y en la ultima parte del escrito se presenta como
es que existen ciertas estructuras cuya aparicion es inevitable en los

torneos.
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Capitulo 1

Notacion y definiciones

Presentaremos las definiciones y notacion que debemos tener presentes
durante el desarrollo del presente trabajo.

Una gréfica dirigida o digrdfica D consiste en un par ordenado de
conjuntos (V(D),F(D)) donde V(D)={v;,v,,...,v,} €s llamado el conjunto de
vértices de D y F(D) es un conjunto de parejas ordenadas de elementos
de V(D) llamados flechas.

Cada flecha (v;,v;), se dice que esta orientada y que va dirigida del

vértice v; al vértice v; y se representa como v,.

Si cada flecha de D es una pareja de vértices distintos, se dice que D es
irreflexiva, y si no hay flechas iguales, se dice que D es simple.

En este trabajo solo consideraremos digraficas simples e irreflexivas.

-
. e
Frreffexiva Reflexiva

Figura 1.1
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Si uv € F(D), entonces se dice que u es /in-vecino de v y que v es ex-

vecino de u.

Dada una flecha vu € F(D), al vértice v lo llamamos vértice inicial de la
flecha v y al vértice u lo llamamos vértice final de la flecha vu.

El ex-grado de un vértice v € V(D), denotado como dj(v), es el numero
de ex-vecinos dewv, es decir, la cantidad de flechas que salen de v a
otros vértices de la digrafica. De la misma manera, el in-grado dj(v), es
el numero de in-vecinos de v o la cantidad de flechas que llegan a este
vértice.

Una fuente de una digrafica es un vértice con ex-grado positivo y cero in-
grado. Un pozo es un vértice con in-grado positivo y cero ex-grado.

o Yi
\. v; una fuente de D con d*(v) = 3
// \ v; un pozo en D con d~(v) = 4
V; \
Figura 1.2

Denotemos como A*(D) al maximo ex-grado de la digrafica D y por medio
de A~ (D) al maximo in-grado de la digrafica D.

De la misma manera, 6*(D) y 8 (D) denota al minimo ex-grado y el
minimo in-grado respectivamente de la digrafica D.

El orden de una digrafica D es el numero de vértices de D.

Una flecha vy, de una digrafica D es asimétrica si vy, no es flecha de
D. Una digrafica es asimétrica si todas sus flechas son asimétricas.
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asimétrica simétrica

Figura 1.3

Se dice que una digrafica D es transitiva si para tres diferentes vértices

v;, v, Vg, S€ cumple que, si v, Vv, € F(D) entonces v,y € F(D).

Uj [ —>0 Vg

Figura 1.4

Se le llama completa a aquella digrafica en la que para cualesquiera dos
vértices v;,v; € V(D), tenemos que wvv, € F(D) O v, €F(D).

PN

°o——>

Figura 1.5
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Una digrafica D= (V(D'),F(D")) es una subdigrédfica de D=(V(D),F(D)) si
V(D)< V(D) y F(D") < F(D).

Dado un vértice v de D, denotamos como D\v a la digrafica donde
V(D\v) = V(D)\{v} y F(D\v) = F(D)\{uw € F(D):v =w6v = u}.
Similarmente, dado U < V(D), denotaremos como D\U a la digrafica donde
V(D\U) = V(D)\U y F(D\U) = F(D)\{uw € F(D):w € U 6u € U}.

T N T | . \ |
e<—o oE—m 0/
Digréfica D Subdigréfica D’
Figura 1.6

Dado U cV(D), la subdigréfica inducida por U, denotada por D [U] es la
subdigrafica de D donde V(D[UD =U, yvv' € F(D[U]) siysoélosi vy €
F(D) y v, v evV.

D U U’
/ '\ / / \ / ° K '\ /
o—— o o————>o ° °
\‘ V;
Digréfica D Subdigréfica U inducida Subdigrafica U’, no inducida

Figura 1.7
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Dados dos vértices u,v €V(D), un uv—camino €S unha Ssecuencia

alternante de vértices y flechas de D de la forma

Uy, UgUy, Uy, Uglsz, Ug e, Up_1Un,U, €N donde u=u, y v =u,. Para abreviar, si

la digrafica es simple, se puede escribir u u, ...u,.

Se dice que un camino es completo si contiene todos los vértices de la

digrafica.
Si hay un uv —camino, entonces se dice que v es alcanzable poru.

La distancia de u a v, denotada como dp(u,v), es la longitud del uv-
camino mas corto, siendo la longitud de un camino, el numero de flechas

que hay en él.

D v

Podemos observar que hay mds de un camino de u av

Figura 1.8
o / <———— o
. R /
Trayectoria de longitud= 3 Ciclo de longitud =4
Figura 1.9

Se le llama trayectoria a un camino en el que todos los vértices vy
flechas son distintos.
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Si una trayectoria pasa por todos los vértices de una digrafica D, se dice
que es una trayectoria completa o hamiltoniana.

Un camino de longitud positiva en el que solo el primero y el ultimo

vértice son el mismo, es un ciclo o ciclo dirigido.

Una digrafica es fuertemente conexa o fuerte, si cada pareja de vértices
son mutuamente alcanzables. Una componente fuerte de una digrafica D
es una subdigrafica de D que es fuerte y que es maxima con dicha
propiedad. Esto es, si D’ es una componente fuerte de D, para todo
subconjunto no vacio S de V(D)\V(D’), la subgrafica inducida por V(D) US
no es fuerte.

Sea D 2 v, /
vs ) 11
Figura 1.10
A 121 v,

Vg

Tenemos A un componente fuerte de D. Notemos que si agregamos el vértice vy, ya no se
cumple con la condicién de fuerte, es decir, tenemos que en A ningin vértice es alcanzable

por vyy.

Figura 1.11
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La condensacién D* de una digrafica D se define como la digrafica cuyos
vértices son las componentes fuertes de D, y para cada par S;,S; € V(D"),
ﬁ € F(D*) si y sOlo si hay una flecha en D, de algun vértice de S; a un

vértice de ;.

A 2 v, B Vg

DX =\

o<— o
Ve v\ V10 V11
° °

Las componentes fuertes de D son las digrificas de D inducidas por los conjuntos de vértices Ay B.

A o—————— > B
Condensacion D*

Figura 1.12

Dadas D, yD, dos digraficas de n vértices, decimos que D, es isomorfa a
D, si y sOlo si existe f:V(D;)—-V(D,) biyectiva tal que para cada
v, v; €V(Dy), vy € F(Dy)siysolosi f(v)f(v,)) € F(Dy).

D, b D, vy fla) =v,
= ° f(b) = v,
/ \ fle)=v;
% e
c a v, Vs

Figura 1.13
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Capitulo 2

Torneos

Un torneo es una digrafica asimétrica y completa. En la Figura 2.1
podemos ver todos los torneos, salvo isomorfismo, de orden 1, 2, 3 y 4.
No es dificil ver que si T es un torneo, entonces para cada U < V(T),
T[V(T)\U] y T[U] son torneos también.

AN
VANGANGZNGAN

Figura 2.1

10
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Por definicibn de torneo, sabemos que un vértice solo se relaciona una
vez (asimetria) con cada uno de los demas vértices (completo), entonces,

si v es cualquier vértice de un torneo T con p vértices, tenemos que

dr(v) + dr(v) =p—1.

Ademas, el que un torneo T sea completo y asimétrico significa que cada
pareja de vértices son los extremos de exactamente una flecha, por tanto,
la cantidad de flechas de T es exactamente el numero de parejas de
vértices de T, a saber

(P) pt  _pE-D@E-2)_ 1 p(p —1).

2) = p-2)2 (p-2)120 2

Dado un torneo T, con V(T) ={v1,v2,...,vp}, la sucesion de ex-grados del
torneo T es la sucesion ordenada de enteros (s;,sz,..,s,) donde d7(v;) = s;
para 1<i<p. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que los
vértices v; han sido ordenados de tal forma que s; < s, <..< s),.

El siguiente teorema, demostrado por H.G. Landau [5], nos proporciona
una condicién suficiente y necesaria para que una sucesion de enteros no

negativos sea la sucesion de ex-grados de un torneo.

Aqui s6lo presentaremos la prueba de una de las implicaciones.

Teorema 1.

Una sucesion de enteros no negativos s, < s, <..<s, €S una sucesion de
ex-grados de un torneo si y solo si:

11
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p

1
(i) 2 S; = Ep(p —-1);

i=1

y para todos los enteros positivos k < p,

k

(ii) 2 5 > %k(k ~ 1.

i=1

Demostracién.

12

Sea (s;,S;,.,S, ) una sucesion ordenada de ex-grados de un torneo T
con p vertices vy,vy,..,v,. Sabemos que para cada v; €V(T), s;=
di(v;). Esto es, s; es el numero de flechas que tienen como vértice
inicial a v;. Como cada flecha del torneo tiene un Unico vértice inicial,
podemos ver que 2‘;;1 s; = Zle df (v;) es el numero total de flechas de
T, el cual es %p(p—l) por ser T una digrafica completa y asimétrica.
Asi,

1
t-15= ;p(P —1).

Ahora sea U= {v,,v,,..,v.} S V(T) y T’ el subtorneo de T inducido por
U. Entonces tenemos que la cardinalidad de las flechas de T’ es
Sy dpi(v) =5 k(k - 1).

Claramente, para cada v; € U, d;’,(vi) < df(v;) y entonces
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Torneo T conp =4

v, U3
Sea T[U] el torneo inducido por los vértices v,,v3yv,. Observamos que la flecha v,v, ¢ F(T[U)),

aunque v, € V(T[U])

Figura 2.2 1]

Si un torneo T tiene una fuente v, entonces, todos los vértices de T son
ex-vecinos de v, la distancia de la fuente a cada vértice es 1 y su ex-

grado es p — 1. Es claro que un torneo tiene a lo mas una fuente.

Si T no tiene una fuente, entonces habra al menos un vértice con el ex-
grado maximo, el cual es menor que p—1. El siguiente teorema nos
brinda informacion sobre una propiedad que cumplen los vértices de ex-
grado maximo.

Teorema 2.

En cualquier torneo, la distancia de un veértice con ex-grado maximo a
cualquier otro de los vértices es 1 0 2.

13
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Demostracion,

Sea v un vértice tal que df(v) = A*(T), y supongamos que existe

u € V(T) tal que dr(v,u) = 3.

Como d;(v,u) # 1 entonces u ¢ N*(v).

u ¢ N*(v) z4

Figura 2.3

N*(v)

Tenemos entonces que vu’ ¢ F(T) y por tanto uv’ € F(T) ya que T

es un torneo.

Y1 0\ 1.7/.

y2 7 §.0z3

Zy
°
Zq

Figura 2.4

14
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Como d;(v,u) = 3, entonces, para cada z € N*(v) zu ¢ F(T).

Figura 2.5

Y ya que T es torneo, tenemos que para todo z € N*(v), uz € F(T).

=== - o

Figura 2.6

15
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Pero entonces N*(u) 2 N* (v) u{v} y por lo tantod;(u) = df(v) +1
lo cual es una contradiccion ya que por hipétesis, tenemos que v es
un vértice con ex-grado maximo. Asi queda probado el teorema.

Del Teorema 2 se sigue una interesante consecuencia si se aplica a un
torneo Round Robin con al menos tres jugadores. Si v es un jugador con
el ex-grado maximo, es decir, un jugador tal que ningun otro jugador ha
ganado mas juegos que él, entonces cualquier jugador que derrote a v, es
un jugador que ha sido derrotado por otro jugador derrotado por v. La
doble direccion de ésta conclusidon nos dice que si v es un jugador con el
ex-grado minimo entonces, cualquier jugador derrotado por v derrota a otro
jugador que derrota a v.

El siguiente teorema nos muestra como en un torneo sin fuentes siempre
hay tres vértices tales que todos los demas vértices estan a muy corta

distancia de ellos.

Teorema 3. [Hararyy Moser [3]]

Si un torneo T no tiene fuentes, entonces existen al menos tres vértices

V1, V,,v3 € V(T) lales que para todo u € V(T), dr(v;,u) < 2,para i =1,2,3.

16
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Demostracion,

Sea v, €V(T) tal que df(v;) = A*(T). Por el Teorema 2 para

todo u € V(T) tenemos que d;(vi,u) < 2.

Por hipétesis sabemos que T no tiene fuentes, es decir, 97 (T) >0, y
entonces N~ (v;) # @. Sea v, un vértice con ex-grado maximo en el

torneo inducido por N~ (v;).

41
/”7
A
id /
’a” i
[-) /' [
) yd
o °
Figura 2.7

Sea z€e V(T). Size N*(v,), entonces como v,v;,v,Z € F(T),

dr(vy,2) < 2.

Figura 2.8

17
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Size N (v,), entonces z estd en el torneo inducido por N~ (v,) en el
cual v, es un vértice de ex-grado maximo, entonces por el Teorema
2 tenemos que, dry-u,)(v2,2z) <2. Entonces v,Z € F(T[N~(vy)]) 0
bien, existe weN~(v,) tal que wv,w, wz € F(T[N (v;)]). Como
T[N~ (v,)] es subtorneo de T, entonces 7v,Z € F(T) o bien, existe
weN(v,) €V(T) tal que v,w, wz € F(T) y asi dy(v,,2) < 2.

Figura 2.9

Figura 2.10

Como por hipétesis no hay fuentes, entonces N~ (v,) # 0. Veamos

los dos unicos posibles casos.

Caso 1. N~ (v;) N N~ (v,) # @.
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Sea A=N"(v;)n N~ (v,) # . Sea v; un vértice de ex-grado maximo

enT[A].SeazeV(T).Size N*(v;) U N*(v,), entonces es facil ver que
dT(vg,Z) < 2.

V3€A

Py
N>/

N*(v1) UN*(v;)

Figura 2.11

Siz¢ N*(vi) U N*(v,) entonces ze A=N"(vy)N N (vp), Yy Z €S un
vértice del torneo inducido por 4. Como v; es un vértice de ex-grado
maximo en T[A] por el Teorema 2 vemos que dr,(v3,2z) < 2. Como
T[A] es un subtorneo de 7, de manera analoga a lo Vvisto

previamente concluimos que la d;(vs3,2z) < 2.

Caso 2.N"(v;) N N~ (v,) = 0.

En este caso tenemos que N*(v;)nN N~ (v,) #® pues N~ (v,) # 0.
Sea B=N*(v) )N N (v,)#0 y sea wv; un vértice de ex-grado
maximo en T[B]. Sea z e V(T). Si z€ N*(v,), vemos que dy(vs,z) <
2 (ver Figura 2.12). Si ze N~ (v,), entonces ze N*(v;) ya que
N (v;)n N (v,) =@, es decir, z € B. Por tanto, z estd en el torneo
inducido por B del cual v; es un vértice de ex-grado maximo. De
manera analoga a los caso anteriores, vemos que d;(v3,z) <2 y asi
queda demostrado el teorema.

19
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v
le

1)
B\
v
< /. 2
N*(v;)
Figura 2.12
A continuaciobn veremos varios resultados que nos hablan del
comportamiento de los torneos con respecto de los ciclos y de las

trayectorias. El siguiente teorema de L. Rédei [7] es posiblemente el
resultado mas conocido sobre torneos.

Teorema 4

Todo torneo tiene una trayectoria completa.

Demostracion,

Sea T un torneo de n vértices y sea Q = (vq,v,, ..., 1) UNa trayectoria
de longitud maxima en T.

Supongamos que p<n. Entonces existe v € V(T) tal que no esta en
la trayectoria Q.

20
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v
°
° >0 o ° Q... o—>o
(2 Uy VU3 Uy Vg Vp
Figura 2.13

Por ser T torneo, sabemos que v, v € F(T) 6 vv, € F(T).

Si vv; € F(T), entonces la trayectoria v,v;,v,,..,v, € mas larga que

Q, lo cual no es posible. Entonces v,v € F(T).

v
° >0 ° ° Q... o—>o
2 Uy VU3 Uy Vg Vp
Figura 2.14

De forma analoga tenemos que v,v €F(T) 6 vv, EF(T) Yy Si
v,v’ € F(T) entonces la trayectoria v;,v,,..,v,, v €s mas larga que @,
lo cual no es posible. Entonces vv,” € F(T).

21
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22

> Q... o——>o0

vy v, Vg Uy Vg v

Figura 2.15

Como wvv, vy, €F(T) debe de existr 1<i<p-1 tal que
vv €F(T) y vv4, € F(T).

v
°
0—>0—>eo..... O.. °o o—>o
U1 ) U3 Vi Vit1 Up
Figura 2.16

Pero entonces la trayectoria vy, vy, ..., v;, v, V41, ..., 7, €S Mas larga que

Q lo que también contradice la hipétesis.

Entonces, si Q es la trayectoria mas larga no puede haber vértices
que no estén en @ pues si no habria una contradiccion. Por lo tanto
en Q estan todos los vértices y Q es completo.
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El siguiente lema nos muestra que la existencia de un ciclo dirigido
en un torneo implica la existencia de un ciclo dirigido de longitud
tres, también llamado triangulo dirigido o ciclico, en el mismo torneo.

Lema 1.
T es un torneo que contiene al menos un ciclo dirigido si y sélo si

T tiene un triangulo dirigido.

Demostracion.

Sea 7T un tormeo con al menos un ciclo dirigido. Sea
c= (v,V3,03...,0,v;) €l ciclo dirigido mas pequefio en T vy
supongamos que no es un tridngulo dirigido, esto es, r = 4.

.ﬁﬁ. ............. H.
%1 (%) VU3 Uy
Figura 2.17

Tenemos que 7 es un torneo, entonces sabemos que v v; €
F(T) 6 vzv; € F(T). Por lo tanto, si v,v; € F(T), (vi,vs,..,0,v;) €S
un ciclo mas pequefo que c Y si vzv; € F(T), (vqy,v,v5,v,) €S UN
ciclo mas pequefio que c¢. En cualquier caso, al suponer que el ciclo
mas pequeilo en 7 no es un triangulo dirigido, llegamos a una

contradiccion.
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Caso vvz €T

Caso vzv; € T

Figura 2.18
Por lo tanto, si 7 contiene al menos un ciclo, el mas pequefio es un
triangulo dirigido.

Nos podemos dar cuenta de que el regreso es evidente ya que un

triangulo dirigido, es un ciclo dirigido.

7.73 ° —>0 vZ

Figura 2.19
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Lema 2.

S/ un torneo T no tiene pozos, o no tiene fuentes, entonces contiene

un ciclo.

Demostracion.

Sea T un torneo y sea P = (v, v, ..,13,) la trayectoria mas larga en
7. Si T no tiene pozos, dr(v,) >0 y entonces existe y tal que
7,y € F(T).

Ya que tenemos que P es de longitud méaxima, entonces y € V(P).
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que y = v; y entonces,

(Vi) Vig1, -, Vp, v;) €S UN Ciclo en T.

Figura 2.20

Por lo tanto, si el ex-grado mas pequefno en el torneo 7 es mayor a
cero, entonces hay un ciclo en él.

En el caso en que el torneo no tenga fuentes, la prueba se sigue
de manera analoga observando ahora el comportamiento de v, en P.
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Ahora veremos un resultado que nos muestra una propiedad que deben

cumplir las secuencias de ex-grados de un torneo.

Teorema 5 [Hararyy Moser [3]]

Sea T un torneo con una sucesion de ex-grados s, < s, < -+ < s,. Entonces

cada uno de los ex-grados s, satisface la desigualdad
1 1
E(k_l) < s Sz(p+k—2).

Demostracién.

Sea T un torneo cuya sucesion de ex-grados es s; <s, < <s,.

Primero probaremos que para cada sy, %(k —1) < sy.

Supongamos que existe k tal que sk<%(k—1). Entonces, como
para i <k, s; <s, vemos que s; < %(k —1) para i=1.2,..,k, por lo
que Zf=151<k%(k—1) lo cual es una contradiccion, pues por el
Teorema 1, sabemos que Y¥ ,s; > %k(k— 1).

1 . .
Ahora veremos que para cada sy, si <s(+k-2). Si cambiamos la
direccibn de cada una de las flechas del torneo 7, obtenemos el
torneo T con la sucesion de ex-grados, p—1—s,<p—1-s,4 <

e <p—1-—-s;.
Renombremos los ex-grados de T.
Sea s;=(p—1)—sp

s;=@—-1) —sp-1;

s3=@—1) —sp_y;
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Asi, la sucesion sj,s;,...,s,; es la sucesion de ex-grados del torneo T,

donde s{;; =(p—1) —s,_, para cada 0<St<p-1,y s{ <s; < <s,.

Sea k=p—t. Como vimos al inicio de la prueba de este teorema,

%(t +1-1)<s{,; Yy como s;,; = (p—1) —s,, entonces

<sip1=(@—1) — sy,

N| =~

por lo que

p—k 2p—2-p+k p+k-2
2 2 2

1
Se<(p-D-5t=(p-1)-

concluyendo la prueba del teorema.

Antes de finalizar este capitulo, veremos un resultado que nos muestra
una propiedad de las condensaciones de los torneos.

Lema 3.

La condensacion de un torneo, es un torneo.

Demostracion.
Sea T un torneo y T’ su condensacion.

Sean S;, S, dos vértices de T'.
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Como T es torneo, existen flechas que van de S; a S, y/o flechas
que van de S, a S;. Asi que T’ es una digrafica completa.

Ahora veremos que es asimétrica.

Supongamos que no lo es, esto es, existen S;,S, € V(T') tales que
$:S,, S,8, € F(T"). Entonces en T existen flechas que van de S; a
S, y flechas que van de S, a S;.

Sean uy,v; € V(S)) Y uy, v, € V(S,) tales que uju,, v,v; € F(T).

Sean w; € V(S;) ¥ w, € V(S;). Como S; es fuerte, u; es alcanzable

por w; y como uju, € F(T), u, es alcanzable por w;.

Como S, es fuerte, w, es alcanzable por u,, por lo que w, es
alcanzable por w;.

Por otro lado, como S, es fuerte, u, es alcanzable por w,, y como
v,v; € F(T), u, es alcanzable por w,. Como S, es fuerte, w; es
alcanzable por v;, por lo que w; es alcanzable por w,.

Figura 2.21
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Asi w, es alcanzable por w, y w, es alcanzable por w;, esto es,
toda pareja de vértices de V(5)UV(S,) son mutuamente

alcanzables, contradiciendo el que S; y S, son componentes fuertes.

Por lo tanto la condensacion de un torneo es una digrafica completa
y asimétrica y queda demostrado el teorema.
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Capitulo 3

(QUE TAN ORDENADO ES UN TORNEO?

El resultado del Teorema 4 nos permite ver que es posible ordenar a
todos los vértices v,,v,,...,v, de un torneo T de tal manera que para cada

1<i<n-1, vy, € F(T). Sin embargo, nos encontramos con que un
torneo puede tener mas de una trayectoria completa, haciendo que este
orden no sea Unico. Este problema de no poder dar un orden “natural’ a
los vértices de un torneo se hace evidente al notar que un torneo no tiene
por qué representar un orden complefo, esto es, no necesariamente existe
una relacion uno a uno entre el conjunto de n vértices de un torneo y el

conjunto de los primeros n numeros naturales con su orden natural.

Figura 3.1
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Noétese que un orden completo es una relacién, irreflexiva, asimétrica,
completa y transitiva. Dado que cualquier torneo es irreflexivo, asimétrico y
completo, observamos que entonces un torneo que ademas sea transitivo
representara un orden completo.

A continuacién veremos un teorema que presenta varias equivalencias con

la propiedad de que un torneo sea transitivo.

Teorema 6

Las siguientes afirmaciones son equivalentes para cualquier torneo T con
p vertices.

(1) T es transitivo.

(2) T es aciclico.

(3) T tiene una unica trayectoria completa de longitud p — 1.
(4) La sucesion de ex-grados de T es (0,1,2,..,p — 1).

(5) T tiene p(p — 1)(p — 2)/6 triangulos transitivos.

Demostracion

(1) =(2)

Sea T un torneo transitivo. Obsérvese que 7 no tiene triangulos
ciclicos (ver Figura 3.2) lo cual por el Lema 1, implica que el torneo
T es aciclico.
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Figura 3.2

(2)=(5)

Si T es un torneo aciclico, vemos por el Lema 1 que 7 no contiene

triangulos dirigidos, por lo tanto todos sus triangulos son transitivos y

G

el numero total de triangulos es (%) .

(5) = (1)

Sea T con (%) triangulos transitivos, esto es con el total de sus
triangulos transitivos y sean x,y y z vértices del torneo tales que
xy,yZz € F(T). Como T es torneo xzZ € F(T) 6zx € F(T), y dado que
x,y,z no pueden inducir un triangulo dirigido, se sigue que xZ € F(T)
y por tanto 7 es transitivo.

2)=@3)

Sea T un torneo aciclico y sea (v,,v,_1,) una trayectoria maxima
en T.
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Figura 3.3

Si existe otra trayectoria maxima tiene que ocurrir que para alguna
pareja i,j, vy, con i>j y entonces v;,vj, vy, ...,v; €S un ciclo, lo

cual es una contradiccion.

I N
.H‘H. ............. .ﬁ.
Vj-1 Vj Vj+1 Vi
Figura 3.4

Por lo tanto T tiene una Unica trayectoria completa.

3)=>@

Probaremos esta implicacion por induccion sobre el numero de
vértices p. Sea T un torneo de 3 vértices con una unica trayectoria
de longitud p-1=2. Vemos que T tiene que ser el torneo transitivo de
tres vértices el cual tiene como sucesion de ex-grados 0,1,2. Ahora
supongamos que la implicacibn es cierta para todo torneo con p
vértices.
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Figura 3.5

Sea T un torneo con p+1 vértices y una unica trayectoria de

longitud p (vp41,vp, . v1). Primero veremos que d7(v;) = 0.

Supongamos que df(v;)>0 y sea k=max{i: v;v, € F(T)}. Si
k= p+1 tenemos que en T hay un ciclo completo y por tanto al
menos p + 1 trayectorias completas lo cual no es posible. Por lo
tanto vemos que V1V y Vvr € F(T). Asi
(Vp+1, Vp,.., Vk+1, V1, Vks V-1, -. V) €S Ofra trayectoria completa en T lo
cual no es posible. Asi df(v,) = 0.

Figura 3.6



Sobre Torneos

4) =

Consideremos T\v;.

Si T\v, tuviera dos trayectorias completas distintas,
2125 .2y Y X1X; ..X,, dado que d*(v,) =0, z,v;, X,v; € F(T), por lo
que z;7z;....Z, V1 Y X1X;..X,V; Serian dos trayectorias completas
distintas en 7, lo cual no es posible. Asi T\v; es un torneo de p
vértices con una Uunica trayectoria completa y por hipdtesis de
induccién, eso implica que su sucesion de ex-grados es 0,1,..p — 1.
Asi como df(v,) =0, la sucesion de ex-grados de T es 0,1,2,3..p ¥
la implicacion (3) = (4) ha sido probada.

(2)

Probaremos esta implicacion por induccion sobre el numero de
vértices p. Sea T un torneo con 3 vértices y sucesion de ex-grados
0,1,2. Vemos que ese torneo es el torneo transitivo de tres vértices
es cual es aciclico.

Ahora supongamos que la implicacién es cierta para todo torneo con
a lo mas p vértices y sea T un torneo con p + 1 vértices y sucesion
de ex-grados 0,1,2,...,p. Como dj(v,.,) =p, vemos que T\v,,,; €s un
torneo de p vértices y sucesion de ex-grados 0,1,2..,p—1. Por
hipétesis de induccion T\v,.; no contiene ciclos, por tanto, si 7 tiene
algin ciclo, debe pasar por v,,;, pero si v,,; esta en un ciclo, su in
-vecindad no puede ser vacia, pero si lo es, por lo tanto 7 no tiene
ciclos, y la implicacion ha sido probada.
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Vemos entonces que

2)=>3)=@D=>2)y D=>2)=>(5B)= ),

por lo que queda probado el Teorema 6.

Corolario 6a.

Sea T un torneo transitivo. Entonces para toda pareja x,y € V(T),d7(x) >

di(y) si y sélo si xy € F(T).

Demostracion.

36

Probaremos este resultado por induccién sobre el nUmero p de
vértices. Para p =3 vemos que el resultado se cumple.

Supongamos cierto el resultado para todo torneo transitivo de a los
mas p veértices y sea T un torneo transitivo de p+1 vértices
V1,V .., Vpyr. POr €l Teorema 6 vemos que la sucesion de ex-grados
de T es (0,1,2,..,p). Por lo que para cada 1<i<p+1, df(v;)) =i—
1.

Sea T'=T\vyy;. Como df(v,4,)=p tenemos que para todo
1<i<p, df(v,) =df(v;) y entonces la sucesion de ex-grados de T’
es (0,1,..,p—1), que por el Teorema 6 implica que es un torneo
transitivo con p vértices.

Por hipotesis de induccion, para todo par x,y € V(T"), dj:(x) > di(y)
si y sblo si xye F(T'") con lo cual vemos que para todo par
x,y €V(T)\vp41, df(x)>d7(y) si y s6lo si xy € F(T). Ahora solo
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observemos que para todo 1<i<p, dj(vys1)>di(v) Y Yy, €
F(T). De aqui se sigue el resultado.

Corolario 6b

Sean T, y T, dos torneos transitivos de orden p. Entonces T; y T, son
isomorfos.

Demostracién.

Sean T, y T, dos torneos transitivos donde V(T)) = {xy, %3 .., %,};

V(Ty) = {y1,¥2 -, %} Y supongamos que di. (x;) =ds,(y;) =i—1 para
cada 1 <i <p.

Sea f:V(T,) » V(T,) la biyeccién definida como f(x;) =y; para cada
1<i<p.

Por el Corolario 6a vemos que x,x, € F(T;) si y sOlo si i>j siy
solo si y,y,” € F(T,). Como por definicion de f, f(x) =y; ¥ f(x;) =y,
se sigue entonces que ¥,x, € F(T;) si y solo si f(x)f(x,) € F(T,) por
lo que T, y T, son isomorfos y queda probado el corolario.

Observamos que existen solo dos tipos de triangulos en un torneo, a

saber, los transitivos y los ciclicos.
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transitivo ciclico

Figura 3.7

A la luz de los resultados anteriores, vemos que los torneos son
transitivos si y solo si todos sus triangulos son transitivos. Asi, para los
torneos no transitivos, tiene sentido “medir” su transitividad en términos de
cuantos tridngulos transitivos tiene. A continuacion presentamos unos
resultados que nos permiten “medir’ esa transitividad.

Teorema 7. [Kendall y Babington [4]]

El numero b de triangulos transitivos en un torneo T con una sucesion de
ex-grados (sy, Sz, ...,Sp) €S

Si(si - 1)

N =

14
b=z
i=1

Demostracion.

Sea (sy,S;,...,5p) la sucesion de ex-grados de un torneo 7 de p
vértices.
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di(vy) = s
Figura 3.8

Dado un vértice v; del torneo 7, tenemos que por cada pareja de
ex-vecinos de este vértice, se forma un tridngulo transitivo con v;
como fuente. Por otro lado los tridngulos transitivos tienen una Unica
fuente, y todos los triangulos transitivos cuya fuente es v; tiene

como vértices a v; y a un par de ex-vecinos de v;.

Asi, podemos relacionar de manera biunivoca a cada triangulo
transitivo cuya fuente es v; con cada pareja de ex-vecinos de v;. De
esta manera, el numero de triangulos transitivos cuya fuente es v;
es exactamente el numero de parejas de ex-vecinos de v;, a saber,

(;l) = %Si(si - 1)

Como cada tridngulo transitivo tiene una Unica fuente, el numero
total b de triangulos transitivos del torneo T se puede obtener
sumando, por cada vértice, de cuantos torneos transitivos es fuente

cada vértice, esto es

b= Zp: (521) = Zp:%si(si -1).

l
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En un torneo 7 conp vértices, el numero total de triangulos es (’3’) y ya
que el triangulo puede ser o ciclico o transitivo, obtenemos la siguiente
féormula para el numero de triangulos ciclicos.

Corolario 7a. El numero ¢ de triangulos ciclicos en un torneo satisface la

ecuacion

p

1 1
c=pP-DE-D -5 ) si(si—1,

i=1

Demostracion.

Un torneo T tiene (%) tridngulos posibles, esto es

! 1
(5)= 355 5= @~ DE-2),

y ya que en un torneo solo hay tridngulos ciclicos o transitivos,
entonces, para saber el numero de triangulos ciclicos, al numero de

triangulos posibles le restamos los triangulos transitivos.

Por el Teorema 7 sabemos que el numero b de triangulos transitivos
1 ’ ’

en un torneo T es b=2?=1—si(si—1), asi tenemos que en numero
2

de triangulos ciclicos en un torneo T es:

p

1 1
c=2pp-DP-2)-3 ) si(si— 1.

i=1
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El siguiente teorema nos dice cual es el maximo numero de tridngulos

ciclicos que pueden ocurrir en un torneo con un numero dado de vértices.

Teorema 8 [Kendall y Babington [4]]

El maximo numero de tridngulos ciclicos en un torneo de p vértices es

|(p — Si p es impar;
24
Cmax(P) = 4
Lp3 —4p .
o Si p es par.

Demostracion.

Sabemos por el Corolario 7a, que la cantidad de triangulos ciclicos
en un tomeo 7T es (§)— XI_,(}). Para saber el maximo numero
posible de tridngulos ciclicos, entonces, estudiamos que tan pequefio
puede ser ¥7_, (%), el nimero de triangulos transitivos.

Sea 0<s; <s5,<-- <s, la sucesion de ex-grados de un torneo T

con el minimo numero posible de triangulos transitivos.

Primero veremos que

Afirmaciéon 1

S1<sp=<s;+1L

Supongamos que existen 1<i<j<p tal que 2+s; <s;. Entonces
existe un v, € V(T) tal que v,v; € F(T) y Vv, € F(T). Sea T’ el torneo

obtenido de T al cambiar las flechas v,v, y v, por vv, y vqv;.
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T T
Ul. .ly Ui. 19
° °
Vq Vq
Figura 3.9

!

Observemos que T’ tiene como sucesion de ex-grados a si,sy,...,Sp

donde
si= s;+1,
[ A—

sj = s;—1,

y para k #1i,j s; =sy.

Como sy,s,,...,5, €S una sucesion de ex-grados de un torneo con el

minimo numero de triangulos transitivos, por el Teorema 7

p

NOED

t=1 t=1

A

y sabemos que para k #i,j s, ' =s; . Asi

B+ =(3)+(2)

entonces

lo cual equivale a
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1 1 1 1
E Si(si - 1) +§Sj(sj - 1) < E(Si + 1)Si +§(Sj - 1)(51 - 2)

de donde se sigue que

Si(si — 1) + Sj(Sj - 1) < (Si + 1)Si + (S] — 1)(51 - 2)

Desarrollando la desigualdad tenemos que
st —si+sf—s;<sf+s;+s}—2s;—5;+2
—Si—S5;j<s—3s5;+2
y asi
2s; < 2s;+ 2
entonces
si<s;+1
lo cual es una contradiccion pues por hipotesis 2 +s; <s;.

Por lo tanto, si sy,s,,..,5, €s la sucesion de ex-grados de un torneo
con el minimo numero de triangulos transitivos, no puede ocurrir que
para algun j; s; > s; + 2. Entonces en particular s; <s, <s;+1 y asi

gueda demostrada la Afirmaciéon 1.

De la Afirmacion 1 vemos que en la sucesion si sy, s5,...,s, aparecen
a lo mas dos valores, cuya diferencia es a lo mas 1. Dado que
D _1 . p-1
i=1si—5p(p—1), el promedio de los ex-grados es —, vy

claramente, si algun valor estd arriba del promedio, algun otro valor
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estd debajo del promedio. Observamos entonces que si p es impar,
. -1 ' ’ -1 )

el promedio pT es entero y si algun ex-grado es mayor a pT habra
-1 . . ’

otro valor menor a pT, pero entonces la diferencia entre ellos seria

mayor que 1 lo cual no es posible.
Asi, si p es impar s; = pT_l para toda 1 <i <p.

Entonces tenemos que la cantidad mas pequeia de triangulos

transitivos si p es impar es

L P (p—1 p-1
2= 3 )=l 3
i=1 i=1
e
2
_pe-DH®=3)
8
p3—4p*+3p
= 5

Por tanto, el maximo numero de triangulos ciclicos para p impar es

Cmax(P) = (Z) - Zil (;l) _ (};) B p3— 422 +3p

:(MP—D@—ZB_<ﬁ—4ﬁ+3p>

6 8

_ (PP —3p*+2p p3 —4p? + 3p
B 6 8

B <4p3 —12p% +8p — 3p3 + 12p? — 9p>
B 24
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' -1 .
[ v — , V u <i<p,
Si el valor de pz no es entero, vemos que para cada 1<i<p

_ 1

pT <s; < g, y como ?:1 s; = Ep(p — 1), vemos que hay g
P P -2

vértices de ex-grado 2y % vértices de ex-grado ==, por lo que la

minima cantidad de triangulos transitivos es

P p p—2
siy_ P[(3), P
Z(zl)= E(%) 2 %

=1

Asi, el maximo numero de triangulos ciclicos para p par es

p i 3 _4p? + 4
Cmax(p) = (g)_ Z (;) = (Z)_p g P

i=1

_ (p(p - D - 2)) (PP —4p* +4p
B 6 8

B <p3 —3p* + 2p> <p3 — 4p? +4p)
a 6 - 8
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3 <4p3 —12p? +8p — 3p3 + 12p? — 12p>
B 24

p> —4p

24

Asi queda probado el teorema.

Antes de terminar este capitulo, veremos un resultado el cual nos indica

que, independientemente de que un torneo no sea transitivo, contiene una

estructura que es transitiva y que involucra a todo el torneo.

Teorema 9

La condensacion de un torneo es un torneo transitivo.

46

Demostracion.

Sea T un torneo. Si T es fuerte o si T contiene soélo dos
componentes fuertes, vemos que la condensacion es un vértice o
dos vértices unidos por una flecha siendo ambos casos, por
vacuidad, torneos transitivos. Supongamos pues que 7 al menos
tiene tres componentes fuertes y que las componentes fuertes 4, By
¢ forman un triangulo ciclico en la condensacion.
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Observamos entonces que para cada x € V(A), yeV(B) y z€eV(C),
los vértices x y, z inducen un triangulo ciclico en el torneo 7. Asi
todo par de vértices de V(A uV(B)UuV(C) son mutuamente
alcanzables contradiciendo que 4,8y C son componentes fuertes.

T* Aoe

B o .C

—>

Condensaciéon de un torneo T

Figura 3.10
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Capitulo 4

Torneos Fuertes

Por el Teorema 9, vemos que la condensacion de cualquier torneo es un
torneo transitivo. En ese sentido, todos los torneos pueden ser vistos
como un conjunto de torneos fuertes (sus componentes fuertes)
‘insertadas” en wuna estructura de torneo transitivo. De ahi que es
importante el estudio de los torneos fuertes. En éste capitulo veremos
diversas propiedades que cumplen dichos torneos.

Teorema 10 [Harary y Moser [3]]

S/ un torneo T es fuerte, entonces contiene ciclos de longitud k, para
cada k = 3,4,5,...,p.

Demostracion.

Sea T un torneo fuerte con p vértices, esto es que cada par de
vértices es mutuamente alcanzable. Observamos entonces que 7 no
es transitivo y por lo tanto (Teorema 6) contiene un triangulo ciclico.

De esta manera para k=3 el teorema se cumple,

(&) U3
Figura 4.1
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Sea Z = (v4,V,, ..., V, 1) UN ciclo en T de longitud 3 <k <p.

Si observamos los vértices que no pertenecen a Z, vemos que
existen dos posibilidades.

Caso 1 Existe u ¢ V(2), tal que para algun par de vérticesv,w €
V(Z), wv € F(T) ywu € F(T).

Figura 4.2

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que v,u € F(T) y que v;
es el vértice de indice menor tal que uv, € F(T).
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Figura 4.3

Por como escogimos v; Yy como 7 es un torneo, entonces tenemos

que necesariamente v,_u.

Figura 4.4

Y asi, observamos que hay un ciclo v, v,,vs, ..., V-1, U, V;, ..., Vg, v, d€
tamano k + 1.
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Caso 2 No existe un vértice u como el descrito en el caso anterior.

Uy

Figura 4.5

Entonces existe un conjunto U; de ex-vecinos de los vértices en Zy
un conjunto U, de in-vecinos de los vértices en Z

Ya que por hip6tesis tenemos que T es fuerte, entonces existen
u, €U, y wu,€U, talque uu, € F(T) y asi vemos que existe el

ciclo u,, vy, vy, ..., Vx_1u u, de longitud k + 1.

Por el Teorema 6, vemos que un criterio para que un torneo sea
transitivo, es que tenga un unico camino completo. El primer corolario del
Teorema 10 nos brinda un criterio analogo para el caso de los torneos

fuertes.
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Corolario 10a. Un torneo es fuerte si y solo si tiene un ciclo completo.

Demostracién.

Por el Teorema 10, tenemos que un torneo fuerte de p vértices
tiene un ciclo de longitud p, lo que es un ciclo completo.

Y por otro lado, si tenemos que un torneo tiene un ciclo completo,

claramente es un torneo fuerte.

Corolario 10b Si T es un torneo fuerte, con p vértices, entonces T tiene al

menos p-2 triangulos ciclicos.

Demostracién.

Probaremos este corolario por induccibn sobre el numero de
vértices. Si T es un torneo fuerte con 3 vértices, observamos que

cumple tener p — 2 = 1 ciclo.

Vi o

Figura 4.6
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Supongamos cierto que para todo torneo fuerte con p vértices se
cumple que tiene al menos p — 2 triangulos ciclicos.

Sea 7 un torneo fuerte con p + 1 vértices. Sabemos por el Teorema
10 que T tiene al menos un ciclo dirigido de p vértices.

Sea C = (v, v, ...,1,v;) UN ciclo de p vértices en T.

Tenemos que C es un ciclo contenido en el torneo T\v,,;.
Observamos que el torneo T\v,,; es un torneo fuerte con p vértices,
entonces, por hipotesis, T\v,,, tiene al menos p—2 triangulos

ciclicos.

Como T es fuerte, tenemos que v,.,; tiene ex-grado e in-grado
mayor que cero.

%1 U,

vy / V3

Up+1
Figura 4.7

Sin pérdida de generalidad, supongamos que v, v; € F(T).

Sea j =min{j19v,,, € F(T)}. Entonces, por ser torneo, sabemos que
X,+1%_, € F(T) y asi, observamos que se forma el triangulo dirigido

Up+1, Vj—1, Vj.
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Up+1

Figura 4.8

Por lo tanto, tenemos que en el torneo 7 con p + 1 vértices contiene
al menos un triangulo dirigido mas que T\v,.;, €s decir, tiene al

menos, p+1—2 triangulos dirigidos, probandose asi el Corolario
10b.

En el corolario anterior se probdé que un torneo fuerte de p vértices no
puede tener menos de p—2 triangulos ciclicos. Ahora mostraremos un
torneo fuerte de p vértices con exactamente p — 2 triangulos ciclicos.

Lema 4. Existe un torneo con p vértices y con p — 2 triangulos ciclicos.

Demostracion.

Sea T un torneo transitivo con p vértices donde V(T) = {v;,v,, .., v}
y vy, € F(T) siy sblo sij <i.
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Figura 4.9

Sea T el torneo que obtenemos de T al cambiar la direccién de la
flecha de la fuente v, al pozo v,.

Figura 4.10

Observamos que de ésta manera T es fuerte y que tanto T\v,
como T\v, carecen de triangulos dirigidos. Entonces cualquier
triangulo dirigido en 7' tiene a v; y v, como vértices. Finalmente
observamos que para cada vértice v € {v,vs,...,v,_4}, los vértices
v v, v, inducen un triangulo ciclico, entonces en 7T hay exactamente

p — 2 triangulos ciclicos. 0
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Los resultados anteriores nos dicen cual es el minimo numero de
triangulos dirigidos en un torneo fuerte. El siguiente teorema nos da una
condicion suficiente, en términos del numero de tridngulos dirigidos en un
torneo de p vértices, para que sea fuerte.

Teorema 11 [Beineke L.W.[1]]

SiT es un tommeo con p+1 Vvértices en el cual hay mas triangulos
dirigidos de los que pueden ocurrir en un torneo con p vértices, entonces
T es fuerte.

Demostracién.

Sea T un torneo con p+1 vértices tal que contiene Q > Cpex(P),
triangulos dirigidos y supongamos que 7 no es fuerte. Sea S la
fuente de la condensacion de 7y supongamos que S tiene p+1—gq
vértices. Vemos que los triangulos ciclicos en 7 estan contenidos en
§ 6 en T|S, por lo que Cpsx(@) < Q@ < Crax(P+1—q) + Crax(@)-
Noétese que como C,, (1) =0, p—1=>q = 2.

S T\S

Figura 4.11
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Del Teorema 8 vemos que

3
p° —4p
Cméx(p)z 24 )
p+1-q)P-(pP+1-9
Cméx(p +1- q) < )
24
y
3
q° —q
Cméx(Q)S 24
Por lo tanto
3 _ _ 3 _ _ 3 _
p 4p<(p+1 9> —(p+1 q)+q q
24 24 24
_ -’ 3 - +30 - +1+q¢° - (p+1)
24 '
Como

PP=(+q-9>=@-9*+3¢qv —q9)*+3¢°(p —q) + ¢°

se sigue que

P-4 _ @-9°+3q@ -9 +3¢°® - +q’ - 4p
24 24
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<(p—q)3+3(p—q)2+3(p—q)+1+q3—(p+1)
24

(p—q

3 3
y por lo tanto, restando % de ambos lados de la desigualdad,

obtenemos que

3q(p —q)* +3q°(p —q) —4p
24

3p—-)*+3p-)+1-(p+1)
< 24 .

—ag)? —
3w-9) +30w-9) 4o ambos lados y sumando ;—Z de

Y asi, restando ”

ambos lados, tenemos que

3q(p—q)* -3 —q)?*+3¢*(p—q) —3(p—q) —4p+4p
24

<4p+1—(p+1)
24

3 - *(@-D+30 - -D _4p+1-G@+D _3p
24 24 24

Como (¢q>—-1)=(q—1)(q +1) vemos que

3p—-9*(@-1D+3(p—-9@*—1)
=3p-)@—-9@-D+3p—@—-1)(@q+1)
=3p-)@-D -+ (q+1)]
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=3p-@-DpP-q+q+1)

=3 -q@—-Dp+1);

ycomop—1=>qg=2

3p—)@—D@E+1D=3(@+D.

Asi

3p-9)*(@—-1)+3(p—q(¢*—-1) L3+

24 -

lo cual por & implica que

3(p+1) < 3p
24 24

lo que es una contradiccion y queda demostrado el Teorema 11.

Corolario 11a Si un torneo tiene p >3 vértices y el numero maximo

Cmsx(p) de tridngulos dirigidos, entonces T es fuerte.

Demostracién.

Por el Teorema 8 vemos que

p3 —4p
24

Cméx (p) =
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S(p—1)3—-(p—1)

Cméx(p - 1) 24

_pP -3 +2p _pP—dp 6p—3p°
24 24 24

y como p = 3, entonces

6p — 3p?
Ty <0
por lo que
3
p° —4p
Cméx(p -1 < 24

de donde se sigue que

Cinax (@) > Crax(p — 1),

Por lo tanto, por el Teorema 11, el Corolario 11a se cumple.

Los siguientes teoremas y sus corolarios nos muestran ciertas relaciones
existentes entre los ex-grados de los vértices y los componentes fuertes
de los torneos.

Teorema 12 [Harary y Moser [3]]

Sean v; y v; vértices en diferentes componentes fuertes de un torneo T,

entonces vy, € F(T) si y SOlo si s; > s;.
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Demostracion.

Supongamos que vy, € F(T). Como v; y v; estan en componentes
fuertes diferentes de 7, no existe un ciclo que contenga a la flecha
vy, En particular, no existen triangulos dirigidos que contengan a la

flecha v,

Figura 4.12

Por lo tanto, para cada v, € N*(v)), vv, € F(T) y por ser torneo,

entonces v, € F(T) por lo que N*(v;) € N*(v).

—

Figura 4.13
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Y ya que sabemos que v € F(T), entonces v; € N*(v;), asi,
s = INT()| > [N*(v;)| =s;. Por lo tanto s; > s;.

Ahora sea v; y v; vértices en diferentes componentes fuertes de un

torneo 7 con Si > Sj.

Supongamos que vy, € F(T). Como s;>s; entonces [N* (v;)|>
IN*(v;)| y como v; & N*(v;), existe v, #v; tal que v, e N¥(v;) y
vy € N*(v;). Como T es torneo v; € N*(v,) y asi vjvv, forman un
ciclo lo cual es una contradiccion pues por hipbtesis tenemos que v;
y v; estan en diferentes componentes fuertes y el resultado se sigue

—

Figura 4.14

Corolario 12a Cualesquiera dos veértices v;,v; de un torneo 7 tales que

s; = s, estan en la misma componente fuerte.
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Demostracion.

Por el Teorema 12, sabemos que si dos vértices v; y v; estan en
diferentes componentes fuertes, entonces s; # s;, de donde se sigue

el resultado.

Corolario 12b Sea T un torneo con sucesion de ex-grados s; <s, < - <
sp. Si en una componente fuerte S de T tenemos que wv;,v; € V(S), con
i <j, entonces, para toda i <k <j, v, € V(S).

Demostracion.

Sea S una componente fuerte de 7y supongamos que v;,v; € V(S),
con i <j y supongamos que existe i < k <j tal que v, ¢ V(S).

Por el Corolario 12a, s;<s,<s; y por el Teorema 12, vvy, v, €
F(T) lo cual no es posible pues implicaria que entre S y la
componente fuerte donde estd v, hay flechas en ambos sentidos.

El siguiente teorema, nos exhibe una condicion suficiente para que un par
de vértices con distintos ex-grados estén en una misma componente
fuerte.
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Teorema 13 [Harary y Moser [3]]

Sea un torneo T con /la sucesion de ex-grados s;<s,<-:<s

Si

p-

1 - .
0<s,—sp<;(n—m+1), entonces v, y v, estan en la misma

componente fuerte.

Demostracién.

64

Sean §;5, ...,S,las componentes fuertes de 7, donde para cada par
SiyS; tenemos que i>j si y sOlo si TS]’ es flecha de Ia
condensacion de T.

Ahora supongamos que v, yv,, con n>m, estdn en diferentes
componentes fuertes.

SeanS; = {(Vpi5, Vnys—1s - Un, -, Un_r} l@a componente fuerte donde esta
Um ¥ Si = {Vm+q Vm+q-1 -»Vm, -, Vm—;} l@ componente fuerte donde
esta v,. Por el Teorema 12, vemos que v,v, € F(D) y entonces
i>j.

I

Figura 4.15
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Observemos que para toda z € V(S;), sij > 1 entonces z es ex-vecino
tanto de v, como de v,; si [>i, z es in-vecino de ambos
vértices; y si i >1>j entonces, z es ex-vecino de v, e in-vecino de
vy. Por otro lado todo vértice de S; es ex-vecino de v,.

Asi,

Sn = Sm = dit(vn) - d;(vm) = d;-i(vn) +(n—r-m+1D- d;fj(vm), "

donde n—r—-m+1 es el nimero de vértices entre S; y S; mas los
vértices de ;.
Por el Teorema 5, tenemos que,

r+1

i) 22—+ =2(n—n+r+1) ="

1
d;fi(vm)Sz(m+q—(m—l)+1+m—(m—l+1))
1
Sz(m+q—m+l+1+m—m+l—1)

<>(q+2D).

De ambas desigualdades y 7 tenemos que,

r+1 q+2l
Sp— Sm = > +tn—r-m+l-
_ r+q—1
=n—-m > :

+q n-m

Como n—r>m+q entonces, n—m>r+qy asin-m—-—1>="y

por tanto
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Por lo tanto

Asi, si s,—sp, S%(n—m+ 1), entonces v, y v, estdn en la misma

componente fuerte y asi queda demostrado el teorema.

Corolario 13a Si la diferencia entre cualquier par de ex-grados en un

J 1
torneo 7 con p vertices, es menor que Ep, entonces T es fuerte.

Demostracién

Sea T un torneo con p vértices y una sucesion de ex-grados

S1 SSZ < e Ssp,

. 1 . .
Si Sp—S1 <3P, por el Teorema 13, v,y v, estan en el mismo
componente fuerte. Del Corolario 12b v,,v,,..,v, estan en la misma
componente fuerte, por lo tanto, T es fuerte.

Corolario 13b Si para cada vértice en un torneo 7 con p vértices, se

cumple que
1 1
dcrW=z,p-D y d®z2z7e-D,

entonces T es fuerte.
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Demostracién

Tenemos que

d~(vp) =p-1-d*(v,)

=p—1-s,.

Como d~(v,) = i(p —1) vemos que

1
p—l—SpZ Z(p—l)

entonces
3
Sp < Z(p - 1).
Por otro lado
> 1 1
S1 =2 4(19 )
entonces
3 1 p—1 »p
— < — — —_— — —_ -
=s1<7P-D-7(p-1D="—5—<3

Y asi, por el Corolario 13a, T es fuerte.

Las formulas del Teorema 1 nos proporcionan una condicion suficiente y
necesaria para que una sucesion de enteros sea la sucesion de ex-grados
de un torneo con p vértices. El siguiente teorema nos brinda el criterio
correspondiente para un torneo fuerte.

67



Sobre Torneos

Teorema 14 [Harary y Moser [3]]

Sea T un torneo con una sucesion de ex-grados s; <s, <:: <s
Entonces T es fuerte si y s6lo si

Psi=5p(—1) (1)

y para todos los posibles enteros k < p:

Eisi> S k(k—1). ()

Demostracion.

Sea 7 un torneo fuerte. Ya que T es un torneo, por el Teorema 1
sabemos que la ecuacion (I) se satisface.

Para la segunda ecuacién, notamos que para cualquier entero k < p,
el subtorneo generado por V, ={v,,v,,..,v} contiene exactamente
%k(k—l) flechas, pero sabemos que T es fuerte, entonces debe
existir al menos una flecha que va de un vértice de {v,,v,,...,v} a
otro vértice del conjunto {vyy, Visz, -, vy},

%k(k — 1) flechas

Figura 4.16
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de esta manera en el torneo 7, para todo k <p se cumple
Kisi> s k(k—1).

Ahora sea T un torneo cuya sucesion de grados satisface (1) y (Il).

Supongamos que T no es fuerte, entonces 7 contiene una
componente fuerte ScV(T)que representa el pozo de la
condensacion T*. Del Teorema 12 vemos que para cada veES y
para cada w € V(T)\S, d*(v) < d*(w). Esto es, los vértices de S son

los vértices con menor ex-grado de todos los vértices en T.

T Vmss Um+2 S n

e

<— o
v; v, v, Vm

Condensacion T*

N

° o - © o—>9o

Figura 4.17

, ;s 1
Sea m<p el numero de vértices en Sy entonces Y% s; = > m(m —1)
ya que no hay una flecha que vaya de algun vértice en S hacia un
vértice en T que no esta en S, asi llegamos a una contradiccion ya
. s . . 1
que por hipétesis tenemos que si m<p, entonces }%;s; > S m(m —

1). Asi concluimos la demostraciéon del teorema.

o
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Capitulo 5

Torneos Transitivos Inevitables

Dado un torneo T con p vértices, podemos preguntarnos cuales son los
torneos que tienen como subtorneo el torneo T. jHabrd algun torneo que
siempre aparezca como subtorneo de un torneo de p vértices? Esto es,
¢habra subtorneos inevitables en los torneos de p vértices?

El siguiente teorema nos responde esta pregunta de manera afirmativa.

Teorema 15 |Erdés y Moser [2]]

Sea k >3. Todo torneo T de orden 2%~ contiene un torneo transitivo de
orden k como subtorneo.

Demostracién.

Probaremos este resultado por induccion sobre k.

Primero demostraremos que todo torneo de 22=4 vértices contiene
un torneo transitivo de orden 3.

Sea T un torneo de 4 vértices y sea x € V(T). Podemos ver que
dt(x) =2 6 d (x) < 2.
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N

[- Y

Figura 5.1

Supongamos que df(x) =2 y que y,z € N*(x). Entonces los vértices
x,y,z inducen un torneo transitivo de orden 3. El caso en que
d7(x) =2 es analogo. Asi el primer paso de la induccién ha sido
comprobado.

Supongamos ahora que el resultado es cierto para todo numero

entero m con 3 <m<k.

Sea T un torneo con 2&+D-1  yértices. Demostraremos que
T contiene un torneo transitivo de orden k +1 como subtorneo.

Sea x €V(T). Sabemos que di(x)+d;(x)=2%*D-1_1  entonces

df(x) = 2%t 6 dy(x) = 2k L.

Supongamos que di(x) = 2*"1. Entonces T[N*(x)] es un torneo de
al menos 2¥~! vértices que por hipotesis de induccion contiene un
torneo transitivo T’ de orden k.

Entonces T[x U V(T")] es un torneo transitivo de orden k + 1.

Podemos observar que el caso d~(x) > 2*! es analogo.
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Observemos que a cada torneo T le podemos asignar el numero f(T)
definido como el mayor orden de un torneo transitivo que aparezca como
subtorneo en T. De ésta manera, podemos decir que para cada entero
p=3,

v(p) = min {f(T): T es un torneo de orden p}.

Es decir, v(p) es el orden del torneo transitivo mas grande que se puede
encontrar en cualquier torneo de p vértices, o dicho en otras palabras, en

cualquier torneo de p vértices existe un torneo transitivo de orden v(p).

A la luz del teorema anterior vemos que si p > 2¥"1, entonces v(p) =k,
pero ¢;qué tan acertado es este numero?

Hasta el momento de escribir esta tesis, lo que yo sé que se conoce del
comportamiento de la funcion v es lo siguiente [ver 6,7,8,9]:

Si4<n<7 entonces v(n) = 3.
Si 8<n<13 entonces v(n) = 4.
Si 14 <n <27 entonces v(n) = 5.
Si28<n entonces v(n) = 6.
Si55<n entonces v(n) = 7.

A continuacion daremos un esbozo de las pruebas de que

Lema 5

/) Para 4<n<7 v(n)=3.

i) Para 8<n<13 v(n)=4.
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Demostracion

i) Del Teorema 15 sabemos que todo torneo de 4 vértices
contiene un torneo transitivo de orden 3. De ahi vemos que
todo torneo de al menos 4 vértices contiene un torneo
transitivo de orden 3. Esto es, para n >4, v(n) = 3.

Ahora veremos que existe un torneo de orden 7 sin torneos
transitivos de orden 4 con lo cual se probara que v(7) < 4.
Sea ST, el torneo donde V(ST,) ={0,1,2,3,4,5,6} y ab € F(ST,) si
y sblo si b—a =1,264 (modulo 7).

Figura 5.2

Supongamos que en ST, existe un torneo transitivo de orden 4 y
supongamos que 0 es su fuente. Como N*(0)={1,2,4} el torneo
transitivo tendria como vértices al {0,1,2,4} pero los vértices 1, 2, 4
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inducen un tridngulo ciclico contradiciendo que es un torneo

transitivo.

Figura 5.3

Se puede verificar de igual manera, que ningun otro vértice puede
ser la fuente de un torneo transitivo de orden 4, asi ST, no tiene
torneos transitivos de 4 vértices. Asi v(7)<4 y como v(7) =3
concluimos que v(7) = 3.

Nétese que al borrar cualquier conjunto de r>1 vértices de ST,
obtenemos un torneo de orden 7-r sin torneos transitivos de orden 4
y de ahi que si n <7 entonces v(n) <4,y por tanto para 4 <n <7,
v(n) = 3.

i) Del Teorema 15 sabemos que todo torneo de 8 vértices
contiene un torneo transitivo de orden 4. De ahi vemos que
todo torneo de al menos 8 vértices contiene un torneo

transitivo de orden 4. Esto es, para n > 8, v(n) = 4.
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Ahora veremos que existe un torneo de orden 13 sin torneos
transitivos de orden 5 con lo cual se probara que v(13) < 5.

Sea STy; el torneo donde V(ST;s) ={0,1,2,3,...,12} y ab € F(STy3)
siy sblo si b—a =1,2,3,56069 (mbddulo 13).

'ﬁ\\,t\‘n\
/ "?{\\\ 2

Figura 5.4
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Supongamos que en ST,; existe un torneo transitivo de orden
5 y supongamos que 0 es su fuente. Como N*(0)=
{1,2,3,5,6,9} en el torneo inducido por 1,2,3,5,6,9 debe contener
un torneo transitivo de orden 4.

Solo el 1, 3, y el 9 son posibles fuentes de un torneo
transitivo de orden cuatro pero como podemos ver no son
fuentes de ningun torneo de orden 4.

De manera analoga se puede verificar que ningun otro vértice
puede ser la fuente de un torneo transitivo de orden 5, asi
ST,; no tiene torneos transitivos de 5 vértices. Asi v(13)<5 y
como v(13) = 4 concluimos que v(13) = 4.

De manera analoga que en i) vemos que para 8<n<13
v(n) = 4.

12 1
11/ 2
10 3
=X
L~
)
—
9 4
8 ¥s
7 6
Figura 5.5
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Conclusion

En el presente trabajo se muestran varias de las propiedades que cumplen
las estructuras denominadas torneos Round Robin, que pueden ser Uutiles
para el estudio del comportamiento de un conjunto de objetos o equipos
que cumplan con las propiedades de torneo, que como ya habiamos
mencionado, se puede presentar en competencias de mercado, entre
especies, equipos o miembros de algun grupo especifico de tal manera
que podemos aplicar los teoremas para el analisis de alguna competencia.

Los Teoremas 4 y 15 nos muestran que ineludiblemente existen ciertas
estructuras en cualquier torneo (trayectorias hamiltonianas y torneos
transitivos de cierto orden). Estos teoremas nos dan la pauta para una
serie de posibles estudios que permitiian ahondar aun mas en el
comportamiento de estas estructuras en los torneos. Una opcién es el
estudio en términos de los llamados problemas anti-Ramsey.

A grandes rasgos, los problemas anti-Ramsey se pueden pensar como la
busqueda, dada una estructura G y una serie de subestructuras H;, H,, ... H,,
de G, del minimo numero de partes de una particion del conjunto de
elementos de G que asegure que siempre habrad alguna de las
subestructuras H; tal que ninguna pareja de sus elementos este en una

misma parte de la particion.

Asi, si pensamos que los elementos de un torneo son sus flechas, y que
una particion en k partes del conjunto de flechas es una coloracion de las
flechas con k colores, nos preguntariamos por el minimo numero de
colores en una coloraciéon de las flechas de un torneo que nos asegure
que siempre existe un torneo transitivo (de cierto orden) o una trayectoria
(hamiltoniana o de cierto orden) del torneo tal que ninguna de sus flechas

tienen el mismo color.
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