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Introduccion

La dependencia de variables aleatorias es un concepto que la probabilidad ha estudiado
por muchos anos. Uno de los principlaes intereses era el de establecer una relacién entre
el comportamiento conjunto y el marginal de un grupo de variables aleatorias. Abe Sklar
demostré que las funciones de distribucién marginales se relacionan con la funcion de dis-
tribuciéon conjunta mediante una familia especial de funciones llamadas copulas. A partir de
esto las copulas tomaron importancia en el campo de la estadistica, pues son una herramien-
ta util cuando es de interés el estudio de las estructuras de dependencia, ademas de ser una
herramienta poderosa para modelar, ya que la estructura de dependencia es independiente
al comportamiento marginal de los datos.

En la actualidad la investigacion sobre la teoria de las cépulas ha permitido definir una gran
variedad de éstas. Bedford , Cooke y Joe [2,3,9] desarrollaron las cépulas de racimo, las cua-
les surgen de descomponer una funcién de densidad conjunta en un producto de funciones de
densidad condicionales y de asociar una cépla bivariada a cada factor de la descomposicién.

En este orden de ideas el presente trabajo tiene como objetivo explicar como las copulas de
racimo facilitan modelar estructuras de dependencia complejas para datos multivariados.

Para el logro de este objetivo este documento se divide en tres capitulos, donde en el primer
capitulo 'm-copulas’ se define el concepto de copula , se estudian sus propiedades bésicas |,
asi como las llamadas copulas arquimedianas. Posteriormente en el segundo capitulo ’Cépu-
las de racimo ’ se detalla su construccién y un algoritmo de simulacion para éstas. Finalmente
el tercer capitulo 'D-racimo para portafolio de acciones’ muestra como se utilizan las cépulas
de racimo en la practica, para ello se utilizé la informacion de los log-rendimientos de un
portafolio de cuatro acciones y se ajusté una copula de racimo a estos datos.






Capitulo 1

n-Coépulas

En la actualidad las Cépulas han tomado mucha importancia en la practica actuarial, prin-
cipalmente cuando se requiere modelar eventos multivariados con cierta estructura de de-
pendencia, ya que a diferencia de las funciones de distribucién conjuntas , las copulas tienen
explicita dicha estructura. De aqui que se requiera conocer a profundidad sus caracteristicas
y propiedades. A lo largo de este capitulo definiremos lo que es un cépula y veremos algunas
de sus propiedades.

Schweizer y Sklar [15], desarrollaron los conceptos necesarios para definir formalmente el
concepto de Cépula, como detallaremos a continuacion.

1.1. Funciones n-crecientes
Para familiarizarnos con la notacién que de aqui en adelante usaremos:

Para toda n € N se tendrd que R° = Rx ... x Ry a = (ay,...,a,), ademés diremos
que a < b cuando a; < by para toda k € {1,...,n}. Cuando a < b diremos que B =
la1, b1] X [ag, ba] X ... X [ay,,b,] es una n-caja . Los vértices de la n-caja los denotaremos por
¢ = (¢1,...,¢,), donde cada ¢ con k € {1,..n} es a; o bg. Y por ultimo denotaremos a
I"=1x..x1I dondeI=][0,1].

A continuacion generalizaremos el concepto de funcién creciente para varias dimensiones y
estudiaremos las caracteristicas de esta definicién. Para hacer esto necesitaremos el concepto
de "Volumen’ de una funcion.

Definicién 1.1.1 (H-Volumen). Sean Si, ..., S, subconjuntos no vacios de R 1 sea
H: S x..x8, = R, sea B=la,b] una n-caja, tal que todos sus vértices pertenecen al
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dominio de H (DomH ). El H-volumen de B se define como:

Vi(B) =Y hsgn(c)H(c). (1.1.1)

La suma es sobre todos los vértices ¢ de B, y la funcion hsgn(c) esta dada por:

1 Sicp, = a, un nimero par de k's. (11.2)

—1 Sic¢, = a, un numero impar de k's.

hsgn(c) = {

Ejemplo 1.1.2. Sea H : R?> — R y sea B = [x1, To] X [y1, Y2] X [21, 22]. Entonces el H-volumen
de B es,

VH(B) = H(3727y2, Zz) - H(xlay% 22) - H(37273/1,Z2) - H($2,y2>21)
+ H(z1,y1,22) + H(x1,y2,21) + H(xo,y1,21) — H(x1, 91, 21).

La definicion del volumen de una funcion es de gran utilidad para poder definir una familia
particular de funciones llamadas n-crecientes.

Definicién 1.1.3 (n-creciente). Sean Si,...,S, subconjuntos no vacios de R y sea
H : S x..x8, = R. Se dice que H es n-creciente si y sélo si Vy(B) = 0 para toda
B = [a,b], tal que todos sus vértices pertenecen al DomH .

Que una funcién H sea n-creciente no implica que H sea no decreciente entrada a entrada,
la proposicién inversa tampoco es vélida como veremos en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.1.4. Sea H una funcion dada por H(x,y) = max(z,y), x,y € I, estd funcion
es no decreciente entrada a entrada, sin embargo

Vi (IX 1) = méx(1,1) — méx(1,0) — max(0, 1) + max(0,0) = —1,

por lo que H no es 2-creciente.

Por otro lado si definimos a F tal que F(z,y) = (2e —1)(2y — 1) y B = [x1, 22| X [y1,¥2], se
tiene que



Vir(B) = F(x2,y2) — F(21,52) — F(22,51) + F(21, 1)

(200 — 1)(2ya — 1) — (221 — 1)(2y2 — 1) — (229 — 1)(2y1 — 1) + (227 — 1)(2y1 — 1)
)
1

=2y —1)[(2z2— 1) — (221 — 1)] — (2y1 — 1)[(229 — 1) — (221 — 1)]

2(2y2 — D[wg — 1] — 2(2y1 — 1)[z2 — 4]
4y — 1][y2 — w1l

por lo que F' es 2-creciente. En cambio si hacemos F(x,1/4), esta resulta ser decreciente y
si hacemos F(1/4,vy), también es decreciente.

Existen funciones para las cuales el hecho de ser n-creciente implica ser no decreciente en-
trada a entrada. Daremos condiciones suficientes para que una funcién n-creciente sea no
decreciente entrada a entrada.

Definicién 1.1.5 (Fija). Sean Sy, ..., S, subconjuntos no vacios de R y sea
H: 5 x..x58, - R n-creciente. Se dice que la funcion H es fija si y solo si existe
op = inf(z|x € Sk) € Sk para toda k € {1,...,n} y cumple que H(xy,...,x,) = 0 para toda
(1, .0y Tp) €51 X ... X S, tal que x = oy para al menos una k € {1,...,n}.

Resulta que las funciones que cumplen la propiedad de ser fijas, también cumplen que son
no decrecientes entrada a entrada, como probaremos con el siguiente lema.

Lema 1.1.6. Sea H una funcion n-creciente y fija. Entonces H es no decreciente entrada
a entrada en el sentido que si

(X1, ooy T 15 Sy Tt 1y ooy T )y (L1 ooy Tine1, by Tt 15 vy T) € DomH
con s < t. Entonces

H(mh ceoy Im—15 Sy Tm+1, "'7‘rn) S H(xh "'7xm—17t7xm+17 7xn)

Demostracion. Sabemos que DomH = S; X -+ X S, y que a; = inf(z|z € Si), para toda
ke{l,..,n}.Sea B = [(a1, ., @m_1,8, Qmits s An), (L1, co; Tin_1, by Tona1, e, Tp)|. Como H es
n-creciente sabemos que Vi (B) > 0, y como H es fija, H(c) = 0 para todos los vértices que
cumplan que ¢, = a; para al menos una k € {1,...,n}, por lo que los unicos vértices de B que
no cumplen esta condicion son (1, ..., Tm—1,t, Tty ooy Tn) Y (L1, ooy 1, Sy Tt 1y -vy T ), de
modo que la Definicién 1.1.1 se reduce a:

0<Vy(B)=H(x1, .o, L1, b, Tips1y ooy Tn) — H(T1, oy Tip1, S, Tyng 1y +oey Ty ).



Sabemos que hsgn(xy,...,Tm_1,t, Tmi1, ..., T,) = 1, pues el vértice no coincide en ninguna
entrada con el vértice (ay, ..., @m—1, S, Qmity -, An), ¥ RSGN(T1, ooy Tine1, Sy Tt 1y ooy Tn) = —1,
pues el vértice coincide en la m-esima entrada con (ay, ..., Gm—1, S, Gmi1, ..., Gn). S€ sigue que
H(x1, ooy X1, 8, Tt 1y ooy Tn) < H (T4, ooy i1, by Ty 15 20y Ty ).

m

A continuacién definiremos el concepto de funciéon marginal que depende de la existencia de
elementos maximos en el dominio de la funcién.

Definicién 1.1.7 (Marginales). Sean Sy, ...,.S, subconjuntos no vacios de R y sea

H: S5 x...x 8, = R. Supongamos que existe ey, = méx(z|x € Sg) para toda

k € {1,..n}, entonces decimos que H tiene marginales. Las marginales unidimensionales
de H son funciones Hy dadas por:

DomH), = Sy, para toda k € {1,...n}.

Hi(x) = H(e1, .oy €11, T, €41y vy €n) para toda x € DomHj,. (1.1.3)

Lema 1.1.8. Sea H una funcion n-creciente, fija y con marginales. Entonces, las marginales
H,, de H son no decrecientes.

Ademas si (1, ..., Tym_1,t, Tins1, -, Tn) € DomH, entonces:

0 < H(x1, ooy Tin—1, by Tty ooy Ty) < Hy (). (1.1.4)

Demostracion. Del Lema 1.1.6 se sigue que H es no decreciente entrada a entrada por lo
que Hy(t) = H(et,...,em-1,t,€mi1,...,€,) s no decreciente. Y como zj < e para toda
ke {1,..n} sesigue que H (1, ...,Tm_1,t, T,y Tn) < Hi(t).

Consideremos que B = [(a1, ..., ap), (1, oos Tm_1, t, Tyt -y T)] con a = inf(z|z € Si) , pa-
ratodak € {1,...,n}, entonces el H-volumen de Bes 0 < Vg (B) = H(Z1, ..., Tm—1,t, Tin 1, -y Tn),
por lo que

0 < H(x1, ooy Tine1, by Tty ooy Ty) < Hyp ().

]

Lema 1.1.9. Sea H n-creciente, fija y con marginales. Para toda k € {1,..n}, sean
(1 ooy T 1, Sy Theg 1y ooy T )y (T, ooy Tho1, by Tt 1, ooy Tyy) € DomH tales que s < t. Entonces

H(Il) "‘7xk—17t)xk+l7 ,CCn) - H(Il) vy L1, 85 Tt 1, "'aI’N) < Hk(t) - Hk(s) (115)
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Demostracion. Haremos una demostracion por casos:

(Cason =2)

Sean By = [s,t] X [x3, €3] y By = [1, 1] X [s,t] de la Definicién del H-volumen se tiene que:

=
=
!
=
g
|
=

(s,e2) — H(t,xe) + H(s,x2)

0
2
(e1,8) — H(xq,t) + H(xy,5) >0

=
&
I
=
o
|
=
VIV

De aqui se sigue lo siguiente:

H1<t) — Hl(S) H(t,.’EQ)
Hjy(t) — Ho(s) > H(xq,t)

AVARYS

(Cason > 2)

Definimos las siguientes n-cajas:

By = [(%1,a9, ..y Qk—_1, 8, Qpr1, --p), (€1, Ty ooy T 1, Ty Tt 1y ooy Ty)]
By = [(a1,®g, ..., Qk—1, S, Qi1, .-, (€1, €2y ooy T—1, Ty Tpg 1y ony Ty
Bn1 = [(a1,a2, ..., a1, 8, Qpi1, - Tn), (€1, €2y oy €51,y €i 1y vy €0)]
De modo que ,

By = [z1,e1] X [ag, 2] X -+ X [ap_1, Tp—1] X [5,t] X [Qpi1, Tpg1] X -+ X [an, Ty
By = [a17€1] X [562,62] X X [akq’iﬁkq] X [Sﬂf] X [ak+1,5€k+1] Xoeee X [a’naxn]

By = [ay, e1] X [ag, eg] X -+ X [ag_1, ex—1] X [5,t] X [Qrs1, €pq1] X -+ X [Ty, €]
Observamos que los tnicos vértices de las cajas B; que cumplen que todas sus entradas
son distintas de ay son, (€1,...,€;, ..ty Tp), (€1, ces €4y ooy Sy ooy T )y (€15 oy Ty oy by ey ) Y

(€1, eey Tiy ey Sy ey Tp).

Como H es n-creciente, Vi (B;) > 0 para toda i € {1,...,n — 1}, de aqui se sigue que:

ni:VH(BZ-) > 0. (1.1.6)

Como H es fija, paratoda i € {1,...,n—1} , H(c) = 0 si alguna de las entradas del vértice
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c es igual a a;, para al menos una k € {1,...,n} , por lo que se tiene que:

Vi (B;) = H(eq, ..oy iy ety oy ty) — H(eq, ooy €4y 00y Sy ey )
—H(ep, ooy @iy ooy by ooy ) + H(E1, ooy Tiy ooy Sy ey Ty

Sabemos que

hsgn(ey, ..., €y sty ) =1 (1.1.7)
hsgn(eq, ..., €y ey Sy ey ) = —1 (1.1.8)
hsgn(ey, ..., Tiy ooy ty ooy ) = —1 (1.1.9)
hsgn(ey, ..., Tiy ooy Sy ooy ) = 1 (1.1.10)

Pues el vértice (ay, ..., @;_1, Ti, Qis1y -y S, ..., Ay ) DO coincide en ninguna entrada con el primer
vértice , coincide Unicamente en la k-ésima entrada con el segundo vértice, inicamente en
la i-ésima entrada con el tercer vértice y en la i-ésima y k-ésima entrada con el cuarto vértice.

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (1.1.6), nos queda una suma telescépica, con
lo que obtenemos:

-1
HZVH(Bi) = H(e1,...,h1,t,€xs1, ) — H(€1, s €11, 8, €k11, .y En)
=1
Z — H(xy, oy X1, b, Ty 1y ooy Tn) + H(Xy, ooy X1, S, Ty 1,y -, ) > 0.
Entonces
H(xq, oy X1, by Tt 1y ey X)) — H(T1, ooy Th1, Sy Ty 1y ooy T) < Hy () — Hy(5).
]

Lema 1.1.10. Sea H n-creciente, fija y con marginales, sea (i, ...,Tn), (Y1,--sYn) €
DomH, entonces:

=1

Demostracion. Usando los lemas 1.1.8 , 1.1.9 y la desigualdad del triangulo se tiene que
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|H(x1, ooy xn) — Hyt, oo yn)| < |H (21, o0y 20) — H(yr, T2y ooy x0)| + | H (Y1, T2, -0y 1) — H(y1,
< [Hi(z1) = Hi(y)| + [H(y1, w2, - 20) = H(y1, -5 )|
< |Hi(z1) — Hi(y)| + |H (1, 2, ..y xn) — H(Yy1, Y2, T3y vy )|
+ |H(y1,y2, T3, ooy Tn) — H(y1, oy Yn) |

2
< Z \Hi(x;) — Hi(y:)| + [H(y1,y2, 23, .y Tn) — H(y1, .., Yn)|
i=1

< Z | Hi(zi) — Hy(yi)|-

1.2. Funciones de distribuciéon y cépulas

En esta seccién definiremos los conceptos de funcién de distribucién conjunta, n-subcopula
y n-cdpula, veremos como se relacionan estos conceptos con el célebre teorema de Sklar.

Definicién 1.2.1 (Funcién de distribucién conjunta). Sea n > 2. Una funcion de distribu-
cion conjunta es una funcion H que satisface las siguientes condiciones:

1. DomH :@n;
1. H es n-creciente y fija;
. H(oo,...,00) = 1.

St una funcion cumple estas condiciones, diremos que es una funcion de distribucion conjunta
n-dimensional, o solo distribucion conjunta.

Definicién 1.2.2 (n-subcépula). Sean > 2. Una n-subcdpula es una funcion C' que satisface
las siguientes condiciones:

1. DomC' = Sy x ... x Sy, tal que S, C Iy 0,1 € Sy para toda k € {1,..n.}.
1. C' es n-creciente y fija.

1i. Para toda k € N, tal que k < n, la marginal C’,; de C" satisface:

Ch(u) =u  para toda u € Sj. (1.2.1)

13
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Definicién 1.2.3 ( n-cépula ). Una n-cdpula C es una n-subcopula cuyo dominio es I™.

De las definiciones anteriores podemos observar que ambas funciones, distribuciéon conjunta
y cépula, tienen caracteristicas muy similares. Dichas caracteristicas nos seran de gran uti-
lidad para relacionar de manera formal estos dos conceptos.

Ejemplo 1.2.4. Sea M? : I? — I, tal que M?(zy,z5) = min(xy,x5). Entonces M? es una
n-copula.

I.

II.

III1.

IV.

V.

DomM? = P.

Si 2y =0, entonces M?(0,zs) = 0.

Si w9 =0, entonces M?(xy,0) = 0.

M}(z) = min(z, 1) = 2 y Mj(y) = min(lL,y) =y

Sea B = [a1,b1] X [ag, bs] una 2-caja , se tiene que:

Viz(B) = min(by, be) — min(ay, by) — min(ag, by) + min(ay, as)

Caso 1. a1 < asy

0 Sz'b1<a2

Varz(B) = min(by, by) — min(as, by) = {min(ln b2) —az  Sib >=ay

= max{min(by, by) — as, 0}.

El mdzimo se explica ya que cudndo by < as la diferencia min(by, bs) — ag = by — as es
negativa, por lo que siempre toma el valor mdzimo entre min(by, by) — as y 0.

Caso 2. as < aq

0 Sz'b2<a1

Vi (B) = mi b,b —mi ’b -
w2 (B) = min(by, by) — min(a, by) {mfn<b1,b2>—a1 Siby >=a

= max{min(by, b2) — a1, 0}.

El mdximo se explica de forma andloga al caso 1.

Observamos que en todos los casos se cumple que,
Viz(B) = méx{min(by, bs) — max(as,as),0} > 0.

14



Entonces por I, II, III , IV y V concluimos que M™ es una n-Copula. Esta copula es conocida
como la cota superior de Fréchet-Hoeffding.

Ejemplo 1.2.5. Seaue I?y
W?2(u) = max(u; + ug — 1,0),

Definida de esta forma W2, es una cdpula. Por definicion el DomW? = I? | ademds

2

W2(0,us) = méx(uy — 1,0) = 0 = méx(u; — 1,0) = W?(uy,0),
W2(1, ug) = max(uy, 0) = ug,
W2(uy, 1) = max(uy, 0) = uy.

Sea B = [ay,bi] X [ag,by] € P una 2-caja, entonces,

Vivz(B) = méx(by + by —1,0) —max(by +a; — 1,0) —méx(ag + by — 1,0) + max(az +ay — 1, 0).

Caso 1.-by+by—1>0

St as +a; —1 >0, entonces todos los vértices cumplen que ¢; + co — 1 > 0, por lo que
VW2(B) = (b2—|—bl —1)—(b2+a1 —1)—(0,2+bl —1)+(a2+a1 —1) =0

St as + a1 — 1 <0, tenemos los siguientes casos:

(CL) VWz(B):(bg—i—bl—l)—(b2+a1—1)—(a2—|—bl—1):1—a1—a220.
(b) sz(B):(b2—|—b1—1)—(b2+a1—1)=b1—a1>0.
(C) Vw2(B):(b2+b1—1)—(a2+b1—1):bQ—CL2>O.

Caso 2.-by+b; —1<0

En este caso todos los vértices cumplen que c¢; + co — 1 < 0, por lo tanto

Vive(B) = méx(by + by — 1,0) — méx(by + a1 — 1,0) — méx(as + by — 1,0) + méx(as + a; — 1,0)
=0-0-04+0=0

Hemos probado que W? cumple con las condiciones para ser cépula. Esta cépula es conocida
como la cota inferior de Fréchet-Hoeffding.

Lema 1.2.6. Una n-subcopula C' es uniformemente continua en su dominio y para toda
x € DomC" se cumple:

0<C'(x) < Min(xy, ..., x,). (1.2.2)
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Demostracion. Sean € > 0,x,y € DomC" tal que Y ,_, |ty — yx| < &, con zy, yx no necesa-
riamente distintos. Luego del Lema 1.1.10 y de la ecuacién (1.2.1) se obtiene,

C'(x) = C'() < Y ICh(an) = Crly) = Yl —yel < =.

Es decir, C" es uniformemente continua en su dominio. Luego del Lema 1.1.8 se tiene que,

0 < C(x) < Ck(zy) =z para toda k € {1,...,n}

Entonces
0 < C(x) < Min(zy, ..., xk).

]

El siguiente resultado es necesario para la construccién de las copulas de racimo, este nos
asegura la existencia de las derivadas parciales de una 2-cépula.

Teorema 1.2.7. Sea C' una 2-copula. Para toda x; en I con i = 1,2, la derivada parcial
0C(x)/0x; existe para casi toda x; con j # 1, y para X = (x1,x2), se cumple que:

oC
0< ﬂ <lconi=1,2. (1.2.3)
8557;
Las derivadas parciales estan definidas y son funciones no decrecientes casi en todos lados
en I

Para una prueba de este resultado ver Nelsen [2006].

Ademaés de ser derivables,bajo ciertas condiciones las copulas cumplen con una propiedad
adicional , sus derivadas cruzadas son iguales, esto es:

Teorema 1.2.8. Sea C una 2-Cépula. Si IC(x)/0xy y 0°C(x)/0x10x2 son continuas en
I? y la derivada parcial 0C(x)/0x, existe para toda x, € (0,1) cuando x5 = 0 , entonces

IC (x)/0z1 y 0*C(x)/0x90x1 existen en (0,1)? y §?°C(x)/0x20z, = §*°C(x)/dx1077 .

Para una demostracion de este resultado ver Seely [1961].

El siguiente concepto es escencial para poder describir la relacién basica que guardan las
funciones de distribuciéon conjunta y las n-cépulas, una vez definido estaremos en posicién
de enunciar el Teorema de Sklar.

Definicién 1.2.9 (Cuasi-inversa). Sea H una funcion de distribucion. Entonces una cuasi-
inversa de H es cualquier funcion H* con dominio en I tal que:
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1. Sit € RanH, entonces H*(t) es cualquier nimero x € R tal que H(x) =t, es decir,

H(H*(t)) =t para toda t € RanH.

1. Sit¢ RanH, Entonces
H*(t) = inf{z|H(z) > t}.

Si H es estrictamente creciente, tiene una unica cuasi-inversa que coincide con la inversa
usual denotada por H™1.

Ahora estamos en posiciéon de enunciar el Teorma de Sklar.

Teorema 1.2.10 (Teorema de Sklar). Sea H wuna funcion de distribucion conjunta n-
dimensional con marginales F1, ..., F,. Entonces existe una unica n-subcépula C' con
DomC" = RanF| X ... X RanF,, tal que,

H(xy,....,wp) = C'(Fi(21), ..., Fu(2,)) para toda x1,...,x, € R. (1.2.4)

La n-subcopula estd dada por,

C'(Y1y ey yn) = H(FY (Y1), s Fii (yn)) para toda (y1, ..., y,) € DomC". (1.2.5)

Donde F representa una cuasi inversa de Fj,. Si las funciones FY, ..., F,, son todas continuas
k PERED)
en R, entonces C" es una n-Cépula.

De igual forma, si definimos H como en la expresion (1.2.4) , Fi, ..., F, son funciones de
distribucion y C' es cualquier subcopula cuyo dominio contiene a RanFy X ... X RankF},
entonces H resulta ser una funcion de distribucion conjunta n-dimensional con marginales
. F,.

Demostracion. Supongamos que H es una funciéon de distribucién conjunta, con margina-
les Fi,...,F,. Se sigue del Lema 1.1.10 que si Fi(z1) = Fi(y1), ..., Fu(x,) = Fu(y,) con
Ty eees Ty Y1y ey Y € R

0<|H(x) = H(y)l <Y |Fe(zx) = Fi(ye)] =0
k=1

Por lo tanto H(x) = H(y).

Es decir, el valor H(x) depende unicamente de los valores Fi(zy),..., F,,(x,). Esto es lo
mismo que decir que existe una tnica funciéon C’ con DomC’ = RanFi X ... X RanF,, tal
que H(xy,...,x,) = C'(Fi(x1), ..., F,,(z,,)).Ahora veamos que en efecto C” es una n-subcépula,
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i. Sabemos que 0,1 € RanF, C I para toda k € {1,...,n}.
Entonces DomC’" = RanF| x ... x RanF,, C I" por ser Fj, funcion de distribucion.

ii. Como H(xy,...,x,) = C'(Fi(z1), ..., Fn(xy)), se sigue que si zp = —o0 , entonces
0=H(x1,..., —00, .0, Tpp) = C"(F1(21), .o, Fi(—00), ..., Fp(x,)) = C'(Fi(21), ..., 0, ..., Fru(2)),
(1.2.6)
por ser H y Fj, funciones de distribucién. Por lo tanto C” es fija.
Sea B’ = [ay,b1] X - -+ X [an, by,] ;usando que H es n creciente se cumple
Vor(B') =) " hsgn(c)C'(c) = hsgn(e)H(Fy(c1), ..., F(cn)) = Vir(B) > 0,
dénde B = [Fy(a1), Fy(b1)] X -+ X [F(an), F(b,)] es una n-caja, pues las funciones F

son no decrecientes por lo que si a; < b; se cumple que F(a;) < Fj(b;) .Por lo tanto C” es
n-creciente.

iii. Sea k < n y sea ()}, la marginal de C’, como DomC) = RanF}, para toda u € DomC},
existe x; € R tal que Fi(z)) = u. Entonces se tiene que,

Clu) = C'(1, ., 1,0, 1, ...1)
= C'(F1(00), ..., Fi—1(00), Fi(xk), Frr1(00), ..., F(00))

= H(o0, ..., 00, T, 00, ..., 00) = F(x) = u.
De i, ii y iii se sigue que C’ es una n-subcépula.

Para la segunda parte de la demostracién sabemos que Fi(Fy(yx)) = yr para toda y, €
RanFy, de donde haciendo uso de la ecuacién (1.2.4) se obtiene,

H(E (11), - F(yn)) = C'(FL(FY (1)), o Fo(F5 ()
=C"(y1, -, Yn) para toda (yy, ..., yn) € DomC".

Si [} es continua para toda k = 1,...,n se tiene que Dom(C’ = I", en tal caso C’ es una
n-copula.

Para el regreso se tiene que si I, ..., F,, son funciones de distribucién, y C” es cualquier n-
subcépula con DomC” O RanF X ... X RanF,, y definimos a H(x) = C'(Fi(z1), ..., Fu(zy)),
entonces se cumple que

1. DomH = R", pues el DomF}, = R para toda k.

2. Si xp = —oo para alguna k =1, ...,n.. Entonces
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0=C'"Fi(z1),...,0,..., F(z,)) = H(x1, ..., —00, o0, Tp).

Sea B = [a1,b1] X -+ X [a,, b,] y usando que C’ es n-creciente ,entonces

Vi(B) =Y hsgn(c)H(c) = Y hsgn(c)C'(Fi(c1), ..., Fu(ca)) = Ve (B') > 0,

con B' = [Fi(ay), Fi(by)] X -+ - X [Fy(an), Fn(b,)] una n-caja , pues F; es una funcién no decre-
ciente por lo que si a; < by se cumple que Fj(a;) < F;(by) .Por lo tanto H es fija y n-creciente.

3. H(00,...,00) = C'(F1(00), ..., F,(c0)) = C'(1,...,1) = 1.
4. Hy(z) = H(oo, ..., x,...00) = C"(F1(0), ..., F(x), ..., F,(00)) = CL.(Fy(x)) = Fi(x).

de 1,2,3 y 4 se tiene que H es una funcién de distribucién con marginales Fi, ..., F,.
H

Teorema 1.2.11. Sea H una funcion de distribucion con marginales Fi, ..., F,. Entonces
existe una n-copula C' tal que,

H(zy,...,zn) = C(Fi(x1), .oy Fru(2)) para toda xi, ..., T, € R, (1.2.7)
la copula C' no es necesariamente unica.

La demostracién de este teorema se sigue directamente del célebre teorema de Sklar y del
teorema de extension, el cial detallaremos a continuacién para el caso n = 2, este caso nos
ayudara a entender como se construye la prueba para dimensiones superiores.

Teorema 1.2.12. Toda 2-subcopula se puede extender a una 2-copula, es decir, dada una
2-subcopula C" existe una 2-cépula C' tal que

Clx,y) = C'(x,y) para todo (x,y) € Dom(C".

Demostracion. Sea DomC" = S; x Sy, gracias a la continuidad uniforme de las subcépulas y
la propiedad de que la subcépula es no decreciente entrada a entrada, podemos extender a C’
por continuidad a una funcién C” tal que DomC” = S; x S,, dénde S; y S, son la cerradura
de S; y Sy. Sabemos que para todo (z,y) € DomC” | existen sucesiones convergentes y
crecientes {x,} — = vy {y,} — vy, tales que x, € Sy, y, € S, para toda n € N. De modo
que se define C"(z,y) = lim, o C'(Tn, yn). Entonces C” cumple que

1. DomC” =S; x Sy, 51,8 CIycomo0,1€S,k=1,2, entonces 0,1 € Sj.
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1. Sea x € S), entonces C”(z,0) = lim,, _,, C'(,,0) = 0. Andlogamente observamos que

C"0,y) =y, C"(1,y) =y, C"(x,1) = .

. Sea B = [a}, V)] x [d),by] una 2-caja y sean {al} — a),{a2} — df), {b\} — V] ¥
{b2} — bly, sucesiones convergentes y crecientes. Entonces,

VCN(B) = lim VC/([al bl] X [CL2 52])

n»-n nr-n

= lim {C/(b}w bi) + Cl(a1117 a’127,> - Cl(b}w a’i) - Cl(a’1117 bi)}
n—o00

= C'(b,b5) + C'(a}, az) — C'(by, a3) — C'(aj, by)

- VC’([allv bll] X [a’/2>b,2]) > 0.

v. Si (z,y) € Dom(’,

C'(z,y) = lm C"(2n,yn) = C'(2,y).

n—o0

por lo que C” es una subcépula que extiende a C’. Si el DomC” = I % entonces habremos
terminado, en otro caso extenderemos a la nueva subcépula C” a una funciéon C' con dominio
I2 Sea (a,b) cualquier punto en I?) sean a; y ap tales que a; = méx{z € S|v < a} y
a; = min{x € S|z > a}y sea by y by tales que by = max{y € Soly < b} y by = min{y €
5’2]3/ > b}. Notemos que si a € S, entonces a; = a = ag, y si b € S,, entonces by = b = bs.
Ahora definamos

1, St a1 = as;

N {(a—al)/(ag —ay), sia<as,
L=

B {(b— b1)/(by — by), si by < by,
H1 =

1’ S b1 = bg,

C(a, b) = (1 — )\1)(1 — ,Ul)0”<a1, bl) + (1 — )\1)#10”(@1, bg)
+ A (1 = 1)C"(as, br) + A C" (az, by).

Definida de esta forma C' cumple las siguientes propiedades,

1. El DomC = I? por construccién.
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II.

III.

IV.

Si (a,b) € DomC"” entonces, A\; = 1 y u; = 1, por lo que

Cla,b) = (1= A)(1 = p1)C"(an, br) + (1 = A\)pn C"(a, ba)
+ A (1 = p1)C" (a2, by) + M C" (ag, ba)
= O”(O,Q, bg) = C”( b)

Sea a € I, entonces

C(a, O) = (1 — )\1)0”(&1, O) + /\10”(&2, 0) = 0,
andlogamente observamos que C(0,0) =0, C(a,1) =a y C(1,b) = b.

Sean (a,b), (c,d) € I’ tal que ¢ > ay d > by sean cy, ¢y, di, da, Mg, 12 relacionados a ¢ y d
de igual forma que ay, as, b1, ba, A1, p11 estan relacionados con a y b. La demostracion de
esta propiedad se hace por casos, se mostrard a detalle uno de los casos, los demés se
demuestran en forma similar.

Supongamos que existe un punto en S estrictamente entre a Y €, pero no existe ningun
punto en S, entre b y d, tendriamos que a < as < ¢; < ¢, by = dy y by = ds, entonces
calculando el volumen de B = [a, ¢] X [b, d] obtendriamos lo siguiente:

Vo(B) = C(e,d) — C(a,d) — C(e,b) + C(a,b)

=[(1 = A)(1 = p2)C" (e, dv) + (1 = Ag)p2C” (1, do)
+ Xo(1 = p2)C" (2, dy) + Aop12C" (c2, do)]
—[(1 = A)(1 = p2)C"(ar, dr) + (1 = M) p2C" (a1, da)
+ (1 — p2)C"(ag, di) + M peC"(as, ds)]
—[(1 = A2)(1 = p1)C” (e, b)) + (1 = A2)pn C” (1, ba)
+ Ao (1 — 1) C" (€, b1) + Aopa2C” (2, b))

+ (1= A)(1 = p1)C"(ar, br) + (1 = A1) C” (aq, b)
+ M (1= p)C"(as, by) + A C" (as, by)]

= [(1 = A)(1 = p2)C" (e, b1) + (1 — A2) p2C” (1, o)
+ Xo(1 = p2)C" (€2, b1) + AopsaC" (2, bs)]
— [(1 = A)(1 = p2)C"(ar,b1) + (1 = A1) p2C" (an, o)
+ A (1 = p2)C"(ag, by) + A paC" (ag, by)]
—[(1 = A2)(1 = p1)C" (e, b1) + (1 = A2)pn C” (1, ba)
+ Xo(1 = 1) C" (€2, b1) + AopaC" (2, b)]

+ (1= M) (1 = p1)C" (a1, b1) + (1 — M) C"(ay, b)
+ A (1 — p1)C"(ag, br) + A1 C" (as, bs)]
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= (1= X2)C"(er, br)[pa — pa] + (1 = A2)C" (1, ba) [ — pu]
+ 220" (c2, b)) [ — pio] + A2 C" (2, b2) [pt2 — pua]

+ (1= A)C"(ar, b1)[p2 — pa] + (1 = M)C"(ar, ba) [p1 — pa]
+ MiC"(az, b1)[p2 — pn] + MC(az, ba)[p1 — po]
= [p2 — i J{(1 = A2)C"(e1, b2) — (1 = A2)C"(er, bn)
— XC"(c2,b1) + A2C"(c2,b2)}
+ [p2 — p[{(1 = A)C" (a1, b1) — (1 = A)C" (a1, bs)
—MC"(ag,by) + M C"(ag,b1)}
= [p2 — ml{A(C"(c1, 1) + C"(c2,b2) — C"(c1, b2) — C"(c2,b1))
M (C"(ar,by) + C"(as, by) — C" (a1, b) — C"(as, b1)}
+ {2 — ]{C"(e1, b2) + C"(ar, b1) — C"(c1, b)) — C"(ar, b2)}
= [p2 — m]{AVer ([e1, e2] X [b1, ba]) + Ver([ar, 1] X [by, ba])
— MVer(lar, as] x b1, ba])}-

La diferencia que se encuentra entre {-} es positiva pues ,

ch([al, Cl] X [bl, bg]) — Vc//([al, CZQ] X [bl, bg]) = C”(Cl, bg

- C//(CLQ, bg) - C//(Cl, bl
= Von(lag, c1] x [br,b2]) > 0

por lo que Vor([ay, ¢1] X [by,b2]) > Ven([ar, as] X [b1,bs]) v como A\ < 1 se tiene que
Vor([ar, e1] X [b1,b2]) > M Ver([ar, as] X [b1, bs]). Por otro lado sabemos que po > py,
puesd > by b, =d;, i =1,2. Por lo que podemos afirmar que Vo (B) > 0.

Los otros casos son cuando no existe un punto en Si entre a 7Y ¢ ni un punto en S, entre
by d , cuando no existe un punto en S, estrictamente entre a Yy c , pero existe un punto en
S, entre b y d, v cuando existe al menos un punto en S; entre a y ¢ y al menos un punto S,
entre b y d. La prueba para estos casos es andloga a la del caso mostrado anteriormente. De
esta forma hemos probado que toda 2-subcopula puede ser extendida a una 2-cépula.

O

A continuacién explicaremos el proceso para la demostracion general con n > 2, la prueba
es muy similar sin embargo el nimero de casos aumenta y el dlgebra se complica.
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Primeramente extenderemos a C’ a una subcépula C”; con las mismas caracteristicas que
en el caso n = 2, de modo que DomC" = DomC" es decir el dominio de C” es la cerradura
del dominio de C". Si resulta que DomC” = I?, la prueba termina, en otro caso sea x € I"
y definamos:

i — T i ™ Tiy)y STy < Ty, :
)\i(x):{(m i) (T = i), 803y < 2y para toda i€ {1,....,n}

1, ST Tiy = Tiy;
Recordemos que DomC” = S; x ... x S, y Ty, Tiy € S; los elementos maximo y minimo de
S; que satisfacen z;, < z; < x;,. Definimos a A (x) que puede tomar el valor de \;(x) si la

subcopula C” tiene como i-ésima entrada a x;, 6 (1 — \;(x)) si la subcépula C” tiene como
i-ésima entrada a z;, .

Sabemos que para todo punto x € I", x € B = [x1,, T1,], X... X [Ty, Zn,], bajo estas obser-
vaciones definimos la funciéon C' de la siguiente forma:

Z{HA )}C"(c) (1.2.8)

ce¢ j=1

donde ¢ representa el conjunto de vértices de la n-caja B.

Analogamente al caso n = 2, se puede probar que esta nueva funcion C' resulta ser una
n-copula que extiende a la n-subcopula C”.

Este tltimo resultado nos dice que toda subcépula C7 se puede extender a una n-cépula C'
de tal forma que DomC’ C DomC' | sin embargo en el conjunto I ™"\ DomC’ la cépula C
podria no ser unica.

Ejemplo 1.2.13. Sea C' definida como, C'(0,1) = C'(1,0) = C'(0,0) =0 y C'(1,1) = 1.
Entonces C' es una subcdpula, ya que por construccion satisface que DomC’ = Sy x Sy C I,
0,1 € Sk conk=1,2, y Veu([0,1] x [0,1]) = C'(1,1) — C'(1,0) — C"(0,1) + C'(0,0) =1 > 0.
Como [0, 1] x [0,1] es el unico rectangulo posible se concluye que C' es una subcépula.

Usando la copula del teorema anterior se tiene que,

Cla,b) = (1= M)(1 = p1)C(ar, br) + (L = M) C'(ar, be)
+ A (1 — p1)C' (ag, br) + A C' (as, bo)
0,

= (1= M) (1 = p)C(0,0) + (1 = M) C(0, 1)
+ /\1(1 - ,ul)C"(l, O) + /\l,ulc"(l, ]_) = )\1[11 = ab.

Sin embargo cualquier otra copula es una extension de C'.
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Ejemplo 1.2.14. Supongamos que se tienen X,Y ~ Normal(0,1), variables aleatorias ,
deseamos obtener una distribucion conjunta con marginales normales estdndar, que no sea
la Normal bivariada. El teroema de Sklar nos facilita el encontrar esta funcion, de modo que
cualquier copula satisface nuestras condiciones, excepto la definida por,

C(x,y) = N(® ' (z), 27 (y)),

dénde N, es la funcion de distribucion conjunta de una normal bivariada y ® es la funcion
de distribucion de una normal estandar.

Este ejemplo nos abré una nueva discusién, como sabemos todo vector aleatorio tiene asocia-
do y queda completamente determinado por una funcion de distribucién, de modo que como
se muestra en el ejemplo anterior, podemos asociar una copula a la funcién de distribucién
de un vector aleatorio.

1.3. Copulas y Variables Aleatorias

En esta seccion ocuparemos todos los resutados previos y los aplicaremos a las funciones
conocidas como variables aleatorias, que como bien sabemos, toda variable aleatoria queda
determinada por una tnica funcion de distribucién .

Sean X7, .., X,, variables aleatorias definidas en un mismo espacio de probabilidad (2, <, P),
entonces la funcion H definida como

H(x) = P{w € Q| X;(w) < z1, .., Xp(w) < x,}

es la funcion de distribucién conjunta de Xy, .., X,,.

Como consecuencia inmediata del Teorema de Sklar y del Teorema 1.2.11 enunciamos el
siguiente resultado.

Teorema 1.3.1. Sean Xy, .., X,, variables aleatorias definidas en (,, P) espacio de proba-
bilidad, con respectivas funciones de distribucion FY, .., F,, y funcion de distribucion conjunta
H. Entonces existe una n-copula C' tal que

H(zy,...,xn) = C(Fi(x1), ..., Fou(2)) para toda x1, ..., x, € R. (1.3.1)

Si todas las funciones F,, con m = 1,...,n son continuas, la n-copula es unica.

A esta cépula se la llamara la copula de Xi,.., X, y se denontara como Cyx,  x, cuando
asi se requiera.

El Teorema de Sklar nos da la opcién de cambiar el estudio de las funciones de distribucién,
por el estudio de las cépulas, las cuales exhiben, a simple vista, la estructura de dependencia

24



entre las variables aleatorias.

A continuacién veremos un resultado de utilidad para el estudio del concepto de indepen-
dencia de variables aleatorias.

Teorema 1.3.2. Sea n > 2 y sean Xi,..,X,, v.a. continuas. Entonces X1, .., X, son inde-
pendientes si y solo si la unica n-copula de Xy, .., X, es [[" (@1, ..., zn) = [T, Fx,(2:).

Demostracion. Sabemos que X7y, .., X, son independientes si y sélo si

Fx,. x, (1, ) = Fx, (21) %+ Fx, (20) = [ [ Fx.(2:) = C(Fx, (1), .., Fx, ()

=1

Sélo falta probar que C' = II" es la Unica cépula de X1, ..., X,,. Sabemos que el DomlII" = 1",
que II" es Fija en 0 y que sus Marginales son,

Cr(z) =} (x) = x.

Sean a,b € DomlII" , probaremos por inducciéon que el H-volumen es no negativo, es decir
que:

Vi ([a, b)) Z hsgn(c HCI (by —ay) - (b, —ay) > 0.

=1
Demostremos para k = 2:
Vrp([a, b]) = ble — b1a2 — bQCLl -+ o1 = (b1 — al)(bg — CLQ) Z 0.
Este valor es positivo ya que b; > a; con ¢ = 1, 2.

Supongamos que se cumple para k = n , es decir que :

Vi ([a,b]) = (by —aq) -+ - (b, — an) > 0. (1.3.2)
Ahora demostremos que se sigue cumpliendo para k =n + 1:
Sea [a,b] = [ay,b1] X -+ X [an, b,] ¥ [a,b]41 = [a1,b1] X -+ X [apy1, bpia].
Usando la ecuacién (1.3.2) podemos obtener que:
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0 < (bpt1 — an1) Vi ([a, b]) = (b1 — a1) - -+ (bn — @) (bps1 — ant1)

n

= (bpt1 — ny1) Z hsgn(c) H G
c =1

= byt Z hsgn(c) H Ci + ny1 Z —hsgn(c) H Ci

i=1 i=1
= hsgn(c) [ [ cibnis + > —hsgn(e) [ ] citnn
c 1 c

i= i=1

= Z thn(C)HnJrl (Cla -+ Cn,y bn+1) + Z —thn(C)HnJrl (Cla -+ Cn,y an+1)

=3 hsgn(ca) T (€1, oo carr) = Vi ([, blsa),

Ct1

dénde cyq1 = (¢, ..., cpy1) son los vértices de la (n+ 1)—caja [a, b]41. Por lo tanto se cumple
que el H-volumen de II" es no negativo.

Por lo tanto X7, ..., X,, son independientes si y sélo si la tinica cépula de X, ..., X, es [[* O

Una de las virtudes de este resultado es que nos da condiciones necesarias y suficientes, para
determinar cuando las variables aleatorias X1, .., X,, son independientes.

En adelante trabajaremos tinicamente con variables aleatorias absolutamente continuas.

Teorema 1.3.3. Sea n > 2 y sean X, .., X,, variables aleatorias en (2,5, P) espacio de
probabilidad, con funciones de distribucion continuas Fi, ..., F,,, funcion de distribucion con-
gunta H y copula C. Sean o, : R - R m = 1,...,n funciones estrictamente crecientes.
Entonces a1(X1), ..., an(Xy) son variables aleatorias en (2, ¥, P) con funciones de distribu-
cion continuas y copula C. Es decir C es invariante ante transformaciones estrictamente
crecientes de X1, .., X,,.

Demostracion. Como o, es estrictamente creciente , o}, coincide con la inversa usual, por

lo que a;, es estrictamente creciente. Entonces se tiene que
Fopxn) () = Plam(Xm) < ) = Plog, (am (X)) < g, (2)) = P(Xp < o), (7)) = Fin(0,(2))

y dado que F},, es continua se sigue que F, _ también lo es. Como C' es la cépula de X7, .., X,
podemos calcular lo siguiente,
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(X1 < FY(wa), - X < Fy(un))

(Fi(aj(on(X1))) < w, .. Fo(ag(0n(Xn))) < un)
(Farxy(0a(X1)) S ury s Fox) (an(X5)) < up)
(a1 (X1) < Fy xy (1), s an(X5) < FLx, ) (Un)
)

]

El dltimo resultado es importante, pues nos ayuda a comprender un poco mas sobre la depen-
dencia de variables aleatorias, y nos indica que con transformaciones estrictamente crecientes
la estructura de dependencia se mantiene.

A continuaciéon veremos que sucede con funciones estrictamente decrecientes para el caso
particular n = 2.

Teorema 1.3.4. Sean X, y X, variables aleatorias continuas con copula Cx, x,. Sean
funciones estrictamente monotonas en el RanXj con k =1, 2.

1. S aq, es estrictamente creciente y g estrictamente decreciente , entonces
Coa(X1)02(x2) (U1, U2) = w1 — Cxy x, (ua, 1 — un). (1.3.3)
1. Si ag, es estrictamente creciente y «y estrictamente decreciente , entonces
Con (X1),02(x2) (U1, U2) = ug — Cxy x, (1 — ug, ug). (1.3.4)
1. St aq, ag son estrictamente decrecientes , entonces
Coar (x1),00(X2) (U1, U2) = ur +ug — 14 Cxy x, (1 — uy, 1 — ug) (1.3.5)
Demostracion. Probaremos el inciso I1II , los incisos restante se prueban de forma analoga.

Sabemos que aj(a(zg)) = xp con k = 1,2 , por ser oy estrictamente decrecientes, entonces
se tiene que

Foxy () = Pla(Xy) < oy

= Plag(ar(Xr)) = aj ()]
=1— P[Xy < aj(zg)] =1— Fx,(af(zx)), con k=1,2.
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Entonces,

CXLXQ (Ulv UQ) - H(F)*(l (Ul)v F)*(g (UQ))
)

) S 1—v1] = PlFo,(x,)(a2(X1)) < 1 — vy
PlFo,x) (01 (X1)) < 1 — 01, Fogx)(02(X2)) <1 —2)
+ Coy(x1)aa(x2) (1 = 01, 1 = 02).

Ya que P[Fy,x,)(i(X;)) < z] = z, pues Fy,(x,)(;(X;)) es una v.a. uniforme en I.

Despejando a Cy,(x,),a0(x2) ¥ haciendo u; = 1 — v; con i = 1,2, obtenemos que,

Oal(Xl),ag(Xg)(UhUZ) = U1 + U — 1 + OX1,X2(1 — Uy, 1-— UQ), (136)

lo que prueba el inciso III.
El resto de los incisos se prueban similarmente.

]

Los tultimos resultados son importantes pues nos dan de forma explicita la copula de las
variables aleatorias con una transformacién particular.

Por la naturaleza del presente trabajo , en lo que resta sélo seran necesarios los resultados
para copulas bivariadas.

Se dice que un vector aleatorio (Xi, X3) es absolutamente continuo si existe una funcién
Ix1,x, >0, tal que

1 o
FX1,X2(331,$2) = / / fX1,X2(u1au2)du2dul'
—00 J —00

A esta funcién se le conoce como la densidad del vector aleatorio (X7, Xs). Existen vectores
aleatorios que no son absolutamente continuos, como veremos a continuacion.

Ejemplo 1.3.5. Consideremos la siguiente funcion de distribucion conjunta ,

Fxy(z,y) = Tljoco<iy>ay T Yljocy<iy<ar + La>1,4>1)-
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Esta funcion de distribucion es resultado del experimento de seleccionar al azar un punto
sobre la recta con pendiente 1 en el cuadrado unitario, esta region la llamaremos D. Luego
la probabilidad de que el punto seleccionado esté contenido en un subconjunto A C R? es
igual a la longitud del segmento AN D entre la longitud del segmento D [8].

Por lo que si F' fuera absolutamente continua se tendria que,

1=P[(X,Y)e D] = //D fxy(z,y)dzdy =0,

puesto que el drea de D es 0. Por lo tanto la funcion de distribucion conjunta F no es
absolutamente continua.

Como ya hemos visto existe una fuerte relacion entre las funciones de distribuciéon conjun-
tas y las cépulas, de modo que es intuitivo pensar que las propiedades de las funciones de
distribucién conjuntas estén fuertemente relacionados con las propiedades de las copulas. A
continuacion veremos como relacionar el concepto de absolutamente continuo con las cépulas.

Definicién 1.3.6. Sea C' una copula, se define el componente absolutamente continuo como,

Ul ug 82
A = C dssd
C(ulaUZ) /0 /0 951055 (51,32) 52057

Toda cépula se puede escribir de la forma [14]:
C(u1,uz) = Ac(ur, uz) + Sc(ur, ug),
dénde A¢ es el componente absolutamente continuo de la cépula y
So(ur,uz) = Cluy, ug) — Ac(uy, ug).

El teorema 1.2.8 nos asegura que las derivadas parciales de C' estan bien definidas, por con-
secuencia Aq estd bien definida. Si C' = Ag se dice que C' es absolutamente continua , si
C = S¢ se dice que C' es singular, en cualquier otro caso se dice que C' tiene componente
absolutamente continuo y componente singular.

1.4. Coépulas Arquimedianas

En esta seccién estudiaremos a la clase de cépulas arquimedianas, este tipo de cépulas
son importantes en la préactica, pues pueden describir una gran variedad de estructuras de
dependencia, ademas de tener una sencilla construccién.
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Definicién 1.4.1. Sea ¢ : I — [0, 00| una funcion continua, estrictamente decreciente, tal
que ©(1) = 0. La pseudo-inversa de ¢ es la funcion o= : [0, 00] — I, dada por,

o) = {90‘1@% 0<

Observamos que o= es continua y no creciente en [0, 0o, y estrictamente decreciente en
0,5(0)]. Ademis @1 (ip(u) = uen I, y

(0) (1.4.1)

Y finalmente si ¢(0) = oo, entonces ¢!~ = o1

A continuacién veremos unos resultados sobre este tipo de funciones para posteriormente
caracterizar a las cépulas Arquimedianas.

Lema 1.4.2. Sea ¢ : I — [0,00] una funcion continua, estrictamente decreciente, tal que
(1) = 0 y sea ¢!~ la pseudo-inversa de ¢. Sea C : I* — I dada por,

C(u,v) = o (u) + ¢(v)). (1.4.2)
Entonces C' es fija con marginales u y v.

Demostracion. La funcion C' cumple que,
C(u,0) = @ (p(u) + ¢(0)) = 0 = I (p(0) + p(v)) = C(0,v),
Clu, 1) = @ (p(u) + (1)) = el (u)) = u,
y C(1,v) = o (@(1) + ¢(v)) = e (p(v)) = .
]

Lema 1.4.3. Sea ¢, o= y C como en el Lema 1.4.2. Entonces C es 2-creciente si y solo
st para toda v € I, con uy < ug,

C(ug,v) — C(ug,v) < ug — uy. (1.4.3)
Demostracion. Sea v € I. Ya que la expresién (1.4.3) es equivalente a
Vo([ur, ug) x[v,1]) = Clug, 1)—C(uy, 1)—C(ug, v)+C(u1,v) = ug—uy —C(ug, v)+C(uy,v) > 0,
esta se cumple siempre que C' sea 2-creciente.

Ahora supongamos que C' satisface la expresién (1.4.3). Sean vy, vy € I tales que vy < vy, y
notemos que C'(0,v;) = 0 < v; < vy = C(1,v5). Como C es continua , ya que ¢ y o= lo
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son, existe una t € I tal que C(t,v2) = vy, 0 p(v2) + ¢(t) = p(v1). También

C(uz,v1) — Clur,v1) = o N p(ua) + (v1)) — 1 (p(ur) + o (v1)),
= @ (p(ua) + @(v2) + @(t)) — (o (ur) + @(v2) + (1))
= o (el (p(u2) + (v2))) + (1) — (T (p(ur) + @(v2))) + ¢ (t))
= C(C(Ug, UQ), t
C

por lo tanto C' es 2-creciente.

]

El siguiente resultado nos dara una caracterizacion de las copulas Arquimedianas en términos
de una funcién o.

Teorema 1.4.4. Sea p : I — [0,00] una funcion continua, estrictamente decreciente, tal
que p(1) = 0 y sea oI la pseudo-inversa de de . Sea C : I* — I dada por,

O(u,v) = ! (p(u) + ¢(v)).
Entonces C' es una copula si y solo st ¢ es convexa.
Demostracion. Gracias al lema 1.4.2 sabemos que C es fija y con marginales, es decir cumple
las condiciones de frontera para ser una copula y gracias al lema anterior sélo debemos probar

que la expresién (1.4.3) se cumple si y sélo si ¢ es convexa. Notemos que ¢ es convexa si y
sélo si plY es convexa. Observemos que (1.4.3) es equivalente a

ur + @ (p(u2) + p(v)) < un + @ (p(w) + 9(v))
con u; < ug, de forma que si a = p(uy), b = p(u2), y ¢ = p(v), entonces (1.4.3) sera equi-
valente a
A7) + N0+ ¢) < ) + o a ), (1.4.4)

con a > by c > 0. Ahora supongamos que (1.4.3) se cumple, es decir, ¢ satisface (1.4.4).
Sean s,t € [0,00], tal que 0 < s <t. Sia=(s+1t)/2, b=s,y c=(t—s)/2, se tiene que

t (1] (=11 (¢

Es decir, gp[’” es medio-convexa [14] , y ya que go[’l] es continua , se sigue que go[’l] es
convexa.
Ahora supongamos que ¢[~! es convexa. Sean a, b, c € I fijos, tales que a > by ¢ > 0; y sea

7= a(ab—l&)-) Entonces a = (1 —y)b+v(a+¢) y b+c=7vb+ (1 —7)(a+c), y también

e (a) < (1= 7)1 (b) + v (a+ c)
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(b4 ) <yl () + (1 —y)pl N (a + o).

Sumando estas expresiones obtenemos

P 7H(a) + b+ ) <) + T a t o),

con lo que termina la prueba.

]

Estos resultados nos dan todos los elementos necesarios para poder definir a las cépulas
Arquimedianas:

Definicién 1.4.5 (Cépulas Arquimedianas). Sea ¢ : I — [0,00] una funcidn continua,

estrictamente decreciente y conveza tal que ©(1) = 0. Sea =Y la pseudo-inversa de ¢ y
C : I*— I dada por,

C(u,v) = o (p(u) + (v)).

A las copulas de esta forma se les llama copulas Arquimedianas. La funcion ¢ es llamado el
generador de la cdpula. Si p(0) = 0o, decimos que ¢ es un generador estricto. En este caso
a C se le conoce como cdpula Arquimediana estricta.

A continuacién veremos algunas de las propiedades de este tipo de copulas.

Teorema 1.4.6. Sea C' una copula Arquimediana con generador . Entonces

1. C es simétrica. Es decir C(u,v) = C(v,u) para toda u,v € I.

11. C es asociativa. Es decir C(C(u,v),w) = C(u,C(v,w)) para toda u,v,w € I.

Demostracion. Probaremos I.

C(u,v) = () + (v)) = e (p(v) + p(u)) = C(v, u).

Ahora probaremos el punto II.

Caso 1 (p(u) + ¢(v) < ¢(0) ¥ (v) + p(w) < ¢(0)).



Caso 2 (p(u) + ¢(v) > (0) y ¢(v) + p(w) > ¢(0)).

C(C(u,v),w) =

F (e (p(u) + 0 (v))) + p(w)) =
C(u, C(v,w)) = ©

@
e (o(w) + (! (p(v) +

Caso 3 (p(u) + ¢(v) < @(0) y p(v) + p(w) > ¢(0)).

Caso 4 (p(u) + ¢(v) > ¢(0) y p(v) + p(w) < p(0)).

El caso 4 se prueba analogo al caso 3, con lo que queda probado el reultado.
m

La propiedad de asociatividad de las cépulas Arquimedianas radica en las caracteristicas del
generador, por este motivo no todas las cépulas tienen esta propiedad.

A continuacién mostraremos algunas de las familias de cépulas Arquimedianas mas repre-
sentativas , asi como algunas de sus propiedades.

1.4.1. Familia Ali Mikhail Haq

1-0(1—1)

Sea ¢(t) = Ln| |, con § € [-1,1].

0—1
t(1—0(1—1))
decreciente en I. También se tiene que ¢”(t) > 0, es decir ¢ es convexa. Y ¢(0) = oo, es
decir es un generador estricto. Entonces la cépula se expresa de la siguiente forma,

Sabemos que @ es continua , ¢(1) = 0 y como ¢'(t) = ,  es estrictamente

U
C = . 1.4.6

o) = T A =) (1.4.6)

Si @ = 0 obtenemos la cépula producto, y si 6 = 1 se tiene que Cy(u,v) = Toas- A esta

familia de copulas se le conoce como Familia Ali Mikhail Haq.
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1.4.2. Familia Gumbel

Sea ¢(t) = (—Ln t)?, con 6 > 1.
—0(—Ln t)%!

Sabemos que ¢ es continua , (1) = 0y como ¢'(t) = , ( es estrictamente

decreciente en I. También se tiene que ¢”(t) > 0, es decir ¢ es convexa. Y ¢(0) = oo, es
decir es un generador estricto. Entonces la copula se expresa de la siguiente forma,
Co(u,v) = exp{—[(—Ln u)’ + (—Ln v)e]%}. (1.4.7)

Se puede observar que C; = 12 y limy_,oo Cp = M?2. A esta familia se le conoce como Familia

Gumbel.

1.4.3. Familia Clayton

Sea ¢(t) = (t_¢+1)’ con f € [—1,00) \ {0}.

Sabemos que ¢ es continua , ¢(1) = 0y como ¢'(t) = —t~@+1)  es estrictamente decreciente
en I. También se tiene que ¢”(t) > 0, es decir ¢ es convexa. Y ¢(0) # 0o, es decir no es un
generador estricto. Entonces la cépula se expresa de la siguiente forma,
Colu,v) = max(fu™® +v=? —1]77,0). (1.4.8)
Para 6 > 0 la expresion anterior se simplifica,
Colu,v) = [u™? +v 0 —1] 7. (1.4.9)

Se observa que C_; = W2, limg_,Cy = II? v limg_,oc Cy = M?.Esta familia de cépulas es
conocida como la familia Clayton.

1.4.4. Familia Frank
Sea ¢(t) = —Ln(ee:?__ll), con f € R\ {0}.

Sabemos que ¢ es continua , ¢(1) = 0y como ¢'(t) = ¢ es estrictamente decreciente

1—ef’
en I. También se tiene que ¢”(t) > 0, es decir ¢ es convexa. Y ¢(0) # 0o, es decir no es un

generador estricto. Entonces la cépula se expresa de la siguiente forma,

Co(u,v) = —% Ln (1 + (™ ;12(_6_191] - 1>> . (1.4.10)

Las copulas de esta familia son copulas arquimedianas estrictas y se observar que,
limy_s oo Cp = W2, limg_,0 Cy = 12 y limy_,oc Cyp = M?. Esta familia de cépulas es conocida
como la familia Frank.
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Capitulo 2

Coépulas de Racimo

Las cépulas de racimo son un método para la construccion de modelos de dependencia
multivariados. La metodologia se basa en la descomposicion de una funcion de densidad
multivariada en un 'racimo’ de 2-copulas ajustadas a las variables originales y sus funciones
de distribuciéon condicionales. A lo largo de este capitulo detallaremos la metodologia de
construccion de este tipo de modelos.

2.1. Descomposiciéon de funciones de distribucién mul-
tivariadas en cépulas bivariadas

Si consideramos n variables aleatorias X = (X1, ..., X,,) con funcién de densidad conjunta
f(z1,...,x,), esta funcién de densidad puede ser factorizada como,

fx1, e xn) = flan) f(@no1|en) f(@n_o|Tn_1,2n) - -+ f(21]|T2, .0\ 20), (2.1.1)

esta descomposicion es tnica , salvo por el orden de las variables.

Este resultado nos dice que las funciones de distribucién contienen informacion marginal de
cada variable y de su estructura de dependecia.

Consideremos una funcién de distribucién absolutamente continua F' con marginales conti-
nuas y estictamtente crecientes Fy, ..., Fj, y funcion de densidad conjunta f, como consecuen-
cia del teorma de Sklar se tiene que

f(!lfl, ceny l‘n) = 01,27.__7n(F1($1), ceesy Fn(l’n))fl(llfl) e fn(l'n), (212)
dénde ¢y 2. () se le conoce como la densidad de la cépula C'y se define como
c (u uzTy,) = LC(u Up,) (2.1.3)
1,2,...,n W1y - ey n) — au10Un 1y:-e5 Un)- -1

El caso bivariado se simplifica a ,
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f(z1,22) = cra(Fi(z1), Fa(w2)) f1(21) fo2), (2.1.4)

dénde ¢ 9(+, ) es la copula que ajusta a las variables transformadas Fy(X;) y Fo(X2). Para
una densidad condicional se sigue,

f(z1|ze) = c12(Fi(21), Fa(x2)) f1(21), (2.1.5)

para la misma cépula.

De la ecuacién (2.1.1), podemos descomponer el segundo factor como la cépula ,

f(@nalz,) = C(n—l),n(Fn—l(xn—1)7 Eo(wn)) fo1(Tn-1)- (2.1.6)

Joe [9] fue el primero en desarrollar una construccién de funciones de distribuciéon multiva-
riada basada en cépulas bivariadas, los siguientes son algunos de sus resultados.

Para tres variables aleatorias tendriamos que,

_ f(x1, 22]73)

f(x1|ze, x5) = s (2.1.7)
_ cgs(Fis(1]es), chl?()iﬂ?ffz)z))f(ﬂ?l\xz)f(@\x:z) (2.18)
= c193(Fus(z1|zs), Fas(xalxs)) f(z1]z3), (2.1.9)

para la cépula C1 3 apropiada, es decir la cépula de las variables F3(X1|X3) v , Fo3(X2| X3).
Una descomposicién alternativa seria,

- f($17$3|a72)

f(z1]zo, 23) = —f(x3|x2) (2.1.10)
_ 01,3|2(F1|2(9€1|$2), chliiajifj))f(%‘m)f(mg‘@) (2‘1‘11)
= 01,3\2(F1|2($1|$2)a F3|2($3|~’B2))f($1|$2), (2.1.12)

dénde c; 32 # ci1,2;3 - Si descomponemos el ultimo factor de la expresién anterior, se tiene
que

f(x1|z2, 23) = c13p(Frpp(w1|22), Fap(ws|ze)) f(21]22) (2.1.13)
= c13)2(Fi2(1]22), Fapp(ws|aa))cro(Fr(21), Fa(xa)) fi(z1). (2.1.14)

Con esto queda ejemplificado que cada factor de la expresién (2.1.1), puede expresarse como
una copula multiplicada por una densidad marginal.
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En general,

FIV) = Canyie s (Flalv = 1), Fluslv — )]y — ), (2.1.15)
dénde v es un vector d-dimensional, v; es un componente arbitrario de vy v —j es el vector
formado al excluir el componente v;. En conclusién una funcién de densidad conjunta puede

expresarse como producto de cépulas bivariadas cuyos argumentos son funciones de distri-
bucién condicionales.

La construccon con copulas bivariadas involucra funciones marginales de distribucion condi-
cional de la forma F(x|v). Para todo j es posible probar que ,

8C(al:,vj|v(‘F(m|v - ])7 F(Uj|v - j))
OF (vj|v —j) ’

dénde C ;v es una cépula bivariada [9] . Para el caso particular dénde v = v , se tiene que,

F(z|v) =

(2.1.16)

ac%v(Fx(SL’), F\/(U))

ov ’
En lo que resta del capitulo usaremos la funcién h(z,v,d) para representar esta funcién de
distribucién condicional cuando z y v son uniformes, es decir f(z) = f(v) =1, F(z) =z y
F(v) = v, entonces

F(xfv) = (2.1.17)

0C; o (z,v,0)

ov ’
dénde 6 representa el conjunto de pardmetros de la cépula C,., . Y sea h™*(u, v, #) la inversa
de la funcién h(z,v,0) con respecto de x, es decir la inversa de la funcién de distribucién
condicional F'(z|v). Esta funcién da como resultado una observacién condicional de la v.a.
X|V, es decir un valor de la v.a. X que depende de V. En este trabajo usaremos inicamente
copulas simetricas en el sentido que C'(u,v) = C(v,u), por lo que al intercambiar los argu-
mentos en la funcién h, cambiara la variable con respecto a quien se deriva , mientras que
la copula asociada serd la misma.

hz,v,0) = F(z|v) = (2.1.18)

2.2. Racimos

Para distribuciones de dimension n > 2, existen muchas posibles descomposiciones en copu-
las bivariadas. Para ayudar a organizar la construccién de dicha descomposicion , Bedford y
Cooke [2] [3] , definieron un modelo de construccién grafico llamado racimo regular. En este
trabajo nos concentraremos en un caso particular de los racimos regulares conocido como
D-racimo, desarrollado por Kurowicka y Cooke [11]. Este modelo grafico nos da un camino
especifico para la descomposicion de la funcién de densidad. Dicha especificacién esta da-
da por un conjunto de arboles anidados. La figura 2.2.1 muestra un D-racimo que consiste
de cuatro arboles T}, = 1,2,3,4. El arbol Tj tiene 6 — j nodos y 5 — j aristas. A cada
arista le corresponde la densidad de una cépula bivariada , por ejemplo a la arista 25|34 le
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corresponde la densidad cys34. La descomposicion total queda completamente determinada
con la seleccién del primer arbol. Los nodos del arbol Tj sélo son necesarios para definir las
etiquetas del drbol T}4,. Como se observa en la figura 2.2.1, dos aristas en 7} se convierten
en nodos en Tj;1, y son relacionados por una arista, sélo en caso de que las aristas en Tj
tengan un nodo en comun. El arbol nos ayuda a identificar las distintas descomposiciones
de cépulas bivariadas.

(1) (2)>—) (4) (5) T
J ) _ \ Y, 1
D R S V'Y

~ —~ —~ — T
@,/' \23/ \34/ (a5) :

1 T a3 T 354

() () (e
312 ap3 \#43/ 553 \ 31 T,
@ G o

151234

Figura 2.2.1: D-racimo de 5 variables , 4 arboles y 10 aristas.

La funcién de densidad conjunta para un D-racimo esta dada por ,

n n—1n—j
[z, m,) = H f(xr) H H Cisictjlittmitg—1 (F (@il i1, ooy Tigjm1)s (i [Tiger, s Tig 1)),
k=1 j=1i=1

(2.2.1)
doénde el indice j representa los arboles , mientras que ¢ las aristas de cada arbol.

En un D-racimo , ningtin nodo esta conectado por mas de dos aristas. Otro tipo de racimos
regulares , dénde esto si sucede , son los racimos canodnicos, estos no forman parte de este
trabajo, sin embargo se ejemplifican en la Figura 2.2.2.

Descomposicién para tres variables

La expresiéon general de un D-racimo con tres variables es,
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Figura 2.2.2: Racimo canodnico de 5 variables , 4 arboles y 10 aristas.

[z, 02, 3) = f(21) f(22) f(23)
cera(F (1), F(x2))ea3(F(x2), F(x3))
scuzp(F(21]22), F(23]12)).

Existen seis formas de permutar las tres variables ; sin embargo sélo tres nos dan descom-
posiciones diferentes; estas descomoposiciones resultan ser D-racimos.

Descomposicion para cuatro variables

La estructura de un D-racimo de 4 variables se expresa como,

[, w2, 35, 34) = f(21) f(22) f(23) [ (24)
cc1a(F(21), F(22))c23(F (22), F(x3))c34(F(x3), F(24))
scuzp(F(@1]72), F(23]m2)) a3 (F(22]73), F(24]23))

'014\23( ($1\$2,933), (-’B4|ZU27903))

En total, existen doce descomposiciones diferentes en D-racimos.
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Descomposicion para cinco variables

La estructura de un D-racimo de 5 variables se expresa como,

f(@1, @2, 23, 24, 25) = f(21) f(22) f(23) f () f (5)
ce12(F (1), F(x2))ca3(F (22), F(w3))cs a(F(x3), F(wa))cas(F(4), F(25))
ccwza(F(21]22), F(23]m2))coas(F(w2]x3), F(4|23))c354(F (23]74), F(25]|24))
- crajo3(F (21|29, v3), F(24|29, 73)) Conaa(F (xa|3, 24), F(25|73, 74))

- 15234 (F (21| X2, @3, 24), F (25 X2, 3, 24))

En total, hay sesenta diferentes D-racimos.

Descomposiciéon para n variables

En el caso de los D-racimos , existen n! formas de ordenar nuestras variables en el primer

arbol. Sin embargo la mitad de esas combinaciones nos dan descomposiciones iguales. De
’ . | . . o e .

modo que sélo existen % formas distintas de descomposicién de D-racimos.

2.3. Independencia condicional y la descomposicién en
copulas bivariadas

Si asumimos independencia condicional , se pueden reducir los niveles de la descomposicion,
y por tanto simplificar su construccion. Consideremos el caso de tres variables con la descom-
posiciéon D-racimo. Si asumimos que X; y X3 son independientes dado X5 , se tendria que
cizip(F (z1]|z2), F(x3]z2)) = 1. Por lo que la funcién de densidad quedaria expresada como,

(w120, 23) = f(21) f(22) f(23)C12(F (1), F(22))co3(F(w2), F(x3)). (2.3.1)

En general , para cualquier vector de variables V y dos variables X,Y | se tiene que X y Y
son condicionalmente independientes dado V si y sélo si,

ny|v(Fx|V(£E|U),Fy‘v(yh})) = 1. (232)

El modelo se simplifica inicamente cuando la factorizacion inicial de la funcién de densidad
conjunta se beneficia de la independencia condicional. Por ejemplo si usamos la descom-
posicién f(x1,x9,x3) = f(xa|x1, z3)f(x1|zs) f(z3) cuando X; y X3 son condicionalmente
independientes dado X5 , todas las cépulas de la descomposicion seran requeridas.
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Si el supuesto de independencia condicional se hace para simplificar el modelo, habra que
determinar el impacto de este supuesto. Una forma de medir el impacto es tomando la dife-
rencia entre la cépula de la descomposicién y uno, es decir exy v (Fxv(z|v), Fyv(ylv))—1 1.

2.4. Simulacion

En esta seccién profundizaremos en el algoritmo de simulaciéon para los D-racimos y la
implementacion del mismo. Por simplicidad y sin perdida de generalidad asumiremos que
las marginales de la distribucion de interés son uniformes.

Primero detallaremos el algoritmo general para simular variables aleatorias uniformes con
dependencia.

Algoritmo 2.4.1. Algoritmo de simulacion para variables aleatorias dependientes
» Simular w; , con i =1,...,n variables aleatorias independientes uniformes [0, 1].

» Ilgualar

1 — W1
wy = Fyj (wo]11)
— Fg_lll’z(w3|$1,x2)

Ty = F7;|11,2,...,n—1(wn’x17x27 ey L)

Para determinar F(z;|z1,22,...,xj_1) para cada j, usamos la definicion de la funcién h
(2.1.18) y la relacion con la distribucion condicional (2.1.16), recursivamente. La v; de la
ecuacion (2.1.16) serd xy, es decir,

8Cj,1|2,...,j71(F(xj|I27 '-~7$j—1)a F(m1|x2, "'7‘Tj—1)
8F($1|$2, ...,.Tj_1>
El algoritmo anterior nos da una forma de simular un D-racimo de forma recursiva, para

esto usaremos las siguientes matrices que contienen la informacion de las distribuciones con-
dicionales de la descomposicién,

F(Qlj’l'l,...,l'jfl) = (241)

T i) T3 T4
F(xa]z1)  F(xs|s) F(x4]z3) :
V= F(x?)\iﬁz?ﬂ?l) F(SC4|CU3,$2) )

F(x4]xs, 29, 1)

Wer apéndice A.6.
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informacion de distribuciones condicionales auxiliares para la simulacion,

x1 T2 3 L4
F(zy|re)  F(w2|xs) F(x3|24) ’
V2 = F(xq|ze,x3)  F(xs|xs, x4) SR

F(x1|zy, 3, 22)

y una matriz con los parametros de las copulas de la descomposicién,

O boz O
o — O132  Ooa3
014123

Observamos que las matrices definidas de esta forma son matrices cuadradas, V' y V? son
matrices de d X d , mientras que ©® esde d—1xd—1, déonde d es la dimensién de la copula
de racimo.

A continuacién detallaremos el algoritmo escrito como lenguaje de programacion.
Algoritmo 2.4.2. Algoritmo de simulacion para un D-racimo

1. Simular w; ~ U[0,1], i =1,...,n.

1. Ejecutar el siguiente codigo para la matriz de pardametros ©.

for(iin 2:d)
Vii = w
for(kin (i—1):1)
Vii = Vi1, V;f,i,p Oki-1)
if(i <d)
Vk2+1,i = h(Vk%z’—h sz,z'u @k,i—l)
end if
end for
VEi= Vi

end for

Observemos que el algoritmo esta escrito con notaciéon matricial , por ejemplo cuando se
hace referencia a ©;; el valor asociado a esa referencia es 63, es decir al parametro de la
copula 1 en el arbol 1.
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A continuacién mostraremos los pasos necesarios para simular un D-racimo de tres y cuatro
variables.

2.4.1. Simulacién de un D-racimo para 3 variables

Simulamos w; con ¢ = 1,2, 3 variables aleatorias uniformes [0, 1] independientes. Luego ,

1 — Wi.

Se sigue que ,

F(.’,U2|I'1) = h(x27 X, 912>‘

De modo que ,

zy = h™ (wg, 21, b12),
con h~! la inversa de la funcién de distribucién condicional F(-|xy).
Finalmente,
F(l’3|$1, $2) = h(F(l‘3|I1)7 F(J32,$1), 923|1) = h(h(xs,l‘l, 913), h(l’m xy, ‘912)7 (923|1)>

por lo que,

h(h(m, Zy, 913), h(!EQ,fl, 912)7 923|1) = W3,
h(xs, x1,013) = b~ (ws, h(xa, 21, 612), 02311),
z3 = h~ ' (W (w3, (w2, 21, 012), 023)1), 21, 013)-

2.4.2. Simulacién de un D-racimo para 4 variables

Simulamos w; con i = 1,2, 3,4 variables aleatorias uniformes [0, 1] independientes. Luego ,
T = Wi.
Se sigue que ,

F(xg|zy) = h(xg, 71, 012).

De modo que ,

Ty = h_l(wz,xhem)-

Luego,
F(l’3|$1, $2) = h(F($3|$2), F(131|372), 913|2) = h(h(xs,@, 923)7 h(371, T2, ‘912), 913|2),
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por lo que,

h(h(.flfg, X2, 923)7 h(xb X2, 912)7 613|2) = W3,
h(z3, 2, 093) = b~ (w3, h(z1, 22, 012), 013)2),
z3 = h™ (W (ws, b1, 29, 012), 0132), T2, 023).

Por dltimo ,

F(l’4|[l)1, Z9, 1'3) = h(F(ZL’4|I2, 373), F(ZE1|I’2, 1'3), 914‘23)
= h[h{h(x4, x3,034), h(23, T2, O23), 924|3}
,h{h(fﬁl,ﬂb, 912)7 h(ﬂfza L2, 923), 913\2}, 914\23],

por lo que,

h[h{h(x4,x3, 934), h(ﬁs, T, 923), 924\3}7 h{h(xl, I, 912), h($3,$27 923)7 913|2}, 914|23] = Wy,
h{h(x4, xs3, 934), h(l’:),, T2, 923), 924|3} = hil[wz;, h{h($1, T2, 612), h(l's, T2, 923), 913|2}, 914|23],
Wy, 23, 034) = B~ {h™wy, h{h(x1, 29, O12), (23, T2, Oa3), 132}, Oraj23), h(ws, T2, 023), Oaaj3}

zy = h (W R wa, h{h(x1, 29, O12), h(x3, T2, Oa3), 0132}, O14)23], h(ws, T2, 023), O2ui3}, T3, O34).

2.5. Ajuste para D-racimo

En lo que resta del capitulo describiremos el proceso para ajustar un D-racimo a datos reales.
Para esto debemos considerar:

(a) La seleccién de la descomposicion.
(b) La selecciéon de las cépulas.
(c) La estimacién de los parametros de las copulas.

La seleccion de la descomposicion depende del problema que se esté abordando. Nostros en
particular nos interesa la descomposicién con las variables de mayor asociacion. Para de-
terminar el nivel de asocién usaremos la tau de Kendall?, asi seleccionaremos a los pares
con mayor tau hasta definir una descomposicion. Una vez seleccionada la descomposicién
reordenaremos y renombraremos las variables para que nos quede el primer arbol de la des-
composicién ordenado (Figura 2.2.1).

En particular en este trabajo seleccionaremos la cépula de un catdlogo especifico®, por lo
que estimaremos los parametros de las cépulas de ese catalogo para cada factor de la des-
composicion, esto lo haremos por el metédo de méxima verosimilitud, y posteriormente se

2Ver apéndice A.1
3Ver apéndice A.4
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seleccionara la copula que tenga el menor valor en el estadistico de prueba Kolmogorv-
Smirnov 4, el ctal mide qué tan diferente es la cépula empirica con la ajustada, por lo que
al elegir la copula con menor valor en dicho estadistico, estariamos eligiendo la cépula con
mayor similitud a la copula empirica. De esta forma obtendremos las copulas asociadas a la
descomposicion y sus respectivos parametros.

4Ver apéndice A.6
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Capitulo 3

D-racimo para portafolio de acciones

En este capitulo veremos como ajustar un D-racimo a un portafolio de cuatro acciones, con
el propdsito de replicar su estructura de dependencia . Al final compararemos los niveles de
asociacion entre los datos originales con los niveles de asociacién de datos simulados con la
copula ajustada.

Para el estudio seleccionamos un conjunto de cuatro acciones, CEMEXCPO,GRUMA B,
KIMBER A, MEXCHEM , que cotizan en la Bolsa Mexicana de Valores . Se analizaran
los log-rendimientos diarios de las acciones y se les ajustara una cépula con la metodologia
estudiada en el capitulo anteior, el catalogo de copulas que usaremos sera gaussiana , t 'y
clayton. Se contempld un horizonte de tiempo de enero 2010 a octubre 2015.
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Figura 3.0.1: Series histéricas de los precios de las acciones.

En las figuras (3.0.1) y (3.0.2) observaremos las series histéricas de los precios y los log ren-
dimientos, mientras que en la figura (3.0.3) los diagramas de dispersién de las distribuciones
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Figura 3.0.2: Series histéricas de los log rendimientos de las acciones.

Tabla 3.1: Coeficientes de dependencia en colas
X-Y A Aul Alu A1l

Cemex - Gruma 0.162 - 0.065 0.178
Cemex - Kimber 0.146 - 0.016 0.129
Cemex - Mexchem 0.291 - - 0.210
Gruma - Kimber 0.129 0.032 0.032 0.178
Gruma - Mexchem 0.146 0.065 0.016 0.194
Kimber - Mexchem 0.097 0.049 0.049 0.178

Tabla 3.2: Tau de Kendall por pares
X-Y Tau

Cemex-Mexchem 0.242

Mexchem-Kimber 0.178
Cemex-Gruma 0.165

Mexchem-Gruma  0.16
Cemex-Kimber  0.143
Kimber-Gruma  0.116

empiricas de los log-rendimientos , en la tabla (3.1) , podremos ver el resumen de los coefi-
cientes de dependencia en colas con un cuantil de 0.95' y en la tabla (3.2) un resumen con
los distintos valores de tau.

Wer apéndice A.2
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Figura 3.0.3: Log-rendimientos de las acciones por pares

3.1. Seleccién de la descomposicion

En esta seccién elegiremos la descomposicion por nivel de asociacién, que mediremos con la
tau de Kendall, de modo que asociaremos los pares que mayor valor de tau tengan.

Como se puede observar en la tabla (3.2), los pares con mayor tau son Cemex-Mexchem,
Mexchem-Kimber, Cemex-Gruma,por lo que el primer arbol del D-racimo queda definido

como, Gruma(G)-Cemex(C)-Mexchem(M)-Kimber(K). Definido el primer arbol queda de-
terminada por completo la estructura del D-racimo, como observamos en la figura (3.1.1).

Figura 3.1.1: Estructura D-racimo seleccionada

3.2. Ajuste D-racimo

Una vez seleccionado el primer arbol podemos comenzar con el algoritmo para el ajuste de
un D-racimo.
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Antes de comenzar a ajustar el D-racimo a nuestros datos, es necesario hacer una trans-
formacion de los log-rendimientos. Estéd consiste en transformar los log-rendimientos a su
funcién de distribucién empirica, esto con el fin de llevar nuestros datos al intervalo [0, 1].
La figura (3.2.1) muestra la transformacién mencionada.

1.0
1.0

0.8

0.6
0.6

Cemex
0.4
Mexchem
0.4

0.2
0.2

0.0
0.0

Gruma Cemex

Kimber

Mexchem

Figura 3.2.1: Transformacion a funcién de distribucién empirica del arbol 1

Una vez transformados los datos , podemos comenzar el proceso de ajuste. Primeramente
estimaremos los pardmetros por el método de pseudo log-verosimilitud? y calcularemos el
estadistico de prueba Kolmogorov-Smirnov (7,,) para el catdlogo de cépulas que elegimos.
Una vez realizados los célculos mencionados, seleccionaremos la copula y su estimacion con
el valor minimo para el estadistico 7,,. La tabla (3.3) nos muestra la seleccién realizada , la
estimacién de parametros y el valor del 73,.

Seleccionadas las copulas para los nodos del primer arbol; es necesario hacer una trans-
formacion para obtener los datos con los que se ajustara en el segundo arbol. Para esta
transformacién utilizamos la funciéon h a fin obtener las observaciones condicionales. La fi-

2Ver apéndice A.5
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Tabla 3.3: Ajuste primer arbol

X-Y Cépula Parametros Tn

Gruma - Cemex  Clayton 0 =0.323 32.577
Cemex - Mexchem t p=0.375,v=06481 28.779
Mexchem - Kimber t p=0.272,v=2_8.603 32.262

gura (3.2.2) muestra las observaciones para el segundo arbol.

1.0
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0.2
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0.0

Gruma_Cemex Cemex_Mexchem

Figura 3.2.2: Transformacion de datos para obtener observaciones de arbol 2.

La tabla( 3.4 ) muestra las cépulas seleccionadas, parametros estimados y el estadistico T,
para las observaciones del segundo arbol.

Tabla 3.4: Ajuste segundo arbol
X-Y/Z Cépula  Pardmetros  Tn

Gruma - Mexchem / Cemex Gaussiana p=0.171 32.818
Cemex - Kimber / Mexchem  Clayton 0 =0.134 34.153

Repitiendo el mismo proceso para el tercer drbol, la figura( 3.2.3) nos muestra las observa-
ciones para el tercer drbol, mientras que la tabla (3.5) nos muestra la c6pula seleccionada y
sus respectivos parametros.

En resimen las cépulas ajustadas a la descomposicion quedan de la siguiente forma.
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Figura 3.2.3: Observaciones para arbol 3

Tabla 3.5: Ajuste tercer arbol
X-Y /| W-Z Cépula Pardametros  Tn

Gruma-Kimber / Cemex-Mexchem Clayton 6 =0.113  31.947

Clayton t t
Gaussiana Clayton
Clayton |’

y la matriz de pardmetros
=0.323; p=0.375,v=06.481; p=0.272,v = 8.603

p=0.171; 6 =0.134
0 =0.113

En resumen el algoritmo de ajuste es el siguiente.

1. Transformamos los log-rendimientos a su funcién de distribucién empirica.
1. Ajustamos una cépula bivariada a las parejas del arbol 1.

1. Transformamos las observaciones originales a sus respectivas observaciones condicio-
nales, que estan determinadas por las cépulas seleccionadas en el paso 1.

1v. Repetimos el paso II y III en el siguiente arbol con las nuevas observaciones.

V. Repetimos los pasos II , III y IV para todos los arboles de la descomposicion.
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3.3. Simulacion

Una vez estimados los parametros de la cépula simulamos una muestra de igual tamano. Es-
to lo haremos implementando el algoritmo de simulacién visto en la seccién 2.4 del capitulo

anteriors.

En la figura( 3.3.1) compararemos los datos originales vs los datos simulados, como se puede
observar tienen un aspecto muy similar.

Para tener mas evidencia de que el ajuste fue bueno, calcularemos la tau de Kendall y los

coeficientes de dependencia en colas para los datos simulados y los compararemos con los
valores de los datos originales. En las tablas (3.6) y (3.7) encontraremos los valores obtenidos.

Tabla 3.6: Tau de Kendall vs Tau de Kendall simulada por pares

X-Y Tau Original Tau Simulada Variacion relativa
Cemex-Mexchem 0.242 0.239 -0.012
Mexchem-Kimber 0.178 0.19 0.067

Cemex-Gruma 0.165 0.138 -0.163
Mexchem-Gruma 0.16 0.13 -0.187
Cemex-Kimber 0.143 0.124 -0.132
Kimber-Gruma 0.116 0.123 0.060

En la tabla (3.6) podremos encontrar la variacién relativa de la tau de la muestra simulada
contra la tau original, ésta nos dard informacién del cambio porcentual entre la tau original
y la simulada; como se puede observar en todos los casos la variacion es pequena, por lo que
no podemos asegurar que las tau sean estadisticamente distintas.

En la tabla (3.7) podremos encontrar los coeficientes de dependencia en colas para los datos
simulados y su respectiva tasa de variacién con relacién a los datos originales. Se puede
observar que los coeficiente de dependencia en colas no se replican en forma satisfactoria,
pues hay casos en los que no se puede calcular las tasa de variacién? y en el resto la tasa de
variacién es grande.

Si bien para las tau de Kendall obtuvimos una buena réplica, hay que trabajar mas a detalle
para obtener resultados igual de favorables para los coeficientes de dependencia en colas;
esto se puede hacer aumentando el catalogo de cépulas, contemplando a los coeficientes de

3Ver apéndice A.4
4Casos con NA.
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Tabla 3.7: Coeficientes de dependencia en colas y tasa de variacién

X-Y Auu Aul Au o IV TV TV, TV,
Cemex - Gruma 0.065 - 0.016 0.243 -0.60 NA -0.75 0.36
Cemex - Kimber 0.113 0.016 - 0.178 -0.22 NA -1.00 0.37
Cemex - Mexchem 0.210 0.016 0.032 0.129 -0.28 NA NA -0.38

Gruma - Kimber 0.129 0.032 0.016 0.146 - - -0.50 -0.18
Gruma - Mexchem 0.097 0.016 0.032 0.162 -0.33 -0.75 1.00 -0.17
Kimber - Mexchem 0.129 0.032 0.032 0.097 0.33 -0.33 -0.33 -0.45

dependencia en colas en la seleccién de la descomposicion, entre otras opciones.

Una vez ajustado el D-racimo a nuestros portafolio de acciones podemos analizar nuestros
datos aplicando diversos modelos , por ejemplo, célcular la pérdida esperada de nuestra por-
tafolio (VaR) que con el ajuste de la cépula nos dard un resultado més preciso 6 para estimar

el rendimiento del portafolio, entre otros.

Los D-racimos son una buena propuesta para replicar estructuras de dependencia complejas
de datos multivariados. Como vimos el proceso de modelacién no representa mayor comple-
jidad y opera para cépulas de dimension grande, es muy intuitivo en su construccion, lo que
hace sencilla su aplicacion y explicacion, ademés de darnos un buen ajuste para nuestros

datos.
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Conclusiones

Como vimos a lo largo del presente trabajo, las copulas son una herramienta muy tutil para
analizar estructuras de dependencia complejas entre dos o més variables. En particular las
coOpulas de racimo nos proporcionan un método par utilizar los modelos bivariados en di-
mensiones superiores.

Basados en el articulo de Aas, Czado, Frigessi y Bakken [1], hemos mostrado cémo las cépu-
las de racimo son una buena herramienta para modelar estructuras de dependencia para
datos multivariados. Desarrollamos un algoritmo para el ajuste de una descompocision en
copulas bivariadas, el cual jerarquizamos de acuerdo al nivel de asociacién entre las variables,
haciendo asi mas intuitivo el andlisis de la informacién; pues el estudio siempre se hace en
pares y esta condicionado por nuestras conclusiones previas.

Asimismo, mostramos un algoritmo de simulacion para los D-racimo que nos fue de utilidad
para comprobar el buen ajuste de nuestro modelo. Este también puede ser de utilidad cuando
se dificulta la obtenciéon de informacion de un fenémeno, pues esto permite replicar la es-
tructura de los datos y el estudio de sus propiedades, prescindiendo de informacion adicional.

El uso de cépulas para el estudio de datos multivariados se ha venido porpularizando, lo cual
hace evidente la necesidad de modelos mas robustos para trabajar con grandes cantidades
de informacion. Las copulas de racimo son nuestra propuesta para analizar este tipo de in-
formacion; sin embargo, su uso dependera de las necesidades propias del problema.
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Apéndice A

A.1. Tau de Kendall

La Tau de Kendall es una medida de asociacién, esté definida en términos de la funcién de
concordancia.

El uso de la Tau de Kendall tiene ventajas sobre el uso de la correlacion lineal. La corre-
lacién lineal alcanza un valor de 41 unicamente en casos de dependencia lineal y ciando
alcanza un valor de 0 no implica independencia, esto contrasta con las propiedades de la
Tau de Kendall. Por otro lado, como veremos a continuacién la Tau de Kendall es una medi-
da que no depende del comportamiento marginal, inicamente depende de la copula asociada.

Definicién A.1.1. Sean (X,Y) y (X', Y") vectores aleatorios independientes e idénticamente
distribuidos, con funcion de distribucion H, definimos la Tau de Kendall como,

7(X,Y) = P[(X - X')(Y —Y') > 0] - P[(X — X')(Y - Y") < 0]. (A.1.1)

De esta forma podemos ver que la Tau de Kendall no es nada mas que la probabilidad de
concordancia menos la probabilidad de discordancia de dos vectores aleatorios independientes
e idénticamente distribuidos.

Teorema A.1.2. Sea (X,Y) un vector de variables aleatorias continuas con copula C. En-
tonces la Tau de Kendall para (X,Y) esta dada por,

7(X,Y)=Q(C,C) = 4// C(u,v)dC(u,v) — 1. (A.1.2)
r
La doble integral de arriba, es el valor esperado de la variable aleatoria C'(U,V'), dénde

U,V ~U(0,1) con distribucién conjunta C', es decir 7(X,Y) = 4E[C(U, V)] — 1.

A.2. Coeficiente de dependencia en colas

La dependencia en colas es un concepto importante en la estadistica multivariada, se refiere
a una estructura de dependencia que se presenta en las colas de las distribuciones.
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A continuacion presentaremos la version teérica y empirica de los coeficientes de dependencia
en colas que nos ayudardn a medir el nivel de asociacién [16].

Tedrica

1-2
Aoy = lim P[Y > ¢|X > ¢] = lim 1+ C0.q) (A.2.1)
g—1- g—1- 1—¢q
1—q+C(q1—
Mg = lim Py <1—g|X > g = 1im 124t C@1=0) (A.2.2)
q—1- q—1- 1-— q
Cl-q1-
i = lim PlY <1—q|X <1—g] = lim SE=0120) (A.2.3)
q—1- q—1- 1—¢q
1—q+C(1—
M = lim PY > g|X < 1— g = lim 1240 =00) (A.2.4)

g—1- g—1- 1—¢q

dénde C(.) es la cépula asociada al vector aleatorio (X,Y'), con X y Y uniformes (0,1).

Como se puede observar estos coeficientes no dependen del comportamiento marginal del
vector, si no que sélo dependen de la cépula asociada al mismo.

Empirica

Avo (g, n) = ﬁ ; 1(:Ei>1'[nq]:n’yi>y[nq]:n)’ (A.2.5)
Avr(g,n) = ﬁ ; L (s> gm0 <Uin(1—gygon) (A.2.6)
Ao(g,n) = ﬁ ; Lo oo (A.2.7)

Are(q,n) = ﬁ ; L <atna—gpen 45 <pn1—gn) (A.2.8)

para toda ¢ € (0.5,1.0). Dénde x;., y y;., son los estadisticos de 6rden de la muestra y ¢ es
un cuantil de la distribucién uniforme [0, 1] que determina que tan estricto serd el calculo.

A.3. Copulas Elipticas

Las cépulas elipticas son las cépulas de las distribuciones elipticas. Daremos una definicién
general para la Copula Gaussiana y la Cépula t.
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A.3.1. Coépula Gaussiana

Definicion A.3.1. Decimos que C} es una Copula Gaussiana si y solo si,

Cp(ug, .oy tty) = (@ (uy), ..., ® (uy)), (A.3.1)

donde ®g representa la distribucion conjunta de una normal estandar n-variada con ma-
triz de correlaciones R, y @~ representa la inversa de una funcion de distribucion normal
estandar.

A.3.2. Copula t

Definicién A.3.2. Decimos que C;R es una Copula t si y solo si,

Ci,R(ula ) un) = tU,R(tgl('Lh)? (RS t;l(un)) (A32)

Donde t, r representa la distribucion conjunta de una distribucion estandar t n-variada con
v grados de libertad, t; ' representa la inversa de una funcién de distribucion t estandar con
v grados de libertad y R es la matriz de correlaciones. Este tipo de copulas estan asociadas
a variables del tipo,

X<+ ﬁz, (A.3.3)
V'S
donde 1 € R, S ~ x2 y Z ~ N,(0,%) son independientes, entonces X tiene distribucion
n-variada t, con media p (con v > 1) y matriz de covarianzas -*5X (para v > 2). Siv < 2
la Cov(X) no estd definida, en tal caso interpretamos a X2 como el parametro de estructura
de la distribucion de X.

A.4. Funciones h

A.4.1. Coépula Gaussiana

La densidad de la cépula Gasussiana esta dada por

C(u1 UQ) = ;emp {_p%Q(ﬁ + IIJ%) — 2/012$1£E2}
VAR 21— pk) |

dénde py es el parametro de la cépula , x; = @1 (uy) , 29 = & H(uy) y @7(+) es la inversa
de la funcion de distribucién de una Normal estandar.
La funcién h esta dada por,

h(uy, us, p1o) = @ (q)l(“l) - P12<I>1(U2)>

v1-= P%z

y la h inversa por,
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R~ uy, ug, pra) = ® (‘I’_l(ul)\/ 1—pi, + p12®_1(u2)> .

A.4.2. Copula t

La densidad de la cépula t esta dada por,

Y12

F(MQTH)/F(%) ( .CC% -+ LIZ'% — 2p12$1$2)_2
’U127Tdt(l’1, ’Ulg)dt(l'g, 1)12)\/ 1-— p%2 /U12(1 - p%Q) 7

dénde vio y pi2 son los pardmetros de de la cépula, x; = tv_é(ul),xz = t;112 (ug) y dt(-,v12) y

t,+(-) son la funcién de densidad y la funcién de cuantiles de una distribucién estdmdar t
V12

c(ug, ug) =

con v grados de libertad , media 0 y varianza X
V12 —

Para esta cépula la funcién h eta dada por,

b (ur) — praty )t (u2)

\/U12 + (toh (u2))*(1 = piy)

vig + 1

h(uq, ug, pr2, v12) = tyot1

y la inversa de esta funcion esta dada por,

hil(ul, U2, P12, ’Ulg) = tvm t17112+1 v1g + 1 + :012ty12 (UQ)

) \/ L) =) |

A.4.3. Copula clayton

La densidad de la copula clayton esta dada por,

cluy, up) = (14 612) (uguy) ~1 702 (w2 4 0y 02 — 1)71/02=2,

donde 415 es el parametro de la copula.
La funcién h esta dada por,

h/(UJl, UQ, 512) = u2_512_1(/u/1_612 + u2—(512 _ 1)*171/612’

y la funcién inversa ,
-1 d12+1 sz —6121—1/812
h (u17u27 512) = [(U1U2 ) N Uqy ] .
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A.5. Estimacion de parametros

Basaremos nuestra estimacién de los parametros de la coépula con el método de maxima
pseudo log-verosimilitud para lo cial definimos a la funcion de log-verosimilitud como sigue
[McNeil 2005].

dénde n es el tamaiio de la muestra, k es la dimensién de los datos, c(-) es la densidad de la
cépula C(-) con parametros 6 y Fj(-) es la j-ésima funcién de distribucién marginal empirica.

Lo que buscamos es el valor 6 que maximiza la funcién de pseudo log-verosimilitud, a este
valor lo llamaremos el estimador maximo verosimil para C'.

A.6. Estadistico Kolmogorov- Smirnov

La cépula empirica es una funcién frecuencial que al igual que la funcion de distribucién
empirica nos ayuda al andlisis de los datos. En términos formales la cépula empirica se
define como sigue.

Definicién A.6.1. Sean vi = (v11,...,Un1), .-, Va = (Vidy -, Una) una muestra de tamano
d, de n uniformes [0, 1] con cdpula C. Definimos la cépula empirica como,

1 n
On(u) - g Z 1{Ui1Su1,...v¢d§ud}7 u = (ula "'7ud) € Id
=1

El estadistico Kolmogorov - Smirnov se obtiene al comparar la cépula empirica C,, con la
copula tedrica Cy, dénde 6 es la estimacion del pardmetro desconocido . Bajo este concepto
se define dicho estadistico:

1, = Sug[\/ﬁ(cn<u) — Cy(w))],
uel
que mide la distancia entre C,, y Cjj con una escala de /n.
El estadistico T}, es usado para pruebas de bondad de ajuste, lo que se busca es la copula

con valor minimo de este estadistico, esta copula sera la de mayor parecido con la copula
empirica, es decir la que mejor se ajusta a nuestros datos.

Genest y Rémillard [7] consideraron la version del estadistico de prueba Kolmogorv-Smirnov
en combinacioén con cépulas.
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A.7. Cobdigo SAS: Estadisticos de o6rden , graficos y
distribucién empirica

Funcién donde se calculan los estadisticos de 6rden, se gréafican las series historicas y se
calcula la distribucion empirica de cada variable.

Y%macro Estad_ord(Base,var);

/*Ordena de menor a mayor y enumera el nuevo orden de las observaciones™*/
proc sort data=&Base.;

by Logr_&var.;

run;

data &Base.;

set &Base.;

retain EO_&var.;

EO_&var.+1;

if first.Logr_&var. then EO_&var.=1;
run;

%if 7 &Base.”ne ”SIM2” %then %do;

/*Gréfica de Series Histéricas™/
proc sort data= &Base.;

by date;

run;

proc sgplot data=&Base.;

title " Gréfica de precios &var.”;
series Y=&var. X=date ;
format date mmyy8.;

run;

title " Grafica de Log Rendimientos &var.”;v
proc sgplot data=&Base.;

Series Y=LogR_&var. X=date;

format date mmyyS.;

run;

%end;

/*Célculo de distribucién empirica */
proc univariate data=&Base.;
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var LogR_&var.;

cdfplot /normal(mu=est sigma=est);
ods output CDFPlot=ECDF;

run;

proc sql ;
create table &Base. as
select A.*, (B.ECDFY*&N.)/(100%(&N+1)) as F_Log_&var.

from &Base. as A left join ECDF as B on
a.LogR _&var.=B.ECDFX;,
quit;

title;
Y%mend;

A.8. Cdbdigo SAS:Tau de Kendall, coeficientes de de-
pendencia en colas y graficos de dispersion

Funcién dénde se calculan la tau de Kendall, los coeficientes de dependencia en colas y se
hacen graficos de dispersion.

%macro Tail_i(Base,varl,var2);

data &Base.;
set &Base.;

/*Indicadoras para coeficiente finito en colas*/
if eo_&varl.>int(&N.*&q.) and
eo_&var2.>int(&N.*&q.) then

F_Luu_&varl. &var2.=1;

else F_Luu_&varl._&var2.=0;

if eo_&varl.>int(&N.*&q.) and
eo_&var2.<int(&N.*(1-&q.)) then
F_Lul &varl. &var2.=1;

else F_Lul_&varl._&var2.=0;

if eo_&varl.<int(&N.*(1-&q.)) and
eo_&var2.<int(&N.*(1-&q.)) then
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F_Lll_&varl. &var2.=1;
else F_Lll_&varl._&var2.=0;

if eo_&varl.<int(&N.*(1-&q.)) and
eo_&var2.>int(&N.*&q.) then
F_Llu_ &varl. &var2.=1;

else F_Llu_&varl._&var2.=0;

/********>I<>I<>l<************************/

/*Célculo de Tau de Kendall */
%if " &Base.”ne ”SIM2” %then %do;

proc corr data=&Base. kendall
out=TauB;

var F_Log_&varl. F_Log &var2.;
run;

data NULL_;

set TaubB;

if Name_ ="F _Log_&var2.” then
call symput (”Tau” F_Log_&varl.);
run;

Yoend;

%if ” &Base.-” SIM2” %then %do;
proc corr data=&Base. kendall
out=TauB;

var LogR_&varl. LogR_&var2.;
run;

data NULL_;
set TaubB;

if _Name_="LogR_&var2.” then
call symput (”Tau” ,LogR_&varl.);
run;

Yoend;

/*Crea una tabla con los coeficiente de dependencia
finitos en colas B y con la tau de Kendall B*/
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proc sql;

create table Lambda_Q_N_&varl._&var2.B as

select

sum(F_Luu_&varl. &var2)*(1/(&N.*(1-&q.))) as Luu_&varl. &var2 |
sum(F_Lul_&varl. &var2)*(1/(&N.*(1-&q.))) as Lul_&varl. &var2,
sum(F_Llu_&varl. &var2)*(1/(&N.*(1-&q.))) as Llu_-&varl. &var2,
sum(F_LIl_&varl. &var2)*(1/(&N.*(1-&q.))) as Ll &varl. &var2,
&Tau. as Tau_&varl. &var2

from &Base.;

quit;

/*Distribuciéon de los coeficientes de dependencia en colas™/
proc freq data=&Base.;

tables F_Luu_&varl. &var2

F_Lul &varl. &var2 F_Llu &varl. &var2
F_Lll_&varl._&var2/missing;

run;

/*Scatter plot Activol vs Activo2*/
title ”Log rendimientos &varl. vs &var2.”;

proc sgplot data=&Base.;
scatter X=LogR_&varl. Y=LogR _&var2.;
run;

/*Scatter plot Activol vs Activo2 con funcion de rendimientos™/
proc sgplot data=&Base.;
scatter X=F _Log_&varl. Y=F _Log _&var2.;

run;

title;
%mend;

A.9. (Cdbdigo SAS: Uso de funciones en portafolio de
cuatro acciones y datos simulados

Uso de las funciones anteriores para el portafolio de cuatro acciones y para los datos simu-
lados.

/*Portafolio de cuatro acciones™/
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data B2;
set Bactivos_2010-2015(keep= date cemex grumab kimber mexchem);
run;

data activos_2010_2015;

set B2;

CEMEX2=LAG(CEMEX);
GRUMAB2=LAG(GRUMAB);
KIMBER2=LAG(KIMBER);
MEXCHEM2=LAG(MEXCHEM);
LOGR_CEMEX=LOG(CEMEX/CEMEX2);
LOGR_.GRUMAB=LOG(GRUMAB/GRUMAB2);
LOGR_KIMBER=LOG(KIMBER/KIMBER2);
LOGR_MEXCHEM=LOG(MEXCHEM/MEXCHEM?2);

I[F LOGR.CEMEX NE 0 AND LOGR-GRUMAB NE 0 AND
LOGR_KIMBER NE 0 AND LOGR-MEXCHEM NE 0 ;

IF LOGR_.CEMEX NE . AND LOGR_.GRUMAB NE . AND
LOGR_KIMBER NE . AND LOGR-MEXCHEM NE . ;

run;

/*Tabla con informacién de activos*/
proc sort data=activos_2010_2015;

by date;

run;

/*Calcula cuantas observaciones se tienen*/
data mull_;

set activos_2010_2015;

by date;

retain i;

i+1;

if last.date then

call symput(’N’i);

run;

%put &N.;/*No. de observaciones*/
%let q=0.95;/*Nivel de confianza*/

70



/*Funcién 1*/

%estad ord(activos_2010_2015,CEMEX);
%estad_ord(activos_2010-2015,GRUMAB);
%estad_ord(activos 20102015, KIMBER);
Yoestad_ord(activos_2010-2015, MEXCHEM);

/*Funcién 2*/

% Tail i(activos_2010-2015,CEMEX,GRUMAB);
%Tail li(activos 20102015, CEMEX , KIMBER);

% Tail_i(activos.2010.2015,CEMEX,MEXCHEM);
%Tail i(activos_2010-2015,GRUMAB,KIMBER);

% Tail i(activos2010-2015, GRUMAB,MEXCHEM);
% Tail i(activos_2010-2015, KIMBER,MEXCHEM);

/*Datos Simulados™/

data SIM2;

set SIML;
LogR_.CEMEX=CEMEX;,

LogR_. GRUMAB=GRUMA,;
LogR_-MEXCHEM=MEXCHEM;
LogR_KIMBER=KIMBER,;

run;

/*Funcion 1%/
Y%estad_ord(SIM2,CEMEX);
Yestad_ord(SIM2,GRUMAB);
Yestad_ord (SIM2,KIMBER);
%estad_ord(SIM2, MEXCHEM);

/*Funcion 2%/

%Tail i(SIM2,CEMEX,GRUMAB);
%Tail i(SIM2,CEMEX, KIMBER);
%Tail i(SIM2,CEMEX, MEXCHEM);
%Tail i(SIM2,GRUMAB,KIMBER);
%Tail i(SIM2,GRUMAB,MEXCHEM);
%Tail i(SIM2,KIMBER,MEXCHEM);
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A.10. Cdbdigo R: Seleccion de cépula y estimacion de
parametros

Funcién para seleccionar una familia de copulas y estimar los parametros correspondientes.

Seleccion<-function(x){

t<-Kendall(x[,1],x[,2])

t1<-t$tau

t<-t1[1]

#Estimacion de parametros por maxima verosimilitud#
if (t>0) {

Clay.Par<-BiCopEst(x[,1],x[,2],3,method = "mle”)

}

Gauss.Par<-BiCopEst(x[,1],x[,2],1,method = "mle”)
t.Par<-BiCopEst(x][,1],x[,2],2,method = "mle”)

#Calculo del estadistico Tn #
if (t>0) {

Clay.Cop<-GOFF (x[,1],x[,2],3)}
Gauss.Cop<-GOFF(x[,1],x[,2],1)
t.Cop<-GOFF (x[,1],x[,2],2)

#Vector con Parametros , estadistico Tn y copula #
if (t>0) { Clay.Vec<-c(Clay.Par,Clay.Cop,Clayton”,3)}
Gauss. Vec<-c(Gauss.Par,Gauss.Cop,” Gaussian”,1)
t.Vec<-c(t.Par,t.Cop,”t”,2)

# Seleccion de la copula por Min(Tn)#
if (t>0) {

if (t.Cop==min( Gauss.Cop,
t.Cop,Clay.Cop)) return(t.Vec)

if (Clay.Cop==min(Gauss.Cop,
t.Cop,Clay.Cop)) return(Clay.Vec)

if (Gauss.Cop==min(Gauss.Cop,
t.Cop,Clay.Cop))
return(Gauss.Vec)}

else {

if (t.Cop==min(Gauss.Cop,
t.Cop)) return(t.Vec)
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if (Gauss.Cop==min(Gauss.Cop,
t.Cop))
return(Gauss.Vec) }

}

A.11. Cdbdigo R: Funciones para calcular el estadistico
de prueba T,

Funcion para verificar integridad de los datos y llamar a la funcién que calcula el estadistico
T,.

GOFF<-function (ul, u2, family)

if (is.null(ul) == TRUE
stop(” Los insumos son nulos”)

if (any(ul > 1) any(ul < 0))

stop(” Los datos estan fuera del [0,1]”)

if (any(u2 > 1) —— any(u2 < 0))

stop(” Los datos estan fuera del [0,1]”)

if (length(ul) != length(u2))

stop(” Las marginales no son del mismo tamano”)

if (length(ul) < 2)

stop(.®' numero de observaciones debe ser al menos 27)

is.null(u2) == TRUE)

Tn <- StadTn2(ul, u2, family)
out <- Tn
return(out)

}

Funcién que calcula el estadistico T}, para la familia de copulas selccionada.
StadTn2<-function(u, v, fam){

n <- length(u)

t <-seq(1l, n)/(n 4+ le-04)#Particion de [0,1]

kt <- rep(0, n)#Vector tamanioo n lleno de 0

# Estimamos parametros de copula

param <- suppressWarnings( BiCopEst(u, v, family = fam))
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Ct<- rep(0, n)#Vector tamanio n lleno de 0

# Gaussian

if (fam == 1) {

# Matriz de correlacion #
Rho <- matrix(c(1, param$par, param$par, 1), 2, 2)
dcop <- rep(0, n) #Vector tamanio 10,000 lleno de 0

#Llena el vector con evaluaciones de la distribucion Normal Multivariada
# con parametro Rho

for (iin 1:n)

dcopli] <- pmvnorm(upper = c(qnorm(ufi]),

qnorm(vli])), corr = Rho)

}
4t
else if (fam == 2) {

Rho <- matrix(c(1, param$par, param$par, 1), 2, 2)

dcop <- rep(0, n)

for (iin 1:n) dcopli] <- pmvt(upper = c¢(qt(uli], df = param$par2), qt(v]i], df = param$par2)),
corr = Rho, df = param$par2)

}
#Clayton

else if (fam == 3) {

dcop <- rep(0, n)

for (iin 1:n) {

ux<-uli] (-param$par)
vx<-vli](-param$par)
fx<-(ux+vx-1)(-1/param$par)
dcopli] <- max(fx,0)

}
}

# Wn - Copula empirica
w <- rep(0, n)
w[l:n] <- mapply(function(x, y) (1/n) *
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length(which(x > u & y > v)), u, v)

# Calculo de Tn
tn.obs <- matrix(0, n - 1, 2)

gor (jin 1:(n - 1)) { tn.obs[j, 1] <- abs(w[j] - dcoplj])

for (jin 1:(n-1)) {
tn.obslj, 2] <- abs(w][j] - dcop[j + 1])

}

Tn <- max(tn.obs) * sqrt(n)

return(Tn=Tn)

}

A.12. Cbdigo R: Calculo de observaciones condiciona-
les , funciones h y h inversa

Funciones que se utilizan para el cdlculo de las observaciones condicionadas.

Cdist<-function(x,y,cx,cy){

# Marginal condicional 1—2 #
al<-Hfunct(x[,1], x[,2], cx[5], cx$par, cx$par2)
# Marginal condicional 3—2 #
bl<-Hfunct(y[,2], y[,1], cy[5], cy$par, cy$par2)
# Nuevas observaciones #

z<-cbind(al,bl)

return(z)

}

Codigo para el calculo de la funcién h.

Hfunct<-function (ul, u2, family, par, par2 )

{

n = length(ul)

# Funcion h para copula Gauss
if (family==1){
nl<-qnorm(ul)
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n2<-qnorm(u2)

mu<-(par*n2)

sigma2<-(1-(par2))

hfuncl<- pnorm( ( nl-mu)/( sqrt(sigma2) ) ) }

# Funcion h para copula t

if (family==2){

t1<-qt(ul,par2)

t2<-qt(u2,par2)

mu<-par*t2
sigma2<-((par2+t2*t2)*(1-(par2)))/(par2+1)

hfuncl<- pt( (t1-mu)/sqrt(sigma2),par2+1)

}

# Funcion h para copula Clayton
if (family==3){

if (par==0) hfuncl<-ul

else {

xm<-(u2(-par-1))
et<-(-1-(1/par))
hfuncl<- xm*(x+y-1)ét }

}

# Funcion h para copula Gumbel
if (family==4){

if (par==1) hfuncl<-ul

else{

x<-{(log(u1))par)
y<-((-log(u2))par )

~

ym<-((-log(u2))(par-1) )

~

gexy<-exp( -((x + y)(1/par)) )

g2<-ym*((x + y)(1/(par-1)))
hfuncl<- gexy*(1/u2)*g2}

}

hfunc <- hfuncl
return(hfunc)

}
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Cédigo para el cdlculo de la funcién h inversa.

HInvf<-function (ul, u2, family, par, par2=1 )

{

# Funcion h* para copula Gauss
if (family==1){
nl<-qnorm(ul)
n2<-qnorm(u2)

sigma2<-(1-(par2))
hinvfl<- pnorm( (nl1*sqrt(sigma2) ) + (par*n2) ) }

# Funcion h* para copula t

if (family==2){

t1 <- qt(ul,par2+1)

t2<-qt(u2,par2)

sigma2<-(1-(par2))

wl<-(t1*sqrt( ( ( par2 + (t22) )*sigma2)/ (par2+1) ) )
hinvfl<-pt( wl + par*t2 ;par2 )

}

# Funcion h* para copula Clayton
if (family==3){

if (par==0) hinvfl<-ul

else {

X<—u1*(u2Zpar—|—1))

y<-(1-(u2(-par)))
et<-(-par/(par+1))
}}lian1<— ((xét) + y )(-1/par)
}

hinvfx <- hinvfl
return(hinvfx)

}

A.13. Cbdigo R: Simulacién D-racimo

Cédigo para simular un D-racimo para cépulas seleccionadas.
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SimDvine < — function (n,Dim,par,par2,fam ){
d < — Dim

if (d<3)

stop(” Vines al menos 3 variables”)

w < — matrix(runif(n * d), n, d) # Matriz nxd Uniformes [0,1]
v < — matrix(NA, d,d) # Matriz NA dxMax[2d-4,d]

v2< —matrix(NA,d,d) # Matriz auxiliar

result < — matrix(NA, n, d) #Matriz de resultados nxd (NA)

result| , 1] < — w[, 1] # Se llena columna 1 de resultados con unif[0,1]
result| , 2] < — HInvf(w[, 2], w[, 1],fam[1,1],par[1,1],par2[1,1])

for (s in 1:n) { # for para numero de simulaciones (1)
v[l, 1] < — wls, 1]; v2[1,1]< —w]s, 1]

for (i in 2:d){ # for para variables (2)
v[ii]< —wls,i]

for (k in (i-1):1){ # for inversas (3)
vik,i]< —HInvf(v[k+1.i],v2[k,i-1], fam[k,i-1]
,par[k,i-1],par2[k,i-1])

if(i<d){# if 1

v2[k+1,i] < — Hfunct(v2[k,i-1],v[k,i],
fam[k,i-1] ,par[k,i-1],par2[k,i-1])

P# A1

) # for (3

v2[L,i]< —v[L,i]

e for (2)

result[s,]< —v[1,]

b for (1)

return(result)

}

A.14. Cdbdigo R: Ajuste y simulacién D-racimo para
portafolio de cuatro variables

Cédigo utilizado para ajustar y simular un D-racimo para un portafolio de cuatro variables.

#Datos de portafolio
ACTIVOS_2010-2015_F <- read.delim(-/Desktop/Seminario_Titulacion/Programas/ACTIVOS_2010-2015.
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Cemex< —ACTIVOS_2010_2015_F$F _Log CEMEX
Mexchem< —ACTIVOS_2010_2015_F$F_Log MEXCHEM
Kimber< —ACTIVOS_2010_2015_F$F_Log_ KIMBER
Gruma< —ACTIVOS_2010_2015_F$F_Log_ GRUMAB

LogCemex< —ACTIVOS_2010_2015_F$LOGR_CEMEX
LogMexchem< —ACTIVOS_2010_2015_FSLOGR_MEXCHEM
LogKimber< —ACTIVOS_2010_-2015_F$LOGR_KIMBER
LogGruma< —ACTIVOS_2010_2015_FSLOGR_GRUMAB

#Graficos de dispersion

plot(LogCemex,LogMexchem ,xlab = Cemex” ylab = ”Mexchem”)
plot(LogCemex,LogKimber,xlab = Cemex” ,ylab = ”Kimber”)
plot(LogCemex,LogGruma,xlab = Cemex” ylab = ”"Gruma”)
plot(LogMexchem,LogKimber,xlab = ”Mexchem” ;ylab = ”Kimber”)
plot(LogMexchem,LogGruma,xlab = ”Mexchem” ;ylab = ” Gruma”)
plot(LogKimber,LogGruma ,xlab = ”Kimber” ylab = ”Gruma”)

#Calculo de Tau de Kendall

tau_Cem_Mex< —Kendall(Cemex,Mexchem)
tau_Cem_Kim< —Kendall(Cemex,Kimber)
tau_Cem_Grum< —Kendall(Cemex,Gruma)
tau_Mex_Kim< —Kendall(Mexchem,Kimber)
tau_Mex_Grum< —Kendall(Mexchem,Gruma)
tau_Kim_Grum< —Kendall(Kimber,Gruma)

tau_Cem_Mex
tau_Cem_Kim
tau_Cem_Grum
tau_Mex_Kim
tau_Mex_Grum
tau_Kim_Grum

#Se eligen las combinacion de mayor tau#
#Gruma-Cemex-Mexchem-Kimber Arbol 1
Treel< —cbind(Gruma,Cemex,Mexchem,Kimber)
Copl< —cbind(Gruma,Cemex)

Cop2< —cbind(Cemex,Mexchem)

Cop3< —cbind(Mexchem,Kimber)

##Scatter Plot##
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plot(Copl,col="steelblued” )
plot(Cop2,col="steelblue4”)
plot(Cop3,col="steelblued” )
#Pruebas GoF Primer Arbol##
Defl< —Seleccion(Copl)

Def2< —Seleccion(Cop?2)

Def3< —Seleccion(Cop3)

Def1

Def2
Def3

#Observaciones para formar Segundo Arbol#

Copl13_2< —Cdist(Copl,Cop2,Defl,Def2)
Cop24_3< —Cdist(Cop2,Cop3,Def2,Def3)

Kendall(Cop13-2[,1],Cop13_2],2])
Kendall(Cop24_3[,1],Cop24_3],2])

#Scatter Plot Distribuciones condicionales#

plot(Cop13_2,xlab="Gruma_Cemex” ylab="Mexchem_Cemex” ,col="steelblue4”)
plot(Cop24_3,xlab =Cemex_Mexchem” ;ylab =" Kimber_Mexchem” ,col="steelblue4”)

#Pruebas GoF Segundo Arbol#

Def13_2< —Seleccion(Cop13-2)

Def24 3< —Seleccion(Cop24_3)

Def13_2

Def24_3

#Observaciones para formar tercer Arbol#

Copl4_23< —Cdist(Cop13-2,Cop24_3,Def13_2 Def24_3)

Kendall(Cop24_3[,1],Cop24_3],2])
#Scatter plot Distribucion condicional#

plot(Cop14_23,

80



xlab = 7 Gruma_CemexMexchem”,
ylab = " Kimber_CemexMexchem”,
col="steelblue4”)

#Prueba GoF Tercer arbol#
Def14 23< —Seleccion(Copl4_23)
Def14 23

# Parametros para simular

Thetal < —matrix(
c(Defl1$par,Def2$par,Def3$par,0,Def13_2$par,Def24_3$par,0,0,Def14_23%par) ,3,3,1)
Thetal

Theta2< —matrix(

c(Def1$par2,Def2$par2, Def3$par2,0,Def13_2$par2,Def24_3$par2,0,0,Def14_23%par2),3,3,1)
Theta2

FamT1< —matrix(

¢(Def1[5],Def2[5], Def3[5],0,Def13_2[5], Def24_3[5],0,0,Def14_23[5]),3,3,1)

FamT1

FamT2< —matrix(
c(Def1[4],Def2[4],Def3[4],0,Def13_2[4],Def24_3[4],0,0,Def14_23[4]),3,3,1)

FamT?2

# Simulacion D-vine
SIMD< —SimDvine(length(Cop1[,1]),4,Thetal, Theta2,FamT1)
colnames(SIMD)< —c¢(” Gruma” ,Cemex”,” Mexchem”,” Kimber”)

# Plot real vs Plot Sim
plot(SIMD[,1:2],col="firebrick”)
plot(Copl,col="steelblued” )

plot(SIMD{,2:3],col="firebrick”)
plot(Cop2,col="steelblue4”)

plot(SIMD,3:4],col="firebrick”)
plot(Cop3,col="steelblued” )

# tau real vs tau Sim

tau2_Cem_Mex< —Kendall(SIMDI,2],SIMD][,3])
tau2_Cem_Kim< —Kendall(SIMDI,2],SIMD[,4])
tau2_Cem_Grum< —Kendall(SIMD[,2],SIMD[,1])
tau2_Mex_Kim< —Kendall(SIMD[,3],SIMD[,4])
tau2_Mex_Grum< —Kendall(SIMD[,3],SIMD[,1})
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tau2_Kim_Grum< —Kendall(SIMD[,4],SIMD[,1])

tau_Cem_Mex
tau2_Cem_Mex

tau_Cem_Kim
tau2_Cem_Kim

tau_Cem_Grum
tau2_Cem_Grum

tau_Mex_Kim
tau2_Mex_Kim

tau_Mex_Grum
tau2_-Mex_Grum

tau_Kim_Grum
tau2_Kim_Grum
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