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Introduccién

Prefacio

El propésito de éste manual de apoyo a la docencia de la materia de Geometria
Analitica es servir como referencia de estudio para los alumnos que estén
interesados en la asignatura, pero tienen dificultad a la hora de recordar las bases

algebraicas y geométricas necesarias para el desarrollo de los ejercicios del mismo.

En éste material se desarrollan todos los ejercicios sin omitir los pasos obvios de
desarrollo algebraico y aritmético, asi como que se mencionan todas las definiciones
de los conceptos geométricos que se utilizan, para que el alumno pueda ligar los

conceptos algebraicos y geométricos con la geometria analitica.

La mayoria de los profesores encuentran dificultad no en la imparticion de la
materia, sino, en las deficiencias que traen los alumnos con temas necesarios para
la geometria analitica. En la mayoria de las situaciones dan por hecho que el alumno
tiene los conocimientos previos de la materia o deja al alumno la obligacion de
adquirirlos a la par que adquiere los conocimientos nuevos. Este documento puede
ser un auxiliar en estos casos, donde el profesor puede referenciar a los alumnos
para adquirir (reforzar) o ligar los conocimientos de algebra a la par de los de

geometria analitica.

No es un manual que contenga so6lo los elementos basicos de la geometria analitica,
sino que pretende abordar los temas a profundidad, de manera que pueda ser
utilizado por el alumno que apenas comprende los conceptos esenciales del algebra
y la geometria, como por el interesado en profundizar en los temas de la geometria
analitica, de manera que el alumno adquiera los conocimientos de geometria

analitica necesarios para iniciar una carrera universitaria ligada a las mateméticas.

El manual est& dividido en capitulos, en el capitulo | se trabaja el plano cartesiano,
donde se trasladan los principales conceptos de geometria plana a un plano

cartesiano.




0 Prefacio

En el capitulo 1l trabajamos la linea recta, donde utilizamos el teorema de Pitagoras
y algebra para definir los conceptos basicos de la geometria plana referentes a

rectas, triangulos y polinomios.

El capitulo Il es el mas extenso, ya que, manejamos las conicas, desde la

circunferencia, parabola, elipse hasta la hipérbola.

Finalmente, en el capitulo IV trabajamos la ecuacion cuadréatica, en la que
describimos las caracteristicas que debe cumplir la ecuacién cuadratica para

representar cada una de las conicas vistas en el capitulo IlI.

Se utilizé el software de Geogebra para la generacion de las gréficas presentadas
en este manual, sin embargo, no es el propdsito del presente trabajo ensefiar el uso
del software. En el apéndice podemos encontrar una liga hacia manuales de

Geogebra y ejercicios de la materia manejados con el mismo.




Introduccién

1. LUGARES GEOMETRICOS

1.1 Introduccioén

El objetico de este capitulo es presentar alguno de los conceptos fundamentales de
la Geometria analitica:

I. Partiendo de los conceptos basicos de la geometria plana y del teorema de
Pitagoras definiremos los elementos y conceptos esenciales de la geometria
analitica.

II. Obtendremos &reas, perimetros, problemas de colinealidad, asi como
problemas de punto medio y razén de un segmento.

lll. Dada las condiciones que debe cumplir los puntos pertenecientes a una
figura geométrica determinaremos su ecuacion.

IV.  Analizaremos las caracteristicas basicas de un lugar geométrico y la
construccion de su gréfica a partir de ellas.

Es importante mencionar que para reforzar el aprendizaje tedrico se utilizara el

programa Geogebra para la comprobacioén de los ejercicios, no es el objetivo del

presente trabajo el aprender a utilizar dicho programa, mas bien, es una herramienta

para confirmar nuestros resultados.

1.2 Plano cartesiano

Aproximadamente en 1630, Pierre de Fermat y René Descartes descubrieron
independientemente las ventajas de usar los nimeros como coordenadas en la
geometria. Descartes fue el primero en publicar una lista detallada, en su libro
Géomeétrie de 1637. Por esa razdn, €l tiene los créditos de la idea y en su honor son
nombradas coordenadas cartesianas. “Lo que hizo Descartes fue explorar las
relaciones entre la geometria y el algebra e indicar como cada una de ellas puede

iluminar a la otra.” (E. Moise & L. Downs, 1986)

Anteriormente Euclides describié como funcionan los sistemas de coordenadas en

una recta, donde todos los numeros corresponden a un punto y todo punto
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corresponde a un numero. La idea de coordenadas cartesianas es semejante, ahora

un punto no corresponde a un numero, sino a un par de nameros.

Para la construccion del plano cartesiano utilizaremos dos rectas numéricas, una
perpendicular a la otra, fijadas de tal forma que los puntos de coordenadas O de
ambos coincidan. Tomaremos las siguientes generalidades:
e El eje “X” se tomara horizontal y se nombra eje de las abscisas, su sentido
positivo es a la derecha.
e El eje “Y” se tomara vertical y se nombra eje de las ordenadas, su sentido
positivo es a hacia arriba.
e El cruce de ambos ejes se llama “origen”
e El plano cartesiano se divide en 4 regiones llamadas cuadrantes, los cuales
se nombran con niameros romanos en el sentido contrario de las manecillas

del reloj.

1.3 Sistema de coordenadas.

Un punto P dentro del plano cartesiano se puede representar por medio del par
ordenado (X, y), donde x representa el numero sobre el eje “X” que se obtiene al
trazar una recta perpendicular a dicho eje que pase por el punto P. El nUmero x es
la coordenada x de P, también suele llamarse la abscisa del punto P o proyeccion
ortogonal de P sobre el eje x. Andlogamente, y representa el nimero sobre el eje
“Y” que se obtiene al trazar una recta perpendicular a dicho eje que pase por el
punto P. El nimero y se llama la coordenada y, también suele llamarse ordenada
de P o proyeccion ortogonal de P sobre el eje y.
De esta manera, cada punto dentro del plano cartesiano esta determinado por un
par ordenado de nameros reales.

e El origen tendra coordenadas(0,0)

e Un punto sobre el eje x tendra coordenadas (a, 0), siendo a un nimero real

e Un punto sobre el eje y tendra coordenadas (0, b), siendo b un nimero real

e Un punto fuera de los ejes tendra coordenadas (a, b)




Sistema de coordenadas.

Ejercicio 1: Observa el siguiente plano cartesiano (figura 1-1) y contesta lo que se

te pide:

51 L
H
L 41
2_
|
10 ®
D 0 B
- : - 4 :
-4 -3 -2 -1 0 1 3 4 5 6 7 g
_1_
G F
L -2 ®
_3_
J
-10 L

Figura 1-1 Puntos en el plano cartesiano

a) Da las coordenadas de cada punto de la figura 1 como un par ordenado.

b) Algunos puntos estén alineados horizontalmente, ¢ Qué tienen en comun sus

coordenadas?

c) Algunos puntos estan alineados verticalmente, ¢qué tienen en comdn sus

coordenadas?

d) Completa la siguiente tabla, tomando en cuenta que si no se encuentra en

un cuadrante indica en que eje esta localizado:

Par ordenado

Abscisa del punto

Ordenada del punto

Cuadrante en que se

encuentra.
AC )
B(C , )
cC ., )




1 LUGARES GEOMETRICOS

Cuadrante en que se

Par ordenado Abscisa del punto || Ordenada del punto
encuentra.

D(C ,

E(

FC

HC

I(

)
)
)
GC . )
)
)
)

JjC

Ejercicio 2.
1. Localiza los siguientes puntos en un plano cartesiano.
a) A(4,3)
b) B(3,4)
c) C(2,-3)
d) D(-3,2)
¢En qué cuadrante estan cada uno de los puntos?
2. Situa los siguientes puntos en el plano cartesiano, A(—3,0), B(0,—3), C(3,0) y
D(0,-3) .
a. Siunimos los puntos ¢,Qué figura forman?
b. Calcula su area
3. Si queremos formar un rectdngulo cuyos vértices sean las coordenadas
A(-3,-4), B(—3,6), C(4,6), ¢ Cudles tienen que ser las coordenadas del ultimo
vértice D(x,y)
4. Queremos formar un rectangulo con los ejes coordenados, el punto P(5,7) y las
rectas perpendiculares a los ejes “x” y “y” que pasan por el punto P. Graficalo y

obtén su area.

1.4 Teorema de Pitagoras

Los triangulos se pueden clasificar:




Teorema de Pitagoras

e Segun la medida de sus lados en: equilatero (3 lados iguales), isosceles (2
lados iguales) y escaleno (3 lados desiguales).
e Segun sus angulos: acutangulos (3 angulos agudos), obtusangulo (un angulo

obtuso) y rectangulo (un angulo de 90°).

Es precisamente el triangulo rectangulo de vital importancia en la geometria tanto
plana como analitica. Recordemos que los lados del triangulo rectangulo tendran

nombres especificos dependiendo el angulo que lo formen:

e Catetos: los lados que forman el &ngulo de 90°
e Hipotenusa: el lado opuesto al angulo de 90°

Como se muestra en la figural- 2

hipotenusa

cateto

cateto

Figura 1-2 Elementos de un tridngulo rectangulo

Una propiedad importante del triangulo rectangulo es el teorema de Pitagoras:
“La suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa”
Veamos una pequefia demostracion de esta propiedad:

Demostracion

Tomemos el triangulo rectdngulo ABC de la figura 1- 3, Sea A el angulo recto, y AD
perpendicular al lado BC. Segun uno de los postulados de Euclides, los triangulos
DBA y DAC son ambos semejantes con el triangulo ABC vy, por tanto, semejantes

entre si.
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Figura 1-3 Tridngulos semejantes segun el postulado de Euclides.

Es decir, ADBA~DAC~ABC

Por lo que los lados son proporcionales y podemos tener las siguientes relaciones

BA BC
BD BA
AC _BC
CD AC

Despejando BA y AC de las proporciones tenemos

BA xBA = BC * BD
AC x AC = BC *CD

Es decir

BA? = BC *BD
AC?=BC *CD

Sumando ambas ecuaciones tenemos

BA? + AC? = BC * BD + BC = CD
Factoricemos
BA? + AC? = BC(BD + CD)

Que si observamos la figura 3, podemos ver que

BD + CD = BC
Entonces Tenemos:
BA? + AC? = BC = BC = BC?
BA? + AC? = BC?




Distancia entre dos puntos

Que si asignamos la notacibn comunmente conocida tenemos

a? + b? = c?
Es decir, la suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la

hipotenusa.

1.5 Distancia entre dos puntos

En una recta numérica la distancia entre dos nimeros A y B se calcula como:
AB = |A - B|
Por ejemplo, la distancia entre el punto -8 y 5 seria:
|-8 — (=5)| =1-8+5]=[-3] =3

En un sistema de coordenadas(x, y) los casos mas sencillos serian los puntos que
se encuentran sobre los ejes coordenados, ya que estaremos refiriendonos al caso

anterior. Por ejemplo:

La distancia entre los puntos (—3,0) y (5,0) estan situados en la misma recta, en

consecuencia su distancia seria | -3 — 5| = |-8| = 8

Se puede generalizar a cualquier par de nimeros que se encuentren en una misma
recta horizontal. Sean los puntos (x;,y) y (x5, y) que tienen la misma coordenada

de y, su distancia seria |x, — x,|.

También se puede generalizar a los puntos que se encuentren sobre el eje de las y
o en la misma recta vertical. Sean los puntos (x,y;) v (x,y,) que tienen en comdn

la coordenada x, su distancia seria |y, — y;|.

Ahora bien, para dos puntos que se encuentran sobre una recta cualquiera,
podremos calcular las distancias de sus proyecciones sobre cada uno de los ejes
coordenados y auxilidndonos del teorema de Pitdgoras podremos calcular la

distancia entre los dos puntos:
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/N
) 7) S B
1
L |y, =l
1 2 1
A/ ___________ _ic
! yl 1
: AN
.X'l = xz 4
|2y — x4 |

Figura 1-4 Construccion para utilizar el teorema de Pitdgoras para el cdlculo de la distancia entre dos puntos.

En la Figura 1-4, podemos ver el triangulo que se forma con los dos puntos Ay B 'y
el cruce de sus perpendiculares, el cual es un triangulo rectangulo que cumple con

el teorema de Pitagoras. Es decir,

AB? =

C? + BC?
Donde
AB? = |x; — x11* + |y, — y1/?

Y como todo numero elevado al cuadrado es positivo podemos excluir el valor

absoluto, quedando la ecuacion de la forma:
AB? = (x; — x)* + (2 — y1)*

Despejando AB de la ecuacion obtenemos la ecuacién o férmula para calcular la

distancia entre dos puntos cualesquiera como:

dyp = AB = \/(xz —x1)%+ (y2 — y1)?

ComUnmente AB también se escribe como d,g, usaremos ambas expresiones

indistintamente.

Problema1l.1.1

Localiza en el plano cartesiano los puntos A(—2,5) y B(3,—4) traza la linea que los
une y calcula su distancia entre ellos por medio de la formula obtenida.

Solucién

— s Tl
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Figura 1-5 Calcular la distancia entre los puntos A y BC

En la figura 1-5 se muestra la gréfica de los dos puntos solicitados, utilizando al

Punto A como (x1,y1) Y B (x3,v,), al sustituir en la formula tendremos:

dap = AB = /(3= (-2))2 + (-4 — 5)2

Respetando la jerarquia de operaciones resolvemos primero lo que se encuentra
entre paréntesis
dap = AB = /(5)% + (=9)?
Después elevamos al cuadrado
dss = AB = V25 + 81
Y finalmente resolvemos la suma
dap = AB = V106
Como no es un namero que tenga raiz cuadrada exacta se deja expresado como
raiz. Asi, nuestra distancia entre los puntos Ay B (AB 0 d4z) es V106 .
La distancia entre dos puntos es muy Util en geometria analitica, ya que con ella
podemos encontrar la medida del radio de una circunferencia, el valor del lado de
un poligono, el valor de la altura de un triangulo, asi como auxiliar para encontrar
areas y volumenes de figuras geométricas dentro de un plano cartesiano. Veamos

algunos ejemplos:
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Problema 1. 2
Sabemos que A(2,0) y B(6,0) son los vértices de un triangulo. Encontrar las
coordenadas del vértice C(x,y) que convierten al triangulo en equilatero.

Solucién

Sabemos que un triangulo es equilatero cuando la medida de sus 3 lados es la
misma, por ello, nuestro primer paso es encontrar la medida de los lados, como
conocemos dos vértices empezaremos por encontrar la distancia entre ellos para
conocer la medida de los lados del triangulo.

Usando A como (x4,v,) Y B (x,,y,), al sustituir en la formula tendremos:

dap =/ (6—2)2+(0—-0)2 =/(4)2+(0)2=V16+0=+16 = 4

Asi, cada lado del triangulo mide 4 unidades. Es decir,
dgp = dac =dcp =4

Que al sustituirlo en la férmula de la distancia considerando a C(x;,y;) obtenemos

dpc =/(x =22+ (y—0)> =4

dep =/ (x—6)2+ (y—0)2 =4
Elevando al cuadrado ambas ecuaciones para eliminar la raiz tenemos:

Para AC Para CB

(x—2)2+(y—-0)2=16 (x—6)2+(y—0)>=16

Desarrollando los cuadrados y simplificando tendremos

Para AC Para CB

x2—4x+4+y2=16 x2—12x+ 36 +y%2 =16

Igualamos las ecuaciones obtenidas para encontrar las coordenadas del punto C
x2—4x+4+y?=x%—12x + 36 + y?
Pasando todos los elementos de un solo lado de la igualdad obtenemos

x2—4x+4+y?—x*+12x—-36—y% =
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Simplificando nos queda
8x—-32=0
Que es una ecuacion de primer grado que se resuelve despejando
8x =32
_3z_

- 4
*=3

Para obtener la coordenada de y necesitamos sustituir x = 4 en cualquiera de las
dos ecuaciones de distancia, lo vamos a hacer en ambas para comprobar que dan

el mismo resultado

Para AC Para CB
x2—4x+4+y2=16 x?2—12x+36 +y* =16
(42 —4(4) +4+y2 =16 (4)2—12(4) + 36 +y% = 16
16 —16+4+y2 =16 16 —48+36 +y%2 =16
4+y*=16 4+y2=16
y=\/¥=\/z=i2

De modo que tenemos dos resultados posibles:
El punto C(4,2) y D(4,—2) ambos forman con los puntos A(2,0) y B(6,0) un

triangulo equilatero. Visualmente se aprecia en la figura 1-6.

Figura 1-6 Se aprecian los dos triangulos equildteros que se forman con las dos posibles soluciones del Problema 1.
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Problema 1. 3

Verificar que los puntos A(2,2) , B(3,0), €(5,1) son los vértices de un triangulo
rectangulo.

Solucién:

Para ser un tridngulo rectangulo necesitamos que se cumpla con el teorema de
Pitagoras, es decir, Si c es la hipotenusa y a y b los catetos, se debe cumplir:

a? + b% = c?
También sabemos que en un triangulo rectangulo la medida de la hipotenusa es
mayor que la de los catetos.

c>ayc>b
Por eso el proceso seria:
Encontrar las medidas de los lados con la férmula de distancia entre dos puntos.
Comparar las distancias y encontrar cual podria considerarse como hipotenusa y
cuales los catetos
Sustituir las medidas en el teorema de Pitagoras y verificar que se cumpla.

Proceso:

AB=(3-22+(0-2)2=/(1)2+(-2)2=V1+4=+5
AC=(5-22+(1-2)2=,/(3)2+(-1)2=V9+1=+10
BC=y/(-32+(1-02=/2)2+(1)2=V4+1=+5

Con esta informacién podemos asegurar que es un triangulo isosceles, ya que 2 de

sus lados miden lo mismo, pero falta comprobar que es un triAngulo rectangulo.

Supongamos que la hipotenusa es AC =+/10 y los catetos 4B = BC =+/5,

sustituyendo en el teorema de Pitdgoras tendremos:
a? + b? = c?
(AB)? + (BC)? = (AC)?
2 2
(V8)" +(¥5)" = (vV10)’
5+5=10
10 =10
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De modo que se cumple el teorema de Pitagoras, por lo que es un triangulo

rectangulo. Se aprecia visualmente en la figura 1- 7

-
3 4

el

Figura 1-7 Se aprecia visualmente que el triangulo es rectdngulo, con los catetos ABy BC.

Problema l. 4

Encuentra la ordenada del punto P(—2,y) que se encuentra a 3 unidades del punto
A(—54)

Solucion:

Utilizando la formula de distancia entre dos puntos tenemos:

PA = J(—z —(-5)) +(y-42=3

PA=.(-2+5)2+(y—4)?2=3

Despejaremos X, para ellos seguiremos los siguientes pasos:

B2+ —-4?2=9
9+ (y—4)>=9
9+(y—4)?%-9=0
y—-4?%=0
Asi tenemos una Unica solucién y = 4, decir la coordenada del punto es P(—2,4).
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Ejercicios 3:

1.

Utiliza la férmula de la distancia para determinar la distancia entre los siguientes

pares de puntos:

a) 4(0,0), B(5,4) d) A(-6,3), B(4,-2)
b) 4(0,0), B(—2,3) e) A(3,-3), B(=3,3)
c) A(5,8), B(2,4) f) A(0,-5),B(3,-2)

Verifica que el triangulo cuyos vértices son A(2,3),B(—1—1), €(3,—4), es

isésceles.

3. De los puntos A(4,-5), B(—2,3) ¢Cual esta mas cerca del origen?

Demuestra que los puntos A(9,—1),B(5,5),€(2,3) son los vértices de un
triangulo rectangulo.

Si queremos formar un rectangulo cuyos vértices sean las coordenadas
A(-3,-4), B(—3,6), C(4,6) ¢Cudles tienen que ser las coordenadas del Ultimo
vértice D(x,y)?

Los vértices de un triangulo son los puntos (1,8), (4,1), (7,1) Calcular el area del
triangulo.

Encuentra la ordenada del punto P (0, y) que se encuentra a 3 unidades del punto
A(=2,4)

1.6 Perimetro y area de poligonos

Poligono, existen diferentes definiciones de poligono, pero podemos resumirlas

como el espacio cerrado por lineas rectas, donde los segmentos de linea son

llamados lados y los puntos donde se tocan se llaman vértices.

El perimetro de una figura geométrica es la suma de las longitudes de los lados, es

decir, es la longitud del contorno de la figura.

Area de una figura geométrica es la medida de la superficie limitada por los lados

de la figura.




Perimetro y area de poligonos

Por medio de la formula de distancia entre dos puntos podemos encontrar la medida
de los lados de un triangulo, y con ello podemos encontrar el perimetro de un

poligono y en algunos casos también el area. Veamos algunos ejemplos:

Problema 1.5
Determina el perimetro y area del triangulo cuyos vértices son A(0,0), B(0,3), €(4,0)
Solucién:

Veamos graficamente el triangulo:

5

4

w

Figura 1-8 Se aprecia que el triangulo es rectdngulo con base ABy altura AC.

En la figura 1-8 podemos ver que se trata de un triangulo rectangulo, ya que los
catetos forman parte de los ejes, que por definicion forman un angulo recto. Aunque
visualmente podemos decir las medidas de los lados AB = 3y AC = 4 vamos a

comprobarlas con la férmula de distancia entre dos puntos:

AB=(0-02+B-02=,(02+3)2=V0+9=vV9=3
AC=,(4—-0)2+(0-0)2=(4)2+(0)2=V16+0 =16 =4
BC=yJ(4-02+(0-32=,(4)2+(-3)2=vV16+9=v25=5

De manera que el perimetro es
P=AB+AC+BC=3+4+4+5=12u

Cbomo es un triangulo rectangulo, para calcular su area utilizaremos la formula
2 bXxh
)

Donde

A es el érea, b la base y h la altura.
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En este caso b = AB, h = AC, y al sustituir en la formula queda de la siguiente

manera.

A_bxh_3><4_12_62
T T T

Problema l. 6

Los vértices de un triangulo son los puntos A(1,8), B(4,1),C(7,1) Calcular el area del
triangulo.

Solucién:

En el caso de los tridngulos es muy facil encontrar el perimetro y la altura, como se
puede ver en la figura 9, si consideramos el lado BC como base, basta con prolongar
los lados para encontrar la medida de la altura, que visualmente es de 7 unidades.
O podemos usar la férmula de Herdn de Alejandria, en la que necesitamos conocer

las longitudes de los lados, la cual es:

A= \/s(s —a)(s—=b)(s—rc)

Donde:

Perimetro

S = >
a=AB,b=AC,c=BC
Asi, usando la férmula de la distancia entre dos puntos para encontrar la medida de

los lados del triangulo, guedando como muestra la Figura 1-9.

Figura 1-9 Para usar la férmula de Herdn de Aljandria consideremos a = AB, b = AC y ¢ = BC
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AB=\(4-1)*+(1-8)2=(3)2+ (-7)2 = V9 + 49 = 58
AC=(7-1)2+(1-8)2=./(6)2+(-7)2=+36+49 = V85

BC=y(7-42+01-1%=/3)2+(0)?=V9+0=v9=3
De donde obtenemos que el perimetro es

P=AB +A4C + BC =58 +V85 + 3 ~ 19.83u

Y el area queda como:

19.83
s= — = 9.92u

= 9.92u?
A= s(s—a)(s—b)(s—c) = \/9.92(9.92 —/58)(9.92 — V85)(9.92 — 3) ~ 10.5u?

Para cualquier polinomio que no sea un triAngulo podemos calcular sin ningan

Problema su perimetro con la férmula de distancia entre dos puntos, pero para el
area utilizaremos la formula de determinantes en la que solo necesitamos conocer
las coordenadas de los puntos

X1 NN
X2 Y2
X3 Y3l||—
xn Yn
X1 Y1
1

:|E[(x1 Yot XYzttt Xy y) — (X Ynt Xy Yo X '3’1)]|
Veamos algunos ejemplos de cémo aplicar la formula.

Problema 1. 7

Calcular el perimetro del rombo cuyas coordenadas son

Solucién:

Primero encontremos en el plano cartesiano sus coordenadas como muestra la
Figura 1- 10:
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Figura 1-10 Coordenadas de los puntos que forman el rombo, podemos visalizar cuales son las distancias a calcular: AC,
CB, BD y DA.

Calcularemos las distancias de AC , CB, BD y DA.

AC=+/(0-32+B+1)2=v9+16=V25=5

CB=(0+3)2+@B+1)2=v9+16=v25=5
BD=,/(0-3)2+(-5+1)2=V9+16=V25=5

DA=(0+3)+(-5+1)?=V9+16=v25=5
Su perimetro es P =545+ 5+ 5 = 20u, pero podemos ver que es un poligono

regular, es decir, la medida de sus lados es la misma, y si consideramos la figura

10 como dos triangulos, donde, BA = /(=3 —3)2+ (-1+1)2 =./(—6)2 + 02 =
V36 = 6 , entonces tenemos dos triangulos isésceles que comparten un lado, es
mas, que la medida de sus lados iguales es la misma, luego son triAngulos
congruentes, por lo que la medida de sus angulos es la misma. Asi, estamos
hablando de un poligono regular, lados y angulos iguales. De esta forma, pudimos
haber calculado su perimetro como P = 4 = d, donde d es la medida de uno de sus

lados, quedando de la siguiente manera:

P=4x5=20u
Para calcular el area utilizaremos determinantes, quedando de la siguiente manera:

No olvidemos, que debemos seguir un orden para colocar los puntos, puede ser el
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sentido de las manecillas del reloj o el contrario, pero siempre debe seguirse un

sentido para colocar los puntos.

3 -1

L 0 3
A: E _3 _1 =

0 -5

3 -1

= |%[((3 X3)+ (0% —1) + (=3 x =5) + (0 x —1))

—(Bx-5)+Ox—-1)+(-3%x3)+(0x —1))]|
=Ll +0+15+0) = (-15+0-9+0)]| = |3[(24) — (—29)]| = |2 [24 + 24]| =

1
_ |§[48]’ = 124 = 2402

Asi tenemos que el perimetro es de 20uy el area de 24u?

1.7 Colinealidad de los puntos

Se dice que tres puntos son colineales cuando se encuentran sobre la misma recta,
es decir, al calcular su area es cero, ya que si fueran un triAngulo su altura seria

cero y al aplicar la formula del area de un triangulo el resultado seria cero.

Asi, para demostrar la Colinealidad de 3 puntos solo necesitaremos aplicar la

férmula del area de un poligono y ver que da como resultado cero.

Problema 1. 8

Demostrar que los puntos A(3,1), B(0, —1)y € (-3, —3) son puntos colineales.
Solucion:

Al graficar podemos ver que pertenecen a la misma recta, como podemos ver en la
figura 1-11.
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Figura 1-11 Grdfica donde se aprecia que los puntos A, B y C pertenecen a la misma recta, falta demostrarlo
matemdticamente.

Aplicaremos la formula de determinantes para comprobarlo algebraicamente

3 1
A:l 0 -1 =
2|1-3 -3
3 1
%[((3x—1)+(0x—3)+(—3x1))—((3x—3)+(—3x—1)+(0x1))]|

= [l=3+0-3) - (-9+3+0)]| = |51¢-6) - (-6)]| = |5 -6 + 61| = |3 01| = 0

Es decir, los tres puntos pertenecen a la misma recta.

Problema 1. 9

Determinar la ecuacion de los puntos colineales con A(2,3) y B(—3,4).

Solucién:

Siguiendo la idea de que para los puntos colineales el area es cero, Calculamos el
area de los puntos A(2,3),B(—3,4) y C(x,y), donde C representa cualquier punto
colineal a los anteriores. Mas exacto, bastara con encontrar el determinante e

igualarlo a cero

2 3
—x3 ;L]:((2><4)+(—3-y)+(x-3))—((2'}’)+(x'4)+(—3X3)):0
2 3
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=B8-3y+3x)—2y+4x—-9)=0
=8—-3y+3x—2y—4x+9=0
—x—5y+17=0

Esta es la ecuacion de los puntos colineales con Ay B

Ejercicios 4:

1.

Calcula el perimetro y el area del tridngulo formado por las coordenadas
A(4,—1),B(2,5),C (—4,-3),
Un pentagono tiene las siguientes coordenadas A(0,0), B(4,0),(C(6,3.5),
D(4,7), E(0,7),F(—2,3.5), calcula su area y perimetro.
Las coordenadas de un cuadrado son (€(0,0),A4(5,0),B (5,5),D(0,5),
encuentra su area y perimetro.
las coordenadas de los vértices de un paralelogramo son
A(0,1),B(3,7),C(4,4), D(1,2), encuentra su area y perimetro.
Comprueba si los siguientes puntos son colineales o forman un triangulo, en
caso de ser triangulo encuentra su area y perimetro.

a. A(2,5),B(—4,-3),€(0,2)

b. A(0,5),B(3,—4),C(1,2)

c. A(24),B(-3,—4),C(-8,—-12)

d. 4(0,0),B(-1,2.5),C(-1,5)
Encuentra las coordenadas del tercer punto para que sean colineales:

a. A(3,2),B(7,3),C(=1,y)

b. A(1,5),B(1,8),C(x,9)

1.8 Division de segmentos de recta (razon y punto medio)

1.8.1Punto Medio

Consideremos uno de los ejes coordenados, sea x, localicemos dos puntos cuales

quiera, A, B, y sus coordenadas respectivamente x; y x,, COMo se muestra en la

figura 12, sea P y su coordenada x,, el punto medio entre ellos, es decir, el punto

gue tiene exactamente la misma distancia hacia A que hacia B., como se muestra

en la figura 1-12. Como los hemos definido, se intuye que x; < x,, < x,.
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Figura 1-12 En una recta real, el punto P seria el punto medio de los puntos Ay B

Coémo lo hemos definido AP = P
Calculemos las distancias
AP = |x; — x|
PB = | % — x|
Como son iguales las distancias tenemos:
AP = |x; — x| = |x, — x,| = PB

Asi podemos tener:
X1— X = Xm — X3
Resolviendo la ecuacion tenemos:
—Xm — Xm = X1 — X2

—2Xp = —X1— Xy

Xm =

X1 T Xy _ —1(x; + x3)
-2 -2
X1 + Xy

Xm =

Haciendo la analogia con el eje de las y, tenemos que la coordenada en y del
punto medio sera

Nty
ym 2

Asi, en un plano cartesiano, quedaria expresado de la siguiente manera:
Sea A(xy,y,) Y B(x,,y,), entonces el punto medio de AB es P

P=<x1+ Xy Y1+ Yz)
2 2
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Problema 1. 10
Calcular el punto medio de los puntos A(1,—1), y B(=5,—4).
Solucion:

Localizando los puntos en el plano cartesiano como lo muestra la figura 1-13:

Figura 1-13 Hay que calcular el punto medio P de los puntos Ay B

Queremos encontrar las coordenadas del punto medio P, aplicando la formula

tenemos:

Asi las coordenadas del punto medio son P = (—2,—2.5)

Problema 1. 11

Un segmento tiene el punto medio P(3,—5) y un extremo es A(2,—4), ¢ Cuales son
las coordenadas del otro extremo B?

Solucion:

Por definicion tenemos:

(X1t X2 Y1t y2>_<2+ X, —4+ y2>_
P - ( 2 ) 2 - 2 ) 2 - (31 5)
En consecuencia tenemos las siguientes ecuaciones:
2+ x,
=3
2
—4 + V2
— 2 _ _5g
2

Resolviéndolas tenemos:




1 LUGARES GEOMETRICOS

2+x2 —4‘+y2
2 2
2+x2:6 _4+y2:_10
X, =6—2=4 y,=-10+4 = —6

Por ello las coordenadas del extremo B son (4, —6)

Problema 1. 12

Si los vértices de un triangulo son A(5,—1), B(1,—2) y C(2,3), ¢Cuales son las
longitudes de sus medianas?

Solucién:

Por definicion, “Una la mediana de un triangulo es un segmento cuyos extremos son
un vértice del triangulo y el punto medio del lado opuesto” (E. Moise & L. Downs,
1986)

Llamemos a, b, y ¢ a los puntos medios de los extremos como se muestra en la

figura 1-14, por lo que buscamos las distancias de los segmentos Bb, 4a, Cc.

%]
.

Figura 1-14 Se muestra visualmente las medianas del triangulo ACB formada por los puntos medios de cada lado y el
vértice no adyacente a el. Asi, como el punto donde se intersectan.

Primero tenemos que encontrar los puntos medios:

_<1+2—2+3>_<3 1)
=\ 2 )T \22
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b_(5+2 —1+3) <72) (7 1)
S\ 27 2 2’2 2’

_<1+5—2—1)_<6—3)_<3—3)
T\ 2 )T\ 2) Ty

Y utilizando la férmula de distancia entre dos puntos encontramos las longitudes de

sus medianas.

—j<><>]< ) F —

1.8.2 Razdén entre dos Puntos

Ahora encontraremos la formula para el punto P que divide un segmento AB en una

razon dada.

Consideremos uno de los ejes coordenados, sea x, localicemos dos puntos cuales
quiera, A, B, y sus coordenadas respectivamente x; y x,, COMO Se muestra en la
figura 15, sea P y su coordenada x, el punto que divide al segmento AB en la razén

r., cOmo se muestra en la figural-15. Se intuye que x; < x, < X5.

’
’
[}

Figura 1-15 En el eje real, el punto P divide al segmento AB en una razé dada.

Que divida al segmento en la razén r, significa:
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AP
_— =7
PB
Que despejando queda:
AP =rPB
Y como ya habiamos visto
AP = |2 — x4

PB = |2z — %741

Entonces
|2, — x1| = 7[xy — x|

Que por propiedades de valor absoluto podemos igualar
Xp — X1 =1(x3 — %)

Que pasando todos los x,-de un solo lado de la igualda y despejando queda de la
siguiente manera:
Xy — X1 =TXy —TXp

Xy + 17X =TXy + X4
x(1+71)=rx, +x;

Xyt x; X+
- 1+ - 1+

Xr

En el caso de la coordenada en y, es el proceso semejante, quedando

N + 71y,
=0+

Veamos la figural-16

Figura 1-16 Construccion para calcular en un sistema coordenado la razon en que divide el punto P al segmento AB.




Division de segmentos de recta (razén y punto medio)

Tenemos dos triangulos, AABC y AAPD, ambos triangulos comparten el angulo A y
ambos tienen un angulo rectangulo, y por propiedades de los triAngulos ambos
triangulos son semejantes (propiedad angulo, angulo, angulo), por lo que tenemos:

AP AD

— =T y — =7

PB DC
Luego los tridangulos APBE y AAPD son rectangulos, con PD paralelo a BE, PE
paralelo a AD, donde los triAngulos son semejantes y obtenemos

CE

_— =7
EB

4D . . CE .
Y como == corresponde a nuestro analisis del eje de las x, y ==T al del eje de

las y, tenemos que la formula para encontrar el punto que divide a un segmento en
una razén r dada es:

P_(x1+rx2 y1+ry2>
T\@A+n ' @A+n

Ahora bien, si lo que queremos es encontrar la razén en la que un punto divide a un
segmento dado tendremos que despejar r de cualquiera de las dos coordenadas.

Sea la formula para x,
X1 + 71X
Xp =V~
1+7r)
X(L+71)=x1 +7x,
X, +1rx, =x1 +1x;

rX, —TXy = X1 — Xy

r(x, —x3) = x1 — xr

X1 — Xp
r = —-
Xr — X2
Que si utilizaramos y tendriamos:
Yi—Yr
T =
Yr— Y2

Veamos ejemplos de ambos casos:
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Problema 1. 13

Sea el punto A(-5,3) y B(6,1), encuentra las coordenadas del punto P, sabiendo

. AP .
que larazon —S=Tres igual a:

ar=1
b)r =2
c)r=-2
Solucioén:

Cuando r = 1, y aplicando la formula para encontrar el punto tenemos
p =5+ (1)(6) 3+ (DD _ (1 f) B (1 2)
S\ a+1 C a+1n ) o \2’2) \2

Podemos ver facilmente con este ejemplo que cuando r=1, estamos hablando de

obtener el punto medio.

Cuando r = 2, tenemos

p— <—5 +(2)(6) 3+ (2)(1)) _ (7 5)

1+2) ~ (1+2) 3’3

Cuando r = —2 tenemos:

p <—5 +(-2)(6) 3+ (—2)(1)) _ (—17 1

(1-2) '~ (1-2 —1’—1)2(17'_1)

Que la razén sea negativa significa que el punto no se encuentra sobre el segmento
AB, sino que se encuentra fuera de él, como se puede apreciar en la figura 1- 17 de

este ultimo ejemplo.




Division de segmentos de recta (razén y punto medio)

b 10 -8 -5 -4 -2 0 2 2 § 8 10 12 : 16 P1s 20

Figura 1-17 El punto P se encuentra fuera del segmento AB, por lo que la razdn es negativa.

Problema 1. 14

Encontrar las coordenadas de los dos puntos que trisecan al segmento cuyos
extremos son A(2,-3), y B(8,9)

Solucion:

Primero hay que entender el concepto trisecar (dividir en tres partes iguales),
consideremos el segmento AB como se muestra en la figura 1- 18, y los puntos C y
D que los dividen en tres partes iguales, si encontramos las razones en que dividen

cada uno de los puntos C y D al segmento tendremos:

AC 1
Donde C se encuentra con r = ﬁ = E
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A(2,-3),y B(8)9)

2+@® 3+ (63
N 1 =33 )=
(1+3) (1+@) 22
Y D se encuentra COﬂT‘:g:z
DB
2+ @® -3+@)) _ (18 15\
_<(1+2) (142 )‘(3’3)_(6’5)

Asi los puntos que buscamos son €(12,3) y D(6,5) como se muestra en la figura 1-
19

Figura 1-19 Los puntos Cy D trisectan al segmento AB, es decir, lo dividen en tres partes iguales.

Problema 1. 15

Determinar la razén en que divide el punto C al segmento AB, si sus coordenadas
son A(1,6), B(8,—1) C(3,4).

Solucién:

Veamos la Figura 1- 20 para darnos una idea de la razén que estamos buscando:




Division de segmentos de recta (razén y punto medio)

Figura 1-20 Se busca la razén en que el punto C divide al segmento AB.

Aplicaremos la formula

X1 — X
r =
Xy — Xy
1-3 -2 2
"T3787 575

. . . AC 2
Es decir, la distancia de r = ==

Ejercicios 5:
1. Encuentra el punto medio de los siguientes pares de numeros:
a) A(0,0), B(—4,2)
b) A(1,-6), B(—3,-2)
c) A(—2,5), B(3,8)
2. Encuentra las coordenadas del punto P que divide al segmento AB en las razones
dadas:
a) A(0,0), B(~4,6)yr =~
b) A(-25),B(2—4)yr=1:
c) A(1,4),B(-42)yr=-2
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3. Para cada segmento, encuentra los puntos de triseccion si los extremos son:
a) A(1,2),B(4,1)
b) €(2,3),D(0,0)

4. Los vértices del triangulo AABC son A(4,0), B(2,1)y C(1,5), ¢Cuéales son las
longitudes de sus medianas?

5. Los extremos de un segmento AB son A(x,y) y B(—1,3), si, el punto medio es
C(1,5), encuentra las coordenadas de A.

6. Da las coordenadas de los puntos que dividen al segmento AB en 5 partes
iguales, A(—5,1), B(5,6).

7. Dados los puntos A(5,4) y B(—1,7), hallar un punto P en el segmento AB tal que
la distancia de BP sea la mitad de la distancia de PA.

8. ¢En qué razoén divide el punto P al segmento AB, si sus coordenadas son
A(—1,3)yB(6,5) Yy P(2.5,4)

1.9 Ecuacion de un lugar geomeétrico

Un lugar geométrico en el plano cartesiano es el conjunto de los puntos (x,y) que
satisfacen una misma propiedad o condicibn geométrica dada. Dicha condicion
puede ser expresada por medio de una ecuacién de dos variables, usemos la
notacion de funcion para definirlo f(x,y) = 0. Cuya solucion sera los puntos en el

plano cartesiano (x,y) que forman el lugar geométrico.

Problema 1. 16

Encontrar el lugar geométrico de todos los puntos (x,y) que tienen abscisa x = 1,

su gréfica seria todos los puntos que se encuentran en la recta

Solucién




Ecuacion de un lugar geométrico

Figura 1-21 Todos los puntos que se encuentran en la recta azul representan el lugar geométrico de los puntos (x,y) que
tiene abscisa x=1

En la figura 1- 21 podemos observar que para todos los puntos que se encuentran
sobre la recta azul, su abscisa es 1, por lo que es la grafica de todos los puntos que

cumplen esta condicion.

Asi, podemos tener varias condiciones y limitar cual seria su lugar geométrico.

Problema 1. 17
El lugar geométrico de los puntos (x,y) tales que x < 4
Solucién

Quedan representados por la gréfica de la figura 1- 22

Figura 1-22 Grdfica de los puntos (x,y) tales que x<4
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Donde toda el area azul representa los puntos que cumplen la condicién indicada y
la recta esta punteada porque son los puntos donde x = 4, de manera que no deben
pertenecer al lugar geométrico, pero todos los que se encuentran del lado izquierdo

Si.

Problema 1. 18

Encontrar la ecuacién del lugar geométrico de todos los puntos (x, y) cuya distancia

al origen sea 2
Solucién

Sean los puntos A(x,y) que cumplen con la condicidn dada, el origen tiene
coordenadas 0(0,0), usando la formula de distancia entre dos puntos calculemos su

distancia:

A0 =\(x—-0)2+(y—0)2=2

Elevemos al cuadrado la igualdad

x2+y?=4

Problema 1. 19

Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(x,y) del plano que

equidistan de los puntos A(2,1) y B(—4,2)
Solucién

El término equidistar se refiere a que la distancia al punto A es la misma que la
distancia al punto B, por eso aplicaremos la férmula de distancia para encontrar AP,

BP e igualarlas.

AP = J(x— 22+ (y —1)?

PB=./(x+ 42+ (y — 2)2

Jax =22+ -D2={(x+42+(y-2)?

Elevemos al cuadrado para eliminar las raices:




Interseccién con los ejes

=2+ -1D?>=@+4)*+(y-2)?

Desarrollando los binomios al cuadrado tenemos:

x?—4x+4+y* -2y +1=x*+8x+16+y*—4y+4

Pasando todos los términos de un solo lado tendriamos:

x2—4x+44+y2—-2y+1—-x2—-8x—16—y?+4y—4=0

Simplificando tendremos:
—12x+2y—-15=0

Que es la ecuacién buscada.

Ahora bien, para obtener la gréafica de la ecuacion de un lugar geométrico vamos a
analizar sus propiedades fundamentales, es decir, si tienen interseccién con alguno
de los ejes, si es simétrica, y con respecto a quién, al origen, al eje x, al eje y; y por
ultimo encontraremos los valores para los cuales la curva esta definida y si tiene

asintotas.

1.10 Interseccion con los ejes

Cuando hablamos de la interseccidbn de los ejes, estamos hablando de la

interseccion con el eje de las x y la interseccion con el eje de las y.

1.10.1 Interseccion con el gje x.

Todos los puntos que se encuentran en el eje de las x tienen ordenada igual a cero,
es decir, las coordenadas de los puntos del eje x son (x,0), expresando como
ecuacion seria y = 0. Por tanto, algebraicamente tendriamos que encontrar los
puntos que cumplen la condicion del lugar geométrico y ademas tienen coordenada
y = 0. Practicamente solo tendriamos que hacer y = 0 en la ecuacién del lugar

geometrico.
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1.10.2 Interseccion con el eje y.

Analogamente, los puntos que se encuentran en el eje y, son los puntos cuya

abscisa es cero, y bastaria con sustituir en la ecuacion x = 0.

Problema 1. 20.

Encuentra si, el lugar geométrico definido por la ecuacién x2 +y?% =4 tiene

interseccion con los ejes coordenados.
Solucién

Primero encontraremos la interseccidn con el eje de las x, para ello haremos y = 0.

x2+(0)?>=4
Despejando tendremos
x?2=4
x =4 =42

Es decir, cruza al eje de las x en los puntos (—2,0) y (2,0).
Para encontrar la interseccion con el eje de las y haremos x = 0
(0)*+y* =4

Siguiendo el proceso analogo al de x encontramos que la interseccién con el eje de

las y son los puntos (0,—2) y (0, —2).

Asi, los puntos de interseccion con los ejes se muestran en la figura 1-23.




Interseccidn con los ejes

Figura 1-23 Como es una circunferencia con centro en el origen, podemos ver que va a intersectar a los ejes coordenados
en 4 puntos: A, B, CyD.

Problema 1. 21.

Encuentra si, el lugar geométrico definido por la ecuacion x? —4y =0 tiene

interseccion con los ejes coordenados.

Solucion
Encontremos la interseccién con x, seay = 0.
2 —
x“—4(0)=0

Despejando tendremos

x=4/0=0
Por ello, solo cruza al eje de las x en un solo punto (0,0), es decir, cruza en el origen.
Por lo tanto, el cruce con el eje de las y también es el origen. Comprobémoslo

haciendo x=0.

(0)?>-4y=0
Despejando tenemos
-4y =0
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0—0
—4
y=0

y:

Es decir, el origen (0,0), la grafica solo cruza a los ejes coordenados en el origen

como muestra la figura 1- 24.

Figura 1-24 Se puede apreciar que la grdfica solo cruza en un punto (el origen) a los ejes coordenados.

Problema 1. 22.

Encuentra la interseccion de los ejes coordenados del lugar geométrico definido por

la ecuacion x> —6x2+11lx +y—6=0
Solucion
Hagamos x = 0 para encontrar la interseccion con el eje de las y.

(02 -6(02+11(0)+y—-6=0
y—6=0
Despejando
y=6

Es decir, el punto de interseccién con el eje de las y es (0,6)
Sea y = 0 para encontrar la interseccién con el eje de las x.

¥ —6x2+11x+(0)—-6=0

xX*—6x2+11x —6=0

Factorizando tenemos:




Interseccién con los ejes

x-3))(x-2)(x—1)=0
Por esta razon los puntos que buscamos son x = 3, x = 2 y x = 1 que determinan
las intersecciones con el eje x. Los puntos de la interseccién se muestran en la
figura 1- 25.

Figura 1-25 La figura muestra los 3 puntos que intersectan el eje de las x, y el punto que cruza el eje de las y.

1.10.3 Simetria

Tenemos dos tipos de simetrias, con respecto a un punto y con respecto a una

recta.

El punto A es simétrico a B con respecto a otro punto C, cuando este se encuentra
en el punto medio del segmento que une a AB. Al punto C se le llama centro de

simetria. A este tipo de simetria se le llama simetria radial.

Se le llama simetria axial cuando el centro de simetria es una recta, y se le llama
eje de simetria. Se explica como: “Dos puntos son simétricos con respecto a una
recta, cuando ésta es perpendicular en el punto medio de la recta que une dichos
puntos” (Landaverde, 1977)
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De esta manera tenemos dos tipos de simetrias en el plano cartesiano, Simetria
radial, cuando es simétrico con respecto al origen, es decir, el centro de simetria es
(0,0). Simetria axial, cuando el eje de simetria es uno de los ejes coordenados, ya

seax0y.
Analicemos ambos casos:

Empecemos cuando el eje de simetria es el eje de las x, analicemos la figura 1- 26:

Figura 1-26 Se puede apreciar que la pardbola es simétrica con respecto al eje de las x.

.El eje de simetria es el eje x, y la recta punteada representa la recta perpendicular
a la que se refiere la definicion, debido a lo cual, la distancia de AC es la misma que
de CB. Si analizamos las coordenadas de los puntos veremos que comparten la
abscisa, pero su ordenada es la misma pero con signo diferente. Asi, un método
para saber si una ecuacion es simétrica con respecto al eje x sera sustituir en la
ecuacion y por -y y si la ecuacién no se altera estaremos hablando de simetria con

respecto al eje de las x.

Para el caso de simetria con respecto al eje de las y analicemos la figura 1- 27.




Interseccién con los ejes

Figura 1-27 Se aprecia que la pardbola es simétrica con respecto al eje de las y

En ella vemos que la distancia de AC es la misma que de CB, de modo que el eje
de las y es el eje de simetria, y analizando las coordenadas, vemos que comparten
la ordenada y su abscisa es la misma pero de signo contrario, por lo que
nuevamente el método para encontrar la simetria con respecto a y es sustituir x por

-x y sila ecuacion es la misma sera simétrico con respecto a y.

Ahora analicemos la figura 1- 28

Figura 1-28 Es un ejemplo de simetria radial con respecto al origen.

En ella vemos una simetria radial con respecto al origen (0,0), y analizando sus
coordenadas encontramos las coordenadas de A(—x,—y) y B(x,y), son iguales

pero de signo contrario tanto para x como para y. Por lo que el método para
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encontrar la simetria con respecto al origen sera sustituir x por -x y y por -y, sila

ecuacion no se altera sera una simetria radial con respecto al origen.

Problema 1. 23
Analiza si la ecuacién x? + y% = 4 es simétrica con respecto a algun eje o al origen.
Solucién
Cambiemos x por - x
(=) +y?=4
Pero (—x)? = x2, de manera que tenemos
x2+y?=4
Luego es simétrico con respecto a y
Cambiemos y por -y
x2+ (—y)? =4
Y nuevamente (—y)? = y?, en consecuencia tenemos
x2+y?=4
Asi que, es simétrico con respecto a x
Y como también lo fue con respecto a y, tenemos que es simétrico con respecto al
origen ya que al cambiar x por -x y y por -y nos queda la misma ecuacion. Lo

podemos ver en la figura 1- 23 del Problema 1. 20.

Problema 1. 24
Analiza si la ecuacion x? — 4y = 0 es simétrica con respecto a algln eje o al origen.
Solucién
Cambiemos x por - x

(—x)2—4y =0
Nuevamente (—x)? = x2, por eso tenemos

x2—4y =0

Cdmo es la misma, es simétrico con respecto a y.
Cambiemos y por -y

x2—4(-y)=0

Que nos queda
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x2+4y=0
Que no es la misma ecuacion, por ello no es simétrico con respecto a x.
Al cambiar x por-xy y por -y
(—x)* +4(=y) =0
x2—4y =0
Donde concluimos que no es simétrico con respecto al origen. Como se muestra en
la figura 24 del Problema 1. 21

Problema 1. 25
Analiza si la ecuacion x3 — 6x? + 11x + y — 6 = 0 es simétrica con respecto a algun
eje o al origen.
Solucién:
Cambiemos x por - x,
(—x)3—6(—x)?>+11(-x)+y—-6=0

Que nos queda

—x3—-6x2—11lx+y—-6=0
Por tanto no es simétrico con respecto a y.
Cambiemos y por -y

x3—6x?2+11x+(-y)—-6=0

Nos queda:

x3-6x2+11lx—y—-6=0
Que no es simétrica con respecto a x.
Al cambiar x por-xy y por -y

(—x)®—6(—x)?>+11(—x)+(—y)—6=0

Quedando

—x3—6x?—-11lx—y—-6=0
Que no es igual a la original, de donde concluimos que no es simétrica con respecto

al origen. Como se muestra en la figura 1-25 del Problema 1. 22.
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1.11 Extension de la curva

Por este término entenderemos los puntos para los cuales la grafica esta definida,
los cuales pueden ser una curva cerrada o una curva infinita. Para ello encontramos
los puntos para los cuales la curva esta definida tanto en x, como en y,. Para la
extension de x despejamos y y analizamos el resultado; para la extension de y
despejamos x y analizamos el resultado, es decir, buscamos los puntos para los

cuales son validas las ecuaciones obtenidas.

Problema 1. 26
Encuentra la extension de la gréfica x + 2y = 4
Solucion:

Despejemos y de la ecuacion
_4—x 4 x_2 X
Y= T2 AT

Y es un polinomio de primer grado, para el cual a cada valor de x le corresponde un

valor de y, luego su extension es infinita como los nimeros reales, tanto para x,

como para y.

Problema 1. 27
Encuentra la extension de x? + y? = 4
Solucion
Despejemos y
y =4 — x?
Al analizarla recordamos que la raiz no tiene sentido para los nUmeros negativos,
debido a lo cual solo es valida si 4 — x? > 0, que despejando tenemos:
4—x%2=0
4 > x?
De donde obtenemos
2> x|
Donde por definicion de valor absoluto tenemos que x <2y x > —2, es decir, la

extensioén de la curvaes —2 > x > 2.




Asintotas

Ahora despejemos x para ver la extension de y, nos queda de la siguiente manera

X =+4—-y?
Que es analoga a la de y, en consecuencia la extension de y es la misma que la de

X, los realesentre =2 >y > 2

Problema 1. 28
Encontrar la extension de la ecuacion x? — 4y = 0
Solucién

Despejemos y de la ecuacion

Que para cada valor de x existe un unico valor de y, es decir, que la extension de
las x es todos los numeros reales.
Despejemos x de la ecuacion

—4y = —x?

4y = x?
x =,/4y
Que solamente tiene sentido si 4y > 0, es deciry > % = 0, por lo tanto, la extension

deyesy>0.

1.12 Asintotas

Son rectas que al tomar un punto de la curva y alejarnos indefinidamente de su

origen, la distancia de ese punto a la recta decrece continuamente y tiende a cero.

Una asintota solo existe si al despejar x 0 y de la ecuacion queda expresada como
fraccion. Para obtener la asintota basta con igualar a cero el denominador, de esta
manera tenemos en términos de x la asintota horizontal y en términos de y la

vertical.

Problema 1. 29
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Encontrar si la funcion xy = 1 tiene asintotas

Solucién
xy=1
Despejemos y
, =1
X

La cual se indetermina cuando x = 0, por lo tanto, esta es su asintota horizontal.

Despejemos x

X ==
y

Y tenemos la misma situacion, se indetermina cuando y = 0, por lo que, su asintota

vertical es y = 0. Como se muestra en la figura 1- 29, las asintotas son los ejes

coordenados.

Figura 1-29 Se muestra que las asintotas de la curva son los ejes coordenados.

Problema 1. 30

Determinar las asintotas de la ecuacion 2x — yx —3y =0
Solucién

Despejemos x

2x —yx =3y




Trazo de la gréfica

x(2—-y) =3y

__3
X = 5 _ y

Entonces, su asintota vertical sera 2 —y = 0, es decir, y = 2
Despejemos y

2x—yx—3y =0

—yx — 3y = —2x
y(x +3) = 2x
_ 2x
y_x+3

Por lo que la asintota serd x + 3 = 0, es decir, x=-3.

La figura 1-30 muestra las asintotas horizontales y verticales de la funcién.

Figura 1-30 Se muestran las asintotas de la hipérbola x=-3 y y=2

1.13 Trazo de la gréfica
Ahora bien, ya tenemos los elementos principales para poder realizar el trazo de
una gréfica dada su ecuacion.
Los pasos son los siguientes:
1. Encontrar las intersecciones con los ejes

2. Simetria, como se comporta
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3. Su extension, nos dira que valores podemos tomar para tabular
4. Asintotas, si existen rectas a las que se aproxime.
5. Tabular

6. Graficar la informacién obtenida

Problema 1. 31

Realiza el trazo de la grafica x> — 4y = 0

Solucién

En el Problema 1. 21 encontramos que sus intersecciones con los ejes son
Unicamente en el origen

En el Problema 1. 24 vimos que Unicamente es simétrico al eje de las y, lo cual
apreciaremos en la tabulacién

En el Problema 1. 28 obtuvimos que su extension en el eje de las x es todos los
nameros reales, pero del eje de las y solo las y > 0, lo cual se apreciaréa a la hora
de tabular.

Cdmo al despejar x y y no se obtienen expresiones fraccionarias no tiene asintotas.
Tabulemos considerando la informacion obtenida, solo tomaremos valores positivos

de x, ya es simétrica con respecto a y, también sabemos que nuestros resultados

solo estaran en los 2 primeros cuadrantes, ya que y siempre seray = 0

A B C D E F G H I J K L
X 0 1 2 3 4 5 100 11
0| 0.25 1] 2.25 6.25 12.25| 16| 20.25| 25| 30.25

(*2)
~
()
Xo)

o
O

‘ Graficando tenemos la figura 1- 31




Trazo de la gréfica

Figura 1-31 Grdfica de la ecuacién de la pardbola x*> — 4y = 0
Los puntos marcados, son los obtenidos por la tabulacion, el resto se obtuvo con la

definicion de simetria, es decir, al punto x = —2, le dimos el mismo valor que x = 2,
y asi sucesivamente. Se puede apreciar que solo se utilizaron los dos primeros

cuadrantes, como se previo al ser y > 0.

Problema 1. 32

Realiza el trazo de la gréafica x? + y2 = 4

Solucién

Del Problema 1. 20 tenemos los cruces con x y y, es decir los puntos (—2,0), (2,0)
y (0,-2), (0,-2).

Del Problema 1. 22 sabemos que es simétrico al origen, al eje x y al eje y.

Del Problema 1. 27 su extensionenxes —2<x <2 ydeyes—2<y <2

Al despejar x y y notamos que no se obtiene una expresion fraccionaria, luego
entonces no hay asintotas.

Tomando en cuenta esta informacion solamente tomaremos valores de x entre 0 y

2, ya que todos los demas se obtendran por simetria radial.

A

B

C

D

E

F

G

X

0

0.25

0.5

0.75

1

1.25

1.5

1.75

y

2

1.984

1.936

1.854

1.732

1.561

1.323

0.968

0.000

Quedado la grafica como muestra la figura 1- 32.
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e

Figura 1-32 Grdfica de la circunferencia x* + y? = 4

Donde los puntos A e | representan las intersecciones con los ejes en el primer

cuadrante, y los puntos de los demas cuadrantes se obtuvieron por simetria.

Problema 1. 33

Realiza el trazo de la graficaxy — 3y — 5x = 0

Solucion

Empecemos por encontrar la interseccion con x, haciendo y = 0
x(0) — 3(0) —5x =0

Es decir, cruza el origen (0,0)
Encontremos la interseccién con y, haciendo x = 0
0y — 3y —50) =0
—3y=0
y= 2 -0
-3
Solo cruza al origen.
Encontremos si es simétrico con respecto al eje de las x, sustituyendo y por —y
x(—y) —3(-y) = 5x =0
—xy+ 3y —5x =0




Trazo de la gréfica

Por ello no es simétrica con respecto a x.
Sustituyendo x por —x encontramos la simetria con respecto al eje y.
(—x)y — 3y = 5(-x) =0
—xy — 3y+ 5x =0
Luego no es simétrica con respecto a y
Cambiemos x por —x, y y por —y para ver si es simétrico con respecto al origen
(=)(=y) = 3(-=y) = 5(=x) =0
xy+ 3y+ 5x =0
De manera que no es simétrica con respecto al origen.
Obtengamos su extension y asintotas
Despejando x, tenemos
xy — 5x = =3y
x(y —5) = -3y
X = _3y
y —5
Igualamos a cero el denominador: y — 5 = 0, tenemos que y = 5, es decir, existe

para todos los reales menos el numero 5, y su asintota vertical es y =5.
Despejemos y

xy — 3y —5x =0

xy — 3y =5x

y(x — 3) =5x
_ 5x
y_x—3

Igualando a cero el denominador tenemos x —3 =0, x = 3, que es la asintota
horizontal, y nos indica ademas que existe x para todo numero real excepto para 3.
Es decir, para tabular tomaremos puntos que se encuentren a la derecha y a la

izquierda de 3. Trazaremos las asintotas para saber hacia donde se acerca la curva.
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Figura 1-33 Asintotas de la curva xy — 3y — 5x = 0
En la figural- 33 podemos ver las asintotas punteadas y de color azul.

Por definicion de asintota sabemos que entre mas nos acerquemos a 3 esté tendera

a infinito y entre mas nos alejemos de él tendera a 5.

Asi que tomemos los siguientes valores para tabular

A B C D E F G H | J K L
x| -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
y|2.86| 2.50 [ 2.00 | 1.25 | 0.00 | -2.50 | -10.00| no existe | 20.00| 12.50| 10.00| 8.75 | 8.00

Quedando la grafica como muestra la figura 34.

Figura 1-34 Grdfica de la curva xy — 3y — 5x = 0

Ahora, si prolongamos la curva siguiendo la definicion de asintotas se aprecia mejor

la curva como muestra la figural- 35.




Trazo de la gréfica

Figura 1-35 Grdfica amplificada de la curva xy — 3y — 5x = 0

Ejercicios 6:

1. Encuentra la ecuacién que define los siguientes lugares geomeétricos:

a.

b.

De todos los puntos (x,y) cuya distancia al origen sea 3

De los puntos P(x,y) del plano que equidistan de los puntos A(3,1) y
B(—2,3)

De los puntos (x, y) tales que su ordenada es igual a su abscisa
La distancia al origen es el doble de la distancia al punto (1,2)
La distancia al eje de las x es doble a la distancia al punto (1,1)

De todos los puntos (x,y) tales que su distancia a A(—2,1) sea igual
a2

De todos los puntos (x,y) tales que sean la mediatriz del segmento
A(4,3)yB(2,1)

De todos los puntos (x, y) tales que su distancia al punto A(1,0), es el

triple de su distancia a la recta x =2

2. Para cada uno de los siguientes ejercicios encuentra su interseccion con los

ejes, su simetria, su extension, asintotas, tabulacion y gréafica
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a. x2—4y2-16=0

b.

x2 -8y =0
y2—8x =0
25x2 + 16y2 — 400 = 0

xy=1

. 9x2+16y2—144=0




Introduccién

2.RECTA COMO LUGAR GEOMETRICO

2.1. Introduccidn

En este capitulo llevaremos los conceptos basicos de linea recta estudiados en

geometria plana al plano cartesiano:

1. Analizaremos la pendiente y por consiguiente el angulo de inclinacion de la
recta, condiciones de paralelismo y perpendicularidad y el angulo entre dos

rectas.
2. Obtendremos las diferentes formas de representar la ecuacion de una recta.

3. Aplicaremos la ecuacion general de la recta para encontrar la distancia entre

un punto y una recta.

4. Analizaremos los diferentes puntos notables del triangulo desde el punto de

vista de la geometria analitica.

2.2. Elementos de la linea Recta

Una linea contiene una infinidad de puntos, por lo que no se puede describir
explicitamente cada uno de ellos, es necesario describirse por medio de una

ecuacion.

Si tenemos una recta vertical, sabemos que se puede representar por el punto que
cruza en el eje de las x, es decir, si cruza al eje en el punto -5, la ecuacion de la

recta serd x = —5.

Si la recta es horizontal, su ecuacion sera el punto en el que cruza al eje de las y,

es decir, si cruza al eje en el punto 3, la ecuacion de la recta serqd y = 3

Es decir, si larecta es vertical que cruza al eje de las y en el punto (0, b), la ecuacién

de la recta serd y = b.

Si la recta es horizontal que cruza al eje de las x en el punto (a,0), la ecuacion de

la recta sera x = a
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Cuando la recta no es horizontal ni vertical tendremos que buscar una propiedad

Unica que la represente, dicha propiedad es la pendiente.
Asi, la recta como lugar geométrico queda definida de la siguiente manera:

“Lugar geométrico de todos los puntos en el plano tales que la pendiente entre
cualesquiera dos puntos se mantiene constante” (Benjumeda, De la Rosa, Maqueo,
& Gonzalez, 2013)

Por tanto, tendremos que definir y analizar la pendiente de la recta para poder
obtener su ecuacion. La grafica es muy sencilla, ya que basta con dar dos puntos
de la recta para poder trazarla, ya que sabemos que por dos puntos pasa una Unica

recta.

2.3. Pendiente de una recta

Se define a la pendiente de una recta como una razén de cambio, es decir, la
variacion vertical entre la variacion horizontal. Dicha variacién es independiente de

los puntos que se tomen sobre la recta, veamos la construccion de la figura 2-1.

..

Figura 2-1 Construccion para calcular la pendiente de una recta por medio de tridngulos semejantes.

Los puntos A, D, E, y B se encuentran sobre la misma recta, al trazar rectas
paralelas al eje de las x y al eje de las y que pasen sobre los puntos marcados como
se muestra en la figura 2-1, tenemos triangulos semejantes, AACB~ADFE, las

razones son:
1. VA = VD por condiciones de paralelismo de dos rectas (correspondientes).

2. VF = VC por formar un angulo de 90°




Pendiente de una recta

3. VE = VB por condiciones de paralelismo.

Por lo que se cumple laregla AAA (Angulo-angulo-angulo), es decir, son semejantes,

por lo que las medidas de sus lados son proporcionales, es decir,

Donde m es la pendiente de la recta.

Si lo vemos con coordenadas, sean A(xq,Yy1), B(x,,y,)y C(x,y,) las coordenadas

de los puntos A, B y C, si obtenemos las distancias,

W_\/(xz—xz)z‘i‘(}’z—}ﬁ)z_\/()’2—}’1)2_3’2_}’1

R_\/(xz_xl)z‘i‘(}ﬁ—)ﬁ)z _\/(xz—xl)z_xz_x1

Por lo que la pendiente se define como

Y2—W1
Xy —Xq

m =

Ahora, analicemos los tipos de pendientes que podemos tener.

Para la recta horizontal, donde cruzan al eje de las y en un punto tenemos que todos

los puntos tienen la misma ordenada, sean dos puntos sobre ella A(xy, y1), B(x3, v1)

V1= V1 0 _
m= = =0
X2 = X1 X2— X1

Para la recta vertical, donde cruzan al eje de las x en un punto a, todos los puntos

tienen la misma abscisa, sean dos puntos sobre ella A(xy,y,), B(x;,y,)

J’Z_}’1:3’2_3’1:
xl_xl 0

m =

A

Es decir, no se puede expresar la pendiente en una recta horizontal, pero, como ya

vimos, si hay una expresion para la recta horizontal, que es x = a.
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Problema 2.1
Encuentra la pendiente de la recta que contiene los puntos A(2,3) y B(5,7)
Solucién

m=3’2—y1=7—3=f
xy—x; 5—2 3

P . 4
Asi que la pendiente de la recta es m = 3

Problema 2.2
Dar la pendiente de la recta que contiene los puntos A(—1,3) y B(5,—1)

Solucién

La pendiente es m = 5

Cdmo se ve en los dos ejemplos, la pendiente puede ser positiva o negativa, esto
depende de la inclinacién de la recta. Recordemos que también puede ser cero en

caso de las rectas horizontales y no existir en caso de las rectas verticales.

Tomemos como ejemplos los dos problemas anteriores para poder obtener una

conclusién, usemos las gréficas de las figuras 2-2 y 2-3.

_ 4 _ —2
m=3 =3




Pendiente de una recta

)
-

8

~

Figura 2-2 pendiente positiva de una recta.

Figura 2-3 pendiente negativa de una recta.

En la primera grafica nos movemos de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo,

es decir, en sentidos positivos.

En la segunda grafica el recorrido es de arriba hacia abajo (negativo) y de derecha

a izquierda, es decir, en sentido negativo.

En el primer ejercicio la pendiente es positiva, porque al movernos de un punto hacia
el otro, nuestros movimientos siempre son en sentido positivo, es decir, la variacion
de x es positiva y la variacion de las y también es positiva. Sin embargo, en la
pendiente negativa una de nuestras variaciones es negativa, en este ejemplo es la

de las y, el movimiento es de arriba hacia abajo.

En conclusion, si la recta esta inclinada hacia la derecha su pendiente sera positiva,

y si esta inclinada hacia la izquierda su pendiente sera negativa.

Ejercicios 7:

Encuentra la pendiente “m” de los siguientes pares de puntos, obtén su grafica
1. A(-54)y B(2,.3)

2. A(-3,-2)y B(-4,5)
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3. A(58)y B(9,3)

4. A(0,0)y B(=2,6)

5. A(-15)y B(~3,-5)

2.4.  Angulo de inclinaciéon de unarecta

Analicemos las rectas de la figura 2-4.

D

[ ]

Figura 2-4 Muestra las diferentes inclinaciones de la recta y por lo tanto los diferentes dngulos que deben tomar.

Si consideramos que el angulo se mide desde el eje de las X, siguiendo el sentido
contrario de las manecillas del reloj, veremos que en la primera gréafica, la recta f,
gue contiene los puntos A y B, el angulo de inclinacion es menor a 90° y en la
segunda, la recta g que contiene a los puntos C y D , el angulo de inclinacién es
mayor a 90°, en la tercera recta h que contiene los puntos H y G, el angulo de
inclinacioén de la recta es de 90°, es decir, es perpendicular al eje de x. Y por ultimo
la recta i, es paralela al eje de las x, por lo que su angulo es de 180° Uniendo la

informacion obtenida con respecto a la pendiente tenemos:

e Una recta tiene pendiente positiva si tiene un angulo de inclinacién menor a
90°

e Una recta tiene pendiente negativa si tiene un angulo de inclinacién mayor a
90°

e Una recta tiene pendiente cero si tiene un angulo de inclinacién de 180°

e Para un angulo de 90° no existe pendiente.




Angulo de inclinacién de una recta

Ahora bien, para encontrar el valor del angulo de inclinacién tomaremos en cuenta
gue la pendiente también se define como la tangente del angulo de inclinacion de la
recta, es decir, Sea 6 el angulo de inclinacion de la recta, entonces, definimos la

pendiente como:
m = tanf
De donde podemos despejar el angulo, es decir,

6 =tan " 'm

Problema 2.3

Encuentra el angulo de inclinacién de la recta cuya pendiente es m = 1
Solucién

Usando la férmula encontrada tenemos:

@ =tan"'m =tan"1(1) = 45°

Problema 2.4

Dado el segmento A(2,—4) y B(—1,1) , encuentra la medida de su angulo de
inclinacion.

Solucion

Primero hay que encontrar la pendiente, usamos la formula:
Y=y —1-2 -3 -4
x,—x; 1—(-4) 1+4 5
Ahora hay que encontrar el angulo de inclinacién:

m =

5
Cémo el angulo es negativo, nos estd marcando el angulo en sentido de las

—4
@ =tan " 'm =tan™?! (—) = —38.6598°

manecillas del reloj, y nosotros queremos el contrario, por lo que sumaremos 180°

para obtener el deseado, veamos la grafica de la figura 2-5:
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[

Figura 2-5 El angulo anaranjado es el que se obtiene originalmente, pero el verde es el que queremos calcular, ambos son
suplementarios, es decir suman 180.

La seccion azul representa el angulo que nos da la calculadora, y el verde el que
necesitamos, como la suma de ambos nos tiene que dar 1802, el angulo buscado
se obtiene sumando 180 al encontrado.

6 = —38.6598° + 180° = 141.34019°

Problema 2. 5
Encuentra la pendiente de la recta cuyos puntos son A(—1,1), B(—1,2)
Solucién

Observemos la graficaen la figura2 — 6

Figura 2-6 la recta forma un dngulo de 90° con respecto al eje x, por lo que la pendiente no existe

Ahora apliquemos la formula de pendiente
2-1

T 141 0

m




Angulo de inclinacién de una recta

Podemos ver gue la pendiente no existe, pero la grafica nos indica que es porque

la recta es perpendicular al eje de las X, es decir, tiene un dngulo de 90°.

Problema 2. 6
Encuentra la pendiente de la recta conociendo su dngulo de inclinacion es 8 = 45°
Solucién
m = tanf = tan(45°) =1
m=1
Ejercicios 8:

Encuentra el angulo de inclinacidn para las rectas con las siguientes pendientes:

1 m=l
2
2 m=_—1
4
3. m=3
4 m=E
2
5 m=_—
3

Encuentra la pendiente de la recta si conocemos su angulo de inclinacién:

1. 6 =30°
2. 6 =60°
3. 6 =-—45°
4. 6 =170°
5. 6 =120°
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2.5. Condicion de paralelismo y perpendicularidad
entre rectas
2.5.1. Rectas paralelas

Analicemos dos rectas paralelas cualesquiera en el plano cartesiano como se

muestra en la figura 2-7.

Figura 2-7 Dos rectas paralelas que cruzan el eje x, con ellas podemos aplicar las propiedades aplicar la geometria plana
y demostrar que los dngulos son iguales.

Como larecta A es paralela alarecta C, y en este caso el eje x es una recta secante
de las dos, tenemos que por angulos correspondientes V¢ = Vd, por lo que sus

respectivas tangentes son iguales, es decir
tan(c) = tan(d)

Sea myla pendiente de la recta A y m, la pendiente de la recta B, tenemos la

siguiente igualdad
m,; = tan(c) = tan(d) = m,
Es decir
my; =m,

Que nos dice, que dos rectas paralelas tendran pendientes iguales.




Condicién de paralelismo y perpendicularidad entre rectas

2.5.2. Rectas perpendiculares

Tracemos dos rectas perpendiculares en el plano cartesiano como muestra la figura
2-8.

Figura 2-8 Angulos que se forman con 2 rectas perpendiculares, con ellos podemos aplicar la geometria plana para
demostrar que los dngulos son inversos y de signos contrarios.

Larecta A y C son perpendiculares, es decir, forman un angulo de 902 entre ellas.

Si consideramos el triangulo que se forma con las rectas A, C y el eje de las X,
vemos que es un triangulo rectangulo. Ademas, cumple con la propiedad de los
angulos: La suma de un angulo exterior es igual a la suma de los dos interiores no

adyacentes a él.

Por lo que tenemos que Ye = Vd + 90°, si aplicamos tangente a ambos lados de la

ecuacion nos queda
tan(e) = tan(d + 90°)

Que por propiedades trigonométricas

-1
tan(d + 90°) = —ctg(d) = W
Quedando
-1
tan(e) = W
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Y expresado como pendientes, donde m; es la pendiente de la recta Ay m, la

pendiente de la recta C

-1 -1
my; = tan(e) = tan@d) m—z
Quedando
-1
my; = -~

Es decir, para rectas perpendiculares, las pendientes son inversas y de signo

contrario.

Problema 2. 7

Dado los puntos A(2,4) y B(—1,3) encuentra la pendiente de la recta C paralela a

ella, y de la recta D perpendicular a ella.
Solucién
Primero encontramos la pendiente de la recta que contiene a los puntos Ay B.

_3’2_3’1_ 3—4 _—1_1
M —x —-1-2 373

A esta pendiente démosle el nombre de m,

De la recta paralela a ella

1
m, = 3
Para la recta perpendicular
-1_-1_
T T T
3




Angulos entre dos rectas

Ejercicios 9:

Encuentra la pendiente de las rectas paralelas y perpendiculares a las mencionadas

segun su caso:
a) m1 = 2

b) m; =3

c) my ==

d) 6 =75°

e) 6 =120°

f 6 =150°

2.6. Angulos entre dos rectas

Una de las aplicaciones de la pendiente es encontrar el angulo que se forma entre

dos rectas, para ello utilizaremos nuestros conocimientos de trigopnometria.

Sean dos rectas f y g que se cruzan en un punto dado y los angulos de inclinacion
entre de cada uno de ellos Vc y vd asi como el angulo que se forma entre ellas vd

tal y como se ven en la figura 2-9.

Figura 2-9 Al cruzarse dos rectas se forman 4 pares de dngulos, pero si consideramos la interseccion del eje de las x con
ellas tenemos mds posibilidades para demostrar que las pendientes son inversas y de signos contrarios.
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Por propiedades de los triangulos sabemos que el Vd = V¢ + Ve, como nos interesa

el &ngulo e, despejamos y encontramos que Ve = Vd — V¢

Si calculamos la tangente a ambos lados de la igualdad tenemos:
tan(e) = tan(d — ¢)

Y por identidades trigonométricas obtenemos:

tan (d) — tan(c)

tan(e) = 1 + tan(d)tan(c)

Utilicemos las pendientes en lugar de las tangentes, tan(d) = m; y tan(c) = m,,

por lo que la ecuacion queda:

m —m
tan(e) = 17"
1 2

Y como lo que nos interesa es el angulo, no la tangente, despejamos y obtenemos:

m;—m

1+mym,

Que es la formula para encontrar el angulo formado por la intersecciéon de dos

rectas.

Problema 2. 8
Encontrar el &ngulo formado por las rectas A, B que tienen pendientes m; =2y
m, = _3
Solucién
{1 —My _ 2-(-3) _ 5
o () = () = (2
e=R T mmy/ =" \1r@=3)) " \1-6
5
=tan~! (_—5) =tan"1(—1) = — 45°
Como es negativo le sumaremos 180° para obtener el &ngulo positivo.
e = —45° + 180° = 135°

Es decir, el angulo formado entre las dos rectas es de 135°.




Angulos entre dos rectas

Problema 2. 9

Encuentra los &ngulos internos del triangulo formado por los vértices A(1,3), B(4,1)
y C(6,—4)

Solucién

En la figura 2-10 se muestra la grafica de los puntos indicados que nos da una idea

de lo que estamos buscando.

in

Figura 2-10 Utilizaremos la formula de dngulos entre dos rectas para calcular el valor de los dngulos internos del
triangulo formado por los puntos A, By C.

Primero encontraremos las pendientes de las tres rectas, la pendiente de AB = m,,

la de BC = m,ylade AC = m4

1-3 -2
™MT=yT17 3
_—4-1 -5
M=y T2
_—4-3 -7
M™=6-1 "5
Porloquemlz_?z, m2=_75ym3=_?7

Vamos a encontrar el angulo de interseccion entre AC y AB, que seria el angulo

interno A4
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-2 (—_7) 17 17
(M — My ) 1 3 2 a1 6 1| 6
VA = tan (1+m1m3 tan 1+(__2)(__7) = tan 1+E = tan 20
3 2 6 6
= tan~! (17) = 40.3645°
= tan 50) = 40
VA = 40.3645°

Vamos a calcular el &ngulo de interseccion entre AC y BC, que sera el angulo interno

my —m =- () 10 o
— tan-1 L) — tan-1 —pan-1( 10| _ o1 10
V(C = tan (1 oy, tan - (%7) (_75) tan ) +% tan %

— -1 E — o
= tan ) = 13.736

Y como en todo tridngulo la suma de sus angulos internos es 180°, tenemos que
VA+ VB + VC = 180°
Entonces VB = 180° — VA — V(C
VB = 180° — 40.3645° — 13.736° = 125.8995°

Ejercicios 10:

1. Por medio de las pendientes demuestra que el triangulo formado por los
puntos A(10,5), B(8,1) y €(14,3) es rectangulo.

2. Por medio de pendientes, demuestra que el poligono formado por los vértices
A(2,2), B(—1,-2), C(6,—2) y D(9,2), es un paralelogramo.

3. Encuentra los angulos interiores del triangulo formado por los vértices
A(2,-2), B(-1,4) y C(4,5).

2.7. Ecuacion de larecta

Cdmo ya vimos, la recta se define por medio de su pendiente, que es la propiedad

mas importante de ella, por lo que la utilizaremos para encontrar su ecuacion.

Sea [ una recta cuya pendiente se define con la formula




Ecuacidn de la recta

Y2—Y1
m:—
X2 —Xq

Si tomamos un punto P(x,y) que pertenece a esta recta, este punto debe cumplir

con la ecuacién de la pendiente, es decir, al sustituirlo en la ecuacion nos queda

Yy—W
m =
x—x1

Si despejamos tenemos

m(x —x1) =y -y
Ordenando tenemos

y—y1=mx—x)

Que es la ecuacion de la recta, que por comodidad del estudiante se divide en

casos, segun los datos que nos den.

2.7.1. Punto pendiente

Si nos dan un punto dentro de la recta P(x, y) y el valor de su pendiente m, la férmula

para encontrar la ecuacion de la recta es:

y=y1 = mx—x)

Problema 2. 10

Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(2,—3) y tiene pendiente
3

m=-
2

Solucion

Sustituyendo en la ecuacion tenemos:
2
y—(3)=3(x-2)
Resolvamos la ecuacion
2
y+3= § (x—2)

Quitando denominadores tenemos:
3(y+3)= 2(x—2)
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Resolviendo tenemos
3y+9=2x—4
Pasando todo de un solo lado de la igualdad
—2x+3y+9+4=0
—2x+3y+13=0

Esta forma de expresar la ecuacion de una recta se conoce como forma general.

2.7.2. Dos puntos

Cuando nos dan dos puntos sobre la recta y nos piden encontrar su ecuacion,
tenemos dos caminos, uno es encontrar primero el valor de la pendiente y después
sustituirlo en la ecuacion anterior; o sustituir la formula de la pendiente en la de la

ecuacion de la recta punto —pendiente.

Sean m la pendiente de una recta y su ecuacién punto-pendiente

V2—W1
Xy —Xq

m =

y—y1 = m(x—x)
Al sustituir la pendiente en la ecuacion de la recta tenemos:

Y2—V1
X2 — X,

y—y1=( )(x—xl)

Que es la ecuacion de la recta dada dos puntos.

Problema 2. 11

Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos: A(—3,4) y B(5,—3)
Solucion

Tomemos a A como las coordenadas (x4, y;)

Sustituyendo en la ecuacion

_ =<Yz—3’1)(x_x)
Yy—hn —xz—x1 1

Tenemos
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y-t= () (= -9)

y—4= ;) (x+3)
Que despejando tenemos
8(y—4)=-7(x+3)
8y —32=—7x—21
7x+8y—32+21=0
7x+8y—11=0

La cual representa la ecuacion general de la recta.

2.7.3. Pendiente -ordenada al origen

Toda recta que no sea paralela al eje de las y tiene un cruce en el eje de las
abscisas, es decir, hay un punto con coordenadas (0, b) que pertenece al eje de las
y, pero también a una recta. Sustituyamos este punto en la ecuacion punto

pendiente de la recta.
y—y1=m(x—x)
y—b= m(x—0)
y—b= mx
Despejando y tenemos
y=mx+b

Que representa la ecuacion ordenada al origen, pendiente, donde m es la pendiente

y b la ordenada al origen.

Problema 2. 12
Dada la ordenada al origen b=2, y la pendiente m = % encuentra la ecuacion de la

recta.
Solucion:

Sustituyendo en y = mx + b tenemos:
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-
y= 5%

Para convertirla en ecuacion general multiplicamos todo por el denominador.

2y = 2 (%x + 2)
2y =x+4
Pasando todo de un solo lado de la igualdad tenemos:
x—2y+4=0

Que representa la ecuacion general de la recta.

2.7.4. Grafica a partir de la ecuacion pendiente -

ordenada al origen.

Recordemos que la pendiente es la razon de cambio de y con respecto a x, en

formula,

Y2—V1
m:—
Xy —Xq

En palabras coloquiales, el numerador representa cuanto me muevo de un punto a
otro con respecto de y, es decir, subo o0 bajo a partir de un punto (dependiendo del
signo del numerador); y el denominador representa cuanto me muevo de un punto
a otro con respecto a x, es decir, avanzo a la derecha o a la izquierda a partir de un

punto (dependiendo del signo del denominador).

Por lo que el proceso para graficar a partir de una ecuacion pendiente-ordenad al

origen seria:
e Localizar sobre el eje de las y la ordenada al origen.
e Expresar la pendiente como fraccion

e Subir o bajar a partir de la ordenada al origen, si el signo del numerador es

positivo subimos, si el signo es negativo bajamos.
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e Desde donde nos quedamos en y, avanzamos a la derecha o a la izquierda,
dependiendo del signo del denominador, positivo 0 negativo

respectivamente.

e Unimos los puntos con una linea recta.

Problema 2. 13
Graficar la ecuacion y=3x+2
Solucién

En la ecuacion b =2 y m = 3, por lo que hay que localizar el punto A(0,2) en el
plano cartesiano. Luego m =3 = % quiere decir que, si subo 3 me muevo a la
derecha 1

om=3= :—i quiere decir que, si bajo 3 me muevo a la izquierda 1.

Que en la recta numérica me da dos puntos diferentes €(1,5) y E(—1,—1), pero que

pertenecen a la misma recta. Como se muestra en la figura 2-11.

-5 —a —3 -2 =1 o 1 2 3 4

Figura 2-11 Podemos ver que del punto A se suben sobre el eje de las "y" 3 puntos y se recorre a la derecha una unidad
para llegar a C, mientras que para el punto E se bajan 3 unidades y se recorre una a la izquierda.

Ahora, toda ecuacion de la recta se puede convertir a la forma pendiente- ordenada

al origen.

Problema 2. 14




2 RECTA COMO LUGAR GEOMETRICO

Dado los puntos A(2,1) y B(—4,2) indica en el valor de su pendiente y el punto en
gue cruza al eje de las y.

Solucion:

Encontramos su pendiente

Ya—yi_ 2-1 1

xz—xl_—4—2_—_6

m =
Sustituyendo el valor de la pendiente y usando uno de los puntos tenemos:
y—y1=mx—x)
1
—1=—(x-2
y —(x—2)

Despejando y tenemos:
—-6(y—1)= 1(x—2)

—6y+6=x-—2
—6y=x—2-6
x—8 X -8 -1 4
Y= e Tt 66 '3
-1 4
Y= e

Por lo que cruza al eje de las y en (0, %) y m= _iG

2.7.5. Simétrica

Es la ecuacion de la recta que representa el cruce de la recta en los dos ejes
coordenados. Sean A(a,0) y B(0,b) los puntos donde la recta [ cruza a los ejes

coordenados. Utilizando la ecuacion de la recta para dos puntos tenemos:

y—y1=<z§:zi)(x—x1)
y=b=(25)e

Dividiendo entre b tenemos

s—— e
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Simplificando

y —X
1 =—
b a
Acomodando queda
X y _
a + b 1

Esta es la ecuaciéon simétrica de la recta, donde a es la abscisa al origen y b la

ordenada al origen.

Problema 2. 15

Encontrar la ecuacién simétrica y general de la recta que pasa por los puntos
A(—=2,0) y B(0,5).

Solucion.

Tenemos que a=-2 y b=5, por lo que la ecuacién queda
x Yy

S+ =1
Ahora, si buscamos la ecuacion general tendremos que multiplicar por 2 y por 5
para eliminar denominadores.
(ga—%::1)(10)
Quedando
5x + 2y =10

Pasando todo de un solo lado de la ecuacién tendremos:
5 +2y—-10=0
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2.7.6. General de larecta

Cuando encontramos la ecuacion de la recta, en cualquiera de sus férmulas
podemos igualarla a cero y encontrar la ecuacion de la recta en forma general, la

cual se puede expresar de la forma
Ax+By+(C=0
Donde A y B no pueden ser cero simultaneamente.

Supongamos que A = 0, entonces tenemos By + C = 0, si despejamos y tenemos

y= B
Que es una recta horizontal que cruza al eje de las y en el punto, (0, _?f).

Supongamos que B = 0, entonces tenemos Ax + C = 0, si despejamos x tenemos

Que es una recta horizontal que cruza al eje de las y en el punto, (_;C, 0).

Supongamos que € =0, con A+ 0y B # 0 entonces tenemos Ax+ By =0, si

despejamos y tenemos

By = —Ax
A
y=-35Y

Tenemos una recta que pasa por el origen (0,0) y tiene pendiente m = ?A

Supongamos que A # 0, B # 0y C # 0, despejemos y

Ax+By+(C=0

By =—-Ax—-C
_—Ax C
Y="B "B
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Que representa una ecuacion de la forma pendiente-ordenada al origen, donde

_—4A
m="B
Y la ordenada al origen es
b= —C
B

De esta forma podemos obtener rapidamente la grafica de la recta.

Ahora, siA #0,B # 0y C # 0y dividimos todo entre C, tenemos:

Ax+By+C_0
c ¢ C
Ax By
—+—=+1=0
C+C+

Pasando el 1 del otro lado de la igualdad y re expresando tenemos

Ax By

— —=-1
C+C

X y _

<t ¢!
A B

Que es la forma simétrica de la ecuacion de la recta, es decir, las intersecciones de

. C Cc
losejessona=—=-yb=—=
A B

Problema 2. 16
Dada la ecuacion de la recta 3x + 2y = 6 encuentra la gréfica, las intersecciones
con los ejes y el valor de su pendiente.
Solucion:
Igualemos a cero la ecuacién y encontremos los valores de A, By C,
3x+2y—-6=0

PorloqueA=3,B=2y(C=—-6

c —-A

, . P ., Cc
Como vimos en el analisis de la ecuacion a = -y b=-— S ym=—
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C —6
C —6
—A 3
m—?=—5=—15

Por lo que cruza a los ejes en (2,0) y (0,3) y tiene pendiente m = —3. Veamos su

gréfica en la figura 2-12.

Figura 2-12 Las intersecciones de los ejes de la recta 3x+2y-6=0 son A(2,0) y B(0,3) y la pendiente es m = —1.5

Ejercicios 10:

1) Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto indicado y la

pendiente dada:

a) P(3,-49)ym=4

b) P(-1,-3)ym =1

c) P(0,-2)ym= _?1

d) P(3,0)ym =23
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2)

3)

4)

e) P(1,1)ym= -3

Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por los puntos dados:
a) A(3,2) yB(5,7)

b) A(-1,4)y B(4,-7)

c) A(-5,-2)yB(0,3)

d) A(0,1)y B(1,0)

e) A(—5,0)yB(3,-3)

Grafica las siguientes rectas indicando cudl es su pendiente m y la ordenada

al origen b

a) y=3x-7
-6

b) y=—x+6

C) y=—-2x+9
d y=—x-1
3
e) y=gx+3

Dada la ordenada al origen b y la pendiente m encuentra la ecuacién de la
recta.

a) b=5ym=§
-1

b) b=—3ym=T

c) b=0ym=5

d b=-1ym==

e) b=9ym=-3
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5) Encuentra la ecuacion simétrica y general de la recta que pasa por los puntos

dados:

a) A(-3,4)yB(5,7)

b) A(2,—5)y B(0,1)

c) A(-1,0)yB(3,-2)
d) A(=52)y B(4,—4)
e) A(-2,—1)y B(—4,0)

6) Dadas las siguientes ecuaciones generales de la recta encuentra la grafica,

las intersecciones con los ejes y el valor de su pendiente.
a) 3x—2y—12=0
b) 5x —4y+20=0
C) 7x—6y—14=0
d 8x—-3y+16=0

e) —9x—6y—2=0

f) x—6y=0
g) 2x—4=0
h) —=2y+9=0
i) y=5x-3
D y-2=0

2.8. Distanciade un punto a unarecta

Para calcular la distancia de un punto a una recta tomaremos una recta cualquiera
con ecuacion general Ax + By + C = 0 y un punto A cualquiera con coordenadas
(x0, ¥0). Sabemos de antemano que la distancia mas corta entre un punto y una

recta es la que se encuentra en la recta perpendicular que pasa por el punto dado.
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Vamos a tomar dos puntos mas sobre la recta de tal manera que las rectas que
formen con el punto A sean paralelas a los ejes coordenados, es decir, que formen
un angulo recto al juntarse en A. De esta manera tenemos dos triangulos

rectangulos, AABC y ADAC. Veamos la figura 2-13

(x0,y0 +K)

C  (h+x0,30)

(x0,0)

Figura 2-13 Utilizaremos las propiedades de tridngulos rectdngulos semejante para calcular la distancia entre un punto y
una recta.

Como la ecuacién de la recta es Ax + By + C =0 y los puntos B(xg,yo +k) y
C(h + x,,y,) pertenecen a la recta, entonces, al sustituirlos en la ecuacion de la

recta se cumplira la igualdad.
Al sustituir B(xg, yo + k)
Axo+B(yo+k)+C=0
Axy +Byo+Bk+C =0
Al sustituir C(h + xg,yo)
A(h+xy) + By, +C =0
Ah + Axg+ By, +C =0

Cbomo ambas son iguales a cero podemos igualarlas
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Ax0+By0+Bk+C=Ah+Ax0+By0+C

Y simplificando tenemos

Bk = Ah
Despejando k tenemos
. Ah
B

Despejando Bk de la ecuacion Ax, + By, + Bk + C = 0 obtenemos
Bk = —Axy — By, —C
Y si aplicamos valor absoluto a ambos lados de la igualdad tendremos
|Bk| = |-Axy — By, — C| = |—1| |Axy + By, + C| = |Axy + By, + C|
|Bk| = |Axq + By, + C|

Regresando al triAngulo que construimos y recordando que el area de un triangulo
se obtiene multiplicando la base por la altura y que un triangulo tiene 3 alturas,

calculemos el area del triangulo AABC con dos alturas diferentes,
Con la altura k tendremos:
irea = = |kh|
area = =
2

Con la altura d tendremos:

drea = %|d\/h2 + k2|

Cdmo es el area del mismo triangulo deben ser iguales,

1 1
S Ikhl = = |avh + 12|
Despejando d tenemos

|khl|
|VhZ + k2|
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. Ah
Sustituyendo k = — en la formula encontrada tenemos

Ah |A_h2 Ah?
i |kh| _ |?* h| B B
A2 \/ , . A2R? /BZhZ +A2n2|  |J/(B? + AD)h?
|\/h2 +(?) ‘ h® + B2 B2 VB2
|AR?| |Ah| |BK| _ |Ax, + By, + C|

Ve avR| [JEEd| [JE+a|  [JE )

Por lo que la formula para encontrar la distancia de un punto a una recta es

_ |Axy + By, + C|

|VBZ + 22)|

d

Problema 2.17
Encuentra la distancia que hay entre la recta 5x + 2y —3 = 0 y el punto (2,—1)
Solucion

Como la formula esta en su forma general deducimos que A=5,B =2y C = -3,y

sustituyendo en la formula tendremos

d_le0+By0+C|_|5(2)+2(—1)—3|_|10—2—3|_| 5 ‘_ 5
- WeTr|  J@r+oem| Vel Vol v
d= 5
_Eu

Ejercicios 11:

Encuentra la distancia que hay entre las siguientes rectas y los puntos dados en

cada inciso:
1. 2x—3y+4=0yelpunto (0,—1)
2. x—4y+2=0yelpunto (2,4)

3. x—y+1=0yelpunto (-3,-2)
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4. 3x —4y —5=0y el punto (5,0)
5. x+y+7=0yelpunto (0,0)
2.9. Rectas y puntos notables del triangulo

2.9.1. Mediatriz

Es la recta que pasa por el punto medio de uno de los lados de un triangulo y es
perpendicular a él. El punto donde se cruzan las tres mediatrices se llama

circuncentro.

Problema 2.18

Para el triangulo formado por los puntos A(3,4), B(2,—3) y €(—3,1) encuentra la
ecuacion de sus mediatrices y su circuncentro.

Solucién

Veamos la grafica del triangulo en la figura 2-14

A=(3,4)

w
.
w

Figura 2-14 Al graficar los tres puntos nos facilita distinguir cuales son los puntos que debemos considerar para calcular
los puntos medios de cada lado, asi como las pendientes de cada lado del triangulo.

Como la mediatriz parte del punto medio del segmento, el primer paso sera
encontrar los puntos medios de los tres lados del triangulo.

El punto medio del segmento AB es:

E_<2+3 4—3)_(5 1)
N2 7 2 ) \2’2

El punto medio del segmento BC es
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BC (2—3—3+1)_(—1 —2)_(—1 1)
2 2 “\2’'2/) \2"

El punto medio del segmento AC es

R—(_EH_B 4+1>_<0 5)_(05)
B 2 2 ) \2’2) \"2

Ahora necesitamos las rectas perpendiculares a dichos segmentos, sabemos que

las pendientes de las rectas buscadas son perpendiculares a los segmentos AB, Bd
y AC, por lo que encontraremos las pendientes de dichos segmentos y por
propiedades de rectas perpendiculares encontraremos las que necesitamos.

La pendiente del segmento AB es

o —3-4_-7_ ;
2-3 -1
La pendiente del segmento BC es
-3—-1 -4
Mm=2¥3 5
La pendiente del segmento AC es
4—-1 3 1
M=37376 2

Utilizando propiedades de perpendicularidad (inversa y de signo contrario)
obtenemos las pendientes de las mediatrices.

La pendiente de la mediatriz del segmento AB es

~1

7

La pendiente de la mediatriz del segmento BC es

m =

5
m=g
La pendiente de la mediatriz del segmento AC es
-2
m=—-= -2

Ya contamos con un punto y la pendiente, ya podemos obtener la ecuacion de la

mediatriz.

La ecuacién de la mediatriz del segmento AB se obtiene con el punto (g%) y la

. -1 .
pendiente m = - usando la formula punto-pendiente tenemos:
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1_—1( 5)
Y=72= 773

Multiplicamos por 14 para eliminar denominadores
1 -1 5
( ‘T?(’“‘E))“‘“

14y—7=—2<x—;>=—2x+5
Pasando todo de un solo lado de la igualdad tenemos:
14y +2x—7—-5=0
14y +2x—12=0
Dividiendo todo entre dos y ordenando
x+7y—6=0
Que es la ecuacion de la mediatriz del segmento AB.

La ecuacion de la mediatriz del segmento BC se obtiene con el punto (_71 —1) y la

. 5 .
pendiente m = " usando la formula punto-pendiente tenemos:

+1—5( +1)
yri=3\*73

Multiplicamos todo por 8 para eliminar denominadores

pe1=3(+)l®

1
8y+8=10<x+5>

8y+8=10x+5
Pasando todo de un solo lado de la igualdad tenemos
10x -8y +5—-8=0
10x -8y —-3=0
Que es la ecuacion de la mediatriz del segmento BC.

La ecuacion de la mediatriz del segmento AC se obtiene con el punto (Og) y la

pendiente m = —2, usando la formula punto-pendiente tenemos:

5
y—5=-2-0)
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Multiplicamos por 2 para eliminar denominadores
5
y—5=-2(~0) |

2y —5=—4(x) = —4x
Pasando todo de un solo lado de la igualdad tenemos
4x+2y—-5=0
Que es la ecuacion de la mediatriz del segmento AC
Por definicion de circuncentro tenemos que encontrar el punto donde se intersectan
las tres rectas, es decir, hay que resolver el sistema de ecuaciones de 2 variables,
pero 3 ecuaciones.

x+7y—6=0
10x—8y—-3=0
4x +2y—-5=0

23 19 . . .
Donde encontramos que x = 20 Y = 50 €S decir el circuncentro tiene coordenadas

(ﬁ E) = (0.88,0.73).

26’ 26

Veamos la gréfica de la figura 2-15

Figura 2-15 Podemos ver las mediatrices y el punto donde se intersectan, el circuncentro-
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Ejercicios 12:

Para los siguientes conjuntos de puntos encuentra la ecuacién de sus mediatrices

Yy Su circuncentro.

a) A(=3,3),B(41)yC(-1,-3)

b) A(1,4),B(5,2) y C(2,1)

c) A(=3,—4),B(3,—3) y C(0,3)

d) A(—4,0),B(0,4) y C(4,0)
2.9.2. Mediana

Es la recta que pasa por el punto medio de uno de los lados de un triangulo y por el
vértice opuesto a ese lado. El punto donde se cruzan las 3 medianas se llama

baricentro

Problema 2.19

Para el triangulo formado por los puntos A(3,4), B(2,—3) y €(—3,1) encuentra la
ecuacion de sus medianas y su baricentro.

Solucién

Primero tendremos que calcular los puntos medios, y tendremos dos puntos de la

mediatriz: el punto medio y el vértice.

Los puntos medios los calculamos en el ejercicio 43, el punto medio de AB es (g%)

— -1 -— 5
de BC es (7,—1,), de AC es (O'E)'
La mediana de AB se calcula con (g%) y (—3,1). Utilizamos la ecuacion de la recta

dada dos puntos:

y—y1=(zz:3:)(x—x1)
_1

y—1 & (- =3)
_3_7
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Multiplicamos por 11 e igualamos a cero
11y — 11 = —=1(x + 3)
11y —11=—x—-3
x+11ly—114+3=0
x+11ly—-8=0
Que es la mediana de AB

La mediana de BCse calcula con (_71 —1,) y (3,4) Utilizamos la ecuacion de la recta

dada dos puntos:

y—y1=<%)(x—x1)
4 —(-1)
y—4 —~ | (x—3)
3-(7)
y—4= (x—3)

y—4=—0-3)
Multiplicamos por 7 e igualamos a cero
7y — 28 = 10(x — 3)
7y — 28 = 10x — 30
10x — 7y —30+28=0
10x—7y—2=0
Que es la mediana de BC

mediana de AC se calcula con (Og) y (2,—3). Utilizamos la ecuacién de la recta

dada dos puntos:
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X2 —Xq
-
y=(3) =5 |&-2
-11
_ 2
y+3={(—2=|Gx-2
—-11

Multiplicamos por 4 e igualamos a cero
4y +12 = —11(x — 2)
4y +12 = —11x + 22
11x+4y—-22+12=0
11x+4y—-10=0

Que es la mediana de AC

Para encontrar el baricentro tendremos que resolver el sistema de ecuaciones:

x+11ly—-8=0

10x—7y—2=0

11x +4y—10=10
Que es el punto (gg)

Veamos la grafica en la figura 2-16
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Tx+ 108-Ty=2

Figura 2-16 El baricentro es la interseccion de las medianas, por lo que tuvimos que calcular los puntos medios de cada
lado y con el vértice no adyacente obtenemos la ecuacion de la mediatriz de cada lado.

Ejercicios 13:

Para los siguientes conjuntos de puntos encuentra la ecuacién de sus mediatrices

y su baricentro.
e) A(=33),B(41)y C(—1,-3)
f) A(1,4),B(5,2)yC(2,1)

g) A(-3,—4),B(3,-3)y C(0,3)
h) A(—4,0),B(0,4)y C(4,0)

2.9.3. Altura

Es la recta que pasa por uno de los vértices de un triangulo y es perpendicular al

otro lado opuesto. El punto donde se cruzan las tres alturas se llama ortocentro.

100
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Problema 2.20

Para el triangulo formado por los puntos A(3,4), B(2,—3) y €(—3,1) encuentra la
ecuacion de sus alturas y su ortocentro.

Solucion

Tenemos un punto de la altura (el vértice), nos falta su pendiente, la cual es
perpendicular al segmento opuesto del vértice. Las pendientes las calculamos en el
problema 2. 19:

La pendiente de la altura del segmento AB es m = _71 y el vértice opuesto es

C(—3,1), utilizando la ecuacion punto pendiente encontramos la ecuacion de la

altura
y—y1=m(x —x)
-1
y—1 =7(x—(—3))

Multiplicando por 7 para eliminar denominador e igualando a cero

p-1=Zc+3|m
7y—7=—-x-—3
x+7y—4=0
La pendiente de la altura del segmento BC es m = % y el vértice opuesto es A(3,4),
utilizando la ecuacién punto pendiente encontramos la ecuacion de la altura
y =y =mx —x1)
y—4=2&—$

Multiplicando por 4 para eliminar denominador e igualando a cero

y-4=2G-3)]|®
4y — 16 = 5x — 15
5x —4y —15+16 =0
5 —4y+1=0
La pendiente de la altura del segmento AC es m = —2 y el vértice opuesto es
B(2,-3)




Rectas y puntos notables del triangulo

Utilizando la ecuacion punto pendiente encontramos la ecuacion de la altura

y—y1=mx —x1)

y+3=-2(x-2)
Multiplicando tenemos

y+3=-2x+4
2x+y+3—-4=0
2x+y—-1=0

Asi el ortocentro se encuentra con la interseccion de las tres ecuaciones de las

alturas, es decir, de la solucién del sistema de ecuaciones:

x+7y—4=0
5x—4y+1=0
2x+y—1=0
Que es el punto
(55
13’13

Como se muestra en la grafica de la figura 2-17.

Figura 2-17 El ortocentro es la interseccion de las alturas de cada lado, para lo cual necesitamos las pendientes de cada
lado y el vértice opuesto de cada uno de ellos.

102



2 RECTA COMO LUGAR GEOMETRICO

Ejercicios 13:

Para los siguientes encuentra la ecuacion de sus alturas y su ortocentro.
a) A(-3,3),B(4,1)yC(—1,-3)

b) A(1,4),B(52)y C(2,1)

c) A(—3,—4),B(3,—-3)y (C(0,3)

d) A(—4,0),B(0,4) y C(4,0)

2.9.4. Bisectriz

Es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de la semirrecta de

un angulo. En otras palabras, la recta que divide en dos partes iguales a un angulo.

Para encontrar la ecuacion de la bisectriz consideraremos las dos rectas que forman
el angulo con sus formas generales A;x + B;y+C; =0y A, x + B,y +C, =0y un

punto sobre la recta bisectriz E (x, y). Como se indica en la grafica de la figura 2-18.

‘A x+Byy+C, =0

Figura 2-18 La bisectriz es la recta que divide a la mitad el dngulo

La distancia del punto a ambas rectas es la misma, por lo que tenemos la siguiente

igualdad

Q= |Aix + By + C1|  |A;x + By + G

o+

‘ (BZZ + Azz)




Rectas y puntos notables del triangulo

Que representa la ecuacion de la bisectriz.

Problema 2.21

Encuentra la ecuacién de las bisectrices del triAngulo AABC formado por los vértices
A(3,4), B(2,-3)y C(=3,1)

Solucién

La gréfica de la figura 2-19 nos muestra las rectas bisectrices de las que buscamos

las ecuaciones.

Figura 2-19 Se muestra el incentro del trigngulo AABC, el punto donde las tres bisectrices de los dnguos internos del
tridngulo.

Primero tendremos que encontrar la ecuacion de cada uno de los lados del tridangulo.

Ecuacion del segmento de recta AB
_3 —

y—4= (x—3)

y—4=:—1(x—3)
y—4=7(x-3)
y—4=7x—-121
7x—y—17=0

Ecuacion del segmento de recta AC
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1—4
3(x—3)

y—4=
-3
y—4=—x-3)

1
y—4=50-3)

2(y—4)=x-3
2y—8=x-—3
x—2y—3+8=0
x—2y+5=0

Ecuacion del segmento de recta BC

1
3
233 &3

y-1=

—4
y—1=?(x+3)

5(y —4) = —4(x + 3)
5y —5=—4x—-12
4x+5y—-5+12=0
4x+5y+7=0
El angulo VABC esta formada por las rectas 7x —y —17 =0y 4x+5y+7 =0
Su bisectriz se encuentra sustituyendo en la formula
|A1x + Byy + G| |Azx + By + G

‘ (B12 +A12)

(B, + 4,°%)

|7x —y — 17| B |4x + 5y + 7|
V(@7 + D3| V@2 + G|
Que resolviendo las operaciones queda como
|7x —y —17| |4x+ 5y + 7|
Vsol  [VaD
Quitando denominadores y simplificando queda
|7x —y — 17|(\/H) = |4x + 5y + 7|(\/%)
7V41x — \Valy — 17V/41 = 4V50x + 5V50y + 7v/50




Rectas y puntos notables del triangulo

7vV41x — 4V50x — 41y — 5V50y — 1741 — 7V/50 = 0
16.53x —41.75y +37.75=0
Asi la ecuacion de la bisectriz del VABC es 16.53x — 41.75y + 37.75 =0
El angulo VCAB esta formada por lasrectas 7x —y —17=0yx —2y+5=0
Su bisectriz se encuentra sustituyendo en la formula
|Aix + By + Ci|  |A;x + By + G

‘ (By* + 4,%)

‘ (B,* + 4,%)

|7x —y — 17| B |x — 2y + 5|

V(@ + 03| V@ + 29

Que resolviendo las operaciones queda como
|7x —y = 17| |x -2y + 5|
NI G

Quitando denominadores y simplificando queda

17x =y = 17|(¥5) = |x — 2y + 5/ (v/50)

7V5x — 5y — 17V5 = V/50x — 2V50y + 5V50
7vV5x — V50x — V5y 4+ 2V50y — 175 — 5V50 = 0

—3.83x —5.32y +328=0
Asi la ecuacion de la bisectriz del VCAB es —3.83x —5.32y +32.8 =0

El angulo VYACB esta formada por las rectas x =2y +5=0y4x+5y+7 =0
Su bisectriz se encuentra sustituyendo en la formula
|A1x + Byy + G| |Azx + Byy + Gy

‘ (B2 + 4,2)

(B, + 45%)

lx—2y+5]  |4x+5y+7|
V@7+ 29| V@2 + 6
Que resolviendo las operaciones queda como
|x — 2y + 5| B |4x + 5y + 7|

VS [Van)

Quitando denominadores y simplificando queda
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|x — 2y + SI(\/H) = |4x + 5y + 7|(\/§)
Valx — 2VAly + 5V41 = 4V5x + 5V5y + 75

V41x — 4V5x — 2441y — 5V5y + 541 — 7V5 = 0
0.42x — 1.62y +47.66 =0
Asi la ecuacion de la bisectriz del VACB es 0.42x — 1.62y + 47.66 = 0

Ejercicio 14:

Encuentra la ecuacion de las bisectrices del triangulo AABC formado por los vértices:
a) A(1,1). B(24)y C(4,2)
b) A(=3,-2). B(1,3) y C(4,—4)
c) A(1,0). B(24)y C(3,-2)

d) A(-2,3).B(0,2) y €(3,5)




Bisectriz

3.CONICAS

Generalmente se utiliza un cono y cortes sobre él para definir las figuras
geométricas llamadas cénicas, veamos la figura 3-2 para ejemplificar:

Figura 3-1 Cortes de un cono para formar las diferentes conicas, de color azul se aprecia la pardbola..

En esta interseccién del cono con dos planos, horizontal y transversal, podemos

observar las dos primer conicas, circulo de color rojo y parabola de color azul.

==

Figura 3-2 Los cortes del cono en que se aprecian la elipse y el circulo.

En esta figura 3-2 se observa la elipse y el circulo nuevamente.
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Figura 3-3 el corte vertical del cono muestra la hipérbola.
En la figura 3-3 se muestra la hipérbola (mitad de ella) y el circulo.
Ahora analizaremos una por una las propiedades de cada una de estas figuras

geomeétricas incluyendo el algebra para definir analiticamente sus propiedades.

Como ya se analizd la circunferencia comenzaremos con la parabola.




Introduccién

3.1. PARABOLA

3.1.1. Introduccion

En este capitulo estudiaremos una de las principales conicas, la parabola, en ella

nos enfocaremos en tres puntos claves:

1. Su definicibn como lugar geométrico y por consiguiente su ecuacion

ordinaria.

2. Analizaremos los elementos de la pardbola con eje focal paralelo a los ejes

coordenados y veremos la construccion de la grafica de la misma.

3. La ecuacion general de la parabola y su conversién a ecuacion ordinaria y

viceversa.

3.1.2. Definicion como lugar geomeétrico

La parabola es importante en construcciones arquitecténicas, en obras de arte, en
tiro parabdlico, por mencionar algunas de sus aplicaciones. Empezaremos el

estudio de la pardbola definiéndola como lugar geométrico.

Los puntos claves de una parabola son: una recta fija llamada directriz “D”, un punto

fijo lamado foco “F” y la recta que contiene al foco, la que llamaremos eje focal.

La parabola es el lugar geométrico de todos los puntos del plano cartesiano cuya
distancia al foco “F” y a la directriz “D” es la misma. Llamemos P(x,y) a las

coordenadas de un punto cualquiera dentro de la parabola

d(P,F)=d(P,D)

3.1.3. Elementos de la parabola

Una pardbola puede ser de tres tipos, con eje focal paralelo al eje de las x, con eje
focal paralelo al eje de las y, y con eje focal inclinado. Todas tienen los mismos
elementos, la diferencia es que estan rotados, por lo que al entender perfectamente
una de estas condiciones ya entendimos las demas. Los elementos basicos de la

parabola son Foco F (punto fijo), Directriz D (recta fija), Vértice V (punto de simetria),
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parametro p (distancia del vértice al foco), lado recto LR (amplitud de la parabola en
el Foco), eje focal o eje de simetria (recta que contiene al foco y es perpendicular a

la directriz).

3.1.4. Parabola con Directriz Vertical o Parabola

Horizontal.

Podemos tener dos tipos de parabola horizontal, que abre a la derecha o la que
abre a la izquierda, como ya se menciond, tiene las mismas propiedades y los

mismos elementos.

Empezaremos con una parabola con eje focal paralelo al eje de las x, en el que la
parabola abre hacia el lado derecho, que comunmente se refiere a ella como

parabola horizontal que abre a la derecha.

>

Figura 3.1-1 Muestra los elementos de la pardbola horizontal, la directriz y eje focal de rojo, el vértice V, El foco F.

En la figura 3.1-1, los elementos marcados son:
Directriz: DD’

Vértice V(h, k)

Foco: F

Punto sobre la parabola: P(x,y)

Eje focal: recta que contiene al vértice y al foco.




Parabola con Directriz Vertical o Parabola Horizontal.

Por definicion la distancia de cualquier punto de la parabola al foco y a la directriz
es la misma, llamemos p a esta distancia. Entonces, podemos encontrar las

coordenadas del foco y la ecuacién de la directriz:
Foco F(h +p, k)
Directriz.x = h—p

Llamaremos lado recto LR a la cuerda que pasa por el foco y es paralela a la
directriz, también conocida como ancho focal. Tomemos el punto de la parabola que

pertenece a esta cuerda P(x, k) y obtengamos la distancia del foco a este punto:

VO =+ )2+ (k=k)? =(x = (h+p)? = (x —h—p)? =

Por la directriz sabemos:

Despejando

Entonces tenemos:

Joa—h=-p2=/(-p-p)?=/(=2p)?=J4p2=2p

Pero el lado recto va de extremo a extremo de la parabola, por lo que, el valor del

lado recto es 4p

El eje focal es la recta que pasa por el foco y ademas es perpendicular a la directriz,

por lo que su ecuacion seray = k

Observemos la figura 3.1-2




3.1 PARABOLA

Figura 3.1-2 Los dos tipos de pardbolas horizontales que podemos encontrar.

La primera representa una parabola horizontal que abre a la izquierda y la segunda
una parabola horizontal que abre a la derecha, en ambas las propiedades y
elementos son los mismos, de hecho la imagen solo esta rotadal80°, por lo que lo

Unico que cambia es el sentido en el que abre, en la siguiente tabla se muestra los

elementos que se afectan con esta rotacion.

Parabola horizontal
Abre ala derecha Abre alaizquierda
Vértice V(h, k) V(h, k)
Foco F(h+p,k) F(h—p,k)
Directriz x=h-p x=h+p
Eje focal y=k y=k
Lado recto 4p 4p




Con Directriz Horizontal o Parabola Vertical.

3.1.5. Con Directriz Horizontal o Parabola Vertical.

Rotemos 90° la parabola horizontal que abre a la derecha como lo muestra la figura
3.1-3:

Figura 3.1-3 Rotacidn de los ejes para convertir una pardbola horizontal en una pardbola vertical.

Donde los ejes quedan invertidos, x se convierte en y y viceversa. Ahora nuestra
parabola abre hacia arriba o hacia abajo. Haciendo analogia con la parabola
horizontal y tomando en cuenta, que ahora los valores que se afectan en el foco son
las ordenadas, al igual que la directriz esta definida por el cruce de la recta con las
ordenadas, y el eje focal se define con el cruce en las abscisas, nuestras nuevas

coordenadas de los elementos de la parabola quedan de la siguiente manera:

Parabola Vertical
Abre hacia arriba Abre hacia abajo
Vértice V(h, k) V(h, k)
Foco F(h, k +p) F(h, k —p)
Directriz y=k-p y=k+p
Eje focal x=h x=h
Lado recto 4p 4p
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3.1.6. Ecuacion ordinaria de la parabola

Con Directriz Vertical o Pardbola Horizontal

Comencemos por una parabola horizontal que abre a la derecha, la cual tienen una
directriz vertical y eje focal horizontal. Podemos tener dos opciones: abre a la

derecha o abre a la izquierda. Analizaremos primero la que abre a la derecha.

Tomemos un punto en la directriz D y en la recta perpendicular a la directriz, tendria
las coordenadas D(h — p,y), ahora un punto en la pardbola P(x,y) y apliquemos la

definicion de parébola, es decir:
d(F,P) = d(D,P)

Utilizando la definicion de distancia entre dos puntos tendremos:

Ja—(+p))2+ @ -k)2=/x—-(h—p)2+ (y —y)?

V& —h—=p)2+ @ —k)?=/(x—h+p)?+(0)?

Elevando al cuadrado ambos lados de la ecuacion tenemos:

(x—h-p)?+@-k?=x-h+p)?
Que es equivalente a

(k=) —p) '+ —k)?=(x—h)+p)
(x—h)?=2(x—hp+p*+ @y —k)?=((x-h)?*+2(x—-h)p +p?
Eliminando términos semejantes:
—2(x—Mp+ @ —-k)?=2(x—-hp
Simplificando:
(y—k)?=4(x—-Mhp

Ordenando
vy —k)? =—4p(x — h)




Ecuacion ordinaria de la parabola

Que es la ecuacion ordinaria de la parabola con eje focal paralelo al eje de las “X” y

abre a la derecha, que llamamos parabola horizontal que abre a la derecha.

Como se observo en la tabla comparativa entre la parabola que abre a la derecha y
a la izquierda, las coordenadas del foco y la ecuacion de la directriz cambiaron, por

lo que la ecuacion quedaria de la siguiente manera:

d(F,P) = d(D,P)

Ja—(h—-p))2+ @ -k)2=y/x—-(h+p)2+(y—y)?

JEG—h+p?+ - k2 =& —h=p)?+ (0
Elevando al cuadrado ambos lados de la ecuacién tenemos:
(x—h+p)+ @ —k)?=(x—-h-p)?

Que es equivalente a

2 2
(x=m+p) +(y—k)?=(x-n-p)
(x—h)?+2(x—h)p+p*+ (@ —k)?>=(x—h)?>-2(x—h)p +p?
Eliminando términos semejantes:

2x —Wp+ (v —k)? = —2(x — h)p
Simplificando:
(y—k)?=—-4(x—-Mhp
Ordenando
vy —k)? =—4p(x — h)
Por lo que la Unica diferencia entre las parabolas que abren a la derecha y a la
izquierda es el signo del lado derecho de la ecuacion, por lo que completando

nuestra tabla comparativa quedaria de la siguiente manera:




3.1 PARABOLA

Parabola horizontal |

Abre a la derecha

Abre a la izquierda |

Vértice V(h, k) V(h, k)

Foco F(h+p,k) F(h—p,k)
Directriz x=h-p x=h+p

Eje focal y=k y=k

Lado recto 4p 4p
Ecuacion (y—k)? =4p(x —h) (y —k)?=—4p(x—h)
ordinaria

Por lo que podemos tener varios tipos de ejercicios, que nos den los elementos y

obtengamos la grafica y la ecuacion; que nos den la ecuacion y a partir de ella

obtengamos los elementos de la parabola y grafiquemos. Antes de iniciar con los

ejercicios veamos los elementos y formula en caso de una pardbola vertical, es

decir, una parébola con directriz horizontal.

Con Directriz Horizontal o Pardbola Vertical

Podriamos rehacer todo el proceso anterior, pero recordemos que la parabola

Vertical es una rotacion de la parabola horizontal, y que por tanto son los mismos

procesos, por lo que solamente tomaremos las conclusiones a las que llegaremos,

los cuales se aprecian en la siguiente tabla:

| Parabola Vertical

| Abre hacia arriba I Abre hacia abajo
Vértice V(h, k) V(h, k)
Foco F(h,k +p) F(h,k —p)
Directriz y=k-p y=k+p
Eje focal x=h x=h

Lado recto 4p 4p




Ecuacion ordinaria de la parabola

Ecuacion (x —h)? =4p(y—k) (x —h)? = —4p(y — k)
ordinaria

La mayoria maneja de manera independiente las ecuaciones de la parabola que
tienen el vértice en el origen, sin embargo, son un caso particular de las que ya
vimos, en la que V(h,k) se cambia por V(0.0), por lo que se resumen en las

siguientes tablas:

Parabola horizontal con Vértice en el origen

Abre ala derecha Abre alaizquierda
Vértice 7(0,0) 1(0,0)
Foco F(p,0) F(=p,0)
Directriz xX= —p x =+p
Eje focal y=0 y=0
Lado recto 4p 4p
Ecuacién y = 4px y = —4px
ordinaria

Pardbola Vertical con Vértice en el origen

Abre hacia arriba Abre hacia abajo
Vértice 7(0,0) (0,0)
Foco F(0,p) F(0,-p)
Directriz y= —p y=p
Eje focal x=0 x=0
Lado recto 4p 4p
Ecuacion x% = 4py x% = —4py
ordinaria
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Empezaremos los ejercicios de la parabola, los cuales pueden ser de construccion

de la grafica, y/o de encontrar los elementos.

Problema 3.1-1

Encontrar la grafica y ecuacion de la parabola cuyo veértice es V(3,—1) y Foco
F(5,—-1)

Solucién

Empezaremos por entender la informacion, para ello graficaremos los datos que nos
dan, veamos la figura 3.1-4, en ella podemos ver que el foco se encuentra del lado
derecho del vértice, por lo que estamos hablando de una parabola horizontal que
abre a la derecha, también, podemos ver que la distancia entre el vértice y el foco
es de 2, es decir, p = 2, y como el vértice se encuentra a la mitad del foco y la
directriz, podemos ver que la directriz se encuentra en x = 1, también, sabemos que
el eje focal contiene al foco y al vértice, por lo que es y = —1. La distancia del eje
focal es 4p, es decir, LR = 4(2) = 8, representada por el segmento AB, al unir el
vértice con los extremos del lado recto con un parabolégrafo se obtiene la parabola

como se ven en la figura 3.1 — 5.

Figura 3.1-4 Vértice y Foco de la pardbola vertical, donde el foco se encuentra del lado derecho del vértice, caracteristica
de la pardbola vertical.

s— cy |




Ecuacion ordinaria de la parabola

=

Figura 3.1-5 Grdfica de la pardbola con vértice en V(3,—1) y Foco F(5,—1)

Otra forma de identificar el tipo de pardbola que tenemos es darnos cuenta que el
vértice y el foco comparten la ordenada, lo cual nos dice que es parabola horizontal,

como la abscisa es mayor la del foco que la del vértice podemos decir que abre a la

derecha, luego, la formula de la abscisa del foco es h + p, por lo que tenemos:

h+p=5
Como h = 3 tenemos
3+p=5
Despejando
p=5—-3=2

Por lo que podemos completar la tabla de los elementos de la parabola

Abre ala derecha
Vértice V(h, k) V(3,-1)
Foco F(h+p,k) F(5,—-1)
Directriz x=h-p x=3-2=1
Eje focal y=k y=-1
Lado recto 4p 4(2) =8
Ecuacion ordinaria (v —k)? = 4p(x — h) (y+1)?2=8(x-13)
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Figura 3.1-6 Tabla de los elementos de la pardbola que abre a la derecha

Asi, la ecuacion de la parabola es
(y+1)?2=8(x—3)

Problema 3.1-2

Obtener la ecuacion y grafica de la parabola con foco F(3,5) y directriz y = 1.
Solucién

Grafiquemos primero los elementos del problema como se muestra en la
figura3.1—-7

L
o

Figura 3.1-7 grdfica de la pardbola con foco F(3,5) y directrizy = 1.

Analizando la grafica y la definicién de parabola podemos obtener el vértice V(3,3)
ya que se encuentra a la mitad del foco y del vértice, también podemos encontrar el
parametro, ya que es la distancia del vértice al foco, o la mitad del foco a la directriz,
es decir, el parametro es p = 2, el eje focal es la recta que contiene al vértice y al
foco, por lo que seria x = 3,y el lado recto es el 4p, es decir, 8, quedando la gréfica

como la figura 3.1 — 8.




Ecuacion ordinaria de la parabola

Figura 3.1-8 Grdfica terminada de la pardbola con foco F(3,5) y directrizy = 1.

Podemos ver que es una parabola vertical que abre hacia arriba, por lo que su
ecuacion se encuentra con la formula

(x—h)?=4p(y — k)
Es decir:

(x—3)*=8(y—3)
Otra forma de obtener los elementos sin tener que graficar es analizar los elementos
gue nos dan, F(3,5) y directriz y = 1, como la directriz es una recta horizontal, el eje

focal es vertical, ahora la féormula del foco es F(h, k + p), que sustituyendo tenemos:

3=h
5=k+p
La ecuacion de la directrizes y = k — p, es decir
1=k-p
Tenemos el sistema de ecuaciones:
$+p=5
k—-p=1

Al resolverlo tenemos que k = 3,y p = 2.
Asi, el vértice es V(h, k) =V (3,3), LR = 4p = 8.
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Problema 3.1-3

Encuentra la ecuacién de la parabola con Foco F(0,—11) y V(0,0)

Solucion

Tiene vértice en el origen, y el foco abajo del vértice, por lo que hablamos de
parabola vertical que abre hacia abajo, y por lo tanto p = 11, y la directriz y=11

En tabla tenemos

Parabola Vertical abre hacia abajo
Vértice V(h k) 7(0,0)
Foco F(hk —p) F(0,—11)
Directriz y=k+p y=11
Eje focal x=nh X=0
Lado recto 4p 4(11) = 44

Quedando la grafica como lo muestra la figura 3.1-9

=]
1]

Figura 3.1-9 Pardbola con Foco F(0,—11) y V(0,0)
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Problema 3.1-4

Dada la ecuacion de la pardbola y? = —12(x — 6) encuentra sus elementos y

grafica.

Solucién

Cdomo el término de y es el cuadrado, estamos hablando de una parabola horizontal

gue abre a la izquierda, cuya ecuacion seria

(y = k)2 = —4p(x — h)

Haciendo una analogia con la ecuacién original tenemos

(y = 0)2 = ~12(x— 6)

Asi 4p = 12y p = 3,y podemos llenar nuestra tabla

Abre a laizquierda
V(h, k) V(h, k) V(6,0)
F(h—p,k) F(h—p,k) F(6—3,0) = F(3,0)
x=h+p x=h+p x=6+3=9
y=k y=k y=0
4p 4p 4(3) = 12

Quedando la grafica como la figura 3.1-10
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Figura 3.1-10 Grdfica de la pardbola y? = —12(x — 6)

Problema 3.1-5

Encuentra la ecuacion de la parabola cuyos extremos del lado recto son A(4,0) y
B(—4,0), abre hacia arriba.

Solucion

La parabola es simétrica, y el punto medio del lado recto es el foco, por lo que el

punto medio del lado recto es

X +x, 4—4 0
y1+y2 0+0 0

Por lo que el foco es F(0,0).
Ahora, el lado recto mide 4p, que es la distancia de AB
dap =ﬁ=\/(x2—x1)2+(y2—y1)2 =\/(_4_4)2+(0_0)2 =\/(—8)2 =38
Es decir, 4p = 8 donde p = 2.
Luego el Foco F(0,0) = (0,0 =k + 2), por lo que k = -2

Con nuestra tabla tenemos
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Abre hacia arriba
Vértice V(h k) V(0,-2)
Foco F(hk + p) F(0,0)=(00=k+2) , k=
-2
Directriz y=k-p y=-2-2=-4
Eje focal x=h x=0
Lado recto 4p 4p =18
Ecuacion (x—h)?=4p(y—k) (x—0)2=8(y+2)
ordinaria

Ejercicios 15:
Encontrar la grafica y ecuacion de la parabola cuyo vértice y focos son:
a) V(2,6)yF(—4,6)
b) V(-1,3)y F(—1,5)
c) V(,6)yF(0,2)
d) V(3,4)yF(-24)
e) V(0,0)yF(0,3)
Obtener la ecuacion y gréfica de la parabola con foco y directriz indicados:
a) F(3,5) ydirectrizy = 1.
b) F(4,2) ydirectrizy = -3.
c) F(—2,3) y directriz x= 2.
d) F(0,0) ydirectriz x = —4.

e) F(—1,-3) ydirectriz y = —5.
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Encuentra la ecuacion y gréfica de la parabola cuyos extremos del lado recto son
a) A(0,4)y B(0,—4), abre hacia abajo.
b) A(1,2) y B(—3,2), abre hacia arriba
c) A(5,3) y B(—1,3), abre hacia la derecha
d) A(0,3) y B(0,—3), abre hacia la izquierda
e) A(0,3) y B(4,3), abre hacia abajo
Dada la ecuacién de la parabola encuentra todos sus elementos
a) x2=12(y —4)
b) (y+1)2=32(x—1)
c) (x—4)?2=-16(y+3)
d (y—-1)?=8«x
e) x?=—-16y

3.1.7. Ecuacion general de la parabola

Para encontrar la ecuacion general de la parabola vamos a considerar Unicamente
los dos casos de la parabola, horizontal y vertical. Encontremos primeramente el

caso de la ecuacion de la parabola vertical
(x —h)? = £4p(y — k)
Desarrollando el binomio al cuadrado y la multiplicacién tenemos
x% — 2xh + h? = +4py F 4pk

Pasando todo de un solo lado de la ecuacién tenemos
x? —2xh + h? ¥ 4py + 4pk = 0
Ordenando tenemos
x2—2xh ¥ 4py + h2 £ 4pk = 0

Llamemos
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D =-2h
E=+4p
F = h? 4+ 4pk

Entonces la ecuacion general de la parabola vertical es
x2+Dx+Ey+F=0
Anélogamente la ecuacion de la parabola horizontal se obtiene
(y —k)? = 4p(x — h)
Desarrollando el binomio al cuadrado y la multiplicacién tenemos
y% —2yh + k? = +4px F 4ph
Pasando todo de un solo lado de la ecuacion tenemos
y? —2yh + k? ¥ 4px + 4ph =0
Ordenando tenemos

y? —2yh ¥ 4px + k* £ 4ph =0

Llamemos

Entonces la ecuacion general de la parabola vertical es

y>+Dy+Ex+F =0

Problema 3.1-6
Encuentra la ecuacion de la parabola con ecuacion ordinaria (x — 3)? = 8(y — 1)
Solucién
Desarrollemos el binomio al cuadrado y la multiplicacion
(x=3)=8(y-1
x2—6x+9=8y—8
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Pasando todo de un solo lado de la ecuacién tenemos
x2—6x—8y+9—-8=0
x2—6x—8y+1=0

Que es la ecuacion general de la parabola.

Problema 3.1-7
Dada la ecuacion general de la parabola encuentra su ecuacion ordinaria y sus
elementos y gréfica.
x?—4x—8y—28=0

Solucién
Agrupemos los términos que tienen X, ya que es el cuadratico y pasamos todo lo
demas del otro lado de la igualdad

x?—4x =8y + 28
Ahora completemos el trinomio cuadrado perfecto

4 2
3) @ =+

x*—4x+4=8y+28+4

Factorizando tenemos
(x—2)2=8y+32
Factorizando tenemos
(x—=2)>=8(y+4)
De donde se obtiene el vértice VV(2,—4) y el parametro 4p = 8, donde p = 2, como

es una parabola vertical utilizamos nuestra tabla

Abre hacia arriba
Vértice V(h k) V(2,—4)
Foco F(hk +p) F(2,—-4+2)=(2,-2)
Directriz y=k—p y=—4-2=-6
Eje focal x=nh x =2
Lado recto 4p 4p =8
Ecuacion (x—h)?=4p(y—k) (x—2)2=8(y+4)
ordinaria
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Y la gréfica nos queda como en la figura 3.1-11.:

Figura 3.1-11 Grdfica de la ecuacion x2-4x-8y-28=0

Ejercicio 16:

Dada la ecuacion general de la parabola encuentra su ecuacion ordinaria y sus

elementos y grafica.

a)
b)
c)
d)
e)
f)

g)

x2—4x—-5y—-31=0
x2+2x—40y+1=0
y2—18y+64x+17 =0
y2—16x =0
x2+28y=0
y2—6y+4x+9=0

x2—4x+4y+4=0
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3.2. CIRCUNFERENCIA

3.2.1. Introduccién
Este capitulo esta organizado de la siguiente manera:

1. Definir la circunferencia como lugar geométrico y la obtencion de su ecuacion

ordinaria.

2. Encontraremos la ecuacion general de la circunferencia y convertiremos la

ecuacion ordinaria en general y viceversa.

3. Analizaremos algunos casos particulares de la circunferencia vistos en

geometria plana con el enfoque analitico.

3.2.2. Circunferencia como lugar geomeétrico

Es el lugar geométrico de todos los puntos que equidistan de un punto fijo llamado
centro, es decir, la distancia de cualquier punto que se encuentre en la

circunferencia al centro es la misma, y dicha distancia se llama radio

3.2.3. Ecuacion ordinariay candnica de la

circunferencia

Para definir la circunferencia tomemos C(h, k) como las coordenadas del centro de
la misma, P(x,y) un punto de la circunferencia y r un niamero real positivo como el

radio de la circunferencia. Calculemos la distancia de C a P.

r=d(C,P) = (x— 1?2+ (y — k)?

Elevemos al cuadrado toda la ecuaciéon tenemos:

(x—h)?+(@y—k)?=r?
Que se conoce como la ecuacion ordinaria de la circunferencia.

Se le llama ecuacién canodnica de la circunferencia cuando las coordenadas del

centro de la circunferencia se encuentran en el origen del plano cartesiano, es decir,
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las coordenadas del centro son €(0,0). Sustituyendolas en la ecuacion de la
circunferencia tendriamos:
(x—0)*+(y—0)*=r?
Por lo que la ecuacion candnica de la circunferencia queda de la forma:
2

xt+yt=r

Empezaremos con ejemplos basicos de la ecuacién de una circunferencia.

Problema 3.2-1:
Encontrar la ecuacion ordinaria de la circunferencia que tiene centro C(3,—4) y pasa

por el punto P(6,1).

Solucién:
La informacién que nos dan es el centro, pero nos falta encontrar el radio, el cual

por definicion se encuentra calculando la distancia del centro al punto, por lo tanto

tendriamos:
r=d(C,P) = \/(x —h)?+(y—k)?= \/(3 —6)2+(—4—-1)2=
J(E3)2+ (-5)2=V9 + 25 = 34

Por lo que el radio tiene el valor de r = v34.

Ya tenemos los elementos necesarios para encontrar la ecuacion ordinaria de la
circunferencia, aplicamos la ecuacion de la circunferencia:
(x—h?+@-k)?=r?
2 2
(x =3+ (y - (-4)" = (v34)
(x—3)2+(y+4)? =34

Problema 3.2-2:

Encontrar la ecuacion ordinaria de la circunferencia que tiene centro en el origen y
pasa por el punto P(1,4)

Solucién:

Solo nos falta encontrar el valor del radio de la circunferencia, el cual se encuentra

nuevamente con la formula de distancia de dos puntos:




3.2 CIRCUNFERENCIA

r=d(C,P)=/(0-12+0-4)2=/(-1)2+(-4)2=V1+16 =17

Por lo que el radio tiene el valor de r = v17.
Sustituyendo la informacion en la ecuacidon candnica de la circunferencia

tendriamos:
2
x?+y*=(V17) =17
x?+y? =17

Que es la ecuacion candnica de la circunferencia que nos pedian.

Problema 3.2-3:

Encontrar la ecuacion de la circunferencia que tiene como diametro los extremos
A(=54)y B(3,-2).

Solucién:

Por definicion, el diametro D es el doble del radio, por lo que encontraremos el valor

del didmetro y lo dividiremos entre dos para encontrar el valor del radio.

D =d(A,B) = \/(—5 —3)24+(4—(-2) =J(-5-3)2+ 4+ 22 =-/(—=8)2 + (6)°

=64 + 36 =100 = 10

Por lo que el radio seria

0 _.
=

También, el centro se encuentra a la mitad del didmetro, por lo que encontraremos

r =

el punto medio para encontrar las coordenadas del centro de la circunferencia.
Centro C(h, k)
h=x1+x2=—5+3_—2_
2 2 2
yi+y, 4-—-2 2
—T 2 T2 T2
Por lo que el centro tiene coordenadas C(—1,1)

k

Ya tenemos los elementos de la circunferencia, centro y radio, por lo que ya
podemos encontrar su ecuacion.
(x—h)?+(y—k)?>=r?
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(x+1)*+ @ -1*=(5)
(x+1)?%+(y—-1)2=25

Ejerciciol7

Encontrar la ecuacion ordinaria de la circunferencia que tiene centro C y pasa por

el punto P

a) C(—1,-5)yP(0,4)
b) €(3,0)yP(3,—4)
c) €(0,0)y P (-2,-5)
d) €(0,6) y P(1,-3)
e) C(2,0)yP(7,—4)
f) €(0,0)y P (—1,1)
g) €(0,0)y P (2,—4)

Encontrar la ecuacion de la circunferencia que tiene como diametro los extremos A

y B
a) A(1,-2)yB(-12)
b) A(0,5)y B(-3,7)
c) A(—42)y B(1,-6)
d) A(0,0)y B(=3,7)
e) A(=7,0)y B(2,0)

fy A(0.6,—0.4) y B(—0.5,1)
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3.2.4. Ecuacidon general de la circunferencia

Vamos a desarrollar los binomios de la ecuacion ordinaria de la circunferencia.
(x —h)?+ (y—k)*> =r?
x%2 —2xh+ h* +y%—2yk + k? =72

Pasamos todos los elementos de un solo lado de la ecuacién y ordenamos con

respecto a sus exponentes de mayor a menor.
x2+y?—2xh—2yk+h*+k?*—1r2=0

Como h y k representan numeros, 2h y 2k también son nameros, que llamaremos
A 'y B respectivamente y llamaremos C a la suma de h? + k? — r2. Entonces la

ecuacion general de la circunferencia tendria la forma:

x> +y*+Ax+By+C=0

Problema 3.2-4
Encontrar la ecuacion general de la circunferencia que tiene centro € (2, —5) y radio
r= 4.
Solucion:
Apliguemos la férmula de la ecuacion de la circunferencia
(x—h)?+ (@ —k)?*=r?
(x—2)?+(y+5)?=(4)
x2—4x+4+y2+10y+25=16
Pasando todos los términos de un solo lado tenemos:
x2+y2—4x+10y+4+25—-16=0
x2+y2—4x+10y+13=0
Que es la ecuacion general de la circunferencia.
Otra forma de manejarlo es utilizando los elementos de la ecuacion general:
A=-2h=2(2)=—4
B =—-2K=2(-5)=10
C=h*+k?*—1r2=(2)>+(-5%*-4)?*=13

Asi la ecuacion general queda
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x2+y2+Ax+By+C=0
x2+y2—4x—10y+13 =0
Otro problema es encontrar los elementos de la circunferencia dada la ecuacion

general.

Problema 3.2-5:
Encontrar el centro y el radio de la circunferencia x? + y? —6x — 8y + 24 =0
Solucion:
Utilizaremos el método de completar el trinomio cuadrado perfecto, primero
agrupamos los términos cuadrados con sus respectivos lineales y pasamos el
independiente al otro lado de la igualdad

(x2 —6x) + (y?> —8y) = —24
Para completar el trinomio cuadrado perfecto, dividimos el término lineal entre dos

y lo elevamos al cuadrado, tanto para x como para y

(2)2 =32 =9 parax

(g)z =42 =16 paray
Ahora lo sumamos a cada lado de la igualdad
(x2—4x+9)+ (2 —10y +16) = —24+9+ 16
Factorizando los trinomios cuadrados perfectos
(x=3)2+@—-4)?*=1
Haciendo una analogia con la ecuacion de la circunferencia tendremos que h = 3,

k=4yr?=1 porloque el centroy el radio son:

cC45)yr=1

Otra forma de encontrar los elementos de la circunferencia es utilizar
A= -=2h
B =—-2K

C=h?+k*—r?
Coémo x? +y2—6x—8y+25=0A4=—6,B=—-8yC =25, por lo que

—6 = 2h Entonces h = _76 =-3
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—8 = 2k Entonces k = _78 = —4

25=(-3)2+(-4)?—-r2=9+16 —r?
Despejando r?2 = —24+9+ 16 =1,porloque r =1
Por lo que el centro y radio son C(4,5) yr = 1.

Ejercicio 18
Encontrar la ecuacion general de la circunferencia que tiene centro Cy radio r
a) C(2,—-6)yr=3
b) C(—1,-3)yr=4
c) C5,-4)yr=1
d) €0,-3)yr=4
e) C(0,0)yr=5
Encontrar el centro y el radio de las circunferencias
a) x*+y*—6x—10y+30=0
b) x*+y?—2y—-2=0
) x2+y2—-49=0
d) x2+y?—-2x+10y+25=0
e) x2+y2—-25=0
3.2.5. Casos particulares de la circunferencia

Ecuacion de la circunferencia dados tres puntos.

Uno de los problemas de circunferencia que se presentan a menudo es encontrar
la ecuacion ordinaria y general de la circunferencia cuando se conocen solamente

tres puntos de ella.
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Problema 3.2-6:

Encontrar la ecuacion de la circunferencia que pasa por

A(1,-1),B(5,3),C(3,5).

Solucién

los puntos

Cdémo los tres puntos pasan por la misma circunferencia los tres cumplen con la

ecuacion general de la circunferencia, es decir, al sustituirlos en la ecuacion general

de la circunferencia se cumple la igualdad:

x2+y2+Ax+By+C=0
Para A(1,—1) tenemos

(1?2 +(-1)*+A)+B(-1D+C=0
Es decir,
1+1+A-B+C=0
Pasando las constantes de un solo lado de la igualdad tenemos
A—-B+C=-2
Para A(5,3) tenemos
52+ B3)>?+AB)+BB)+C=0

Es decir,

254+94+54A+3B+C=0
Pasando las constantes de un solo lado de la igualdad tenemos
5A+3B+C=-34
Para A(3,5) tenemos

3?2+ (B +A4AB)+BGB)+C=0

Es decir,

9+25+3A+5B+C=0
Pasando las constantes de un solo lado de la igualdad tenemos
3A+5B+C=-34
Por lo que tenemos el sistema de ecuaciones:

A-B+C=-2
5A+3B+C=-34
3A+5B+C=-34
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Lo resolveremos reduciendo a sistemas de ecuaciones de dos incégnitas, restando
la primera ecuacion a las dos restantes.
Restando la segunda de la primera
A-B+C=-2
5A+3B+C=-34
Tenemos:
—4A — 4B = 32
Dividiendo entre —4 tenemos
A+B=-8
Restando la tercera de la primera
A-—B+C=-2
3A+5B+C=-34

Tenemos:

—2A —6B =32
Dividiendo entre —2 tenemos

A+ 3B =-16
Por lo que tenemos el sistema de ecuaciones de dos incégnitas

A+B=-8

A+ 3B =-16

Restando tenemos
2B = -8

Despejando obtenemos B = —4 y sustituyendola en la ecuaciéon A+ B = -8
tenemos
A—4=-8
Despejando A = —8 + 4 = —4, es decir, A = —4.
Sustituyendo ambos valores en la ecuacién A — B + C = —2 tenemos
—4— (-4 +C=-2

Porlo que C = -2
Asi, la ecuacion de la circunferencia queda de la forma

x2+y2+Ax+By+C=0

x2+y?—4x—4y—-2=0
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Que es la ecuacion de la circunferencia que pasa por los tres puntos dados.
Si queremos encontrar sus elementos tendriamos que completar los trinomios
cuadrados perfectos:
x2+y?—4x—4y—-2=0
(x? —4x) + (y* —4y) =2
(xX2—4x+49)+ (2 —-4y+4)=2+4+4
(x=2)2+@y—-2)2=10
Donde el centro seria C(2,2)y el radio r = /10.
Otra forma de expresar este problema es plantearlo como:
Encontrar la ecuacion de la circunferencia circunscrita en el triangulo cuyos vértices
son A(1,-1),. B(5,3), C(3,5), Ya que los vértices forman un triangulo por lo que la

circunferencia queda circunscrita, como se ve en la figura 3.2-1:

8

Figura 3.2-1 Ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(1,—1),B(5,3), C(3,5).

Ejercicio 19

Encontrar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos
a) A(-3,2),B(1,3),€(0,0).
b) A(0,3),B(4,3),C(2,—2).

c) A(54),B(1,3),C(3,-5).
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Ecuacion de la circunferencia dado un punto y una recta

tangente a ella en un punto.

Es un problema muy usual, donde tenemos que analizar las definiciones de recta

tangente y de los elementos de la circunferencia.

“una tangente a una circunferencia es una recta (en el mismo plano) que corta a la
circunferencia en un solo punto. Este punto se llama punto de tangencia o punto de
contacto. Decimos que la recta y la circunferencia son tangentes en el punto de

contacto” (referencia)

Problema 3.2.7
Encontrar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto A(—3,6) y es
perpendicular a la recta 3x + 2y — 16 = 0 en el punto P(2,5).
Solucion
Tenemos dos puntos pertenecientes a la circunferencia, por lo tanto satisfacen la
ecuacion de una circunferencia. Llamemos C(h, k) al centro de la circunferenciay r
al radio de la misma, por lo que la ecuacion seria:

(x—h?+@-k)?=r?
Al sustituir el punto (—3,6) en la ecuacion tenemos:

(-3-h)?2+(6-k)?>=r12
La ecuacion es equivalente a

B+h)?+(6—-k)? =12
Que al desarrollar los binomios, simplificando y pasando todo de un solo lado de la
ecuacion tenemos:

(9+6h+h?)+(36—12k +k?) =12
h?+k*—1r24+6h—12k+45=0

Al sustituir el punto (2,5) en la ecuacion tenemos:

2-h)?+GB-k?=r?
Que al desarrollar los binomios, simplificando y pasando todo de un solo lado de la
ecuacion tenemos:

(4—4h + h?) + (25— 10k + k?) =12
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h?+k*—1r2—4h—10k+29=0
Por lo que tenemos el sistema de ecuaciones:

h?+k*—1r24+6h—12k+45=0

h?+k?—-712—4h—10k+29=0
Que restamos ambas ecuaciones tenemos

10h—-2k+16=0
Dividiendo la ecuacion entre dos tenemos
5h—k+8=0

Ahora, como la recta es perpendicular a la circunferencia, un diametro es
perpendicular a dicha recta y contiene el centro, por lo que debemos encontrar la
ecuacion del diametro perpendicular a la recta 3x + 2y — 16 = 0, que se convierte
en un problema de ecuacién de la recta que tenemos un punto y podemos encontrar
su pendiente.

De larecta 3x + 2y — 16 = 0 obtendremos la pendiente despejando y

y= _739‘ + 8, por lo que la pendiente es m = _73

Asi, la pendiente del diametro perpendicular que contiene al centro es m = 2 y como
tenemos un punto (2,5). Por lo que la ecuacion del diametro es
y—y1=m(x —x;)
y—5= g(x —-2)

Multiplicando por 3
3(y —5)=2(x—2)
3y—15=2x—-4
2x —3y—4+15=0
2x—3y+11=0
Ecuacion del diametro perpendicular alarecta3x + 2y —16 =0
Cbomo esté recta contiene al centro C(h, k), al sustituir este en la ecuacién tenemos
2h—3k+11=0
Juntando las dos ecuaciones encontradas tenemos el sistema de ecuaciones:
2h—3k+11=0




3.2 CIRCUNFERENCIA

S5h—k+8=0
Multiplicando la segunda ecuacion por —3
2h—-3k+11=0
—3(5h—k+8=0)
Simplificando
2h—3k+11=0
—15h+3k—24=0
Sumando las ecuaciones:
—13h—-13=0
Despejando h tenemos:

h=— =1
—13
Sustituyendo en la primera ecuacion obtenemos el valor de k
2h—3k+11=0
2(-1)—3k+11=0
—-2-3k+11=0
—-3k=-114+2=-9
-9

=_—3=

k 3

Por lo que el centro de la circunferencia es €(—1,3).
Para obtener el radio usaremos la férmula de distancia entre dos puntos, usemos el
centro C(—1,3) y el punto por el que pasa A(—3,6)

d(C,A)={(x—h?2+ @y —k)2=/(-3+1D2+(6-3)2=,/(-2)2+(3)2 =13

Por lo que el radio es r =+/13 y como el centro es €(—1,3), la ecuaciéon de la

circunferencia sera:
(x—h)?+(@y—k)?=r?
(x+ 1%+ —3)2 = (VI3) = 13
Es decir
(x+1)2%+(y—3)%=13
Desarrollando los cuadrados tendremos
x2+2x+1+y?—6y+9=13




Casos particulares de la circunferencia

x2+y2+2x—6y+14+9-13=0
Por lo que la ecuacion de la circunferencia es:

x2+y*+2x—6y—3=0

Ejercicio 20

Encontrar la ecuaciéon de la circunferencia que pasa por el punto A y es

perpendicular a la recta | dada en el punto P.
a) A(—4,4) ,l:x+y—4=0,P(0,4)
b) A(5,8),1:4x + 3y —54 =0, P(9,6)

c) A(8,0),L:4x + 3y —22=0, P(4,—2)

Ecuacion de la circunferencia tangente a los ejes.

Problema 3.2-8

Escribe la ecuacion de la circunferencia tangente al eje x y al eje y, si se sabe que
su radio es r = 3y que su centro esta en el cuarto cuadrante.

Solucion

Que sea tangente al eje de las x, significa que el punto de tangencia tiene las
coordenadas (x, 0).

Ahora el eje de las x tiene la ecuacién y = 0, por lo que su recta tangente que
contiene al radio y que pasa por el centro tiene la formula x = h

Que sea tangente al eje de las y, quiere decir que su punto de tangencia tendra
coordenadas (0,y).

Ahora el eje de las y tiene la ecuacion x = 0, por lo que su recta tangente que
contiene al radio y que pasa por el centro tiene la formula y = —k.

De esta manera tenemos que los puntos de tangencia son A(h,0) y B(0,—k).Con
cualquiera de estos dos puntos podemos calcular el radio de la circunferencia.
Tomemos A(h,0) y el centro C(h, k)

r=J@x—-h2+ @y —-k3Z=\(h—h)2+0—-k)?2 =02+ (k)2 =/(k)2=k
Tomemos B(0,—k) y el centro C(h, k)
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r=yJ&x-h2+ @ -k2=0-h2+k-k?=(-h)2+(0)2=/(R)2=h
Como los dos son radios tenemos que k = h =r = 3, pero como estamos en el
cuarto cuadrante, k es negativo, Por lo que las coordenadas del centro son C (3, —3).
Y la ecuacion de la circunferencia es:
(x—3)2+(@y+3)?%=9
Como se muestra en la figura 3.2-2

) 1s 4 E) 12 1

Figura 3.2-2 la circunferencia tangente al eje x y al eje y, si se sabe que su radio es r = 3y que su centro estd en el
cuarto cuadrante

Ejercicio 21

Escribe la ecuacion de la circunferencia tangente al eje x y al eje y, si se sabe que

su radio es r y que su centro esta en el cuarto indicado.
a) r = 3, Cuadrante II]
b) r =4, Cuadrante I
c) r = 2, Cuadrante 11
d) r =5, Cuadrante IV

e) r =1, Cuadrante I]
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Area del cuadrado inscrito en una circunferencia.

Problema 3.2-9:

Encontrar el area del cuadrado inscrito en la circunferencia cuya ecuacion es
x2+y2+8x—10y+5=0

Solucién

Primero encontremos las coordenadas del centro y el radio de la circunferencia.
(x? +8x) + (y?> —10y) = =5

(x2+8x +16) + (y? —10y + 25) = -5+ 16 + 25
(x+4)?2+(y—-5)?%=36

Por lo que el centro es C(—4,5) yradior =6

Analiticamente sabemos que podemos encontrar 4 puntos de la circunferencia, los

gue son paralelos a los ejes, dos de ellos tendrian las coordenadas (—4,y) y (x,5)

y si usamos el centro €C(—4,5) y el radio r = 6, tendremos:

6=r=(4+D2+G-y2=/07+G-y2=/G-y)%=+E-y), por lo

que tenemos:

6=1(G5~-y)
Al considerar la parte positiva tenemos 6 —5 = —y, dedonde y = —1
Al considerar el negativo tenemos 6 = —(5 — y) y despejando 6 = =5+ y
Porloquey=6+5=11
De esta forma tenemos dos puntos (—4,—1) y (—4,11).

Usemos ahora el punto (x, 6), el centro C(—4,5) y el radio r = 6.

6=r=(x+4)2+(5-52=/x+492+0)2=/(x+4)2=+(x+4), por lo

que tenemos:

6==2(x+4)
Consideremos la parte positiva
6=x+4
Por lo que
x=6—4=2

Considerando la parte negativa
6=—(x+4)=-x—-4
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Despejando x

x=—-4-6=-10.
Asi, los puntos de la circunferencia son (2,5) y (—10,5).
Coémo podemos ver en la figura 71 son los extremos del cuadrado, que si lo
dividimos en 4 triangulos, solo necesitamos encontrar el area de un triangulo y
multiplicarla por 4.
Los lados del cuadrado son A(2,5), B(—10,5), C(—4,—1) y D(—4,11). Por lo que

uno de sus lados mide:
d4,0) =x—n2+ (G —-k2=JQ+42+ G+ 12 =62+62=V72
Y como el area de un cuadrado es A = 12 = (/72)? = 72u?

Otra forma de abordar el problema es recordar que las diagonales de un cuadrado

forman angulos rectos, asi, los puntos encontrados son los extremos de las
diagonales, que se parten simétricamente por el centro. Por lo que el radio forma un
triangulo rectangulo isésceles, cuya diagonal es la medida del lado [ del cuadrado.

Asi usando el teorema de Pitdgoras tenemos:

1=.(6)2+(6)2 =72

Y como el area de un cuadrado es A =12 = (+/72)? = 72u? llegamos al mismo
resultado.

El problema se ilustra en la figura 3.2-3.
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X2+ y2+ 8x 10y +5=0

Areade DACE =72

Centro

Figura 3.2-3 cuadrado inscrito en la circunferencia

Ejercicio 22
Encontrar el area del cuadrado inscrito en la circunferencia cuya ecuacion es:
1. x2+y2—-8x—14y +40=0
2. x2+y?—12x—16y+80=0
3. x2+y2—15x—10y+50=0
4, x?+y?—2x—4y—-20=0
5. x2+y?—16x—4y+36=0

Longitud de una cuerda de circunferencia tangente a otra
circunferencia.

Problema 3.2-10
Encontrar la longitud de la cuerda perteneciente a la circunferencia x? + y? = 72
que es perpendicular a la circunferencia x2 + y? = 18

Solucién
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Observemos la figura 3.2-4

g

Figura 3.2-4 Grdfica de una cuerda perteneciente a una circunferencia y perpendicular a otra.
Podemos notar del enunciado y la figura 72 las siguientes afirmaciones:
La cuerda es perpendicular al radio v/18
Los dos radios forman junto con la cuerda dos triAngulos rectangulos cuya

hipotenusa es v72 y uno de los catetos mide /18

Asi la longitud de la mitad de la cuerda la podemos obtener por Pitagoras:

1= J(TB) + (V72)" = VT8 ¥ 72 = V30

La cuerda completa es 21 = 24/90 = 6v/10

Ejercicio 23

Encontrar la longitud de la cuerda perteneciente a la primera circunferencia y que

es perpendicular a la segunda circunferencia:
1. x2+y2=16 yx?+y?=4
2. x24+y2=25yx?+y?=9

3. x2+y?2=36 yx2+y2=10




Introduccién

3.3. ELIPSE

3.3.1. Introduccion

Este capitulo esta organizado de la siguiente manera:

1. Definiremos la elipse como lugar geométrico y encontrar su ecuacion

ordinaria y gréfica.

2. Analizar la elipse y sus elementos dependiendo del paralelismo de su eje
focal con los ejes coordenados.

3. Estudiaremos la excentricidad y simetria de la elipse

4. Ecuacion general de la elipse y su conversion a la ecuacion ordinaria y

viceversa.

3.3.2. Elipse como lugar geomeétrico

Como ya se vio anteriormente, suele llamarse Conicas a la curva obtenida al cortar
un cono por un plano, las diferentes posiciones de dicho plano nos determinan
distintas curvas: circunferencia, elipse, hipérbola y parabola. Podemos ver en la
figura 3.3-1 el caso particular de la elipse

Figura 3.3-1 Elipse obtenida en un cono.

La importancia del estudio de la elipse consta en su aparicion en situaciones reales:
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El movimiento de los planetas es eliptico, donde el sol se sitia en uno de los

focos de la orbita eliptica, tal y como lo explica Kepler en su primera ley.

La ley de Gravitacion que explica los movimientos de los planetas y satélites
es el sistema Solar, explica que cumpliéndose ciertas condiciones la

trayectoria de un objeto es eliptica.

También encontramos a la elipse en Optica, en el estudio del fenémeno de
la Doble Refraccion.

En el anfiteatro Romano podemos ver la base eliptica sobre la que se

construyo.

La Plaza de San Pedro en el Vaticano tiene planta eliptica, al igual que
muchas ciudades. Ademas, en las elevaciones de sus cupulas en la Catedral

de San Pedro apreciamos la elipse.

También, se puede observar en diferentes puentes como el “puente Aranda

y los martires. Bogota”

Los elementos importantes de una elipse son:

Dos puntos fijos llamados focos F, y F,

Distancia Focal: 2c

Centro de la elipse C(h, k)

Dos Vértices V, y 1,

Eje Mayor: 2a, es la distancia de vértice a vértice

Eje menor: 2b,

Podemos definir a la elipse como lugar geométrico de la siguiente manera:

Es el lugar geométrico de todos los puntos P(x,y), tales que la suma de sus

distancias a los focos es constante y mayor que la distancia entre los dos puntos.

d(P,F]_) + d(P,Fz) = C




Relacién de los semiejes de la elipse

Auxiliandonos en la figura 3.3-2,

Figura 3.3-2 Trazo para mostrar la suma del vérticel a los dos focos.

Consideremos que el punto de la elipse es uno de los vértices, sea V;(h + a), por lo

que, d(Vy, F,) + d(V,, F,) = C se convierte en

\/(h+a—(h—c))2+(k—k)2+\/(h+a—(h+c))2+(k—k)2=

Jh+a—h+c)2+J(h+a—-h—-c)?=

\/(a+c)2+\/(a—c)2=a+c+a—c=2a

Por lo que,
d(P, Fl) + d(P, Fz) = Za

3.3.3. Relacion de los semiejes de la elipse

Figura 3.3-3 Que muestra la relacion que existe entre los dos semiejes de la elipse.
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Tomemos el punto de la elipse P(x,y) que se encuentra en el extremo del eje menor
(como lo muestra la figura 3.3-3) y analicemos el triangulo que se forma con los
focos, el centro y el punto seleccionado. Por construccion, el triangulo es isdsceles,

formado por dos triangulos rectangulos;
d(C,Fy) =d(C, Fy)
4F,CP = 4F,CP
Comparten un lado
d(C,P)

Por lo que se cumple la propiedad de semejanza LAL, es decir, son triangulos

semejantes
AF,CP ~ AF,CP
Por lo que los lados
d(P,F;) = d(P, F,)
Apliguemos la definicion de elipse
d(P,F;) +d(P,F,) = 2a
2d(P,F,) = 2a
Por lo que
d(P,F,)=a
Regresemos a la figura 75 y apliguemos el teorema de Pitagoras
a? = b% + ¢?
Esta es la relacién que tienen los ejes entre ellos, que despejando podemos tener
p2 = 2 — g2

También, encontramos que a >bya > c




Ecuacion ordinaria de la elipse

3.3.4. Ecuaciéon ordinaria de la elipse

Al igual que la parabola, la elipse puede encontrarse de dos formas principalmente,
con el eje focal horizontal o con el eje focal vertical, y al igual que la parabola al
deducir la férmula para uno, se obtiene la segunda. Asi que, comencemos por

obtener la ecuacién de la elipse con eje focal horizontal.

3.3.5. Elipse con eje focal horizontal

Tomemos un punto P(x,y) en la elipse con centro en C(h, k) y Focos F,(h+c, k) y

F,(h — ¢, k) y apliquemos la definicion obtenida de elipse:

d(P,F) +d(P,F;) = 2a

J(x—(h+c))2+(y—k)2+J(x—(h—c))2+(y—k)2=2a

Pasamos una raiz del otro lado de la igualdad y elevamos al cuadrado ambos lados

\/((x—h)—c)2+(y—k)2=2a—\/((x—h)+c)2+(y—k)2

2 2

(\/((x—h) —c) + (y—k)2> = <2a—\/((x—h) +c)’+ (y—k)2>

(x=h)—c)* + (y — k)2

:4a2—4a\/((x—h)+c)2+(y—k)2+((x—h)+c)2+(y—k)2

Eliminando términos semejante y reagrupando los restantes tenemos:

((x—h)—c)z=4a2—4a\/((x—h)+c)2+(y—k)2+((x—h)+c)2

(x —h)? —2(x — h)c + c?

=4az—4a\/((x—h)+c)2+(y—k)2+(x—h)2+2(x—h)c+c2

Eliminando términos semejantes y dejando de un solo lado la raiz tenemos
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—4(x — h)c — 4a? = —4aJ((x —h) + 6)2 + (y — k)2

Dividiendo entre —4 y elevando al cuadrado tenemos:

((x —h)c+ a2)2 = a? (((x —h) + c)2 + (y — k)z)
Resolviendo tenemos:

(x —h)?c?+ 2(x —h)ca? + a* = a®>((x — h)? + 2(x — h)c + c? + (y — k)?)
(x —h)?c? + 2(x — h)ca? + a* = a?(x — h)? + 2a%(x — h)c + a®c? + a?(y — k)?

Eliminando términos semejantes tenemos

(x —h)2c? 4+ a* = a?(x — h)? + a?c? + a®(y — k)?

Pasando de un solo lado de la igualdad los términos con x y y, y todo lo demas del

otro lado.
a* —a?c? =a’*(x — h)?> — (x — h)%c? + a®(y — k)?
Factorizando tenemos:
a’?(a?-c?)=(a? - c?)(x—h)?+a?(y —k)?

Utilicemos una de las propiedades de la elipse, la relacion que tienen entre la
medida de sus ejes

b2 = g2 — ¢2
a’b? = b%(x — h)? + a*(y — k)?
Dividiendo todo entre a?b? tenemos la ecuacion de la elipse con centro C(h, k)

a’b? b2 (x—h)? a?*(y —k)?
a?b?  a2b? a?b?

_G=m? =k

1 a? b2




Elipse con eje focal horizontal

Problema 3.3-1
Determine la ecuacién del lugar geométrico de todos los puntos pertenecientes al
plano, cuya suma de sus distancias a los puntos F;(3,1) y F,(—5,1) es 20.
Solucion
Usamos la definicion de elipse tendriamos:

d(P,F,) + d(P,F,) = 2a
Por lo que 2a = 20, entonces a = 10

Ahora el centro de la elipse es el punto medio de los focos

3—-5 =2
1+1 2

Por lo que el centro es C(—1,1)

Y el valor de ¢ es la distancia del centro a uno de los focos

c=dpc=y(-5-(-1)?+ (1 -1? =/(-49)? +(0)? = V16 = 4

Otra forma de hacerlo mas sencillo y menos estricto a nivel matematicas es por
medio de la figura 3.3-4, donde se puede apreciar visualmente el centro y el valor

dec

Figura 3.3-4 Muestra que el centro se encuentra exactamente a la mitad de los dos focos.

Utilizando la relacion de los ejes tenemos
b2 = g2 — ¢2

b=+ a?—c?=,/(10)% — (4)2 = V100 — 16 = /84

O b? =84

De esta manera ya podemos sustituir en la ecuacion de la elipse horizontal.
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R G ) o)
- 2 + 2
10 (v8a)

Elevando al cuadrado tenemos

(x+1)2+(y—1)2 B
100 84

1

Que es la ecuacién buscada.

Problema 3.3-2

Encontrar la ecuacién de la elipse que tiene centro en €(1,4) y uno de los focos es
F;(—2,4) y uno de sus veértices es V/;(—4,4).

Solucién

Veamos la figura 3.3-5 para obtener directamente los valores de a y c.

6

5

Figura 3.3-5 Elementos de la elipse en los que se puede apreciar los valores de a y c sin tener que hacer cdlculos.

Podemos apreciar el valor de a = 5y de ¢ = 3, por la relacion de los ejes podemos
encontrar b
b2 = g2 — ¢2
b=+va?—c2=,(52-(3)2=V25-9=+16 =4
Por lo que b = 4y ya podemos encontrar la ecuacion de la elipse

(x—1)? (y—-4?*
5 T 16

1




Elipse con eje focal horizontal

Lado recto de una elipse.

Es la cuerda perpendicular al eje focal que cruza por los focos. Como se muestra
en la figura 3.3-6

—

Figura 3.3-6 Con rojo podemos apreciar los lados rectos de la elipse.

Consideraremos una elipse horizontal, sea P(x,y) uno de los extremos del lado
recto, por definicibn de perpendicularidad, los focos y el punto comparten
coordenada x P(h+c,y). Necesitamos conocer la coordenada y. Para ello
utilizaremos el hecho de que pertenece a la elipse. Despejemos y de la ecuacién

ordinaria de la elipse.

Multiplicamos toda la ecuacién por a?b?

2h? ((x—h)2 N G —k?*_ 1)

a? b2

b%(x — h)? + a®(y — k)? = a?b?
Despejemos y
a’(y — k)? = a®b? — b?(x — h)?

a’(y —k)? = b%(a? — (x — h)?)

b*(a* — (x — h)?)

(y—k)? = p

bZ
(=0 = —(@® = (x = b)?)
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y—k=jﬁ(a2 - (x—-n?

a?

b
y=a\/(a2—(x—h)2)+k

En este despeje sustituiremos la coordenada de x del punto P(h + c,y)

yng(az—(h+c—h)2)+k

Quedando
b
y =a\/(a2 —-c2)+k

Que por propiedad de los semiejes tenemos:

y = 2Bk

—bb+k
y_a

bZ
yEg Ttk

2
Entonces nuestro punto es P(h + c,% + k) y la distancia entre el punto y el foco

Fi(h+ck) es:

2 2 2
d=\/(h+c—(h+c))2+<l;—2+k—k> =J<§) =%

Que es la distancia de uno de los focos a uno de los extremos del lado recto, pero

como la elipse es simétrica (lo demostramos mas adelante), el lado recto, es el doble
de lo obtenido, por lo que la distancia focal 0 mas cominmente conocido como lado
recto es

2b?

LR = —
a




Elipse con eje focal horizontal

Problema 3.13
Del problema 3.12 encontrar el lado recto y su grafica
Solucién

En el problema 3.12 se encontraron los elementos C(1,4), F;(—2,4), V,(—4,4), a =

5,c =3, b =4, por lo que el lado recto es

2b?  2(4)%? 32

LR a 5 5

Con estos datos podemos encontrar los demas puntos de la elipse y trazar su
gréfica, recordando que el lado recto pasa por los focos, es perpendicular al eje
focal y divide al segmento en dos. Como se muestra en la figura 3.3-7, Solo se
trazaron los vértices, focos, centro y a partir de ellos se trazé el lado recto y el eje
menor “b”, se puede apoyar con un flexdmetro para que la elipse quede lo mas

perfecta posible.

Figura 3.3-7 Trazado de la grdfica donde se parecian los lados rectos de la elipse.
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Elementos de la elipse con eje focal horizontal

El siguiente cuadro resume los elementos de la elipse horizontal y su ecuacion

ordinaria, tanto para centro en el origen €(0,0), como para centro fuera de el C(h, k)

Elementos de la elipse horizontal
Centro C(h, k) C(0,0)
Foco 1 Fi(h+c k) F;i(c,0)
Foco 2 F,(h—c k) F,(—c,0)
Veértice 1 Vi(h+a,k) Vi(a,0)
Vértice 2 V,(h —a,k) V,(—a,0)
Eje mayor 2a 2a
Eje Menor 2b 2b
Lado Recto LR = ﬁ LR = y
a a

R_elacién de los b2 = g2 — (2 b2 = g% — c2?
ejes

i 2 2 2 2
Efdl:r?;:?ar] u ;zh) + v ;zk) =1 % + 2]_2 =1

Problema 3.14

Encuentra la ecuacion de la elipse horizontal que tiene centro C(—1,2),a = 6, ¢ = 4.

Traza su grafica.

Solucién

Empecemos por encontrar el valor de b, utilizando la relacion de los ejes.

b2 = g2 — (2

b=+a?—c2=./(6)2-(4)2=136—-16 =20

O b% =20

Entonces, la ecuacién de la elipse sera




Elipse con eje focal horizontal

(x-CD) -2 _

©)? @
Que simplificando queda
(x+1)?* (y—2)°
36 T 16

Para graficar nos hace falta encontrar los valores de los focos y los vértices, pero

usando nuestra tabla tenemos:

Elementos de la elipse horizontal

Centro C(h, k) c(—12)
Foco 1 Fy(h +c k) Fi(—1+ 4,2)=F,(3,2)
Foco 2 F,(h—c,k) F,(—1 — 4,2)=F,(-5,2)
Vértice 2 Vo(h—a, k) Vo(—1—6,2) = V,(=7,2)
Eje mayor 2a 2(6) =12
Eje Menor 2b 2(4) =8
Lado Recto 2b? 2(4)> 16 8

LR = — LR = =—===26

a 6 6 3
Relaciéon de los b? = a? — ¢? b% =20
ejes
Ecuacion x — h)? — k)? x + 1)? —2)?
saci ( 2)+(yz):1 ( )+(y )=1

ordinaria a b 36 16

Por lo que ya podemos trazar la grafica como se muestra en la figura.3.3-8




3.3 ELIPSE

o

Figura 3.3-8 Trazo de la grdfica que tiene centro C(—1,2), a = 6, ¢ = 4.

Ejercicio 24

Encuentra la ecuacion ordinaria de la elipse horizontal que cumple con las

condiciones indicadas, y traza su gréfica.
1. F,(34), F,(-3,4)ya=6
2. C(-24),a=5c=3
3. €(0,0),7,(0,4) lado recto LR =5
4. V1(1,-2), F;(0,-2), C(—-1,-2)
5. Ladorecto LR =8, b2 =4y C(—1,—4)
6. Vi(44), F(84)a=7

7. €(0,0),a=4,c=3

3.3.6. Elipse con eje focal vertical

Aunque, es el mismo proceso que en la elipse con eje focal horizontal, vamos a
obtenerlo para comprobar nuestro analisis.
Tomemos un punto P(x,y) en la elipse con centro en C(h, k) y Focos F;(h,k+c)y

F,(h, k — c¢) y apliquemos la definicion obtenida de elipse:




Elipse con eje focal vertical

d(P,Fl) + d(P,Fz) = Za

\/(x—h)2+(y—(k+c))2+\/(x—h)2+(y—(k—c))2=2a

Pasamos una raiz del otro lado de la igualdad y elevamos al cuadrado ambos lados

J(x—h)2+((y—k)—c)2=za—J(x—h)2+((y—k)+c)2

2 2

(J(x—h)z +(y -k —c)2> = <2a —J(x—h)z +(y—k) +c)2)

x—h2+(y—k)—c)

=4a2—4aJ(x—h)2+((y—k)+c)2+(x—h)2+((y—k)+c)2

Eliminando términos semejante y reagrupando los restantes tenemos:

((y—k)—c)z=4012—461\/(x—h)2+((y—k)+c)2+((y—k)+c)2

(y—k)?—2(y —k)c+ c?

:4(12—4a\/(x—h)2+((y—k)+c)2+(y—k)2+2(y—k)c+c2

Eliminando términos semejantes y dejando de un solo lado la raiz tenemos

—4(y —k)c — 4a? = —4aJ(x —h)? + ((y —k)+ c)2
Dividiendo entre —4 y elevando al cuadrado tenemos:
(- +a2) = a2 (@-h2+ (o -k +c))

Resolviendo tenemos:
(y—k)?c?+2(y—k)ca’? +a* =a?((x —h)?*+ (y—k)?> + 2(y — k)c + ¢?)

(v —k)2c?+2(y —k)ca® + a* = a?(x — h)? + a®(y — k)? + 2a?(y — k)c + a?c?

Eliminando términos semejantes tenemos
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(v —k)?c?+a* =a?(x — h)? + a®>(y — k)? + a?c?

Pasando de un solo lado de la igualdad los términos con x y y, y todo lo demas del

otro lado.
a* —a?c? = a*(x — h)? — (y — k)*c? + a*(y — k)?

Factorizando tenemos:
a’(a? —c?) = (a® - )y —k)?> + a*(x — h)?

Utilicemos una de las propiedades de la elipse, la relacion que tienen entre la
medida de sus ejes
b2 = g2 — ¢2

a’b? = b2(y — k)? + a®(x — h)?
Dividiendo todo entre a?b? y ordenando tenemos la ecuacion de la elipse con centro
C(h, k)

a’b? b2 (y—k)?> a*(x — h)?

a?b?  aZb? a?b?

_G-w? -
b? a?

1

Problema 3.15
Encontrar la ecuacion de la elipse con centro en €(0,4) y Foco (0,7) y Vértice V7(0,9).
Solucién

Podemos notar que entre las diferencia de la elipse horizontal y vertical se encuentra
gue los elementos que la componen (foco, vértice, centro) comparten una de sus
coordenadas, en el caso de la elipse horizontal es la ordenada y en la elipse vertical
es la abscisa. En este caso, todas tienen la abscisa 0. Utilicemos la grafica de la

figura 3.3-9 para encontrar el valor de a, b, c.




Elipse con eje focal vertical

Figura 3.3-9 Elementos de la elipse con centro en C(0,4) y Foco (0,7) y Vértice V(0,9)

Podemos apreciar que la distancia del Centro al vértice es 5, es decir, a=5, del
centro al foco es 3, es decir, c=3, y con la relacion de los ejes podemos encontrar b

b?=a?—-c?>=5%2-32=25-9=16

Por lo que b = 4. De esta manera ya podemos encontrar los demas elementos de

la elipse para graficarla y también su ecuacion.

x—-02 (y—4)?

@2 T !
Quedando

x?  (y—4)?

et 25 1!

Y la gréfica quedaria como en la figura 3.3-10
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Figura 3.3-10 elipse con centro en C(0,4) y Foco (0,7) y Vértice V(0,9)

Elementos de la elipse con eje focal Vertical

El siguiente cuadro resume los elementos de la elipse vertical y su ecuacién
ordinaria, tanto para el centro fuera del origen C(h, k), como para el centro en el
origen €(0,0). Recordemos que las medidas del lado recto de la elipse se obtuvieron

para el caso de eje focal horizontal, pero es el mismo valor para la vertical.

Elementos de la elipse vertical
Centro C(h, k) €(0,0)
Foco 1 Fy(hk +¢) F,(0,¢)
Foco 2 Fy(h k — ¢) F,(0, —c)
Vértice 1 Vi(h,k + a) V,(0,a)
Vértice 2 V,(h k — a) V,(0,—a)
Eje mayor 2a 2a




Elipse con eje focal vertical

Eje Menor 2b 2b

Lado Recto 2b? 2b?
LR = — LR = —

a a

Relacién de los b? = a? — c? b? = a? — ¢?

ejes

Ecuacion (x—h)? (y—-k)? x? y?

ordinaria . Ttz -1 ptz=1

Problema 3.16

Encontrar la ecuacion de la elipse con lado recto LR = 5, vertical y centro C(—3,—2)
y Vértice V(—3,—6).

Solucién
La distancia del centro al Vértice es a = 4 y por definiciébn de Lado recto tenemos

2b%  2b?
5=LR=—=—
a 4

Quedando la ecuacion de segundo grado

5_2b2
4
Donde
20 = 2b?
20
— =10 = b?
2

Por lo que b =10 = 3.16
Ya tenemos todos los elementos necesarios para obtener la ecuacion de la elipse.

EEAY ERAY
(c=m? (=) _

b2 a? 1
(= (=30, (- -2)° .
2 2 -
(v0) )
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Quedando

(x+3)?% (y+2)?
10 + 16 =1

Ahora, para trazar la grafica nos hace falta el valor de c, el cual se encuentra con la
relacion de los ejes
b2 = g2 — 2
2
c?=a*-b*=(4)?*-(V10) =16-10=6
c=V6

Por lo que ya podemos completar la tabla y tener todos los elementos de la elipse

Centro C(h, k) C(—3,-2)
Foco 1 Fy(h,k + c) Fi(=3,-2 +6)
Foco 2 Fy(h,k — ) F,(=3,-2—6)
Vértice 1 Vi(h k + a) V,(=3,-2 +4) = V,(-3,2)
Vértice 2 V,(h k — a) V,(=3,—-2 — 4) = V,(=3,—6)
Eje mayor 2a 2(4)=28
Eje Menor 2b 2(V10)
Lado Recto R = 2b? LR = %zS

a
Relacién de los b? = a* — c? c?=a*—-b*=6
ejes
Ecuacion (x — h)? N (v —k)? _ 1 (x + 3)? N (v + 2)? _ 1
ordinaria b? a? 10 16

Quedando la grafica como se muestra en la figura 3.3-11




Elipse con eje focal vertical

Figura 3.3-11 Grdfica de la elipse con lado recto LR = 5, vertical y centro C(—3,—2) y Vértice V(—3,—6).

Ejercicio 25

Encuentra la ecuacion ordinaria de la elipse vertical que cumple con las condiciones

indicadas, y traza su gréfica.
1. F;(34), F,(3,—4)ya=6
2. C(-24),a=5,¢c=3
3. €(0,0),V,(4,0) lado recto LR =5
4. Vi(1,-2), F;(1,0), C(1,3)
5. Ladorecto LR =8,b%2 =4y (C(—1,—4)
6. Vi(44), F(48)a=7

7. €(0,0),a=4,c=3
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Problema 3.17

Encuentra los elementos y gréfica de la elipse cuya ecuacion es

2 Y
G+ -9 _

1
9 16

Solucién

Lo primero que podemos obtener es el centro de la elipse, basta con cambiar el
signo de las coordenadas de h y k. Es decir, C(—1,4)

Ahora hay que distinguir que tipo de elipse es, horizontal o vertical, recordando que
a > b por lo que a? > b?, también que en la ecuacion de la elipse horizontal a? se

ubica debajo de (x — h)?, y para la vertical debajo de (y — k)Z2.

Entonces, a? = 16 y b2 =9, y es vertical.

Encontremos c, usando la relacién de los ejes.

c?=a?*-b*=16—-9 =7, porloque c =+/7.

Ya podemos llenar nuestra tabla para encontrar los elementos.

Centro C(h, k) C(—14)
Foco 1 Fi(hk +¢) Fl(_]-A' + ﬁ) = F,(—1,6.6)
Foco 2 Fy(h,k —¢) F,(-1,4 —V7) = F,(-1,1.4)
Vértice 1 V,(h k + a) Vi(—1,4 + 4) = V,(—1,8)
Vértice 2 V,(h k — a) Vo(—1,4 — 4) = V,(—1,0)
Eje mayor 2a 2(4) =28
Eje Menor 2b 2(V7)
Lado Recto 2b? 2b%  2(9) 18 9
LR:— LR:—:—:—:—
a a 4 4 2
Relacion de los b? = a? — c? ct2=a?-bp?>=7
ejes
Ecuacion (x—h)? (y-—k)? (x+1)? (y—4)>?
ordinaria t =1 t =1
b? a? 9 16




Elipse con eje focal vertical

Quedando la grafica como se muestra en la figura 3.3-12

Figura 3.3-12 Elipse de la ecuacion
x+1)? —4)?
C+D? -2
9 16

Problema 3.18

Encontrar los elementos y gréafica de la elipse cuya ecuacion es:
X + 1
5 =

Solucioén

Como 9 > 4 entonces a? =9y b? =4 y la elipse es horizontal, con centro en el
origen €(0,0). Encontremos ¢

c?=a*-b*=9—-4=5
Por lo que ¢ =5

Completemos nuestra tabla
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Centro C(h, k) €(0,0)
Foco 1 Fi(h+ ¢, k) F1(0 4+ +/5,0)=F, (+/5,0)
Foco 2 Fy(h —c¢,k) F,(0 —+/5,0)=F,(=5,0)
Vértice 1 Vi(h+ a k) V,(0 + 3,0) = V;,(3,0)
Vértice 2 Vo(h —a, k) V,(0 — 3,0) = V,(=3,0)
Eje mayor 2a 2(3)=6
Eje Menor 2b 212) =4
Lado Recto 2b? 2(2)2 8

a 3 3
Relaciéon de los b? = a? — c? c?=a>-b*=9—-4=5
ejes
Ecuacion x — h)? — k)?

( 2)+(yz):1 2y

ordinaria a b 3 + ik 1

Quedando la grafica como lo muestra la siguiente figura 3.3-13

Figura 3.3-13 Grdfica de la elipse
X2 y?
—+=—=1
9 4




Excentricidad

Ejercicio 26

Encuentra los elementos de las elipses cuyas ecuaciones ordinarias son:

+
<
Il

—

\o|><N
s
o

N
N

N
N R
21

+
|5
Il
—

(2)? | 3-57 _ 4
36 16

2 2
=72 | 82 _
100 144

_e)2 2
(=57 | 02 _
4 9

(y—-1)?
7

=1

2
x
6.?+

3.3.7. Excentricidad

Este parametro indica la forma de la curva, es decir, determina el grado de
desviacion de una seccion conica con respecto a una circunferencia, que tan abierta

o cerrada es la curva. En otras palabras, mide el grado de achatamiento de la elipse.

Es el cociente entre el eje focal y el eje mayor.

e=—

a

Recordamos la relacion de los semiejes de la elipse tenemos
a? = b% + c?

c2 = g2 — p?

Por lo que la excentricidad queda de la forma
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Va2 — p2

c
a a

e =

Analicemos la figura 3.3-14, donde se muestra las diferentes posibilidades sobre el
valor de e, donde apreciamos que cuando e se aproxima a cero la elipse se asemeja
a una circunferencia, pero cuando e se aproxima a uno la elipse es muy angosta y

alargada.

o©

| ER AN

7 e—0
V4
\

Figura 3.3-14 Muestra como seria la elipse cuando la excentricidad se aproxime a cero y cuando se aproxime a 1.

Problema 3.19

Encontrar la ecuacién general de la elipse con focos en F,(-3,-2),F,(—3,2),

excentricidad e =

ol

Solucién

El centro de la elipse se encuentra en el punto medio de los focos, y comparte la
abscisa, por lo que es una elipse vertical

242
y=—p—=

0
2
Por lo que el centro es C(—3,0).

La distancia focal ¢ es la distancia entre el centro y el foco

c=y(=3-(-3)2+(0-2)> =V0+4=2

Luego la excentricidad se calcula con la formula




Excentricidad

Sustituyendo ¢ tenemos la igualdad

Il

Despejando
a=2V2=282
a’> =4(2) =8
Y b?la obtendremos con la propiedad de los ejes
b?2=0a?>-c?=8-(2)?=8-4=4
Por lo que la ecuacion ordinaria de la elipse queda

— (— 2 _ 2
(x-(=3) -0 _

1
4 8

Simplificando queda

x+3)% y?
( )+y_:1
4 8

Multiplicando por el coman denominador 8 queda

8(x +3)? 8y?
A ASTC

Simplificando
2(x+3)2+y?=8

Resolviendo binomio al cuadrado

2(x*+6x+9)+y* =8
Multiplicando, agrupando y pasando todo del mismo lado de la igualdad

2x2+12x +18+y>*-8=0

Acomodando y resolviendo las sumas

2x2+y*+12x+10 =0

Que es la ecuacion general de la elipse.




177

3.3 ELIPSE

Ejercicio 27

Encuentra la ecuacion ordinaria, general, elementos y grafica de las siguientes
elipses.

C(-1,-1),V(5,-1)ye==

C(8,—3), F(4,—3),e ==

3
F1(5,0), F,(=5,0),e =2
CB,VE-2)e=1

€(0,0),V(5,0), e =

a M w0 N PRE

»lw

3.3.8. Ecuacion general de la elipse

Desarrollemos la ecuacion ordinaria de la elipse, tomemos la elipse vertical, aunque
el proceso es el mismo que la horizontal.

O el i

b? a?

Multipliguemos por el comin denominador, es decir a?b?

1

a’b?(x — h)? N a’b?(y — k)?

2 2 = 1(a%b?)
2 —h 2 b2 —k 2
a’(x —h) N -—k°_ 1(a2b?)
b2 a?

a?(x — h)? + b2(y — k)? = a?b?
Desarrollando los cuadrados tenemos
a?(x? — 2xh + h?) + b?(y? — 2yk + k?) = a?b?
a’x? — 2a’xh + a*h? + b%y? — 2b%yk + b?k? — a®b* = 0

Ordenando tenemos

a’x? + b%y? — 2a%xh — 2b%yk + a*h? + b?k? — a?bh? =0
Llamamos
A=a? B =0b?C=-2a*h, D = =2b?%k, E = a*h? + b%*k? — a?b?,
Por lo que tenemos:
Ax?+By?+Cx+Dy+E =0
Donde A > B para la elipse vertical, y ambas son positivas. Esta ecuacion

representa la ecuacion general de la elipse.




Ecuacion general de la elipse

En el caso de la elipse horizontal el proceso es el mismo, y como la diferencia entre
la ecuacion horizontal y vertical es la posicion de a? y b? ,(se invierte) la diferencia

entre las ecuaciones generales sera la relacion de A con B.
En el caso de la horizontal A < B.

De esta manera podriamos resumir la ecuacion general de la elipse en el siguiente

cuadro:
Ax> + By*+ Cx+Dy+E =0
A<B Elipse horizontal
A>B Elipse vertical
C=D=0 Elipse centro en el origen

Problema 3.40
Convierte la ecuacion de la elipse del problema 3.39 en ecuacién general.
Solucién

En el problema 3.39 se encontr6 la siguiente ecuacién ordinaria de la elipse

(x+1)2+(y—4)2 _
9 16
Multiplicamos toda la ecuacién por los dos denominadores (9)(16) = 144 tenemos

16(x + 1)2 + 9(y — 4)? = 144

1

Desarrollando los binomios al cuadrado
16(x2 4+ 2x + 1) + 9(y? — 4y + 16) = 144

Realizando las multiplicaciones e igualando a cero tenemos
16x% +32x + 16 + 9y2 — 36y + 144 — 144 =0

Ordenando tenemos la ecuacién general de la elipse

16x2 +9y?2 +32x + 36y + 16 =0
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Problema 3.41
Encuentra los elementos de la elipse y la gréfica de la ecuacién general
9x2 + 4y? — 72x + 40y + 208 = 0
Solucion
En la ecuacion A > B ya que 9 > 4 es una elipse vertical.
Ahora agruparemos los elementos que tengan “x” y los que tengan “y” y todo lo
demas se pasa del otro lado de la igualdad.
(9x% — 72x) + (4y? + 40y) = —208
Factorizamos de cada paréntesis y completamos el trinomio cuadrado perfecto
9(x? — 8x) + 4(y? + 10y) = —208
9(x? —8x + 16) + 4(y? + 10y + 25) = —208 + 9(16) + 4(25)
Factorizando tenemos
9(x —4)2 +4(y +5)> =36
Dividiendo todo entre 36 tenemos
9(x — 4)? N 4(y+5)* 36

36 36 36

x — 4)2 +5)2

( )+(y ):1
4 9

Que es la ecuacion ordinaria de la elipse horizontal, con centro en C(4,—5),a? =9
y b2 = 4 con la relacion encontramos ¢? = a? — b2 =9 — 4 =5,

Completemos la tabla

Centro C(h, k) C(4,-5)

Foco 1 Fi(h,k +¢c) F(4,-5+V5) = F,(4,-2.76)
Foco 2 Fy(hk —c) F,(4,—5 —/5) = F,(4,-7.23)
Vértice 1 Vi(h k + a) V,(4, -5+ 3) = V,(4,—2)
Vértice 2 V,(h k — a) V,(4,—5 — 3) = V,(4,—8)
Eje mayor 2a 2(3) =6

Eje Menor 2b 22) =4
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Lado Recto 2b? 2b%?  2(4) 8
LR ="— LR="—="*=—
a a 3 3
Relacion de los b? = a? — c? c?=a?>-b?>=5
ejes
Ecuacion (x—h)? (y-—k)? (x—4) (y+5)2
ordinaria b2 + Z 1 2 + 5 = 1

Quedando la grafica como lo muestra la siguiente figura 3.3-15

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 T 8

=3

-4

=5

Figura 3.3-15 Elipse cuya ecuacion es
9x% + 4y? — 72x + 40y + 208 = 0

Ejercicio 28

I.  Encuentra la ecuaciéon general de las ecuaciones ordinarias siguientes

1.=-+L =1
9 16
2 2

2. Z4+L =1
2 4
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5.

2 —_)2
@42)? | 0=5? _ 4
36 16

—_7\2 2
=7? | 0487 _ 4
100 144

_=\2 2
(=52 D2 _ 4
4 9

2 —1)2
96__|_(yl)=1
2 7

De las siguientes ecuaciones generales encuentra sus elementos, gréafica y

Su ecuacion ordinaria

36x2 + 72y2 + 180x + 336y + 329 = 0
4x%2 +y2+32x —4y+112=0

4x2 +16y2 — 64 = 0

49x? + 36y%2 — 1764 =0

4x% +9y? +32x — 18y + 37 =0
x2+4y? —6x+16y—39=0

64x? + 25y2 + 384x — 50y + 999 = 0

3.3.9. Simetria de una elipse

Tendremos que ver si la elipse es simétrica con respecto a los ejes o con respecto

al origen. Tomemos el caso mas sencillo, que es la elipse con centro en el origen.

Empecemos viendo la simetria con respecto al eje x, cambiando y por -y

Tomemos la ecuacion general de la elipse con centro en el origen

Ax? 4+ By? =0

Ax?> + B(—y)?=0

Desarrollando tenemos la misma ecuacion




Simetria de una elipse

Ax?+By? =0
Por lo que es simétrica con respecto al eje x
Comprobemos con el eje y, cambiando x por —x
A(—x)>+By?=0
Desarrollando tenemos la misma ecuacion
Ax? 4+ By? =0
Por lo que es simétrica con respecto al eje y

Al considerar la ecuacién con centro fuera del origen, consideraremos que es una
traslacion, en la cual no ocurre ninguna deformacion, por lo que sera simétrica al

eje mayor y al eje menor.
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3.4. HIPERBOLA

3.4.1. Introduccion

La ultima de las cénicas que estudiaremos serd la hipérbola, que se desarrolla de

la siguiente manera:
1. Definiremos la hipérbola como lugar geomeétrico.

2. Obtendremos la ecuacion ordinaria y su respectiva gréafica para los diferentes
casos de la hipérbola: horizontal o vertical.

3. Analizaremos los elementos de la hipérbola y sus propiedades

4. Obtendremos la ecuacién general de la hipérbola y la convertiremos a

ordinaria y viceversa.

3.4.2. Hipérbola como lugar geométrico

Es la dltima de las curvas que se obtiene del corte de un cono y un plano, como se

muestra en la figura 3.4-1.

Figura 3.4-1 Formaciodn de la elipse a partir de un cono.
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Hipérbola como lugar geométrico

La hipérbola se usa en la arquitectura para hacer construcciones de bovedas
impresionantes, en la fisica en la creacion de lentes telescopicos, camaras
fotogréficas, telescopios se utiliza los principios de la hipérbola para lograr enfocar
los objetos. Existen sistemas de navegacion basados en la definicion de hipérbola
gue permiten dar la ruta mas adecuada para optimizar el tiempo de llegada a un
punto. Algunos cometas tienen trayectoria hiperbodlica para atravesar al sistema
solar. Son algunas de las aplicaciones de la hipérbola en la vida diaria.

Los elementos que forman la hipérbola son semejantes a la de la elipse:
e Dos puntos fijos llamados focos F; y F,
e Distancia Focal: 2c
e Centro de la elipse C(h, k)
e Dos Vertices V; y V,
e Eje Real: 2a, es la distancia de vértice a vértice
e Eje Imaginario: 2b,
e Relacién de sus ejes es: a? + b? = ¢?

e Lado recto: LR = %
Podemos definir a la hipérbola como lugar geométrico de la siguiente manera:
Es el lugar geométrico de todos los puntos P(x,y), tales que la diferencia de sus
distancias a los focos es constante.
d(P,F,) —d(P,F,) =C

Veamos la figura 3.4-2
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[}

Figura 3.4-2 Se muestra la diferencia de las distancias del vértice 1 a los focos

Consideremos el punto P de la hipérbola como el vértice V;(h + a, k) y apliguemos

la definicion, considerando F;(h + ¢, k) y F,(h — ¢, k) podemos ver que
d(Vy,F;) —d(V, Fy) =C

Se convierte en

J(h—c—(h+a))2+(k—k)2—J(h+c—(h+a))2+(k—k)2=

Jh—c—h-a)2—\/(h+c—h—a)?=

\/(—c—a)z—\/(c—a)z =c+a—-(c—a)=c+a—-c+a=2a
Por lo que,
d(P,F,) —d(P,F,) = 2a
Que se aprecia perfectamente en la figura 89.

3.4.3. Ecuacion ordinaria de la hipérbola

Al igual que la parabolay la elipse puede encontrarse de dos formas principalmente,

con el eje focal horizontal o con el eje focal vertical, y al igual que en las cénicas
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Hipérbola con eje focal horizontal

anteriores al deducir la férmula para uno, se obtiene la segunda. Asi que,

comencemos por obtener la ecuacion de la hipérbola con eje focal horizontal.

3.4.4. Hipérbola con eje focal horizontal

Tomemos un punto P(x,y) en la hipérbola con centro en C(h, k) y Focos F;(h +

c,k)y F,(h —c, k) y apliquemos la definicion obtenida de hipérbola:

d(P,Fl) - d(P,Fz) = Za

J(x—(h+c))2+(y—k)2—J(x—(h—c))2+(y—k)2=2a

Pasamos una raiz del otro lado de la igualdad y elevamos al cuadrado ambos lados

\/((x—h)—c)2+(y—k)2=2a+\/((x—h)+c)2+(y—k)2

2 2

(J((x—h) —c) + (y—k)2> = <2a+J((x—h) +c)’+ (y—k)2>

(x=h) —c)" + (y — k)?

=4a2+4aJ((x—h)+c)2+(y—k)2+((x—h)+c)2+(y—k)2

Eliminando términos semejante y reagrupando los restantes tenemos:

((x—h)—c)z=4a2+4a\/((x—h)+c)2+(y—k)2+((x—h)+c)2

(x —h)? —2(x — h)c + c?

=4612+4a\/((x—h)+c)2+(y—k)2+(x—h)2+2(x—h)c+c2

Eliminando términos semejantes y dejando de un solo lado la raiz tenemos

—4(x — h)c — 4a? = 4aJ((x —h)+c) + (v — k)2

Dividiendo entre 4 y elevando al cuadrado tenemos:
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3.4 HIPERBOLA

((x —h)c+ az)z = a? (((x —h) + 6)2 + (y — k)z)
Resolviendo tenemos:
(x —h)?c?+2(x —h)ca? + a* = a?>((x —h)? + 2(x — h)c + c? + (y — k)?)
(x —h)?c? + 2(x — h)ca? + a* = a?(x — h)? + 2a%(x — h)c + a®c? + a?(y — k)?
Eliminando términos semejantes tenemos
(x —h)2c? 4+ a* = a?(x — h)? + a?c? + a®(y — k)?

Pasando de un solo lado de la igualdad los términos con x y y, y todo lo demas del

otro lado.
a* —a’c? =a’*(x — h)?> — (x — h)%c? + a®(y — k)?
Factorizando tenemos:
a’(a® —c?) = (a®> — c®)(x — h)? + a?(y — k)?

Utilicemos una de las propiedades de la hipérbola, la relacién que tienen entre la

medida de sus ejes
—b% =qa? — ¢?
—a%bh? = —b%(x — h)? + a?(y — k)?
Dividiendo todo entre —a?b? tenemos la ecuacién de la hipérbola con centro C(h, k)

—a’b? —b%*(x—h)? a’(y—k)?
—a?h2  —a2p2 —a?h?

_@-n? -k

1 a? b2

Ordenando tenemos

(x—h? -k _

a? b2 1

Que es la ecuacion de la hipérbola con eje focal horizontal.




Hipérbola con eje focal horizontal

Problema 3.42

Determine la ecuacion del lugar geométrico de todos los puntos pertenecientes al

plano, cuya diferencia de sus distancias a los puntos F;(7,2) y F,(—1,2) es 4.
Solucién

Usamos la definicion de elipse tendriamos:
d(PlFl) _d(PIFZ) = 8
Por lo que 2a = 4, entonces a = 2

Ahora el centro de la hipérbola es el punto medio de los focos

-1+7 6
2+2 4

Por lo que el centro es C(3,2)

Y el valor de ¢ es la distancia del centro a uno de los focos

c=dpe=y@B—(-1)2+(2-2)% =B+ 12+ (0)2 = V16 = 4

Utilizando la relacion de los ejes tenemos

b2 = 2 — g2

b=+cz—a2=,(4)2-(2)2=V16—-4=+12
Ob% =12

De esta manera ya podemos sustituir en la ecuacion de la hipérbola horizontal.

x=3? (-27°_

- =1
(2)? (m)z
Elevando al cuadrado tenemos
(x —3)2 (3/—2)2_1

4 12

Que es la ecuacion buscada.
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Para obtener la gréfica de la hipérbola tenemos €(3,2), a = 2, b = /12, c¢=4, por lo

que los elementos de la hipérbola son:

Centro C(h, k) C(3,2)

Foco 1 Fi(h+c k) Fi(3+4,2)=(7,2)

Foco 2 Fy(h—c, k) F,(3—-4,2) =(-12)
Vértice 1 Vi(h+ a, k) Vi(3+2,2)=(5,2)
Vértice 2 V,(h—a,k) V,3—-2,2)=(1,2)
Eje mayor 2a 2(2) =4

Eje Menor 2b 2(V12)

Por lo que la gréafica de la hipérbola queda como en la figura 3.4-3

>
~o—
h

Figura 3.4-3 Grdfica del lugar cuya diferencia de sus distancias a los puntos F;(7,2) y F,(—1,2) es 4.

Problema 3.43

Encontrar la ecuacion de la hipérbola que tiene como focos F;(—4,2), F,(2,2) y
vertices V' (—3,2)




Hipérbola con eje focal horizontal

Solucién

Como los focos y el vértice comparten la ordenada, estamos buscando la ecuacién

de la hipérbola horizontal, donde la distancia entre los focos es 2¢

2c=/(-4-2)2+(2-2)2=,/(-6)2=+36=6

Por lo que ¢ = 3
El punto medio nos da el centro de la hipérbola
—4+2 =2

2 2
Y comparten ordenada, por lo que el centro es el punto C(—1,2)

-1

X =

La distancia entre el centro y el vértice es a

a=y(-1-(-3)2+2-2)2 ={/(-1+3)24+0=4/(2)2=V4 =2

Utilizamos la relacion de los ejes para encontrar el valor de b
b2 =c?—-q*=32-22=9-4=5
Por lo que b = /5
Utilizando la ecuacién de la hipérbola horizontal tenemos
(x—h? -k?_

a? b? 1
(=D @-2?_
@ e
1?2 -2
4 5

Y la gréfica se muestra en la figura 3.4-4
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Figura 3.4-4 grdfica de la hipérbola que tiene como focos F,(—4,2), F,(2,2) y vértices V (—3,2)

Problema 3.44

Encontrar la ecuacion de la hipérbola con Centro (—5,3), un vértice V(—2,3), pasa
por P(—1,1).

Solucién

La Distancia del centro al vértice nos da el valor de a

a=(-2+52+3B-3)2 =/(3)2+0=v9=3
Para encontrar b, tendremos que sustituir el punto P y el valor de a en la ecuacién

de la hipérbola horizontal.

(-1-(5)° a-37_

(3)2 b2 1
(—1+5)2_(—2)2 _le 4 1
9 b? 9 b2
Despejando b?
4_16__16-9_7

b2 9 9 9
L_ [H)_ s _ 6
“J7 7V




Lado recto de una hipérbola.

Por lo que la ecuacion de la hipérbola es
(x+5° -3
9 36
7

Problema 3.45
Encontrar la ecuacion de la hipérbola con Focos F;(5,0), F,(—5,0) ya =3
Solucién

El centro de hipérbola es el punto medio

545 0
S T

Y comparte la abscisa, por lo que el centro es el origen €(0,0).

Encontramos ¢ con la distancia del foco al centro, que se aprecia que es 5.
c=4(-5-0)2+(0-0)2=,/(-52=V25=5
Y usando la relacion de los ejes encontramos
b2 =c?—-a?=25-9=16
Por lo que la ecuacion de la hipérbola queda
(x=02 (=007 _

9 16 !
Simplificando queda
x2 yZ
516
3.4.5. Lado recto de una hipérbola.

Es la cuerda perpendicular al eje focal que cruza por los focos. Consideraremos una
hipérbola horizontal, sea P(x,y) uno de los extremos del lado recto, por definicion
de perpendicularidad, los focos y el punto comparten coordenada x, P(h+c,y).
Necesitamos conocer la coordenada y. Para ello utilizaremos el hecho de que

pertenece a la hipérbola. Despejemos y de la ecuacién ordinaria de la hipérbola.

Multiplicamos toda la ecuacién por a?b?




3.4 HIPERBOLA

2h? ((x —h? -k 1)

a? b?
b?(x — h)? — a?(y — k)? = a?b?
Despejemos y
a’(y —k)? = —a?b? + b%(x — h)?
a’(y —k)? = b%(—a? + (x — h)?)
b%(—a? + (x — h)?)

a?

(y—k)?=

b2
(=) = (=a? + (x = )?)

y—k=j§«ﬂﬂ+u—hy>

y = SJ(—aZ +(—mD) +k

En este despeje sustituiremos la coordenada de x del punto P(h + ¢, y)

b
yzaJ(—a2+(h+c—h)2)+k
Quedando

b
y =a\/(—a2 +c2)+k

Que por propiedad de los semiejes tenemos:

y=2\b 4k

—bb+k
y_a
b2
yEgtk

2
Entonces nuestro punto es P(h + c,% + k) y la distancia entre el punto y el foco
Fi(h+ck) es:

2 2
d:j<h+c_<h+c>)z+<b_:k_k) :j@) _»
a a a




Lado recto de una hipérbola.

Que es la distancia de uno de los focos a uno de los extremos del lado recto, pero
como la hipérbola es simétrica, el lado recto, es el doble de lo obtenido, por lo que
la distancia focal 0 mas comunmente conocido como lado recto es

_2p?
B a

LR

Problema 3.4-6

Encontrar la ecuacion de la hipérbola cuyos extremos del eje imaginario son (0,3) y
(0,—3), y la longitud del lado recto es 6.

Solucion

Como tenemos los extremos del eje imaginario podemos encontrar 2b

2b=,/(0—-0)2+(-3-3)2 =V/9=3

b3
2
El centro se encuentra con el punto medio
3—-3 0
YT e

Y como comparten abscisa el centro es €(0,0)
Luego, el lado recto
3
w2 _2(3)

LR = = =6
a a

Despejando a tenemos

2
c26) 2 7 9 3

6 6 6 12 4
Quedando la ecuacion de la hipérbola horizontal de la siguiente manera

(=02 (-07 _

6]

1

xZ

9

16
Y la gréfica se aprecia en la figura 3.4-5
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-4

Figura 3.4-5 la hipérbola cuyos extremos del eje imaginario son (0,3) y (0,—3), y la longitud del lado recto es 6.

Ejercicios 29

Encuentra la ecuacion de la hipérbola que cumple con cada uno de los requisitos

planteados:
1. Vi(-1,3),V,(3,3) y2c =6
2. Vi(—4,-2),V,(2,-2)yb =+3
3. F,(—24),F,(-84)y2a =4
4. €(0,0),V,(7,0),F;(9,0)
5. €(2,3),,(0,3),F,(3,3)
6. V(1,4),V,(54),LR =5

7. C(2,-2),V,(0,—-2),LR =8




Elementos de la hipérbola con eje focal horizontal

3.4.6. Elementos de la hipérbola con eje focal

horizontal

El siguiente cuadro resume los elementos de la hipérbola horizontal y su ecuacion

ordinaria, tanto para centro en el origen €(0,0), como para centro fuera de el C(h, k)

Elementos de la hipérbola horizontal

Centro C(h, k) €(0,0)
Foco 1 Fi(h+ck) Fi(c,0)
Foco 2 Fy(h—c k) F;(—c,0)
Vértice 1 Vith+a, k) Vi(a, 0)
Vértice 2 V,(h —a,k) V,(—a,0)
Eje mayor 2a 2a
Eje Menor 2b 2b
Lado Recto 2b? 2b?

a a
Relacion de los c? =a?+b? c? =a?+ b?
ejes
Ecuacion (x—h)? (y—k)? X2 y?
ordinaria Z  pz 1! 2z pz-1

Problema 3.4-7
Encontrar los elementos de la hipérbola cuya ecuacion es

(x—=5)2 (y+1)?*
4 49

1

Solucion
Podemos ver que el centro es C(5,—1),a? = 4,b?> =49 ,porloquea=2,b =7,ya

podemos llenar nuestro cuadro
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Elementos de la hipérbola horizontal

Centro C(h, k) C(5,-1)

Foco 1 Fi(h+ck) F;(5 +53,-1)
Foco 2 F,(h—c,k) F,(5 —V53,-1)
Veértice 1 Vi(h+ak) V(5+2,-1) =(7,-1)
Vértice 2 Vo(h —a, k) V,(5-2,-1)=(3,-1)
Eje mayor 2a 22)=4

Eje Menor 2b 2(7) = 14

Lado Recto LR = g IR = g _ 2(;)2 19

Relacion de los
ejes

c?=a%+b?

c?=a*+b*>=4+49=>53

Ecuacion (x—h)? (y—-k)? (x—5)7? (y+1)>?
ordinaria 2 pz 1 2 a9 1
Y la gréfica queda como muestra la figura 3.4-6

Figura 3.4-6 hipérbola cuya ecuacion es

(=52 (+D?_

4

49

1




Elementos de la hipérbola con eje focal horizontal

Problema 3.4-8
Encuentra sus elementos y grafica de la ecuacion de la hipérbola
x2 y2

25736 1

Solucion
Es una hipérbola con centro en el origen C(0,0), a? = 25, b? = 36, por lo que
podemos encontrar c¢? con la relacion de sus ejes.

c?=a’>+b*>*=25+36=71

Por lo que la tabla de datos queda

Elementos de la hipérbola horizontal
Centro €(0,0) €(0,0)
Foco 1 Fi(c,0) F,(V71,0)
Foco 2 F,(—c, 0) F,(—V71,0)
Vértice 1 Vi(a,0) 7.(5,0)
Vértice 2 V,(—a,0) V,(—=5,0)
Eje mayor 2a 2(5) =10
Eje Menor 2b 2(6) =12
2 2 2

Lado Recto LR = & LR = & = 2(6) =36

a a 2
Relacion de los c? =a? + b? c2=a’>+b%*=71
ejes
Ecuacion x? y? x?  y?
ordinaria Z pz 1 T

Y la gréfica se aprecia en la figura 3.4-7
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Figura 3.4-7 grdfica de la ecuacion de la hipérbola

xZ

y2

25

=1
36

Ejercicio 30

gréfica.
_2\2 2
1 (x=2)"  +1° _ 1
1 16
o =D =2 _ 4
" 45 20
3 (x+4)?  (-12 _ 1
" 36 16
4 (x=3)2 _ (+7)? _ 1
" 100 25
2 Y
5. (x+6)° =57 _ 1

9

16

En las siguientes ecuaciones encuentra todos los elementos de la hipérbola y su

X
6. -—-L =1
1 16
XZ 2
7.=-L =1
45 20
X2 2
8.--L =1
9 16
X2 2
9. ——2 =1
100 25
X2 2
10. —-2=
36 16




Hipérbola con eje focal vertical

3.4.7. Hipérbola con eje focal vertical

Es el mismo analisis y proceso que en la hipérbola con eje focal horizontal.
Tomemos un punto P(x,y) en la hipérbola con centro en C(h, k) y Focos F;(h, k +
c) Yy F,(h, k — ¢) y apliguemos la definicion obtenida de hipérbola:

d(P,F;) —d(P,F,) = 2a

\/(x—h)z+(y—(k+c))2—\/(x—h)2+(y—(k—c))2=2a

Pasamos una raiz del otro lado de la igualdad y elevamos al cuadrado ambos lados

\/(x—h)2+((y—k)—c)2=2a+\/(x—h)2+((y—k)+c)2

2 2

(J(x—h)z +(y -k —c)2> = <2a +J(x—h)2 +(y -k +c)2)

(=2 +(y—k) —c)

=4a2+4aJ(x—h)2+((y—k)+c)2+(x—h)2+((y—k)+c)2

Eliminando términos semejante y reagrupando los restantes tenemos:

((y—k)—c)z=4az+4a\/(x—h)2+((y—k)+c)2+((y—k)+c)2

(y—k)?—2(y —k)c+c?

=4az+4a\/(x—h)2+((y—k)+c)2+(y—k)2+2(y—k)c+c2

Eliminando términos semejantes y dejando de un solo lado la raiz tenemos

—4(y —k)c — 4a® = 4a\/(x —h)2+((y—k)+ c)2
Dividiendo entre —4 y elevando al cuadrado tenemos:

(y—k)c+ az)z = q? ((x —h)?+((y—k)+ c)z)
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Resolviendo tenemos:
(y—k)?c?+2(y—k)ca? +a* =a?((x —h)?+ (y—k)> + 2(y — k)c + ¢?)
(v —k)?c? + 2(y — k)ca® + a* = a®(x — h)? + a®>(y — k)? + 2a*(y — k)c + a?c?
Eliminando términos semejantes tenemos
(y —k)?c?+ a* = a?(x — h)? + a®>(y — k)? + a?c?

Pasando de un solo lado de la igualdad los términos con x y y, y todo lo demas del

otro lado.
a* —a’c? =a’(x — h)? = (y — k)?c? + a®(y — k)?
Factorizando tenemos:
a’(a? —c?) = (a® - )y —k)?> + a*(x — h)?

Utilicemos una de las propiedades de la hipérbola, la relacion que tienen entre la
medida de sus ejes

_p2 = g2 — 2
—a?b? = —b%(y — k)? + a?(x — h)?

Dividiendo todo entre —a?bh? y ordenando tenemos la ecuacion de la hipérbola

vertical con centro C(h, k)

—a’b? —-b*(y —k)? a?*(x—h)?
—a2bz . —a?p? —a2b?

(y—k)? (x-h)? _
a2 bz

1

Problema 3.4-9
Encuentra la ecuacion de la hipérbola que tiene los siguientes elementos, C(1, —3),
Fl(l' _6)y Vl(lJ _5)

Solucién




Elementos de la hipérbola con eje focal Vertical

Como comparten la abscisa es una hipérbola vertical, para encontrar a y c,
necesitamos la distancia entre el vértice y el centro; el foco y el centro

respectivamente.

a=y(1-12?+(-5+3)2=/(-2)2=V4=2
c=y(A-12+(-3+6)2=,(3)2=V9=3
b?lo encontramos con la relacion de los ejes
b?=c?—-a?=9-4=5

Por lo que la ecuacion de hipérbola quedaria
(y+3)* (x-1*
4 5
Y la gréfica se aprecia en la figura 3.4-8

1

@ =
v,

Figura 3.4-8 hipérbola que tiene C(1,-3), F1(1,—6)y V;(1,-5)

3.4.8. Elementos de la hipérbola con eje focal

Vertical

El siguiente cuadro resume los elementos de la hipérbola vertical y su ecuacion
ordinaria, tanto para el centro fuera del origen C(h, k), como para el centro en el

origen €(0,0). Recordemos que las medidas del lado recto de la hipérbola se

202




3.4 HIPERBOLA

obtuvieron para el caso de eje focal horizontal, pero es el mismo valor para la

vertical.
Elementos de la hipérbola vertical

Centro C(h, k) €(0,0)
Foco 1 Fi(hk+¢) Fi(0,¢)
Foco 2 F,(h,k —¢) F,(0,—c¢)
Vértice 1 Vi(hk +a) 71(0,a)
Veértice 2 V,(h,k — a) 7,(0,—a)
Eje mayor 2a 2a
Eje Menor 2b 2b
Lado Recto 2b? 2b?

a a
Relacion de los c?=a?+b? c?=a®+b?
ejes
Ecuacion (y—k)? (x—h)? y?  x?
ordinaria 2 pz 1 2z -1t

Problema 3.4-10

Encontrar los elementos y la gréafica de la hipérbola

Solucién

(=57 G+ _

1

4

9

Es la ecuacion de una hipérbola vertical ya que los elementos de x es negativo, por

lo que el centro es C(-1,5), a? = 4, b?> = 9 y encontramos c¢? por medio de la relacion

de los ejes

c?2=a?+b*=4+9=13

Asi nuestro cuadro queda




Elementos de la hipérbola con eje focal Vertical

Elementos de la hipérbola vertical
Centro C(h, k) C(-1,5)
Foco 1 Fi(hk+c¢) Fi(=1,5 +13)
Foco 2 Fy(h,k —¢) Fp(-1,5 —V13)
Vértice 1 Vi(h,k +a) (-1,5+2) =(-1,7)
Vértice 2 V,(h k — a) V,(—1,5-2) = (—1,3)
Eje mayor 2a 22) =4
Eje Menor 2b 2(3) =6
Lado Recto 2b? 2(3)?

a 2

Relacion de los c? =a?+ b? c2=a’>+b?>=13
ejes
Ecuacion (y—k)?> (x—h)? (y—=5)?% (x+1)?
ordinaria 2  pz 1 4 9 1

La grafica se muestra en la figura 3.4-9

Figura 3.4-9 hipérbola
-5?2 x+1?
4 9

1
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3.4.9. Excentricidad

La excentricidad, al igual que en la elipse, representa la relacion entre las distancias
de foco a foco y de vértice a vértice, esto es el cociente entre el eje focal y el eje

mayor.

e=-—
a

Recordamos la relacion de los semiejes de la elipse tenemos

c? =a? + b?

Por lo que la excentricidad queda de la forma

Ny

c
e =—=
a a

Ahora bien, por la relacién entre a, b y ¢, se observa que ¢ es mayor que a y que b,

asi, la excentricidad en la hipérbola siempre es mayor que la unidad: e > 1.

Problema 3.4-11

El centro de una hipérbola es el punto €(4,5) y uno de sus focos es F(8,5). Si la
excentricidad de la hipérbola es 2. Hallar su ecuacion, sus elementos y gréfica.
Solucion

Como comparten ordenada es una hipérbola horizontal. La distancia entre el centro

y el foco es ¢

c=JB-42+(5-52=yJ%)?=V16=4

La excentricidad es
Despejando a tenemos

Con la relacion de los ejes encontramos b
b? =c?—a’? =16 -4 =12
La ecuacion quedaria

(-9 (=57 _

4 12 1




Excentricidad

Nuestra tabla queda

Elementos de la hipérbola horizontal

Centro C(h, k) C(4,5)
Foco 1 Fi(h+ck) Fi(4+4,5) = (8,5)
Foco 2 Fy(h— ¢, k) F,(4—4,5) = (0,5)
Vértice 1 Vi(h+a,k) V(4 +2,5) = (6,5)
Vértice 2 V,(h — a, k) V,(4—2,5) = (2,5)
Eje mayor 2a 22) =4
Eje Menor 2b 2(V12)
Lado Recto 2b? 2b%  2(12)

a a 2
Relacion de los c? =a?+b? b? = c?—a%? =12
ejes
Ecuacion (x—h)? y-k)? . (x—4)? (y-5?% "
ordinaria az bz 4 12

La grafica se aprecia en la figura 3.4-10

7

Figura 3.4-10 Grdfica de la hipérbola cuyo centro es C(4,5) y uno de sus focos es F(8,5)Y la excentricidad es 2.
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Ejercicio 31

I.  Encuentra la ecuacién de la hipérbola que cumple con las condiciones
indicadas, da todos sus elementos y grafica.
1. Vl(_Z,Z), Vz(_z, _4‘), LR =2

2. F,(4,—2), F,(4,—8),2a = 4
3. C(54),F(58)e=2

4. V,(=3,2), V,(~3,-2),2b =6
5. V,(34), V,(3,-2),e = 2

6. €(0,0),V,(0,2),F;(0,4)

II. Dada la ecuacion de la hipérbola encuentra sus elementos y gréfica.

—2)2 2
] 07 @r?
4 9

132 Y
, 00?42
16 81

2 _2\2
g 72 _ G2 _
1 25
(y-8)? x* _
4. 3 = 1

3.4.10. Asintotas de la Hipérbola

La hipérbola cuenta con dos asintotas, es decir, las ramas de la hipérbola se
acercan indefinidamente a las asintotas, sin que jamas lleguen a tocarlas. Par
encontrar la ecuacion de las asintotas despejemos y de la ecuacion ordinaria de la

hipérbola horizontal.

Multiplicamos toda la ecuacion por a?b?




Asintotas de la Hipérbola

—h 2 —k 2
azbz ((x az ) _(y bz ) — 1)
b%(x — h)? — a®(y — k)? = a?b?
Despejemos y
a’(y — k)? = —a?b? + b?(x — h)?
a?(y — )? = b*(~a? + (x — h)?)

b?(—a? + (x — h)?)
a2

(y—k)* =

2
O~ )% = 5 (~a? + (x — b))

b2
y—k= | (a2 +(x—h?)

y k= (G-~ )

Factorizando (x — h)? y sacandola de la ecuacién tenemos

b a?
B

Si x aumenta indefinidamente, la curva se prolonga hacia el infinito a partir del

vértice y el cociente

lm—% — ¢
o (x — h)?

Por lo que el radicando tiende al valor de 1y la curva se acerca cada vez mas a las
rectas

b
—k=+—(x—nh
y t—(x—h)
Que son las asintotas de la hipérbola horizontal.

En el caso de la hipérbola vertical tendriamos

2h? ((y— k? x-h?_ 1)

a? b2
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a’b?(y —k)? a?b?(x — h)?
a? B b?

— a2b2

b?(y — k)? — a?(x — h)? = a?b?

Despejando y tenemos
a’(x — h)? + a%b?
bZ

(y—k)? =

a2
y—k= b—z((x—h)2+b2)

Factorizando (x — h)? tenemos

k==@—h i
y— —E(x— ) 1+m

Y nuevamente, si x aumenta indefinidamente, la curva se prolonga hacia el infinito
a partir del vértice y el cociente
bZ
lim ——— =
x—a (x — h)?

Por lo que las ecuaciones de las asintotas son

0

y—k=i%(x—h)

Problema 3.4-12

Encuentra la ecuacion de la hipérbola con centro en C(—2,2) y vértice V;(—2,3), ¥y

asintota x + 5y — 8 = 0.

Solucion

Como comparten la abscisa estamos hablando de hipérbola vertical, donde la

distancia entre el centro y uno de los vértices nos da el valor de a.
a=(-2+22+(3-22=,(1)2=1

Utilizando la formula de las asintotas tenemos y sustituyamos los datos

—a
y—k=—(—-h

-1
y—2=7(x+2)

Multiplicando todo por b tenemos
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by —2b=—x—2
Pasando todo de un solo lado

x+by—2b+2=0

Igualamos las ecuaciones x + 5y —8=0conx+ by —2b+2=0

Tenemos que igualar término con término

xX=x
5y = by
—-8=-2b+2

Encontramos b =5

Y encontramos c con la relacion de los ejes

c2=a?*+b*=(1)*+(5)?>=26

Quedando nuestra tabla

Elementos de la hipérbola vertical

Centro C(h, k) C(-2,2)
Foco 1 Fi(h k +¢c) F1(—2,2 +26,)
Foco 2 Fy(hk —c¢) Fy(—2,2 —V26)
Veértice 1 Vith,k +a) V1(=2,3)
Vértice 2 V,(h,k — a) V,(=2,2—-1) = (-2,1)
Eje mayor 2a 2(1) =2
Eje Menor 2b 2(5) =10
Lado Recto 2b? 2(5)?

LR =— LR = =100

a 1

Relacion de los c? =a®+b? c?=a’>+b*>=26
ejes
Ecuacion (y—k)? (x—h)? (y—2)% (x+2)*
ordinaria 2 pz 1 T 35 1
asintotas y—k=_7a(x—h) x+5y—-8=0
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Quedando la grafica como lo muestra la figura 3.4-11

o 7

Figura 3.4-11 hipérbola con centro en C(—2,2) y vértice V1(—2,3), y asintota x + 5y —8 =0

Ejercicio 32
Hallar la ecuacion de la hipérbola que cumple con las condiciones marcadas
1. V,(6,0),V,(—6,0) y asintotas 6y = +7x

2. €(0,0),,(3,0) y asintotas 2x —3y =0

w

3. C(2,—-1),F;(7,—1)yasintotas y +1 = Z (x—2)
4. v(0,—4),F,(0,V65) y asintotas y = +~x
5. C(1,-2),V(3,-2),F,(—4,—2) y asintotas y + 2 = +> (x — 1)

4
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3.4.11. Ecuacién general de la hipérbola

Desarrollemos la ecuacién ordinaria de la hipérbola, tomemos la hipérbola

horizontal, aunque el proceso es el mismo que la vertical.

Multiplicamos toda la ecuacion por a?b?

£2h? <(x —h? -k 1)

a? b2

b?(x — h)? — a?(y — k)? = a?b?
Desarrollando los cuadrados tenemos

b?(x? — 2xh + h?) — a?(y? — 2yk + k?) = a?b?
b?x% — 2b%xh + b?h? — a’y? + 2a*yk — a’k? — a®’b*> = 0
Ordenando tenemos
b?x? — a?y? — 2b%xh + 2a?yk + b?h? — a’k? — a®’b* = 0
Llamamos

A=b% B=-a%C=-2b*h, D =2a%*k, E =b?*h?—a’k?—a®b? Por lo que

tenemos:
Ax*+By?*+Cx+Dy+E =0
Que es la ecuacién general de la hipérbola.

En el caso de una hipérbola vertical el proceso es lo mismo, solo difieren los valores

de la siguiente manera.
A= —a® B =b?C =-2a’h, D = 2ab?*k, E = b*k? — a’h? — a?b?

En general, si en una ecuacion de segundo grado los valores de A y B difirieren de
signo y no hay término xy, estamos hablando de una hipérbola. Si A >0 es

hipérbola horizontal y si A < 0 es hipérbola vertical.
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En el siguiente cuadro se resume los elementos de la hipérbola tanto horizontal

como vertical.

Hipérbola horizontal

Hipérbola vertical

Centro C(h k) C(h k)
Foco 1 Fy(h+c k) F,(hk + ¢)
Foco 2 F,(h —c, k) Fy(hk —¢)
Vértice 1 Vi(h + a, k) Vi(h k + )
Vértice 2 V,(h —a, k) V,(h k — a)
Eje mayor 2a 2a

Eje Menor 2b 2b
Lado Recto R = Zsz R - %

Relaciéon de los
ejes

c? =a*+b?

c?=a*+b?

A>0,B<0

Ecuacion (x—h)? (y-k)? (y—k)? (x—h)?
ordinaria a2 pz 1 a2 pz 1
Asin b a

sintotas y—k=ia(x—h) y—k=i5(x—h)
Ecuacion Ax?> +By?+ Cx+Dy+E Ax*+By?+Cx+Dy+E=0
general =0 A<0,B>0

Problema 3.4-13

Encuentra la ecuacién general de la hipérbola, sus elementos y grafica

(x+2)? G+49°_

10 25 1

Solucién
Multiplicamos por el comun denominador, es decir, por 50

50(x +2)* 50(y +4)* 50
10 25 B

Simplificando
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5(x +2)2—2(y+4)?2=50
Desarrollando los binomios y pasando todo de un solo lado de la igualdad
5(x2+4x+4)—2(y>+8y+16)—50=0
5x2 + 20x + 20 — 2y% — 16y — 32— 50 = 0
Simplificando y acomodando los términos tenemos la ecuacion general de la
hipérbola.
5x2 —2y%2+20x—16y—62=0

Quedando nuestra tabla de elementos

Hipérbola horizontal

Centro C(h k) C(—2,—-4)
Foco 1 Fi(h+ck) F, (-2 +35,—-4)
Foco 2 Fy(h—c¢k) F,(—2 —/35,—4)
Vértice 1 Vi(h+a,k) V(=2 + V10, —4)
Vértice 2 Vo(h—a, k) V(=2 — 10, —4)
Eje mayor 2a 2410
Eje Menor 2b 2(5) =10
2b? 2b%  2(5)? 50
Lado Recto LR =" LR = IO = 5V10
a a V10 V10
Relacion de c?=a%+b? c2=10+25=35
los ejes
Ecuacién k—h)? -k?*_ . (x+2)° (+4)?° _ )
ordinaria a? b? 10 25
Asintotas k=+ b (x—h) +4=+ > (x+2)
| _— =Tr— X — =r—(x
y a y /10
2 2 — 2 _ 2 — — =

Ecuacion Ax* +By?+ Cx+Dy+E=0|[ 5x2 —2y2+20x — 16y — 62 =0

general A>0,B<O0
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La grafica se puede apreciar en la figura 3.4-12

FS
(9]

N

Figura 3.4-12 Grdfica de la hipérbola cuya ecuacion es
(x + 2)? (y+4)2_1
10 25

Problema 3.4-14
Encuentra los elementos, la grafica y la ecuacion general de la hipérbola

(x+9)*
=

2

1

Solucion

Es una hipérbola vertical, ya que el elemento que esta negativo es x, el centro de la

hipérbola es €(—9,0), como no hay denominador en y, se asume que es 1, por lo

que a = 1, b2 = 7, y obtenemos c con la propiedad de los ejes
c?=a*+b*=1+7=8

Para encontrar la ecuacién general multiplicamos toda la ecuacion por 7

7(x + 9)?
7

2 = 1(7)

Simplificando queda
7y?2 —(x+9)?2=7
Desarrollando el binomio y simplificando tenemos
7y? —x?>—18x—-81-7=0
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7y? —x? —18x —88 =10

Nuestra tabla de elementos queda

Hipérbola vertical

Centro C(h, k) c(-9,0)
Foco 1 Fi(hk +c) F1(-9,V8)
Foco 2 Fy(h,k —¢) F,(=9,—V8)
Vértice 1 Vi(h k + a) V,(—9,1)
Vértice 2 V,(h k — a) V,(—=9,—-1)
Eje mayor 2a 2(1) =2
Eje Menor 2b 2(V7)
Lado Recto 2b? 2(v7)

LR =—= LR=—( ) =14

1
Relacion  de c? =a?+b? c2=a?+b*>=8
los ejes
Ecuacion (y—k)? (x—h)? , (x+9)?
ordinaria 2z 1 - =1
Asintotas a 1
y—k=14—(x—h) =+—(x+9

Ecuacion Ax*+ By*+ Cx+Dy+E =0 —x?+7y? —18x—88 =0
general A<0.B>0

La grafica se puede ver en la figura 3.4-13
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Figura 3.4-13 Hipérbola cuya ecuacion es
(x+9)*
- =

2 1

Problema 3.4-15
Encuentra los elementos, grafica y ecuacion ordinaria de la hipérbola
2y —9x%2 —18x +20y+5=0
Solucién
Es una hipérbola vertical, ya que x es negativa, agrupamos los términos que tienen
x Yy los que tienen y, lo demés lo pasamos del otro lado de la igualdad
(2y% + 20y) — (9x% + 18x) = -5
Factorizamos términos semejantes en cada paréntesis
2(y% +10y) —9(x? + 2x) = -5

Completamos el trinomio cuadrado perfecto en cada paréntesis
2

2 y%+ 10 +(10)2 9(x%+2 +(2)2 = 5+2(10) 9(2)
Y y+\2 xrexT\z) )T 2 2
2(y2+10y+25) —9(x*+2x+1)=-5+50—-9 =36

Factorizando tenemos

2

2(y+5)2—9(x+1)> =36
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Dividiendo todo entre 36 para igualar a 1
2y +5)* 9(x+1)?* 36

36 36

18 4

Donde tenemos la siguiente tabla

" 36
(y+5? (+1?_

1

Hipérbola vertical

Centro C(h, k) C(—1,-5)
Foco 1 Fy(hk + c) Fi(=1,-5+V22)
Foco 2 Fy(h,k —¢) Fy(—1,-5—+22)
Vértice 1 Vy(h k + a) V,(—1,1)
Vértice 2 V,(h k — a) V,(—=1,—1)
Eje mayor 2a 2(V/18)
Eje Menor 2b 22) =4
Lado Recto 2b? 2(2)? 8
a V18 18

Relacion  de c? =a?+ b? c?’=a?+b*>*=18+4 =22
los ejes
Ecuacion (y—-k)? (x-h)? " (y+5)7° @x+1)? "
ordinaria a? b? 18 4
Asintotas L% V18

y k—ib(x h) y+5=i7(x+1)
Ecuacion Ax? +By?+ Cx+Dy+E =0 ||2y?—9x%2 —18x + 20y +5=0
general A<0,B>0

La grafica se muestra en la figura 3.4-14




3.4 HIPERBOLA

o
8
6
4
F?1
—14 -12 —10
Figura 3.4-14 Hipérbola cuya ecuacion es
2y2 —9x2 —18x+ 20y +5=0
Ejercicio 33

I.  Encuentra la ecuacion general de la hipérbola representada por las

ecuaciones:

2 —_1)2
1 (x+4)°  (y-1)* _

36 16 1

o =D +2)° _ 4
" 16 9

Y

3. % —x?=1
(y+4)2  (x+2)?
4. 10 25 1
2 2

5 (x+2)*  (y+4) —1

10 25
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En cada una de las siguientes ecuaciones encuentra los elementos de la

hipérbola, su ecuacién ordinaria, asintotas y grafica.

. x2 =2y’ +x+8y—8=0
. 3x%2—4y?+3x+16y—18=0
. 5x2 —6y?—20x+12y—16=0

. 2y2—9x2 —18x+20y+5=0

5y2 —9x%2 =36
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4. ECUACION CUADRATICA

4.1. Introduccidn

Cdmo se vio en cada capitulo, cada una de las conicas representada en su ecuacion
general representa una ecuacion cuadratica, en este capitulo veremos como
identificar que tipo de cdnica representa la ecuacion analizando los términos de la

ecuacion cuadratica.

4.2. Caso Ax*+By*+Cx+Dy+E=0

Como hemos estado viendo, al obtener las ecuaciones generales de las cénicas
con ejes focales paralelos a los ejes coordenados tenemos como resultado una

ecuaciéon de segundo grado de la forma
Ax?+By?+Cx+Dy+E =0

De la cual podemos obtener las siguientes conclusiones

By*?+Cx+Dy+E=0

SIA=0 B%0 D # 0 E = 0 eje focal sobre el eje x
horizontal D #0E # 0 Eje focal fuera de los

ejes.

Parabola Ax? +Cx+Dy+E =0

D =0 E # 0 Eje focal sobre el ejey.
SiB=0,A=0vertical ||p0fg =0 Eje focal fuera de los

ejes.

D =0, E = 0 centro en el origen

D # 0, E = 0 eje focal sobre eje x
Ay B tienen el mismo
Elipse _ D =0, E # 0 eje focal sobre eje y
signo, AyB +# 0
D #0, E+0 eje focal fuera de los

ejes
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D =0, E = 0 centro en el origen
D # 0, E = 0 eje focal sobre eje x
Hipérbola Ay B diferentes signo [|D =0, E # 0 eje focal sobre eje y

D #0, E+0 eje focal fuera de los

ejes
D =0, E = 0 centro en el origen
A=B#0 i

D # 0, E = 0 centro sobre eje x
Circunferencia D =0, E # 0 centro sobre eje y

D # 0, E # 0 centro fuera de los ejes
Rectas SiIA=0,B+0,D=0
paralelas, un Dependiendo de la soluciéon de la

punto o ecuacion.

ningan lugar |l sip =0,4#0E=0
geométrico.

Problema 4.2-1.

Indica que tipo de clnica representa la ecuacion
y2—6x+2y=0

Solucién

Comparemos con la ecuacion cuadratica

Ax*+By*+Cx+Dy+E =0

A=0,B=1C=-6D=2E=0
Es una parabola horizontal, yaque A =0y B > 0,ycomo D # 0 E = 0 tiene eje focal

sobre el eje x. Comprobemos obteniendo la grafica por medio de Geogebra, como

lo muestra la figura 4-1.
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Figura 4-1 Grafica de la hipérbola cuya ecuacion es

y2—6x+2y=0

Problema 4.2-2

Analiza e indica que tipo de conica es la representada por la ecuacion
—2x%2—4y2+8x—4y+3=0

Solucién

Comparemos con la ecuacion cuadratica
Ax> +By*+Cx+Dy+E =0

Multipliquemos por -1 para tener los términos cuadraticos positivos, esto es
opcional, pero es mas facil la comparacion
2x24+4y? —8x+4y—-3=0

Obtenemos los siguientes datos
B> A >0, Por lo que es una elipse, D # 0, E # 0 lo que implica que el eje focal
esta fuera de los ejes. Comprobemos por medio de Geogebra, como se muestra en

la figura 4-2.
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D0 - dy2+ 8- Ay +3=0 (x-27/6+ (y+052/3=1

e P O e e[
é H 1V

Figura 4-2 Grafica de la ecuacion
—2x% -4y +8x—4y+3=0

Problema 4.2-3

Indica que tipo de conica representa la siguiente funcién

x2+y24+2x—10y—30=0

Solucion
Comparemos con la ecuacion cuadratica
Ax*+By*+Cx+Dy+E =0

A=1,B=1,C=2,D=-10,E = 30, es una circunferencia fuera del origen, cuya

grafica se muestra en la figura 104.
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14
X+ y2+ 2xt 10y -30=0: (x+ 1)*+ (y-5)*=56

12 -10

2 6 8 10
-2

Figura 4-3 Grdfica de la ecuacion cuadrdtica donde A = 1,B =1,C = 2,D = —10,E = 30

Problema 4.2-4

Analiza que tipo de coénica representa la ecuacién cuadratica
y2+6y+9=0
Solucion
Comparando con la ecuacién cuadrada tenemos
Ax?+By?+ Cx+Dy+E =0
A=0B=1C=0,D=-6E=9

Por lo que es una recta paralela al eje de las x, como lo muestra la figura 4-4
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Figura 4-4 Grdfica de la ecuacion
y2+6y+9=0

Ejercicio 34

Analiza cada una de las siguientes ecuaciones cuadraticas e indica que tipo de

cinica representa.
6. 2x2+2y?+2x—6y+3=0
7. x> —4y—4=0
8. 4x>+2y*—-7x+y—-5=0
9. x2+3y2+3x—4y—-3=0
10.3x?2 — 2y +4x—8y—6=0
11.x2+y2+2x—10y+30=0
12.4x?> —7x+53 =0
13.9x%2 4+ 24x + 72y +16 =0
14.3x> +y2 +12x — 4y +8 =10

15.2x%2 +y*+16x —4y+32=0
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4.3. CasoAx>+Bxy+Cy>*+Dx+Ey+F=0

Cuando nuestra conica tienen ejes focales oblicuos, nuestra ecuacién esta

expresada con el término xy, es decir, tiene la forma
Ax?> + Bxy+ Cy*+Dx+Ey+F =0

Bastara con analizar el discriminante B2 — 4AC para definir qué tipo de coénica se

trata.
B2 —4AC<0 Elipse
B2 —4AC >0 Hipérbola
B2 —4AC =0 Parabola

Problema 4.3-1
Indica que tipo de conica representa la ecuacion

4x% — 24xy + 11y? + 56x — 58y + 95 =0
Solucién
Comparemos con la ecuacion cuadratica

Ax*+Bxy +Cy*>+Dx+Ey+F =0

A=4,B=-24,C=11,D =56,E = —-58, F =95
Analicemos el discriminante B2 — 44C = (—24)? — 4(4)(11) = 576 — 176 = 400 > 0
por lo que es una hipérbola. Comprobemos con Geogebra, donde la grafica se

muestra en la figura 4-5.
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Figura 4-5 Grdfica de la ecuacion
4x2 — 24xy + 11y2 + 56x — 58y + 95 =0

Problema 4.3-2

Indica que tipo de conica representa la ecuacion
x24+2xy+y?+2x—2y—1=0
Solucion
Comparemos con la ecuacion cuadratica
Ax?*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0
A=1,B=2,C=1,D=2,E=-2,F=-1

Analicemos el discriminante B? — 4AC = (2)?> —4(1)(1) =4 —4 = 0, por lo que es

una parabola, como se aprecia en la figura 107
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Figura 4-6 Grdfica de la ecuacion
x4+ 2xy+y?+2x—2y—1=0

Ejercicio 35

Determina qué tipo de conica es la que representa cada una de las siguientes

funciones

1. x2+2xy+y?—2x+3y+1=0

2. x>+ 2xy—2y*+2x+y+1=0

3. 7x2+11xy—9y2+5x+8y+1=0

4, 2x*+xy+y* —5x+3y—4=0

5. 5x2 +2xy +10y? — 12x — 22y + 17 =0
6. 8x2—24xy+18y?+x—3y—6=10

7. x> +8xy+16y>—4x+6y—1=0

8. 3x%2 —4xy—4y*+16x+ 16y —12=10
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4.4. Rotacion de Ejes

Por dltimo, aunque propiamente no pertenece al temario oficial de la materia de
Geometria Analitica segun la direccién general de bachillerato, dejaremos la
inquietud sobre el caso de la rotacion de los ejes, el cual daremos Unicamente las

generalidades para que la curiosidad del alumno lo lleve a desarrollar el tema.

Si los ejes originales x y y rotan en sentido contrario al reloj un angulo 6, para
cualquier punto P(x,y), las coordenadas originales (x,y) se convierten en las

nuevas coordenadas (x ',y "), que son:
x = x'cosO + y' sen6
y = —x'sen6 + y'cos6

Como ejemplo pondremos la hipérbola xy = 1, que giraremos 45°. La grafica original

se muestra en la figura 4-7.

Al sustituir los valores del angulo en las ecuaciones mencionadas tendremos:

xl yl

X = x'cos 45° + y'sen 45° = —+ —

g NN
'sen 45° + y'cos 45° x + Y
= —X Sen coS = —— 4
g Y Ve

Que al sustituir en la ecuacion original tenemos:

xy=1

x oy x oy B
<ﬁ+ﬁ><_ﬁ+ﬁ>_l

Qué al resolver la ecuacion tenemos:

ylz_xlz 4
> =

Escrito como su formula tradicional de hipérbola.




4 ECUACION CUADRATICA

12

2 x
y? 2"
2 2

Qué es una hipérbola con centro en el origen cuya grafica se muestra en la figura
4-8.

—10

Figura 4-7 grdfica de la ecuacion xy =1

—100 20 40 B0 B0 100

Figura 4-8 Rotacidn de 909 de la ecuacion xy = 1
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CONCLUSIONES

El manual es un documento de apoyo a la imparticion de la materia de Geometria
Analitica que cubre las necesidades del profesor de repasar los conceptos

algebraicos y geométricos sin descuidar el tematrio.

Para el alumno es una guia de trabajo de los problemas mas utilizados en la
asignatura en la que encontraran no solo la solucion al ejercicio, sino que adquiriran
los conocimientos previos de algebra y geometria plana necesarios para la
geometria analitica.

Es un libro que pretende ser de cabecera para el alumno en el que trabaje desde
los conocimientos basicos hasta temas mas profundos, pretende que al terminar el
curso de Geometria analitica tenga los conocimientos necesarios para continuar
una carrera universitaria dirigida a cualquier area, es decir, tenga los conocimientos
bésicos requeridos para licenciaturas de areas como ciencias sociales, artes o
humanidades, pero que si decide continuar con una ingenieria o licenciatura en el

area fisico matematico tenga todos los conocimientos necesarios para ello.

Ha sido utilizado como material de apoyo en el Instituto de Estudios Superiores
Patria, situado en Carretera Atizapan Villa Nicolas Romero sin Namero, donde se
encontré que los estudiantes no solo aprueban la materia, sino, que dominan los
temas de geometria analitica y son capaces de resolver problemas geométricos con
facilidad, lo cual se aprecia en la materia de Calculo diferencial, donde son capaces
de reconocer el uso de la Geometria Analitica en el Calculo Diferencial e Integral.

Al presentar el examen de Planea en Educacién Media Superior que aplica la
Secretaria de Educacién Publica de cada afio, se han incrementado el nimero de

aciertos en el area de Geometria Analitica.

También, se ha visto un incremento en el gusto de los estudiantes por la geometria

gue influye en la decision de carrera en el Ultimo semestre de la preparatoria.




0 Bibliografia

Bibliografia

» H. Lehmann, C. (1989). Geometria analitica. Nueva York, E.U.A.: Limusa.

» Benjumeda, F. R, De la Rosa, R. G., Maqueo, M. G., & Gonzélez, P. R.
(2013). Matematicas Ill. México, D.F.: Equipo SM.

» D.C: Murdoch. (1991). Geometria Analitica con vectores y Matrices. Nueva
York, E:U.A.: Limusa.

» E. Moise, E., & L. Downs, F. (1986). Geometria Moderna. Wilmington,
Delaware, E.U.A.: Fondo Educativo Interamericano.

> G. Zill, D., & M. Dewar, J. (2012). Algebra, Trigonometria y Geometria
analitica (Vol. Tercera edicion). México: Mc GRaw Hill.

» Landaverde, F. (1977). Curso de Geometria para secundaria y preparatoria.
México, D.F.: Editorial Progreso, S.A. de C.V.

» Masjuan Torres, G., Arena Daza , F., & Villanuevas Mansilla, F. (2011).
Trigonometria y Geometria analitica (Tercera ed.). Santiago, Chile:
Ediciones Universidad Catdlica de Chile.

» Ramires-Garza, A. |. (2004). Geometria analitica. Una introduccion a la
geometria. México: Facultad de Ciencias UNAM.




Ecuacidn general de la hipérbola

Tabla de llustraciones

Figura 1-1 Puntos en el plano cart@Siano ........ooooii e e e e 10
Figura 1-2 Elementos de un tridngulo reCtangulo ..........cooveeiiiiiiii i 12
Figura 1-3 Triangulos semejantes segun el postulado de Euclides. .........cccceeveiiieeeieciciiieee e, 13
Figura 1-4 Construccién para utilizar el teorema de Pitagoras para el calculo de la distancia entre

Lo T TN o U ] o L3P 15
Figura 1-5 Calcular la distancia entre [0s puntos A Y BC.....occuiiiiiiiiiciiieee e e 16
Figura 1-6 Se aprecian los dos tridngulos equildteros que se forman con las dos posibles soluciones
eI Problema L. .ottt e ettt e st e e s e e e s bt e e e staeesebaeesnbaeeeean 18
Figura 1-7 Se aprecia visualmente que el triangulo es rectdngulo, con los catetos ABy BC. ........... 20
Figura 1-8 Se aprecia que el tridngulo es rectangulo con base AB y altura AC. .......cooecvveveeevnennnenn. 22

Figura 1-9 Para usar la férmula de Herdn de Aljandria consideremos a = AB, b = ACyc = B(C .23
Figura 1-10 Coordenadas de los puntos que forman el rombo, podemos visalizar cuales son las

distancias a calcular: AC, CB, BD Y DA. ......uuuiiiiiiiiiiteeeteeeeeeeeeeeee e e e e e e e e e s e e seeeeanasssrsssrsaseseaeseeaasaeens 25
Figura 1-11 Grafica donde se aprecia que los puntos A, B y C pertenecen a la misma recta, falta
demostrarlo MatemMAtICAMENTE. .....oiii i s s e e e s s errree e e e s s eane 27
Figura 1-12 En una recta real, el punto P seria el punto medio de los puntos Ay B ......cccccccuvvvnnnnns 29
Figura 1-13 Hay que calcular el punto medio P de 10s puntoS AY B...ooveeeeeeeeieiiiiiieecccecccciiiiiees 30
Figura 1-14 Se muestra visualmente las medianas del triangulo ACB formada por los puntos
medios de cada lado y el vértice no adyacente a el. Asi, como el punto donde se intersectan. ...... 31
Figura 1-15 En el eje real, el punto P divide al segmento AB en una razd dada. ........ccccvevveeeennnnneenn. 32
Figura 1-16 Construccidn para calcular en un sistema coordenado la razén en que divide el punto
o TR =Y 4 01T o) (o A - TR USSR 33
Figura 1-17 El punto P se encuentra fuera del segmento AB, por lo que la razén es negativa......... 36
Figura 1-18 Se puede apreciar que los puntos Cy D trisecan al segmento AB, es decir, lo divide en
LS oF: [ (o =TT | L= TP 36
Figura 1-19 Los puntos Cy D trisectan al segmento AB, es decir, lo dividen en tres partes iguales. 37
Figura 1-20 Se busca la razén en que el punto C divide al segmento AB........cccvvveveeiiiciiieeeeeeenieen, 38
Figura 1-21 Todos los puntos que se encuentran en la recta azul representan el lugar geométrico
de los puntos (X,Y) qUE tieNE @bSCISA X=1 ....cccciiiieiciiiie e ettt ree e stee e et e e e s tae e e s aaee e e raeeeenes 40
Figura 1-22 Grafica de 10s puntos (X, ) tales QUE X<A..co..uiiiiiiieeiieeeiee ettt 40
Figura 1-23 Como es una circunferencia con centro en el origen, podemos ver que va a intersectar
a los ejes coordenados en 4 puntos: A, B, CY D....uuiiiiiiiiiiiiieieececcc e 44
Figura 1-24 Se puede apreciar que la grafica solo cruza en un punto (el origen) a los ejes

oo ToT (o [=T g - T [o L3P PP UPTPPUPTN 45
Figura 1-25 La figura muestra los 3 puntos que intersectan el eje de las x, y el punto que cruza el
L[S e [ - 13 U UP PPN 46
Figura 1-26 Se puede apreciar que la pardbola es simétrica con respecto al eje de las x. ............... 47
Figura 1-27 Se aprecia que la pardbola es simétrica con respecto al ejede las ¥ c.cccovveevvvveeernnennn. 48
Figura 1-28 Es un ejemplo de simetria radial con respecto al origen. .......ccccceccvvveeeeeeicciieee e, 48
Figura 1-29 Se muestra que las asintotas de la curva son los ejes coordenados. .........cccceceeeennneeen. 53
Figura 1-30 Se muestran las asintotas de la hipérbola Xx=-3 y y=2 ......cccocieiiiiiiiiiiii e, 54
Figura 1-31 Gréfica de la ecuacion de la pardbola x2 — 4y = 0 .coovcveviriiiiiiniiieie e 56
Figura 1-32 Grafica de la circunferencia X2 + Y2 = 4 ..coooiiiiiriiee e 57




0 Tabla de llustraciones

Figura 1-33 Asintotas delacurva xy — 3y — 5X = 0 cocvvoiiiviieinieecie et 59
Figura 1-34 Graficade lacurva xy — 3Y — 5X = 0urrrviiriiiriieeiieeriee e s 59
Figura 1-35 Grafica amplificadadelacurvaxy — 3y — 5X = Ooceevieiieiiiiiiieiicee e 60
Figura 2-1 Construccién para calcular la pendiente de una recta por medio de tridngulos
SEIMIEJANTES. ..ttt ettt ettt et et eeeeeeee s e e s s e e s baabtebt et b ettt e e et e e e e eaeaeaeaeeeae e e e e aahbtbrtrbettaeaeaeaeeeeeaeens 63
Figura 2-2 pendiente positiva de UNa recta. ........ooooeeeiecicieeee e 66
Figura 2-3 pendiente Negativa de UNa FECLA. .....uuiiii it e e e e aeeeeas 66
Figura 2-4 Muestra las diferentes inclinaciones de la recta y por lo tanto los diferentes angulos que
o =] oT=T oI o] oo - RO PP PUPTN 67
Figura 2-5 El angulo anaranjado es el que se obtiene originalmente, pero el verde es el que
gueremos calcular, ambos son suplementarios, es decir suman 180. ........ccccceeecviiieeeeeeciiieeee e 69
Figura 2-6 la recta forma un angulo de 90° con respecto al eje x, por lo que la pendiente no existe
......................................................................................................................................................... 69

Figura 2-7 Dos rectas paralelas que cruzan el eje x, con ellas podemos aplicar las propiedades
aplicar la geometria plana y demostrar que los dngulos son iguales. .........cccceeveciiiieeeiiiciiieeee e 71
Figura 2-8 Angulos que se forman con 2 rectas perpendiculares, con ellos podemos aplicar la
geometria plana para demostrar que los angulos son inversos y de signos contrarios.................... 72
Figura 2-9 Al cruzarse dos rectas se forman 4 pares de angulos, pero si consideramos la
interseccién del eje de las x con ellas tenemos mas posibilidades para demostrar que las

pendientes son inversas y de SigN0S CONTIArios. ....cccecieeciiiiiiiiiiiiiieeeeeeeee e e e e e e e e e eeeeeeeeeeeeeeannreneranns 74
Figura 2-10 Utilizaremos la férmula de dngulos entre dos rectas para calcular el valor de los
angulos internos del tridngulo formado por 105 puNtos A, B Y C. ...eeeeeeiieciiiieie e ecrieee e 76

n..n

Figura 2-11 Podemos ver que del punto A se suben sobre el eje de las "y" 3 puntos y se recorre a la
derecha una unidad para llegar a C, mientras que para el punto E se bajan 3 unidades y se recorre

UL oI T IR0 [V T T=T oo F- RS 82
Figura 2-12 Las intersecciones de los ejes de la recta 3x+2y-6=0 son A(2,0) y B(0,3) y la pendiente
LI T 0 T PSPPSR 87
Figura 2-13 Utilizaremos las propiedades de tridangulos rectangulos semejante para calcular la

distancia entre UN PUNTO Y UNG FECTA. ..ociveieieiiiiiiiiiiiiiieereeeree e e e e e e e e e e e e e e e s e s e e sseaaasaasaesreerrerrereeeeeaeaasees 90

Figura 2-14 Al graficar los tres puntos nos facilita distinguir cuales son los puntos que debemos
considerar para calcular los puntos medios de cada lado, asi como las pendientes de cada lado del
LR AT 07 ={ U1 [ T RPN 93
Figura 2-15 Podemos ver las mediatrices y el punto donde se intersectan, el circuncentro- .......... 96
Figura 2-16 El baricentro es la interseccién de las medianas, por lo que tuvimos que calcular los
puntos medios de cada lado y con el vértice no adyacente obtenemos la ecuacién de la mediatriz

Lo Lo o F- 1 =T Lo AR 100
Figura 2-17 El ortocentro es la interseccidn de las alturas de cada lado, para lo cual necesitamos las
pendientes de cada lado y el vértice opuesto de cada uno de ellos. ......eeeeeeeeeeeeeeeiiiiiiiiiiiiiiiie, 102
Figura 2-18 La bisectriz es la recta que divide a la mitad el angulo .......ccoevvviciiiiiiiiniiiie e, 103
Figura 2-19 Se muestra el incentro del tridngulo AABC, el punto donde las tres bisectrices de los
ANEUOS INtErn0Ss del tHANGUIO. ..ot r e e e e e eeeaaaaaaaaaas 104
Figura 3-1 Cortes de un cono para formar las diferentes conicas, de color azul se aprecia la

[T 1 21 o To ] - OSSP UPU 108
Figura 3-2 Los cortes del cono en que se aprecian la elipse y el circulo. ....eeeeeeeeeeeiiiiiiiiiiniiiiiie, 108




Ecuacidn general de la hipérbola

Figura 3-3 el corte vertical del cono muestra la hipérbola. .........ccceeviiiiiiiicci e, 109
Figura 3.1-1 Muestra los elementos de la parabola horizontal, la directriz y eje focal de rojo, el

AL g (oY Y I o Yol o 1 STt 111
Figura 3.1-2 Los dos tipos de parabolas horizontales que podemos encontrar. ........ccccceeeeeeeennnee. 113
Figura 3.1-3 Rotacién de los ejes para convertir una parabola horizontal en una pardbola vertical.
....................................................................................................................................................... 114
Figura 3.1-4 Vértice y Foco de la pardbola vertical, donde el foco se encuentra del lado derecho del
vértice, caracteristica de la pardbola vertical. ........ccuuviiii i 119
Figura 3.1-5 Grafica de la pardbola con vértice en V(3, —1) y Foco F(5,—1) ccocciriiinieirieeniene 120
Figura 3.1-6 Tabla de los elementos de la parabola que abre ala derecha...........ccccuvveeiieennnnneen.. 121
Figura 3.1-7 grafica de la parabola con foco F(3,5) ydirectrizy = 1. coooevieiiiiieieieeeeee 121
Figura 3.1-8 Grafica terminada de la parabola con foco F(3,5) y directrizy = 1. ...ccccoervieenennne 122
Figura 3.1-9 Pardbola con Foco F(0, —=11) ¥y V(0,0) .eecueriiriiiienienieenieeieeieeie et 123
Figura 3.1-10 Graficade la pardbola Y2 = —12X — 6..ceevcieiiiiiieieeeecee e 125
Figura 3.1-11 Gréfica de 1a ecuaCion X2-4X-8Y-28=0 ........ccceeeeeeveeereereereeieeereereeseeeeeseeseeseesseeseereenes 130
Figura 3.2-1 Ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A1, —1,B5,3,C3,5................ 140
Figura 3.2-2 la circunferencia tangente al eje x y al eje y, si se sabe que suradioesr = 3y que su
centro estd en el CUArto CURAIANTE .....eiiiiiiiiiiee ettt sbbe e e sabe e s sareeeeas 145
Figura 3.2-3 cuadrado inscrito en 1a Circunferencia ......cccceeeeviieeii i 148
Figura 3.2-4 Grafica de una cuerda perteneciente a una circunferencia y perpendicular a otra....149
Figura 3.3-1 Elipse obtenida N UN CONO. ...cc.eeiiiiiiiiiieee ettt e e e e e e eaaeeee s 150
Figura 3.3-2 Trazo para mostrar la suma del vérticel alos dos foCOS. ......ccvvvvieeiiiiriciiieee e, 152
Figura 3.3-3 Que muestra la relacidn que existe entre los dos semiejes de la elipse. ........cc.uu..e... 152
Figura 3.3-4 Muestra que el centro se encuentra exactamente a la mitad de los dos focos.......... 156
Figura 3.3-5 Elementos de la elipse en los que se puede apreciar los valores de a y c sin tener que

(o T Yol o | Lol U o 13RS 157
Figura 3.3-6 Con rojo podemos apreciar los lados rectos de la elipse. .....ueveeeeeeeeeeeiiiiiiiiiiiiiicicee, 158
Figura 3.3-7 Trazado de la grafica donde se parecian los lados rectos de la elipse. ..........ccuuu..e... 160
Figura 3.3-8 Trazo de la grafica que tiene centro C(—1,2),a = 6,C = 4..coeveiriiiiniiiiiieieeeene 163
Figura 3.3-9 Elementos de la elipse con centro en €(0,4) y Foco (0,7) y Vértice V(0,9).............. 166
Figura 3.3-10 elipse con centro en € (0,4) y Foco (0,7) y Vértice V(0,9) .ccccerveriennirniiniinieniene 167
Figura 3.3-11 Grafica de la elipse con lado recto LR = 5, vertical y centro C(—3, —2) y Vértice

| Gl T3 ) T PSPPI 170
Figura 3.3-12 Elipse de la ecuacion x + 129 4+ y — 4216 = L..covvciiiniiiiiiiiiienieeceeec e 172
Figura 3.3-13 Graficade la elipse X29 4 Y24 =1 ..cciiiriiiiieiieeee ettt 173
Figura 3.3-14 Muestra como seria la elipse cuando la excentricidad se aproxime a cero y cuando se
APFOXIME @ L. oottt ettt ettt eeeeeeeaeeeessassaaa s aasasbabb bbb eabaeeaeeeaeeaeaeaeeeens 175
Figura 3.3-15 Elipse cuya ecuacidén es 9x2 + 4y2 — 72x + 40y + 208 = 0.ccovrvvervrereenieeeeen, 180
Figura 3.4-1 Formacion de la elipse a partir de Un CoNO0. ....oociiiiiiiiiiiiiieec e 183
Figura 3.4-2 Se muestra la diferencia de las distancias del vértice 1 a los focos ..........ccceecuunnnnnnns 185
Figura 3.4-3 Grafica del lugar cuya diferencia de sus distancias a los puntos F1(7,2) y F2(—1,2) es
B et e e —e e e e ——e e ettt e e e ——ee e e ———e e e ——te e e —teeea—tteeatteeeahteeeaateeeaateeeatreeeanrteeeanraeeearreaenn 189

Figura 3.4-4 grafica de la hipérbola que tiene como focos F1 — 4,2, F22,2 y vértices V(—3,2)...191




237

0 Tabla de llustraciones

Figura 3.4-5 la hipérbola cuyos extremos del eje imaginario son (0,3) y (0, —3), y la longitud del

[QAO FECEO ©S5 B, ..ttt ettt ettt e et e st e e s s bt e e s sabteesabeeesabaeesabaeesaabteesaabaeesnntaeesareeas 195
Figura 3.4-6 hipérbola cuya ecuaciones x —524 —y 4+ 1249 =1 ..cccovvivviiineinieene e 197
Figura 3.4-7 grafica de la ecuacion de la hipérbola x225 — 236 = 1 ..cccvevciivieiniieieeie e 199
Figura 3.4-8 hipérbola que tiene C(1,—3), F1(1, =6)y V1(1, =5) ccceoreiienirieeeceirene e 202
Figura 3.4-9 hipérbola y — 524 — x 4 129 = 1 .t 204
Figura 3.4-10 Gréfica de la hipérbola cuyo centro es €(4,5) y uno de sus focos es F(8,5)Y la

Ly (ol ] Y A g ToiTe - I T/ URR TSR 206
Figura 3.4-11 hipérbola con centro en C(—2,2) y vértice V1(—2,3), y asintota x + 5y — 8 = 0.211
Figura 3.4-12 Gréfica de la hipérbola cuya ecuacién es x + 2210 —y + 4225 =1 ...ccocceeeeeene 215
Figura 3.4-13 Hipérbola cuya ecuacidn es y2 — x + 927 =1 .cccooiiiiiiiiiiieiieeeeeeeeeeeeeee 217
Figura 3.4-14 Hipérbola cuya ecuacidn es 2y2 —9x2 — 18x + 20y + 5 = 0.ccevrrvrrieirieennenn 219
Figura 4-1 Grafica de la hipérbola cuya ecuaciones y2 — 6x + 2y = 0.ccovvcvevevcreeeniieeeiieneeen, 223
Figura 4-2 Grafica de la ecuacion —2x2 —4y2 +8x — 4y + 3 = Oeevceeereieiiiiiieeeeeeeeeeeee 224
Figura 4-3 Grafica de la ecuacion cuadraticadonde A =1,B=1,C =2,D = —-10,F = 30....... 225
Figura 4-4 Gréfica de la ecuacion Y2 + 6 + 9 = 0.ooerriiiiiiiiiiec e 226
Figura 4-5 Gréfica de la ecuacidon 4x2 — 24xy + 11y2 + 56x — 58y + 95 = 0 .cceevrervrncnennne. 228
Figura 4-6 Grafica de la ecuacion x2 + 2xy + Y2+ 2x — 2y — 1 = Oueeerrrvieiiniiiienieeeeiee e, 229




Ecuacidn general de la hipérbola

Apéndice

GeaGebra

Geogebra es un software de codigo abierto, disponible gratuitamente en

www.geogebra.org. Es de interfaz amigable y muy facil de utilizar. Se utiliza para

facilitar la ensefianza del algebra, geometria, célculo y estadistica. Trabaja graficos

en 2D y 3D, asi como animaciones y deslizadores.

Como ya se menciond, el manual utilizé el programa Geogebra para la construccion

de los gréficos e ilustraciones. El objetivo del documento no es ensefiar el uso del

programa Geogebra, sin embargo, en esta seccion encontraras links donde

encontraras manuales y videos para aprender a utilizar el programa.

Instituto Tecnoldgico de Costa Rica, Escuela de Mateméticas, 2010, “Manual
para Geogebra, Guias para geometria dinamica, animaciones Yy
deslizadores. Encontrado en
https://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/Secciones/Temas_de_Geometr
ia/ABorbon_ManualGeogebraV11N1_2010/1_ABorbon_ManualGeogebra.p
df.

GeoGebra 5.0.Guia de inicio rapido para la versién de escritorio, encontrado

en https://wiki.geogebra.org/uploads/d/de/Geogebra-quickstart-es-50-
desktop.pdf

Hohenwarter M., Hohenwarter J., Documento de Ayuda de GeoGebra,
manual oficial de la version 3.2 , Ultima modificacion 18 de Septiemnre del

20009, GeoGebra Website  www.geogebra.org. Encontrado en

https://app.geogebra.org/help/docues.pdf

En los siguientes enlaces encontraras ejercicios relacionados con la geometria

analitica para reforzar los conocimientos adquiridos en el presente manual.
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