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Resumen

El documento que se presenta a continuacién tiene como tema la propa-
gacion de ondas en tejido ventricular, desde su generacion a nivel celular,
hasta su representacion en sistemas dinamicos.

Con la finalidad de familiarizarse con los conocimientos implicitos de los
modelos para tejido excitable, el primer capitulo de este trabajo expone una
explicacion del proceso bioldgico que posteriormente se modela.

A manera de antecedentes, el segundo capitulo presenta y explica modelos
matematicos que han sido precursores del tema.

En el tercer capitulo se desarrolla un modelo para propagacién de ondas
cardiacas. Y por ultimo, en el cuarto capitulo se muestran los resultados re-
levantes encontrados en el tercer capitulo y su relacién con la parte fisioldgica
en la cual estan establecidos.

A través del texto, en una primera instancia, se identifican y explican
aspectos fundamentales para el planteamiento de modelos matematicos para
tejido excitable para posteriormente conjuntarse con un modelo en particular.

Basado en el articulo de R.Hinch, Stabzlity of Cardiac Waves, el tra-
bajo que se muestra es un esfuerzo por comprender las bases de conocimiento
fisiologico y de razonamiento abstracto, que hacen posible la representacion
de una funcién vital especifica por medio de un modelo matematico.






Capitulo 1

Fisiologia

1.1. La célula

La unidad bésica de los cuerpos con vida es la célula. Cada organismo
multicelular es un agregado de muchas células diferentes unidas bajo estruc-
turas intercelulares de soporte. Las células estan adaptadas para desarrollar
una o varias funciones en particular; aunque todas presentan caracteristicas
basicas parecidas de transformacién de nutrientes en energia y eliminacion
de los mismos. Las células de un cuerpo viven y funcionan correctamente en
tanto se mantengan las condiciones de normalidad de su medio.

El cuerpo humano cuenta con aproximadamente 10'? células organizadas
en estructuras funcionales. Estas células viven escencialmente en un mis-
mo medio constituido por liquido extracelular el cual, en el cuerpo humano,
corresponde aproximadamente a una tercera parte del liquido total. Las dos
terceras partes restantes del total del liquido corresponden a liquido intrace-
lular. En el liquido extracelular se encuentran, entre otras sustancias, iones
y nutrientes que las células requieren para mantener sus funciones. El liqui-
do extracelular contiene grandes cantidades de iones de sodio y cloruro. En
cambio, la constitucién del liquido intracelular es diferente, este contiene una
gran cantidad de iones de potasio, fosfatos y proteinas[1].
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1.2. Estructura general de la célula

En general, las células se componen de las siguientes estructuras basicas:

= Membrana: estructura constituida por lipidos y proteinas que envuelve
a la parte activa de la célula.

= Citoplasma: parte de la célula que contiene los organulos celulares y en
la que se desarrollan la mayoria de las funciones celulares bioquimicas.

= Nicleo: parte de la célula cuya funcién es la de almacenamiento de la
mayor parte del material genético generador del proceso de mitosis'.

| _Membrana
s

Citoplasma

Nucleo

Figura 1.1: Estructura general de las células

Por la importancia que representa para este trabajo, inicamente considerare-
mos las funciones de la membrana celular, pues es la estructura cuya funcién
es la de transportar sustancias del liquido extracelular al liquido intracelular
y viceversa.

1Es el reparto equitativo del material genético (ADN) para formar células hijas genéti-
camente idénticas.
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1.2.1. Membrana celular

La membrana celular es la estructura que aisla y conecta a la célula con

el medio en el que vive. Esta constituida por una bicapa de lipidos que con-
tienen moléculas de proteinas las cuales pueden atravesar por completo la
membrana.
La membrana es el punto de contacto entre el interior y el exterior de la
célula. Es a través de la membrana celular que la célula obtiene y secreta
sustancias que le permiten un buen funcionamiento. La funcién principal de
la membrana es entonces, el transporte de sustancias.

Para el transporte de sustancias existen dos tipos de procesos basicos: Trans-
porte pasivo 6 difusion, el cual se realiza a favor de un gradiente de concen-
tracion 6 de potencial electroquimico y que no requiere gasto de energia ;y
transporte activo, éste se realiza en contra de un gradiente de concentracion
6 de potencial electroquimico y requiere de gasto de energia.

-+- Estrueturas molecularas

da prateing y lipidos

Figura 1.2: Estructura de la membrana celular.
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1.2.2. Proceso de difusion

Desde el punto de vista fisico, el proceso de difusiéon se puede pensar como
un movimiento Browniano? de particulas, iones, moléculas, etc. que se en-
cuentran en los componentes biolégicos y que, a nivel macroscopico, presenta
cierto orden o patrén de comportamiento.

Los medios intracelular y extracelular contienen suspendidas moléculas e
iones en determinada concentracion. Estas moléculas e iones de los liqui-
dos corporales estan en constante movimiento aleatorio el cual se manifiesta
como energia en forma de calor. La energia se transfiere de molécula a molécu-
la o de molécula a iones o a cualquier particula en suspension, creando un
movimiento continuo conocido como difusion.

La difusién implica el movimiento de sustancias a través de los espacios in-
termoleculares de la membrana 6 en combinacién con alguna proteina trans-
portadora.

A nivel celular, los procesos de difusiéon se llevan a cabo a través de la mem-
brana celular, estos procesos de difusién se distinguen en dos tipos: simple y
facilitada.

La difusion simple se produce a través de espacios intermoleculares o apertu-
ras en la membrana. La difusién facilitada necesita la intervencion de alguna
proteina transportadora con las moléculas o los iones.

La difusion simple a través de la membrana celular se produce mediante
dos vias:

= Una que depende de la liposolubilidad de la sustancia a transportar, es
decir, del grado en que se disuelvan las sustancias en los lipidos (pues
la membrana estd constituida de estos),

= v otra que depende de canales protéicos, contenidos en la membrana,
que van desde el medio extracelular al intercelular.

2Movimiento aleatorio que se observa en algunas particulas microscépicas que se hallan
en un medio fluido. Recibe su nombre en honor a Robert Brown quien lo describe en 1827.
El movimiento aleatorio de estas particulas se debe a que su superficie es bombardeada
incesantemente por las moléculas del fluido sometidas a una agitaciéon térmica.
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Figura 1.3: Transporte de sustancias en la membrana.

1.2.3. Canales protéicos

Los canales protéicos de la membrana celular proporcionan vias de trans-
porte acuosas a través de los intersticios de las moléculas protéicas. Se dis-
tinguen por ser selectivamente permeables a algunas sustancias y por abrirse
o cerrarse mediante un sistema de compuertas. Los canales protéicos que
permiten el paso de iones reciben el nombre de canales ionicos®. De la aper-
tura o cerradura de los canales protéicos depende en cierto grado el control
de la permeabilidad de la membrana. La apertura de los canales se controla
principalmente por dos vias: La primera responde a una diferencia en el
potencial eléctrico o voltaje de la membrana y que es el mecanismo por
el cual funcionan los canales i6nicos. La segunda responde a la uniéon de sus-
tancias quimicas con la proteina molecular de la membrana, la cual, cambia
su conformacién producto de dicha union.

3Los fisi6logos A. Hodgkin y A. Huxley estudiosos del comportamiento de células ner-
viosas y ganadores del Premio Nobel en 1963, proponen en su modelo matematico la
existencia de canales i6nicos en la membrana celular.
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Figura 1.4: Canal protéico o iénico.

1.3. Tejido excitable

Entendemos como tejido a un conjunto de células que comparten funcio-
nes similares.
En los organismos algunas células son excitables, es decir, capaces de autoge-
nerar impulsos electroquimicos en sus membranas. El tejido excitable tiene
la particularidad de responder y desarrollar algin tipo de actividad cuando
éste es expuesto a estimulos eléctricos.
El tejido excitable se divide en dos grandes grupos: tejido nervioso y teji-
do muscular. Ambos tienen el mismo principio de funcionamiento: a través
de cambios en los potenciales de membrana. Se conoce como potencial de
membrana a la diferencia de potencial eléctrico del interior de la célula con
respecto al potencial eléctrico del exterior.

1.3.1. Potenciales de membrana

Las membranas de casi todas las células del organismo presentan poten-
cial eléctrico, en particular, las células del tejido excitable.



1.3. TEJIDO EXCITABLE 15

El potencial de membrana estd estrechamente ligado al transporte de

sustancias del liquido intracelular al extracelular y viceversa, pues entre las
sustancias intercambiadas se encuentran iones los cuales poseen cierta carga
eléctrica.
En el organismo humano la baja cantidad de potasio que contiene el liquido
extracelular, comparativamente con el liquido intracelular, hace que el pota-
sio se difunda del interior al exterior de las células produciendo un transporte
de cargas positivas al exterior. El proceso anterior crea un efecto de electropo-
sitividad en el interior y de electronegatividad en el exterior. Andlogamente,
el exterior celular contiene grandes cantidades de sodio y el interior celular
contiene bajas cantidades de sodio. Los iones de sodio cargados positivamen-
te se difunden al interior de la membrana y se produce un efecto similar al
anterior, pero de mayor electropositividad en el interior de la célula y elec-
tronegatividad en el exterior. Los procesos anteriores en conjunto crean el
potencial de membrana.

Difusion de potasio
al exterior celular Na

astado estado

clectropesitive Na*

Na*

estado estado
electropositivo electronegativo

Difusion de sodio
al interior celular

Figura 1.5: Potencial de membrana.

4Cabe mencionar que el potasio y el sodio no son las tnicas sustancias que pueden
crear el potencial de membrana, los iones de calcio representan una parte muy importante
en el proceso de funcionamiento del corazén.
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Cuando el potencial de membrana se somete a cambios bruscos o rapidos
de los factores que generan el potencial de difusién®, es decir, cambios en:

= permeabilidad de la membrana a cada ién,
= concentraciones de los iones en el interior y exterior de la membrana,
Entonces se manifiesta un potencial de accion.

El potencial de accion viaja a través de fibras nerviosas y musculares trans-
mitiendo un cambio de voltaje que codifica informacién.®

El potencial de membrana tiene un estado de reposo que corresponde al
estado en que las fibras del tejido nervioso y muscular no transmiten senales.

1.3.2. Excitacion: proceso de produccion del potencial
de accién

El proceso de potencial de accion se inicia cuando el potencial de membra-
na tiene una elevacion inicial o cambio ”suficientemente” grande. El potencial
en reposo, negativo en estado normal, cambia de negativo a positivo y nueva-
mente a negativo. Esto se alcanza cuando la entrada de iones de sodio supera
la salida de iones de potasio y se conoce como umbral de estimulacion.
Para conducir una senal el potencial de accién se desplaza de extremo a ex-
tremo en las fibras.

El potencial de accién consta de las siguientes fases:

1. Fase de reposo o polarizacion.

2. Fase de despolarizacién: que consiste en la entrada de iones de sodio
por la apertura de canales de sodio y cuya accién neutraliza el efecto
polarizado.

3. Fase de repolarizacion: posterior a la apertura de los canales de sodio,

estos empiezan a cerrarse mientras inicia la apertura de los canales de
potasio.
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Figura 1.6: Registro de potencial en fibra nerviosa.

El potencial de accion puede ser desencadenado por diferentes factores que
pueden producirse por:

= alteraciones mecanicas como aplicar presién en terminaciones nerviosas
para excitar las fibras,

s efectos quimicos como los que producen los neurotransmisores,

= por paso de electricidad a través de la membrana como en las células
musculares de corazon e intestino.

5La polaridad de la carga eléctrica de cada i6n también genera potencial de difusién,
en este caso no se considera pues dicha polaridad es fija para cada ién.

6Como ejemplo de transmisién de informacién encontramos las sefiales nerviosas, mis-
mas que se trasmiten mediante potencial de accién.
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1.3.3. Propagacion del potencial de accion

Un potencial de acciéon obtenido en un punto de la membrana, general-
mente, excita porciones adyacentes de la misma. Una fibra excitada en una
porcion desarrolla bruscamente mayor permeabilidad al sodio, con lo cual se
crea un flujo de corriente en la membrana celular. El flujo de corriente en la
membrana celular, a su vez, hace que el potencial de accién se extienda en
forma explosiva. Este proceso corresponde a la fase de despolarizacion y se
extiende a lo largo de la fibra dando lugar a un impulso nervioso o muscular.

El potencial de accion se propaga en direcciéon tal que se aleja del estimulo a
lo largo de las fibras y hasta que toda la membrana queda despolarizada.

Direccion de propagacion

membrana

TN potencial de
M ]

I

|

|

|

|

+ - -
l ) fibra nerviosa

Distancia (cm)

Figura 1.7: Propagacion de potencial en fibra nerviosa.

Una vez desencadenado el potencial de accion, éste se propaga y viaja por
toda la membrana si las condiciones son adecuadas, o no viaja en lo absoluto
si las condiciones no lo son.”.Si el potencial de accién alcanza un punto de la

"Esto se conoce como principio de todo o nada.
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membrana que no genera suficiente voltaje para estimular las dreas adyacen-
tes la propagacion de la despolarizaciéon se detiene, es decir, la propagacion
del potencial se bloquea.

Una vez que se ha producido un potencial de accién, no se puede pro-
ducir un nuevo potencial en la misma fibra excitable mientras la membrana
esté todavia despolarizada por el potencial de accién precedente. La duracién
en tiempo en la cual una fibra excitable no se puede estimular se conoce como
periodo de refractario.

1.4. El corazon

El corazén es el principal érgano del aparato circulatorio. Estd forma-
do por musculo auricular, ventricular® y fibras excitadoras y conductoras y
actia como una bomba que aspira e impulsa la sangre.

El 6rgano del corazén consta de una estructura compleja que se puede dividir
de acuerdo con su estructura y funcionalidad.

Estructuralmente el corazén tiene cuatro camaras:

Dos inferiores que corresponden a los ventriculos derecho e izquierdo y dos
superiores que corresponden a las auriculas derecha e izquierda. Basicamente
la estructura fisica del corazon, o lo que podemos entender como soporte,
esta constituido, en su mayor parte, por fibras musculares cuya funcion es la
de contraccion.

Funcionalmente, dentro de la estructura muscular del corazén se distin-
guen tres agrupamientos diferentes de células. Un primer grupo tiene la fun-
cion de generar el potencial de accion y cuya particularidad es la de presentar
autoexcitacion. Un segundo grupo celular tiene la funcién de conducciéon del
potencial de accion a través de la estructura del corazon. Y, por iltimo, un
grupo celular encargado de la funcion de contraccion.

8Los miisculos auricular y ventricular tienen estructura estriada de misculo esquelético,
por lo que son capaces de contraerse.
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Corazodn: corte transversal

e

A: Alricula
V: Ventriculo

— — Estructuras

Figura 1.8: Estructura del corazon.

1.4.1. Propiedades eléctricas del musculo cardiaco

La estimulacién eléctrica de las células cardiacas produce un potencial
de acciéon que, al propagarse, inicia un proceso de contraccién celular. La
contraccion de las células del musculo cardiaco tiene como finalidad la pro-
duccion de un latido, mismo que a su vez, tiene como consecuencia final la
formacion del ciclo cardiaco.

La trasmisién del impulso en el miocardio consta de una fase de despo-
larizacién y una fase de inversion de la polaridad. Estas fases tienen como
principio de funcionamiento la apertura de canales i6nicos.

La despolarizacion es producto de la apertura de canales rdapidos de so-
dio, llamados de esa forma, porque permanecen abiertos muy poco tiempo
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(orden 10™°seg) y canales lentos de calcio y sodio que permanecen abiertas
considerablemente mas tiempo (107%seg) °. La fase de repolarizacién se debe
a la apertura de canales de potasio.

Para todos los procesos anteriores, el funcionamiento de apertura de los
canales es producto de la diferencia de voltajes entre el interior y el exterior
de la membrana celular.

Caracteristicas del musculo cardiaco

= La principal diferencia del musculo cardiaco con el resto del tejido mus-
cular es el tiempo de duracién de la contraccion. La duracién de la
contraccion en el musculo cardiaco es considerablemente mayor. Por lo
anterior, el periodo refractario del musculo cardiaco es también consi-
derablemente mayor.

» El potencial de membrana en reposo!® para el musculo cardiaco es de
aproximadamente —90mV.

= Durante la fase de despolarizacion el potencial de membrana del muscu-
lo cardiaco alcanza 20mV .

= El proceso de despolarizacién de las células cardiacas tiene una duracion
aproximada de 2mseg.

» La despolarizacion es seguida de una fase de meseta y repolarizacion que
dura alrededor de 200mseg o mas. Como consecuencia, la repolarizacion
no se completa hasta que el proceso de contraccién ha pasado de la
mitad.

9La apertura de dichos canales de calcio es lo que hace que el tejido del miocardio
tenga un comportamiento distinto del resto del tejido muscular, pues el tejido del corazén
se caracteriza por tener una fase considerablemente mas larga de polarizacion.

0Cuando la célula se encuentra con potencial de membrana de reposo se conoce como
estado polarizado
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Fase de meseta y repolarizacicn

+20 +—

Milivoltios

Despolarizacicn

250

Milisegundos

Figura 1.9: Potencial en musculo cardiaco.

1.5. Propagacion del potencial eléctrico en el
musculo cardiaco

El tejido muscular cardiaco no responde de manera homogénea al estimulo
eléctrico. Dentro de la conformacién del musculo existen grupos celulares
especializados, cada uno con caracteristicas particulares de permeabilidad!?,
a través de los cuales se genera y conduce el potencial de accién.

1.5.1. Sistemas especializados de estimulacién y con-
duccion del corazon

Por el tipo de funciones que realizan en el corazon se distinguen cuatro
estructuras:

1. Nédulo SA(Sinusal)

HCada grupo celular tiene caracteristicas funcionales que se cree estdn determindas
por la permeabilidad de las células a ciertas sustancias, en el caso del tejido cardiaco, la
funcionalidad de cada tejido en el estimulo, depende de la permeabilidad al sodio.
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2. Nédulo AV(Auriculoventricular)
3. Vias internodulares

4. Sistema ventricular de Purkinje

Vias Internodulares
Haz de His

Medula

SA = Nadulo AV

Figura 1.10: Sistemas de estimulacién y conduccion del corazon.

Nédulo SA

El nédulo SA se ubica en la parte superior de la auricula derecha. Esta cons-
tituido por musculo especializado situado en la pared auricular. Tiene fibras
que carecen de filamentos contréactiles y que se conectan directamente con las
fibras musculares de la auricula, haciendo que cualquier potencial de accién
que ahi se genere se propague inmediatamente a la pared muscular. El nédu-
lo SA tiene fibras que son capaces de autoexcitarse, via apertura de canales
de sodio, y de causar descargas con contracciones ritmicas para controlar el
latido.
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El potencial de reposo para las fibras del nédulo SA es de —55 a —60 mi-
livoltios'?, comparativamente menor que en las células ventriculares. A éste
nivel de electronegatividad los canales rapidos de sodio estan cerrados; de
manera que que la generacion del potencial de accion se da a través de los
canales lentos de sodio y calcio.

La elevada concentracién de iones de sodio en el liquido extracelular junto
con la electronegatividad natural en el interior celular produce filtracion gra-
dual de iones de sodio, los que aumentan el potencial de membrana hasta su
valor umbral de —40mwv, que es donde se activan los canales lentos de sodio
y calcio.

Simultaneamente, los canales de potasio se activan permitiendo que el po-
tencial intracelular regrese a su estado de reposo. Los canales de potasio se
desactivan en un proceso mas lento.

Con la salida de potasio de la membrana celular y posterior a alcanzarse el
estado de reposo del tejido, se da un efecto de hiperpolarizacién (exceso de ne-
gatividad) temporal. La membrana celular llega a alcanzar de —55 a —60muv
al momento en que termina el potencial de accion. Finalmente, la membrana
regresa a su punto umbral por la filtracién de iones de sodio, credndose de
nuevo un potencial de accién con el cual el proceso inicia nuevamente.
Como consecuencia, el potencial de accion se desarrolla mas lentamente que
en las fibras ventriculares, y de igual forma, sucede con el proceso de repola-
rizacién.

Vias internodulares

Los extremos del nédulo SA se conectan directamente con el musculo
auricular a través de fibras situadas alrededor del musculo. El potencial de
accién viaja del nédulo SA hacia afuera de éste (lo cual sucede casi siempre,
pues recordemos que el potencial de accién viaja en direccién opuesta de
donde se genera) y a través de las fibras auriculares. Las fibras auriculares
diseminan el potencial de accién por la masa muscular auricular.

El conjunto de fibras del musculo auricular y cuya funcion es la de con-
ducir con mayor velocidad el potencial de accién generado en el nédulo SA
se conoce como vias internodulares. Estas fibras conectan en sus extremos al
nodulo sinoauricular(SA) con el nédulo auriculoventricular(AV).

12En el nédulo SA las membranas celulares son naturalmente permeables al sodio.
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Nédulo AV

El sistema de conduccién del potencial de accién esta organizado de for-
ma tal que el estimulo cardiaco no pasa directamente de las auriculas, que
es donde se produce, a los ventriculos con demasiada rapidez. El nédulo au-
riculoventricular retiene el estimulo el tiempo suficiente que requieren las
cavidades auriculares para vaciar el contenido sanguineo en las cavidades
ventriculares. El retraso se da en la zona de penetracién a los ventriculos, y
dura aproximadamente 0,04seg. A nivel celular, el retraso se ocasiona por-
que en esa porcidén existen pocas conexiones intercelulares comunicantes en
el tejido.

Sistema ventricular de Purkinje

La conduccién del impulso del potencial de accién del Nédulo Auricu-

loventricular al musculo ventricular, se da a través de la estructura formada
por el Haz de His, también conocido como Haz Auriculoventricular. El Haz
de His contiene en su estructura al sistema ventricular de Purkinje.
El sistema ventricular de Purkinje esta constituido por células especializa-
das que conducen el estimulo a velocidad considerablemente mayor que las
células que forman el tejido ventricular. Se cree que en las fibras de Purkinje
existe una alta permeabilidad ionica en las uniones intercelulares, lo que hace
que la velocidad de la transmision del estimulo aumente[l].

Dada la distribucién de tejido de Purkinje en el corazon, el impulso llega
al tejido ventricular de manera casi simultanea, de ahi que la contraccién
ventricular se de adecuadamente.

Una vez que el estimulo alcanza el musculo ventricular, el potencial de
accion genera una onda eléctrica la cual viaja a través del tejido, desencade-
nando la contracciéon de las células ventriculares produciéndose un latido.

El mecanismo del potencial de accion que registra cambios transmembra-
nales en el tiempo es el resultado del flujo de corrientes via movimiento de
tones en la membrana celular.

Este mecanismo se puede reproducir utilizando un modelo de la membrana
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celular en forma de un circuito eléctrico equivalente, donde la membrana ce-
lular actia como una capacitancia en paralelo con una serie de resistencias
representados por los canales ionicos|3].

El préximo capitulo expone modelos matematicos que representan el com-
portamiento del impulso eléctrico a través de diversos tejidos y que en buena
medida se pueden considerar como antecedentes del modelo desarrollado en
este trabajo.



Capitulo 2

Modelos para tejido excitable

Una de las funciones celulares mas importantes es la regulacién del po-
tencial de membrana a través del control de canales i6nicos. Células como
neuronas y células musculares usan el potencial de membrana como senal
para producir reacciones tales como secreciones responsables de mecanismos
como la sinapsis y la contracciéon muscular, entre otros. El tejido excitable,
tras recibir un estimulo, no regresa a su potencial de equilibrio atin cuando
el estimulo ha sido retirado; de hecho, las células del tejido excitable generan
un potencial de accién antes de regresar a su estado de reposo.

Existen reportes de estudios, anteriores al siglo XX, sobre el tejido excita-

ble . Pero no es sino hasta mediados del siglo XX con los avances tecnolégicos
que se profundiza en el tema cuando se hace posible la medicién del flujo de
corriente a través de la membrana celular con el uso del método de pinza de
voltaje.
La pinza de voltaje!lconsiste en un generador de corriente que mantiene un
potencial de membrana fijo y dos electrodos conectados a un amplificador
que registran la diferencia de voltaje entre el interior y el exterior de la mem-
brana celular. Al existir variaciones de voltaje, para mantener el potencial
de membrana fijo, el generador de corriente produce una corriente igual en
magnitud pero opuesta a la corriente iénica.

A partir de estas mediciones, se pueden estimar cambios de magnitud y
tiempos de reaccion de la permeabilidad de la membrana a ciertos iones como
funcion del potencial de membrana.

'Método inventado en 1940 por Keneth Cole y George Marmount.

27
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El método de pinza de voltaje que hizo posible la medicion del flujo de
corriente a través de la membrana celular di6 paso al estudio del comporta-
miento de las corrientes iénicas de sodio y potasio responsables de generar el
impulso nervioso.

El modelo matematico de Hodgkin-Huxley 2fue el primero que reprodujo exi-
tosamente observaciones experimentales para tejido excitable[4]. Los experi-
mentos realizados por A.Hodgkin y A.Huxley probaron que la permeabilidad
de la membrana celular al sodio y al potasio esta directamente influenciada
por el potencial de membrana, que es el principal responsable de la genera-
cién del potencial de accion[T7].

Es a partir del modelo planteado por Hodgkin y Huxley que se han
utilizado principios similares en el planteamiento de modelos pa-
ra todo tipo de tejido excitable, entre estos, para tejido cardiaco.

amplificador

> ]
I—u——.

electrodo en liquido

electrodo de voltaje /
N uu?uu V4 7
() célula nerviosa )

PINZA DE VOLTAJE

Figura 2.1: Pinza de voltaje

2Para fines practicos, en este capitulo haremos referencia al modelo de Hodgkin Huxley
como HH.
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2.1. Modelo de Hodgkin-Huxley

El desarrollo exitoso de un método experimental eficiente® para medir los
cambios de potencial entre el interior y el exterior celular hizo posible la re-
presentacion matematica del comportamiento de flujos en los canales iénicos.
El método de pinza de voltaje concretado por los fisiélogos A.Hodgkin y
A.Huxley (1952), creé el marco conceptual para la investigacion de tejidos
excitables.

2.1.1. Hipoétesis fisicas para el modelo de Hodgkin-
Huxley

El tejido excitable funciona como un circuito eléctrico[9]?.

= La corriente a través de la membrana es movida por iones de sodio,
potasio y otros iones no identificados.

= Las corrientes ionicas son independientes unas de otras.

» La fuerza motora de los iones se produce por la diferencia de concen-
tracién entre el interior y el exterior de la membrana celular.’

Las variables utilizadas en el modelo HH corresponden a:
V' potencial de membrana,
C capacitancia de la membrana celular,

Jna conductancia para el sodio,

g, conductancia para el potasio,

3La invencién de la pinza de voltaje permitié el desarrollo de los métodos experimentales
que estudian el comportamiento de tejido excitable. Previo a la invencién de éste método,
los datos obtenidos en las mediciones experimentales eran, generalmente, erraticos.

4Un circuito eléctrico es un dispositivo que se describe en términos de cantidades fisicas
como voltaje (V) y corriente (I). El voltaje se puede pensar como la presién que empuja
electrones en un medio conductor y la corriente como la medida del flujo de electrones.

5Los iones viajan de gradientes de mayor concentracién a gradientes de menor concen-
tracién llevando consigo una carga eléctrica, esto se conoce como Potencial de Nernst.
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¢, conductancia para otros iones®,

V; Voltaje de reposo para el ién i,

1, corriente inducida,

m funcién asociada a la activacion del canal iénico por sodio,

n funcién asociada a la activacion del canal iénico por potasio,

h funcion asociada a la desactivacion de canal por cargas de sodio,

«;, B; funciones exponenciales de ajuste para el comportamiento de apertura
y cerradura de canal para la funcién i( tasa de transferencia de iones
al interior y al exterior de la célula).

2.1.2. Planteamiento del modelo

El modelo de HH consta de cuatro ecuaciones, una que corresponde a la
dindmica de voltaje y las otras tres correspondientes a la dinamica de acti-
vacion de canales.

Para la ecuacién relacionada con la dindmica de voltaje, se utiliza una ecua-
cion de cable que represente el circuito eléctrico asociado al modelo. Las
ecuaciones relacionadas con la dinamica de los canales describen el compor-
tamiento de las conductancias que, a su vez, determinan la corriente para
cada canal.

2.1.3. Ecuacion de cable

La membrana celular separa diferentes concentraciones idnicas en el in-
terior y exterior celular generando con esto una diferencia de voltajes. El
método de pinza de voltaje fija el potencial de membrana y registra la corrien-
te necesaria para mantener dicho potencial constante.

En los estudios experimentales realizados por Hodgkin-Huxley se logré aislar
cada corriente i6nica por medio de la inhibiciéon quimica de las sustancias

6El subindice [ corresponde a las corrientes generadas por iones distintos a sodio y
potasio.
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involucradas en las corrientes. Una vez aisladas las corrientes se puede su-
poner que son independientes unas de otras; la corriente que fija el voltaje
representa en el modelo una corriente inducida.

El circuito eléctrico que modela la corriente eléctrica a través de la mem-
brana celular es un circuito en paralelo con la siguientes estructura:

C corresponde a la capacitancia’ de la membrana, ¢;%a la conductancia para
el i6n 2, V; corresponden al voltaje de reposo para el ién i ,I; denotara la
corriente para el ion .

Exterior celular

Wna _Vk ATH

Interior celular

Figura 2.2: Circuito utilizado para el modelo HH.

Usando la ley de Ohm y la funcién del condensador tenemos que:
V =RI,
CV =1

Siendo R una medida que indica el impedimento de flujo de corriente, y g

una medida de conductancia dada por g = %.

"La capacitancia de la membrana hace referencia a la propiedad natural de la membrana
de retener la energia electrostéatica.

8La conductancia hace referencia a la inversa de la resistencia (oposicién que recibe un
conductor al movimiento de electrones).
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Entonces,
I
V=-=Vg=1
g
A partir de los datos obtenidos experimentalmente, el modelo supone que
la corrientes son dependientes del tiempo, pues al aplicar voltajes fijos las

conductancias dependen del tiempo?.

Para cada conductancia'®tenemos la relacién:

_ -[TLCL
Ina = V——Vm’
9k = VoV,
9= V-V

Tomando en cuenta que experimentalmente se induce una corriente eléctri-
ca y usando la primera ley de Kirchhoff'!, entonces la corriente iénica total
queda determinada por la suma de las corrientes iénicas para el sodio, pota-
sio y otros iones junto con un término de corriente inducida I,,.

La corriente generada por los canales estara dada por:
I:Ina+[k+jl7

por lo que si: .
cv=I
CV = gua(V = Vi) + gu(V = Vi) + au(V = V).

Dado que cada canal tiene una conductancia particular, provisionalmente nos
referiremos a estas como ¢; y, posteriormente en el trabajo, se mostrara como

9Estos se puede ver pues al pasar de un voltaje a otro de mayor intensidad las conduc-
tancias no aumentan instantdneamente, aumentan cuando pasa cierto tiempo y alcanzan
un nivel fijo.

10E] comportamiento de las conductancias puede variar para cada tejido en especifico,
en el caso del axdon utilizado en el modelo, la relacién que se encontrd fue lineal.

HEsta ley sostiene que dado un punto de unién o nodo de un circuito, la suma de las
corrientes que entran es igual a la suma de las corrientes que salen.
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se determinan.

Utilizando que la corriente inducida I, es igual pero de signo opuesto a
la corriente generada por los canales, la ecuacion de un segmento de cable
correspondiente al modelo es:

CV = —gna(V = Via) = (V= Vi) — Gi(V = Vi) + L.

Ecuacién de cable en tejidos

El razonamiento del modelo de HH se puede hacer extensivo a sistemas
mas complejos como tejidos 6 fibras.

pulso ——

(AR

fibras conductoras

En el contexto de tejidos excitables, podemos pensar al conjunto de células
agrupadas en fibras conductoras como cables eléctricos divididos en segmen-
tos y acoplados a través de los cuales viajan los pulsos.
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Exterior celular
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Interior celular

Figura 2.3: Acoplamiento de segmentos de cable

La corriente total va a estar dada por corriente transmembranal y por
corriente axial.
La corriente transmembranal es producto de la capacitancia y las corrientes
ionicas mientras que corriente axial se debe al transporte de cargas.

La corriente transmembranal es de la forma:

oV
I, = — + I 2.1
t p(cm (915 + wn)a ( )

con p perimetro de la fibra, (), capacitancia e I;,, la corriente generada por
los canales en una unidad de area de la membrana.

La corriente axial tiene dos componentes: corriente intracelular y corrien-
te extracelular. Para un segmento de cable de tamano Ax las corrientes
intracelular y extracelular son funciones lineales del voltaje dadas por[7]:

Vilx + Az) = Vi(z) = —Ii(z)rAx
Ve(z + Az) — V() = —I.(x)reAx.
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Cuando Az — 0,

—10V;
L= r; Oz’ (22)
—10V,
I, = " or (2.3)
con 1; .2 las respectivas resistencias por unidad de longitud.
En un contexto en el que no existen fuentes adicionales de corriente,
V=V-V. (2.4)

Por lo que cualquier cambio en las corrientes intracelular y extracelular se
deberda a un cambio en la corriente trasmembranal [, utilizando la ley de
Kirchhoff se tiene la siguiente relacion,

Ii(x) — Li(x + Az) = [[Ax = [.(x + Ax) — I.(x),

en el limite cuando Ax — 0,

ol; 0l
[ = — ! = 6. 25
! Jx Oz (25)
La corriente axial total estara dada por:
Ip=1;+ I, (2.6)

con Ip constante, pues en cada seccién de cable hay balance entre corrientes.

Sustituyendo (2.2) y (2.3) en (2.6) se tiene:

—-190V, —10V,
Ir = 2.
=y or * re Or’ (2.7)

sabemos por (2.4) que:
ov._ oV, oV
or  Ox Oz’

12En general, las resistencias son r; = % donde R, es la resitencia del citoplasma celular
y A; es el drea de corte del cilindro.
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sustituyendo en (2.7):

I - —190V; —1(8%_8_V>
r; Ox re \ Ox ox
ri+r.o0V, 10V
B rire O +r_e%
ri+r.0V; 10V

—Ir = - ——
rire Or 1. Ox

Reordenando la ecuacién anterior,

Lov; 1 oV Te

— = I
r; Ox ri + 1. 0% ri—l—reT

de manera que,

1 oV Te

I = A I 2.8
r; + 1. OX m~|—reT (28)
entonces:
0 0 1 oV Te
2 -n)=2 EAS Ir . 2.9
Ox ( Z) Ox (n- +re 0 i+ T) (2:9)
Utilizando (2.5) sustituimos en (2.9), recordando que I es constante:
0 1 oV
I, = — — . 2.10
K 8x<rz~+7‘88x> ( )
Por (2.1):

0 1 oV ov
I = I <7’z‘ n Te%> = p(CmW + Iion>7

si a esto se le aplica una corriente externa I, se tiene:

2
! a_v :p<0m8_v+[ion+ja>

ri + 1. Ox? ot

ov 1 0*V
o Lnt = ——
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liem

|l

Flujo eléectrico en la fibra

Sin pérdida de generalidad sea R = p(r; + r.) una resistencia por unidad
de area, entonces, la ecuacion de cable para una fibra es:

ov 1 0%V
"ot ROx?
Incorporando las corrientes idnicas a la ecuacién, la ecuacién de cable para

la fibra es:
ov. 1 0*V
™ot R Ox?

- ]ion - ]a~

— 8na(V = Via) —8k(V—=Vi) —gi(V-V)) - L.
(2.11)

2.1.4. Dinamica de canales ionicos

Dado que el método de pinza de voltaje permite fijar el potencial de
membrana, las corrientes iénicas pueden ser medidas para distintos niveles
de voltaje.

A.Hodgkin y A. Huxley descubrieron que la permeabilidad de la membra-
na al sodio y al potasio esta directamente influenciada por el potencial de
accion en ésta, es decir, las conductancias para cada ion dependen del voltaje.
Las conductancias de cada canal se determinaron a partir de los datos experi-
mentales obtenidos con el método de pinza de voltaje; en su modelo, Hodgkin
y Huxley ajustaron ecuaciones diferenciales al comportamiento experimental.
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Conductancia del Potasio

La conductancia del potasio g, obedece una ecuacion diferencial de es-

tructura:

dgr,
—_— t
dt f(v7 )7

con v =V — Vi v Vi=potencial de reposo para el potasio,
13

la cual se reescribié en términos de una variable n(t) que resuelve una E.D.O.
de primer orden, de manera que:

gr = gin’,

donde g, es una constante y n es una funciéon que representa la fraccién de
canales abiertos tras aplicar un voltaje fijo al tiempo ¢.

Si definimos n.(v) como la proporcién de canales abiertos en estado es-
tacionario después de aplicar un voltaje por un tiempo considerablemente
largo y a 7,,(v) como el tiempo que tarda en alcanzarse'* n.(v), la funcién

n satisface:
dn

dt
Esta funcién se puede reescribir en términos de funciones exponenciales de
ajuste ay,(v) y B, (v), donde a,,(v)determina la tasa de transferencia de iones

de sodio del interior hacia el exterior celular y (3,(v) determina la tasa de
transferencia de iones de sodio del interior al exterior celular!®.

Tn(V)— = noo(v) — n.

Sean:

an(v) () = 1
an(v) + Ba(v) ! (V) + Bu(v)’

BEcuacién diferencial ordinaria.

4 Estas funciones se determinan ajustando curvas validas para todo voltaje aplicado a
tiempos discretos.

I5Estas funciones también se pueden reesrcibir como:

Neo (V) =

1—ns
ﬂn:

7-7 3 Tn
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entonces se puede reescribir:

dn

i (1 —n)ay(v) — nB,(v).

Conductancia del Sodio

En el caso de la conductancia del sodio, los datos experimentales sugieren
que ésta depende de dos procesos: uno que activa la corriente de sodio y otro
que la desactiva, entonces

Ina (U> = g;tamgha

donde m(t) es la variable de activacion de los canales de sodio y h(t) la va-
riable de desactivacion, ambas funciones son E.D.O. de primer orden.

En el caso del sodio m(t) corresponde a la fraccién de canales de sodio ac-
tivados en el interior de la membrana y (1 — m(t)) a los activados en el
interior; h(t) corresponde a la fraccién de canales desactivados en el exterior
de la membrana y (1 — h(t)) a la proporcién de canales desactivados en el
interior. Esta diferencia se da porque los tiempos para cada proceso son dife-
rentes'%. Andlogamente al razonamiento para la funcién de activacién en la
conductancia del potasio, estas funciones satisfacen:

Z—T = an(l —m) — Gn(m)
o = =) = u(h).

Exponentes de las funciones de activacién y desactivaciéon de cana-
les

El exponente de la funcién de activacién de potasio(n?) en la conductancia
del potasio se puede explicar si se piensa que para que exista transferencia de
iones en la membrana es necesario que existan 4 moléculas similares ocupando
una region de la membrana.

En la conductancia del sodio, por otro lado, los exponentes de las fun-
ciones corresponden a 3 (m?) y 1 (h) y se explican si se piensa que en el
interior de la membrana existen 3 moléculas activadoras no bloqueadas por
una molécula desactivadora.

1610 anterior implica que 1 — m(t) # h(t).
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2.1.5. Ecuaciones del modelo

Finalmente, las ecuaciones del modelo HH son:

Caa—‘t/ = %% — Gnam®h(V = Vo) — gin*(V = Vi) — gi(V — V{R.12)
dn
dm
= = au(V)(1=m) = B (V)m (2.14)
= V)L~ h) — (V). (2.15)

2.2. Modelo de FitzHugh-Nagumo

En su trabajo realizado entre 1955 y 1969, FitzHugh!” simultdneamen-
te con Nagumo, quien aporté el modelo de circuito eléctrico, explicaron el
comportamiento del impulso nervioso con una modificacion del modelo HH;
y lo redujeron a un sistema de dos ecuaciones. A diferencia del modelo de
HH, este tipo de modelo permite una representacion cualitativa del impulso
nervioso.

El modelo de FitzHugh-Nagumo toma como base matematica la ecuacién
de Van der Pol, utilizada para representar circuitos con un término de rela-
jacién no lineal'®.Y considera el hecho de que las escalas de tiempo para las
variables m, n, h, es decir, las variables asociadas a la activacién y desactiva-
cién de los canales, no son del mismo orden. La variable m (correspondiente
a la activaciéon de canales de sodio) es mucho mas rapida que las otras|7].

"Doctor en Bioffsica pionero en la investigacién computacional de modelos mateméticos
para fenémenos de tipo umbral.
18La ecuacién general estd dada por:

0% 9 ov

—5 tv+e@ —1)= =0

ot? ( ) ot
Donde € representa un término que determina la no linealidad del sistema.Obsérvese que
si € = 0 se tiene un oscilador arménico simple.
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2.2.1. Hipoétesis fisicas para el Modelo de FitzHugh-
Nagumo

Dentro de la dinamica de activacién de los canales se observa que|7]:
Tm(V) << Tp(v)  Ti(v) << 3(v),

es decir, la variable de activacion de canales de sodio m(t) responde mucho
mas rapido a los cambios en el voltaje que las otras variables para los canales

(n(t) y h(t)).

La variable de activacién de los canales de sodio m(t) responde casi a la
par que las variaciones del voltaje, mientras que la variable de activacion de
los canales de potasio n(t) responde cuando la corriente de sodio se estd des-
activando, es decir, con una escala de tiempo similar a h(t).

Esta variacién de escalas produce el efecto de que la corriente de sodio es
activada con un incremento de potencial y desactivada por una caida de
potencial®®.

2.2.2. Planteamiento del Modelo

La aproximacién de FitzHugh-Nagumo se basa en distinguir la dinamica
de las variables rapidas de la dindmica de las variables lentas:

= m y v son variables rapidas,

= n y h son variables lentas.

De esta forma se puede explicar el plano fase del modelo HH en la fase
inicial del proceso de potencial de accién (proceso de excitacién) a partir
del comportamiento de las dos variables rapidas, haciendo constantes las
variables lentas, con lo que se reduce el sistema a uno de dos ecuaciones:

dv 5 - -

Cm% = —Gno*(v —vg) — gnaho(v — Vna) — Gi(v — vp)
d
d—T = ap(l—m)— G,m.

¥Durante el periodo de tiempo en el que el potencial es elevado m alcanza ficilamente
a Meo- Si la corriente aplicada es suficientemente grande para elevar el potencial por
encima del umbral antes de que el sistema regrese a su estado de reposo m aumentara,
incrementando la entrada de sodio y por lo tanto el potencial. El incremento en el potencial
disminuye h y gnq-
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Notese que ng v hg son constantes.

O bien, se puede tomar en el modelo una variable rapida junto con una
lenta para obtener la descripcién del plano fase del modelo HH. Para lo ante-
rior se asume que m(t) es funcién instantanea de v, es decir, m(t) = mq.(v)
para todo t y se usan propiedades de simetria entre n(t) y h(t) reescribiendo
una en términos de la otra:

dv . - -
_Cm% = gkn4(v — ) + gmmoo(v)?’(v — Una)(0,8 —m) + G (v — 1)

dn

T~ a,(1—n)— B

o (1 —=mn)— Bun

El término de simetria es (h = 0,8 — n).

El modelo general de FitzHugh-Nagumo reproduce el comportamiento del
plano fase del modelo HH para una variable rapida de excitacion v, y una
variable lenta de recuperacion w. Los ceros de la variable rapida tienen forma
cubica mientras los ceros de la variable lenta son mondtonos crecientes. El
sistema no adimensional se representa por las siguientes ecuaciones:

dV
Cn,— +F(V = -,
d7+ (V) 4+
dt

L—+RI, = V=1V,
dr

con: 7 unidad de tiempo dimensional, L inductor?’, . corriente a través del
inductor-resistor, 1V} el potencial a través de la bateria asociada al circuito.

La funcién F(V') tiene forma ctbica, los ceros de ésta se toman como V = 0

para el menor y V = V) para el mayor. Como resistencia pasiva del circuito
_ 1

se toma R; = Ok

20Un inductor es un componente del circuito eléctrico que almacena energia en forma
de campo magnético y que guarda la siguiente relacion con la corriente:V = LI
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El sistema adimensional?! se reescribe como:
d
ed—: = f(v) —w—wy (2.16)
d
d_@tu = v —yw — vy, (2.17)
donde:
R.%C,, RiI,
€= wy =
L o7y
Vo R
Vg = — = —.
““w TR

Estructura de f(v)

La funcién especifica f(v) méds comun para modelos de tejido excitable
es de forma polinomial 6 escalonada:

flv) = Av(v—a)(l —wv)
flv) = Hv—a)—uv,

con 0 < o <16 bien H funcidon escalonada en el otro caso.

2.3. Modelo de Noble

El modelo de Noble?? (1961) para tejido de Purkinje es una de las pri-
meras modificaciones del modelo de HH para tejido excitable no nervioso.

Noble toma la estructura de las ecuaciones obtenidas en HH para tratar de

21T,as ecuaciones adimensionales se obtienen haciendo:

vV _ Bu

W W
—R1F(Vlv) Lt
= -/ t=——

22Bislogo inglés investigador de sistemas biolégicos pionero en la presentacién de un
modelo computacional del corazén.

23Kl tejido de Purkinje est4 formado por células musculares con funciones especiales de
conduccién del impulso en el corazon.
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explicar el comportamiento del potencial de accién en las células que forman

las fibras de Purkinje y de las células que forman el marcapasos cardiaco
(Células del Nédulo SA).

Las células de Purkinje difieren del tejido nervioso en el proceso de despola-
rizacién, pues para procesos de despolarizacién de larga duraciéon se observa
una disminucién pasajera en la permeabilidad de la membrana a los iones
de potasio. Posteriormente esta disminucién a la permeabilidad del potasio
aumenta lentamente.

2.3.1. Hipédtesis fisicas para el modelo de Noble

Algunas de las hipdtesis utilizadas por Noble para el nuevo modelo son:

= Al igual que el modelo HH, este modelo asume que la corriente eléctri-
ca se genera por la diferencia de gradientes en el interior y exterior
celular?*.

= La permeabilidad de las células de Purkinje al sodio presenta compor-
tamiento similar a las células nerviosas utilizadas en el modelo HH.

= Experimentalmente, el comportamiento del potasio tiene una diferen-
cia notable: presenta dos tipos de comportamiento de acuerdo con el
tiempo de reaccién al estimulo. Se distinguen entonces dos funciones
asociadas a la conductancia del potasio.

= La corriente generada por otros iones contiene cloruro y aniones, que
tienen carga eléctrica negativa.

= El circuito eléctrico asociado a este modelo difiere en que relaciona al
potasio dos resitencias no lineales. Lo anterior supone que el potasio
se mueve a través de dos tipos de canales distintos®>.El primer canal
responde instantaneamente al potencial de membrana, mientras el se-
gundo canal responde lentamente, al igual que en el modelo HH.

24Con esto descarta factores metabdlicos que pudieran contribuir a la generacién del
potencial.
25En la ecuacién de cable esto se representa mediante los dos términos de conductancia

9k1 Y gk2-
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= El potencial se mide de forma contraria al modelo HH, el flujo de corrien-
te se mide del interior al exterior celular®®, v = V; — V.

Las variables utilizadas en este modelo son:
V' potencial de membrana,

m funcion de densidad de probabilidad asociada a la activacién del canal
i6nico por sodio,

n funcién de densidad de probabilidad asociada a la activacién del canal
i6nico por potasio,

h funcion de densidad de probabilidad asociada a la desactivacion de
canal por cargas de sodio,

«;, (B; funciones exponenciales de ajuste para el comportamiento de apertura
y cerradura de canal para la funcién i( tasa de transferencia de iones
al interior y al exterior de la célula),

C capacitancia de la membrana celular,
Jne conductancia del sodio,
gr., conductancia del potasio para el canal i = 1,2,
gan conductancia para aniones,
V; Voltaje de reposo para el ién i,

14, corriente generada por aniones.

2.3.2. Presentacion del modelo

Bajo las hipotesis anteriores, las ecuaciones del modelo de HH se modifi-
caron para ajustar a los datos experimentales. Se introdujo una aproximacion
empirica para gi12’, gre se tomé como en el modelo HH con una constante
diferente para gio; y una modificacion para las tasas a; y (; para adecuar a

26Esta variacién se adopta a partir del trabajo experimental, el potencial de reposo se
toma como una cantidad negativa mientras que el potencial de accién generado se toma
como una cantidad positiva.

Tgr = 1,26xp[7fv’g0790] + 0,15exp[7v"‘6390]
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las condiciones del tejido®®.

Las ecuaciones para el modelo de Noble son las siguientes:

av

C% = gnamgh(vna - V) + (le + gk2)n4(Vk — V) —+ gNa(VAn — V)
dm
O an(V)(1 —m) — Bn(V)m
dn
o = (V)L =n)=Fa(V)
dh
== V)= k)= B(V)h.

2.4. Modelo de Beeler-Reuter

Este modelo propuesto en 1976 fue el primero en describir el compor-
tamiento de células ventriculares[19], éstas presentan un comportamiento
comparativamente mas complejo que las células nerviosas y esencialmente
distinto al tejido de Purkinje.

2.4.1. Hipédtesis fisicas para el modelo de Beeler-Reuter

= La corriente eléctrica se genera por la diferencia de gradientes entre el
interior y el exterior celular.

» La corriente?” a través de la membrana involucra cuatro tipos de cana-
les.

= Se tienen dos corrientes de entrada: una corriente rapida de sodio (,,,)y
una corriente lenta principalmente formada por iones de calcio(/). Se
tienen dos corriente de salida de iones de potasio Iy, e [jo, la primer
corriente es independiente del tiempo y rectifica el potencial mientras
que la segunda depende del tiempo y voltaje.

28Los procesos de activacién y desactivacién en las fibras de Purkinje son més lentos
que en las células nerviosas.

29En este modelo todas las corrientes se modelan linealmente ,es decir, tienen estructura
tipo: I; = (V = V;)g;
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= La corriente rapida de sodio es la principal responsable de la generacién
del potencial de accién. La corriente lenta de calcio determina la fase
de meseta’’.

= Kl flujo de corriente se mide del interior al exterior celular.

2.4.2. Presentacion del modelo

Las variables utilizadas para el planteamiento del modelo son:

V' potencial de membrana,

= [; corriente generada por el ion 1,

= ], corriente inducida,

= (), concentracion intracelular de iones de Calcio,

= ¢; conductancia para el ion ¢,

= f. d funciones de apertura y cerradura de canales de calcio,

» m, h, j funciones de apertura y cerradura de canales de sodio®!,

» k funcién de apertura del canal de potasio (Ijs),

= «;, 3; funciones exponenciales de ajuste para el comportamiento de
apertura y cerradura de canal para la funcién i( tasa de transferen-

cia de iones al interior y al exterior de la célula),

= para la variable x, 7, es el tiempo que tarda en alcanzarse la proporcion
de canales abiertos en el estado estacionario ng.

30F] canal de calcio también es responsable de la respuesta contractil de la célula.

31En este tipo de tejido j representa un segundo pardmetro para la desactivacién del
canal, esta variable compensa la lentitud del proceso de reactivacién de los canales de
sodio.
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Las ecuaciones que definen el modelo son:

dV
Coo— = -1y —Iio— 1, — Ice+ 1,
0t k1 k2 Ca T
dC,
e —107"I, +0,07(1077 — [C,])
d
d_j = (Too —)/Ts

Te = 1/O‘x+ﬁx
Too = ax/az+ﬁm7

donde z es una variable representativa para cada funcion de la dinamica de

canales (m ,h ,j .d ,f, k).

La corriente independiente de potasio I; , esta dada por la siguiente funcion:

[46(0,04(V+85))*1] (0.04(V153)] N 0’2(‘/ + 23)

+e

Iy = 0,35 10,08](V+53) 1 — e[=0,04(V+23)]

El resto de las corrientes, dependientes de funciones de apertura y cerradura
de canales, son:

L = (gnam®hj + grae)(V = Via)
I, = g}df(V - VS)
Lo = I0k.

Los términos ¢ representan constantes de ajustes para cada tipo de canal.

2.4.3. Parametros experimentales del modelo

Los parametros obtenidos experimentalmente para células ventriculares
son los siguientes:

Cin 1 i

Gna 1 i
Ynac 0,003 minpe
gs 0,09 M0
Ve 50 mV
Vs | —82%3 —13,0287In[Ca] | mV
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El modelo presentado por Beeler-Reuter permite recrear el potencial de ac-
cion en las células ventriculares, mas no define las condiciones para su pro-
pagacion.

El modelo propuesto por R. Hinch que se presenta en el siguiente capitulo,
estudia el papel de la desactivacion de los canales de sodio en la propagacion
del potencial de accién en células ventriculares.
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Capitulo 3

Propagacion de ondas cardiacas

El impulso eléctrico viaja desde el nédulo SA hasta el nédulo AV, donde
se retrasan los impulsos durante un breve instante, y después continiia por la
via de conduccién a través del haz de His hacia los ventriculos. El haz de His
se divide en la rama derecha y en la rama izquierda, para proveer estimulo
eléctrico a los dos ventriculos. En condiciones normales, mientras el impulso
eléctrico se mueve por el corazén, éste se contrae entre 60 y 100 veces por
minuto. Cada contraccién de los ventriculos representa un latido[28].

En células cardiacas sanas el impulso eléctrico producto del proceso de
despolarizacion se debe a la apertura de los canales idnicos de sodio. Durante
la despolarizacion, el potencial de accion viaja a través del tejido generando
frentes de ondas. Cuando el potencial de membrana disminuye demasiado
lento, es decir, si la dindmica de desactivacién de canales no es la correcta,
el potencial de accién puede fallar en propagarse.

Los defectos en la conduccién del impulso eléctrico en el corazon se
manifiestan en arritmias que, en algunos, casos pueden culminar con paro
cardiaco!. El Sindrome de Brugadas es una enfermedad producto de una
mutacién genética? que afecta el funcionamiento de los canales de sodio en
el tejido ventricular.

IEste tipo de manifestacién se conoce como Sindrome de Muerte Stibita,SUDS por sus
siglas en inglés.
2El gen afectado es el SCN5A.

51
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El modelo de Stability of Cardiac Waves propuesto por R. Hinchque se
analiza a continuacién, tiene como finalidad explicar la dindmica de los cana-
les rapidos de sodio durante la propagacion de los frentes de onda cardiacos
presentes en observaciones experimentales en el tejido ventricular.

Las ecuaciones presentadas pretenden reproducir el frente generado du-
rante la activacion y desactivacion de los canales rédpidos de sodio.

3.1. Presentacion del modelo

El modelo a presentar es un modelo simplificado® el cual puede ser re-
suelto de forma analitica y que conserva las caracteristicas cualitativas de los
modelos cuya solucién es, generalmente, obtenida de forma numérica.

A diferencia de los modelos tipo FitzHugh-Nagumo donde la variable de
activacion de canales es rapida y la variable de recuperacion es lenta, las
variables de este modelo tienen escalas de tiempo similar, donde ambas va-
riables son rapidas.

Lo anterior se debe a que dadas las caracteristicas del tejido ventricular la
fase de repolarizacién no se contempla. Esto se ve reflejado en la introduccion
de una funcién escalonda (6) en el modelo.

En particular, la estructura del modelo permite observar la importancia
de la variable de activacién en la propagacion del frente y la variable de des-
activacién en mecanismos que conducen al bloqueo del frente.

Para realizar el andlisis correspondiente en un primer paso se encontraran
las soluciones a las ecuaciones del sistema. Una vez identificados los estados
de equilibrio, como segundo paso, se encontrard la estabilidad lineal de estos.

3.1.1. Hipétesis fisicas para el modelo de Hinch

= El flujo de corriente eléctrica se genera por la diferencia de gradientes
entre el interior y exterior de la membrana celular.

= El modelo contempla tinicamente la fase de despolarizacion del teji-
do ventricular. Esto se puede hacer pues la diferencia en la magnitud

3Este es un modelo de dos ecuaciones tipo FitzHugh- Nagumo.
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de tiempo de este proceso es comparativamente menor que la fase de
meseta y repolarizacién en el mismo tejido, de manera que se pueden
considerar como procesos independientes.

Se tienen dos tipos de corrientes: una generada por sodio y la otra
generada por potasio. El proceso de despolarizacién es producto de la
apertura de los canales rapidos de sodio. El papel de la corriente de
potasio es mantener el potencial de membrana de reposo mientras el
tejido no estd excitado?.

La variable dinamica para la corriente de potasio se pueden aproximar
por una funcién escalonada.

Los canales de sodio se desactivan en la misma escala de tiempo en
que ocurre la despolarizacion, la variable de activacion de los canales
de sodio m es instantanea, es decir, m = mq (V).

El potencial al que se desactiva el canal de potasio es el mismo potencial
al que se activa el canal de sodio.

3.1.2. Planteamiento del modelo de Hinch

Las variables utilizadas en este modelo son:

Vv

Vi

potencial de membrana,

conductividad del tejido,

capacitancia de la membrana celular,

conductancia para el i6n sodio,

conductancia para el ién potasio,

potencial al que los canales de sodio instantaneamente se activan,
potencial al que los canales de sodio empiezan a desactivarse,

potencial de reposo para i6n potasio,

4La corriente generada por este canal sélo se da cuando el potencial de membrana
esta por debajo de los —50mV.
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V.o potencial de reposo para ién sodio,
h funcion asociada a la activacion de canales de sodio,

0 funcién escalonada asociada a la activacién y desactivacion de los ca-
nales de potasio,

7, tiempo que tardan en desactivarse los canales de sodio.

El tejido se modela con una ecuacion de cable combinada con dos corrien-
tes y dos variables dindmicas para los canales.

La corriente generada por sodio dependerd tanto de la variable de desactiva-
cion de los canales de sodio como de la dinamica de activacion y desactivacion
de los canales de potasio. Lo anterior debido a que la variable de activacién
para el sodio es instantanea y el potencial al que se activa es el mismo al
que se desactiva el potasio. Se puede pensar que para que exista corriente
generada por los canales de sodio se tienen que haber desactivado los canales
de potasio.

Las ecuaciones del modelo son:

em = GO b (V- V)bV~ Vi) — 0 (Van — V)V 1)
o O(Va=V)-h
o T, '

Nota: La funcién 8() corresponde al valor de 6 para el punto particular del

interior del paréntesis. Explicitamente:
para la primera ecuacion

OV -Va) =18V 2V,

. H(V — Vm> = 0 en otro caso,

para la segunda ecuacion
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. G(V—Vh> —1siV <V,

] H(V — Vh> = 0 en otro caso.

El resto de las expresiones entre paréntesis se multiplican.

Se busca trabajar con ecuaciones adimensionales, por lo que se introducen
las siguientes variables adimensionales:

t
t = —
Th
r = X Cm :
- JTh(Vm—Vk)
S V-V,
B Vm_v;c’

y los siguientes paramentros no dimensionales:

Vin — Vi
A = Vi — Vie
o gnaTh(Vna - Vm)
g = Cm
= 9TV — Vi)
Cm

donde A > 0°.

Reparametrizando en x y t la primera ecuacién se ve:

Cm OV Cm  0*V
T Ot T(Vin — Vi) 022 —gna9<V—Vm>h(Vm—Vm)—gkl@(Vm—V) V=vh).

Reparametrizando en v y sustituyendo g y el:

Cm dv _ Cm v Cm Cm

V)2 —(Vm—Vk)—+g—9<v> h(Vm—Vk)—ekl—G(—v) (04+1) (Vi —VA).

Th 01& Th 8372 Th Th

5Esto se debe a que Vi, > Vi, > V.
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Reparametrizando en ¢ para la segunda ecuacién:
10oh 1
— 2 —e(v —V) —h.
Th 875 Th 4
Reparametrizando en v y A:
10h 1
—a—:—6<—v—A) b
Th 8t Th

Las ecuaciones adimensionales que analizaremos son:

(2)_;} = %—i—g@(v)h—@d@(—?})(v"‘l) (3.1)
% = 0(-v-a)-h (3.2)

3.2. Solucion del sistema

3.2.1. Onda viajera

En la naturaleza podemos encontrar muchos fenémenos microscépicos y
macroscdpicos con comportamiento ondulatorio. Una onda describe la propa-
gacion de algun cambio en las propiedades de un medio a través de un espacio.

Los estudios experimentales para el tejido ventricular permiten observar la
transmisién del impulso por medio de ondas con perfil y velocidad constante.

En términos matemaéticos, este fenémeno se puede describir mediante una
ecuacion de reaccién difusion®.
Las ecuaciones de reacciéon difusion presentan soluciones tipo onda viajera.
Las soluciones de onda viajera se caracterizan por ser invariantes con respec-

to al espacio y su aparicion es comin en problemas no lineales.

Entre los pioneros del estudio de las soluciones de onda viajera se encuen-
tran R.Fisher” y A. Kolmogorov®, quienes las aplicaron para la solucién de

6Una ecuacién de reaccién difusién describe la dindmica de la concentracién de sustan-
cias que reaccionan en el medio al transcurrir el tiempo.

"Matemético y astrénomo britdnico pionero del cdlculo probabilistico en éstudios
biométricos.

8Matemético ruso quien hizo grandes aportaciones mateméticas en los campos de pro-
babilidad y topologia.
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sistemas parabodlicos. El estudio matematico formal para este tipo de solu-
ciones se da a partir de 1970[22].

Desde el punto de vista de la fisica, las soluciones de onda viajera descri-
ben problemas de transicion donde el proceso en si refleja las condiciones del
medio.

En modelo estudiado, la ecuacién que describe el voltaje corresponde a una
ecuacion de reaccion difusiéon de manera que se propone soluciéon de onda
viajera.

Para trabajar con solucion de onda viajera se reparametriza el sistema de

referencia (z,t) € R en uno de referencia (¢t + 2) € R, donde c es la veloci-
dad de la onda.

= t+wc

£z twc

E@: t+x/c

: £ e

Sea v(x,t) = V(t+ %) =V (§).

Notese que a partir de este punto V' corresponde a la variable de potencial
adimensional en coordendas de onda viajera.
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Vi)

Figura 3.1: Onda viajera

Entonces,

Qv _ V. davoe
ot ot d¢ ot
v 9V dVaE 1.

9r © O0r  dEdr ¢
0% 1.
a2~ a2’

Anélogamente, sea h(z,t) = H(t + %) = H(&), entonces:

oh _ OV _dvoe _
ot ot d¢ ot

Establecemos las condiciones de frontera libre en coordenadas de onda
viajera como & donde v = 0%; y definimos &, = —x; donde v = —A' Suponiendo
que v(x,t) es creciente separamos el eje & en tres regiones:

m £ <& cuando v < —A,

G <E<EHsi—A<Y <O,

9Esto es en V = V,,, donde se activan los canales de sodio
OEn V =V, donde se desactivan los canales de sodio.
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m &> Epsiv> 0.

Sustituyendo V' (§) y H(&) en el sistema original, en coordenadas de onda
viajera, las ecuaciones del modelo se reescriben:

0—12‘"/ —V=—0(V) (Hg) + enbf(=V) (1 + V) (33)

H=0(-V—-A)—H (3.4)
Ambas ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo y primer orden respec-

tivamente.

Y definimos las siguientes condiciones de frontera para el modelo:

- V(—OO) = _17

= V(&) = -4,
. V(0) =0,

= V(oo) < M,
. H(E) = 1.

Resolvemos la ecuacién para V < 0!
1 - .
EV =V —euV =en (3.5)

Para encontrar la solucién de (3,5) (ecuaciéon no homogénea) encontramos
primero la solucién a la ecuaciéon homogénea asociada:

1. .
—2V — V — ele = 0
c

sea V =e™ |V =me™, V =m2em

de manera tal que

1 1
(—mz—m—ekl)em5:0:>—2m2—m—ekl:0
c

o(v)=0-0(-v)=1.

HEn este caso
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1£,/1+ 2%

2
C

con solucion en m o:

miyo =

2

Por lo que la solucion general para la ecuacion homogénea es de la forma:

Ve = c1€™E 4+ coe™2E,

Utilizando método de coeficientes indeterminados proponemos la solucién
particular V,, = xk que cumple:

1d*V, av,
- p——p—leVpZEkl,

2 der dg

observando que tanto la primera como la segunda derivada para V, son cero
(pues V}, es constante), basta resolver:

—E€RIR = €l

Vy—r= Ty

€kl
Por lo tanto, la solucién para la ecuacion (3,5) es de la forma Ve + V,,
V(&) = c1e™¢ 4 cpe™* — 1.
Definimos por tltimo
§ =
T2(8) =
para reescibir la solucion como
V(f) _ Cleﬁ'ﬂ(ﬁ)ﬁ 4+ CzQﬁ’m(ﬁ)ﬁ —1.

Tomando en cuenta las condiciones de frontera para el modelo, buscamos las
constantes faltantes c¢; y co.
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Sabemos que evaluando en £ = 0,
V(O):C1+CQ—1:O:>01+62:1
y que analogamente evaluando en £ = —o0

V(—oo) _ 016[3”/1(ﬁ)(—OO)+626672(5)(—00)_1 — 1= Cleﬂ%(ﬂ)(—OO)_’_CQQﬁw(ﬁ)(—OO) =0,

de manera que si consideramos que v2(3) < 0, ¢z tiene que ser cero pues de
otra manera la funcién no seria acotada, y por lo tanto: ¢; = 1.

Entonces, para V' < 0 la solucién, de la cual nos referiremos como V_(§)
es:
V(&) =—-1+ P (B)E (3.6)

Ahora, en el caso en el que V < —A, en particular se cumple que V' < 0,
podemos encontrar la solucién para la correspondiente H (&) resolviendo!?:

H+H=1. (3.7)
Para resolver (3.7) por método de factor de integracién desarrollamos:

dH
€£d—€ + €£H = 65

e H) = o
:>d€(eH)—e

integrando de ambos lados se tiene que:
et H = /65d§ = et +c3

y por lo tanto,
H(&) =1+ c3e”®.
Utilizando las condiciones de frontera sabemos que:
H(&) =1,

12En el caso en el que V < —A §(=V — A) = 1.
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de manera que c3 = 0.

De aqui en adelante la solucion de la ecuacién se denotara como:
H (&) =1. (3.8)

Para resolver V' > 0, la ecuacién correspondiente es:

1. .
——V +V ==Hg
B

ecuacion de segundo orden acoplada con H (§).

Encontramos la solucién para H () en v > —A resolviendo:
H+H=0, (3.9)

la cual es una ecuacién homogénea de la forma % =kH con k = —1.

La solucion general para estas ecuaciones es:
k
H (5 ) = G4€ ¢

es decir,
H(¢) = Hoe™*

con Hj la constante de integracion por determinar.

Utilizando de nuevo la condicién de frontera H(&;) = 1 tenemos que:
]-’1-06751 =1

por lo tanto
HO = 651,

Entonces la solucion para la ecuacién, de la cual haremos referencia como

H.,(€) es:
H, (&) =éebe s, (3.10)

Una vez conocida H, podemos resolver para V > 0:

1. .
BV —V =—getet, (3.11)
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con ecuacién homogénea asociada:

1. .
—V -V =0
&

Proponemos como solucién V = e”¢, por lo tanto, V = re™ y V = r2e’¢, y
de manera tal que:

1 r?
2t — et =0 — —r=0

B g

con soluciones para ry =0y ro = .
Se sigue que la solucion general para la ecuaciéon homogénea es:
V() = c5€PE + cq.

A continuacién resolvemos para la ecuacion particular utilizando el método
de variacién de parametros, proponemos entonces como solucion:

P(§) = Vi + AV,

donde V; = €% y V5 = 1 (soluciones de la ecuacién homogénea) y que
cumplan:

1. .

i —) = gefle—ﬁ.

5

Observamos que ' _ . , ,
v =AVi + VIA + AV + Vo Ay

y suponiendo que, . _
AVi+ AV, =0

encontramos: '
@D(f ) =p eﬁéAl

y por lo tanto,

(&) = B Ay + e A,

de manera que para encontrar A; y A, utilizamos que 1(£) cumple:

%(@Q&Al LB — (Be®A) = —gefiet
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y encontramos que
Al _ —gHoe_$(1+/6),

entonces

H,
A — gl / B ge — _IHo crp)

Conociendo Ap, para obtener A, utilizamos el supuesto:

Aleﬁg + AQ =0
esto es
AQ = —Aleﬁg
Ay = —(—geSre €0Hm) bt = gefipt

= A, = ge&/egdfz —geSlet

y por lo tanto,

&1
_ _9C  -c+p) 88 €16
(&) = e~ ¢ e’ — gette
© = v
=€ _ (] §1p,—¢
getle + B)gette
v(Ee) = s
(1+0)
B _Beflge—f
La solucién para la ecuacion (3.11) sera de la forma:
—Besrge—¢
V(E) = eeef 4 g 4 —PE1ICT
(&) = cse Ce 1+ 5)

Para encontrar las constantes de integracion c; y ¢g utilizamos las condiciones
de frontera:
petlg

(1+5)
V(+o0) <M =c5=0

V(O):0:>C5+06:

pues de otra manera tenemos una funcién no acotada, entonces

Betlg
(1+3)

Cg —



3.2. SOLUCION DEL SISTEMA

Sumando las soluciones general y particular para la ecuacién (3.11) encon-
tramos la solucién a la cual nos referiremos como V. (§):

_ 9Bt (1—e)

VO =15

Una vez conocidas las soluciones del sistema (ecuaciones 3.6, 3.8, 3.10,
3.12), utilizando la definicién para la frontera libre (pédgina 58), podemos

encontrar explicitamente ;.

Sabemos que:

V) = 0
V(G) = -A
-A /

Solucion de onda viajera

Vig)

g
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Como & <0
V(&) = 14+ P (B)é
= _A = —1 + eﬂ'Yl(ﬁ)gl
1—A = B
In(1-A4A) = (P&
In(1—A)
§ = —(——7
B71(8)
por definicion & = —xq, sustituyendo
_In(1-A)
()
Para que la ecuacién anterior tenga sentido 0 < A < 1; y dado que para
estos parametros [n < 0 definimos § = —In(1 — A) con 0 < § < oo, de forma
que podemos reescribir'® la frontera libre en:
)
TrT1 =
' B71(8)

Por 1ltimo, buscamos que la funciéon sea suave en &,, para lo cual se
necesita que:

Vo(&) = Vi (&).

Sean
% — ﬁ%(ﬁ)eﬁvl(ﬁ)é
AV,  Petige”t
a 1+
entonces en &, = 0 se tiene que
_ Bge™
ﬁ'ﬁ(ﬁ) - (1+5)
e = J
n(B)(1+8)
z1 = In(g) —In(n(B3)) — In(1+ p)
o
i In(g) — In(m(B)) — in(1+f).

BEste cambio de variable se hace con la finalidad de simplificar la notacién en célculos
realizados posteriormente.
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Por lo tanto, para que el sistema tenga solucién se debe satisfacer:

)
~Fm@ (9~ (n(3) — in(1+8) = 0. (3.13)

La ecuacion anterior se conoce como ecuacion de eigenvalor para la ve-
locidad. Esta ecuacion nos da informacion de la relacion entre conductancia

(g9) y velocidad ().

Una vez que conocemos las soluciones del sistema y la condicion para la
existencia de las mismas la relacién entre conductancia y velocidad queda
determinada, para A y € fijas, por la ecuacién de eigenvalor como sigue:

9(8) = e (8) (1+ ).

Ahora, si queremos observar que sucede con la velocidad cuando varia la con-
ductancia tendriamos que pensar en ésta como (3(g), es decir, tenemos que

pensar en la funcién inversa g

I existe y es derivable!* y diferenciemos con respecto

d d | _s__
= (emw(m(l + ﬁ))

sean ﬁ(g) :57 Vl(ﬁ) =7 U= [_3_5

Supongamos que g~
ag

Entonces

Resolvemos la derivada para:

Ae") | udd

dry
1=(1 v_L 1 —_ 14
(14 B) G+ (L Ay = + e (3.14)
donde
dy _ dydp
dg  dBdg

148 f es funcién uno a uno, entonces la tangente L por (a,f(a)) es reciproca a la tangente
L’ por (f(a),a) correspondiente a la funcién inversa.
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Con el fin de simplificar notacién sean:

dy .
5=
s .
g ="

por lo tanto ‘ .
du _ ~5(845 +78)
dg oI

Sustituyendo términos en (3.14) tenemos que:

11+ 8)( =0+ 838))

1 = 4B+ et + fred + G B
1 = eﬁi,g'(H 1+ 85+ 4 +5>(—g(ﬁﬁ+v))>
By
eP

1 = %T,y (5272 + (14 B)4B8%y — 6(1 + B)(BY + 7)).

Para sustituir 4 derivamos () y reacomodamos términos,
1 1 4€kzl
1WB) =5 +5\/1+ 5 (3.15)
entonces
5 = (1 —7)
B2y —1)
Sustituyendo
_slem BL+ B (L - ) Y(1-7)
1= [%(52724— 27— 1) +5(1+5)<(27_1)+57>>].

Haciendo uso de:
1=g¢'(¢7(8) - (g1 (B),

entonces el termino entre corchetes corresponde a ¢'(g~1(3)) la cual por ser
reciproca de (¢g71)' (/) conserva cualidades de signo en la derivada, ademds
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de otorgar informacion sobre la existencia de la derivada misma para algin

3.

B(g)

Figura 3.2: Comportamiento cualitativo de ((g).

Manipulando las ecuaciones anteriores encontramos que:

e F2y(2y — 1)
(27 = 1)y + (14 B)72(1 = 7)B — 0(1 + B)y?
P F(2y — 1)
(27 =)+ (1+8) (L -8 - (1 +75))’

0 bien,

ﬁ‘: 6%52@’7_1)
V(B2 + 801 —6—7)—=9)

De donde se puede observar que:

(3.16)
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n 6%52(2’}/ — 1) > 0.

s 2 1o estard definida si:

dg

a(B) =y =By +5-1)—6=0 (3.17)
y a los puntos en los que % no esté definida les llamaremos puntos
criticos.

= Ademss si % anula el polinomio este determina el signos de % pues si
B < P* se tiene que % < 0y sif > B entonces % > 0.

B(g)

2.5

Figura 3.3: Comportamiento cualitativo de 3(g).

(% divide en dos ramas las velocidades: por debajo y por encima del punto
critico. La rama por debajo del punto critico se denotard como rama infe-
rior mientras la rama por encima del punto critico se denotara como rama
superior.
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Nota: Las siguientes graficas muestran que para § > 0 y diferentes valo-
res'® de €, y A la ecuacién se anula en un solo punto 3%. Se observa ademds
que por debajo del valor 5% la ecuacion es negativa y por encima de éste la
ecuacion es positiva.

Figura 3.4: Puntos criticos para «(f).

15Estos valores son fisiolégicamente aceptados.
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x(B)
1
8.9
s J
|
s a ﬂl.2 B‘.4 BI.E BI.B Ii 1'.2 1'.4 E
n=0.3
Figura 3.5: Puntos criticos para a(f3).
x(B)
N " Ek=0.5—
En=0.3
Eki=0.1
Eri=0
a.5
a8
=
o5 |
Sl
-1.5 . . . - . . . B
a 8.2 [: | 8.6 a.8 1 1,2 1.4

H=0.1

Figura 3.6: Puntos criticos para a(f3).
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-1}

1.2 1.4

a.8 1

1.5 \ \
. 8.4 a.6
Exi1=0

Figura 3.7: Puntos criticos para a(f).

Si sustituimos (/) en su forma explicita en la ecuacién (3.17) es decir,
B(0—1)+0
1(B) = po-1 o : )
G2 =0
d—-1)+6 1
BE-1+5 1,

T w2

entonces (3.17) se puede reescribir para encontrar el punto critico en otros

4€kl

14—,
s

1
2

términos haciendo:

(25(5—1)+25_1>2:1+@

B = B
desarrollando
4€kl . (26((5 - 1) + 25)2 . 45((5 - 1) + 46
g (8% — B)? B*=p)

se sigue que

(28(6 — 1) +20)* — (4B(6 — 1) +40)(8* — B) — 4ewPB(B — 1)* = 0,
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lo cual se reduce a:
ﬁg(l -0 — Ekl) + ﬁ2<(52 — 20 + 2€kl) + 5(2(52 — 0 — Ekl) + (52 =0. (318)

Polinomio cibico en 3 y cuyas raices otorgan lo que llamaremos velocidad
critica.

gy ——
8

-1

-2
-2 -1 a 1 2 3 4 5

Polinomio de velocidad critica

3.3. Estabilidad de la onda viajera

Intutitivamente, el término estable hace referencia a la habilidad de la
solucién de una ecuacién para preservar ciertas caracteristicas estructurales
cuando ésta solucién es sometida a cambios (pardmetros, condiciones inicia-
les, etc.).

El analisis de estabilidad de un sistema pretende explicar si al realizar una
perturbacion pequena del mismo, esta perturbacion permanece pequena y
desaparece en el tiempo preservando con esto el estado de equilibrio; ¢ si
esta modifica al sistema de manera tal que no se regresa al estado original
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[27].

3.3.1. Perturbacion del sistema

Para ver la estabilidad de las soluciones del sistema se proponen las si-
guientes soluciones perturbadas:

Sean

con e << 1y V(§), H(E) las solucione del sistema.

Las condiciones de frontera libre son también funciones del tiempo de forma:

&(t) = 0+eSh(t)
fl(t) = —x+ 851<t).
Las soluciones se introducen en las ecuaciones del modelo (3.1, 3.2) y hacemos
los cambio de variable de acuerdo con:
00 dvo§ 100

o 9 dx o€
o0 _ 1o 10%
ox2 2082 Boe

00 _ 9vo 00 _ 00 00
ot ocot ot 0 ot

oh ohoc Oh Oh  Oh

L TR T T
Sustituyendo y encontrando el limite cuando € — 0 obtenemos las siguientes
ecuaciones:

cuando & > &, R K
Oh,  Ohy

o T ge = he 06 (3.19)
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en el caso en el que £ < 0,

10%_  00_  00_ .
B 8{2 = 65 + ot —|—€kﬂj_+0(€) (320)

cuando & > 0,
10%0, 00, 004 ~
— = —gh . 21
G = e 9+ 0 (321)

. Establecemos las condiciones de frontera como sigue:

» En ¢ =—x;:
O_(—11) = —pre?S,
Sl == h+(—$1).
» Ené=0
0-(0) = —67§0
04(0) = —B750

00-  (—eBg . .\e . 004
3 <(1+6) M>S°+ 5

Para resover las ecuaciones anteriores proponemos soluciones en ecuaciones
separables'® | es decir:

hi (&) = hy(9)G(t)

0-(&,t) = 0-(§)G(1)

B4(6,8) = 5. (O)G()
Ao(t) = SOG(t)
Si(t) = SiG(t)

con G(t) = eM.

Y nos fijamos en los modos inestables, aquellos modos en los que si A > 0 las

16Las ecuaciones se obtuvieron proponiendo transformacién de Laplace definida como
sigue: Dada f funcién F(s) = L{f(t)} = [ e ' f(t)dt.
Lo anterior se utiliza para transformar ecuaciones diferenciales en ecuaciones polinémicas
lo que facilita la obtencién de soluciones.
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soluciones para U_ no divergen cuando & — —oo; y las soluciones para v,
que no divergen cuando & — oc.

Una vez conocida la propuesta de solucién, resolvemos para ﬁ+(§ 1) = h. (&)eM

donde: .
b,
23

simplificando notacién sea h (€) = ().

= (e SE=hi()re™

Sustituyendo en la ecuaciéon que debe satisfacer iAL(f ,t) encontramos que:
MAh + eMh = —eMh

reagrupando términos se tiene,
M (h+ (A +1)h) =0

=h+(A+1)h=0.

Observando que h = —(A + 1)h es una ecuacién diferencial ordinaria , resol-
vemos entonces la ecuacion en h.

Encontramos que la soluciéon para h = h, es:

hi () = kyem DS

por lo tanto, R
h+ (67 t) _ kle—()\—l—l)fe)\t

con ky constante por determinar dada la condicién:

A~

h+(—x1, t) = Sl,

entonces,

~

ho(—x1,t) = kye”OHD—meM — G

por lo tanto,
67(}\+1)$1 S’l
et

ky =
Para simplificar la notacion definimos:

_5
e =e = H().
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De manera que R X
hi(6,1) = HY VS e (e,

A continuacién, con la propuesta de solucién separable resolvemos la ecua-
cién para 0_(&,t) = 0_(€)eM.
Primero, encontramos que:
ov_
ot

0?0_
0&?

MM = (g)

At .
e = e 0L (§);

simplificando notacién, sea v_(&) = v(&).

Sustituyendo en la ecuacién para 0_(&,t), encontramos:

1 5. .
—eMp = veM + NeMu + e

G

de manera que,

e”(li) — U — AU — eklv) =0

= —U—0—Av—¢euv=0.

g

En este caso, resolvemos la ecuacion homogénea de segundo orden propo-
niendo como solucién v(§) = e,

Encontramos que la solucién para v_(&) es de la forma:
B-(€) = hae™ + kye™S

donde,

14 ./1+ 4()\;61@1) 1—./1+ 4(Atepr)
™" = o =

I

y por lo tanto,
O_(&,1) = (ko™ + kze) e

con ky y ks constantes por determinar.

Dado que nos interesa que las soluciones no diverjan cuando & — —oo pode-
mos afirmar que k3 = 0 pues de otra forma la ecuacion diverge.
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a:%<1+\/l+w>.

Reescribimos la solucion como

Renombrando

O_(€,1) = koe7eM.
Utilizando la condicién de frontera:
v_(—x1) = —PBre S,

determinamos ks:

N e - —576_5§1
kQ == —5766(%_1)g1.
Definimos:
_ 8(2-1)
p =€ 9

con lo que la solucion queda:

O_(€,1) = (—PBrypetS))eM.

Por tltimo, resolvemos para 04 (&,t) = 04 (€)e.

Observando que:
8& At~y (5) 827:}_,'_  Mt~n (f) 81}4_ _ /\€At~ (5)

3¢ =e vy 72 =e vy 5 (U

Sea U4 (§) = v.

Sustituyendo en la ecuacién que debe satisfacer 0, (&, t) tenemos que:

1 .
—eMi = veM 4+ e — gh.

5
Dado que ya conocemos iz+(§ ,t), sustituyendo se tiene,
1

ZeMp = 0eM + hoet — gl e ATDEAM

g



80 CAPITULO 3. PROPAGACION DE ONDAS CARDIACAS

de manera que,

1
e’\t<5i} —U—Xv+ gkle_(’\+1)5> =0

1
= 20— 10—+ gke”MYE= 0.

g

Para encontrar la soluciéon, resolvemos la ecuacion no homogéna de segundo
orden para v, encontrando primero la solucion para la ecuacién homogénea
y, posteriormente, la solucion para la ecuacion particular.

Para la solucién de la ecuacién homogénea, proponemos v_(£) = ™.

La solucion de la ecuacién homogénea es:
v = kge™E 4 kge™2t

con,
1—/1+% 14, /1+%2

La solucion de la ecuacion particular la encontramos por método de coeficien-
tes indeterminados, proponiendo como solucién la funcién ¢(§) = kge~ A DE,

Entonces, si ¢(§) es solucién, satisface :
1
g

Encontrando la primera y segunda derivada de ¢(§) y sustituyendo en la
condicién encontramos que:

== Ap = —ghye” M,

ke {%(/\ +1)2e”AFDE (N 4 1)e DS )\e_()‘+1)§} = —gkpe” DS

por lo que,
kg = —gki
FA+D2+HA+1) =N

La solucion para la ecuacion particular es:

_ —gk1 —(A+1)¢
o %A+DLHA+U—AG >
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Se sigue que:

—gk
S (e t) = (Fye™E 4 fooom2E gm —(FHDE) At
04(&, 1) (46 + kse +%()\—|—1)2—|—()\—|—1)—)\6 )e

Para determinar las constantes de integracion analogamente al caso anterior
observamos que v, diverge cuando £ — oo si k5 # 0 por lo que k5 = 0.

1 4N
(e )

y reescribimos la solucién como:

Definimos:

R —gk1 —ODE) M
1) = <k Bug (M )5) .
O (6 8) = (kae™ £ IONFLIZH O+ 1) -2 ‘

Determinamos la constante &k, utilizando la condicién de frontera:
0:(0) = =B35S0,

entonces

i gk
0,(0,8) = <k4+l( ) = =7
B

A+1)2+1)
- —ﬁ”ygo gk1
et sA+1)2+1)

La solucion para U es:

. —ﬁ’}/g() gkl 16} —gkl B
o » (AHDE | M
04(€,7) (( 5y +%()\+1)2+1)>6 +%(A+1)2+()\+1)_)‘6 ’

Para finalizar homogeneizamos notacion para las soluciones perturbadas, uti-
lizamos:

§ At 3 At
So = 806 Sl = 516 s
y de la condicién de frontera para v_ obtenemos

S
81:_07
p
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sustituyendo en las soluciones que ya conocemos encontramos que:

R G F OFD) p—(A+1)¢
ho(gt) = 2020 pe e (3.22)

O_(&,1) = —SpBye’7teM (3.23)

ﬁgHo()‘H)(eﬁ“g _ 6(—>\+1)£) N
FEE ) A

04 (E,1) = ( — SoBye’ + Sy

Satisfaciendo por ultimo la condicién para & = 0 dada por

00| BHu 90,
[8_§L:0_< 115 + 5%y 2)So+ agl
sean:
00|
8§ - = —Syfoe
8v+ N SoBH; g At

entonces sustituyendo se tiene que

—BgHy

Oﬁ )\Jrl

—_S, 2 At S At 02 QS /\t_S 2 At+ Wik | )\t‘
o oye 1y g o0e 0 SoeT =50 e ((A+1> +5)(6u Je
Utilizando que g satisface (pag.67):
5 1+
a2 20
0
sustituimos de nuevo,
1 H

Sy = — (14 87)S0c Syt LI o

p((A+ 1)+ )
y dividiendo entre 3ve*S,

Ho* 1+ 8)(Bu+ A +1)
p((L+ A?) + f)

fo =By —1—=Ppu+ =0.



3.3. ESTABILIDAD DE LA ONDA VIAJERA 83

Obteniendo asi una ecuaciéon que al anularse en A nos da los eigenvalores de
estabilidad :

(1+8)(Bp+ A+ 1)6—5(%%—1)

fONBen,0) =0 —p—7v) =1+ (1+X2)+ 7

(3.25)

Esta ecuacion de segundo grado en A tiene raices que son 6 bien reales
6 complejas conjugadas.

3.3.2. Anadlisis de Estabilidad

En la ecuacion de eigenvalores de estabilidad el signo de A determinara la
estabilidad 6 inestabilidad de las soluciones.

Si la variable A que satisface la ecuacion es positiva, la solucién se con-
sidera inestable pues esto indica que la perturbacion crece en el tiempo, en
cambio si la variable A\ que satisface la ecuacion es negativa la solucion se
considera estable pues la perturbacién decrece en el tiempo'”.

Recordemos que la velocidad critica % encontrada a partir de la ecuacién
de eigenvalores para la velocidad divide el rango de valores para la velocidad
en dos ramas. La rama superior correspondera a los valores de la velocidad
tales que 3 > (% y la rama inferior a los valores 7 < (.

Simulaciones numéricas realizados en el modelo presentado muestran que, en
general, la rama inferior es inestable y la rama superior es estable.

At

7Observese que el término de perturbacién utilizado es:e*; este término es creciente

para A > 0 y decreciente para A < 0.
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w
[t}

Ramas superior e inferior

Inestabilidad de la rama inferior

La solucion al problema se considerard inestable si se encuentra A > 0
que satisfaga la ecuacién de eigenvalores.

Observamos que f (A, 3, €, 0) es continua y real para A positiva.

Entonces para ( fija,
lim f()\7 0, €, (S) > 0.

A——+o00

Esto se puede observar pensando en f como la suma de sus términos:

(1+8)(Bp+A+1) 6—5(%+%—1)7

fONBrew,0) =Blo—p—7) -1+ (1+X)+ 73

por una parte el término del lado derecho de la ecuacién tiende a cero'®
mientras que el lado izquierdo se aproxima a:

B(VAN) =26V > 0.

8 Tanto la funcién exponencial como el polinomio en A tienden a cero.
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Ahora, sabemos que si A = 0 entonces p = 0, 0 = 7y, de manera que:

1+
f( 7ﬁ7€klv ) /6(’7 ’7) +1+5 )
y por lo tanto A = 0 es raiz.
Si podemos probar que % < 0 en A = 0, entonces dado que f es cre-

ciente en A\, podemos afirmar que existe un eigenvalor real Ax > 0 tal que
f (A%, 3, €x1,0) = 0 con lo que quedaria probado que la rama inferior es ines-
table.

Vemos entonces como es 2£ en A = 0.

8f:6<8a 8u> (1 180) T (14+8)(Bu+A+1)

X ox O 70)\ (1+X)2+8

iy [+ B+ A (BFH + 1] =20+ B)(Bu+ A+ DA+ 1)
(( A2+ 0)?
donde:
I
OA| . By -1 |ox| B
Sea

aof] 1§ 1\ 2
[5]#0 o 2y-1 b ﬂv(1+27—1> (14 0)

20y(1 + 5) —26(1 + ) — 26(2y — 1)
B2y =11 +5)
20827+ B(=y—d+1)—9)
B2y —1)(1+p)
(87 +B(=y—0+1) —9)
B2y-11+p)

Noétese que el numerador de esta ecuacién corresponde a la ecuacién «(/3)
(pag.70) que determina los puntos criticos de la ecuacién de eigenvalores pa-
ra la velocidad.
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Para % punto critico, a(5%) = 0, por lo tanto

of
e
A=0

Del hecho de que el modelo esta restringido a que § > 0 y que dados los
parametros fisiologicos v > 1, podemos observar que el denominador de
of

[%} es positivo, de manera que el signo de [ﬁ] estaréd determinado
A=0 A=0

unicamente por el signo del numerador, entonces,

sgn < [2—2] H) - sgn(a(ﬁ)).

Recordando que a(f) < 0 si 3 < (3%, esto es en la rama inferior, se tiene que
a—f} < 0.
[ax A=0

Y por lo tanto, podemos afirmar que existe un eigenvalor real Ax > 0 que
satisface la ecuacion.

Con esto queda demostrado que la rama inferior es inestable para e > 0y
§>019.

En la siguiente seccién se revisa el caso en el que €,; = 0 con lo cual se
observa que una seccién de la rama inferior puede ser estable.

Inestabilidad de la rama superior

A pesar de que simulaciones numéricas prueban que la rama superior es
estable, en algunas condiciones limitrofes parte de esta rama se puede volver
inestable.

19T,0s valores fisiolégicamente relevantes contemplados son:
= ¢,;=01,0.3,05
= A=0,0.1,0.2,0.3,0.5
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En esta seccién se demuestra que, para ciertos valores de los parametros,
la rama superior puede ser también inestable, probandose también que la

inestabilidad en las ramas se alterna?’.

El caso ¢4 =0

Cuando la conductancia de los canales de potasio disminuye, el proceso
de despolarizacion falla. Ondas con menor velocidad y cercanas al punto en
el que la propagacion del impulso se bloquea pueden estar presentes en con-
diciones en las que los ventriculos se despolarizan lentamente.

En el caso en el que ¢ = 0 se tiene que v() = 1, de manera que la
velocidad critica se encuentra resolviendo el polinomio:

358 —-5=0,

.0 [
6] _§<1+ 1+5>.

Utilizando que la ecuacién f que otorga los eigenvalores para la estabili-
dad(pag.83) tendrd una raiz de multiplicidad 2 en A = 0; la estabilidad de la
rama superior en la regién [ = 3* se puede calcular considerando como se
aleja del origen la raiz repetida mientras (3 se incrementa.

con

Sean

B=p"+eB A=0+ex f(A05,0,0)= f(0,5,0,0) +¢f.

Expandiendo en serie de Taylor alrededor del punto critico, entonces encon-
tramos que:

af o2
8/\‘{'% €ﬁ+m

102f| ., 10%f
6)\€ﬁ + 5@ gA + ia—ﬁQ

Lo

— 2

*

ef

* * * *

20En la rama inferior es posible encontrar soluciones estables, mientras que en la rama
superior estas soluciones son inestables.
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con

*:()\:0,6:6*)

(14‘ﬁ)0ﬂi+‘A‘%1)efa%fu)
(1+N)2+7 '

Desarrollando las ecuaciones diferenciales parciales

g — _9, _ % _5(A_)(1+B)(5§—§)+ﬂu+>\+1
o5~ MMt T ae e
_ eI BBu A+ s (L B)Bu 1+ _5<—)\
L+ AP+ 47 S
donde

D=

o _ A )
%‘w(“&) |

sustituyendo encontramos que,

of

a9 =0.

*

En el caso de %, sabemos que:

of _ 2Py +B(=y—d+1)—9)
oA, B2y —1)(1 + )

entonces, dado que § = (3* es punto critico,

off 0
ox|
*
Y andlogamente encontramos también Pf °F 01 as cuales no se desarro-

982 92 1 DN’
llan en este trabajo por motivos de espacio, pero de las que se encontro lo
siguiente:
0 f _0
032 ’

*

o

> o3

)
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Pf_ 2, 8 2 8  20+45
ox| B BA+H  (+B 1+’ B
f | 26 2
o5 By ap

Utilizamos que:

., 0 4

para encontrar 0(3*), siendo ésta:

2
0= b ,
(1+9)
y sustituimos en ai?gﬁ  yen % con lo que:

f |  20+p)+28
OIS B(1+ B)?

*

9% f
N2

AP+ 66%+48 -2
- B+

*

Encontrando que la aproximacion en serie de Taylor alrededor de 5* es:

_14ﬁ3+6ﬁ2+45—2 , 2(1+08)+28
ef = 5 G0 ) € Y eXef (3.26)

Por lo que las raices cercanas al punto critico §* se resuelven encontrando

ef =0:

eXef =0

N4FB+632+43-2 ., 2(1+p6)+28
(5) B(1+ (2) A B(1+ )

cuyas soluciones son:
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90
ex=20

la cual se debe al hecho de que A = 0 siempre es eigenvalor, y en:

_ 26(8+2)
A= —spapaag1ch

la cual muestra cémo se mueve la raiz repetida cuando varia (3.

Haciendo un analisis similar a los casos anteriores podemos ver que la

direccion de la raiz dependera del signo del denominador, es decir de:

23 +3(57)2 + 25" — 1.

Este polinomio tiene dos raices complejas®' y una raiz real, la raiz real de-

termina el signo del mismo.

Si definimos 5 como la raiz real del polinomio entonces:
= el eigenvalor A serd positivo en €3 > 0, es decir, en la rama superior si

B < [Ba;

» y analogamente, para ¢4 < 0, la rama inferior tendrda un eigenvalor

negativo en (% < (.

P{B} ——
o r—

18 T
|

18

=18
=18 e

Figura 3.8: Polinomio de raiz repetida

21E] caso de las raices complejas no se analiza en este trabajo.
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Bo es un punto de bifurcacion para la velocidad que modifica la estabilidad
de las ramas.

T raizinestable
i

Con esto concluimos la parte analitica del modelo y a continuacién se
muestran algunos resultados numeéricos.
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Capitulo 4

Resultados y Conclusiones

El modo en que se propaga el potencial de acciéon en tejido ventricular,
modelado en este trabajo por un frente de onda, dependera tanto de la velo-
cidad del impulso como de las condiciones mismas del tejido.

El frente de onda representativo se desplaza hacia la izquierda y tiene la
siguiente estructura general:

L
2 4

Onda Viagjera: desplazamiento por unidad de tiempo

93
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Por la naturaleza del modelo podemos distinguir los resultados en dos
tipos: para tejido sano y para tejido enfermo.

En ambos casos, la velocidad critica determinaréd la estabilidad de las so-
luciones.

Recordamos que la ecuacion de velocidad critica esta dada por el polino-
mio:

(1—=0—€)B33+ (02— 20 +26)3% 4+ (262 =6 —€) + 5% = 0.

4.1. Solucién en tejido sano

Para tejido sano la solucion para el modelo estara dada por ondas viajeras
cuya estabilidad dependera de la velocidad con que dichas ondas se muevan.

Siendo los siguientes parametros los que modelan tejido sano ventricular:

= Variables de voltaje en sus valores umbrales:

Vi, = —90mV
Vi, = =70mV
Vi = =50mV
Voa = +50mV

= Variables de capacitancia y conductancia:

C, = luFem™>

Gna = 4mScem™

g = 0,25mSem™>

= Variable de escala de tiempo:

7, = 0,8ms



4.1. SOLUCION EN TEJIDO SANO 95

» Pardmeros no dimensionales:

A = 05
g = 8
ekl:0,2

0 = 0,69314718

Resolviendo! el polinomio para la velocidad critica se encontré que para
tejido sano esta es:
g% =1,226

¢ = 0,11073162
S

8.9 -

-8.9

-1 b

=-1.5

- b

-2.5 .
-2 -1 a 1 2 3 4 5

Velocidad critica en tejido sano

En tejido ventricular sano, las velocidades normales de conduccion del
potencial oscilan entre 0.3 y 0.57%, es decir, de 2.7 a 4.5 veces la velocidad
critica.

La soluciones de los polinomios se encontraron mediante una calculadora para polino-
mios disponible en linea.



96 CAPITULO 4. RESULTADOS Y CONCLUSIONES

De manera que para tejido sano, las velocidades mayores a (3* correspon-
den a modos estables, mientras que velocidades menores a modos inestables.

El desplazamiento de la onda se muestra en las areas de color de los graficos
que se presentan a continuacion, el area a color representa el movimiento de
la onda viajera en 15 unidades de tiempo.

El color gris representa al voltaje, el color amarillo representa la dindmica
de activacion de canales.

Observese que el desplazamiento de la onda es minimo para velocidades ines-
tables y la onda se desintegra eventualmente.

viIg)

e
=

-8.5 -
-1 g
-15 -18 -5 a 5
Desplazamiento de onda viajera
g=0.5 Activacion de canales de sodio
&=0.5
Ekl=0.2
Potencial

Figura 4.1: Modos inestables para tejido sano.
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8.5 -

-a.5

-1

B=1/6 Desplazamiento de onda viajera
£=0.5 l:l Activacidn de canales de sodio
EH=0.2 [] Fotencal

Figura 4.2: Modos inestables para tejido sano.

En el caso en que las velocidades son estables el area recorrida es consi-
derablemente mayor, considérese que estas velocidades aunque estables atin
son menores a las velocidades normales.

Lot /
1

ol |

viT)

[

1 . . . . ¥
=25 =28 =15 =18 =5 a 5
Desplazamiento de onda viajera
E=1.5 Activacion de canales de sodio
2=05
£kl=0.2 |:| Potencial

Figura 4.3: Modos estables para tejido sano
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vIt)

-8.3

=48 =30 =28 =18 a 18

Desplazamienro de onda viajera

B=2 I:l Activacidn de canales de sodio
0=0.5
£ ki=0.2 |:| Potencial

Figura 4.4: Modos inestables para tejido sano.

Solucion en tejido enfermo

El Sidrome de Brugadas produce un patrén electrocardiografico[29] simi-

lar al que se produce cuando se induce el bloqueo de los canales de sodio 6 en
casos de Hipercalemia?.

En el modelo, éste sindrome se representa mediante la disminucién del parame-
tro €.

Cuando €;,; — 0, el modelo predice un cambio en la estabilidad de la onda

viajera cuando la velocidad critica no es suficientemente grande. Dicho cam-

2Enfermedad producida por un desorden de electrolitos en el que la cantidad de potasio

es abundante.
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bio en la estabilidad lo determina la velocidad critica para nuestra soluciéon y
su relacion con respecto al parametro de bifurcacién encontrado en el andlisis
de estabilidad del capitulo anterior.

En el caso en que €¢,; = 0,la velocidad critica se encuentra resolviendo el
polinomio:

5 —B5—56=0

De forma que * dependera del parametro ¢:

.0 [ 4

Sabemos ademas que las soluciones seran inestables en la rama superior y
estables en la rama inferior si % < (35, por lo que nos interesa encontrar 3s.

Para encontrar 3 buscamos una aproximacion numérica del polinomio:
2(8%)% +3(8%)* + 28" — 1 =~ 2(8* — 0,3178)((8*)* + 1,183* + 1,5759)
con solucién real en:
P2 = 0,3178

Por lo tanto,
¢y = 0,05637—.
s

A continuacién se muestran algunos graficos comparativos del desplazamien-
to de ondas viajeras en caso de tejido enfermo.

Anélogamente que en el caso de tejido sano, el area a color muestra el des-
plazamiento en 15 unidades de tiempo, siendo el color gris el que corresponde
a la variable de voltaje y el color amarillo el que corresponde a la dindmica
de activacion de canales.

Partiendo de que el parametro de bifurcacién se obtuvo a partir de mo-
verse alrededor de la raiz repetida del polinomio de estabilidad, se hace una
distincion de acuerdo a la magnitud de dicha variaciéon entre las soluciones
mostradas en los graficos que se presentan.
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Todos los grdficos presentados representan modos estables.

El primer grafico supone que el desplazamiento alrededor de la raiz repe-
tida es de orden 1074

1
8.5
vig)
8 H(g)
-8,5
_1 ?
-18 -5 8 5 18 ¢
Desplazamiento de onda viajera
B=0.317 I:l Activacion de canales de sodio

£=0.073463 Potencial
Ekl=0

Figura 4.5:

El siguiente grafico corresponde a un desplazamiento alrededor de la raiz
de orden 1072
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1
a.5
vIg)
8 H(%)
—a.5 |
-1
=28 =15 ‘(;
Desplazamiento de onda viajera
B=310

£4=0.0668879

—

Figura 4.6:

Y para finalizar se consideran desplazamientos alrededor de la raiz repe-
tida de orden mayor a 107

1
8.5 -
vIE)
° H(Z)
-8.5
-1 L L L L 3
-20 -15 -18 -5 -] 5
Desplazamiento de onda viajera
l:l Activacidn de canales de sodio
B=1/4
a=0.04877 I:I Potencial
Eki=0

Figura 4.7:
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Vi)

H(T)

-1
—-2a -15 -18 -5 a 5

Desplazamiento de onda viajera

B=1/5 I:l Activacion de canales de sodio
212229554 l:l Potencial
Figura 4.8:

Para finalizar este trabajo, buscamos la relacion del parametro de bi-
furcacién con algin pardmetro fisiolégicamente relevante. Para lo anterior,
utilizamos la solucion para la velocidad critica en €, = 0:

*_5 / 4
ﬂ—§<1—|— 1+5)

y reescribimos 0(f3), es decir,

Por otra parte, sabemos que:
d=—In(1—-A)

6 bien
A=—1+¢e7",
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De manera que podemos reescribir un parametro bifurcacion en términos de
A con:

Bs?
14+ (5

Ay =—1+ ea:p( — ) ~ 0,073788.

Es decir, si Ax < A, las soluciones en la rama inferior son estables mientras
las soluciones en la rama superior no lo son.

Recordando que:

Vm_Vh
A= " -
Vin — Vi

observamos que éste representa una razon del diferencial de voltaje de acti-
vacion de los canales de sodio con el voltaje de desactivacion de los mismos,y
con respecto al voltaje de reposo para el potasio. Y observamos también que
As es un valor muy inferior al valor normal, por lo que revisamos los casos
en que se podria presentar una disminucién de dicho parametro.

Fisiolégicamente, una disminucién patoldgica de A podria darse ante un
aumento en el voltaje de inactivacion de los canales de sodio, por bloqueo
de los mismos; 6 bien por una disminucién en el voltaje de reposo para el
potasio, por exceso de potasio en los electrolitos. Ambos casos concordantes
con la sintomatologia presentada en el Sindrome de Brugadas.

La propagacién de ondas estables con velocidades bajas (¢ < ¢g) podria
explicar la existencia de arritmias via dos mecanismos:

= Kl proceso de despolarizaciéon de la onda con velocidad baja excita
el tejido en una parte del ciclo donde dicho tejido no deberia estar
excitado, es decir, la onda de baja velocidad rompe con la sincronia del
proceso.

= El proceso de despolarizacién de la onda con velocidad baja es insufi-
ciente para activar las funciones celulares de contraccion.

4.3. Conclusiones

Con el trabajo realizado podemos concluir que a través de los modelos
matematicos se pueden comprender procesos fisiologicos complejos, en par-
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ticular, para tejido excitable.

El modelo resuelto, por ser de tipo FitzHugh-Nagumo, tiene la ventaja de
ser un modelo con solucién analitica que facilita el manejo y andlisis de las
soluciones. Al proponerse solucion de onda viajera, el sistema se reduce a
un sistema de ecuaciones diferenciales lineales, con lo cual, se simplifica el
trabajo para encontrar las soluciones.

La importancia del modelo reside en que con sus ecuaciones se representa
adecuadamente el mecanismo relevante para la conduccion del impulso en
tejido ventricular[20]. La concordancia con aspectos fisiolégicos es tal, que es
posible describir patologias a través de la realizacion del andlisis de estabili-
dad.

Como primera aproximacion, este modelo es representativo no solo de la
propagacién de ondas cardiacas sino también del Sindrome de Brugadas.

En un analisis posterior, se propone extender el estudio en mas dimensio-
nes, pues estudios realizados por el mismo autor[19] del modelo demuestran
que la estructura del corazéon puede influir en la conduccion del impulso. Para
esto, se puede plantear V (¢, z,0,r), con 0 curvatura del medio y r el radio
de la fibra conductora.

Asimismo, se formula la posibilidad de extender el modelo acoplandolo a la
zona de meseta tratando de preservar la simplicidad del modelo y modifican-
do algunas condiciones de frontera.

Por tltimo se propone un anélisis comparativo de un electrocardiograma
para las ondas QRS, con las cuales se identifica la conduccién del impul-
so, por medio de simulaciones entre tejido sano y tejido enfermo con alguna
patologia representada en el modelo.
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