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Prologo

La obtencion y el manejo de datos no es algo nuevo, se sabe que desde los grie-
gos ya se realizaban censos con fines tributarios, sociales y militares. Al principio
solo se recolectaban datos para tener un registro y descripcion de éstos. No fue
sino hasta mediados del siglo XVII con los trabajos de C. Huygens, B. Pascal, E.
Halley, G. Neumann entre otros que esta informacion se empieza a utilizar con
fines deductivos, por ejemplo Halley presenta la primera tabla de mortalidad pa-
ra tratar de establecer el precio de las anualidades de las companias de seguros.
Y fue hasta el siglo XIX que la estadistica entra en una nueva fase de desarrollo
con los trabajos de Galton y Pearson pues a ellos se debe el paso de la estadistica
deductiva a la inductiva con el estudio de la relacion entre variables, el primero

desarrolla el método de correlacion y el segundo el coeficiente de correlacion.

El desarrollo de la teoria de probabilidades se da a principios del siglo XVIII, sin
embargo es hasta comienzos del siguiente siglo cuando comienzan a asentar las
bases de dicho teoria y es ahi donde se puede situar el inicio de la estadistica
moderna con R. Arnold Fisher su maximo representante ya que logro situar a la
estadistica como una herramienta para el analisis de experimentos ademas fue

pionero en la introducciéon del método de maxima verosimilitud.

En la actualidad la estadistica no solo se trata de recolectar datos y generar tablas
si no también de relacionar los datos, interpretar resultados y generar conclusio-
nes con fundamentos matematicos. Este conjunto de herramientas es usados en
muchas areas para el analisis de fendmenos sociales, econémicos, bioldgicos y fi-

sicos. Con esto la importancia de esta rama y su estudio salen a flote.

El presente texto va dirigido principalmente a estudiantes de la carrera de ac-

tuaria, tanto de sistema abierto como escolarizado y esta concebido para que el



alumno desarrolle los temas de la primera mitad de un curso basico de estadistica

para licenciatura: Estadistica descriptiva e Inferencial.

Debido al auge tecnoldgico en los ultimos anos la facilidad de acceso a la infor-
macioén en linea, que,entre otras cosas, ha permitido la generacién de material
didactico electrénico atil al estudiante. Es por lo que se pensé en la creacion de
este texto, digital y abierto, como complemento a un curso escolarizado o bien

para quien desee instruirse por sus propios medios.

Un prerrequisito a estas notas es un curso de calculo diferencial e integral que
incluya derivadas parciales e integral multiple asi como conocimiento previo de
probabilidad: conceptos como variable aleatoria, funcion de densidad y distri-
bucidon,esperanza, varianza, etc, seran de gran ayuda para la comprensién de los

temas.

Este trabajo se divide en dos capitulos: En el capitulo 1 se desarrolla la parte de
estadistica descriptiva, empezando por tipos de datos, seguido de su representa-
cién grafica, para finalizar con la presentaciéon de medidas de tendencia central,
posicion, dispersion y forma. El capitulo 2 corresponde a una parte de la inferen-
cia estadistica: comienza con estimacion puntual, en particular por el método de
momentos y de maxima verosimilitud. Después se estudian algunas propiedades
importantes deseables para estos estimadores. Al final de ambos capitulos se en-
cuentra una seccion de ejercicios propuestos para complementar el desarrollo de

ideas del alumno.



1.1

Estadistica descriptiva.

En estadistica descriptiva se muestran técnicas para el analisis datos él cual con-
siste en clasificarlos, ordenarlos y representarlos a través de graficas y/o medidas,

una de ellas ya bastante conocida: el promedio.

Datos, variables y escalas de medi-
o »

cion

Al realizar cualquier tipo de experimento, mediciéon u observacion se obtienen

datos los cuales se pueden ver como el rango o imagen de una funcién que en este

contexto la llamaremos variable. Y al conjunto de valores que se obtuvieron del

experimento u observacion se le llamara muestra.
Una primera clasificacion para el tipo de datos es la siguiente:

Se habla de una variable cuantitativa cuando se realiza una medicién y el re-
sultado es un namero con el que se pueden realizar operaciones aritméticas y se
entiende por variable cualitativa (o atributo) cuando solamente registran una cua-
lidad del objeto o persona en estudio. Dado un colectivo de personas su edad y
estatura son ejemplo de variables cuantitativas mientras que la afiliacion politica

y el estado civil son atributos.

Dentro del conjunto de variables cuantitativas se distingue entre discretas y con-
tinuas. Se llama variable discreta cuando s6lo puede tomar un nimero finito o
numerable de valores y variable continua cuando la cantidad de valores que pue-

de tomar es no numerable, es decir, si toma cualquier valor dentro de un intervalo



(a,b) de la recta real. La estatura de un grupo de personas seria ejemplo de una
variable continua mientras que el nimero de hijos por mujer seria de una variable

discreta.

Aunque en la practica todas las variables cuantitativas son discretas, debido a
la limitacién de los aparatos de medicion, en general se trata a las variables que
en teoria son continuas como tales, por razones que s6lo se alcanzan a ver en el

segundo capitulo.

Una tercera clasificacién esta en funcion de la relaciéon que guardan entre si los

datos.

Las variables cualitativas pueden ser clasificadas de acuerdo a dos escalas: escala
nominal y ordinal. La primera unicamente pone nombre a una caracteristica y no
es posible crear alguna relacion de orden o magnitud entre los posibles valores
de la variable, el lugar de nacimiento de las personas o el grupo sanguineo son
un ejemplo de éstas. Las variables ordinales llevan asociado un orden entre sus
respuestas y aunque se pueden emplear numeros para su clasificaciéon no es po-
sible hacer operaciones aritméticas entre estos valores, por ejemplo: para calificar
el grado de satisfaccion de un servicio se pueden crear la siguiente clasificacion:
0 = Muy malo, 1 = malo, 2 = Regular, 3 = Bueno, 4 = Excelente. En este caso, es
claro que existe un orden entre sus valores, pero al realizar operaciones aritméti-
cas entre los valores no se genera un atributo de la variable. Dado lo anterior, no

se puede decir que un valor malo y uno bueno hacen un valor excelente.

Las variables cuantitativas pueden clasificarse en escala intervalar y de razén. En
la primera hay un orden entre los valores de la variable y se pueden realizar con

ellos las operaciones de suma y resta lo que genera una nocién de distancia. En



1.2

esta escala el valor cero no es absoluto pues no refleja ausencia de la magnitud
medida. La temperatura es una variable de esta clase aqui el posible valor cero
depende de la escala que se use para medir la temperatura (Celsius, Kelvin, Fah-
renheit). La segunda tiene las mismas propiedades que la escala de intervalo y
anade a estas caracteristicas la de incorporar un origen no arbitrario, de esta for-
ma el cero se entiende como inexistencia. También es posible realizar cualquier
tipo de operacion logica y aritmética y expresiones del tipo “una observacion es
el doble de la otra”tienen sentido. Por ejemplo, la variable edad estudiada en una

poblaciéon humana.

Es importante tener en cuenta el tipo de variable con la cual se trabaja asi como el
tipo de escala ya que de este dependera el tipo de procedimiento estadistico que

se llevara acabo.

Tablas de frecuencias

La organizacion de los datos constituye parte importante de su analisis ya que
facilita calculos posteriores y aunque actualmente, con el desarrollo de progra-
mas estadisticos, en la practica éstas herramientas han perdido relevancia, siguen

siendo importantes en la ensenanza por su gran valor conceptual.

La organizacion va a depender de la cantidad de datos que se tenga.

Caso 1) Cuando se tiene un numero pequeno de observaciones, en su mayoria dis-

tintas es conveniente darlos por extension.



Ejemplo 1.2.1. Al lanzar un dado 7 veces se obtienes y observar

el nimero obtenido, se obtienen las siguientes observaciones:
1,1,5,6,3,4,5
Caso 2) Cuando se tiene un gran numero de observaciones pero muy pocas distintas

se organiza en una tabla de frecuencias,la cual estara formada por cada uno

de los valores distintos acompanados por el nimero de veces que se repite.

Ejemplo 1.2.2. En una votacion para elegir a un presidente de

entre cuatro candidatos se han obtenido los siguientes resultados

Candidato | Numero de votos
A 287
B 450
C 230
D 315

Caso 3) Si se tienen muchas observaciones y en su mayoria distintas, pueden dispo-
nerse agrupandolas en intervalos e indicando el nimero de datos que caen

dentro de cada intervalo.

Ejemplo 1.2.3. La siguiente tabla muestra los salarios diarios de

65 empleados de la muebleria Otlamex.



Salarios | Numero de empleados
[250-260) 8
[260-270) 10
[270-280) 16
[280-290) 14
[290-300) 10
[300-310) 5
[310-320) 2

Al trabajar con variables cuantitativas o cualitativas de tipo ordinal y si la can-
tidad de datos es muy grande (caso 2 y 3 ), se suele trabajar con un arreglo de
datos basado en intervalos conocido como tabla de frecuencias. No sdlo ayuda a
organizar los valores si no que es de gran ayuda para construir algunas de las

representaciones graficas que se veran mas adelante.
Para la elaboracion de tablas de frecuencia hay que seguir los siguientes pasos:

Paso 1) Los datos de la muestra deben de ordenarse y aunque es usual ordenar de

menor a mayor no representa ningun problema efectuarlo al revés.

Paso 2) Se debe definir el nimero de clases o intervalos K en las que se agrupan los
datos de la muestra. La raiz cuadrada del total de datos, K = vVn, 6 la regla

de Sturges, K =1+ log,(n), son los mas usados para este fin.
Paso 3) Determinar la longitud del intervalo de clase (c), el cual se aproxima me-
diante la formula:

valor maximo-valor minimo

numero de clases



Paso 4)

A partir de este paso se generan los limites de clase que son los valores
mayor (L;,;) y menor (L;) de cada intervalo. Estos tienen la misma aproxi-
macion que los datos en la muestra o de la poblacioén y se denotan por L;
también las marcas de clase que son los puntos medios de los intervalos y
son los valores que se usaran para representar a cada clase y se denotar por

m;.
Calcular los distintos tipos de frecuencia:

Frecuencia absoluta observada. Es el nimero de elementos en la muestra o

en la poblacion que pertenece a la clase en cuestion. Se denota por f;.

Frecuencia absoluta acumulada. Es el numero de datos en la muestra o
poblacion, que son menores o iguales que el limite superior del intervalo en
cuestion. Se denota por F;, y se obtiene sumando la frecuencia del intervalo

actual con las frecuencias de los intervalos anteriores.

Frecuencia relativa observada. Es la proporciéon de datos que pertenecen a
la clase en cuestién. Generalmente se denota por f o f. Se obtiene reali-

i

zando el cociente entre la frecuencia y el total de datos, es decir, f;" = i
n

Frecuencia relativa acumulada. Es la proporcién de los datos que son me-
nores o iguales que el limite superior de la clase con la cual se esta traba-
jando. Se denota por F; o F} y se calcula como el cociente de la frecuencia

acumulada y el nimero de datos: F; = -
n



Ejemplo 1.2.4. Las calificaciones finales en Biologia de 80 estudiantes

se observan en la siguiente tabla

68 84 75 82 68 90 62 88 76 93
73 79 88 73 60 93 71 59 85 75
61 65 75 87 74 62 95 78 63 72
66 78 82 75 94 77 69 74 68 60
96 78 89 61 75 95 60 79 83 71
79 62 67 97 78 85 76 65 71 75
65 80 73 57 88 78 62 76 53 74
8 67 73 81 72 63 76 75 85 77

Hallar la tabla de frecuencias asociada al conjunto de datos.

Paso 1) Los datos ordenados de mayor a menor quedan:

53 57 59 60 60 60 61 61 62 62
62 62 63 63 65 65 65 66 67 67
68 68 68 69 71 71 71 72 72 73
73 73 73 74 74 74 75 75 75 75
75 75 75 76 76 76 76 77 77 78
78 78 78 78 79 79 79 80 81 82
82 83 84 85 85 85 86 87 88 88
88 89 90 93 93 94 95 95 96 97

Paso 2) El numero de clases que considerado para este ejemplo se obtiene

con la raiz cuadrada del niimero de datos: K = V80 = 9.

10



Paso 3) La longitud de las clases es c =

97 -53

~ 4.88, por lo que éstas

quedan:
Clase 1 [53 - 57.88)
Clase 6 || [77.4-82.28)
Clase 2 || [57.88 -62.76)
Clase 7 || [82.28-87.16)
Clase 3 || [62.76-67.64)
Clase 8 || [87.16-92.04)
Clase 4 || [67.64 - 72.52)
Clase 9 [92.04-97)
Clase 5 | [72.52-77.4)
Paso 4) Calcular los distintos tipos de frecuencia:
Clase Marca de clase || f; || F; f F?
Clase 1 [53 - 57.88) 55.44 2| 2| .025 | .025
Clase 2 || [57.88 -62.76) 60.32 10 || 12 || .125 || .015
Clase 3 || [62.76-67.64) 65.2 8 || 20 1 .25
Clase 4 || [67.64 - 72.52) 70.08 9 || 29| .1125 || .3625
Clase 5 || [72.52-77.4) 74.96 20| 49 | .25 | .6125
Clase 6 || [77.4-82.28) 79.84 12 || 61 || .15 | .7625
Clase 7 || [82.28-87.16) 84.72 7 || 68| .0875 | .085
Clase 8 || [87.16-92.04) 89.6 5 | 73| .0625 || .9125
Clase 9 [92.04-97) 94.48 7 | 80 | .0875 1

11




Ejemplo 1.2.5. Los siguientes datos representan los pesos de 40 estu-
diantes hombres de una universidad. Construir su tabla de frecuencias

con 7 y 10 intervalos.

138 164 150 132 144 125 149 157
146 158 140 147 136 148 152 144
168 126 138 176 163 199 154 165
146 173 142 147 135 153 140 135
161 145 135 142 150 156 145 128

Paso 1) Los datos ordenados de mayor a menor quedan:

125 126 128 132 135 135 135 136
138 138 140 140 142 142 144 144
145 145 146 146 147 147 148 149
150 150 152 153 154 156 157 158
161 163 164 165 168 173 176 199

Paso 2) El numero de clases que considerado para este ejemplo serd 7 y

10.

Con 7 clases:

199-125 ,
Paso 3) La longitud de las clases es ¢ = — ® 10.571, por lo que és-

tas quedan:

12



Paso 4)

Paso 5)

Clase 1 || [125-135.5)
Clase 5 || [167.2-177.8)
Clase 2 || [135.5-146.1)
Clase 6 || [177.8-188.4)
Clase 3 || [146.1 -156.7)
Clase7 || [188.4-199)
Clase 4 || [156.7-167.2)
Calcular los distintos tipos de frecuencia:
Clase Marca de clase || f; || F; 1 F;
Clase 1 [125-135.5) 130.2 7 7 | .175 || .025
Clase 2 || [135.5-146.1) 140.8 13 || 20 || .325 .5
Clase 3 || [146.1 -156.7) 151.4 10 || 30 || .25 .75
Clase 4 || [156.7-167.2) 161.9 6 || 36| .15 9
Clase 5 || [167.2-177.8) 172.5 3 1391 .075 | .975
Clase 6 || [177.8-188.4) 183.1 0 39] .0 |.975
Clase 7 || [188.4-199) 193.7 1 |40 .025] .1
Con 10 clases:
199-125
La longitud de las clases es ¢ = 0~ 7.4, por lo que éstas

quedan:

13




Clase 1 || [125-132.4) Clase 6 [162-169.4)

Clase 2 || [132.4-139.8) Clase 7 || [169.4-176.8)

Clase 3 || [139.8-147.2) Clase 8 || [176.8-184.2)

Clase 4 || [147.2-154.6) Clase 9 || [184.2-191.6)

Clase 5 || [154.6-162) Clase 10 || [191.6-199)

Paso 6) Calcular los distintos tipos de frecuencia:
Clase Marca declase || f; || F; fi F?

Clase 1 [125-132.4) 128.7 4 4 1 1
Clase 2 || [132.4-139.8) 136.1 6 || 10 || .15 .25
Clase 3 || [139.8-147.2) 143.5 12 || 22 3 .55
Clase 4 || [147.2-154.6) 150.9 7 129 | .175 || .725
Clase 5 [154.6-162) 158.3 4 133 .1 | .825
Clase 6 [162-169.4) 165.7 4 137 .1 925
Clase 7 || [169.4-176.8) 173.1 2 |39 .05 || .975
Clase 8 || [176.8-184.2) 180.5 0 || 39 0 975
Clase 9 || [184.2-191.6) 187.9 0 | 39 0 975
Clase 10 [191.6-199) 195.3 1 | 40 || .025 1

14




1.3

Descripcion grafica de los datos

El objetivo de los graficos es revelar, visualmente, patrones de comportamiento
de la variable de estudio. El tipo de representacién utilizado no so6lo estara en
funcion del tipo de datos, si no también del concepto que se desee representar

y/0 conocer.

1. Diagrama de pastel: Esta grafica es comtn si lo que se busca es resaltar la
distribucién de frecuencias relativas. Este muestra la cantidad de datos que
pertenecen a cada categoria como una parte proporcional de un circulo y
para obtener cada sector circular bastara multiplicar la frecuencia relativa

de la categoria por 360 con lo cual se obtendra el angulo interior del sector.

Ejemplo 1.3.1. Los datos del ejemplo 1.2.2 se pueden representar

por medio de un diagrama de pastel.

Candidato | f; fi* | angulo del sector circular
A 287 | .2238 80.568
B 450 | .3510 126.36
C 230 | .1794 64.584
D 315 | .2457 88.452

La Figura 1.1 muestra el grafico solicitado, en el cual cada sector representa

el porcentaje de poblacion que voto por determinado candidato.

15



126.36% B 80.4% A

88.4% D
64.5% C

Figura 1.1: Grafica de pastel

2. Grafica de barras: Se utilizan para representar la frecuencia de las catego-
rias de una variable cualitativa a través de rectangulos de areas proporcio-

nales a la frecuencia de cada atributo o categoria.

Ejemplo 1.3.2. La siguiente figura muestra el diagrama de barras
asociada al Ejemplo 1.2.2. Para construirlo se debe tener en cuen-
ta que la base de los rectangulos son iguales y las alturas repre-
sentan el namero de personas que elegira a determinado candi-

dato.

16



424 450

371

318 |
315

287

212 230

159

Votantes

106

53

53} Candidatos

Figura 1.2: Grafica de barras

Cuando el tamano de la muestra es pequena y la variable es cuantitativa u

ordinal, el grafico recomendado es:

. Diagrama de tallo y hojas, el cual presenta las observaciones mediante el
empleo de los digitos que constituyen los valores de los datos. Cada uno
se divide en dos partes: el(los) digito(s) principal(es) se convierte(n) en el
tallo y el(los) digito(s) posterior(es) se convierte(n) en la hoja. Los tallos se
escriben a lo largo del eje principal, y por cada dato se escribe una hoja para

mostrar la distribucidon de éstos.

Ejemplo 1.3.3. Construir un diagrama de tallo y hoja para el si-

guiente conjunto de calificaciones de 20 estudiantes.

17



82 74 88 66 58 74 78 84 96 76

62 68 72 92 86 76 52 76 82 78

Como todos los datos constan de 2 digitos es conveniente utilizar
el primer digito como tallo y el segundo como hoja. Usualmente
la representacion se hace de manera vertical. Para ello se traza-
ra una recta vertical y se colocaran todos los tallos distintos a la

izquierda de ésta como se muestra a continuacion.

En seguida se coloca cada hoja junto a su tallo, esto se hace es-
cribiendo el segundo digito a lado derecho de la linea vertical.
Las hojas no necesitan acomodarse con respecto a algin orden y

pueden repetirse como se puede apreciar en la siguiente figura.

18



20 calificaciones de examen

8

9

2

6

8

2

8

6 2 6 6 8

6 2

Las principales graficas que se apoyan en la tabla de frecuencias para su

construccion son:

. Histograma Permite la representacion de la frecuencia de una variable a

través de barras rectangulares cuyas bases estan centradas en el punto me-

dio de cada intervalo y las areas de dichos rectangulos son proporcionales

a la frecuencia (absoluta o relativa) de cada clase. El eje de las abscisas se

refiere a los valores de la caracteristica en estudio y el eje de las ordenas a la

frecuencia observada para cada una de ellas.

Ejemplo 1.3.4. El histograma para el Ejemplol.2.4 esta dado en

las Figuras 1.3. El eje vertical representa la frecuencia absoluta

de cada intervalo y el eje horizontal marca el limite superior e

inferior de las clases. Al ser las bases de los rectangulos iguales

las areas son proporcionales a la frecuencia.

19



Alumnos

20}

18}
16}
14}

12F
10}

Alumnos

N B OO ©
T

e

53 57.8 62.7 67.6 72.5 77.4 82.2 87.1 92 97

Calificaciones

Figura 1.3: Calificaciones

Ejemplo 1.3.5. En el Ejemplo1.2.5 se construyeron dos distribu-
ciones de frecuencias, con 7 y 10 intervalos de clase, los histogra-
mas asociados se pueden observar en las Figuras respectivamen-
te. En esta ocasion se opto por representa a cada intervalo por sus

limites de clase(eje horizontal).

12+
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Alumnos
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-

125 1324 139.8 1472 154.6 162

125

1355 146.1 156.7 167.2 177.8 188.4 199
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(a) (b)
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169.4

176.8

184.2

191.6

199



5. Poligono de frecuencias: Es una grafica de lineas rectas que se realiza a

partiendo del histograma, se forma a partir por la unién de los puntos cuya

ordenada es la frecuencia respectiva y la abscisa es la marca de clase, es

opcional dibujar una marca de clase antes de la primera y una posterior a la

ultima , cada una de frecuencia cero.

Ejemplo 1.3.6. Obtener el poligono de frecuencias asociado a los

dos histogramas del ejemplo 1.3.5

-
w

=
o

/|

Alumnos
o ~
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140.8

151.4

Pesos

161.9

(a)

1725

183.1

193.7

128.7 136.1 1435 1509 1583 165.7 173.1 180.5 187.9 1953

Pesos

(b)

6. La ojiva o poligono de frecuencias acumuladas se dibuja utilizando las fron-

teras de los intervalos de clase contra las frecuencias acumuladas absolutas

o relativas. La ojiva indica, para cada frontera, los elementos (o proporcion

de elementos) que son menores o iguales que esa frontera. Si se utiliza la

frecuencia acumulada relativa se llama ojiva porcentual.

Ejemplo 1.3.7. Obtener las graficas de ojiva relacionadas a los his-

togramas del ejemplo 1.3.5

21



1.4

30+

20 -

40

39+

37

33

125

135.5

146.1 156.7
Pesos

(a)

167.2

177.8

188.4

199

125

132.4

139.8

147.2

154.6
Pesos

(b)

162

169.4

Descripcion numérica de los datos.

176.8

Para las variables cuantitativas una vez organizados los datos se procede a obtener

una serie de calculos que resuman y representen a la muestra. Las mas importan-

tes se clasifican en: medidas de tendencia central, de dispersion y de forma.

En el apartado anterior ya se menciono que si se tiene una cantidad muy grande de

observaciones se suele trabajar con intervalos de clase, si los valores se encuentran

de esta manera se dice que son datos agrupados. En esta parte del texto se trabajara

con los datos de manera extensiva y agrupada para cada una de las medidas.

A partir de ahora se denotara por x1,x,,...,x, las n observaciones que se obtuvie-

ron del experimento en cuestion.
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Medidas de tendencia central.

Sea x1,x,,...,x,, una muestra. De entre todas las caracteristicas numeéricas que tiene
este conjunto de datos algunas de las mas importantes son las de tendencia cen-
tral, las cuales se resumen por medio de un s6lo namero, el cual esta determinado

por el calculo de las medidas que se definen en esta seccion.

Definicién 1.4.1. La media muestral o promedio, X, de la muestra x, x5, ..., X,

se define como:

n

)
. X1 tXt+. Xy, i
X = =

=1
n n

. (1.1)

Silos datos estan ordenados en intervalos de clase (datos agrupados) la

media es

n
)_fiemi
i=1

. (1.2)

X =

donde f; es la frecuencia absoluta; m; es la marca de clase y n es el

numero de datos.

Ejemplo 1.4.1. Los salarios anuales de 4 individuos son $15,000, $16,000,
$16,500 y $40,000.

a) Hallar su media aritmética.
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Usando la Férmula 1.1, la media de los datos es

X =

$15,000+$16,000 +$16,500 +$40,000  $87,500

4

=$21,875
2 $

b) ;Podria decirse que la media “representa”a la muestra?.

No, pues 4 de 5 trabajadores estan muy debajo de ese valor. Este

valor en el promedio se debe a que tenemos un valor atipico muy

grande comparado con el resto de las observaciones.

Ejemplo 1.4.2. En la siguiente tabla se muestran la distribucion absolu-

ta de las alturas de 100 estudiantes varones de la Facultad de ciencias.

Altura | Marca de clase (m;) | Frecuencia absoluta (f;)
60-62 61 5
63 -65 64 18
66 —68 67 42
69-71 70 27
72-74 73 8
Total 100

Halar la altura promedio para esta muestra.

Solucion:

Usando la Formula 1.2 se obtiene

X =

61-5+64-18+67-42+70-27+73-8 6745

100

= =67.45
100

En cierto sentido la media representa el centro de gravedad de los datos observa-

dos o centro geométrico del conjunto de valores ya que equilibra las desviaciones
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positivas y negativas respecto a su valor

n n n

Z(xi—f):in— X=) xj—nx=0

i=1 i=1 i=1 i=1

=

La media es la mejor de las medidas de representacién pues toma en cuenta todos
los elemento de la muestra aunque esto también la vuelve sensible a la presencia
de valores atipicos, lo cual provoca que en existencia de datos extremos no es la

mejor opcion.

La siguiente cantidad tiene la ventaja sobre la media que, en muestras con datos
extremos, representa mejor a la muestra , pues sélo depende de la posicion de los
datos y es poco sensible a estos valores; ademas es la medida de tendencia central

mas representativa en el caso de variables que s6lo admiten la escala ordinal.

Definicién 1.4.2. La mediana X de la muestra ordenada, la cual se deno-
tara como x(1), X(2), -, X(n), € aquel numero real tal que el 50% de los
valores de la muestra son menores o iguales a él y el otro 50 % es mayor

o igual.

El valor de la mediana esta dado por:

x(@) si n es impar,
2
A2) \277) in

5 si n es par.

Ejemplo 1.4.3. Las calificaciones de un estudiante en seis examenes han

sido 8.4, 9.1, 7.2, 6.8, 8.7 y 7.8. Hallar la mediana de esta muestra.
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Solucion:

Primero ordenemos los datos de menor a mayor magnitud:
6.8,7.2,7.8,8.4,8.7,9.1

Como el namero de datos es par, la Formula 1.3 indica que primero
deben identificarse x3 y x4, es decir, los valores que se encuentran en
la tercera y cuarta posicion con respecto a la muestra ordenada, los
cuales son 7.8 y 8.4 respectivamente. Una vez obtenidos estos valores

se procede a promediarlos y asi la mediana es:

7.8+8.4
X=———
2

Si se esta trabajando con datos agrupados se hablara del intervalo mediano que es
aquel cuya frecuencia absoluta acumulada es mayor o igual a la total. En tal caso,
la mediana se puede obtener por interpolacion como se ve en el ejemplo o bien si
M = [Liyf, Lsyp] es el intervalo mediano, entonces L; es su limite inferior; A y B sus
frecuencias, absoluta acumulada y absoluta, respectivamente y C la amplitud de

M, la mediana esta dada por la siguiente férmula:

n/2-A

=—C. (1.4)

)~(:Linf+

Ejemplo 1.4.4. La siguiente tabla muestra una distribucion de frecuen-
cias para las puntuaciones de 120 estudiantes en un examen final de
algebra. Hallar la mediana de las calificaciones por medio de interpo-

lacién y mediante la formula 1.4.
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Marca de clase || f; F;
[30,40) 35 1 1
[40,50) 45 3| 4
[50,60) 55 11| 15
[60,70) 65 21 36
[70,80) 75 43 || 79
[80-90) 85 32 || 111
[90-100) 95 9 || 120

1. Por interpolacion.

Si se considera que el peso de cada estudiante puede tomar cual-
quier valor dentro de cada intervalo de la tabla y ya que la me-
diana es aquel peso para el cual la mitad de la frecuencia total
(120/2 = 60) queda por encima y la mitad por abajo se puede pro-
ceder de la siguiente forma: Se buscara el intervalo para el cual la
frecuencia acumulada (F;) sea inmediatamente menor que la mi-
tad de los datos, en este caso es el intervalo [60,70) con F; = 36.
Luego para llegar al 60 deseado tomamos 24 calificaciones mas de
los 43 elementos de intervalo [70,80), es decir, la mediana debe

estar a 24/43 de camino entre 70 y 80; por lo tanto la mediana es
24 240
70+ -—(80-70) =70+ — =75.58
e )=70% 43
2. Por féormula:

El intervalo mediano es [70,80) ya que su frecuencia absoluta acu-
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mulada es inmediatamente mayor a la mitad de los datos. Enton-

ces

Li,s = Limite inferior intervalo mediano =70
n =namero de datos = 120
A = Frecuencia acumulada del intervalo anterior = 36
B = Frecuencia del intervalo mediano = 43

C = Amplitud del intervalo mediano =10

luego,

n/2-A 60—-36
_— . +—

Cc=70
43

X =Liys+ -10=75.58
La siguiente medida no se ve afectada por ninguna caracteristica de la muestra
como el tamano de los datos o la existencia de valores extremos y aunque en dados

casos esto se ve como una ventaja, en general es una medida bastante inestable ya

que un pequeno cambio en las observaciones puede afectarle mucho.

Definicion 1.4.3. La moda, que se denota por m es el dato que mas se
repite en la muestra y, a diferencia de las medidas anteriores, se puede

usar en datos categoricos.

Para datos agrupados, el intervalo modal,M, sera aquel con mayor frecuencia.
Se denotara por L, al limite inferior de M, a D como la frecuencia de la clase
posterior al intervalo modal, a E como la frecuencia del intervalo anterior a M y

C la amplitud de la clase modal, entonces la moda para datos agrupados se puede
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obtener a través de la formula

C.

Mo =Ling ¥ 5 E

Ejemplo 1.4.5. Para los datos del ejercicio 1.4.4 encontrar la calificacion
modal El intervalo con mayor frecuencia (clase modal) es M = [70, 80)

de esto se obtiene los datos:

Li,s = Limite inferior de clase modal =70
D = Frecuencia de la clase anterior al intervalo modal = 21
E = Frecuencia de la clase posterior al intervalo modal = 32

C = Amplitud de clase modal =10

Entonces, la moda de la muestra es

D
mo=Liyf+ 5 C=70+ .10 = 73.96

21+ 32

Medidas de posicion

Las medidas anteriores son una comparacion de los datos con un sélo valor. Como

complemento se tienen las medidas de posicion, las cuales permiten comparar

una porcion de datos con el resto de la muestra. Se llaman medidas de posicién

o cuantiles a aquellos que dividen a la poblacion en k partes iguales. La mediana

es una caso particular de un cuantil ya que divide a la poblacion en dos partes

iguales. Los mas usados son los cuartiles y percentiles.

Los cuartiles dividen a la muestra en 4 partes iguales y pueden o no ser parte de

la misma. El primer cuartil (Q;) es el namero real tal que, el 25% de los datos
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son menores o iguales a él. El segundo cuartil o mediana (Q;) es aquel namero tal
que el 50% de los elementos de la muestra es menor o igual. Por ultimo, el tercer
cuartil (Q3) tiene la propiedad que a lo mas el 75% de los valores son menores o

iguales a Q3. Para datos no agrupados el cuartil k, k =1,2,3, esigual a

Qk = X( k(n+1))

4

. , < o k(n+l
Es decir, Q; es el valor ordenado que esta en la posicion % en caso de que

este sea entero, de no ser asi se promedian los valores que estén en las posiciones

|_k(rz;l)J y I_k(n;l)_I 1.

Ejemplo 1.4.6. Hallar los tres cuartiles para los siguientes datos

§ 11 4 3 2 5 10 6 4 1

10 8 12 6 5 7

Al ordenar la muestra se obtiene

1 2 3 4 4 5 5 6 6 7

8§ 8 10 10 11 12

k(n+1 1(16+1 , ,
Como (”4 ) = K 7} ) = 4.25 no es un niumero entero, entonces (Q; sera

el promedio de lo valores x4y = 4y x(5) = 4, es decir, Q; = 4%4 =4. De

manera analoga para el segundo cuartil, 2('14“) = 2(1Z+1) = 8.5 que por
X(8)t+X,
no ser entero Q, = w = 6%6 = 6. Para Q3, k(”4+1) = 3(12+1) =12.75
X +X
por lo tanto, Q3 = (12)2 1s3) _ 8+210 -9
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12344556678810101112

Por otro lado , para datos agrupados hay que considerar al intervalo que contiene

a Qg,el cual se denotara por I, esté es el primer intervalo para el cual F; > ”T’k.

Entonces el i-ésimo cuartil esta dado por la féormula

mi_A
Qr=L;+ -C. (15)
B
Donde,

L; = Limite inferior del intervalo que contiene a Q.
A = Frecuencia acumulada del intervalo anterior a la clase I,
B = Frecuencia del intervalo IQk'

C = Amplitud del intervalo I, .

Ejemplo 1.4.7. Haciendo uso de la tabla de frecuencias del Ejerciciol.4.4

encontrar los cuartiles Q, Q, y Q3 e interpretar su significado.

* Para ;. En la tabla se puede apreciar que la primera clase cuya

frecuencia acumulada, F;, es mayor o igual a % = % =30esel
intervalo [60,70). Una vez determinado este intervalo es posible

encontrar los datos necesarios para hacer uso de la Férmula 1.5.
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Como,

L4 = Limite inferior del intervalo que contiene a Q; = 60
A = Frecuencia acumulada del intervalo anterior a la clase IQ1 =15
B = Frecuencia del intervalo I, =21

C = Amplitud del intervalo I5 =10

Entonces, el primer cuartil es

1201
-A 30-15
l+( B ] C=60+ 1 0=6

* Para Q,. El primer intervalo de clase para el cual la frecuencia

acumulada es mayor o igual que kQT” = 2120 = 60 es I, =[70,80)

por lo que,

L5 = Limite inferior del intervalo que contiene a Q, =70
A = Frecuencia acumulada del intervalo anterior a la clase I, =36
B = Frecuencia del intervalo I, =43

C = Amplitud del intervalo I, = 10

Luego, el cuartil 2 es

120-2
1202 _ 4 60— 36
L; 4—-c:70( )~1o:75.5
”L( B ] 713

» Para Q3. La sexta clase, [80,90), es la que contiene a Q3 pues es el

primer intervalo para el cual se cumple Fg =111 > ”Tk = % =90,
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asi que,

Lg = Limite inferior del intervalo que contiene a Q5 = 80
A = Frecuencia acumulada del intervalo anterior a la clase Io, =79
B = Frecuencia del intervalo I, =32

C = Amplitud del intervalo I, = 10

Por lo tanto,

1203

90-79
Q3:Li+(—4B ]-C:80+(

32

)-102 83.4

Como Q; =67.1, Q, =75.5y Q3 = 83.4 entonces de los estudiantes el
25 % obtuvo una calificaciéon menor o igual a 67, el 50 % tuvo 75 o mas

y solo el 25% tuvo 83 o mas.

Los percentiles son los valores que, al igual que los cuartiles, pueden o no per-
tenecer a la muestra y dividen a la muestra ordenada, en 100 partes iguales. Se
llama Py al k-ésimo percentil para el cual k% de los datos son menores o iguales
a él, mientras que el (100 — k)% son mayores o iguales. El k-ésimo percentil, con

k=1,..,100, para datos no agrupados esta dado por

P - n
k X(k(l&)l))

Analogo al calculo de cuartiles, si % es entero, entonces P, es el valor ordenado

, o k(n+l . .
que esta en la posicion (1”50 ). En caso contrario, P, es el promedio de los valores

que estén en las posiciones Lk(ln&)l)J y Lk(ln(;rol)J +1.
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Para datos agrupados, si Ip, es el intervalo que contiene al k-ésimo percentil y L;
el limite inferior de I po A la frecuencia acumulada del intervalo anterior a I p, B
la frecuencia del intervalo I P C la amplitud del intervalo que contiene a P. El
percentil k se calcula de la siguiente forma:
nk_
P=L;+ % .C. (1.6)

Equivalente a lo anterior, Ip_es el primer intervalo para el cual su frecuencia acu-

: n-k
mulada F; es mayor o igual que 155

Ejemplo 1.4.8. De la tabla de frecuencias del Ejemplo 1.2.3 obtener las

frecuencias acumuladas absolutas asi como 30"’ percentil.

Salarios || f; || F;
[250-260) || 8 8
[260-270) || 10 || 18
[270-280) || 16 || 34
[280-290) || 14 || 48
[290-300) || 10 || 58
[300-310) || 5 | 63
[310-320) || 2 || 65

* El intervalo donde se encuentra P;0 es 130 = [270,280) pues es

el primero tal que la frecuencia absoluta acumulada es mayor a

65-30

To0- = 19.5. Entonces,

34



L, =270
A = frecuencia acumulada del intervalo anterior = 18
B = frecuencia del intervalol30 = 16

c = amplitud del intervalo =10

Por la Formula 1.6

19.5-1

8
P30:270+( 16 )'10:270.93

Esto significa que el 30% de los trabajadores ganan 270.93 pesos o me-

nos al dia.

Medidas de dispersion

Las medidas de dispersién indican el nivel de concentraciéon de los datos y co-
mo consecuencia determinan que tanto una medida central puede ser usada para

representar a la muestra.
La medida de dispersion mas simple es el rango:
Rango = Valor maximo - Valor minimo,

ya que para su calculo so6lo se necesitan el valor maximo y minimo de la muestra.
Esta, generalmente, se usa como medida preliminar de dispersién, ya que tiene

dos grandes desventajas: no da informacion acerca de la distribucién que tienen
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los datos entre si; y es extremadamente sensible a la presencia de valores extremos

en la muestra.

Para estudiar la variabilidad de los datos se suelen utilizar medidas que invo-

lucran la diferencia de los datos con respecto a la media. De manera natural

n v n v n n v
, i=1 (x; —%) . i=1 (x; — %) i=1%i Zi:1x
se podria pensar en , sin embargo = - =
_ n n n n
_ n-x L . . ., .
X——— =0, por lo que no es util como medida de dispersion. Al hablar de distan-
n

cias se busca que las diferencias sean positivas por lo que dos maneras de solucio-

nar este inconveniente son:

 Utilizar el valor absoluto, lo cual da lugar a la llamada desviacion media

(d.m.)

dm.==L (1.7)

Si se tienen datos agrupados, cada x; se sustituird por la marca de clase de
cada intervalo y el valor absoluto de las diferencias se multiplicara por la

frecuencia absoluta de la clase, lo cual da lugar a la férmula

n
Zlmi—ﬂfi
=

n

d.m (1.8)

* Si se sustituye el valor absoluto por el cuadrado de las diferencias se obtiene

la varianza muestral (S?) dada por

gt — (1.9)



Para datos agrupados, la varianza se calcula como

(1.10)

A la raiz cudrada de esta suma se le conoce como desviacién estandar (S).

Cabe mencionar que en algunos textos se sustituye el denominador n—1 por

La varianza por ser una medida que depende de la media no sera 1util en la exis-

tencia de valores extremos.

El llamado Rango intercuartil, se calcula como la diferencia entre los cuartiles 3
y 1; es decir, Rg = Q3 — Q1, también permite conocer la variabilidad de los datos
entre si pero, a diferencia de las anteriores, no es sensible a valores extremos pues
solo mide la variabilidad de la mitad central de los datos, si la amplitud intercuar-
til es muy pequena, significa que los valores estan muy proximos entre si, es decir,
hay poca dispersion o variabilidad y, por lo tanto, el valor central (que es justo la
mediana) resulta muy representativo. Si la amplitud intercuartil es muy grande

ocurre justo lo contrario.

Un elemento que permite visualizar graficamente algunas medidas es el diagrama
de caja y brazos con el cual se identifica de manera simple la mediana, los tres
cuartiles, el valor maximo y minimo de la muestra y la dispersiéon por cuartiles y
la presencia de valores extremos. También es usado para comparar dos muestras

entre si.
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Xinin Q1 Q2 Q3 Xinax

Figura 1.4: Caja y brazos

Como se muestra en la Figura b) los extremos de la caja representan el primer y
ultimo cuartil. La linea vertical corresponde a la mediana y el brazo izquierdo re-
presenta la distancia del valor minimo a (Q;) mientras que el derecho la distancia

de Q3 al valor maximo.

Ejemplo 1.4.9. En un estudio sobre el tiempo diario (en minutos) que
dedican a entrenar los deportistas de una academia se obtuvieron los

siguientes datos:

60 66 77 70 66 68 57 70 66 52
75 65 69 71 58 66 67 74 61 63
69 80 59 66 70 67 78 75 64 71
81 62 64 69 68 72 83 56 65 74
67 54 65 65 69 61 67 73 57 62
67 68 63 67 71 68 76 61 62 63
76 61 67 67 64 72 64 73 79 58
67 71 68 59 69 70 66 62 63 66

a) calcule su media, moda y cuartiles.
b) Construya su grafica de cajas.

a) Al ordenar los datos se obtiene
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52
61
63
66
67
68
71
75

La media es

54
61
63
66
67
69
71
75

80
X
1

i:

56
61
64
66
67
69
71
76

57
61
64
66
67
69
71
76

57
62
64
66
67
69
72
77

58
62
64
66
67
69
72
78

58
62
65
66
68
70
73
79

59
62
65
67
68
70
73
80

59
63
65
67
68
70
74
81

los datos es 52, el mayor 83, los tres cuartiles son

Q :X20+X21:63+63:63 :X40+X41:67+67:
! 2 2 ’ 2 2
Xgo+ X 70+ 71
Q3— 602 61 :70.5’

60
63
65
67
68
70
74
83

=67.025, la moda es 67, el menor valor entre

67

b) En la grafica de cajas y brazos se puede observar el rango (31 uni-

dades) y rango intercuartil (7.5 unidades). La mitad de los depor-

tistas se dedican a entrenar entre 63y 70.5 minutos al dia mientras

que el 25% entrenan entre 52 y 63 minutos y el resto entre 70.5 y

83 minutos diarios.

Xipin =02

Q1 =163
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Q3 ="70.5
Qo =67
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Medidas de forma

Mientras mayor sea el tamano de la muestra se espera poder escoger intervalos
de clase muy pequenos y tener un numero significante de observaciones en cada
intervalo. Como consecuencia el poligono de frecuencias (absolutas o relativas) se
vera casi como una curva continua, a la que se referird como curva de distribu-
cién o frecuencia. En lo siguiente se analizara la “forma”de éstas a través de las

siguientes medidas asimetria y curtosis o apuntamiento.

Para poder definirlas es necesario usar los momentos muestrales de un conjunto

de datos observados.

El r-ésimo momento muestral con respecto al origen se define mediante

1 n
mr:—Zx; (1.11)
" i=1
mientras que para datos agrupados, distribuidos en N intervalos de clase,
|
mr:E;x;ﬁ (1.12)
1=

Por otro lado, el r-ésimo momento muestral con respecto a la media, para datos

no agrupados y agrupados respectivamente, es

M, = %i(xi—x)r (1.13)

M, =

S| =

i;l
) (-2 fi (1.14)
i=1

La forma de la distribucion se puede determinar mediante el sesgo, el cual es una

medida del grado de simetria, con respecto a la media, de los datos y tiene como
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finalidad mostrar hacia que lado de la media se ubican mas valores. Para deter-
minar el sesgo de una muestra se usa el coeficiente de Fisher g = %, el cual es el
cociente entre el tercer momento muestral con respecto a la media y la desviacion
estandar o el coeficiente de Pearson g, = % donde el numerador es la diferencia

de la media con la moda y el denominador es la desviacion estandar.
Ambos coeficientes se comparan con el valor cero bajo los siguientes criterios:

a) Sig;<0coni=1,2sedice que la distribucion es asimétrica negativa o bien,
es sesgada a la izquierda, es decir, hay mayor numero de datos a la derecha

de la media. Entonces se cumple la relacion m, < med < x.

Figura 1.5: Asimetria a la izquierda

b) Si g; > 0 con i = 1,2 la distribucién es asimétrica positiva o, dicho de otra
forma, es sesgada a la derecha, es decir, hay mas datos a la izquierda de la

media y en este caso se cumple la relacion m, > med > x.
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Figura 1.6: Asimetria a la derecha

c) Sig; =0coni=1,2 entonces la distribucion es simétrica, es decir, existe la
misma cantidad de datos a ambos lados de la media y se cumple m, = med =

X.

Figura 1.7: Asimetria central

Para distribuciones unimodales, moderadamente asimétricas y campaniformes,
Fisher dio una medida de la curtosis o picudez de la distribuciéon que indica ma-
yor o menor concentracion de la informaciéon. Una muestra con una importante
curtosis supone que los datos estan mas cercanos a la media lo que a su vez implica
una varianza pequena. Por el contrario, mientras mas aplastada sea la distribucion

o la curtosis sea pequena significa que los datos se alejan mas de la media. Esta
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medida se compara con la distribucién normal (campana de Gauss), mediante el
siguiente coeficiente K = S—f. El valor de comparacion para este coeficiente es 3,

por ser la curtosis de la distribuciéon normal, bajo el siguiente criterio;

1. Si K = 3 se trata de una distribuciéon mesocurtica y entonces la distribuciéon

de los datos se vera como una campana de Gauss.

Figura 1.8: Mesocurtica

2. SiK < 3 los datos tienen una distribucion aplanada y en este caso se dice que

tiene forma Platictrtica.

Figura 1.9: platicurtica

3. Si K > 3 la distribucién es mas puntiaguda que una normal. Se llama distri-

bucién Leptocurtica.
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Figura 1.10: leptocurtica

Ejercicios

1. Clasifique las siguientes variables en cualitativas o cuantitativas. Después
clasifique las variables cualitativas y las variables cuantitativas en discretas

o continuas.
a) El namero de llamadas telefonicas recibidas en una oficina en un dia.
b) La religion de una persona.
c) La velocidad de un auto en una carrera.
d) Siuna persona fuma o no fuma.
e) El nimero de aguilas que caen al lanzar 10 veces una moneda.

2. Considere los siguientes datos sobre el tipo de problemas de salud (J = hin-
chazon de las articulaciones, F = fatiga, B = dolor de espalda, M = debilidad
muscular, C = tos, N = escurrimiento nasal/irritacion, O = otro) que aquejan
a los plantadores de arboles. Obtenga las frecuencias absolutas y relativas de

las diversas categorias, dibuje una grafica de barras y un diagrama circular.
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3. Transductores de temperatura de cierto tipo se envian en lotes de 50. Se
seleccion6 una muestra de 60 lotes y se determiné que el numero de trans-
ductores en cada lote que no cumple con las especificaciones de diseno y se

obtuvieron los datos siguientes:

21 2 401 320533132470 23

0 4 21 3113 41 2 3 228451 31

50232106 421603 3361 23
Organice los datos en una tabla de frecuencias con frecuencia absoluta, re-

lativa, absoluta acumulada y relativa acumulada.

4. Los siguientes datos muestran el numero de clientes en un centro de servicio
de General Motors en una muestra de 30 dias:
67 76 58 82 59 51 63 69 70 75
67 43 58 61 40 58 46 57 72 71
65 73 58 45 48 49 50 64 53 64

Construya una grafica de tallo y hoja.

5. El presidente de Occan Airlines intenta hacer una estimacion de cuanto se
tardara el Departamento de Aeronautica Civil (DAC) en decidir acerca de la
solicitud de la compania sobre una nueva ruta entre Charlotte y Nashville.
Los asesores del presidente han organizado los siguientes tiempos de espera

de las solicitudes formuladas durante el ano anterior. Los datos se expresan
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en dias, desde la fecha de la solicitud hasta la respuesta del DAC.

34 40 23 28 31 40 25 33 47 32
44 34 38 31 38 42 26 35 27 31
29 40 31 30 34 31 38 35 37 33
24 44 37 39 32 36 34 36 41 39
29 22 28 44 51 31 44 28 47 31

a) Construya una tabla de distribucion de frecuencias absoluta, relativa,

absoluta acumulada y relativa acumulada.
b) Dibuje un histograma.
c) Dibuje el poligono de frecuencias.
d) Dibuje la ojiva.
6. Se tiene el siguiente conjunto de datos: 5, 14, 4, 8,9, 10,4, 7, 6, 8.
a) Calcule la media, moda y mediana.

b) Calcule el rango, varianza, desviacion estandar y coeficiente de varia-
cion.
c) Calcule los tres cuartiles (Qy, Q,, Q3), D5, P25y P50.

d) Realice el diagrama de caja y brazos.

7. La figura muestra la ojiva de la longitud de las llamadas telefénica (en mi-

nutos) realizadas desde mi casa durante los primeros 6 meses de este ano.
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a) Construya la correspondiente tabla de frecuencias con las columnas:

intervalo, frecuencia absoluta y frecuencia acumulada.
b) Encuentre los cuartiles de la longitud de las llamadas.
¢) ¢Cuantas llamadas duraron menos de 17 minutos?
d) ;Cuantas llamadas duraron entre 3 y 8 minutos?

e) El 20% de las llamadas mas largas duraron mas de x minutos. ;Cual es

el valor de x?

8. Una senora de mantenimiento de una escuela se acerca a la edad de su ju-
bilacion. Ella vive justo en medio de dos oficinas postales A y B, y tiene que
decidir en cudl de las dos va a hacer los arreglos para recibir su pension.

Por algunos meses, deliberadamente, ha utilizado alternativamente las dos
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oficinas postales cuando ha requerido de los servicios. En cada una de esas
visitas ha registrado el tiempo que invierte desde que entra a la oficina hasta
que es atendida. Las graficas de caja siguientes muestran los tiempos de es-

pera para las dos oficinas postales. El simbolo * representa un valor atipico.

Oficina postal A —{ 7T
Oficina postal B * ok ok
0 10 20 Tiempo (minutos)

a) Compare las distribuciones de los tiempos de espera en las dos oficinas

postales.

b) ;Cual de las dos oficinas postales le recomendaria utilizar a la senora si

el valor atipico fuera debido a :
1) falta de empleados en la oficina postal?

2) que la compania eléctrica haya cortado el suministro de energia de

la oficina postal?

9. Un grupo de atletas corre frecuentemente cierto trayecto a campo traviesa
para entrenar. Las siguientes graficas representan los tiempos que les toma

a los atletas A, B, C y D completar el trayecto.
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27 28 29 30 31 32 33 34 35

a) Compare los tiempos de los atletas C y D. Describa la distribucién de

los tiempos de cada uno de los atletas (C y D)

b) ;A cual de los atletas A o B seleccionaria para ganar una carrera contra

C. Explique la razo6n.

c) ¢A cual de los atletas A o B seleccionaria para ganar una carrera contra

D. Explique la razon.

d) Si Ay B compitieran en un carrera, ;Cual de los dos cree que tendria

mayor probabilidad de ganar? ;Por qué?

10. De acuerdo con la Oficina de Censos en E. U, en 2001 el ingreso mediano
por hogar era de $44.517 para blancos y $29.470 para negros, mientras que
la media era de $60.512 para blancos y $39.248 para negros. ;Esto sugiere
que la distribucion de los ingresos por hogar para cada raza es simétrico,

sesgado a la derecha o sesgado a la izquierda? Explique.

11. Considere el conjunto de datos:
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45 32 35 39 35 39
43 48 3.6 33 43 42
39 3.7 43 44 34 42
44 40 3.6 35 39 4.0
a) Construya un diagrama de tallo y hoja usando el digito principal como

tallo.

b) Construya un diagrama de tallo y hoja usando cada digito principal dos

veces. ;Esta técnica mejora la presentacion de los datos? Explique.

12. Una variable en estudio mide cuantos accidentes de auto serios tuvo un su-
jeto durante el ano pasado. Explique por qué la media probablemente seria

mas util que la mediana para presumir las respuestas de 60 sujetos.

13. Una Encuesta General Social actual pregunt6 a las mujeres entrevistadas:
";Cuantas parejas sexuales has tenido en los Gltimos 12 meses?"De 365 en-
trevistadas, 102 dijeron 0 parejas, 233 dijeron 1 pareja, 18 dijeron 2 parejas,

9 dijeron 3 parejas, 2 dijeron 4 parejas y 1 dijo 5 parejas.
a) Organice los datos en una tabla. Explique por qué la mediana es 1.
b) Muestre que la media es 0.85.

c) Sup6n que las 102 mujeres que respondieron 0 parejas hubieran con-
testado que 5 parejas. Muestre que la mediana seguiria siendo 1 y que

la media aumentaria ;Por qué?

14. a) Calcule la media y la desviacion estandar de los cuatro nameros 2, 3, 6
y 9.

b) Dos numeros, ay b, se agregan a este conjunto de datos, tal que la media
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se incrementa en 1 y la varianza se incrementa en 2.5. Encuentre ay b.

15. Un conjunto de numeros tiene media 22 y desviacion estandar de 6. Si se su-
ma 3 a cada numero del conjunto y luego cada niumero resultante se duplica,

encuentre la media y la desviacion estandar del nuevo conjunto de datos.

16. Para un conjunto de 10 datos con Zx =290y sz = 8469. Encuentre la

media y la varianza.

17. A continuacién se muestra el diagrama de frecuencias para un conjunto de

datos.

a) Encuentre la mediana y la moda de los datos.

b) Dado que la media es 5.95 y la desviacidn estandar es 2.58, explique

por qué el valor 15 debe ser tratado como un valor extremo (outlier).
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c) Explique como tratarias ese valor extremo si el diagrama representara
1) Las edades (en anos cumplidos) de los ninos de una fiesta.

2) La suma de los resultados obtenidos cuando se lanza un par de

dados.

d) Encuentre la media y la moda de los datos después de eliminar el valor

extremo.

e) Sin hacer ningiin cdlculo, explique qué efecto, si es que hay, va a tener en

la media y en la desviacion estandar el haber quitado el valor extremo.

f) ;El diagrama exhibe sesgo positivo, negativo o no tiene sesgo? ;Como

es afectado el sesgo al remover el valor extremo?

18. La comercializadora de flores Emmot Bulb Co. vende flores sorpresa con
bulbos de flores. Las flores se venden segiin su peso; en consecuencia el nu-
mero de bulbos en cada bolsa puede variar, dependiendo de las variedades
incluidas. El nimero de bulbos que hay en cada bolsa de una muestra de 20
son:

21 35 37 56 47 36 23 26 33 37
25 33 32 47 34 26 37 37 43 45

a) ;Cudles son la media y la mediana del namero de bulbos por bolsa?
Con base en la informacion obtenida, ;Qué puede concluir de la forma

de la distribucion del namero de bulbos por bolsa?
b) Construya el histograma y el diagrama de caja para los datos.

19. Los siguientes datos corresponden a las calificaciones obtenidas en un examen:

86, 92,100, 93, 89, 95,79, 98, 68, 62,71, 75, 88, 86, 93, 81, 100, 86, 96, 52.
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a) Dibuje un diagrama de tallos y hojas para estos datos.

b) Calcule la moda, mediana, el rango, la desviacidon estandar y el rango

intercuantil.

c) ¢Qué porcentaje de las calificaciones se encuentran alejadas una des-

viacion estandar de la media? ;y para dos desviaciones estandar?
d) Se observan outliers. Explique

20. Se colecta una muestra de comprobantes de un expediente de gastos, las can-
tidades pagadas son: 276.72, 194.17, 259.83, 249.45, 201.43, 237.66, 199.28,
211.49, 240.16, 261.10, 226.21.

a) Dibuje un histograma para los datos, senale en la grafica los siguientes

elementos: la media, la mediana, rango intercuantil. Explica.
b) Calcule la varianza y el coeficiente de variacion.

21. Dada la siguiente tabla de distribucion de frecuencias , encuentre:

Namero(x) {12 3 | 4| 5 |6
Frecuencia f |5 9|16 |18 |20 |7

a) La media.

b) La desviacion estandar.

c) El coeficiente de variacion.
d) Los cuartiles.

e) Agrega en la tabla la frecuencia relativa.

53



Inferencia Estadistica

El objetivo de la inferencia estadistica es conocer o acercarse , lo mas posible, a la
ley de probabilidad que subyace a un fendémeno aleatorio. Para llegar a este ob-
jetivo no es necesario trabajar con todo el conjunto de objetos de interés, al cual
se le conoce como poblacion P = {ay,ay,.....,ay} basta con estudiar a un subcon-
junto representativo de ellos. Cada elemento de P tiene una caracteristica X(a;),
i ={1,..., N}, la cual es motivo de estudio y depende del elemento tomado 4;. Una
vez que se realizan n < N observaciones del fendmeno en cuestidon se obtienen

X1,X5,X3,...., X, registros con cierta distribucion empirica.

La inferencia estadistica solo se centra en situaciones en las cuales la caracteristi-
ca, X, tiene una distribucion empirica que coincide con alguna ley de probabilidad
con funcién de densidad (o de probabilidad) fx(x) = f(x;0) y la incertidumbre ra-
dica en el valor del parametro 6 que, si bien es fijo, se desconoce (algunas veces

se usa O si se tiene un conjunto de parametros).

La funcién fx(x) pertenece a una familia de densidades F{fy |0 € H C R¥} dénde
H es el espacio parametrico. El objetivo del capitulo es hallar la densidad f* € F

cuya distribucion ajuste mejor los datos.

La principal razén para no trabajar con toda la poblacion es que la obtencién de
toda la informacion requerida, en general, da lugar a costos elevados tanto econo-
micos como en tiempo. Asi que se opta por estudiar una muestra representativa
de la poblacién. Se dice que una muestra es representativa si los elementos que la
componen no presentan ninguna caracteristica que los diferencie de los restantes

. Las conclusiones sacadas de ella se pueden extender a la poblacion total.

Sea X la variable aleatoria asociada a la caracteristica de interés de una poblacion

con funcién de distribucién F(x). Cada repeticion del experimento proporciona la
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observacion X; de la caracteristica X, repitiendo n veces el experimento se obtie-
nen X, X5, -+, X,, observaciones cuya distribuciéon de probabilidad es idéntica a

la de X.

Definicién 2.0.1. Una muestra aleatoria es cualquier conjunto de varia-
bles aleatorias X1, X5, ..., X,, que son independientes y tienen las misma

funcién de distribucién que la de la poblacion.

Una vez obtenida la muestra aleatoria se opera con los valores observados para
inferir acerca de la poblacion de interés, asi toda la informacién que se pueda

obtener del o los parametros queda totalmente determinada por la muestra.

Ya se menciono que es deseable trabajar con una muestra caracteristica de la po-
blacion, sin embargo debido a que su distribucion no es del todo conocida no es
posible determinar si una muestra es representativa o no. Ante este problema la
unica solucion inmediata es dejarle la tarea al azar. Los procedimientos posibles
para obtener una muestra aleatoria son diversos y tienen sus bases en la teoria de

muestreo que no se estudiara en este texto.

Para determinar la funcién de probabilidad que se ajusta al experimento es pre-
ciso determinar el valor del parametro de del cual depende la funcién. Los pa-
rametros poblaciones son las caracteristicas numéricas de la poblacion. El cono-
cimiento del parametro permite describir la distribucion de probabilidad de la

caracteristica estudiada.

Ejemplo 2.0.1. Suponga que la variable X en estudio es la duracion

de un cierto componente eléctrico que no envejece; es decir que, si el
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componente sobrevive en el instante ¢ su estado es el mismo que en
un principio y la distribucion del tiempo que falta para su reemplazo
sigue siendo la misma que al principio. Debido a que la distribuciéon
exponencial es la Gnica con esta propiedad de “pérdida de memoria”,

la distribucioén de X sera exponencial.

flxA) =

Todo el desconocimiento acerca de la distribucion tedrica f, queda en-
tonces centrado en el valor del parametro A € (0, ), 0, equivalente, en
el valor de la duracion media %, pues recuerde que la esperanza de una

variable exponencial es el reciproco de su parametro.

El siguiente concepto sera fundamental para estimar los parametros poblaciona-

les.

Definicién 2.0.2. Un estadistico o estadistica T(X) es cualquier fun-
cion T(X) : R" — R’, r € IN, que depende de la muestra X = (X, X», ..., X,,) C R"

y que no involucra a ningin parametro desconocido.

Ejemplo 2.0.2. Las siguientes funciones son estadisticos que dependen

de la muestra X = (X3, X5, ..., X;,)
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L Ti(X)=1y", X

2 2
_ X{+. X
- n

2. To(X)

3. Ti(X) =+ Y1 (x; —%)?

Definicién 2.0.3. Un estimador es cualquier estadistica T(X) que ayude

a proporcionar informacién del parametro de interés, © o 6.

Si el problema consiste en estimar todo un vector de parametros, es decir, © =
(01,0,,...,0), entonces se utilizan k estadisticas T} (X), T(X), ..., Ty (X) para tal pro-

posito.

Definicién 2.0.4. Observados los valores X; = x1, X, = x5,..., X,,, = x,,, el

estimado de O es aquel valor real k tal que T(x1,x5,...,x,,) =k

Es decir una estimacion consiste en establecer un valor concreto para un parame-
tro. Por ejemplo si se quiere conocer el valor del parametro "media de una pobla-

cion", se puede utilizar la media de la muestra como estimador, en particular si se
4+4+4+6+8+10 6

6

tienen las observaciones {4, 4,4, 6, 8,10}, entonces el estimado es X =

2.1 Estimaciéon puntual

La estimacion puntual consiste en seleccionar un estadistico muestral el cual ge-

nerara un Unico namero que servird como estimacion del parametro poblacional.

Existen varias formas de estimar un parametro. En esta seccion se estudiaran dos
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2.2

meétodos para la estimacion puntual: método de momentos 'y método de maxima ve-

rosimilitud.

Método de momentos

El método de momentos es uno de los primeros procedimientos de estimaciéon que
comienza con los trabajos de Karl Pearson a finales del siglo XIX. Tiene la ventaja

de ser muy sencillo y casi siempre genera, al menos, un estimador.

Laidea general del método de momentos consiste en igualar ciertas caracteristicas
muestrales con sus respectivos atributos poblacionales. Para lo cual se necesita la

siguiente definicion.

Definicién 2.2.1. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad
fx(x). A E(X¥) se le conoce como el momento poblacional no centrado

de orden k (k € IN), esto es

n
Zxk - fx(x;) si X es discreta,
i=1
B(Xx") =

o
I xk - fx(x) si X es continua.
—00
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Mientras que el k-ésimo momento poblacional se define como

1w o
my = ;;Xi (2.1)
1=

Este método se basa en la version general de la ley fuerte de los grandes nimeros,
la cual afirma que si se tiene una muestra aleatoria de tamanony g: R — R una

funcién continua tal que E[g(X)] < co, entonces

ig(Xz‘)

P|lim =L =E[¢(X)]|=1.

Nn—oo n

En particular si g(x) = x,lo anterior sugiere que conforme el tamafo de la muestra
aumenta, con probabilidad 1, el k-ésimo momento muestral converge al k-ésimo

momento poblacional.

Utilizando este hecho y la Féormula 2.1. Dada una muestra aleatoria de tamano n
de f(X,0). El estimador por momentos para 6, es cualquier estadistica 0 = T(X)

que satisface la siguiente ecuacion

1 n
- ;Xf = By (xF). (2.2)

Ejemplo 2.2.1. Se desea estimar la probabilidad de que salga sol en una
moneda. El experimento consiste en contar el nimero de aguilas que
aparecen antes del segundo sol. Para dicho experimento se toma una

muestra de tamano 76, la cual se muestra en la tabla 2.1.
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valor de x H n° de observaciones

0 19
1 8
2 13
3 17
4 13
5 2
6 2
7 0
8 0
9 0
10 1
11 0
12 1

Tabla 2.1: Numero de aguilas

Notese que, dada la naturaleza del experimento, se puede definir a X
como la variable aleatoria que cuenta el nimero de fracasos antes del
segundo éxito, entonces se puede sugerir que X tiene distribucién bi-
nomial negativa de parametros (2, p), donde p es la probabilidad de que
caiga sol. El problema consiste en estimar el valor de p. Para este fin se

usara el método de momentos.

La esperanza (media poblacional) de una variable aleatoria con distri-

r\1-p 2(1-p
bucién binomial negativa es ( 5 ) y si g(x) = x entonces E5[X] = %,

A

para encontrar el valor de p se debe resolver la siguiente ecuacion:

n i=1 p
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de lo que se sigue,

r(1-p
_fr-p)
p
Xp=2-2p
2=Xp+2p
2=p(x+2)
2
P=3 2

Por lo tanto, el estimador por momentos para p esta dado por p'= — 7
x

Para la muestra dada se tiene que X = 2.38 y el estimado es p = 0.4.

Ejemplo 2.2.2. En una investigacion bioldgica se determina que el na-
mero de células de un organismo, después de un dia de ser fecundado,
sigue una distribucién tal que su funcién de probabilidad esta dada
por:

ﬂmm:ré)vy4€w£;;xe&Aﬁw}
2

Para encontrar el estimador por momentos para el parametro 6 con-

sidérese que la estimacion se realiza con base a una muestra aleatoria

X1,%X2,...,%x, de f(x;0). Sea g(x) = x entonces,

n

1
w )%= Eglx)

=1
es decir,

X = E§ (Xi).
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Ademas, si n € IN, entonces

x=2
B(X)= ) X Vo e
X
X€2n F(—)
2
Haciendo el cambio de variable y = X , entonces

= [(y+1)
o0 -260
e (20)
=) (2p+2)—
y=0
e 20)
=e 2QZ’(Z;)+2) ‘)
y=0 4
ol (207 < (20)
=2e Zy —t Z '
y=0 y: y=0 Y
9e20 i(z@)yl (20) + 2
B — (v-1)!
| V=
= 2¢720 -26e29 + e29]
=40 + 2.
Por lo tanto, 6 = %

Cabe mencionar que para distintos valores de K en g(x) = x

distintos estimadores.

se pueden obtener

Ejemplo 2.2.3. Sea X;,X5,..., X, una muestra aleatoria Poisson(6); 6 >

0. Encontrar el estimador por momentos para 6.
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Para este ejemplo se van a considerar las funciones g; (x) = x y g>(x) = x?

para obtener el estimador del parametro 6. Hay que recordar que, si X
se distribuye Poisson(6), entonces E[X] = 0 (primer momento pobla-
cional) y Var[X] = 0, lo cual implica que el segundo momento pobla-

cional esta dado por E[Xz] =0+02

Para g (x) = x se genera la ecuacion

1 v —
- ) xi=E5[X]=0
i=1

—_

de la cual se obtiene que el estimador por momentos para 6 es 6 = *.

Por otra parte, si g,(x) = x? se igualara el segundo momento muestral
% 1 xi2 al segundo momento poblacional Eg[Xz], es decir,

1 v —~
;in228+§2.
i=1

Lo anterior genera la ecuacion de segundo grado

n

—~ 1
62 __E 2 _
6-+60 ”-1X1 0
1=

y como 6 > 0 el estimador es

Ejemplo 2.2.4. Sea X una variable aleatoria continua con distribucion

U(-6,0), encontrar el estimador por momentos para 6.
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Como E[X] = 0 entonces la funcioén g(x) = x no resulta 1til, asi que se

usara g(x) = x2, por lo que se necesitara el segundo momento poblacio-
(-0-0)* 40> 0?2

nalE[XZ]: 5T T _?entonces
1y, 02
n )

i=1

de lo que se obtiene el estimador

Hasta el momento sélo se ha trabajado con un parametro desconocido, sin em-
bargo la estimacién por momentos para familias multiparamétricas también es
posible. Dada una muestra aleatoria de tamano n proveniente de la distribucion
f(X;©)con © =(04,0,,...,60;). El estimador © debe satisfacer el sistema de ecua-

ciones:
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Ejemplo 2.2.5. Suponga que xy,Xxp,...,x, es un conjunto de variables
aleatorias independientes e identicamente distribuidas con distribu-
cion normal de media p y varianza o2, N(y,oz). Se desea encontrar el
estimador por momentos para © = (4, 02). Si se considera a las funcio-
nes g (x) = x, g>(x) = x> y dado que E(X) = 78 E(X?) =02+ ,142. El vector
O = (;4,02), debe cumplir

©

Al sustituir i = X en 2.4 se obtiene que
n

L 1y o 1 ) n—1
O‘ZIEZX?—XZZEZ(X,'—X)z: ” S2
i=1

i=1

La expresion ”7_182 se denotara por S?2. Por lo tanto, el estimador de ®

estara dado por:

—_

© =(5°) =(%57).

Ejemplo 2.2.6. Una fabrica produce botones cuyo diametro varia alea-

toriamente entre dos valores a y b. Suponiendo que este valor se ajusta
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2.3

a una variable aleatoria con distribucion uniforme, estime a partir de

la muestra 10.20, 10.22, 10.10, 10.14 los parametros ay b, con a<b.

b
Como los momentos poblacionales estan dados por E[x;] = % y

2 b+ b2 -
]E[xlz] =TT 08 estimadores a'y b de los parametros a y b son

aquellos que cumplen,

1 n

=) x=EglX]
i=1
n

DEENE

=1

2

Ademas de la muestra se obtiene que 1Y x; = 10.165,2Y "  x? =

103.3295. Asi el sistema anterior queda expresado de la siguiente ma-

nera L
a2+ab+0b 2

3
Por lo tanto, los estimadores son 2 =10.2476 y/b\: 10.0824.

a+b
10.165 = > y 103.3295 =

Estimacion maximo verosimil

El método de maxima verosimilitud fue utilizado y popularizado por Fisher en
1922, aunque ya se habia utilizado en casos particulares por otros autores como
Friedrich Gauss, Simon Laplace y Francis Edgeworth.
Dada X = (X;, X3, ...., X;;) una muestra aleatoria de una poblacién con funcién de

densidad f(x,0), © € R¥, se define la funcion de verosimilitud L(©) : RF > R*
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como

se buscara maximizar a L(®) y su 6ptimo sera el estimador del parametro desco-

nocido.

Definicién 2.3.1. Sea xq,Xx»,....,X,, muestra aleatoria de f(x,0); ® e Hy
L(©)la funcién de verosimilitud de la muestra aleatoria dada. Se define
al estimador maximo verosimil (EMV) denotado por ©,,p cOMo aquel

que satisface

L((gm\,, | x1,%,...,%,) =SUpg ¢ H {L(@ |x1,x2,...,xn)}.

Intuitivamente el problema consiste en que, dada la muestra aleatoria, se desea
encontrar © de tal forma que sea mas verosimil haber observado esos valores

X1 =x1,.... X;, = x,, y ese valor de © sera el EMV.

En particular, si L(xy,xp,...,%,;©1) > L(x1,X,,...,X,,;0,), entonces es mas factible
que © valga ©; a ©, por lo que, en este sentido, @; sera un mejor estimador para

0.

Ejemplo 2.3.1. Una determinada empresa quiere planificar su produc-
cion. Se calcula que el producto que ofrecen puede gustar a un porcen-
taje de la poblacion que oscila entre el 407y 507.de los habitantes de su

ciudad, pero tras tomar una muestra aleatoria de 10 individuos se ob-
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serva que solo 3 tienen interés por €l. Teniendo esto en cuenta, ;Cual de

las dos proporciones contempladas se debera tomar en consideracion?

El problema se puede modelar a través de una variable aleatoria Ber-
noulli de parametro (p) con p desconocido. La funcion de verosimilitud

€s

n n in [10—ix,-]
Lp) =| [Flen o omap) =] [p5i0-pt =% =p™" (1-p)

i=1 i=1

como solo hay tres interesados, entonces,
L(p) =p>(1-p)’,

Sip=.4yp=.5los valores de la funcién de verosimilitud son, respec-
tivamente, L(.4) = .001741 y L(.5) = .000976563. Como L(.4) > L(.5) se

concluye que al 40% de la poblacion le gusta el producto.

Si L(0) es diferenciable con respectoa 6;,i =1,2,...,k, los candidatos a ser EMV

son los valores © = (64, 0,,...,0;) que satisfacen la ecuacién

Jo,L(©)=0 (2.5)

Recuerde que si © es solucidn de 2.5 no es suficiente el resultado obtenido a partir
del criterio de la primera o segunda derivada, para garantizar que es un maximo
hay que evaluar en los extremos del dominio de L(®) pues ahi es donde se puede

encontrar el 6ptimo.
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Para facilitar el trato algebraico con L(©®) se suele aplicar logaritmo natural a L(®)
y esta nueva aplicacion de denota por /(0) = log(L(®)) y se conoce como funcién de
log-verosimilitud. Notese que como el logaritmo natural es estrictamente creciente

entonces /(©) alcanzara su maximo en el mismo punto que L(®).

Ejemplo 2.3.2. Sea x1,X,....,X,, una muestra aleatoria que proviene de
una variable aleatoria con distribucién binomial de parametros (k,p)

con k conocido. Hallar el EMV para p.

La funcion de densidad para cada observacion es:

k)pr (1—p)k_xi, 0<ux;<k.

i

IP(X:XI') :(

Como las observaciones son independientes, la funciéon de verosimili-

tud para la muestra con respecto a p es,

Entonces,

log(L(p)) = [ xi] log(p) + [nk - in] log(1-p)+ Zlog(f)
i i=1 i=1 !

1
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La derivada de esta funcion es

n n
in nk— ) x;
d(log(p)) _i=1 =
dp p 1-p
De la ecuacion ( (;gp(p)) = 0, se obtiene que el candidato a maximo es
)
—~_ =l _X
- onk Kk
Como
n n
x; nk in
d*(log(p)) _ im io1
- - <0
dp? p? IL-p
n
Xi
—~_ =1 X (o
Entonces p = T €s maximo.

Para garantizar que el maximo es global se deben evaluar los extremos
del espacio paramétrico, H = [0,1], en la funcion de verosimilitud, de
lo que se obtiene L(0) = L(1) = 0. Por lo tanto el EMV para el parametro
pesp=—

R

Ejemplo 2.3.3. Sea x1,x,....,x,, una muestra aleatoria que proviene de
una distribucion Uniforme continua en el intervalo (0,0) con 6 > 0, la
funciéon de maxima verosimilitud para el parametro 6 es:

n

LO)=| |f(x;,0)= L (]l(o,e) (Xi)) = in (]1(0,9) (xi))-
- 0 0

i=1
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Tomando el logaritmo natural
log(L(xq,...,x,;0)) = —nlog®,
derivando respecto a 6 e igualando con cero se tiene

d n
0 (-nlogB) = 5= 0.

la cual no tiene solucidn, nétese que L(6) se maximiza cuando,
L1 L.
i) — es maximo.

61’1

n

ii) I_[(]l(o,e) (Xi)) =1.

i=1
Como L0,0) (x;) =1Vi=1,2,...,n entonces 0> x;Vi=1,2,...,nyla
condicion i) se cumple si y s6lo si 6 es minimo entonces se concluye

que 0= max(xq, Xy, ..., X,)-

>t

0 Ty To Tz 0

Ejemplo 2.3.4. Sean x1,x,,...Xx,, muestra aleatoria N(//t,az), ambos pa-
rametros desconocidos.

Encontrar el EMV para 0 = (;4,02) €eH= {(],1,02) | —co<p<o0;0<0%< oo}.

La funcién H: R? — R, H tiene un méaximo en (xg, Vo) Si

J’H J°H
| 9x2  9xdy
i

dydx  dy?
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JH
y 9y

.. 0H
l)g

=0
Yo

X0

. 0’H

ll) W <0

(x0,%0)

X0,%0

La funcidon de verosimilitud es

&=

Ll o? :” 1 0 :( 1 y
(;4(7) !;[We (=o0,00) (X) e

=1(0)= log[L(y,a2)] = —glog(2n02)—$ Z(xi - y)2+log[ ]1(_00,00)(x)].
i=1

i=1
Entonces las derivadas parciales de la funcién de log-verosimilitud con

respectoa puy o? son

dO) 1 1 v
o 207 Zz(xi - = =) (xi =) (2.6)
i=1 i=1
O) nf2m\ 1y , 1 _on 1 © 5
907 5(2n02)+§;(x1_”) @ STa e et ()
Igualando a cero 2.6 y 2.7
1 n
? (x; = V) =0
i=1
n2 14%¢
—5o too ) (Ki-p)’=0



n n

lo tanto

Sustituyendo 2.8 en 2.7

[ n 1 _
20'2 —27‘2+2T‘42(X1’—X)2] =0

Por lo tanto l(y, 02) tiene un punto critico en (32, 53)

821(;4,0"2)

8;42 <0

Por demostrar que es maximo se debe verificar i)

82l(,u,0'2) 01 & (1 ¢ ny n
a—yz:a—y[ﬁi‘xf‘m]:a—y[ﬁiﬁ‘ﬁ]:?

i=1
iii) Por demostrar det |G| > 0
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2%1(6) 9%1(6)

o> Jdudo? 50
2%1(6) 3%1(6)
do’ou  d(c?)? =% 0752

Falta calcular las otras 3 parciales:
?210) d| n 1 v 5
W—a—y[—ﬁ+m2“‘f‘ﬂ>
2%10) o

Soton = 017 ““f‘”’] =) xn(g)+ 5%

i=1

2 [ n n
2M0)_ 9 n <Xi—ﬂ>2(i)]=i+. (xi_ﬂ)z(_(;]:

d(c2)? dao*| 20 — 204 o4 — o2)?
n 1 v - . i
2
294 o6 (x; = )
i=1
Ahora,
n 1 ©
52 ! (x; — )
det|G|=| 0!
1 ny n 2 1
I - S BRI =
i=1 i=1 H=x,02=s2
" ]
2
Z(xl_#) n 2
_ n|mn i-1 1 B
52| 2st s +(_F) 1(x’_”) h
1=
n
2
(xl_V)
n|ln nig _on|n n_n2>0
s2|2s% s n o s2| 254 sA| 268

Por lo tanto el EMV de 0 = (/,t,az) es éMV = (92, sf)
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Ejemplo 2.3.5. Sea xy, x5, ...., x,, una muestra aleatoria de una poblaciéon
que se distribuye como una I'(p,a), con ambos parametros desconoci-

dos. Obtener los EMV.

La funcion de verosimilitud es:

n

L(x1,xp,...,%X,;p,a) = ]_[f(xi,p,a)

-1 g,
xP e

(p) '

Tomando el logaritmo natural de la funcién de verosimilitud

log(L) =nploga—nlogl'(p)+(p—1) Zlogxi —a in.
i=1 i=1
Derivando respecto de p y de a e igualando a cero, se obtienen las ecua-

ciones de verosimilitud

dlog(L n dl(p)
=nloga x;=0
p S T(p) ap L

dlog(L -
—Og( = @—in =0.

da a L
i=1

Obteniendo el parametro a de la segunda ecuacion se tiene

n
n Z — n
—p— xi:O:>a:—np =
= i=1 i

H|_|"G)
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Sustituyendo en la primera ecuacion

or
g_iﬁ+ X =0

L(p) dp =

nlog

o bien

p_ T N _
nlog)Z nr(p)+;xl_0.

La solucion de esta ecuacion se debe obtener de manera aproximada
por métodos numeéricos, una vez obtenido el estimador para p, el esti-

mador para a se obtiene de manera inmediata.

Si el espacio paramétrico H es discreto, el método de maximizacioén usando deri-
vadas no garantiza poder encontrar el valor maximo, debido a que el valor obte-

nido no esté en el espacio paramétrico.

Ejemplo 2.3.6. Se lanza una moneda equilibrada k veces. La muestra
X1,X,...,X, proviene de una variable aleatoria binomial de parametros
(k,p) que cuenta el numero de soles en k lanzamientos. Se busca deter-

minar el namero de veces, k, que es lanzada la moneda.

La funcion de verosimilitud es




A pesar de que la funcién de verosimilitud es igual a la del ejercicio
2.3.1, en este caso resulta complejo la maximizaciéon debido a que aho-
ra el parametro a estimar tiene como posibilidades un valor entero po-
sitivo. Una manera alternativa de obtener el maximo en esta situacion
es encontrar el valor de k para el cual la funcién pasa de creciente a

decreciente para ello se analizara el cociente

L(k) _ (1‘1’)’1’(? 21@(1—p)"2|ﬁ(1‘ﬁ)'

Lk-1) =

L(k 1_p”kn n L i
R | (]
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n

Considérese la funcion continua f(z) = I_[(l —X;z) con z = % Como
i=1

0 <p <1 entonces 0 < (1 —p)'1 < 1; f(z) es una funcién decreciente, con

dominio (0, ﬁ{xl})’ Zlirg+f(z) =1y Z_)lin} f(z) =0, por lo tanto existe

max{x;}
n

una Unica z; tal que (1 —p)” = I_[(l —X;Zg)-
i=1

(20,1 —p)")

1-p"

De lo anterior se tiene que

(1-p)

n

l_[(l—xizo)

i=1

(1-p)

n

]_[(1 — XiZ0)

i=1

<1 size(0,zg).

>1 size(0,z).
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Es decir

Por lo que L(k) es creciente si k € (méx{xi},%) y decreciente si k €
(%,oo), entonces existe una k para la cual L(k) tiene un maximo y se

alcanza en L%J, o bien L%J +1.

Ejemplo 2.3.7. Dada una muestra aleatoria x,x,,...,x, de una pobla-

cion con funcién de densidad

(1+0)x? 0<x<1
f(x;0) =

0 en otro caso.

Calcule el estimador del parametro 6 por el método de momentos y el

de maxima verosimilitud.

a) Por el método de momentos, para g(x) = x. Primero se encontrara

el primer momento poblacional
E[X]

1
= f (1+0)x'*%dx
0
1+6

2+0
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1+§

E igualando a su respectivo momento muestral se obtiene x = ——,
2+0

lo cual implica

1+5: 292+925

0-—x0=2%-1

—~ 1-2x
Por lo tanto, 6 = — x.
x—1

b) Por el método de maxima verosimilitud, el logaritmo natural de

L(0) de la funcion de densidad conjunta para la muestra es

log(L) = log | | f(x:,6)
i=1

ofo-or([ ]

i=1

=nlog(l1+60)+06 Zlogxi
i=1

Derivando respecto a 0

dlog(L) n .
a6 ‘1+9+;log(x’)’
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Igualando a cero

n n
=0 + ;log(x,-) =0
n n
—=—-) log(x;)
1+0 z:Zf g
n . n
n= —;logm)—e;log(xi)

n+ ;log(xi) = —é\;log(xi)
1= 1=

5 n+) 1 log(x;)
Y log(x;)

por lo tanto, el candidato a EMV es

o]

i=1

Por otro lado

2
d-log(L) ___"n .
do? (1+0)2
—~ n
Porloque 0 = - ———+1|.
[Zlogxi]
i=1

Es importante mencionar el hecho de que puede suceder que la funcién de verosi-
militud tenga mas de una solucion. Sin embargo, en este texto no se trabajara con

€S0S Casos.
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2.4

Criterios de evaluaciéon de estimadores

En el capitulo anterior se estudiaron dos métodos para encontrar estimadores del
parametro de interés. En este capitulo se estudiaran algunas cualidades que se de-
ben tomar en cuenta para la eleccién de un estimador. Entre las que se veran estan
insesgabilidad, eficiencia y consistencia, esta altima una propiedad asintética de

los estimadores.

Insesgabilidad

Una caracteristica deseable de los estimadores es que generen estimados lo mas
“parecidos”al valor real del parametro. sin embargo, ;Cuando saber que la estima-
cion esta lo suficientemente cerca del verdadero valor?. Parece razonable pensar
que, si se utiliza un estimador T(X) varias veces en la misma situacioén y en dis-
tintas muestras tomadas de la misma poblacion, al menos, en promedio T(X) sea
el valor que se busca estimar. De hecho, si la distribucion de T(X) se centra en el

verdadero valor de la funcién del parametro se dice que T(X) es insesgado.

Definicion 2.4.1. Sea X una muestra aleatoria de f(X;0) con T(X) el
estimador puntual del parametro ©. Se dice que T(X) es un estimador

insesgado para © siy sélosi VO e H E(T(X)) =0©.

Ejemplo 2.4.1. Sea X, X5, ..., X,, una muestra aleatoria que proviene de
una distribucién Bernoulli de parametro p. Por demostrar que el esti-

mador por momentos es insesgado.
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Sea g(x) = x, como E[X] = p, entonces, el estimador por momentos es

=7 (2.9)

Por otro lado, por 2.9 y propiedades de la esperanza,

Como E(p) = p entonces x = p es un estimador insesgado para p.

De hecho

Proposicion 2.4.1. Sea X4, X,,..., X, muestra aleatoria de una distribucion f(X) con

media p. Entonces, la media muestral, X, es un estimador insesgado para p.

n
. . 1
Demostraciéon. La media muestral se define como x = — > x;. Luego,
n
i=1

1 v 1
E@)=—) E(x)=_np=p
i=1

Por lo tanto X es un estimador insesgado para p. [

Ejemplo 2.4.2. Sea X;,X5,...,X,, una muestra aleatoria de una pobla-
cién con distribucién Uniforme (0,60) con 6 > 0. Compruébese si los
estimadores por momentos y maxima verosimilitud son o no insesga-

dos y, de no serlo, proponer un estimador insesgado.
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Como el primer momento poblacional de una variable aleatoria Uni-
forme (0,0) es /2 entonces el estimador por momentos, con g(x) = x,

es © = 2% y se denotara por T;(X) = 2x.

Por otra parte, en el Ejemplo 2.3.3 se probdé que el EMV para esta dis-
tribucion es T,(X) = X,y = max{Xy, Xy,..., X,}.

Para T (X) = 2%,

Por lo tanto, T;(X) = 2X es insesgado para 6.
Para T,(X) = Xy

Notese, primero, que como la funciéon de densidad y distribucién de
X son fx (x) = é y Fx(x) = 5 1(0,) (x) respectivamente, entonces la

funcion de densidad de X, esta dada por

Fn(®) =1 (Fx ()" £ (x)10,0) ()

entonces

Por lo cual,

0 0 n xn—l
E[x(n)] = J; x 'fX(n) (x) dx = L X 0" dx
n o

n xn+1

=— x"d, = —-
o Jo © T e e,
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no
n+1

Como ]E[x(n)] = = 6 entonces X(,;) no es insesgado. Despejando a

n+

1
O de la altima igualdad se tiene que ]E[X(n)] =0 y por la lineali-

n

+1
dad del operador E(:) se observa que E[nTX(n)] =0 lo cual permite
+1
considerar a la estadistica T3(X) = " ” X(n) como un nuevo estimador

insesgado.

Una nueva estadistica, T3(X), funcion de x,, que si es insesgado para

q(0) =0 es

n+1
T3(X) =

0 X(i’l)'

Ejemplo 2.4.3. Sea X;,X,,...,X,, muestra aleatoria de una poblacion
con distribuciéon Uniforme (0,60) con 6 > 0. Crear un estimador que
sea funcion del estadistico de orden X(;) = min{X;, X,..., X,,} que sea

insesgado para 6.

Se sabe que la funcion de densidad para el estadistico de orden X(1) es
froy (@) =1 (1=Fx(x)"™" fx(x).

Entonces, procediendo de manera analoga al ejercicio anterior

0 n—1 0
— X 1 _ n n-1
]E[x(l)]—J; xn(l—g) de—mJ; x(0-x)""4d,.

Al realizar el cambio de variable: u = 6 —x entonces du = —dx, x =0 —u

y la integral anterior se transforma en
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n 0 -1 n 0 n-1 n
on (6 —u) (u) (—du)zm (@u"" -u")d,
2] 0
n ou" un+1 0
:ﬁ n _n+1 0
_n 96”_9n+1
AR n+1

_nOn+l non+l
T ono" (n+1)0"
no
n+1
_0+n6-no

n+1
0

n+1

0
Por lo tanto, E [x(l)] =T Con esto altimo se concluye que el estima-

dor insesgado en funcion de x(;) es Ty(X) = (n+ 1)xy).

Otro criterio que ayuda a medir la bondad de los estimadores para 6 esta basado

en:

Definicién 2.4.2. (Error Cuadratico Medio) Sea X una muestra aleatoria
de f(X,0) y sea T(X) el estimador de 6. Se define el Error Cuadritico
Medio (ECM) de T(X) para 6 como

ECM(T(X)) = E(T(X)-0)>.

Y a la diferencia b; = E(T) - 6 se le llama sesgo de T.
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El ECM es la media de que tan lejos se encuentran los valores que se estiman
para O del valor del parametro. De hecho, cualquier funcién no decreciente y con
valores en R* como la distancia absoluta | T(X) -6 | sirve para medir la calidad
de cualquier estimador, sin embargo, se deben notar dos ventajas importantes
del ECM: es una funcién derivable en todo punto, tratable algebraicamente; y se

puede escribir como funcién de la varianza y el sesgo del estimador, es decir,

ECM(T(X)) = Var(T(X) + b,

En efecto,

Con esto note que si el estimador es insesgado el ECM coincide con su varianza.

El ECM es una medida de dispersion y precision ya que, intuitivamente, el sesgo
es, en promedio, que “tanto”se acerca el estimador al valor del parametro ver-
dadero y la varianza es un indicador de cuanto se“pueden”alejar los valores del
estimador de su media. Considerado lo anterior cabe esperar que cuanto menor

sea el ECM mejor sera el estimador.

Ejemplo 2.4.4.
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En los Ejemplos 2.4.2 y 2.4.3 se calcularon cuatro estimadores para el parametro
6 de una funcién de distribuciéon Uniforme (0,0), tres de ellos son insesgados y
uno es sesgado. A continuacion se calcula el ECM de dichos estimadores, con el
objetivo de mostrar que para elegir al mejor estimador hay que considerar varias

caracteristicas.

Para el estimador T (X) = 2%

_ 1 v 4 O
ECMy(T (X)) = Var(2x)=4Var " ;xi] = ZfVar(xi)
i= i=

B (6-0?% 4 no?

T 2 4 12 2 12°
i=1

n

92

Por lo tanto, ECMg(T; (X)) = 30

Para T,(X) = x(,) primero se calculara el sesgo,

0 2 -n-1 2 92
b?:(E[X(”)]_G)ZZ(nZl_Q) :Qz(nnzl ) T+ )2

Luego para obtener la varianza de X(n) se necesita,

0 0 n—1
be 1
E[X(Z”)] = L xzfx(n)(x)dx = J; Xz : n(é) . 5dx

0
0 n+2 7192

g = X _
x 0" n+2|, n+2

_n
~on
0" Jo

Por otro lado, Var(x(,)) = E [x(zn)] ~E? [x(n)], entonces

n6? _( n6 )Z:nez( 1 n ) n6?

%4 = _ —
ar (X)) n+2 \n+1 n+2 (n+1)2

C(n+2)(n+1)%
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Y asi,

no? 02
ECMg(T =
oot = Gy 12 v 1)2
. 0? ( n +1)_ 20%(n+1) 202
C(n+1)2\n+2 S (n+1)2(n+2) (n+1)(n+2)
Por lo tanto, ECM (T (X )) = 2—92
PO i ) (n v 2)
n+1 . .
Para T;3(X) = X(n) que fue insesgado, se tiene
n+1 (n+1)?
ECMy(T5(X)) = Var( X(n)) = Var(X)
(n+1)? n6?
n?  (n+2)(n+1)>2
92
- nn+2)
92
Por lo tanto ECMy(T3(X)) = nnt2)

Por altimo, para Ty(X) = (n+1)X(1), primero hay que calcular E[X(Zl)]

6 n—1
2 1. 2 X 1
]E[x(l)]—J; X n(l—é) -édx
n [

T x2(6 - x)"dx.
0

Si u=x>ydv=(0-x)""'dx, entonces usando integracién por partes lo anterior

equivale a:
0 2 n |0 0
-x(0 - 2
ln x2(0-x)""1d, = ﬁn > (0-0" +—J x(0 —x)"dx
0" ), 0 n o "Jo
2 0
= o . x(0 —x)"dx.
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Nuevamente usando integracioén por partes con u =xy dv = (6 —x)"dx;
1 (? .
+ 0—x)""d
, N+l JO (0=x)""d

2 1 0 n+1
=gl ], (0 1a

B 2 (9—x)”+26
Torn+1)|  n+2 0

207
C(n+1)(n+2)

0

— | x(60-x)"d, o

2 (° _ 2| =x(0-x)"!
o J, BCE

Por Ultimo,

ECMg (Ty(X)) = Var((n+ 1)x(1)) =(n+ 1)2Var(x(1))
~ 2 262 02
=(n+1) ((n+1)(n+2)_(n+1)2)
:92(2(n+1)_1): 2n+2—(n+2)92_ n6?

n+?2 n+?2 T n+2

no?
n+2

Por lo tanto ECMg(T4(X)) =

Resumiendo la informacién anterior
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T(X) ECM n=1 | n=2 | n=3 | n=4 | n —> oo | Insesgado

) 62 62 | 92 | 92 | 02
Tl(X) = 2x % ? ? ? E 0 S1
2 2 2 2 2 2
Ty(X) = x) A e I B 0 o
(n+1)(n+2) | 3 6 10 15
n+1 62 62 | 02 | 6% | B2
T5(X) = A B A I
X == | ) 5 |8 15|25 ° .
62 02 | 62 | 30% | 20°
Ty(X) = (n+ 1)x(q) - — | = | = | =] #? si

n+2 3 2 5 6

Si sélo se toma en cuenta el error cuadratico medio el de mayor ECM es T4(X)
tanto para muestras grandes como para muestras pequenas y Vn € N sucede que

02 267 02
< <—
nn+2) " (n+1)(n+2) " 3n

entonces ECM(T3) < ECM(T,) < ECM(T;) < ECM(T,) y por lo tanto los estadisti-
cos Ty, T, y T; son buenos estimadores pues conforme mayor sea el tamano de la
muestra, el ECM tiende a cero. A pesar de que T, es sesgado se prefiere sobre Ty
pues, a veces, es preciso permitir un poco de sesgo para disminuir la varianza del
estimador. Para los estimadores con menor ECM se prefieren aquellos que sean
insesgados, es decir T; y T3 y para seleccionar entre estos dos hay que observar

que para muestras pequenas T3 es la mejor opcion.

Esto ejemplifica que no basta con que el estimador cumpla con una cualidad, hay
que buscar aquel con la mayoria de las propiedades deseadas algunas de las cuales

se irdn mencionando conforme avance el texto.
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Ejemplo 2.4.5. Una maquina produce piezas, cada una de las cuales,
independientemente, puede ser defectuosa con probabilidad 6. A fin

de estimar O se define

¥ 1 silai-ésima pieza es defectuosa
l' =
0 eo.c.
Se desea comparar el estimador T; = X con Ty = kX, para k > 0. Como

X; se distribuye como una variable aleatoria Bernoulli (6) el ECM del

estimador Tj es

ECMr, (0) = Var(Ti) + (B(Ti) - 9)2
= KVar(%) + (kB(®) - 0)
[6(1 -0)

n

]+[9(1 -]’

De lo que se observa que para k fija el ECM7,(0) es una parabola. Para
ejemplificar, fijemos n = 30 y dependiendo del valor de k su variacion

se ve de la siguiente forma.
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ECM

0.014 - /

0.012 - /
k=0.5 k=0.8

0.01}
0.008 - k=1.0
0.006 -
0.004 | /

0.002 -

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Con la grafica se puede observar que el estimador T tiene menor error
cuadratico medio comparado con todos los T, k > 1; pero entre los esti-
madores T con 0 < k <1 no se puede afirmar lo mismo ya que, como se

aprecia en la figura, el ECM dependeré del valor de 6. Dicho de manera
no

1+6(n-1)
el cual depende de 6, entonces el estimador T que minimiza el ECM

formal note que el valor de k que minimiza al ECM es k =

es distinto para cada valor del parametro.

En el ejemplo anterior se puede observar que el ECM no es una medida absoluta
de la “calidad”de los estimadores pues no suele ocurrir que uno solo minimice
el error de estimacion para todos los valores de 6 simultaneamente. Obtener el
error cuadratico medio para determinar la bondad de un estimador si bien reduce
la busqueda dentro de una clase mas pequena de estimadores no es suficiente asi

que se deben pedir que el estimador cumpla con propiedades adicionales.
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Estimador insesgado uniforme de minima varianza

Al comprar todos los posibles estimadores de un parametro puede resultar poco

viable debido a la cantidad de elementos a cotejar.

Una primera forma de restringir la clase de estimadores que se van a comparar
es pedir que sean insesgados y de esos aquellos que tengan la menor dispersion
alrededor del parametro . Una propuesta interesante es la hecha por Cramer y Rao
que consiste en acotar inferiormente la varianza. Esta seccion tiene por objetivo

encontrar al mejor estimador para 6 considerando los criterios ya mencionados.

Se denota la clase de estimadores insesgados con segundo momento finito para 6
como

C={T(X) | E[T(X)] =6, Bo[T?] < co}.

Definicion 2.4.3. Sea f (X, 0) una familia paramétrica. Se dice que T’ (X) €
C es el estimador insesgado de varianza minima uniforme (en inglés

suele abreviarse como UMVUE) para 6 si y s6lo si
Var(T' (X)) < Var (T (X))

paratodo0 e, ne Ny T(X) € C.

Nota: A lo largo de este texto se referira al “estimador insesgado de varianza mi-

nima uniforme”con sus siglas en inglés.

Encontrar el UMVUE no es tarea facil, sin embargo se disponen de herramientas

para tal empresa. Algunas de ellas necesitan ciertas consideraciones, con respecto
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al parametro, para poder aplicarlas. A dichas hipdtesis se las llama condiciones

de regularidad y son las siguientes:
1. O toma valores en un intervalo abierto de R.

2. El conjunto S = {(xy,xp,...,x,) € X| fo(x1,x,...,%,) > 0} no depende de 6 y
para todo O existe %fg(xl,xz,...,xn). Al conjunto S se le llama soporte de

la distribucion fy.

3. Para la clase C, de los estimadores insesgados, se debe cumplir que

d d
0 J;{ T(x1,.- - Xp) fo(X1,..., x)dxy ...dx, = JX T(xl,...,xn)%fg(xl,...,xn)dxl c.dxy,.

Y que esta altima expresion sea valida también en el caso T(xy,...,x,) =1,

aunque este no sea un estimador insesgado.

Verificar las condiciones en general no resulta facil, sin embargo en el texto se dara
por hecho que las distribuciones usuales: binomial, exponencial, gamma, poisson,

normal y muchas otras las cumplen.

d
Proposicion 2.4.2. La condicion 3. de regularidad es equivalente a | [% logfg(X)l =0.

Demostracion. En efecto,

d d
%J...Jfg(X)dxldxz...dxn = %1 =0
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y la tercera condicién equivale a

J Jfg Jdx1dx,...dx,

=1... f@ ydx1dx,...dx,
J J
r
~|.. Qf" fg Vdx,dx, ... dx,
J ) fX
ror o
= (%logfg(X))fg(X)dxldxz...dxn
J J
=E il (X)

Definicién 2.4.4. A la varianza de la variable aleatoria % log fo(X) se le

llama Informacion de Fisher y se denota por

J J 2
Ix(0) := Varg((96 log fo(X ) Eq (%logfg (Xl,Xz,...,Xn)) :

Proposicion 2.4.3. Si fy(X) cumple las condiciones de regularidad. y las observaciones
son de una muestra aleatoria simple, entonces Ix(0) = nl;(0); con 1,(0) es la informa-

cion del modelo dada una observacion.

Demostraciéon. Como la muestra es un conjunto de variables indepen-
dientes, entonces la funcion de densidad conjunta es el producto de las

densidades

fo(x1,%2,...,x,) = fo(x1)fo(x2)... fo(xn)
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por lo tanto

5 2
E (%108]{9 (X))

s )
=E|| 55log l_[fé)(xi)

(%logfe(xi) ‘ + ZE[(%log(fe(xi)))(%bg(fe(xj)))l

i#]
[ 2
=8| g sota)] |+ 3| (T st (st

i#]

- 2
=nlE (%logfe(xi)) }

Es decir, la informacion que aporta una muestra de tamano 7 es n veces

la informacién que aporta una muestra de tamano uno. O

Teorema 2.4.1. (Teorema de Cramer y Rao) Sea X1,X5,...,X, una muestra aleatoria
de fo(X). Supongase que fy(X) satisface las condiciones de regularidad, ademds sea

T(X) cualquier estadistica insesgada para q(0). Entonces,

Var(T(X))> CICR.

[4(0)]
Ix(0)

Didndose la igualdad si y sélo si, existe una funcion K(n,0) tal que

Donde, CICR =

P 2
con Ix(0)=nE (%log(fg(X))) ]

= d
Z%Iog%(xm =K (n,0) [T*(X) - q(6)]. (2.10)
=1
En tal caso T*(X) es el UMVUE para q(0).
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Demostracién. Primero hay que notar que

E[(T(X) - q<9>)( ;9 log<f<x,9>>)] =4q(0)

E[(T(X)—q((?))(aaelogfe( )] (T0%)-4(0)) 25 1ogifo X)) )'fe(X)dx

= | | (TX)-q(0)) %fe(x))'fe(x)dx

r r J
= | [ (TX)-4(0)| 55 log(fo(X)

Jox
S EEC >(aelogfe )dx [

J a0 g rosttnos
d
89_[ J (X)fo(X)dx —q(0 a—f ffe
:%Q(G)—Q(Q)%l
Entonces,
J ,
]El(T(X)—CI(Q))(%lnge )]—qw) (2.11)

Luego, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz a E [(T(X) - q(@)) (% log(fg(X)))]

(389 log fo(X )2]

ademés 2 [(T(X) - q(@))z] = Var(T(X)). Entonces por la Ecuacién 2.11

se obtiene:

< 2 [(T(X)—q(é)))Z]]E

2| (100)-000)) 5 g0 )
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se obtiene;

2
(q,(g))z < Var(T(X))]E (%logfe(X)) }

por lo tanto,

[7/(0))

Var[T(X)] > P 5=
(55108005 ]

E

es decir,

Var(T(X)) > CICR.

Para finalizar la prueba, resta probar que la igualdad se cumple si y

solo si existe K = K(n, 0) tal que;
n d )
Y +-log folxi) = K(1:6)[T*(X - (6))|-
i1 0

En efecto, hay que notar que en la desigualdad de Cauchy-Schwartz
E?[XY] < E[X?]E[Y?],

laigualdad se dasiysélosi, Y =aX conaeR, a=0siysolosi

% [log fo(X)] = K [T(X —¢(0))]

pero
d = 9
5 nfo(X)] = ;%logfe(xi)
Por lo tanto, existe una constante K que depende del tamano de la

muestra y del parametro 0 tal que,

Z;_@logfe(xi) = Km;0)[T'(X-4(0))]
i=1
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El teorema anterior garantiza que si fy(X) satisface las condiciones de regularidad
entonces la varianza de cualquier estimador insesgado para 6 no puede ser me-
nor que la Cota Inferior de Cramer y Rao y esto, a su vez, implica que cualquier
estimador insesgado para 6 cuya varianza coincida con la CICR es un UMVUE
para g(6). Sin embargo, cabe mencionar que el hecho de que no existan estima-
dores insesgados cuya varianza coincida con la CICR no implica que no exista el

UMVUE.

Ejemplo 2.4.6. sea X;, X»,..., X,, una muestra aleatoria con distribucion

exponencial de parametro 6. Encontrar la CICR para é.

Como primer paso se calcula la informacién de Fisher para una obser-
vacion:

La funcién de densidad es fy(X) = Oe 0%

log fo(X) =1log6 — Ox

0 1
= %logfe(X) =9 —-X

J 21 2x o,

:(%10@%(){)) =i X
) 1 1 2E[X] X
Como]E[X]:%yE[Xz]:var[X]+E2[X]:%+%:é,
P 11 2 2 1
zE(Elogfg(X)) :ﬁ_§+§:ﬁ
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Hasta el momento se obtuvo la informacién de Fisher por unidad mues-

tral, por la Proposicion 2.4.3

d 2 n
Ix(0) = nkE (%logfg(X)) ] =2
ooy 41 1 _ _
Por otra parte [¢'(0)]° = 100 - g2 POr lo que la cota inferior de Cra-
mer y Rao es
1/6% 1
CICR= ——=—
n/6% n

=

Con esto se concluye que cualquier estimador insesgado para g(0) =

1
.

siempre tendra varianza mayor o igual que
Bajo las condiciones de regularidad, si se alcanza la CICR del Teorema 2.4.1, en-
tonces

J
5 108 fo(X) = K(1,0)[T"(X) - ()]

integrando respecto de 6 y aplicando la funciéon exponencial se obtiene

fo(X) = eT(x)jK(n,@)d(ﬂjK(n,e)q(e)d9+s(x)_

Donde s(x) es una constante de integracion que puede depender de x. Las distri-
buciones que se pueden escribir de esa forma se dice que pertenecen a la familia
de exponenciales, esta familia incluye muchas distribuciones comunes entre ellas
estan la distribucion Normal, Exponencial, Gamma, Bernoulli, Poisson, etc. En
algunos casos se debe fijar algun parametro de la misma, por ejemplo las distri-
buciones binomial y multinomial pertenecen a la familia de exponenciales si se
fija el numero de pruebas. Una funcién de distribucion de la familia de exponen-
ciales, fg(X), cumple las condiciones de regularidad cuando IT(x)K(n,@)dQ es

derivable respecto a 6 y su derivada nunca es nula [1].
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Ejemplo 2.4.7. Sea X;, X,,..., X,, una muestra aleatoria Poisson(6) con

6> 0.
a) Hallar la CICR para el estimador insesgado de q(6) = VO

b) Verificar si existe o no una funcién q(0) para la cual exista una

estadistica cuya varianza alcanza la CICR.

Al pertenecer a la familia de exponenciale cumple las propiedades de

regularidad, su informacién de Fisher es

(g 2
Ix(6) = nE %log(fe(X)))
- 5 0. X \2
=nlE %logT) ]
- 5 2
- uF %(—6+X10g(9)—log(X)))
- 2
= }’[E _(—1 + 5) l
[ 2X X?
= HE 1 —?+§‘|

— [1_— gE[X] ; %[xz]]

2 1 )
:n[1—5~9+§(9+9 )]

Dl =
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1
e ) o
Y como [%\/5] = 4p Entonces, CICR = (T =
o)

Para el inciso b).

=
23

Entonces existe una funcién que depende del parametro y del tamano
de la muestra que cumple con la relaciéon 2.10 y por el Teorema 2.4.1

se concluye que x es el UMVUE para ¢(60) = 6.

La CICR establece un limite inferior para la varianza del estimador buscado, sin

embargo existen UMVUE que no alcanzan tal cota, por lo que se define

Definicion 2.4.5. Sea T(X) un estimador para gq(6). Se define la eficien-

cia de T(X) como:
CICR

/1) = VT X))
con0<ef(T)<1.

Esto permite comparar dos estimadores entre si, en el sentido que un estimador T

es mas eficiente que S si Var(T) < Var(S). En el caso que se cumplan las condicio-
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nes de regularidad, si existe el UMVUE este es el estimador mas eficiente. Ademas
el comparar la varianza de un estimador con el minimo que puede alcanzar es un
buen criterio para decidir si vale la pena cambiar un estimador T por otro de me-
nor varianza o si la proximidad entre Var(T) y su minimo hace poco rentable el
esfuerzo. Por ejemplo los estimadores obtenidos por maxima verosimilitud son
asintOoticamente eficientes, es decir cuando #n tiende a infinito, la varianza tiende

a la CICR.

Consistencia de Estimadores

Ya se menciono en la seccion anterior que se busca que los valores del estimador
sean muy parecidos al verdadero valor del parametro. La propiedad de consis-
tencia hace referencia al comportamiento asintético de un estimador, cuando el

tamano de la muestra # tiende a infinito.

Definiciéon 2.4.6. Si T,(X) = T,,(X;,X>,...,X,,) es una sucesion de esti-
madores asociada a los tamanos muestrales n y g(6) una funcion de
0. Se denomina a T,,(X) un estimador consistente simple para g(0) si

converge en probabilidad a q(6), es decir si para todo € >0

lim P(q(6) — e < T,(X) <q(0) +¢€) = 1.

n—-o0

El concepto de consistencia se puede restringir a versiones mas estrictas si se sus-
tituye la convergencia en probabilidad por convergencia casi segura o en media

cuadratica (consistencia en ECM):

P(T, = q(@)) =0 y lim E((T,(X)-¢(6))*) = lim ECM,(T,(X))=0

n—-o0 n—-o0
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Como se puede notar un estimador T(X) es consistente en ECM si, conforme el
tamano de la muestra crece, entonces la varianza y el sesgo de T(X) tienden a cero.
Por lo que es deseable trabajar con esta version de consistencia, en particular:

Teorema 2.4.2. Sea Xi,X5,...,X, una muestra aleatoria de f(X,0). Si T,(X) es un
estimador consistente en error cuadrdatico medio entonces T, (X) es un estimador con-

sistente simple.

Demostraciéon. Supongase que T,(X) es tal que

lim B((T,(X) - ¢(6))*) = 0.

n—oo

P(q(6)-e€

N
N
s
/AN
=
2
+
2
[l
e,
—_—
|
m
N
N
s
|
=
2
N
m
~—

=P(|T.(X)-4(0)])

E([T0-q0)])
€? '

>1

Cabe mencionar que la primera desigualdad fue por Chebysev, toman-

do limites

1> nli_)rgolP(q(Q) —e <T,(X) < q(0) +¢)
E((T,(X)-q(0))?
2 i [1- (( <€>2 9(0)) )]

Entonces lim ]P(q(@) -e<T,(X)<q(0)+ e) = 1. Por lo tanto, T,,(X) es
n—o00

un estimador consistente simple. ]
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La consistencia de un estimador por tratarse de una propiedad asintdtica que no
depende de las cualidades del estimador para ningan # fijo es un requisito que
no presta mucha ayuda a la hora de seleccionar el mejor estimador, sin embargo,
en general, se considera una propiedad indispensable para cualquier método de
estimacion sobre todo cuando un estimador no es insesgado se le exige que al

menos sea consistente.

En particular, los estimadores de maxima verosimilitud cumplen con ser consis-
tentes. Para demostrar esto se denotara 6 el parametro a estimar, 6 el valor ver-
dadero del parametroy Oy y el estimador de maxima verosimilitud y se pediran

las siguientes condiciones de regularidad:
» El espacio paramétrico debe estar acotado y cerrado, es decir () es compacto.

» El valor del parametro real 6, de ser un punto interior del espacio paramé-

trico.
= La funcién de verosimilitud debe ser continua para 6.
» La funcién de verosimilitud es dos veces diferenciable en un entorno de 6.

= La diferenciacién y la integracion son intercambiables.

Teorema 2.4.3. El EMYV es consistente.

Demostracién. Sea (Xj,X»,...,X,) una muestra i.i.d., entonces:

1 1 v
—0(X1, X, X 0) = ;axi,e)
=
Si se define la funcién esperanza del logaritmo de verosimilitud:

o

£(6) = g, log fo(X) = j log fol(X)fo, (X)dx

—0o0
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Si se considera la diferencia de la funcién anterior evaluada en algiun

valor 0 y el verdadero valor del parametro 6, se tiene

L(0) - £(6y) = Eg, [log fo(X) —10g fa, (X)] = IEQO[ JolX ]

o8 fo(X) |
Aplicando la desigualdad de Jensen

E, ll fo(X l 10g1E90[f6(X)]=10gJOO fe(X)fQO(X)dx:1ogfmf9(X)dx:o,

feo fo,(X) —eo J0,(X)
por lo que £(0) < L(0y), es decir, si existe 0; tal que £(0;) > L(0) para

todo 0 € Q, entonces 0, < 0, por lo tanto 6 es el maximo de £(6)

Por la ley fuerte de los grandes numeros

1w 5.
;;g(xiﬁ)gﬂ%o log fo(X)

Como el espacio Q) es compacto, el EMV cumple

Oppmy =sup — Zf X;,0) —> sup [Eg, log fo(x) = 6.
oeQ 0eQ)

Por lo tanto

a.s.
Oemv — 0o
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2.5

Suficiencia

Como ya se vio en capitulos anteriores que, dado un experimento aleatorio, se
puede tomar una muestra x,Xx,,...,X, con la que es posible inferir el valor del
parametro desconocido. Sin embargo, para tamanos muy grandes de la muestra,
los procesos de estimacion e interpretacion pueden llegar a ser complicados por
lo que surge el interés en encontrar métodos viables de estimacidn, en el sentido
que la cantidad de datos con los que se trabaje sea minima y al mismo tiempo sea
suficiente para dar informacioén de toda poblaciéon. En este capitulo se estudian
algunas herramientas para seleccionar el mejor estadistico: aquel que resume al
maximo la informacién obtenida de la muestra y que logra representar a toda la

poblacion.

Estadisticas suficientes

Toda inferencia realizada acerca del parametro © se tiene que obtener tnica y
exclusivamente de la muestra aleatoria, ademas la funciéon T(X) no es Unica y al

usar cualquier estadistico T(X) se puede perder informacion.

En 1992 R. A. Fisher introdujo el concepto de Estadistica suficiente, que es un es-
tadistico que resume toda la informacion que puede proporcionar la muestra res-
pecto a ©, es decir, una vez conocido el valor de una estadistica suficiente S(X)
la funcién de densidad conjunta de la muestra x,x,,...,x, ya no podra aportar

informacion adicional del parametro ©, de manera formal:
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Definicién 2.5.1. Sea x4, x5,...,X, muestra aleatoria de fg(x)y sea S(X)
una estadistica, se dice que S(X) es una estadistica suficiente si y solo si
P[X =x | T(X)=T(x)] nodepende de ® para todo vector X = (Xy,...,X,,)

en el espacio muestral, IH, de X = (X4, ..., X,,).

Es claro que la estadistica T(X) = X es suficiente, a esta estadistica se le llama
estadistica suficiente trivial, naturalmente se buscan las estadisticas que eliminen
la mayor cantidad de informacion superflua y que sean de la menor dimension,
de este modo se reduce la clase de los estimadores que actian Unicamente en
funcion de T, ademas se debe utilizar toda la informacion relevante, respecto a 0,
contenida en la muestra y que no haya otro estadistico que pueda proporcionar

mas informacién adicional sobre el parametro poblacional.

Ejemplo 2.5.1. Una urna contiene N bolas numeradas de N +1 a 2N;
se extraen n bolas con reemplazamiento para estimar el valor de N,
quedando la muestra (X;, X5,...,X,). La funciéon de probabilidad de la

muestra es
1
]PN{Xl = xl;XQ = XQ,...,XH = xn} = W

denotando Xy = 1riu<n {XZ-} y Xn) = 1r1<1;i<x {X,-}, entonces
SIsn S1sn
Py {X(l) = y} =Py {X(l) > }}} -Py {X(l) >7+ 1}
(2N -yp+1\" (2N -p\"
_( N ) _( N )
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paray=N+1,N+2,...,2N. Analogamente

Py X = 2} = Py {Xn) < 2} = Py Xy <21}
_(z=-N\" (z-N-1Y}"
_( N )'« N )

paray=N+1,N+2,...,2N. La distribucién conjunta de X1y y X(n), s

IPN {X(l) = y’X(n) = Z} = IPN {X(l) > y,X(n) < Z}—IPN {X(l) > y + 1’X(n) < Z}

—IPN{X(l)Z}},X(n)SZ—1}+]PN{X(1)Zy-l—l,X(n)SZ—l}
_ n _ n oy n

:(z y+1) _2(2 y) +(z Y 1)
N N N

paray <z; y,ze{N+1,N+2,...,2N}(y% siy:z). Como

IPN{Xl =x1,Xp =%x3,..., X, :xn}: L

siempre que ¥ < xq,...,x, <z y,z2€ {N+1,N+2,...,2N} y haya algun

x; que coincida con y y algin x; que coincida con z, se obtiene

1
N
PN {X1 = X100 Xy = X0 | X)) =9, Xy = 2} = (Z—y+1)n 2(2—3’)n+(2—y—1)n
N N N
1

(z-p+1)"=2(z-y)"+(z-y-1)"
para cualesquiera xq,x5,...,x, €9, +1,...,2, con algtn x; = y y algin
Xj =z Como el resultado no depende de N, entonces T = (X(l),X(n)) es
suficiente. En cambio

1
(2N -yp+1)"— (2N —p)"

IPN{Xl :x];XZ :xZ;'--IXn :xnlx(l) :y}:

siempre que xy,Xy,...,X, €y, +1,...,2N y exista x; = y; por lo que X,

no es suficiente, de manera analoga X(n) tampoco es suficiente.
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Ejemplo 2.5.2. Se desea conocer el numero de alumnos fumadores den-
tro de un salon de clases. Para ello se tomara una muestra aleatoria de

n alumnos. Definimos a la variable aleatoria X como

0 nofumadorc.p 1-6,
X; =

1 fumador c.p. 6.

En este caso el vector X esta dado por X = (Xj,...,X,) y X; son i.i.d
Bernoulli de parametro 6. Por otro lado el espacio de todos los posibles

resultados, H, de X esta dado por
H = {(xl,...,xn) 1X; € {0,1}}.

Parece intuitivo que para determinar 6 no es necesario saber las posi-

ciones de los alumnos fumadores y no fumadores, basta saber cual es el

n
total de fumadores, de este modo se define la estadistica S(X) = in’
i=1

ésta reduce la informacion del espacio euclideano H; ya que, A = {(_), 1,...

el conjunto de posibles valores para S(X) es de menor cardinalidad y

dimension que H.

Ahora se probara que S(X) no sélo reduce la informacion si no que es
una estadistica suficiente, es decir ]P(X1 =X1,.., X, =%, | S(X) = s) no

depende de © para toda muestra X € IH.

En efecto, sea s € H.
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IP(Xl =X1{,...

,Xn:xn|S(X):s):

IP(XI =Xy

X, =x,,S(X) = s)

IP(X1 =X1,.., X, :xn)IP(S(X) =s| Xy =xq,...,

P(S(X) =5)

Xy :xn)

01 (1

Por lo tanto, la funcion de densidad condicional IP(XI =Xq,...

—g)l .

P(S(X)=s)
6% (1

—0) T P(S(X) =5 | Xy =x1,...,

X, :xn)

n n-s
(S)pt(l -p)

0°(1-0)'"P(S(X) =5|X; =x,...

1Xn = xn)

n
S

0

1

S ~—

”)ef(l o)
S

X; * t
i=1

n

X =%, | S(X) =5)

no depende del parametro 0 y la estadistica S(X) = in es una esta-

distica suficiente.

i=1

En la practica la Definicién 2.5.1 no es muy util porque se necesita tener pre-

viamente el candidato a estadistico suficiente, para después comprobar si lo es,

ademas no nos dice como se puede encontrar un estadistico o estimador suficien-

te. Un teorema que permite obtener estadisticos suficientes es:

Teorema 2.5.1. (Teorema de factorizacion de Fisher-Neyman) Sea X = (Xl,...,

X,)

una muestra aleatoria simple de una poblacion con funcion de densidad f, (X, 0), en-

tonces el estadistico S(X) es suficiente si y solo si existen dos funciones g(S(X),G) Y

112



h(X) tal que g(S(X),Q) solo depende de 6 y h(X) no depende de 6 y se cumple que
£ (X,60) = g(S(X), 0)h(X).

Demostraciéon. Aqui se hace la demostracion del caso discreto, la de-
mostracion general se puede encontrar en [3]. En este caso se puede

escribir f_(X,0) = ]PQ(XI =x1,...,X, = xn)

=) Supodngase que S(X) es una estadistica suficiente para 6, entonces

la distribucion condicionada
IP@(X] =X, Xy = X, S(X1,.00,X,) = t)
Po(S(x1,..., %) = t)

es independiente del parametro 6, asi se puede escribir

]PQ(Xl =X1,00 Xy =%, | S(X1,...,%,) = t) =

]PQ(Xl =X1,.., X, :xn) = ]PQ(X] = X100, Xy =X, S(Xq,.00,X,) = t)

= ]P@(S(X],...,xn) = t)IP(X1 =x1,.., X, =X, | S(x1,...,x,) = t)
siempre y cuando la probabilidad condicionada
]P(Xl =Xt Xy =%, | S(X1,...,%,) = t)
esté bien definida. Haciendo
WX) =P(Xy =x1,.., Xy =%, | S(x1,...,%,) = t)
que no depende de 0, y
g(S(X),0) =Po(X1 =x1,..., X,y =%, S(x1,..., x,) = t)

se tiene que



<) Supodngase que existen g(S(X),G) y h(X) tal que

Po(X1 = x1,..., Xy = x,) = g(S(X), 0)(X),

entonces

0
]PQ(Xl =X1,.., Xy =X, S(X1,..0,%,) = t)
]PQ(S(Xl,...,xn):t)

siS(X) =t

siS(X) =t

0 si S(X) = ¢
=1 Po(Xy =x1,..., X, = x,)
]PQ(S(xl,...,xn):t)

siS(X)=t
Si S(xq,...,x,) #t, entonces la probabilidad condicionada
]PQ(Xl =Xt Xy =%, | S(X1,...,%,) = t) =0

no depende del parametro 6. Si S(xy,...,x,) = t entonces teniendo en

cuenta que se verifica el criterio de factorizacién se puede escribir

IPQ(S(xl,...,xn):t): Z IPQ(X]_:.XI,...,Xn:xn)

S(x1 00 xy)=t
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que no depende de 0, y por definicion se tiene que S(X) es suficiente.

]

Ejemplo 2.5.3. Sea xq,x»,...,x,, muestra aleatoria i.i.d con distribucion
N(p,0?%). La funcién de densidad de la muestra X es

n

sco=[ T(ene ™ epl-ts - 20%)
i=1
(o) e[ s o)

:(27102)_”/2exp (—i(xi—f)z—Z(f—y) i(x,-—x)— '” (X—y)z]/(Zoz)]
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n
Si p es una constante conocida, por el Teorema 2.5.1, se tiene que Z(xi —x)?
i=1
es un estadistico suficiente (para 0?). Ademas

N2
f(X,0) = (2ma?) ™ exp S S exp(_n((;a};)) )

2 SR
- 22y (15 _mE-p)”
=(2mro”) " exp 202)(3xp( 752 )

El hecho de que f(X, 0) se puede expresar como el producto de la fun-

n

Z(xi - x)?

cion h(X)=(2x 02)_”/Zexp —izl(z—z) , la cual no depende del pa-
o

, . n(x-pw?\ . .
rametro p con g(X, u) = exp —W implica, por el Teorema 2.5.1,

2 es conocida, entonces X es un estadistico suficiente (para p).

que si o
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Estadistica Suficiente Minimal

En la seccion anterior se vio que las estadisticas suficientes no son unicas lo cual
lleva a preguntarse: ;es posible encontrar la mejor estadistica suficiente? y la res-
puesta es si, siempre es posible hallar la estadistica que reduce al mdximo la infor-

macion, la que se define:

Definicién 2.5.2. Se dice que la estadistica S(X) es suficiente minimal si

y s6lo si es funcion de cualquier otra estadistica suficiente T(X).

Es decir que si T es una estadistica suficiente minimal y T(x) = T(y) entonces
S(x) = S(y). Para entender mejor este concepto obsérvese que todo estadistico de-
termina una particion del espacio muestral y, reciprocamente, dada una particién
del espacio muestral, asignando un valor a cada clase se tiene definido un estadis-
tico. En este sentido, una estadistica S es suficiente minimal si para cualquier otra
estadistica T y todo conjunto B; = {x: Tx =t} formado en la particién inducida
por T(x), existe A; = {x: Sx =s} en la particiéon inducida por S(x) tal que B; C A;.
Por lo que el estadistico suficiente minimal es Gnico salvo transformaciones bi-
univocas, ya que no se especifica el valor comtn del estimador a cada conjunto
de la particion, sélo indica que deber el mismo para cada elemento del conjunto

y diferente para elementos de conjuntos distintos de la particion.

En general, no es sencillo encontrar una estadistica suficiente minimal usando la
Definicion 2.5.2. El siguiente teorema proporciona una herramienta mas sencilla
para éste propdsito.

Teorema 2.5.2. Sea X1, X»,..., X,, muestra aleatoria de una poblacion cuya distribucion

pertenecea ' = {Fy | 6 € ©} y se representa por fg(x1,%2,...,x,) la funcion de probabili-
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dad o la funcion de densidad de la muestra, segiin si la poblacion es discreta o continua.

T es un estadistico minimal suficiente si y s6lo si

fo(x1,... %)

T(x1,...,x,)=T(x],...,x],) si ="
" ! f@(xlx-'-,xn)

n

no depende de 0,

o foxne X
) si p

T(xl,...,xn):tT(xi,...,xn W
1724 n

depende de 6.

Demostracion. Sélo se probara este resultado para poblaciones discre-
tas. Si se supone que T cumple las condiciones del teorema, entonces

si T(x],x5,...,X,) =1,

Po(X;=x,Xo=%5,..., X, =%, | T=t)=

e Xy)

fo(x1,%2,...,%,)
fo(x1,x5,...,x3)

y, como es independiente de 6 en A;, resulta que

Po(X;=x,Xo=%5,...,X,=x,| T =1)

no depende de 6 y T es suficiente.

Si T’ es otro estadistico suficiente y T'(x1.x,,...,x,) = T'(x].x),...,x;,) = t/,
— f@(xlleI'--lxn)

IPG(Xl:Xl,Xz:Xz,...,Xn:xan/:t’) IPQ(T’:t’)

sera independiente de 6, lo mismo que

/ ) s o folx X5, %))
Po(Xy=x, Xy =x5,..., X =x, | T'=t) = IPQ(T’:t')n
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fQ(xlerI--'txn)
7

fo(x1, %), ..., xp)
de de 6; por lo tanto T(xy,x,...,x,) = T'(x},x5,...,x;,), entonces T es

Dividiendo término a término resulta que no depen-

funcion de T'. Por lo que T es minimal suficiente.

Por otro lado, supdngase que T’ es minimal suficiente,

fB(lexb-"ixn) = gg(T’(Xl,XZ,...,Xn))h(xl,X2,...,Xn),

fo(x,x5,..,x7) = (T (x, x5, .., %) (X1, X5, ., X7,).

f@(xllxb-";xn)
7

fg(xi,xé,...,xn)
8o(T'(x1,%2,...,%,))

/

/ )
(T, x0) - |
mas, si T es un estadistico que cumple las condiciones del teorema, tie-

. fg(xl,XZ,...,Xn)
ne que ser T’ = @(T). Luego si — 7
q go g fa(xl,xZ,...,Xn)

T(x1,..., %) =T(x(,.., %)y T'(x1,...,x,) = T'(x],...,x},). O

Asi, si depende de O, también dependera de O el co-

ciente

; porlo que T'(xy,...,x,) = T'(x],...,x;,). Ade-

no depende de 6, sera

Ejemplo 2.5.4. Para una muestra de tamano n de una poblacion de
n

Bernoulli(0), ZXi es un estadistica minimal suficiente, ya que
i=1

flosyerm) (0 );xi_;yi
9192 vn) \1-0

n n
y este cociente es independiente de 6 si y solo si in = Zyi.
i=1 i=1

Ejemplo 2.5.5. Sea X, X>,..., X,, muestra aleatoria U(0,0) 8 > 0. Sean

X e Y dos elementos distintos de H. El cociente de las densidades de
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éstos es:

donde x, = max(Xy, X»,..., X,;) y y,, = max(Yy, Y,,..., Yy).
Se puede observar que si x,, = y,, entonces,

f(X;0)

f(Y,0)
lo cual, claramente, no depende de 6 y por lo tanto x,, = max(Xy, Xy, ..., X},)

es una estadistica suficiente minimal.

Estadisticas Completas

En la seccién anterior se vio que la suficiencia resume la informacién de la mues-

tra relativa a un parametro 6 de manera eficiente y sin perder informacién. Si a la

suficiencia anadimos la propiedad de completitud se obtienen mejores estimado-

Definiciéon 2.5.3. Sea X;, X5,..., X,, una muestra aleatoria de f (X, 0). Sea
T(X) una estadistica. La familia de densidades de T(X) es completa si
cada vez que E[g(T(X))] = 0 implica que P[g(T(X))=0] =1.

Es decir, T(X) es completa si el tnico estimador insesgado para 0 es aquel que

toma el valor 0 con probabilidad 1.
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Ejemplo 2.5.6. Sea X;,X,,...,X, una muestra aleatoria que proviene
n

de una distribucién Bernoulli(6). Se quiere probar que T(X) = ZXi es
i=1

completa. Para ello se supondra que E[g(t)] = 0. El objetivo es probar
que g(t) = 0 con probabilidad 1 para todo 6 € (0,1).

n

Como X; es una v.a Bernoulli de parametro 6, entonces ZXZ- tiene
i=1
distribucion Binomial (7, p). Entonces,

0=Elg] = )_g(;)o'1-0r
t=0

—a-0r) 50 (}) 25
t=0

0
Como 0 < % < 0, el polinomio es igual a cero si y sélo si g(t) =0

paratodot=0,...,n.

n
Por lo tanto, T(X) = ZXi es una estadistica completa.
i=1

Ejemplo 2.5.7. Sea X;, X»,..., X,, muestra aleatoria Uniforme (0, 0). Y,, = max(X;, X,,...

es una estadistica completa.

En efecto, como en el ejercicio anterior si se supone que E[g(Y},)] = 0.
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0=E[g(t)]

N

= | &Wn) Sy, (¥n) dyy
JO
8l n—1

_ AN
r‘”n n-1
JO
N

0= gy dy,
JO

Derivando de ambos lados con respecto a 6 se obtiene que: g(6)0" 1.
Pero 6 >0, por lo tanto g(0) = 0. Entonces Y, = max(Xy,X,,...,X,,) es

una estadistica completa.

Ejemplo 2.5.8. Sea X;, X»,..., X,, una muestra aleatoria Binomial(n, 0).

:Sera T(X) = X; — X, una estadistica completa?
Véase que T(X) = X; — X, se distribuye de la siguiente forma:

Sea g(t) =t
E[g(T)] = (-1)[(1-0)0]+(0)[6 +(1-6)*] + (1)[6 (1-6)] = 0.

Sin embargo, g(T) # 0 con probabilidad positiva. Por lo tanto, T(X) =

X, — X1 no es una estadistica completa.

Se puede calcular el UMVUE cuando se restringe a los estadisticos que sean fun-

cion del estadistico suficiente, como demuestra el siguiente teorema [7]:
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Teorema 2.5.3. (Rao-Blackwell) Sea S un estadistico suficiente de q(0) y T € Cq, en-
tonces E[T | S] € C, y se cumple que

Vo(E[T | S]) < Vo[T]

para todo 0. Ademads la igualdad se alcanza si y solo si E[T | S] coincide Pg-casi sequro

con T respecto a todo 6.

Este teorema asegura que, dado un estimador insesgado y un estadistico suficien-
te, éste se puede utilizar para hallar otro estimador insesgado de menor varianza,

como consecuencia de este teorema el UMVUE, si existe, es inico.

Proposicion 2.5.1. Si T es UMV UE para q(0), es uinico en probabilidad salvo un con-

junto de medida nula.

Demostraciéon. Sea T es UMVUE para g(0) y considérese que existe

otro estimador S insesgado con la misma varianza minima. Entonces

T
Vo (T) = Vg (S) para todo 6. El estimador 5

también es insesgado y

su varianza es

T+Sy 1 ! !
- - - <
) Vo(T)+3Vo(S)+5Cov (T,5) <

3V0(T)+ 1Yo (8)+ 3\ VoVo®) = 3+ + 3 Vo(T) = Vo(T).

La desigualdad no puede ser estricta porque Vy es el UMVUE, sin em-
bargo laigualdad se da siy solosi Corr(T,S)=1,esdecir T =a(0)S +b(0),
para algunas funciones a(6) y b(0). En ese caso, E[T]| =a(0)E[S]+ b(0).

123



Por otra parte
Vo(T) =~ Vo(T)Vy(S)=Cov(T,S)=Cov(a(0)S+b(0),S) =

cov(a(0)S,S)=a(0)cov(S,S)=a(0)Vy(T)
porloquea(6)=1,b(0)=0y T =S. Il
Cuando se analiza la demostracion del Teorema 2.5.3, ésta se reduce a ver que
Varg[T] = Var(E[T | S]) + Eq(VarE[T | S]); donde el segundo sumando del lado

derecho es no negativo y por lo tanto la varianza del estimador E[T | S] es siempre

menor o igual que la varianza del estimador T.

Aun si es posible reducir la varianza no se puede asegurar que se alcanza el UM-
VUE. Sin embargo al anadir la completitud se tiene

Teorema 2.5.4. (Lehmann-Scheffe)Dada la familia de distribuciones de probabilidad
de la muestra P = {f (x1,x5,...,x, | 0) : 6 € ©}, si para estimar q(6) la clase C, es no
vacia y existe un estadistico S(X1,X,,...,X,,) suficiente y completo, entonces E[T | S],

para cualquier T perteneciente a Cg, es el UMVUE para q(0).

Demostracién. Como E[T | S| es una funcion, f(S), del estadistico S, si

existiese otro estimador f’(S), centrado para g(0), seria
Eg[f(S)— f'(S)] = 0 para cualquier 6 € ©.

En virtud de la completitud de S, tendria que ser f’(S) = f(S), Pg-casi
seguro para todo 6 € O.
Puesto que el UMVUE de g(0) ha de ser funcién de S, tiene que coinci-

dir con E[T | S] Pg-casi seguro para cada 0 € ©. O
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Esto asegura que, si existe un estadistico completo y suficiente, el estadistico fun-
cién de él e insesgado para la funcion a estimar, es el estimador 6ptimo en la clase

de los estimadores insesgados. Dicho de otra forma:

Corolario 2.5.2. Si T(X) es un estadistico suficiente y completo, cualquier funcion suya

que tenga esperanza finita es el UMVUE de su esperanza.

Cuando existe un estadistico suficiente y completo, la cuestion de la existencia de
UMVUE queda completamente cerrada: las funciones del parametro, para las que
exista algn estimador insesgado, tendran UMVUE; las demas, obviamente, no lo
tendran. Sin embargo, se debe recalcar que si no existen estadisticos suficientes

completos puede o no haber funciones del parametro que posean UMVUE.

Ejemplo 2.5.9. Determinar con una muestra aleatoria simple de tamano

n de una poblacion de Bernoulli(0) el UMVUE para gq(0) = 6(1 - 0).

n
De los Ejemplos 2.5.2 y 2.5.6 se sabe que la estadistica S = ZXi es un
i=1
estadistico suficiente y completo, ademas

n
E@ ZXZ =nob
i=1

n

implica que ZXi es funcion del estadistico suficiente y completo, lue-
i=1

go es el 6ptimo para su media, 6. Asi, para q(0) =P{X; =1,X, =06},

todo se reduce a encontrar E[T | S] con

1 Si Xl =1 y X2 = 0
T(Xl,Xn,...,Xn) =
0 en otro caso.
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Como

]P(Xl = 1,X2 = 0|6)IP

iXi =s—-1

i=3

P{iXZ =S 9}
i=1

n
se sigue, utilizando que in se distribuye segiin una Binomial(n-2,6),
i=3

)

n

ZXi:S =

i=1

E(T

que

E(T

s(n—s)
n(n—1)

iXI- =S
i=1

Con lo que

es el UMVUE para g(0) =0(1 -0).

Ejemplo 2.5.10. Sea (Xl,...,Xn) una muestra aleatoria simple de una
n

distribucioén exponencial de parametro 6, el estadistico S = in es

i=1
completo. En efecto, como su distribucién es y(n, 0), entonces

©0 ann—le—ex
E = —dx.
()= | f s
Por lo tanto, Eg [f(S)] = 0 para cada 6 > 0, significa que la transformada

de Laplace:
j flx)x" e 0% gy,
0

"~1 se anula. Como la transformada de Laplace es

de la funcién f(x)x

tnica, ello es posible s6lo si f(x)x"~! = 0 o bien f(x) = 0 para todo x > 0.
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Por otro lado

n
fo(xi,...,x,) = Q"0 = g [Z")

i=1
n
haciendo h(xy,...,x,) = 1, por el Teorema 2.5.1 se tiene que S = ZX,-

i=1
es suficiente.

n
> x
i=1

la media poblacional 0’ puesto que no puede haber otro estimador

Ya que I

n . 1y
= g se sigue que X = EZ{XZ es el UMVUE para
1=

1
insesgado de 0’ funcién de S.

127



2.6 Ejercicios

1. Suponga que X es una variable aleatoria discreta con la siguiente distribu-

ciéon, donde 0 <0 <1

X | o |1 2 3
px) | 2010 2(1-6) | (1-6)
3 13 3 3

La siguiente muestra tiene la misma distribuciéon que X

3 0 21 3 2 1 0 21
Encuentre el estimador maximo verosimil para 6.

2. Se estima cada uno de 150 articulos recién fabricados y se anota el nimero
de rayones por articulo (se supone que los articulos estan libres de rayones)

y se obtienen los siguientes datos:

Nuamero de rayones por articulo | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 |5|6|7

Frecuencia observada 1813714213013 |7 12|1

Sea X el numero de rayones en un articulo seleccionado al azar y suponga

que X tiene una distribucién Poisson con parametro p:

a) Encuentre un estimador insesgado para p (utilice el método de maxima

verosimilitud) y calcule el valor del estimador.

b) ;Cual es la desviacion estandar del estimador? Calcule el error estandar

estimado.
c) Encuentre el error cuadratico medio del estimador.

3. Sea Xi, X;,X3,..., X,, una muestra aleatoria con densidad f(x;0) = Ox~2
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donde 6 > 0.
a) Encuentre un estimador por maxima verosimilitud para 6.
b) Encuentre el sesgo para el estimador obtenido.

c) Calcule 6 a partir de las siguientes 10 observaciones de esfuerzo vibra-
torio de una espada de turbina en condiciones especificas: 16.88, 10.23,

4.59, 6.66, 13.68, 14.23, 19.87, 9.40, 6.51, 10.95.

d) Determine el estimador de maxima verosimilitud de la medina de la
distribucion del esfuerzo de vibracién. (Sugerencia exprese primero la

mediana en funcién de 6.)

4. Sea X;, X,,X3,..., X,, una muestra aleatoria. Para cada una de las siguientes

distribuciones:

f(x;0) = 9x%1 donde 6>0; 0<x< 1.

log 6
f(x;@):%@x donde 6 >0; 0<x<1.

a) Encuentre una estadistica suficiente y complete si es que existe.

b) ;Existe una funcion de 6, g(6), para la cual exista un estimador inses-
gado cuya varianza sea igual a la cota inferior de Crammer y Rao? Si es

asi diga cual es. Si no, muestre por qué no existe.

5. La distribuciéon gamma

ﬁaxa—le—ﬁx
;a,B) = —————x>0.
flxa,p) @ O F
Tiene media - y varianza 2.
/32

129



a)

b)

<)

Si a es conocida, encuentra el estimador de maxima verosimilitud de
1 ) . . .
Encuentre el EMV de —. ;Cual es su media y su varianza? ;Este estima-

dor alcanza la Cota inferior de Crammer y Rao (CICR)?

1
Verifique que el EMV de 8 obtenido en b) es suficiente. ;El estimador

de p también es suficiente?

6. En el siguiente ejercicio encuentre los estimadores que se piden utilizando

la definicion de estimacion y lo visto en estadistica descriptiva.

a)

Se selecciona una muestra aleatoria de 10 casas en un area en particular,
cada una de las cuales se calienta con gas natural y se determina la
cantidad de gas utilizada por cada casa durante el mes de enero. Las
observaciones resultantes son 103, 156, 118, 89, 125, 147, 122, 109,
138, 99. Sea p el consumo de gas promedio durante enero de todas las

casas de area. Calcule una estimacion de p.

Suponga que hay 10000 casas en esta area que utilizan gas natural para
calefaccion. Sea 7 la cantidad total de gas consumido por todas estas ca-
sas durante enero. Calcule 7 con los datos del inciso a). ;Qué estimador

utilizaste para calcular tu estimacion?

Use los datos del inciso a) para estimar p, la proporcion de todas las

casas que usaron por lo menos 100 terms.

Proporcione una estimacion puntual de la mediana de la poblacién usa-

da basada en la muestra del inciso a).;Qué estimador utilizo?

7. Sea X1, X,,...,X,, una muestra aleatoria N(0,60) con 0 < 6 < co. Muestre por
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10.

n
medio de alguna definicion, que T(X) = lez es una estadistica suficiente
i=1
para 6.;Es T una estadistica completa?. De el UMVUE para q(0) = 6.

Encuentre el estimador maximo verosimil para « en la densidad,

f(xa)= 5 O<x<a

para muestras aleatorias de tamano 2. Encuentre ademas el estimador por
momentos para a. ;Cual es el estimador maximo verosimil para la media

poblacional?

. Una muestra aleatoria de los montos de 10 reclamaciones en una compa-

nia aseguradora, la cual provienen de una distribucién Gamma(r, 1), se da a

continuacion:
1,500 6,000 3,500 3,800 1,800 5,500 4,800 4,200 3,900 3,000

Estime 0 = (y, A) por el método de momentos.

Una muestra aleatoria de 5 sueldos, en dolares, de personas que trabajan

dentro de una empresa norteamericana se muestran a continuacion:
500 1,000 1,500 2,500 4,500

Suponiendo que los sueldos dentro de la compania siguen una distribucion

LogNormal(p, 0"2),
a) . Estime 0 = (/,1,02) por maxima verosimilitud.

b) . Estime la probabilidad de que el sueldo de una persona seleccionada

aleatoriamente exceda los 4500 dolares.
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11. Un ntmero desconocido N, de animales habitan en cierta poblacion. Para
obtener cierta informacion acerca del tamano de la poblacion, los ecologistas
llevan a cabo el siguiente experimento:Primero capturan cierto nimero de
animales, K, los cuales marcan de alguna manera,y los regresan a su lugar
de origen. Después, sueltan a los animales permitiendo que se dispersen
en dicha regiéon y una nueva captura de tamano n es realizada. Sea x; la
variable aleatoria que denota el nimero de animales marcados en la segunda
captura(Notemos que el tamano de la muestra en este caso es 1). Asumiendo
que el tamano de la poblacion entre las dos capturas permanece igual y que

cualquier animal tiene la misma probabilidad de ser capturado,
a) Determine la distribucion de Xy, f (x;N).

b) Encuentre el maximo verosimil de N.(Debemos notar que , en este

caso,N es un namero entero positivo.

c) Supongamos que la primera captura fue de 50 animales, los cuales fue-
ron marcados y regresados a la poblacion. Si la segunda captura con-
siste de 40 animales, de los cuales 4 estan marcados. Determine el esti-

mado del nimero total de animales en la region.

12. Sea Xi,Xj,...,X, una muestra aleatoria de una poblacién con funcién de
densidad Normal(0,1), donde se sabe que u debe ser no negativo; esto es,

© ={pulp=0}
a) Halle el EMV para p.

b) Sea Xi,Xj,...,X,, una muestra aleatoria de una poblacién con funcion
de densidad Blli(6), para 0 <0 < 1/2;estoes, ® ={0|0< 6 <1/2}. Ha-

lle el estimador maximo verosimil para 6.
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13. Encontre el estimado, por maxima verosimilitud , de la funcién de densidad

1 -
f(x;0)= € =0l _o0 < x < 00;—00 < O < o0

para las siguientes muestras aleatorias:
a) x1=-3,x,=4yx3=06
b) xy=-4,x=0,x3=1yx4=5

14. Sea Xi,X5,...,X,, una muestra aleatoria de una poblacién con funciéon de

distribucion dada por:

01\%
F(X;91,92):1—(7) ; 01 <x; 91,626(0,00)

Encuentre los estimadores maximo verosimil de 6, y 0,.

15. Sea Xy, X,,..., X,, una muestra aleatoria de la distribucion Gaussiana Inversa

cuya funcion de densidad esta dada por:

1/2
flxpA)= (an3 ) exp [—)\(x - ,u)2/2y2x], x> 0.

Muestre que el estimador maximo verosimil de 6 = (u, A) es:

16. Sea Xy, Xj,...,X,, m.a de alguna densidad con media p y varianza o? finita.

n
a) Muestre que ZaiXi es un estimador insesgado de y para cualquier

i=1
n

conjunto de constantes conocidas ay,a,,---a,, tales que Zal =1.
i=1
n
b) Si Zal =1, muestre que Var
i=1
paratodai=1,2,---,n.

n

ZaiXi

i=1

es minimizado cuando a; = 1/n,
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n n
HINT: Muestre que Zaf =Y (a;—1/n)*+1/ncuando Zai =1.

i=1 i=1

=

Il
—_

17. Sea X;, X, una muestra aleatoria de tamano 2 de la distribucién normal con

media O y varianza 1. Considere los siguientes estimadores de O:

1

Ty (X1, X5) = 5(2X1 +X3)
1

T,(X1,X5) = Z(Xl +3X3)
1

T3(X,,X3) = E(Xl +X5)

Muestre que T; es insesgado parai =1,2,3.

18. Supongamos que diariamente se cometen k asaltos dentro de una comuni-
dad. Sea p la probabilidad de levantar el acta en la delegaciéon correspon-
diente. Ambos parametros (k y p) se desconocen y se desean estimar con

base a una muestra aleatoria X;, X5,..., X,,.

a) Genere una muestra aleatoria de tamano 1095 de variables aleatorias
Bin(k = 50,p = 0.4) que representara el namero de asaltos reportados
por dia en los Gltimos 3 anos(recordemos que estos parametros en reali-

dad no se conocen).

b) Use la muestra aleatoria anterior y los resultados estudiados en el texto

para encontrar el estimado por momentos para 6 = (k, p).

19. Sea Xj,Xj,..., X, una muestra aleatoria de la distribucion f(x, 0).
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a) Utilice el teorema de factorizacion para probar que el estimador maxi-

mo verosimil es funciéon de una estadistica suficiente.

b) Si S(X) es una estadistica suficiente entonces cualquier funcién inyec-

tiva de S(X) es una estadistica suficiente.

20. Considere una muestra aleatoria de tamano # de la densidad
L el
f(x,@):zexp ;%,0 € (—00, 00)

Encuentre una estadistica suficiente para 6.

Vea que

1 Lo T
f(X,6) = Zexp -0 ]:[]l(_oo'm)xi
1=
21. Si tenemos una muestra aleatoria de tamano dos de
f(X,0)=0""exp™? 1g9)(x)

Considere a Y; = X; + X, estadistica suficiente. Pruebe que Y, = X, es un
estimador insesgado para 6 con varianza 6°.
Encuentre ¢(y;) = E[y,/v1] y determine la varianza y compare con la de ;.

¢La funcion ¢(y;) es el UMVUE para 6?.

1
22. Sea Xi,Xj,..., X, una muestra aleatoria de la distribucion f (X, 0) = 9 T(0,0)(x)

1
nE[ZLInf (x;0)?]

a) Calcule

b) En el inciso anterior se calculo la definicion de la CICR,para la varianza
de estimadores insesgados para g(6) = 6. Ahora encuentre un estima-

dor insesgado para q(6) = 6 que sea funcién de y,,. Llamelo G(y,,)
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c) Encuentre la varianza de G(y,,) y comparela con la cantidad encontrada

en el inciso a). jcontradice esto el teorema de la CICR?. Explique.
d) Encuentre el UMVUE para gq(0) =6

23. Sea X;,X>,...,X,, una muestra aleatoria de tamano #n > 2 de una distribucién
con funcién de densidad f(X,0) = E)exp_e" T(0,00)(x) y 6 > 0. Encuentre el

mejor estimador insesgado y de menor varianza uniforme para 6.

24. Sea Xj,Xj,...,X,, una muestra aleatoria de la densidad:

F10)=0""exp™ @ 1,0)x); 6>0, peR

suponiendo 6 conocida.
a) Encuentre el estimador maximo verosimil de y
b) Encuentre el estimador de q(y) = P[X > x]

25. La variable aleatoria X tiene la funcion de densidad definida por:
floa,d)=ar*(A+ X)L xa,A>0

Se sabe que A = 1,000. Se tienen las siguientes cinco observaciones: 43,145,233,396,775.
a) Determine por el método de momentos el estimador de «;
b) Encuentre el estimado de a.

26. Considerando una muestra aleatoria de tamano n, contestar:

:El estimador méaximo verosimil (EMV) para A enlaf.d.p f(x;A) = A~ exp_§
con x, A > 0, es insesgado para A? Sino lo es proponga un estimador , funcion

del EMV, que si lo sea.
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27. Sea X1, X5, X3 una muestra aleatoria de una poblaciéon con media y y varian-

za o2,

2X1 + 3X3 Xl + 3X2 + X3
3 3
ra la media p. Verifique si alguno de ellos es un estimador insesgado.

a) Sean py = S =X1+Xoy p3 = estimadores pa-

b) Encuentre el error cuadratico medio para cada uno.

c) Basandose en py, 4, y 3 encuentre un estimador insesgado para y. De-

termine cual es el estimador mas eficiente para p.
d) Encuentre un estimador suficiente para p.

e) Determine la CICR para y; y para el estimador encontrado en el inciso

anterior. Comente.

28. (para este ejercicio inciso a, hay que usar lo de la familia exponencial) Sea

1
Xi,X>5,...,X,, una muestra aleatoria de la distribucién N (0, 5), 6> 0.

a) Utilice el teorema de Lehmann-Scheffé para demostrar que el UMVUE

-2
para @ es T"(X) = 2—2
Li=1 X
b) Determine la cota inferior de Cramer y Rao para estimadores insesga-

dos de 6.

29. Muestre que cada una de las siguientes familias no son completas para 6 >0

9) f(50)= 55 T(oo(
1 _x

e 20
oV21

30. Sea X, X»,...,X,, una muestra aleatoria de tamano »n de la densidad Beta(6,1).

[

)

b) f(x,0)=
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n
a) Demuestre que | | X; es una estadistica suficiente.
i=1

n
b) ;La estadistica T(X)=— ) [In(X;) es suficiente para 6?
|%
i=1

¢) Encuentre el UMVUE para q(0) = 07! y para q(0) = 0

31. Sea X la proporcién de tiempo asignado que un estudiante seleccionado al
azar pasa resolviendo cierta prueba de aptitud. Suponga que la funcién de

densidad de probabilidad de X es

O@+1)x% si 0<x<1
f(X;0)=
0 e.0.c

donde —1 < 6. Una muestra aleatoria de diez estudiantes produce los datos
x; = 0.92,x, = 0.79,x3 = 0.90, x4 = 0.65, x5 = 0.86,
Xg = 0.47,X7 = 0.73,X8 = 0.97,X9 = 0.94:,X10 =0.77

a) Use el método de momentos para obtener un estimador de 6 y luego

calcula la estimacion para esos datos.

b) Obtenga el estimador de Maxima Verosimilitud de 6 y luego calcule la

estimacion para los datos dados.

32. Para las siguientes familias, suponga que se tiene una muestra aleatoria de
tamano n . jExiste una funcion de 6, para la cual exista un estimador inses-

gado, cuya varianza alcance la CICR? de no ser asi, muestre porque no.

a) f(x:0)=0(1-x)"1 0<x<1;
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I
b) f(x;e):%@QX; 0<x<1,8>1;

c) f(x;Q):%; x>0, 0>0;

33. Sea Xj,X>,..., X, una muestra aleatoria de una distribucion N(0, 1).

a) Encuentre la cota inferior de Cramer y Rao para estimadores insesgados

de 6,0%yP[x > 0].
b) ;Existe un estimador insesgado para 62?. Si es asi encuéntrelo.
c) ¢Existe un estimador insesgado para P =[x > 0]?. Si es asi, encuéntrelo.
d) Demostrar que el UMVUE para ¢(9) = 0% es X% - 1/n.

34. Muestre que la minima estadistica de orden Yj, es una estadistica suficiente
para una muestra aleatoria de tamano n de una poblacion que tiene funcion
de densidad f(x;0) =e (x—6), con 6 < x < o0, donde 6 € R. Se puede probar
que dicha estadistica es minimal y completa. Encuentre la Gnica funcién de

esta estadistica que sea el mejor estimador para 6(UMVUE).

35. Existen dos instrumentos disponibles para medir una distancia particular.
La variable aleatoria X representa la medida con el primer instrumento, y la
variable aleatoria Y la medida con el segundo instrumento. Asuma que X y
Y son independientes con E(X) = 0.8m, Var(X) = m?, y E(Y) =m, Var(Y) =
1.5m?2, donde m es la distancia verdadera. Considere estimadores de m de
la forma Z = aX + bY. Determine los valores de a y b que hagan de Z un

UMVUE para m.
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Apendice

FAMILIA DE PARAMETRICAS DISCRETAS

‘ Nombre

Px (x) ‘ IE[x] ‘ Var(X) ‘ My (t) ‘ Modelo
Uniforme
X ~ Uln) 1 nal n? -1 ile’“ Eventos
x=1,2,3,.,n n 2 12 =" equiprobables
nelN
Bernoulli
Un ensayo
X ~ Blli(p) p¥(1-p)i* p p(1-p) (1-p)+pe'
Bernoulli
x=0,1
Binomial 1
np(1-— n ensayos Bernoulli
X ~ Bin(n,p) (Z)px(l -p)" np pi=p) (a —p)+Pet)” Y
x=0,1,2...,n
Poisson
Eventos en un
X ~ Poi(A -A
0i(}) Ae 1 1 A (ef - 1) intervalo de tiempo
x=0,1,2.. x! e .
0 espacio
A>0
Geométrica Numero de ensayos
X ~ Geo(p) (1-p)y! ! Lp pe! hasta el pri
~ Geo - - —- asta el primer
p p p P p2 1-— (1 _p)et p
x=12,.. éxito
Geométrica Numero de ensayos
X ~ Geo(p) (1-p)* -p 1-p P hasta el k-ésimo
p pti-p D p2 1-(1-p)et
x=0,1,2,.. éxito
Binomial Negativa
k(1 Numero de ensayos
X ~ BinNeg(k,p) x-1 k(1 = pyk k (I-p) pe! k ]
k—1/P p - p? ( t) hasta el k-ésimo
x=kk+1,k+2,.. p 1-(1-p)e o
exito
Binomial Negativa crk-1) 1 L ka-p) | k1-p) L Numero de
X ~ BinNeg(k,p) k-1 [P (1-p) p p? (1 — (lp—p)et) fracasos antes del
x=0,1,2,.. k-ésimo éxito
Numero de
Hipergeométrica m\(N —m elementos
perg (x)(i’l—x) m nm (n—l)(m—l)_’_l_ﬁ
X ~Hip(N,m,n) N N N N-1 N caracteristicos
x=0,2,3,..,n* (n) dentro de la
141 muestra

+méax{0,n — (N —m)} < x < min{n, m}




FAMILIA DE PARAMETRICAS CONTINUAS

Nombre Fx(x) fx(x) E[X] Var(X) Mx () Modelo
Uniforme )
x—a 1 b+a (b—a) et _ pta Un ntmero
X ~ U(ﬂ, b) b 12
—a b—a 2 t(b—a) entreayb
x € [a,b]
(Magnitud)
tiempo
Exponencial
% " transcurrido
~exp 1 1 A
A —Ax _ i h 1 :
x € [0, 00) 1-e Ae 1 12 1-; asta la primer
ocurrencia de
A>0
un evento tipo
Poisson
(Magnitud)
tiempo
Gamma P
X ~T(m 1) nel () 1 transcurrido
~1(n, “Ax X — —Ax A n-1 n n 1\
1—¢ ASdatal e (Ax) n n ( ) L.
T(n — hasta la k-ésima
s€[0,00) é ke[ T A A2 A—t
ocurrencia de
A>0
un evento tipo
Poisson
Una de las
Normal distribuciones
~ 2 B G T .
X~ Nipo?) L e 07 |y o2 pt+ ot e
X € (—00, 00) V2mo? € : importantes de
peR;o0>0 la teoria de la
probabilidad
Cauchy
1 Distintas
X ~ Cauchy(0)
(1l +(x—0)3?) 00 aplicaciones en
X € (—o0, )
la fisica
0cR
Beta
X ~ B(a,b) x 11— x)b! a ab
x€[0,1] B(a,b) a+b (a+b)*(a+b+1)
a,belR
Tiempo de vida
Weibull . 5
8 B (X -v )’3’ e—(’%») de un artefacto
X ~W(a,B,v) 1 e—(%) a\ & ’
con varios
x € (v,00)
componentes
T'(a) :J e x " Lax T(a)= (al—"f%r(a—l) VneN,T(n)=(n—1)!
0
! I'(a)T'(b)
a—1 b-1
= — B(a,b) =
B(a,b) L X1 —x)""dx (a,b) T(atb)
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