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1 Introduccion




La teoria del calculo de variaciones es una rama de las matematicas que tuvo su mayor auge en los
siglos XVIII y XIX y fue hasta la primera mitad del siglo XX cuando tomé mayor relevancia. De hecho, en
los tltimos anos ha habido un interés por introducir un nuevo enfoque del calculo de variaciones motivado
en gran parte por las investigaciones concernientes en las dreas de la economia, las finanzas, las ciencias de
los materiales y otras disciplinas. Por otra parte, la teoria del control 6ptimo empezé a desarrollarse entre
los anos 50 y 60 por un equipo de matemaéticos rusos dirigidos por Pontryagin. Esta teoria constituye una
herramienta complementaria para resolver problemas como los de optimizacién dindmica, incluyendo a la
teoria clasica del cdlculo de variaciones y el principio de optimalidad asociado a la ecuaciéon de Bellman. El
objetivo primordial de esta tesis, como lo indica el titulo, es proporcionar dos nuevos teoremas de suficiencia
en control 6ptimo para minimos débiles y para el problema de Lagrange con puntos fijos y con restricciones
con desigualdades e igualdades mixtas. Adicionalmente, estudiamos la teoria clasica del calculo de varia-
ciones de forma detallada ya que ésta fue una herramienta fundamental para el desarrollo de los resultados
principales de control 6ptimo que obtuvimos en este trabajo.

En la teoria clasica del cdlculo de variaciones la condicién necesaria mas importante de primer orden es
la condicién de Euler. Las soluciones de la ecuacién de Euler se llaman extremos. La condicién necesaria
mas importante de segundo orden es la condicién de Jacobi. Desafortunadamente, la condicién de Jacobi
Unicamente es aplicable para extremos no singulares suaves. Sin embargo, vale la pena mencionar que la
verificabilidad de las condiciones mencionadas anteriormente es una tarea muy esperanzadora. Por otro
lado, la no negatividad de la segunda variacién sobre el conjunto de variaciones admisibles, también es una
condicion necesaria de segundo orden que no requiere de hipdtesis de no singularidad ni de suavidad. No
obstante, esta condicién tiene el rasgo desafortunado de que, en general, su verificabilidad tiene el mismo
grado de dificultad que aquel que se presenta al tratar de resolver el problema directamente. Debido a estas
componentes desafortunadas, en general, las condiciones necesarias clasicas de segundo orden en el cédlculo
de variaciones dan una informacion limitada cuando los extremos son suaves y singulares. Con el propdsito
de llenar esta laguna en la teorfa, en [1, 2] la no negatividad de la segunda variacién ha sido caracterizada
en términos de una nocién de puntos conjugados extendidos. Los resultados principales de estas teorias
tienen que ver con el hecho de que, sin imponer hipétesis de suavidad o de no singularidad en la trayectoria
optima propuesta, estos conjuntos de puntos conjugados extendidos son vacios en el intervalo semi-cerrado de
tiempo subyacente si y solo si la segunda variacién es no negativa en el conjunto de variaciones admisibles.
Estas teorias parecen ser exitosas puesto que cuando uno puede detectar la existencia de una variacién
admisible negativa, precisamente esta variacién admisible negativa puede ser utilizada para encontrar un
punto conjugado extendido lo cual implica que el extremo bajo consideracién no es un éptimo. En otras
palabras, cuando uno se enfrenta a un problema en el que el candidato a ser un éptimo es singular, nunca
es més dificil checar la no vacuidad de los conjuntos introducidos en [1, 2] que verificar la negacién de la
condicion necesaria clasica de segundo orden en términos de la segunda variacién. Més ain, puesto que
las condiciones suficientes clasicas de segundo orden del célculo de variaciones se obtienen al hacerles un
ligero reforzamiento a las condiciones necesarias mas importantes, imponiendo en particular hipdtesis de no
singularidad y de suavidad, la teoria de suficiencia clasica del cdlculo de variaciones no da informacién para
extremos singulares no suaves.

Por otro lado, para los problemas de control éptimo como el que estudiaremos en esta tesis, debido a que
las trayectorias estan restringidas a una dindmica que involucra variables tiempo-estado-control y también
por el hecho de que en general existen algunas restricciones adicionales en las que nuevamente intervienen
variables del tipo tiempo-estado-control, el objetivo de verificar la positividad de la segunda variacién sobre
el conjunto de variaciones admisibles no nulas no presenta esta misma clase de dificultades como sucede en el
caso del problema mas simple del calculo de variaciones. De hecho, el objetivo principal de esta tesis consiste
en ilustrar cémo un enfoque de suficiencia basado principalmente en la positividad de la segunda variacion,
puede ser aplicado de manera exitosa para obtener dos nuevos teoremas de suficiencia que dan respuesta
al problema de control éptimo de Lagrange con puntos fijos finales, dindmicas no lineales, y restricciones
explicitas tiempo-estado-control con desigualdades e igualdades.

Las componentes principales del Capitulo 2 de esta tesis estdn dadas en el Teorema 2.1. Este teorema
proporciona condiciones suficientes para minimos estrictos débiles del problema (P) de control 6ptimo que
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estaremos estudiando. Las hipétesis fundamentales de este teorema son la condicién necesaria de primer or-
den en forma normal conocida como la condicién necesaria de Pontryagin, la condicién necesaria de Legendre-
Clebsch, la positividad de la segunda variacién sobre un conjunto apropiado de procesos, que les llamaremos
variaciones admisibles no nulas, y una condicién que esté relacionada con la funcién exceso de Weierstrass de
una funcién que es muy parecida a la funcién Hamiltoniana del problema (P). Cabe senalar que el Teorema
2.1 no requiere de la hipdtesis estandar conocida como la condicién reforzada de Legendre-Clebsch. Ademés,
el Corolario 2.2 muestra cémo el Teorema 2.1 no sélo es aplicable para procesos singulares, es decir, procesos
que no satisfacen la condicién estricta de Legendre sino que de alguna manera disminuye la laguna existente
entre las condiciones necesarias y las suficientes para problemes de este tipo, ver por ejemplo [3, 4, 6, 7, 8, 9,
10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21], en cuyas referencias todos los enfoques de suficiencia requieren
de esta hipétesis modificada de Legendre.

En el Capitulo 3, estudiamos el problema més simple del calculo de variaciones tal como se lleva a cabo
en la literatura clésica, ver por ejemplo [6, 7, 17]. En particular, demostramos que si ¢ es un minimo débil
del problema que también lo denotamos por (P), entonces x satisface la forma integral de la ecuacién de
Euler la cual es equivalente a la anulacién de la primera variacién sobre el conjunto de variaciones admisibles.
Ademas, xg debe de satisfacer una de las condiciones necesarias de Weierstrass. Si zg es un minimo fuerte
de (P), entonces xq satisface una nueva condicién de Weierstrass que en general es mds restrictiva que la
condicion de Weierstrass correspondiente para minimos débiles. Una nueva condicién necesaria de segundo
orden la cual es una consecuencia de las condiciones de Weierstrass es la condicién necesaria de Legendre.
Ademés, si 2o es un minimo débil de (P) que no es necesariamente C! ni no singular, entonces la segunda
variacion de la funcién de costo debe de ser no negativa sobre el conjunto de variaciones admisibles. Para el
€aso en que un arco xg es suave y no singular, demostramos la existencia de una nueva condicién necesaria de
segundo orden conocida como la condicién necesaria de Jacobi. Resulta que cuando xg es C! y no singular,
las condiciones de Legendre y Jacobi son equivalentes a la no negatividad de la segunda variacién sobre el
conjunto de variaciones admisibles. Mds ain, si x( es suave demostramos que las condiciones reforzadas de
Legendre y Jacobi son equivalentes a la positividad de la segunda variacién sobre el conjunto de variaciones
admisibles no nulas. Por otro lado, demostramos que al hacerles un ligero reforzamiento a las condiciones
necesarias de Euler, Legendre y Jacobi, entonces estas condiciones reforzadas se convierten en suficientes para
la obtencién de minimos estrictos débiles de (P). Si a las condiciones anteriores les agregamos la condicién
reforzada de Weierstrass, entonces estas nuevas condiciones reforzadas son suficientes para obtener minimos
estrictos fuertes de (P). Finalmente, en las Secciones 21, 22, 23 y 24 proporcionamos algunos nuevos teoremas
de suficiencia que no requieren de hipotesis de suavidad ni de no singularidad y que en algunas ocasiones
disminuyen el hueco existente entre las condiciones necesarias y suficientes para un éptimo en el calculo de
variaciones. Vale la pena senalar que en contraste con la teoria clasica de suficiencia, estos nuevos teoremas,
en efecto, si nos entregan alguna informacion cuando los extremos son singulares y no suaves.



2 Dos nuevos teoremas de suficiencia para minimos
débiles con restricciones mixtas




1. El problema y teoremas principales

Supongamos que tenemos dados un intervalo T := [tg,t1] en R, dos puntos fijos & y & en R", y
funciones L, f y ¢ = (¢1,...,¢4) que mapean T x R" x R™ a R, R" y RY respectivamente. Sea

A:={(t,z,u) e T xR" x R™ | oo (t,z,u) <0 (e € R), @a(t,z,u) =0(8 € Q)}

donde R={1,...,1} yQ={r+1,...,q} (0<r <gq). Sir=0 entonces R = y hacemos caso omiso de
las funciones ¢,. Similarmente, Si r = ¢ entonces @ = () y hacemos caso omiso de las funciones ¢g.

El problema de control éptimo de puntos fijos que consideraremos, denotado por (P), es el de minimizar la
funcional

I(z,u) = /t LG (), u(t))dt

sobre todas las parejas (z,u) con z: T — R" absolutamente continua y u: 7T — R™ esencialmente acotada,
que satisfacen las restricciones:

(a) z(t) = f(t, z(t),u(t)) (c.s. en T).

(b) z(to) = &o, x(t1) = &

(c) (t,z(t),u(t) e A(teT).
Denotemos por X al espacio de las funciones absolutamente continuas que mapean 7" a R", por U, :=
L>(T;R®) (s € N). Los elementos de X X U, los llamaremos procesos y un proceso (x,u) es admisible si
satisface (a)-(c). Un proceso (z,u) resuelve (P) si es admisible e I(x,u) < I(y,v) para todos los procesos

admisibles (y,v). Para minimos locales débiles, un proceso admisible (x,u) es llamado un minimo débil de
(P) si es un minimo para I relativo a la norma

[[(x, )] :=nf{C > 0: |[(x(t),u(t)) < C(cs.enT)},

es decir, si para alguna ¢ > 0, I(x,u) < I(y,v) para todos los procesos admisibles (y,v) que satisfacen
[(y,v)—(z,u)]] < e. Este es un minimo estrictosi I(x,u) = I(y, v) solamente en el caso en que (z,u) = (y,v).

Para cualquiera (x,u) € X X U,, usaremos la notacién Z(t) para representar (¢, x(t), u(t)), similarmente
Zo(t) representa (t,xo(t),uo(t)). Se asumird a lo largo de este capitulo que las funciones L, f y ¢ son
continuas y de clase C? con respecto ax yauen T x R" x R™.

Para continuar con el desarrollo de la teoria de este capitulo, es conveniente introducir las siguientes
definiciones.

e Para toda (t,z,u,p, ) € T x R" x R™ x R™ x R sea
H(tvxauapyu) = <p,f(t,1‘,u)> - L(t?x7u) - <u,g0(t,a:,u)>
e Dadas p € X y p € Uy, definamos, para toda (¢,z,u) € T x R" x R™,

F(t,a:,u) = _H(t’w7uap(t)’u(t)) - <p(t),l‘>

Con respecto a F' (quien depende de p y i), sea

J(a,u) = (p(tr), &2) — (p(to). Eo) + / " F(E()dt.

0

Consideremos la primera variacion de J con respecto a (z,u) € X X Uy, sobre (y,v) € X x L*(T;R™) dada

por
t1

I ((z,u); () = [ {F(Z()y(t) + Fu(Z(t)v(t)}dt,

to



y la sequnda variacion de J con respecto a (x,u) € X x Uy, sobre (y,v) € X x L*(T;R™) dada por

f%cnux<%v»:=u/12905y@»va»dt

to

donde, para toda (t,y,v) € T x R" x R™,
20(t,y,v) = (Y, Foa (2(1))y) + 2(y, Fou(Z(t))v) + (v, Fuu(Z(t))0).

e Dadas p € X y p € U,, decimos que (zo,uo,p, ) (0 a veces que (xg,up)) es no singular si el
determinante

‘Fuu(jo(t)” = | - Huu(i‘O(t)’p(t)ﬁ’c(t)” 7é 0 (t € T)

e Dadas p € X' y p € Uy, decimos que (xg, ug,p, 1) (0 a veces que (xo,up)) satisface la condicién de
Legendre-Clebsch si

Fuu(Zo(t)) = —Hyu(To(t),p(t), u(t)) >0 (cs.en T).
e Dadas p € X y p € Uy, decimos que (xg, ug, p, i) satisface la condicién reforzada de Legendre-Clebsch

Fuu(iO(t)) = _Huu(jO(t)7p(t)’N(t)) >0 (t € T)

e Denotemos por F a la funcién exceso de Weierstrass con respecto a F,

E(t,z,u,v) = F(t,z,v) — F(t,z,u) — Fy(t,z,u) (v — u).

e Para toda u € L'(T; R™) sea

D(u) = th(u(t))dt donde V(b) := (1+ |b]>)"/? —1.

to
e Para toda (t,z,u) € T x R" x R™, sea
To(t,z,u) = {a € R | vo(t,z,u) = 0},

el conjunto de indices activos de (¢, z, u).

e La notacién * denota transpuesta.

Vale la pena mencionar que bajo ciertas hipdtesis de normalidad (vedse [5, 7]), las condiciones necesarias
de primer orden afirman que, si (zg,up) es un minimo débil del problema (P), entonces existen p € X y
€ Uy con 1o (t) >0y pia(t)pa(Zo(t)) =0 (o € Rt € T) tales que

p(t) = —Hg(Zo(t), p(t), u(t)) (c.s. en T),  Hy(Zo(t),p(t), u(t)) =0 (t € T).

En este caso (zo, ug, p, ) serd llamado un extremo.

Ahora estamos en condiciones de establecer el resultado principal de la tesis, un resultado de suficiencia
para minimos estrictos débiles del problema (P). Las condiciones impuestas incluyen, con respecto a un
extremo dado, la condicién necesaria de Legendre-Clebsch, pero no su forma reforzada, la positividad de la
segunda variacién sobre el conjunto de variaciones admisibles no nulas, y una condicién relacionada con la
funcién exceso de Weierstrass.

2.1 Teorema: Sea (g, ug) un proceso admisible. Asumamos que T,(Zo(-)) es constante a pedazos
en T, y supongamos que existen p € X, p € Uy con fia(t) >0 y pa(t)pa(Zo(t)) =0 (e € R,t € T') tales que
Pt = —H2 (Fo(0),p(t), 4(0)) (c:5. en T),
Huy(Zo(t),p(t), u(t)) =0 (t€T),
y las siguientes condiciones son satisfechas:



1) Fuu(Zo(t)) >0 (c.s. enT).
it) J”((zo,u0); (y,v)) > 0 para toda (y,v) # (0,0), (y,v) € X x L2(T;R™) que satisface

(

( ;

(a) g(t) = fu(Zo(t))y(t) + ful(Zo(t))v(t) (c.5. en T), y(to) = y(t1) = 0.
(b )y

) Paz(Zo(t)y(t) + Pau(Zo(t))o(t) <0 (c.s. en T, a € Lo(Zo(1))), pp2(To(t))y(t) + ppu(Zo(t))v(t) = 0
(c.s.enT, Be@).

(i) Para algunas h,e > 0, si (z,u) es admisible con ||(x,u) — (xo,up)|| < €, entonces

/ " B(t (), uo(t), u(t))dt > hD(u — ug).

to
Entonces existen p,d > 0 tales que si (x,u) es admisible con ||(z,u) — (g, u0)|| < p,
I(x,u) > I(xg,u0) + dD(u — up).

En particular, (zo,uq) es un minimo estricto débil de (P).

El siguiente teorema es el segundo resultado principal de la tesis. Como veremos abajo, este resultado es
un corolario del Teorema 2.1 y se puede ver como una generalizacién directa del teorema clasico de suficiencia
para minimos débiles en el calculo de variaciones, ya que a diferencia del Teorema 2.1 éste asume la condicién
reforzada de Legendre y la continuidad del control éptimo propuesto.

2.2 Corolario: Sea (zg,ug) un proceso admisible con ug continua. Asumamos que L,(Zo(-)) es
constante a pedazos en T, y supongamos que existen p € X, p € Uy con po(t) > 0 y pa(t)pa(Zo(t)) =0
(v € R,t €T) tales que

p(t) = —H7(Zo(t), p(t), u(t)) (c.s. en T),
Hy(Zo(t),p(t), u(t) =0 (teT),

y las siguz’entes condiciones son satisfechas:

ii) J”((aco,uo) (y,v)) > 0 para todas las (y,v) # (0,0), (y,v) € X x L*(T;R™) que satisfacen

(i

( ; v)

(a) g(t) = fu(Zo(t))y(t) + fu(Zo(t))v(t) (c.5. en T), y(to) = y(t1) = 0.
(b

) Paz(Zo(t)y(t) + Pau(Zo(t))o(t) <0 (c.s. en T, a € La(Zo(1))), pp2(To(t))y(t) + ppu(Zo(t))v(t) = 0
(c.s.enT, Be@).

Entonces existen p,d > 0 tales que si (z,u) es admisible con ||(z,u) — (2o, u0)| < p,
I(z,u) > I(xg,up) + dD(u — ugp).

En particular, (xo,uq) es un minimo estricto débil de (P).

Demostracion: Definamos un tubo restringido de radio € > 0 con centro en (zg, ug) por
Ti((zo,uo);€) :={(t,y,v) € T xR" xR™ : |y —x(t)| <€, |v—up(t)] <€}
Por el Corolario 2.2(i), el Lema 3.93 y dado que ug es continua, existen h,e > 0 tales que
(¢, Fyu(t,z,u)c) > hle|* (c € R™, (t,x,u) € Ti((wo,u0);€)).
Por lo tanto, para (t,z,u,v) con (t,z,u) y (t,2,v) en T1((zo,uo);€),
1
E(t,z,u,v) = / (1 =X {(v—u, Fuu(t,z,u+ AJv — u])(v —u))dA
> %(;1\11 —ul? > hV (v —u).
La conclusion del corolario se sigue del Teorema 2.1. 1
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2. Lemas auxiliares

Ahora, estableceremos tres resultados auxiliares que nos ayudardn a hacer la demostracién del Teorema
2.1.

En los siguientes tres lemas asumiremos que tenemos dadas ug € L'(T;R™) y una sucesién {u,} en
LY(T;R™) tales que

lim D(u, —uo) =0 y dy:=[2D(ug —uo)]*’? >0 (g€ N).

q— o0

Para toda g € N y t € T' definimos

2.3 Lema: Para alguna vy € L*(T; R™) y alguna subsucesion de {uy} (sin reetiquetar), {v,} converge
débilmente a vy en L*(T;R™).
Demostracion: Definamos para todage Ny te T,

Wy(t) = [L+ 5V (ug(t) — uo ()],

y observemos que V(c)(2+ V(c)) = |c¢|? (c € R™). Entonces para toda ¢ € N,

t1 ) 2
/t V;gt()tg dt=1. (2.1)

q

De esta manera, existen vg € L?(T; R™) y una subsucesién de {u,}, nuevamente denotada por {u,}, tal que
{vg/Wy} converge débil a vy en L*(T; R™). Puesto que W2 (t) > W,(t) > 1 para toda t € T, se tiene que

0< /tl W, (t) — 1)dt < /tl W2(t) — 1)dt < /tl V(g (t) — uo(£))dt = D(uy — uo).
Obsérvese también que
/ W) — 12 = / " W) - 1t -2 / W) — 1.

En consecuencia, dada u € L*(T; R™), se sigue que ||[W,u — ulj2 — 0 cuando ¢ — oo, y entonces

t1 t1 ty1
vg (1)
1fim (vg(t),u(t))dt = lim < LW, (t)u(t)>dt=/ (vo(t), u(t))dt,
a=oo Jy, 1 a=oo Jy \Wo(t) 1 to
esto es, {v,} converge débil a vy en L'(T;R™). 1

2.4 Lema: Sean A, € L>®(T;R"*") y B, € L>®°(T;R"*™) matrices de funciones para las cuales
existen constantes mo, my > 0 tales que ||Aqlloc < mo, ||Bglloe < m1 (¢ € N), y para toda ¢ € N denotemos
por Yy, a la solucion del problema con valor inicial,

§(t) = Ag@)y(t) + By(t)vg(t) (5. enT), y(to) = 0.

Entonces existen oo € L*(T;R"™) y una subsucesion de {y,}, nuevamente denotada por {y,}, tales que {y,}
converge débilmente en L*(T;R™) a 0g, y por lo tanto si yo(t) := fti) oo(s)ds (t € T), entonces yq(t) — yo(t)
uniformemente en T.

Demostracion: Denotemos por L2(T;R™)’ al espacio dual de L?(T;R"™) y sea | € L*(T;R")’. Recor-
dando la definicién de W, dada al principio de la demostracién del Lema 2.3, tenemos la existencia de alguna
w € L*(T;R™) tal que

z(vqu) :/t:1<ul(t),g}lq((%>dt:/t:1<AZ(t)ul(t),é/;lq((?)>dt+/t:1<ul(t),Bq(t);?q(8)>dt.
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Para toda ¢ € N, sean ®,, <I>q_17 las soluciones de los problemas con valor inicial
D(t) = A,()@(t) cs.en T, D(tg) = Luxn,

() = 0 () A (t) cs.en T, 7 (tg) = Lyxn,

respectivamente. Puesto que ||44]|cc < mo (¢ € N), aplicando el lema de Gronwall, se verifica la existencia
de alguna ¢y > tal que
mAX{[|®q oo, [ @5 oo} < co (g € N).

Ahora, puesto que ||B,llcc < m1 (¢ € N) y el hecho de que {v,} converge débil en L'(T;R™) a vy, existe
¢y >0 tal que paratodage NyteT,

ty

ty
(D] < [@q ()] | 1257 (5)Bq(s)vg(s)lds < [|@glloc - |5 oo - ||Bq||oo/t |vg(s)|ds

to

ty
<c -ml/ [vg(s)|ds < & -my - cy.
to

De esta manera, existe ¢ > 0 tal que ||y4]lco < c2 (¢ € N). Entonces para toda ¢ € N,

tA?<AﬁﬂuxﬂW%£%>d4f;/ﬁAH@w@H'WﬂﬂWt

to
< (tr = t0)"? - |45 oo - lwtllz - 19 lloo

< (t1 — 150)1/2 -mo - ||ugll2 - ca.

Por (2.1), para toda g € N,

[, (e ey D <t

Por lo tanto, {I(y,/W,)}, estd acotada en R para toda | € L?(T;R"™)" y en consecuencia, {i,/W,} estd
acotada en L?(T;R™). Entonces, existe una funcién og € L*(T;R") tal que alguna subsucesién (sin reeti-
quetar) converge débil en L?(T;R") a 0y. Consecuentemente, {g,} converge débil en L}(T;R") a oy, y asi
{yq} es equi-integrable en T, esto es, para toda € > 0, existe J. > 0 tal que

Yq

W,

= [ullz - ma.
2

mw) < §e =

/qu(t)dt‘ <e (¢geN).

Por lo tanto, la sucesién {y,} es equi-continua en T', y en consecuencia,

yo(t) = / ()5 - o(t) = / o (s)ds

to to
uniformemente en 7. 1

2.5 Lema: Supongamos que uy(t) — uo(t) uniformemente en T. Sean Ry, Ry € L>(T;R™*™),
asumamos que R,(t) — Ro(t) uniformemente en T, Ro(t) > 0 (c.s. en T'), y sea vo la funcién considerada
en el Lema 2.53. Entonces,

lfm inf /t Ry (t)0g(8), vy (1)) dt > / (Ro(E)vo(t), vo())dt.

q—ro0 tO

Demostracion: Nuevamente, recordando la definicién de W,, obsérvese que como uy(t) — uo(t) uni-
formemente en T, entonces W, (t) — 1 uniformemente en 7. De esta manera, para toda h € L*(T;R™),

lfm tl(vq(t),h(t))dt: lfm t1< vq(?) 7Wq(t)h(t)>dt: / tl(vo(t)7h(t))dt,

q—o0 to q— o0 to Wq(t) to
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esto es, {v,} converge débil en L?(T;R™) a vg. Puesto que Ry(t) > 0 (c.s. en T, la funcién

vH[l(v(t),Ro(t)v(t)>dt

es convexa en L2(T;R™) y puesto que ésta es fuertemente continua en L?(T;R™), entonces dicha funcién
es débilmente semicontinua inferior en L?(T;R™). De esta manera,

lfm inf / (wg(t), Ro(t)v,(t))dt > / (wo(t), Ro(t)vo(t))dt.

q—00 to

Como R,(t) — Ry(t) uniformemente en T, se sigue que

t1

lHminf | (v4(2), Re(t)ve(t))dt > / 1<v0(t),R0(t)v0(t)>dt.l

a—=oo Ji to

3. Demostracién del Teorema 2.1

La demostracién se realizara por contraposicion, es decir, asumiremos que para toda p,d > 0, existe un
proceso admisible (z,u) tal que

|(z,u) — (zo,wo)|| < p e I(z,u) < I(zo,up)+dD(u—up). (2.2)

También asumiremos que Z,(Zo(+)) es constante a pedazos en T, que la condicién cldsica de primer orden se
cumple, las condiciones (i), (iii) del Teorema 2.1 son satisfechas, y obtendremos la negacién de la condicién
(ii) del Teorema 2.1. Primero que todo, notemos que como pq(t) > 0 (a € R,t € T'), si (z,u) es admisible,
entonces I(xz,u) > J(z,u). También dado que po(t)¢a(Zo(t)) = 0 (o € R,t € T), entonces I(xg,ug) =
J(xo,up). Asi, (2.2) implica que para toda p,d > 0, existe (z,u) admisible con |[(x,u) — (zg, uo)|| < py

J(z,u) < J(xo,u0) + 6D (u — up). (2.3)
Sea zg := (xg,up). Notemos que, para todo proceso admisible z = (z,u),
J(2) = J(20) + J' (2052 — 20) + K(2) + E(2) (2.4)

donde "
E(z,u) ::/ E(t,z(t),uo(t), u(t))dt,

Klu) = [ {ME(0) + (u(0) = uolt), N a(e) bt
y las funciones M y N estan dadas por

M(t,y) = F(t,y,uo(t)) — F(Zo(t)) — Fu(Z0(t))(y — x0(?)),

N(t,y) == F; (t,y,uo(t)) — F;(Zo(t)).
Tenemos que,
M(t,y) = 3{y — zo(t), P(t,y)(y — xo(t))), N(t,y) = Qt,y)(y — zo(1)),

donde )

Plt) =2 (1= 0)Farltz0(t) + Aty = o) w0 (D)
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Qlt,y) = / Foa(t, 20(t) + Ay — 20(t)). uo(t))dA.

0

Ahora, por (2.3), para toda ¢ € N existe z, := (24, u4) admisible tal que
, 1
I = 20l < min{e, g}, J(z0) = J(z0) < 2Dl = o) (2.5)

Consecuentemente, por la segunda desigualdad en (2.5),
dy == [2D(uy —up)]"/?* >0 (g €N),

y por la primera desigualdad en (2.5),
ql;n;o D(ug —up) =0.
Para toda t € T'y ¢ € N, definamos

)= Oy ) 22200

Por el Lema 2.3, existen vg € L*(T;R™) y alguna subsucesién de {z,} (sin reetiquetar) tales que {v,}
converge débilmente en L'(T;R™) a vy. Para toda ¢ € N, tenemos que

Ja(t) = Aq(t)yq(t) + By (t)vg(t) (.. en T),  yq(to) =0,

donde
Aq(t) = /0 fa(t, zo(t) + Alzg(t) — 20(t)], uo(t) + Alug(t) — uo(t)])dA,

By(t) = /0 Ju(t,wo(t) + Mg (t) — wo(t)] uo () + Alug(t) — uo(t)])dA.

Por la continuidad de f; y fu, existen mg,mq > 0 tales que ||Aqlloc < mo, || Bglloo < m1 (¢ € N). Por el
Lema 2.4, existen og € L*(T; R") y una subsucesién de {z,} (sin reetiquetar) tales que, si para toda t € T,

yo(t) ::/ oo(s)ds,

to

entonces y4(t) — yo(t) uniformemente en 7'.

Afirmamos que J”(20; (40, v0)) < 0, (yo,v0) # (0,0), yo(to) = yo(t1) = 0y Go(t) = fu(Zo(t))yo(t) +
fu(Zo(t))vo(t) (c.s. en T).

El hecho de que yo(to) = yo(t1) = 0 se sigue de la definicién de y,, la admisibilidad de z, y dado que
Yq(t) = yo(t) uniformemente en 7.

Para toda ¢ € N, tenemos que

Kiz) / [MOLO) 1 {0, 2D N,

q

Por el Lema 2.4,

aim M2 1), P o)1),
Jim, N<t’dxq(t)) = Fuz(Zo(t))yo(t)



ambos uniformemente en 7'y, dado que {v,} converge débilmente a vy en L'(T; R™),

87" e (o)) = Jim ’CS;‘” 3 [ (0. Fuu @) (o). (2.6)

Tenemos que, ,

i inf £G) 50 / (Wo(£), Fu(Fo (1)) v0(£)) dt. (2.7)
En efecto, para todat € Ty g € N,

%E(tvﬂfq(f)vw(t),uq(ﬂ) = 5(vg(t), Ry(t)vy(t))
donde )

R,(t) :== 2/0 (1= X) Fuu(t, zq(t), uo(t) + Mug(t) — uo(t)])dA.

Claramente,

lim R,(t) = Ro(t) := Fyuu(Zo(t)) uniformemente en T

q— o0

Por el Teorema 2.1(i), Ro(t) > 0 (c.s. en T'), y por lo tanto, (2.7) se sigue por el Lema 2.5. Por otra parte,
dado que

p(t) = —H(Zo(1), p(t), ()) (c.s. en T),

Hy(Zo(t), p(t), p(t)) =0 (¢t €T),

se sigue que J'(20; (y,v)) = 0 para toda (y,v) € X x L*(T;R™). Con esto en mente, (2.4), (2.5), (2.6) y
(2.7,

K
57" (203 (0, v0)) < hm Kz + limin n 2 <
—00 4 q—00 2 q—00 4

i ffg(zq) —liminf ZE) —T20)

Adicionalmente, si (yo,vg) = (0,0), entonces

y en consecuencia, por el Teorema 2.1(iii),

lo cual contradice la positividad de h.
También, dado que

Ag(t) = Ao(t) := fo(To(t)) v By(t) = Bo(t) := fu(Zo(t))

ambas uniformemente en 7', y,(t) — yo(t) uniformemente en 7'y {v,} converge débilmente en L*(T;R™)
a vp, se sigue que {y,} converge débilmente en L'(T;R"™) a Agyo + Bovg. Por el Lema 2.4, {y,} converge
débilmente en L'(T;R™) a 0¢ = gjo. Por lo tanto,

Po(t) = Ao(t)yo(t) + Bo(t)ve(t) (c.s. en T)

lo cual demuestra nuestra afirmacion.
Ahora, probaremos que para toda a € Z,(Zo(t)),

Vaz (Zo(t))yo(t) + ©au(To(t))vo(t) <0 (c.s.enT). (2.8)
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En efecto, para toda « € R, g e N, t € T 'y X € |0,1], definamos
Gg(6A) = pa(t, mo(t) + Alzg(t) — zo(t)]; uo(t) + Aug(t) — uo(2)]),
Wg (1) = [=pa(@())]"/2,
Z§ (t) = —=Pax(To(t))yo(t) — Pau(To(t))vo(t),
donde, como de costumbre, Z,(t) := (¢, z4(t), uq(t)). Dada t € [to,?1) un punto de continuidad de Z,(Zo(-))

y & € T, (Zo(t)), como Z,(Zo(-)) es constante a pedazos en T, existe un intervalo [t,¢] C T con t < t tal que
©0a(Zo(s)) = 0 para toda s € [t,t]. Tenemos que,

F(W(s)?

Ot | —q,
qul)rgod—/{ aq(5)) + PalFo(s)) }ds
= 7qlinoloi/ {G?(s;l) — Gy(s;0)}ds

=—hm—/ / P (. 0(s) + My () — 20(5)], o (5) + Alug () — uo(s)]) (g (s) — o(s))dAds

q—oo d

- Jim - / / Gt 30(5) + Alzg(s) — w0(s)] o (5) + Alutg(5) — o (s)]) (ug(s) — uo(s))dAds

q—r o0 q

t 1
= — lim / / o (1 20(5) + Alzq(s) — 20(3)], n(5) + Alttg(5) — 10(5)]) g (5)dAds

- Jim [ f / ot 20(8) + Alrg(5) — 20(6)] u0(s) + Altgls) — uo(s)])y(5)dNds
= [ aalEolsDle) ~ ol en(s) s
- /t ' Z8(s)ds.
Si Z§(s) < 0 en un conjunto medible w tal que w C [t,#] y m(w) > 0, entonces
0> /ng‘(s)ds = Jim [ v, diS)) ds >0

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, Z§(s) > 0 c.s. en [t,t] con ¢ € [tg,t1) un punto arbitrario de
continuidad de Z,(Z(+)) y por consiguiente Z§(t) > 0 (c.s. en T) lo que muestra que (2.8) se cumple.
Finalmente, probaremos que para toda 3 € @,

Pp2(T0(1)yo(t) + wpu(To(t))vo(t) = 0 (c.s. en T). (2.9)
En efecto, para toda 8 € Q, ¢ e N, t € T y A € [0, 1], definamos
Hy (85 0) = op(t,20(8) + Al (£) — 2o (t)], o (t) + Alug (1) — uo(t)))-

Para toda g € Q, g € Ny t € T, tenemos que

1
d
0=HI(t1) - Hl (t0)= [ ZHI(t;A)dA

) OX
- /0 ot zo(t) + Alzq(t) — o(t)], uo(t) + Alug(t) — uo(t)]) (zq(t) — wo(t))dA
1
+ /O Ppult, 2o(t) + Alzq(t) — xo(t)], uo(t) + Alug(t) — uo(t)])(uq(t) — uo(t))dA.
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En consecuencia para toda 8 € Q, g Ny teT,

0= /0 {6sa(t, o (t) + Alzg(t) — o ()], uo(t) + Aug(t) — uo(t)])yq(t)

+ @pu(t, 2o(t) + Alzg(t) — 2o (t)], uo(t) + Aug(t) — uo(t)])vg(t)}dA.

(2.10)

Por (2.10), paratodat € Ty 8 € Q,
t

0= | {pse(@0(s))y0(s) + Ppu(To(s) vo(s)}ds

y entonces (2.9) se cumple. 1
4. Ejemplo

Ahora, exhibamos un ejemplo simple de un problema de control 6ptimo con puntos fijos finales y
con restricciones con desigualdades para el cual una aplicaciéon del Corolario 2.2 muestra que el extremo
considerado de hecho es un minimo estricto débil del problema (P) bajo consideracién.

2.6 Ejemplo: Sea v > 0 y sea (Py) el problema de minimizar

Ly(z,u) = /O 2 + sua(t) — 52%(t)}dt
sujeto a &(t) = ui (t) (¢ € [0,7]), 2(0) = z(x) = 0,
ui(t) —ua(t) —ur(t) <Oy ui(t) —ue(t) <0 (¢ €[0,m]).
En este caso T = [0,7], n=1,m=2,¢=2,r=2 & =& =0,
L(t,z,u) = (v/2)ud + Sus — 222, f(t,2,u) = uy,

o1(u) =u? —ug —uy, @a(u) =u; — up.

En consecuencia
H(t,z,u,p,p) = puy — (7/2)U§ - %Uz + %332 - Ml[U% — up — uy] — piz[uy — uz],

y por lo tanto
H.’L'(t7x7u7p7 ILL) = x?

Hoy(t,z,u,p, p) = (p — 21wy + py — flo, —Yyug — % + p1 + p2).

Sea (xo,u0) = (0,0,0) la cual es admisible. Notemos que Z, (ug(t)) = {1,2} es constante en T". Si definimos
(po1) = (~3,1,0), entonces, o1 (£), ia(t) = 0, ()1 (wo(t) = 0y paa(t)palug(t)) = 0 (¢ € T). Tambien,
(20,0, p, ) satisface la condicién de primer orden del Teorema 2.2. Tenemos que, para toda (t,z,u) €
T xR x R?

F(t,z,u) = %u% + (v/2)us — %x?

Por lo tanto,

Futia®) = (g 1) e)

y por lo tanto el Teorema 2.2(i) se verifica. También, F,.,(Zo(t)) = —1 y Fuu(Zo(t)) = (0,0) (t € T), y en
consecuencia

(20, w0): (3, v)) = / TR (0) + R () — ()} > 0
1
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para toda (y,v) # (0,0), (y,v) € X x L*(T;R?) que satisface g(t) = v1(t) (c.s. en T), y(0) = y(7) = 0,
—v1(t) —va(t) <0, v1(t) —va(t) <0 (c.s. en T'). Consecuentemente, el Teorema 2.2(ii) es satisfecho. Por el
Teorema 2.2, (x0,ug) es un minimo estricto débil de (Py).

5. Aplicacion

En la siguiente aplicacién apelamos al Teorema 2.1 para resolver el problema (P) correspondiente. Cabe
sefalar que el extremo singular bajo consideracion se convierte en un minimo débil estricto del problema (P).
También, es importante mencionar que en esta aplicacién, las restricciones mixtas tiempo-estado-control son
cruciales para obtener la conclusién mencionada arriba.

La aplicacién que estudiaremos esta relacionada con un modelo de un sector de la economia que toma
en cuenta el crecimiento poblacional. En este modelo econémico asumiremos que el tnico factor que puede
hacer que disminuya el capital por trabajador es la incorporacion de nuevos trabajadores a la economia.
Denotemos por x(t) el capital por trabajador al tiempo ¢, y por P(t) la tasa de produccién por trabajador al
tiempo t. Por lo tanto P(¢)x(t) es la tasa de incremento del capital por trabajador a causa de la produccién.
Si la poblacién tiene una tasa de crecimiento G(t) en el tiempo ¢, hay una tasa de decrecimiento —G(t)z(t)
del capital por trabajador a causa del crecimiento poblacional. Una fraccién u(t) de la produccién generada
se mantiene en la economfa y la fraccién restante 1 — u(¢) es consumida. De esta manera, obtenemos la
ecuacion (t) = u(t)P(t)z(t) — G(t)x(t) que proporciona la tasa de cambio del capital por trabajador dada
por la diferencia entre la tasa de incremento del capital no consumido menos la tasa de incremento de capital
a causa del crecimiento de la poblacién.

Consideremos el problema de elegir un plan de ahorro u(t) para incrementar o disminuir el capital por
trabajador de un punto inicial fijo §, a un punto terminal fijo &1, en un intervalo de tiempo T := [to, t1],
mientras que se maximiza la tasa global de consumo

| 1= uwip@s

to

Consideraremos un modelo de crecimiento poblacional suponiendo que el intervalo de tiempo es T = [0, 1],
€ = (1/3) exp(2/3) y & = 1/3. La funcién que nos dard la tasa de crecimiento G estd dada por G(t) := t'/?
y la funcién de la produccién estd dada por P(t) := t'/2/2. Ademds, introduciremos dos restricciones
con igualdades tiempo-estado-control pg(t,z(t),u(t)) = 0 (8 = 1,2,t € T). En este caso, las funciones
vg:T xR xR —R (8 =1,2) estdn dadas por

o1(t,z,u) == zuexp(—u) — (1/2)z%u y  @o(t, z,u) := t*z?u? — 2t2zu? + t2u* — 4tz
Demostraremos que al escoger un plan de ahorro u(t) en el cual todo el capital producido P(t)x(t) es

consumido al tiempo ¢, la tasa global de consumo fol [1 — u(t)]P(t)x(t)dt se maximiza localmente.

Como uno puede verificar sin ninguna dificultad, en este caso, el problema de control 6ptimo (P) consiste
en minimizar

I(z,u) = /O (£1/2/2)2(1)[ult) — 1]dt

sobre todas las parejas (z,u) con z:T — R absolutamente continua y u:T — R esencialmente acotada
sujeta a las restricciones:

(a) &(t) = (t/2/2)x(t)u(t) — t'/22(t) (c.s. en [0,1]).
(b) 2(0) = (1/3) exp(2/3) y 2(1) = 1/3
() (t,z(t),u(t)) € A(teT).
Aqui,
A:={(t,z,u) e T xR xR | pg(t,z,u) =0 (8 €Q)}
con @ = {1,2}.
Para este caso,n=m=1,¢=2,r=0,T = [0,1], § = (1/3) exp(2/3), & = 1/3,

L(t,z,u) = (tY2)2)zfu—1],  f(t,z,u) = (t/2)2)zu — t/22,

15



or(t,u) = wuexp(—u) — (1/2)au,
ot z,u) = t2x2ut — 26220t + t2u? — dtau®.
Sea (0, ug) = ((1/3) exp{(2/3)[1 — t3/2]},0) la cual es admisible. Tenemos que
H(t,x,u,p, p) = p(t'/?2)zu — pt' Pz + (t'/? /2)z[1 — ]

— m[zuexp(—u) — (1/2)zu]

— o[t rut — 262 2u* + t2ut — dtau?],

Hy(t, @ u,p, i) = p(t/2/2)u — pt*/? + (/2 /2)[1 — 4]

— pr[uexp(—u) — zu] — po[2t?2u* — 26%u* — 4tu?],
Hy(t,z,u,p, ) = p(t'/?/2)a — (/% /2)a

— p[rexp(—u) — zuexp(—u) — (1/2)z?]

— po[dt?z?u® — 8t?zu® + 4t*u® — Stzu).
Sea p=1/2,
t1/2
) = = (16 exp (/3L = B/

Se puede verificar facilmente que (zg,uo,p, ) satisface la condicién de primer orden del Teorema 2.1.
Ademis, la funcién F estd dada por

y n2(t)=0 (teT).

2 zu B 2 [zuexp(—u) — (1/2)x2u]
4 A[1 = (1/6) exp{(2/3)[1 — t3/2]}]

F(t,z,u) =

y por lo tanto,
t1/2 exp{(2/3)[1 — #3/°]}

[1 = (1/6) exp{(2/3)[1 — */2]}]

lo que implica que (zg,ug) es singular y se cumple la condicién (i) del Teorema 2.1.
También, observemos que, para toda t € T,

Fun(o(t) = = (teT)

_ 2 exp{(2/3)[1 — #3/2]}
N 6

fo(@o(t) = —t"2 vy fu(@o(1))
y por lo tanto (y,v) satisface (a) y (b) del Teorema 2.1(ii) si y solo si

(/2 exp{(2/3)[1 - /7))
6

g(t) = —t"2y(t) + u(t) (c.s. en T),
y(0) =y(1) =0,y
(1/3) exp{(2/3)[1 — t**]}[1 — (1/6) exp{(2/3)[1 — £**|}Ju(t) = 0 (c.s. en T).

En consecuencia, no existe ninguna (y,v) € X x L?(T; R) no nula que satisfaga (a) y (b) del Teorema 2.1(ii)
y por lo tanto el Teorema 2.1(ii) se cumple.

Ahora supongamos que la condicién (iii) del Teorema 2.1 no se cumple. Entonces para toda ¢ € N,
existe un proceso admisible (z4,u,) tal que

1
(g, uq) = (2o, uo) | < 7,

1
/0 E(t,zq(t), uo(t), uq(t))dt < %D(uq — ).
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Notemos que la ultima desigualdad implica que uq # 0 (¢ € N). Por (c), se puede verificar facilmente que
si ||(zq,uq) — (xo,u0)|| < 1/q (¢ suficientemente grande), entonces

taq(tug(t) = [V ug ()] (t€T).

q

De esta manera, podemos asumir que para todage Nyt e T,

trg(ud(t) [V 2u, (1))
2+ V(O Pug()) 24 V(I 2, (1)

(2.11)

Para toda g € N, sea
Ly = {t € (0,1] | uy(t) # 0},

y observemos que para toda ¢ € N, I'; tiene medida positiva. Ahora, dado que V(c)(2+ V(c)) = ¢* (c € R),
por (2.11), para toda ¢ € N,

V(#1124
zq(t) = 2+§/(tl/2()()t)) (teT,). (2.12)

Dado que

2exp(=2) < % = o(1) < zo(t) = (1/3)exp{(2/3)[1 - t**]} (teT),

vemos que con § > 0 suficientemente pequena,
To(zo;0) :={(t,x) e T x R: |z —zo(t)| < 0}

estd contenido en
Q:={(t,x) eR* |t >0, > 2exp(—-2)}.

Como para toda ¢ suficientemente grande y ¢ € T, (t,x4(t)) € To(zo;d) C Q, entonces tenemos que para
toda ¢ suficientemente grande y t € T,
zq(t) > 2exp(—2). (2.13)

Sin embargo, ya que uq (t) = wup(t) uniformemente en T', entonces para toda ¢ suficientemente grande

V(t 2y (t ))

Por (2.12) y (2.14), tenemos que para toda ¢ suficientemente grande,
zq(t) < 2exp(—2) (teTy)

lo cual contradice (2.13). En consecuencia, existen h,e > 0 tales que la condicién (iii) del Teorema 2.1 es
satisfecha. Por lo tanto, (zg,up) es un minimo estricto débil de (P).
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3 Calculo de variaciones
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1. Funciones continuas a pedazos y funciones C'! a pedazos

En esta seccién definiremos los conceptos fundamentales de las funciones continuas a pedazos, las fun-
ciones C! a pedazos, y el de las funciones absolutamente continuas. También, enunciaremos algunas de sus
propiedades mas importantes.

3.1 Definicién: Sea T := [to,t1] un intervalo compacto en R. Una funcidn ¢: T — R" tiene una
discontinuidad de primera clase en un punto t € (to,t1), si

G(E=0):= Mm G(s) y B(t+0)i= lim v(s)

existen y
P(t = 0) # Pt +0).

Una funcidn i es continua a pedazos en T si 1) tiene a lo mds un nimero finito de discontinuidades de
primera clase en T y estas discontinuidades se encuentran en (tg,t1). Ndtese que por definicidn

P(to +0) =(to) y P(t1 —0)=v(t),

es decir, una funcién continua a pedazos en T es continua en los puntos inicial y final del intervalo T .

3.2 Observacién: Sea ¢: T — R" continua a pedazos en T. Claramente 1) es acotada y puesto que
1 tiene a lo mds un nimero finito de discontinuidades en T, entonces 1 es Riemann integrable en cualquier
intervalo de la forma [to,t] cont € T.

3.3 Definicién: Una funcidn ¢:T — R"™ es C' a pedazos en T si existe una funcion :T — R"
continua a pedazos en T y una constante ¢ € R™ tales que para toda t € T,

o(t) = Y(r)dr + c.

to

3.4 Definicién: Una funcién x:T — R" es absolutamente continua en T, si dada € > 0 existe . > 0

tal que
m

Z lz(t:) — z(t:)] <e

i=1

para cualquier coleccidon finita {(t;,t;)} de intervalos disjuntos que satisfacen
m
Z |t1 — t1| < d.
i=1

3.5 Observaciéon: Obsérvese que una funcion x:T — R" absolutamente continua en T es uniforme-
mente continua en T'.

La caracterizaciéon mas importante de las funciones absolutamente continuas estd dada por el siguiente
resultado.

3.6 Teorema: Una funcion x:T — R" es una integral indefinida si y solo si ésta es absolutamente
continua en T.

3.7 Teorema: Si una funcion v: T — R" es absolutamente continua en T, entonces x tiene derivada
excepto en un conjunto de medida cero en T y la derivada denotada por i es un elemento de L*(T; R™).

3.8 Teorema: Sig € LY(T;R") y para alguna c € R" definimos x: T — R" por x(t) := fti g(s)ds+c
(t € T), entonces x(t) = g(t) excepto en un conjunto de medida cero de T.
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3.9 Teorema: Una funcion x:T — R" es absolutamente continua en T si y solo si x(t) = ftto &(s)ds+
z(tg) (t € T). En otras palabras, una funcién x es absolutamente continua si y solo si x es la integral
indefinida de su derivada.

3.10 Observacién: Obsérvese que la clase de funciones absolutamente continuas es la clase mds
grande de funciones para las cuales son validos el primer y sequndo teoremas fundamentales del calculo al
utilizar integrales de Lebesgue.

3.11 Observacién: Obsérvese que si p: T — R™ es una funcion C' a pedazos en T, puesto que
es una integral indefinida, entonces ¢ es absolutamente continua en T y en consencuencia ¢ es continua en
T. Ndtese que si o(t) = fti Y(r)dr+c (t€T,ce R") yt =1 es un punto de discontinuidad de v, entonces
la derivada de ¢ en t =t no necesariamente existe. De hecho, la Observacion 3.13 asegura que la derivada
de 1 en t no existe. Si 1 tiene una discontinuidad en el punto t = t, diremos que la funcion ¢ tiene una
esquina o un pico en t =t.

3.12 Proposicién: Si o: T — R" es una funcién C' a pedazos en T, entonces para toda t € (to,t1),
O (t—0) y¢'(t+0) existen, donde

ey e P R) — () / e Pt t+h) —(t)
@t =0) = Jim h y @t+0) = lim h '

Ademds, si p(t) = f:o P(r)dT +c (t € T,c € R™), entonces ¢'(t —0) = (t —0) y @' (t +0) = (¢t + 0) para
toda t € (to,t1). Adicionalmente, ndtese que ¢'(to) =¥ (to) y ¢'(t1) = ¥(t1).

Demostracion: Sea 1: T — R"™ una funcién continua a pedazos en T tal que para toda t € T y para
alguna constante ¢ € R"

p(t) = t Y(7)dT + c.

Sea t fija en el intervalo (o,t1). Puesto que v es continua a pedazos en T, para toda h < 0 suficientemente
pequefia se tiene que 1 es continua en el intervalo [t+h, ). De esta manera, para toda h < 0 suficientemente
pequeiia, existe 75, € (t + h,t) tal que

t

Y(r)dr = —(mh)h.

t+h
Con esto en mente, se tiene que
et e 1 _ _ (-
i h = o h g+hw(7)dT N hlgglilb(Th) =¥(t-0),

y por lo tanto ¢'(t — 0) = ¥(f — 0). Similarmente, se demuestra que ¢’ (t + 0) = ¥ (t + 0). 1

3.13 Observacién: Si una funcion ¢: T — R" es diferenciable en todos los puntos de T y ¢': T — R"
la derivada de ¢ es discontinua en un punto t € (to,t1), entonces la discontinuidad de ¢' ent =1 es de
sequnda clase, es decir,

lim ¢'(s) no existe,
s—t—

lim ¢'(s) no existe.
s—t+

De esta manera, si : T — R"™ es una funcién continua a pedazos en T con al menos un punto de discon-
tinuidad en (to,t1) y : T — R™ es diferenciable en T, entonces la relacion

¢ =1
es imposible.
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2. El problema clasico de calculo de variaciones con puntos fijos finales

Supongamos que tenemos dados un intervalo compacto T := [tg, t1] en R, dos puntos fijos & y &1 en R",
y una funcion continua L(t,x,2): T x R™ x R™ — R. De hecho, a lo largo de este trabajo asumiremos que
L es de clase C? en T x R™ x R", sin embargo, el lector que esté interesado en los detalles de la suavidad de
la funcién L detectard que en muchas ocasiones no sers necesario que la funcién L sea C? sino tinicamente
Clen T x R" x R" 0 algo muy similar a estas propiedades de suavidad de la funcién L. Aqui L(t,z,) es
una funcién de 1+2n variables (¢, 2%, ..., 2" 4t ..., @"). Se debe de observar que & = (i!,...,4")* € R"

es considerada como una variable libre y no como una variable que se obtiene al sacar una derivada. El
convenio de utilizar £ en ambos sentidos, es decir, tanto como una derivada o como una variable libre, es
estandar en el calculo de variaciones. El contexto determina la interpretacion que debe de usarse. De hecho,
la notacién #(t) denota la derivada de la funcién z evaluada en el punto ¢. Por otro lado, si T =[0,1], n =1
y L:T x R x R — R estd definida por

L(t,z, &) := ti* — t*22,
entonces, para toda (t,z,%) € T x R x R, se tiene que
Li(t,x, &) = &% — 2ta®,  L,(t,z, &) = —2t%x, Li(t,z, &) = 2td,

Ly(t,x, @) = —22°%,  Ly(t, o, @) = —4tx, Lyp(t,x,3) = 24,
Lyt(t,x, @) = —4tw, Lg(t,z,4) = —2t%, Ly(t,z,4) =0,
Li(t o, &) =28, Lip(t,x,2) =0, Lz(t,z, &) =2t
Adicionalmente, si T = [0,1], n =2y L: T x R? x R* = R est4 definida por

L(t,z, &) = tz' + (2%)? + 2®2" + sen (27)?,

entonces
Li(t,x, &) =z, L,(t,x,&) = (t,22° +2'), Li(t,z,@) = (22,242 cos(?)?),

Ltt(tvxvi.) = 07 Ltz(t7x7:t) = (170)7 Lti(tV:E?{C) = (070)7

La:t(t7xajj) = (170)7 Lm(t,m,x) = (8 g) I} Lmz(t,.’ﬂ,fﬂ) = <(1) 8) )

. . 0 1 . 0 0
Li;t(t7.r7x) — (0,0)7 me(t,l',x) — (O 0) 5 sz(t7m,x) — <O 2(}08(1“2)2 —4(:,1.’]2)25611 (;L'2)2> .
El problema cldsico de cdlculo de variaciones con puntos fijos finales el cual denotaremos por (P), consiste
en minimizar la funcional

I(z) = / L w(t), #(8)dt

to
sujeta a
(a) z:T — R"™ es C! a pedazos.
(b) z(to) = &0 vy x(t1) = &1

3.14 Observacién: Ndtese que como z es C' a pedazos en T, entonces existe la posibilidad de que
x tenga un nidmero finito de esquinas o picos en algunos puntos denotados por t',...,t™ que se encuentran
en el intervalo abierto (to,t1) y ast la derivada de x en esos puntos no existe. De hecho, sabemos que para
todai=1,...,m, &(t' —0) y 2(t*' 4 0) existen. En la teoria cldsica del cdlculo de variaciones es usual hacer
el convenio de que en un punto esquina t =1t de x, la notacién () denota tanto a z(t —0) como a &(t +0).
Por lo tanto, en un sentido estricto la aplicacidn t — %(t), en general, no es una funcion. Sin embargo, en
la teoria cldsica del cdlculo de variaciones es estdndar hacer el convenio de que en un punto esquina t = t,
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x(t) representa las dos derivadas ©(t — 0) y &(t + 0) y que la aplicacion t — i(t) es llamada una funcidn.
Por ejemplo, con este convenio en mente podemos observar que la funcion

ts L(t, (1), &(1))

es continua a pedazos en T y por lo tanto €sta es Riemann integrable en T. De esta manera, la funcional I
estd bien definida para todas las trayectorias o arcos x que satisfacen la restriccion (a).

3.15 Definicién: Un arco o trayectoria x:T — R" que satisface las restricciones (a) y (b) se le
llama arco o trayectoria admisible.

3.16 Definicién: Siz:T — R" es C! a pedazos, definimos

l[z]lo = sup [z (?)],
teT
[ll1 = sup(z(t)] + [&()])-
teT

3.17 Observacién: Si definimos
X :={x:T - R" |z es C* a pedazos},

obsérvese que las funciones || - ||o: X = R, || - ||1: X — R son normas en X, es decir, (X, -]lo) v (X,| - |lx)
son espacios vectoriales mormados.

3.18 Definicién: Un arco admisible x es una solucion global de (P) si I(x) < I(y) para toda
trayectoria admisible y. Diremos que x es un minimo fuerte de (P) si existe € > 0 tal que I(x) < I(y)
para toda trayectoria admisible y que satisface ||y — x|lo < €. Diremos que x es un minimo débil de (P)
st existe € > 0 tal que I(x) < I(y) para toda trayectoria admisible y que satisface ||y — x||1 < e. Diremos
que el arco admisible x es una solucién global estricta de (P) si x es una solucion global de (P) y ademds
I(x) = I(y) sdlo en el caso en que © = y. Las definiciones para minimos estrictos fuertes y débiles se
establecen andlogamente.

3.19 Observacién: Obsérvese que si x es una solucidn global de (P), entonces x es un minimo fuerte
de (P) vy, a su vez, si x es un minimo fuerte de (P), entonces x es un minimo débil de (P).

3. Condiciones necesarias de Euler, Weierstrass y Legendre

En esta seccién enunciaremos tres teoremas fundamentales que dan condiciones necesarias de primer
orden para Optimos locales. FEstos resultados son los Teoremas 3.20, 3.22 y 3.23. Antes de hacer sus
demostraciones, estableceremos algunos corolarios que se derivan de éstos. El Teorema 3.20 es uno de los
teoremas mds importantes en la teorfa del célculo de variaciones. La ecuacién (3.1) se conoce como la
forma integral de la ecuacion de FEuler. Como veremos mas adelante, en general, esta ecuacién integral es
equivalente a una ecuacion diferencial de segundo grado. Puesto que el area de las ecuaciones diferenciales ha
sido ampliamente estudiada, cuando la forma integral de la ecuacion de Euler es equivalente a una ecuacién
diferencial, ésta se convierte en una herramienta muy cémoda para buscar candidatos que pueden resolver
el problema (P).

3.20 Teorema (Euler): Supongamos que xg es un minimo débil de (P). Entonces existe una cons-
tante ¢ € R™ tal que

Li(t,xo(t),sco(t)):/ La(s, wo(s), do(s))ds + ¢ (t € T). (3.1)

to
3.21 Definicién: Definamos E: T x R" x R™ x R" — R por
E(t,x,&,u) := L(t,x,u) — L(t,z, %) — Ly (t,x, &) (u — ).
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A la funcion E se le llama la funcion exceso de Weierstrass de L.
El teorema siguiente proporciona otra condicién necesaria de primer orden para un minimo débil.

3.22 Teorema (Weierstrass): Sea xg un minimo débil de (P). Entonces existe o > 0 tal que

E(t,zo(t), o(t),u) >0 para toda (t,u) € T x R"™ con |u — 2¢(t)| < 0.

Otro resultado que involucra nuevamente a la funcién exceso de Weierstrass y que ahora proporciona
una condicién necesaria de primer orden para un minimo fuerte se encuentra en el siguiente:

3.23 Teorema (Weierstrass): Sea z¢ un minimo fuerte de (P). Entonces

E(t,zo(t), To(t),u) > 0 para toda (t,u) € T x R".

3.24 Observacién: Obsérvese que en un punto esquina de xg, en el espacio-txt hay dos elementos,
(t,zo(t),20(t = 0)) y (t,x0(t),Zo(t +0)).

También, la ecuacidn (3.1) es la forma integral de la ecuacion de Euler

%Li(t,xo(t),x'o(t)) = La(t,z0(t), i0(t)) (teT). (3.2)

En un punto esquina de zq la derivada d/dt se interpreta como una derivada izquierda o derecha. La ecuacidn
(3.2) se cumple aun cuando x¢ no tenga una segunda derivada. Six es C* enT y L esC? en T xR" x R",
la ecuacion de Fuler se convierte en

L}y + Lig®(t) + Lizi(t) = Ly, (t€T)
donde los argumentos en las derivadas de L son (t,z(t),@(t)). Por lo tanto, six es C?> en T y L es C? en

T x R" x R", entonces la ecuacién de Euler es una ecuacidén diferencial de sequndo grado y de esta manera
dicha ecuacidn es una herramienta fundamental para obtener candidatos x a resolver el problema (P).

3.25 Corolario: Sixq satisface la forma integral de la ecuacion de Euler y la condicion de Weierstrass
para un minimo débil, entonces la funcion

t— L(t, Zo (t), S.CQ (t)) — LT (t, i) (t), i?o (t))mo (t)

es continua en T'.

Demostracion: Definamos p: T — R™ por
p(t) = Li(t, xo(t), 4o(t)).

Puesto que g satisface la forma integral de la ecuacién de Euler, entonces para alguna constante ¢ € R",

p(t):/ L7 (s, 20(s), d0(s))ds + ¢ (t€T).

to

De esta manera, p es una funcién C' a pedazos en T y en consecuencia p es una funcién continua en T. Por
lo tanto, tenemos la condicién de esquina

p(t —0) = p(t +0) (3.3)

23



paratodat € T. La condicién (3.3) es comtinmente llamada la condicion de esquina de Weierstrass- Erdmann.
Para finalizar con la demostracién del corolario, definamos F:T x R™ — R por

F(t,u) := L(t,zo(t),u) — (u,p(t)).
Nétese que es suficiente demostrar que para toda t € T,
F(t,zo(t+0)) = F(t,z0(t — 0)).
Como xg satisface la condiciéon de Weierstrass para un minimo débil, entonces existe o > 0 tal que
E(t,xo(t), &o(t),u) > 0 para toda (t,u) € T x R" con |u — &o(t —0)] < o o |u—zo(t +0)| < 0.
En particular,

E(t,zo(t), 2o(t —0),u) >0 para toda (t,u) € T x R" con |u — 2o(t + 0)| < o,

E(t,zo(t), 2o(t +0),u) >0 paratoda (t,u) € T x R" con |u — &o(t — 0)| < 0.

Entonces,
0< E(taxO(t)ai'O(t - 0)1$0(t + 0)) = F(tyio(t + 0)) - F(t,:ﬁo(t - O))v

0 < E(t, xo(t), #0(t + 0),20(t — 0)) = F(¢,d0(t — 0)) — F(¢,20(t +0)). B
Accidentalmente, hemos demostrado el siguiente resultado.

3.26 Corolario: En un punto esquina de un arco admisible xo que satisface la forma integral de la
ecuacion de Euler y la condicion de Weierstrass para un minimo débil, se tiene que

E(f, ,To(t)ﬂto(f — 0),£to(t + 0)) = E(t, l‘o(t), x.o(t + 0),1"0(15 - 0)) =0.

El siguiente resultado da una nueva condicién necesaria de segundo orden. La condicién que se obtiene
al reemplazar el mayor o igual que por el mayor que se le conoce como la condicién reforzada de Legendre.
Como veremos més adelante, esta condicién reforzada jugard un papel fundamental en algunas condiciones
necesarias de segundo orden, asi como en la teoria cldsica de condiciones suficientes para un éptimo.

3.27 Corolario (Legendre): Si xg satisface la condicion de Weierstrass para un minimo débil,
entonces la matriz Hessiana Lyz; es semi-definida positiva a lo largo de xq, esto es, para toda h € R™ y para
todateT,

Demostracion: Sea t = t un punto que no corresponda a una esquina de zg y sea ¢ > 0 el niimero que
aparece en la correspondiente condicién de Weierstrass. Definamos & := xo(t), 4 := #¢(¢) y G: B(4,0) = R
por

G(u) := BE(t,z,u,u).

u,
Obsérvese que G(u) = 0 y por la condicién de Weierstrass G(u) > 0 para toda u € B(u, o). Por lo tanto,

En consecuencia, la desigualdad (3.4) se cumple en todos los puntos en los que zy no tiene esquinas. Por
continuidad, (3.4) se cumple también en los puntos esquina de zq. I

La condicién (3.4) se conoce como la condicion de Legendre.
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3.28 Definicién: A wuna solucion xy de la forma integral de la ecuacion de Euler se le llamard
extremal. A un extremal sin esquinas se le llamard extremo. Un extremal estd constituido de un nimero
finito de subarcos los cuales son extremos. A un arco admisible xq se le dird no singular si el determinante

| L (8 2o (t), &0 ()| # O

para toda t € T.

3.29 Observacion: Puede suceder que la forma integral de la ecuacion de Euler no sea equivalente a
la ecuacion de Fuler. De hecho, si un arco x satisface la forma integral de la ecuacion de Fuler, entonces x
satisface la ecuacidn de Euler. El reciproco, puede ser falso si la funcion t — L (t,x(t), z(t)) no es continua
en T. Por ejemplo, si T = [0,2n], n = 1, L(t,x,&) = 2% — 2%, & = & = 0, entonces como uno puede
verificar facilmente la ecuacion de FEuler se convierte en

d
—z(t) = — .
Silt)=—alt) (teT)
El arco admisible

2(t) = {sent sit e 0,

0 sit e [m,2m]

claramente satisface la ecuacion de Euler, pero x no satisface la forma integral de la ecuacion de Euler la
cual estd dada por

ﬁﬂ:A—M$@+c@eﬂ,

puesto que T es discontinua en T, mientras que para toda ¢ € R, la funcion

/t —z(s)ds+c (teT),
0

es continua en T. Sin embargo, obsérvese que si la funcion t — L;(t,z(t), 2(t)) es continua en T, entonces
st x satisface la ecuacion de Fuler sucede que x también satisface la forma integral de la ecuacion de Euler.
En efecto, denotemos por k a la funcidn t — L;(t,x(t), (t)), supongamos que k es continua en T y que x
satisface la ecuacion de Euler. Por simplicidad en la notacidon, supongamos que k tiene una sola esquina en
t =t que pertenece a (to,t1). Puesto que k es continua en t = t,yr es C! en los intervalos [to,ﬂ Y [t t1],
obsérvese que K se puede escribir como

o(t) = ft s)ds + k(to) sit € [to, ]
ft ds+ (t) sitelt,t1].
FEntonces

(i) = / s)ds + w(to),

por lo que para toda t € [t,t1],

k(t) = / k(s)ds + k(t) = / s)ds +/ k(s)ds + k(tg) = /t k(s)ds + k(to).

to

Ast, k(t ft s)ds + k(tg) (t € T), lo cual implica que k es C* a pedazos en T y por lo tanto k es
absolutamente contznua en T. Consecuentemente,

L:b(tvff(t),ﬂ'f(t))=/ Ly (s,2(s), @(s))ds + Lq(to, 2(to), £(to)) (£ €T),

to
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esto es, x satisface la forma integral de la ecuacion de Euler.
4. Teorema de Diferenciabilidad de Hilbert

El Teorema 3.32 nos da algunas condiciones que con frecuencia nos ayudan a asegurar ciertas propiedades
de suavidad de un arco no singular que satisface la ecuacién de Euler. Este resultado, en muchos ocasiones,
se convierte en una herramienta muy 1til para verificar que la ecuacion de Euler es una ecuacién diferencial
de segundo grado.

3.30 Teorema (Teorema de la funcién implicita): Sea S un subconjunto abierto de R™". Sea
ft,2):S — R"™ continua en S. Supongamos que f.(t,z):S — R™ "™ es continua en S y asumamos que para
algin punto (tog,xo) € S, se tiene que

f(to,z0) =0y |[fa(to, o) # 0.
Entonces, existen §,¢ > 0 y x: B(tg,e) — R"™ continua tales que
x(to) =20 y f(t,z(t))=0 (t€ B(lo,c))
y tales que las relaciones
ft,z) =0, |z —x(t)| <6 (t € Blto,€)) = x = x(t).

Si la funcidn f es C™ en S, la funcion x es C™ en B(tg,¢€).

3.31 Definicién: De ahora en adelante, si decimos que L es de clase C™ en T x R™ x R" lo que
estamos diciendo es que L es de clase C™ en una vecindad de T x R"™ x R", es decir, L y todas sus derivadas
de orden menor o igual que m exzisten y son continuas en un conjunto de la forma (to —€,t1 +¢€) X R" x R"
para alguna € > 0.

3.32 Teorema (Teorema de Diferenciabilidad de Hilbert): Un extremo no singular o es C™
(m>2)enT siL esC™ enT x R" xR". Entre esquinas un extremal no singular xq es C™ en T si L es
C™enTxR"xR".

Demostracion: Supongamos que L es C™ en T x R™ x R" y sea ¢ > 0 como en la Definicién 3.31. Sea
t = ¢ un punto en T' que no corresponde a una esquina de zg. Sea v > 0 tal que (f —~,t+7) C (to—¢€,t1 +¢)
y tal que este intervalo no contenga puntos en los que zg tenga esquinas. Notese que si ¢ es igual a tg o a
t1, puesto que xg es C! en [tg,to +7) y en (t; — v,t1], sin ninguna dificultad a x( se le puede extender a
los intervalos (tg —7,to +7) v (t1 —v,t1 +7) de tal forma que x( sea de clase C! en dichos intervalos. Sea
F:(to—v,t1 +v) x R" = R" definida por

t
F(t,u) := L;(t, zo(t),u) — / L (s,20(s),Zo(s))ds — c,
to
donde ¢ € R" es la constante dada por la forma integral de la ecuacién de Euler. Se tiene que

F‘u(t7 u) = Lii(t, l‘o(t), u)

Por lo tanto, las funciones F' y F, son continuas en el abierto (£ —v,% + ) x R". También, si definimos
T :=xzo(t) y @ := z0(t), tenemos que

Demostremos que
o€ Clen (f—7,t+7) = x9€ C?en (t —7,t+7).

En efecto, si zg € C! en (f — v, + ), entonces las funciones
Fy(t,u) = L (t, 2o(t), u) + Liw(t, xo(t), w)do(t) — Ly (t, zo(t), 2o (1)),
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Fu(t,u) = L (t, zo(t), u),

son continuas en ( —v,f+v) x R", esto es, F € C' en ( —v,t + ) x R". Por el Teorema 3.30, podemos
disminuir 7 de tal forma que Zg: (t —7,%+7) — R" sea la tinica funcién continua que en ¢ = t tenga el valor
4y que satisfaga

F(t,ao(t) =0 (te(t—rt+7)).

Nuevamente por el Teorema 3.30, i € C en (f—~,t+7). Y asf, 79 € C? en (f —v,t++) lo cual demuestra
nuestra afirmacién. Similarmente, se puede ver sin dificultad que o € CF (1 <k <m;t—y <t <t+7)
implica que 79 € C¥* en £ —y <t <t +~. De esta manera, L € C™ (m >2) en T x R" x R" implica que
o€ C™enT. 1

5. Positividad regular

La positividad regular es una propiedad de la integral I que nos permite asegurar en muchas ocasiones que
las posibles soluciones del problema (P) son no singulares y que no tienen esquinas o picos. Con frecuencia,
uno puede apelar al teorema de diferenciabilidad de Hilbert para concluir que las soluciones deben de ser
de clase C™ con m > 2 y asf tener la ventaja de obtener todas las posibles soluciones del problema (P)
al encontrar la solucién general C? de la ecuacién de Euler puesto que en este caso dicha ecuacién es una
ecuacién diferencial de segundo grado.

3.33 Definicion: La integral I se llamard positiva regular si
(h, Liz(t,z,2)h) >0
para toda (t,z,&) € T x R" x R" y para toda h # 0.
3.34 Teorema: Si I es positiva reqular, entonces
E(t,z,&,u) >0

para toda (t,x,&,u) € T X R" x R" x R"™ con u # &. Ademds, todo extremal es un extremo no singular.

Demostracion: Obsérvese que
1
E(t,z,&,u) = / (1 =X {(u—a,Lyz(t,x, 2 + A[u — 2])(u — &))dA
0

lo cual demuestra la primera afirmacién del teorema. Para demostrar la segunda afirmacién, nétese que si xg
es un extremal, entonces por la primera conclusién del teorema, xg satisface la forma integral de la ecuacién
de Euler y la condicién de Weierstrass para un minimo débil. Por lo tanto, para toda t € T,

E(t, xo(t), Lo(t — 0),20(t +0)) = E(t, zo(t), #o(t 4 0), &0 (t — 0)) = 0.
De esta manera, para toda t € T, &o(t — 0) = @o(t + 0). 1

6. Ejemplos

En el Ejemplo 3.35 mostramos cémo se pueden aplicar la positividad regular y el teorema de dife-
renciabilidad de Hilbert a un problema (P). También, ilustramos que las condicones necesarias de Euler
y Weierstrass no son suficientes para obtener una solucién de (P). Adicionalmente, demostramos que el
problema (P) bajo consideracién no tiene solucién.

3.35 Ejemplo: Consideremos el problema (P) de minimizar

b
I(x) = /0 {&2(t) — 2%(t)}dt
sujeta a
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(a) 2:[0,b] = R es C! a pedazos.
(b) z(0) = z(b) = 0.
En este caso T = [0,b], n = 1, & = & = 0, y L(t,z,%) = i? — 22. Puesto que L,(t,x,3) = -2z y

L;(t,z, &) = 2&, entonces la forma integral de la ecuacién de Euler se convierte en

() = /0 —a(s)ds+e (teT)

para alguna constante ¢ € R. Puesto que L;; (¢, z,&) = 2 para toda (¢,z,2) € T x R x R, entonces la
integral I es positiva regular y asi todo extremal es un extremo no singular. Por otro lado, obsérvese que L
es C® en T x R x R y entonces por el teorema de diferenciabilidad de Hilbert, todo extremo debe de ser de
clase C*° en T'. En consecuencia, un extremo satisface la forma integral de la ecuacién de Euler si y solo si
éste satisface la ecuacién de Euler la cual toma la forma

) +xz(t)=0 (teT).
La solucién general C? de esta ecuacién diferencial, es de la forma
x(t) =acost +bsent (t€ T;a,beR).
La ecuacién de Weierstrass toma la forma
B(t,r,&,u) = (u— ).

Sin embargo, si b > 7, el arco zyp = 0 el cual es admisible no es un minimo global de (P). En efecto, sea
¢ € (mb], ¢ < 2m, y sea x:T — R definida por

sent, t €10,¢/2],
x(t) ;== ¢ sen(c—1t), telc/2,d, (3.5)
0, t € [c,b].

Obsérvese que x es admisible y ademas,

c/2 c

I(z) = / {cos®t —sen?t}dt + {cos?*(c —t) —sen? (c — t)}dt
0 c/2
c/2 c/2
= 2/ {cos®t — sen®t}dt = 2/ cos 2tdt = senc < 0 = I(xg).

0 0

Por lo tanto, deberiamos de notar que las condiciones necesarias de Euler y Weierstrass no son suficientes

para garantizar un minimo para el problema (P).

Por otro lado como demostraremos més adelante, si 2 es un minimo débil de (P), entonces

0=1I"(z,y) 1=/0 {La(t, (), 2()y(t) + La(t, x(t), 2(2))y(t) ydt = 2/0 {2()y(t) — z()y(t)}dt

para toda y € Y := {y:T — R | y es C! a pedazos y y(0) = y(b) = 0}. Por lo tanto, si  es un minimo
global de (P), entonces

b
0=1I'(z,z) = 2/0 {@2(t) — 2%(t) }dt = 21 ().

Puesto que I(zg) = 0, entonces si z es un minimo global de (P), también se tiene que 2y es un minimo global
de (P), es decir
0 = I(xg) < I(y) para toda y admisible
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lo cual no es el caso puesto que la trayectoria x dada en (3.5) es admisible e I(x) < I(xo). De esta manera,
si b > 7 el problema (P) no tiene minimos globales. Como se puede ver sin dificultad si se sustituye a z
por vz con 7 > 0 suficientemente pequena, uno puede concluir que el problema (P) tampoco tiene minimos
fuertes ni minimos débiles, es decir, si b > 7 el problema (P) bajo consideracién no tiene solucién.

En el Ejemplo 3.36 vemos desde una perspectiva diferente cémo un problema variacional (P), puede no
tener solucién.

3.36 Ejemplo: Consideremos el problema (P) de minimizar

1
I(z) = / 232 (1) dt
0
sujeta a
(a) 2:[0,1] = R es C! a pedazos.
(b) 2(0) =0y z(1) = 1.
En este caso T = [0,1], n =1, & =0, & = 1, y L(t,x,4&) = t?4%. Claramente, I(z) > 0 para toda z
admisible. Para e € (0,1] los arcos
ft/e, te]0,€,
ze(t) = {1, tele],
son admisibles y satisfacen que
€ 42

t €
—dt = —.
2

I(x.) = /01 222 (t)dt = 5

0

En consecuencia,

inf{I(x) : « es admisible} = 0.
Por otro lado, como uno puede ver facilmente, la forma integral de la ecuaciéon de Euler se convierte en
t2x(t)=c (teT).

Haciendo ¢t = 0 se tiene que ¢ = 0. Consecuentemente, los inicos extremos definidos en el intervalo 0 < ¢ <1
son aquellos para los cuales
x = constante.

Sin embargo, ningin extremo de este tipo satisface que x(0) = 0 y (1) = 1. De esta manera, el problema
variacional descrito anteriormente no tiene solucién. Nétese que en este problema se tiene que

Lis(t,x, i) = 2t2
y por lo tanto, si 2:T — R es C! a pedazos,
L;33(0,2(0),4(0)) = 0.
Consecuentemente, uno tiene una singularidad en t = 0.
7. Demostracion del Teorema de Weierstrass: minimo débil

Ahora demostremos el teorema de Weierstrass para un minimo débil de (P).

3.37 Teorema (Weierstrass): Sea zo un minimo débil de (P). Entonces existe o > 0 tal que

E(t,zo(t), zo(t),u) >0 para toda (t,u) € T x R"™ con |u— xo(t)] < 0.
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Demostracion: Consideremos un punto ¢ € (fg,t1) el cual no corresponde a un punto esquina de zg.
Definimos # := x (), @ := @o(t), y seleccionemos u € R" y ¢ > 0 tales que 0 < |u — 4| < 0. Escogemos
8o > 0 tal que t + g < t1. Para 0 < < dp, 0 < € < 1/2, definimos

zo(t), t € [to,t] Ut +0,t1]
x(t,e,0) := < zo(t) + (t — 1) (u — @), t e [t,t+ €d]
zot) + /(L —e)](u—a)({t+d6—1t), t€[t+edt+d].

Observemos que z(-,¢€,0) es admisible para (0 < § < dp,0 < € < 1/2). Puesto que ¢ es un minimo débil de
(P), existe v > 0 tal que si z es admisible,

[z =zollo <v vy & —dollo <~ = I(wo) < I(2).
Uno puede verificar facilmente que para 0 < § < g, 0 < e < 1/2,
(-, €,6) —zollo <, [2(- €6) —dollo <,
siempre que o sea suficientemente pequena. En consecuencia, si o es suficientemente pequena,
0 < I(xz(-,€0)) — I(xg) = F(e,0) + G(¢,0), (3.6)

donde fres
F(e,0) == /t {L(t, z(t,€,0),20(t) + u — u) — L(t, wo(t), Zo (1)) }dt,

t+6
G(G, 5) = rres {L(tv $(t7 €, 5)7 i'O(t) - 77(“ - ﬂ)) - L(t’ wO(t)a i'O(t))}dt‘

Aqui n =€/(1 — €). Tenemos que

Por (3.6),

Por lo tanto, la condicién de Weierstrass se satisface a lo largo de zq, excepto posiblemente en los puntos
finales y esquina de x. Por continuidad, ésta también se satisface en estos puntos. 1

8. Demostracion del Teorema de Weierstrass: minimo fuerte

La demostracién del Teorema 3.38 es muy similar a la del Teorema 3.37, sin embargo, es fundamental
detectar las diferencias.

3.38 Teorema (Weierstrass): Sea zg un minimo fuerte de (P). Entonces

E(t,zo(t), £o(t),u) > 0 para toda (t,u) € T x R".
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Demostracion: Consideremos un punto ¢ € (fg,t1) el cual no corresponde a un punto esquina de zg.
Definimos Z := x¢ (%), @ := (%), y seleccionemos u € R". Escogemos §y > 0 tal que  + §y < ¢;. Para
0<6d <4y, 0<e<1, definimos

zo(t), t € [to, t]U[t+0,t]
x(t,€,0) =< xo(t) + (t — ) (u — @), tet,t+ e
zo(t) +e/(L—e)j(u—a)({t+0—t), te[t+edt+0].

Observemos que z(+,€,d) es admisible para (0 < € < 1,0 < § < dg). Puesto que zy es un minimo fuerte de
(P), existe v > 0 tal que si z es admisibe,

|z — zollo < v = I(xg) < I(z).
Uno puede verificar facilmente que para 0 < § < dp, 0 < € < 1,
(-5 € 6) = zollo <,
siempre que € sea suficientemente pequena. En consecuencia, si € es suficientemente pequena,
0 < I(x(-,€0)) — I(zg) = F(e,0) + G(e,0), (3.7)

donde fres
F(e,d) := [ {L(t,z(t,€,0),Eo(t) +u—a) — L(t, zo(t), To(t))}dt,

t+6
G(e,0) == . 6{L(t7m(t, €,0),%0(t) — n(u —a)) — L(t, xo(t), o (t)) }dt.

Aquin=¢€/(1 —¢). Tenemos que

Por (3.7),

Por lo tanto, la condicién de Weierstrass se satisface a lo largo de xg, excepto posiblemente en los puntos
finales y esquina de x. Por continuidad, ésta también se satisface en estos puntos. 1

9. La primera y segunda variaciones de [

En esta seccién demostraremos el Teorema 3.20. Ademds, proporcionaremos dos nuevas condiciones
necesarias para un minimo débil de (P). Estas condiciones se conocen como la anulacién de la primera
variacién y la no negatividad de la segunda variacién sobre el conjunto de variaciones admisibles.

Supongamos que L es de clase C? en T x R" x R", sea z un arco admisible del problema (P) y sea
y:T — R™ una funcién C' a pedazos. La funcién F: R — R definida por

Fle) = I(z + ey) =/1L(t,x(t)+ey(t),x'(t)+ey(t))dt

to
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es de clase C2? en R. En efecto, por la regla de Leibniz, para toda ¢ € R,

d

Flle) = a/t1L(t,g;(t)+ey(t),:b(t)+ey'(t))dt

=[%uﬁww+wmxm+@wwm+umdw+wm@w+@wwwwt

Nuevamente por la regla de Leibniz, para toda € € R,

d [t

F"(e) = de {L (t,x(t) + ey(t), 2(t) + eg(t)y(t) + La(t, x(t) + ey(t), () + eg(t))y(t)}

{< (), Law (t, 2(t) + ey(t), 2(t) + €y (t))y(t))

Cy 2(y(t); La (8, 2(t) + ey(t), (8) + g (t))y(t))
+ (1), Laa(t, 2(t) + ey(t), &(t) + ey(t))y(t)) pdt

Veamos que F” es continua en R. Para demostrarlo, sea ¢ € R fija y sea {¢,} una sucesién de niimeros
reales tales que lim €, = e. Por las hipdtesis de suavidad de L y el teorema de la convergencia acotada,
n—oo

Jm (e = i [0, Lol (0) + 00,50 + e, O)u()
20y (t), Laalt,(2) + ey (), 5(2) + eni()(0)
- {(0), Lot 2(6) + e(£), (2) + e ()i (0)) Yt

:[1mw<m L (1, 2(2) + €ny(£), (1) + enf () (D))

2y (t), Lo (b, 2(t) + eny(), 2(2) + eni(0)3(0))
+ <y(t)’ La':w'(tam(t) + €ny(t)7 ( ) + eny( ))y(t)>}
= [ W), Lot 2(t) + ey(t), (1) + eg(0)y(0))

to
+ (1), L (t, 2(t) + ey(t), £(t) + eg(t))y(t)) bt
= F"(e)
lo cual demuestra la afirmacién. De esta manera, F' es una funcién de clase C? en R.

3.39 Definicidon: Definimos a la primera y sequnda variaciones de I a lo largo de x y en la direccion y
por F'(0) y F"(0) respectivamente. Utilizaremos las notaciones I'(x,y) e I"(x,y) para denotar a la primera
y sequnda variaciones de I respectivamente. De esta manera, obsérvese que

ty

I(a,y) = | {La(t,z(t), £(0)y(t) + La (£, (), £(1))y(t) }dt,

I"(a,y) = {< (1), Lax (t, (1), (8))y ()

+2< (), Laa(t, x(t), &(t))y(t))
+ (§(t), Las(t, x(t), 2(t))y(t)) }dt.

Ahora supongamos que z( es un minimo débil de (P). Definamos
Yi={ye X |ylty) =y(t1) =0} ={y:T — R" | y es C! a pedazos y y(to) = y(t1) = 0}.
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Al conjunto Y se le conoce como el conjunto de wvariaciones admisibles. Dadas y € Y y v > 0 fijas, nétese
que los arcos zg + €y son admisibles y ademas

[0 + ey — woll1 = lel[lyllx <~
siempre que € sea suficientemente pequena. Por lo tanto, para § > 0 suficientemente pequena,
I(xo) < I(zo+ey) (—6<e<id).

Como lo hicimos anteriormente, si definimos F: (—4,d) — R por
ty
F(©)i= [ Lt.anl) + ey(t).o(t) + eift)at,
to

se tiene que
F(0)<F(e) (—0<e<yd)

con F de clase C? en (—4,0). En consecuencia,

F'(0) = I'(x0,y) =0 y F"(0) = I"(x0,y) > 0.

Lo anterior demuestra la primera conclusién del siguiente teorema. Suele suceder que la verificacién
de la anulacién de la primera variaciéon sobre el conjunto de variaciones admisibles tiene el mismo grado de
dificultad que el de resolver el problema directamente. Puesto que la forma integral de la ecuacién de Euler,
en general, es una ecuacion diferencial de segundo grado, una componente crucial del Teorema 3.40, es la
caracterizacién entre la anulacién de la primera variacién sobre el conjunto de variaciones admisibles y la
forma integral de la ecuacién de Euler.

3.40 Teorema: Si un arco admisible xo es un minimo débil de (P), entonces
I'(xo,y) =0, I"(z0,y) 20

para toda y € Y. La relacion

I/ (x07 y) =0
se cumple en'Y si y solo si para alguna c € R"

t

L;(t,xo(t), 2o(t)) = / L.(s,xz0(s),Zo(s))ds +c* (teT),
to
esto es, si y solo si xg es un extremal de la integral I.
Antes de hacer la demostracién del Teorema 3.40, el siguiente lema nos serd de utilidad.

3.41 Lema: Dado un arco admisible x, existe un unico arco z € Y tal que

I'(z,y) = (y,2) (3.8)
para todo arco y €'Y, donde

(y,2) ::/l@/(t),é(t»dt.

to

El arco z estd definido por

z(t) = /t:{L;(s,x(s),dc(s)) - /s Ly (r,z(r),&(7))dr — c}ds (teT)

to
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donde

1 t1 t
c:= / {L;(t,x(t),:b(t)) 7/ LZ(s,x(s),iﬂ(s))ds}dt.
tl - t[) tO to
Demostracion: Primero que todo nétese que z es C* a pedazos en T, 2(to) = z(t1) = 0, y por lo tanto
z € Y. Para demostrar (3.8), sea y € Y. Entonces y(to) = y(t1) =0, y

0- / (w0 [ EiGsals)ats)ds -+

to

_ / ( / 3 (5,2(s). 8(9)ds + e.4(0)) + La(t.a(0).(0)u(0)

=/ {La(t, 2(t), (t)y(t) + (La(t, x(t), 2(t)) — 2°(¢))y(t) }dt

= {Lx(w(t)@(t))y(t)+Li(t7x(t),i?(t>)y(t)}dt—/1<z)(t)7é(t)>dt

to to
= I/('Ta y) - (ya Z)

En consecuencia, (3.8) se cumple. Si existieran dos funciones z1 y 22 en Y tales que (3.8) se cumpla, entonces

0= (y,zl) - (yvz2) = (y,Zl - ZQ)

para toda y € Y. Tomando y = 21 — 22, vemos que

/ a0t = 0

to

y en consecuencia, y(t) = 0 en tg < t < ¢1. Puesto que y(tp) = 0, se sigue que y = 0 y que 21 = 22. Esto
demuestra el lema. 1

Para demostrar la dltima afirmacién del Teorema 3.40, elijamos z € Y relacionada a zy como se describe
en el Lema 3.41. Entonces,

ty
I(20,2) = (2,2) = / 12 [2dt.
to
La relacion
I/($07y) = (y,Z) =0

por lo tanto se cumple en Y si y solo si 2(¢t) = 0 en tg < t < ¢y, esto es, si y solo si la relacién

L;(t,xo(t), 2o(t)) = / L.(s,z0(s),Zo(s))ds +c* (te€T)

to
es satisfecha. Esto completa la demostracién del teorema. 1
10. Una condicion necesaria adicional

Como seguramente hemos observado uno de los enfoques fundamentales que se utilizan para atacar el
problema (P) es asumir que uno tiene algiin tipo de solucién de (P) y bajo un estudio detallado detectar qué
condiciones debe de satisfacer dicha solucién. Por supuesto, es muy importante que las condiciones que debe
de satisfacer la solucién no tengan el mismo grado de dificultad que el de resolver el problema directamente.
Con frecuencia, la siguiente condicién necesaria para un minimo débil del problema (P), se puede verificar
sin mucha dificultad.

3.42 Teorema: Si x¢ es un minimo débil de (P) y L es C* en T x R™ x R", entonces para alguna
ceR,

L(t,x0(t), 20(t)) — La(t, xo(t), 20(t))0(t) = / Li(s,x0(s),20(s))ds +c (t€T).

to
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Demostracion: Para demostrar este teorema escribiremos a o en forma paramétrica
Zo: zh(t) :==t, ah(t) (teT,i=1,...,n).
Primero que todo, consideremos la clase de arcos paramétricos
x: 20(t), 2'(t) (teT,i=1,...,n) (3.9)
que satisfacen #°(t) > 0 (¢t € T') y que unen los puntos finales de zg, esto es,
2 (to) = 2f(to), F(t1) = 2f(t) (k=0,1,...,n). (3.10)
Ahora, definamos F por
F(z,i) = F(2° 2, ... 2% &t ... 2") .= L0 2, ... 2™, &t /20, ... 2" /2930 (20 > 0).

Obsérvese que para cualquier arco paramétrico (3.9) que satisface (3.10), se tiene que

| P ae)s = [P 0).6) 7 0)
= [ Hta o (@) 0 0 ) 0. (a0 (0 Y (0 o0 ()Y ()
=1I(zo(z)™).

Puesto que xo es un minimo débil de (P), existe € > 0 tal que I(x) > I(xg) siempre que z = (z,...,2") sea

admisible y || — xo||1 < €. Se tiene que existe 6 > 0 suficientemente pequena tal que si

(20 2, .. ™) — (28, 2h, ... 2| < 6,
entonces
> llzo @)™ —wolli = lI(at,...,2") 0 (@) 7" — (g, ..., 25l
Puesto que z o (20)7t = (z1,...,2") o (2°)~! es admisible y ||z o (z°)~! — x¢]|1 < ¢, se tiene que
I(xo(2°)™h) > I(x).
En consecuencia, si z = (2%, 21,... 2"): T — R!™ es un arco paramétrico C' a pedazos que une los puntos
finales de z y que satisface que || (20,21, ..., 2") — (2, 2},...,28)|1 < §, sucede que

/IF@@JﬁDﬁZIWO

to



esto es, 2o es un minimo débil del problema de minimizar la integral |, ttol F(x(t),z(t))dt sobre el conjunto

de arcos paramétricos © = (2%, 21, ... 2"):T — R!'™ que unen los puntos finales de z y que son C' a

pedazos. De esta manera, por la forma integral de la ecuacién de Euler, tenemos que
t
Fyo(zo(t), Zo(t)) = / Fyo(zo(s), do(s))ds +c (teT).
to

Notemos que
Fyo(w, &) = L(2°,zt, ... 2", &30, ..., &"/i%) — Ly(a®, 2, ... 2" 1 /a0, ..., i")30) =
T

Fyo(x,2) = Ly(2®, 2, ... 2™ &t /a0 ... 2" /29)20.
Asi, para toda t € T,
Fyo(zo(t), &o(t)) = L(t,20(t), 20(t)) — L (¢, 20(t), Zo(t))do(t),
FIO (IO (t)a ‘r‘bO (t)) = Lt (t7 xO(t)7 xO(t))
Entonces,

L(t, 2o(t), d0(t)) — La(t, 2o (t), do(t))ao(t) :/ Li(s,20(s), do(s))ds + ¢ (t€T).

to
3.43 Observacién: Obsérvese que en un arco de clase C?, para toda t € T, se tiene que

%[L(t, 2(t), &(t)) — L (t, 2(t), & ()2 (8)] — Le(t, (), (1))

+ (iLz(t,x(t), i(t)) — Lz(t,x(t),x'(t)))gb(t) —0.

3.44 Observacién: Se sigue que en arcos de clase C2, la ecuacion

d

2 L& 2(0),8(1) — La (8, 2(2), 2(2))2(8)] = Le(t, 2(t), 2(t)) (t€T)

es una consecuencia de la ecuacion de Euler.

3.45 Observacién: Ndtese que si la funcion

ts L{t,o(t), (1)) — La(t, 2o(t), do(t))do(t)

es continua en T, entonces

%[L(t,wo(t),a’ro(f)) = La(t, 2o(t), 20(8))20(1)] = Li(t, wo(t), 20 (1)) (t€T)

sty solo si para alguna constante ¢ € R
t
L(t, zo(t), #0(t)) — La(t, mo(t), Zo(t))d0(t) = / Li(s,xo(s), @o(s))ds + ¢ (te€T).
to

En particular, por el Corolario 3.25, si xy satisface la forma integral de la ecuacion de Euler y la condicion
necesaria de Weierstrass para un minimo débil, entonces con respecto a xq las dos condiciones mencionadas
anteriormente son equivalentes.
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11. Problemas isoperimétricos

En el problema (P) suele suceder que no se necesita buscar una solucién en un conjunto tan amplio
como aquel que estd delimitado por las condiciones (a) y (b). Ciertos tipos de restricciones adicionales con
frecuencia nos ayudan a delimitar aun mas el conjunto sobre el cual uno quiere minimizar a la funcional I.
Las restricciones méds comunes que se encuentran en las aplicaciones del cdlculo de variaciones son aquellas
que involucran integrales como la funcional I. A este tipo de restricciones se les conoce como restricciones
isoperimétricas. Vale la pena senalar que el problema de encontrar un arco de longitud fija que al hacerlo
girar como una superficie de revolucion alrededor del eje de las abscisas y que encierra la mayor area posible
cae dentro de un problema de este tipo.

Consideremos el problema (P) de minimizar la funcional
ty
I(z) = / L(t, o(t), #(t))dt
to
sujeta a
(a) z:T — R" es C! a pedazos.
(b) z(to) = o v z(t1) = &1
t . .

(c) Li(x) := [, Li(t,x(t),2(t))dt =0 (i =1,....p).

En esta seccién asumiremos que las funciones L, L; (i = 1,...,p) son de clase C? en T x R" x R", y
como es natural, un arco z es admisible si satisface las restricciones (a)-(c).

3.46 Definicion: Un arco admisible xy es normal si éste no es un extremal de una integral de la

forma
p
J(z) =Y Nli(x)
i=1
donde A1, ..., )\, son constantes, no todas cero. Recordemos que xo es un extremal de J si y solo si
p
Jl({I}O, y) = Z )‘Z'U(x07 y) =0
i=1

para todas lasy € Y = {y € X | y(to) = y(t1) = 0}. En consecuencia, xo es normal si y solo si las
variaciones Il (xo,-) (i =1,...,p) de I; a lo largo de xo son linealmente independientes en'Y .

El siguiente lema serd de utilidad para la demostraciéon del Lema 3.49. Su afirmacién asi como su
demostracién se pueden encontrar en [7, p. 12].

3.47 Lema: Un conjunto de p funcionales lineales L1,..., L, es linealmente independiente en un
espacio vectorial E si y solo si existen p vectores x1,...,%T, en E, tales que el determinante de la matriz
Ll(fEl) Ll(.’Ep)
Ly(x1) .. Lp(xp)

es diferente de cero.
El Lema 3.48 es una consecuencia inmediata de la Definicién 3.46 y el Lema 3.47.

3.48 Lema: Sea I/(xo,-) la primera variacion de I; a lo largo de xo. El arco xy es normal si y solo

si las funcionales lineales Il(xo,-) (i =1,...,p) son linealmente independientes en Y. El arco xy es normal
si y solo si existen p arcos yi,...,yp, enY tales que
Ii(zo,y1) - Ii(z0,yp)
det : : £ 0. (3.11)
Izl)(anyl) I;)(x07yp)
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Si zg es un arco normal admisible, entonces hay arcos vecinos admisibles, tal como se puede ver en el
siguiente lema.

3.49 Lema: Sea zy un arco normal admisible, y sea y € Y que satisfaga las condiciones
Il(zo,y) =0 (i=1,...,p). (3.12)
FExiste una familia uniparamétrica
x(e): z(t,e) (to <t <ti,lel < e)

de arcos admisibles que contienen a xg para € = 0. Las funciones x(t, €) tienen primera y sequnda derivadas
continuas xc(t,€), e (t,€) las cuales definen arcos en'Y . Finalmente,

y(t) = 2c(t,0) (to <t <ty),

esto es, y es la variacion de la familia x(€) a lo largo de xg.

Demostracion: Seleccionemos yi,...,y, arcos en Y tales que (3.11) se satisfaga. Consideremos las
ecuaciones

p
Ii<xo+zcjyj+ey) =0 (i=1,...,p). (3.13)

j=1

Definamos fi: RxRP - R (i =1,...,p) por

P
file,e) :=1; <x0 + chyj + ey).

Jj=1

Obsérvese que todas las derivadas parciales de primer y segundo orden de f; existen y son continuas en

R x RP?, es decir, para toda i = 1,...,p, f; es de clase C? en R x RP. Ademds, ndtese que para toda
1=1,...,p,

f1(07 O) = 07
y en virtud de (3.13), si f = (f1,..., fp), entonces

| fe(0,0)| # 0.

Por el Teorema 3.30, existen €y > 0y ¢: B(0,e9) — R” de clase C? tal que ¢(0) = 0. Sustituyendo ¢ por c(e)
en (3.13), encontramos que al derivar con respecto a € y evaluando en € = 0,

p p

0= ZIZ/(*TOvyJ)C;(O) + I£($07y) = ZIK:EO»?JJ)C;(O) (7’ =1,... ap)'

Jj=1 Jj=1

Por (3.11), tenemos que ¢’(0) = 0. Como se puede verificar facilmente, el arco

x(€) ==z + ch(e)yj + ey

j=1
tiene las propiedades descritas en el lema. 1

El siguiente lema sera de utilidad en la demostracion del Teorema 3.51. Su enunciado asi como su
demostracién se pueden encontrar en [7, p. 12-13].

3.50 Lema: Sean L, Lq,..., L, funcionales lineales en E. Si L(x) = 0 para toda x en E que satisface
las relaciones



existe un conjunto de multiplicadores Ay, ..., Ay, tales que

P
L(z) =Y A\Li(x)
i=1
en . St Lq,...,L, son linealmente independientes, estos multiplicadores son inicos.

3.51 Teorema: Supongamos que xo es normal y que T es un minimo débil de (P). Entonces, existe
un dnico conjunto de multiplicadores A1, ..., A, tales que la primera variacidn J' de la integral

Ji= T+ M+ + M\, (3.14)

satisface la condicion
J(0,y) = 0 (3.15)

para toda y €Y, y la seqgunda variacion J" satisface la condicién
J//(CL'(), y) Z 0
para todos los arcos y € Y que satisfacen las condiciones

I[(zo,y) =0 (i=1,...,p). (3.16)

Demostracion: Sea y € Y que satisfaga (3.16), y sea z(e) relacionada a xg y a y como en el Lema
3.49. Entonces,

tiene un minimo local en € = 0. En consecuencia,
W'(0) = I'(xg,y) = 0.
Por el Lema 3.50, existen multiplicadores tnicos Aq,..., A, tales que
I'(xo,y) + Mid(z0,y) + -+ NI (x0,y) =0

en Y. De esta manera, si definimos J por (3.14), se tiene que
P
I (x0,y) = I'(wo,y) + > Nili (0, y) = 0
i=1
en Y. Puesto que I;(z(e)) =0 (i =1,...,p;e € R), podemos escribir
P
W(e) = J(z(e)) = I(w(e)) + > Aili(a(e)).
i=1
Puesto que € = 0 minimiza W (e) localmente, tenemos que

W(e) = J'(z(e), ze(e))

0 S WI/(O) = J//(x()vy) + J/($07$56) = Jl/(x()ﬂy)a

puesto que x € Y. 1
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Sabemos que la anulacion de la primera variacién sobre el conjunto de variaciones admisibles es equiva-
lente a la forma integral de la ecuacién de Euler. Con esto en mente, podemos ver la veracidad de la primera
conclusién del siguiente teorema.

3.52 Teorema: Si xg es un minimo débil de (P), y xo es normal, entonces existe un unico conjunto
de multiplicadores Ay, ..., \p tales que la relacion

FEi(t,zo(t),20(t)) = /t Fi(s,x0(s),Z0(s))ds+c* (teT) (3.17)

se cumple para alguna constante c € R™, donde
P
Fi=L+» AL
i=1
Ademds,

E(t,zo(t), 2o(t),u) >0 para toda (t,u) € T x R" (3.18)

donde E es la funcion exceso de Weierstrass
E(t,z,&,u) := F(t,z,u) — F(t,z,&) — Fp(t,x,2)(u — &).

Demostracion: Como vimos en las demostraciones de las condiciones necesarias de Weierstrass para
el problema (P) sin restricciones isoperimétricas, por continuidad, es suficiente considerar esta condicién en
un punto arbitrario ¢ el cual no corresponde a un punto esquina o a un punto inicial o final de xg. Sea
Z = xo(t), u:= xo(t), y seleccionemos u € R". Sea y(e) (0 < e < ¢p) el arco en Y definido por las relaciones

0 (to <t <t)
y(tye) = (w—u)(t—t) (E<t<t+e)
LoDt (fre<t<t).
Sean y1,...,Yyp arcos en Y tales que (3.11) se cumple. Como en la demostracién del Lema 3.49, las ecuaciones

Ii<xo+icjyj +y(e)) =0 (i=1,...,p)

j=1
tienen una solucién c(e) de clase C! en un intervalo 0 < € < €; tal que ¢(0) = 0, y tal que el arco
P
w(e) = w0 + Y ¢;(e)y; +yle)
j=1

es admisible. Puesto que zy es un minimo débil de (P), existe 7 > 0 tal que si z es admisible,

Iz =zollo <v vy & —dollo <~ = I(z0) < I(2),
de hecho, por la admisibilidad de x y x(, también se tiene que

[lz —zollo <v v |2 —2ollo <v]= J(z0) < J(2).
Uno puede verificar facilmente que

[z(€) = zollo <7, [l&(€) = Follo <,
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siempre que €; > 0 sea suficientemente pequena. En consecuencia, la funcion

W(e) := J(z(e))

tiene un minimo local en € = 0. Puesto que ¢ > 0, se tiene que W’(0) > 0. Para calcular W’(0), obsérvese
primero que, por (3.15),

)= 2 o) (0) + 6'0) = G0

donde
G(e) :== J(zo +y(e))
= constante + / F(t,zo(t) + (u—a)(t — 1), 20(t) + u — u)dt
+ . F(t»wo(t) + d(e)(t), Lo(t) + d(e)2(t))dt
donde b— D) oy
o(e) == 7:1(j {_f - 2(t) == (u _;f)E ; —t)

Observando que ¢(0) =0, ¢'(0) =1, y por (3.17),

t1

G'(0) = F(t,z,u) — F(t,z,u) + . {Fu(t,xo(t), 20(t))2(t) + Fi(t, mo(t), 2o(t))2(t) }dt

)= P+ [ G IFa(tao(0).aot)=(0)dr.

Il

ﬁj
=
&

S

Puesto que z(t) = u — @ y z(t1) = 0, se sigue que
G/(O) = F(E7:f7u) - F(E, faﬂ) - FT(Ea faﬂ)(u - ﬂ) = E(ﬂjaﬂa U).
Como W’(0) = G'(0) > 0 la desigualdad (3.18) es satisfecha. I

3.53 Observacion: Analizando el Teorema 3.22, obsérvese que la desigualdad (3.18) no es necesa-
riamente satisfecha si xq es un minimo débil del problema (P) que no tiene restricciones isoperimétricas. Por
otro lado, si xy es normal y xo es un minimo débil del problema isoperimétrico (P), entonces, en efecto, x
st tiene que satisfacer la desigualdad (3.18) aunque éste sea un minimo débil. Por lo tanto, para el problema
(P) de esta seccion si xqg es normal dnicamente existe una condicion necesaria de Weierstrass, en contraste,
con el problema sin restricciones para el cual las condiciones necesarias de Weierstrass, en general, son
diferentes cuando uno estudia minimos débiles o fuertes.

12. Extremos y variables candnicas

En esta seccién demostraremos que si 2o es un extremo no singular y L es de clase C? en T x R" x R",
entonces la ecuacion de Euler es equivalente a una ecuacién diferencial de primer grado en el espacio 2n-
dimensional. Este resultado combinado con la teoria de las ecuaciones diferenciales nos permitiré desarrollar
la teoria de Jacobi, la cual es una de las componentes mas importantes de las condiciones necesarias de
segundo orden y de las condiciones suficientes cldsicas del problema (P) sin restricciones.

3.54 Teorema (Teorema de la funcién implicita): Sean S un subconjunto abierto de R™ ™" y K,
un subconjunto compacto de R™. Sea f(t,x): S — R" continua en S y supongamos que f(t,z): S — R"™"
es continua en S. Asumamos que existe una funcién continua xo: Ko — R"™ tal que

t e KO —— (t7l‘0(t)) S S, f(t,x()(t)) = 0, ‘fx(t,l'o(t))l 75 0.

Entonces, eristen una vecindad V de Kg, una funcién continua x:V — R" y una constante € > 0 tales que
z(t) =z0(t) (t€ Ko) y f(t.z(t)=0(teV),
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y tales que las relaciones
ft,z)=0, [z —z(t)| <e(teV)= z=uz(t).

St la funcion f es C™ en S, la funcion x es C™ en V.

De ahora en adelante todo arco xg (o en ocasiones x) serd un extremo no singular, esto es, xo serd un
arco sin esquinas que satisface

Ll 0(t), 50(0) = Lalt, 20(t), 50l0) (¢ € T),

| Lii (t, xo(t), 20 ()| #0 (¢ €T).

3.55 Observacién: Notese que por el Teorema 3.32, xo es C? en T, y entonces en este caso la
ecuacion de Euler se convierte en la ecuacion diferencial de sequndo grado

L:’:t + Lo (t) + szxo(t) = L; (t € T)

la cual es una herramienta til en la obtencion de candidatos para resolver el problema (P). Aqui, los
argumentos en las derivadas de L son (t,zq(t), Zo(t)).

Definamos pg: T — R por
po(t) := L3(t, o (t), Zo(t)).
Claramente, pg es continua en 7. Definamos F:T x R" x R"” x R" — R" por

F(t,z,p, ) := LL(t,z, &) — p.
También, definamos
Ko :=A{(t, z0(t),po(t)) | t € T}.
Claramente, K, es compacto en R x R" x R". Sea g: Ky — R" definida por
g(t,xo(t), po(t)) := do(t).
No es dificil ver que g es continua en Ky y es evidente que
(t,o(t), po(t)) € Ko = (t,20(t),po(t), 9(t, 20(t), po(t))) = (t, w0 (t), po(t), 20 (t)) € S
donde S lo definimos como el abierto
S:=TxR"xR"xR"

el cual es el dominio de F. Ademds, obsérvese que Fj(t,z,p, ) = Lz (t, z, &) para toda (¢,x,p, &) € S'y por
lo tanto F: S — R" y F;: S — R™ " son continuas en S. Adicionalmente,

F(t,20(t),po(t),20(t) =0 vy |Fa(t,o(t), po(t),0(t))| #0 (t€T).

Asi, por el Teorema 3.54, existe una funcién continua P definida en una vecindad P de Ky y una constante
€ > 0 tales que

P(t,xo(t),po(t)) = @0(t) (t€T) y F(t,x,p, P(t,z,p)) =0 ((t,z,p) € P)

si y solo si
P(t,zo(t),po(t)) = do(t) C€T) y Li(tx, Pt z,p)=p(tap)EP), (3.19)

y tales que las relaciones
F(t,z,p,P) =0, |[P— P(t,z,p)| <€ ((t,z,p) € P) = P = P(t,z,p).
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Ademds, si la funcién L es de clase C™ en T x R"™ x R™, la funcién P es de clase C™ ! en P.
La funciéon H: P — R definida por

H(t7x’p) = <p’P(t,:'E7p)> - L(t71’? P(t?x7p))
es llamada el Hamiltoniano correspondiente a la integral I. Obsérvese que para toda (¢,z,p) € P,
Ht(tv'xap) = —Lt(t,l',P(t,.T,p)), Hx(t7x7p) = —Lx(t,LE,P(t,I‘,p)), Hp(tv'xap) :P*(t,1'7p) (320)

En consecuecia, H es de clase C™ en P siempre que L sea de clase C™ en T x R x R".

Obsérvese ademads que la ecuacién de Euler

%Li(t, x(t),&(t)) = Ly (t, z(t), 2(t)) (teT), (3.21)
es equivalente a las ecuaciones
o(t) = Hy(t,z(t),p(t), p(t) = —H(t,z(t),p(t)) (t€T). (3.22)

En efecto, supongamos que x es un arco no singular sin esquinas que satisface (3.21). Primero que todo,
recuérdese que p(-) se define por Li(-,z(-),4(-)). Ademds, por la primera igualdad de (3.19) y la tercera
igualdad de (3.20), nétese que

i(t) = P(t,z(t), p(t)) = Hy(t,z(t), p(t)) (teT),
y por lo tanto la primera ecuacién de (3.22) es satisfecha. Ademds, por la segunda igualdad de (3.20), para
todateT,
. d _, .
B(t) = = Li(t,z(t), £(t))
= L;(t, z(t), ()
= L;(t, z(t), P(t, (1), p(t)))

y asi, la segunda ecuacién de (3.22) también se verifica.

Reciprocamente, sea (x,p) que satisfaga (3.22) con x un arco sin esquinas no singular. Por la tercera
igualdad de (3.20) y la primera igualdad de (3.22), se tiene que

z(t) = P(t,z(t),p(t)) (teT). (3.23)
Ahora, por la segunda igualdad de (3.20) y (3.23),
p(t) = —Hy(t,x(t),p(t)) = Ly(t, (1), P(t,x(t),p(t))) = Ly (t, z(t), #(t)) (t€T). (3.24)

Entonces, por la segunda igualdad de (3.19), (3.23) y (3.24), para toda t € T,

d . d
d *
= %P (t)
=p*(t)
= L. (t, x(t), z(t)),

y por lo tanto la ecuacién de Euler es satisfecha. Al par de ecuaciones (3.22) se le llama la forma candnica
o Hamiltoniana de la ecuacién de Euler.
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Finalmente, obsérvese que la ecuacién

%[L(t,x(t),fﬂ(t)) — La(t, (t), &(1))2(t)] = Li(t, x(t), 2(t)) (¢t €T)

la cual se cumple a lo largo de extremos no singulares, toma la forma simple

G H,2(0), (1)) = Hult,2(0),p(0)) (€ T).

13. La condicién de Jacobi

En esta seccién daremos una introduccién de la teoria de Jacobi, la cual consiste en caracterizar a la
no negatividad de la segunda variacién sobre el conjunto de variaciones admisibles con las condiciones de
Legendre y Jacobi. La verificabilidad de estas dos tltimas condiciones es una tarea muy esperanzadora,
en contraste, con la verificabilidad de la condicién que involucra la no negatividad de la segunda variacién.
Especificamente, en esta seccién, introduciremos en la Definicién 3.57 la nocién fundamental de un punto
conjugado y demostraremos que si g es un minimo débil no singular de (P), entonces no existen puntos
conjugados a ty sobre xq en el intervalo abierto (tg,t1). La caracterizacién mencionada arriba se demostrara
en la Seccion 16.

Como vimos anteriormente la segunda variacién I”(zo, ) de I a lo largo de un arco admisible xy toma
la forma

mmm:/EMMmmm@

to
donde
QW(ta Y, y) = <y7 Lxxy> =+ 2<y7 Lﬂcxy> =+ <y7 Lxxy>

y los argumentos en las derivadas de L son (¢,20(t),Zo(t)). Ademds, se demostré que si zg es un minimo
débil de (P), entonces
I"(z0,y) 2 0 (3.25)

en el espacio vectorial de variaciones admisibles Y. La condicién (3.25) es una condicién de segundo orden
y es llamada la condicidn necesaria de segundo orden en términos de variaciones para un minimo. La
desigualdad (3.25) en Y es equivalente a la afirmacién de que y = 0 es un minimo global de I"(zg,-) en Y.
El problema de minimizar I"”(xg, ) en Y que se denotard por (PA) serd llamado el problema accesorio.

De ahora en adelante, supondremos que cualquier arco g es un minimo débil de (P) y ademds éste no
tiene esquinas y es no singular. Serd conveniente designar a la segunda variacién I”(xo, ) por J. La integral

ﬂm=11mmmmmmﬁ

es una forma cuadratica en y, en el sentido de que

o= [(()-(E 222) (360))

donde nuevamente los argumentos de las derivadas de L son (t, xo(t), £o(t)). La forma bilineal correspondiente

‘” o= () (b £2) ()
— : {(2(t), Luay(t) + Loay(t)) + (2(t), Laay(t) + Laay(t)) }dt

=/ {wy(t,y(8), 9(1))2(2) + wy (8, y(2), y(2)) (1) ydt.
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Es claro que
J(y,z) = J(zy), Jy,y)=J(y)
Obsérvese que para toda (t,y,9) € T x R" x R",

Wyy (t7 Y, y) = L;; (ta To (t)a T (t)) > 0,

y en consecuencia la integral J es positiva regular y por lo tanto las soluciones de la forma integral de la
ecuacion de Euler para J

wi (1), 9(0)) = / wy (7, (1), §())dr + ¢ (teT)

to

no tienen esquinas. De esta manera, la ecuacién anterior es equivalente a la ecuacién

D g0, 5(0) = oy t.90).50) (1€ T). (3.26)

Esta ecuacién es llamada la ecuacion de Jacobi, y a sus soluciones se les llamard eztremos accesorio.

Ahora, dado un extremo accesorio ¥, definamos ¢: T — R" por
q(t) = wy(t,y(), 9(t)) = Laay(t) + Liay(t),
y como siempre los argumentos en las derivadas de L son (t,zo(t), Zo(t)). Puesto que
L (t, zo(t), 20(2)| #0 (¢t €T),

entonces de la ecuacién anterior g(t) se puede despejar en términos de y(t) y ¢(t). Cuando esto se lleva a
cabo se puede ver que la ecuacién (3.26) es equivalente al sistema

y(t) = A()y(t) + B(t)q(t), ¢(t) = C(t)y(t) + D(t)q(t) (teT), (3.27)

donde
At):= —L;} Liz, B(t):=L3}

T

O(t) := Lyy — LyiLy; Liw, D(t) := LyiL}

T
y los argumentos en las derivadas de L son (¢, zo(¢),Zo(t)). Nétese que el sistema (3.27) es lineal en y y ¢

y por lo tanto de la teorfa de las ecuaciones diferenciales lineales aplicado a (3.27) obtenemos el siguiente
resultado.

3.56 Lema: Un extremo accesorio y estd determinado de forma tnica por los valores de y(t°), 5(t°)
o equivalentemente por los valores y(t°), q(t°) en un solo punto t = t°. En particular, si y(t°) = y(t°) = 0,
entonces y =0 en T.

3.57 Definicién: Un punto t = s en (to, t1] se dice que es un punto conjugado a t =ty sobre xy si
hay un extremo accesorio y tal que y(to) =y(s) =0, yy £ 0 en (to, s).

3.58 Observacion: Al trabajar con puntos conjugados es conveniente interpretar a un punto t = s
como un punto en (to,t1] o como el punto (s,xo(s)) sobre xy. De esta manera, si nos referimos a un punto
t = s sobre xg, lo que estamos diciendo es el punto (s,xo(s)).

3.59 Teorema (Jacobi): Si un arco no singular sin esquinas xo es un minimo débil de (P), entonces
no hay ningin punto s € (to,t1) conjugado a t =ty sobre xq.

Demostracion: Supongamos que hay un punto t = s conjugado a ¢t = ty sobre xg en (tp,¢1). Sea y un
extremo accesorio que satisfaga y(to) = y(s) =0, y Z 0 en ({o, s). Sea z un arco en Y definido por

2(t):i=yt) (to<t<s), z(t):=0 (s<t<ty).
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Se tiene que

J(z) = /t 2wl 2(r), (r))dr

= {wy (7 9(7), 9(7)y(7) + wy (7, 5(7), 9(7))9(7) ydr

= [{(Gestr 9601360 )oto) + st o) par
= [ Jrlen(rat) o ()i =0

En consecuencia, z es un minimo global de (PA) y por lo tanto z es un extremo accesorio. Puesto que z =0
en [s,t1], entonces hay un punto t = t% en (s,¢;) tal que z(t°) = 2(t) = 0. Se sigue del Lema 3.56 que z = 0
en T, el cual no es el caso. 1

3.60 Observacién: Obsérvese que la hipotesis de la no singularidad del arco xo en el Teorema 3.59
es fundamental. Para ilustrar este hecho, consideremos el problema (P) de minimizar la integral

sujeta a
(a) 2:[0,1] = R es C! a pedazos.
(b) z(0) = z(1) = 0.

Aqui, T=[0,1],n =1, L(t,z, &) = a&,y & = & = 0. Claramente, I(z) = 0 para toda 2 admisible y por
lo tanto cualquier x admisible es una solucién global del problema (P). Ademads, puesto que L;; (¢, z,2) =0
para toda (t,z,2) € T x R x R, entonces cualquier arco x es ‘singular’. Es facil ver que para toda (¢,y,79) €
T xR xR, 2w(t,y,y) = 2yy y en consecuencia la ecuacién de Jacobi toma la forma

Ly =ity (e

De esta manera, dada una trayectoria z, cualquier punto s € (0,1) es un punto conjugado de ¢ = 0 sobre x.
En otras palabras, en general la no existencia de puntos conjugados sobre z a t = 0 en el intervalo (0,1) no
es una condicién necesaria si x es singular.

3.61 Ejemplo: Consideremos el problema (P) de minimizar

b
I(z) = /0 L{@?(t) —2*(t)}dt  (b>m)

sujeta a
(a) 2:[0,b] = R es C! a pedazos.
(b) 2(0) = (b) = 0.

Aqui, T =[0,b], n =1, y L(t,z,4) = ${@* — 2®}. Ademds, no es dificil ver que para cualquier z que
satisface la condicién (a), la segunda variacién I”(x;-) no depende de x. También, es facil ver que

2w(t7 Y, y) = y? - y2
y por lo tanto

b
J(y) = /0 {5(t) — y2(t)}dt.
4
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Puesto que en este ejemplo, los extremos accesorio son C? en T', no es dificil ver que la ecuacién de Jacobi
estd dada por
gt) +yt) =0 @eT).

Los extremos accesorio que se anulan en ¢ = 0 son de la forma
y(t) = Bsent (teT)

donde [ es una constante. Los puntos conjugados a ¢t = 0 sobre cualquier arco = son los puntos de la forma
t, =nm (n € N). En consecuencia, el punto s = 7 es conjugado a t = 0 sobre cualquier arco . Por lo tanto,
por el Teorema 3.59 ningin 2 admisible puede ser un minimo débil del problema (P), esto es, el problema
(P) no tiene solucién. En particular, si zq es el arco constante igual a cero, puesto que I(zg) = 0 y el valor
anterior no es un valor minimo, entonces para toda € > 0, existe  admisible con ||z — zp||1 < € tal que I(z)
es menor que I(zg), esto es, existe x admisible con ||z||; < € tal que I(z) < 0.

3.62 Observacién: Como veremos posteriormente si b € (0,m), entonces

/b{dzz(t) —2%(t)}dt > 0
0

para toda x no nula que satisface (a) y (b) del Ejemplo 3.61. Ademds,

/O L) — 220}t > 0

para toda x que satisface (a) y (b) del Ejemplo 3.61.
14. Teoremas de sumergimiento

En esta seccién seguiremos en la direcciéon de demostrar la teoria de Jacobi. En particular, nuevamente
con la ayuda de la teoria de las ecuaciones diferenciales y los resultados de la Seccién 12, demostraremos
que un extremo no singular estd sumergido en una familia 2n-paramétrica de extremos. De hecho, si estos
extremos pasan por un punto de la grafica de xg, entonces z estard sumergido en una familia n-paramétrica
de éstos. Demostraremos también que si fijamos a 2n — 1 de los parametros y dejamos variar a uno solo de
éstos, entonces al derivar la ecuacion de Euler generada por estos extremos con respecto a esta variable real,
dicha ecuacién se convierte en la ecuaciéon de Jacobi. Por lo tanto, en esta seccién es crucial notar que los
extremos accesorio, es decir, las soluciones de la ecuaciéon de Jacobi, son de un cierto modo, variaciones que
surgen del hecho de que un extremo no singular se encuentra sumergido continuamente en una familia de
extremos.

Sean F una regién en R y f(t,z): F — R™ una funcién continua tal que
fz(t,): F — R™" es continua.
Supongamos que zg: T — R" es una solucién de la ecuacién diferencial
z(t) = f(t,z(t)) (teT). (3.28)

Entonces, x¢ puede ser sumergido en una familia n-paramétrica de soluciones de esta ecuacién. Este resultado
se puede obtener al mantener « fija en el siguiente resultado.

3.63 Teorema (Teorema de sumergimiento): FEzisten una constante p > 0 y una vecindad Fy
de los puntos (t,z) sobre una solucidn xy de la ecuacion diferencial (3.28) tal que a través de cada punto
(o, B) = (a, B, ..., ") en Fy pasa una tinica solucion

z(t,a,B) (to—p<t<ti+p)
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de la ecuacion (3.28) tal que
x(t,a, zp(a)) = xo(t) (to <t <tq).

Las funciones x(t,a, ), @(t,a, ) son continuas y poseen derivadas continuas con respecto a f3 para toda
(t,a,B8) cont en el rangoto —p <t <t;1+p y (a,B) en Fo. Ademds, el determinante

|z5(t, @, B)

es diferente de cero en este conjunto. Si la funcion f(t,z) es de clase C™ en F entonces las funciones
x(t,a, B), z(t, o, B) son de clase C™.

El Teorema 3.64 es una consecuencia del Teorema 3.63 y del hecho de que zy es un extremo no singular
si y solo si zp junto con su variable candnica p(-) := L% (-, 20(-), Zo(-)) satisfacen una ecuacién diferencial de
la forma (3.28) en el espacion 2n-dimensional.

3.64 Teorema: Un extremo no singular xo es un miembro de una familia 2n-paramétrica
x(t,a, B)
de extremos para los valores a = g, B = Po, to <t <ty. Las funciones z(t,a, ) y

p(ta aaﬁ) = LZ(t,IL’(t, O‘7ﬂ)7i(t7 Q, 6))

y sus derivadas (t, o, 8), p(t, o, B) con respecto at son de clase C™ ! si L es de clase C™ (m > 2). Ademds,
el determinante

_ xa(taa76) € (t,Oé,B)
dt, o, B) = dalt,a, B) x‘Z(t,a,ﬁ)

es diferente de cero a lo largo de xg.
Como demostraremos posteriormente, si d(t, ag, 30) es diferente de cero en un punto t = t°, éste serd
diferente de cero en un intervalo to — 6 <t < t; + §. Por ejemplo, si (a, 3) se elige de tal forma que

a:x(to,a,ﬂ), B:p(t(J?aaB)» (329)

entonces d(t°, a, 8) = 1, donde

5 ezt a,8) xs(t,a,B)
d(taaaﬂ)_ pa(t7a,ﬂ) pﬁ(t’a”@) .

De hecho, es facil demostar que
J(t,a,ﬁ) = |Liz(t, 2(t, o, B), 2(t, o, B))|d(t, @, ). (3.30)

En efecto, obsérvese que
Pa (t7 a, B) = La’ca:xa (tv «, /6) + Lxxxoc (t7 @, B)v
pﬁ(t7 «, B) = La:a:xﬁ(tv «, B) + waxﬁ(ta «, 6)7

donde los argumentos en las derivadas de L son (¢, z(¢, o, 8), (¢, «, §)). Claramente,

(3.31)

J(ta,ﬁ) =

zol(t, o, B) x5(t,a,B) ’

zo(t, o, ) zs(t, o, B) ’
pa(t7a76) pﬁ(taavﬁ)

’ mexa(t7a7ﬁ) waﬂf,@(t,a,ﬁ)

I 0 zo(t,a,8) zp(t, o, B)
0 La::r Sba(t7au6 .'L'B(t,Oé,B)

)
xa(t7avﬂ) Et7a76)‘

= |Lgg| g
N . i’a(t,avﬁ) .’Eﬁ tvavﬁ)

= |L11|d(tv a, 6)7
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donde los argumentos en Lz son (¢, z(t, o, 8), &(t, o, 8)) y (3.30) se verifica.

Por el Teorema 3.64, existe una constante § > 0 tal que
x(taa(hﬁo) (t0_6§t§t1+5)

también es un extremo. Este extremo tiene a xy como a un subarco y sera llamado una extension de xg.
Si en la familia del Teorema 3.64 los pardmetros (o, ) se eligen de tal forma que (3.29) se satisfaga,
entonces fijando a = oy = 2¢(t") uno obtiene el siguiente.

3.65 Teorema: Un extremo no singular xg es un miembro, para los valores = By, tg <t < t1, de
una familia n-paramétrica de extremos

l‘(t,,@h...,ﬁn)

que pasan a través de un punto sobre xy (o sobre una extension de xq). Esta familia tiene propiedades de
continuidad y diferenciabilidad descritas en el Teorema 3.64. Ademds, la matriz

()

Demostracion: Definamos xz(t, 8) := z(t,ap,8) y notemos que por (3.29) y la segunda igualdad en
(3.31),

tiene rango n en cada punto de xg.

1= L;i;t(toy x(t07 60)a 'i:(toa ,@0))$5(t07 BO)

si y solo si
a5(t", fo) = Lz (t°, 2o(t°), d0(t")).

De esta manera, i5(t%, By) tiene n filas de dimensién n linealmente independientes. Como habfamos men-
cionado anteriormente, demostraremos que si la matriz

< g (t7 /60) )
Tp (t7 50)
tiene rango n en un solo punto ¢ = t°, entonces ésta tendra rango n para todos los puntos t € [to — d,t; + 6],

el intervalo correspondiente a una extension de zq. I

3.66 Teorema: Sea un extremo xy un miembro para € = 0, tg < t < t1, de una familia uni-
paramétrica de extremos
x(e): x(t, €)

tales que las funciones x(t,€), i(t,€) son de clase C*. La variacién
y o y(t) =z(t,0) (teT)
de esta familia a lo largo de xy satisface la ecuacion de variacion

%[Lmy(t) + Lizy(t)] = Laay(t) + Lyzy(t) (t€T). (3.32)

Aqui, las derivadas de sequndo orden de L estdn evaluadas en los puntos (t,xo(t), Zo(t)).

Demostracion: Este resultado se obtiene de la relacion

0 . .
&La} (t,x(t,e),z(t,€)) = Ly(t, x(t,€),2(t, €))

al derivar con respecto a e en € = 0. I
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3.67 Observacién: Obsérvese que la ecuacion que aparece en (3.32) es la ecuacion de Jacobi con
respecto al arco xg.

15. Determinaciéon de puntos conjugados

El propdsito principal de esta seccién es derivar algunos resultados técnicos que nos serdn de utilidad
en la Secciones 16 y 18. Con estos resultados en la mano en la Seccién 16 concluiremos con los enunciados
y las demostraciones que forman parte de la teoria de Jacobi.

3.68 Lema: Un conjunto de r extremos accesorio yi,...,Y, es linealmente independiente si y solo si

la matriz
(yl(t)-“yr(t)>
9a(t) - g (t)
tiene rango r en algin punto t = t°. Si ésta tiene rango r en t = t°, ésta tiene rango r para todos los

valores de t en tg <t < t1. Existen 2n extremos accesorio linealmente independientes. Si yi,...,Yan SON 2n
extremos accesorio linealmente independientes, entonces todo extremo accesorio y se puede erpresar por

2n
y=> by
1

donde by,...,bs, son constantes.

Demostracion: Supongamos que 41, . ..,%, son linealmente independientes, y que existe un punto ¢!
en T tal que

r

D vilwi(th), ga(th)) = 0,

1

donde las 7}s son constantes no todas cero. El arco w = "] v4; es un extremo accesorio con w(t!) =
w(t') = 0. Entonces w =0y por lo tanto v; =0 (i = 1,...,r) lo cual es una contradiccién.

Supongamos que y1, . .., ¥y, son linealmente dependientes. Entonces existe a = (ay, ..., a,)* # 0 tal que
-1 ayi(t) = 0en T. Entonces Y| o;9;(t) = 0 en T. Esto implica que

S sy, =0 en T con a 20
1

y entonces la matriz del lema no tiene rango r en ningin punto de 7'

Si la matriz del lema tiene rango r en algtin punto t = t°, entonces para toda 8 = (81,. .., 3,)* distinta

de cero, tenemos que
Z Bilyi(t°), 4 (")) = (Z Biyi(1°), Z ﬁiyi(to))
1 1 1

= (2(t°;8), 2(t% B)) # 0

donde z(t; 8) = >} Biyi(t) es un extremo accesorio y por lo tanto (z(¢; 8), 2(t; 3)) # 0 para toda t € T'. De
esta manera, la matriz tiene rango r para todos los valores de t en T.

Por el Teorema 3.63, escogiendo ¢ fija en T, y por el sistema lineal
y(t) = A()y(t) + B(t)q(t), q¢(t) = C(t)y(t) + D(t)q(t) (teT), (3.33)

sabemos que un extremo accesorio es un miembro de una familia 2n-paramétrica de extremos accesorio
y(t, o, B) = y(t,at, ..., B, ..., 3"). Entonces podemos tomar 2n vectores

(s, Bi)* :(ail,...,oz?,ﬁil,...,ﬁln) (i=1,...,2n)
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linealmente independientes tales que a través de cada uno pasa una solucién (y;, q;) de (3.33), i.e., existen
2n soluciones del sistema lineal (3.33) tales que (y;(t),¢;(t)) = (o, 8;) y en consecuencia la matriz

(yl(t) : "yzn(t)>
q1(t) - qan(t)
tiene rango 2n en t = t. Ademds, tenemos que
(yl(t)~~y2n(t)> _ ( yu(t) - y2n( ) )
91(t) -+ Gan(t) Aty (t) + B(t)qu(t) - - - A(t)y2n(t) + B(t)gzn(t)
( yi(t) - yzn( ) )
AWy () + Lz ar(8) - A(t)yza(t) + Liiaza(t) )

donde los argumentos en las derivadas de L} son (t,2¢(t), #o(t)). En consecuencia, las dos matrices tienen
rango 2n en t = t. Por lo tanto, y1, ..., Y2, son 2n extremos accesorio linealmente independientes.

Sean yi,...,Y2, 2n extremos accesorio linealmente independientes, y sea y un extremo accesorio no
nulo. Sea ¢ € T tal que y(c) # 0. Entonces, existen constantes bs (i = 1,...,2n) no todas cero tal que
(y(e),y(c)) = f” bi(yi(c),v:(c)). El arco z = Z?n b;y; es un extremo accesorio que cumple con z(c) = y(c)

y 2(¢) = y(c). De esta manera, y = f” biy;. 1

3.69 Teorema: Sean yi,...,Yn,21,---,2n 2N extremos accesorio linealmente independientes y defi-
. () vall) (D) ()
t 21(t) - - zn(t
D(t,t%) := v ! "
(0= ] 0 (1) 21 (20) o1

Los puntos t = ¢ conjugados a t =ty son los ceros ¢ # to de D(t,1p).

Demostracién: Supongamos que ¢ es conjugado a ty. Sea y un extremo accesorio no nulo tal que
y(to) = y(c) = 0. Seleccionamos las constantes «;, §; tales que

y=> oy + Y Bz (3.34)
1 1

Puesto que y # 0, estas constantes no son todas iguales a cero. El hecho de que y(tg) = 0y y(c) = 0, nos

dice que
( p(e) - gnle) - 21(c)---zn(c) ) (a) - <0> .
yi(to) -~ -yn(to) 21(to)---2n(to) ) \ B 0
En consecuencia, D(c,tp) = 0. Reciprocamente, si D(c,ty) = 0 (¢ # to), existen constantes «;, 8; no todas

cero, tales que (3.35) se satisface. El arco definido por (3.34) es un extremo accesorio no nulo que satisface
y(to) = y(c) = 0. Consecuentemente ¢ es conjugado a tg. I

3.70 Corolario: Sea
x(tvala"'vanvﬁlu"'7ﬁn)

una familia 2n-paramétrica de extremos que contiene a xg para los valores a = g, B = Po, to <t <t1 y
que tiene las propiedades descritas en el Teorema 3.64. Un punto c es conjugado a ty sobre xy si y solo si

c# to y D(c,to, a0, Bo) = 0, donde

J}a<t704,6) l‘,@(t,a,ﬂ)
D(t,t",a, f) = zo(t%, o, B)  xp(t% a, B)

Demostracion: Este resultado se obtiene de los Teoremas 3.64, 3.66, del Lema 3.68 y del Teorema
3.69. 1

3.71 Teorema: Sean z1,...,z, n extremos accesorio linealmente independientes que se anulan en
t =to, y definamos
A(t) = [z1(t) - -~ zn(t)].
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Un punto ¢ es conjugado a ty st y solo si c #ty y A(c) = 0.

Demostracion: Este resultado es una consecuencia del Teorema 3.69 al seleccionar n extremos accesorio

Y1, .-, Yn linealmente independientes tales que |y1(to) - - - yn(to)| = 1, puesto que de esta manera tenemos
Y1 (t) T yn(t) 21 (t) T Zn(t) n
D(t, to) = = (=1D)"A().
(t,t0) yi(to) -+ yn(to) 0---0 (1A
Nétese que la eleccién de los extremos accesorio yi, . ..,y tales que |y1(to) - - yn(to)| = 1 se puede llevar a
cabo de la siguiente manera. Sean (y;,q;) (i = 1,...,n), (2;,¢) (i =1,...,n) 2n soluciones de la ecuacién

diferencial candnica

y(t) = A(t)y(t) + B(t)q(t), ¢(t) = Ct)y(t) + D(t)g(t) (t€T)

tales que
(y1(to),q1(t0)) = (1,...,0,0,...,0)", ..., (yn(t0), gn(t0)) = (0,...,1,0,...,0)%,
(Zl(to), ql(to)) = (0, N 70, ]., ey O)*, ey (Zn(t()),(jn(to)) = (0, ey 0,0, ceey 1)*
Entonces, y1,...,Yn, 21, .., 2n son 2n extremos accesorio linealmente independientes tales que
ly1(to) -+ yn(to)| = 1
Vv 21,...,2, Se anulan en t = tq. 1

3.72 Corolario: Sea
x(t?IB17 .. 76“)

una familia n-paramétrica de extremos que pasan a través del punto inicial de xo para los valores = By,
to <t < t1 y que tienen las propiedades descritas en el Teorema 3.65. Un punto c es conjugado a ty sobre
xo sty solo sic#tg y Alc,Bo) =0, donde

AL, ) = |a(t, B)]-

Demostracion: De la relacion
zo(to) = x(to, B)

al derivar se obtiene que zg(to, Bo) = 0. Por el Teorema 3.65 y por el Lema 3.68, las funciones

zj(t) == xp,(t,50) (j=1,...,n)

son extremos accesorio linealmente independientes que se anulan en t = ty. El corolario es por lo tanto una
consecuencia del Teorema 3.71. 1

3.73 Teorema: Sean yi,...,Yan 2n extremos accesorio linealmente independientes y sea

Y1(t) - yan(t )
(t) yZn( )

Exziste una constante § > 0 tal que D(t,t°) # 0 para toda pareja de puntos distintos t, t° en ty <t < t; con
[t — 0] < 4.

Demostracion: Obsérvese que para toda j =1,...,2n,

yi(t) —y; (%) = (t — 1) A; (¢, 1°)

D(t,t°) =

donde
1
Aj(t, 10 :/ 9; (t° + 0(t — t°))de.
0
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Por lo tanto,
oy _ | () = (t° ) “Yan(t ) Y ()| _ ( oym 0
D(t,t)_‘ Y1 (£9) - - - yon (0) ‘_(t )AL ),

donde A1) - Agy (1.19)
t, ) t,t
At tO — 1\ 2n\b,
( ) ) ‘ yl(to)yQTL(tO)
Puesto que los arcos y1, ..., ¥y, son linealmente independientes se sigue que
At t) = ’ 1(t)- - Gan(t) ’ £0 (3.36)

y1(t) - y2n(t)

en to <t <ty. Sea {(tm,t3,)},,cN una sucesion en T x T' tal que

lim (¢,,12,) = (¢,°).

m—00

Puesto que podemos elegir K; € R tal que |y;(t° +0(t —t°))| < K; para toda t,t° € T, para toda 6 € [0,1] y

para toda j = 1,...,n, entonces por el teorema de la convergencia acotada, para toda j = 1,...,n, se tiene
que
1
0y _ 1 - (40 40
A Ailm ) = 0 9300+ Ot = )0
1
_ )
= [ Jim 55+ Ot~ 50

= /1 i (t° + 0(t —°))de
0
= Aj<t7t0)a

y asf, A(t,t°) es continua en t y t°. Por (3.36), sin pérdida de generalidad podemos suponer que existe
€0 > 0 tal que A(t%,t%) > ¢ para toda t¥ € T. Como A(t,°) es continua en t y t° se sigue que para toda
e € (0,¢€p), hay una constante d. > 0 tal que

[t — 1] < 6 <= |(t,1°) — (t°,1°)] < 6. = |AL, 1) — A(t,1°)] < e

De esta manera,
[t —t°] <8 = e > |A®1%, )] — |A(t,t°)]

y entonces
[t — 1% < 0. = |AL )] > |A{Y 1Y) —e > eg — € > 0.

Consecuentemente, haciendo 6 = &, tenemos que A(t,t°) # 0 para toda t,t en to <t < t; con |t — 9 < 4.
En consecuencia, D(t,t%) = (t — tO)"A(t,t°) #0sit A% y [t —t°] < 5.1

16. Positividad de la segunda variaciéon

Como vimos en la Seccién 9, la no negatividad de la segunda variaciéon sobre el conjunto de variaciones
admisibles es una condicién necesaria de segundo orden. Es importante observar que esta condicién es
aplicable aun cuando la solucién propuesta xg es singular. No obstante, asi como sucede con la anulacién de
la primera variacién sobre el conjunto de variaciones admisibles, en general, la verificabilidad de la condicién
que involucra a la segunda variacién tiene el mismo grado de dificultad que aquel que se presenta al tratar
de resolver el problema directamente. Con el propdsito de resolver este asunto, Jacobi caracterizd a la
no negatividad de la segunda variaciéon sobre el conjunto de variaciones admisibles con las condiciones de
Legendre y Jacobi. Por un lado, esta caracterizacién es muy satisfactoria puesto que la verificabilidad de las
condiciones de Legendre y Jacobi es una tarea muy esperanzadora. Por otro lado, la teoria de Jacobi tiene
la, pequeifia desventaja de que ésta tnicamente es aplicable para soluciones no singulares de clase C'. De
esta manera, debemos de tener en mente que las condiciones necesarias de segundo en la teoria cldsica del
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célculo de variaciones tienen sus limitaciones debido a que éstas nos dan una informacién limitada cuando
los candidatos a resolver el problema (P) tienen picos y éstos son singulares.

Puesto que un minimo débil del problema (P) satisface la condicién de Legendre, como podremos
observar sin ninguna dificultad, en esta seccién serd suficiente suponer que o es un extremo no singular que
satisface la condicion de Legendre.

Como z( es no singular, éste puede ser extendido a la izquierda de g y a la derecha de t; para obtener
un extremo més grande
Tg: fi‘o(t) (tE [to—é,tl-‘rd, €>0).

Este arco sera llamado una extensién de xg.

3.74 Lema: Siy y z son extremos accesorio, la expresion

wy (t, (1), §(8))2(8) — wy(t, 2(8), 2(6))y(¢)

es constante en T'.

Demostracion: Obsérvese que

d
2 lwo(ty(8), 5(1))2(t) — wy(t, 2(1), 2(t)
(

)

= wy(t,y(), 9(1))2(1) + wy (4, y(t ) y(8)=(t

—wy(t, 2(2), 2(1))y(t) — wy (¢, 2(2), 2(8))9(1)
= (Lawy(t) + Laoat(t), () + (L my( )+ Laay(t), £(t))

— (Law2(t) + Laa (1), y (1)) — (Lax2(t) + Lia (1), §(1))
= (Laay(t) + Laay(t), 2(t)) + (Laay(t) + Liay(t), 2(1)

— (2(t), Laay(t) + Laay(t)) — (2(t), Laxy(t) + Laay(t))
=0

en T. Aqui, las derivadas de segundo orden de L estdn evaluadas en los puntos (t,zo(t),Zo(t)). I

3.75 Lema: Si no existe un punto c € (to,t1] conjugado a ty sobre xo, entonces hay un punto t a la
izquierda de ty en una extension de xg que no tiene ningun punto conjugado sobre xq, es decir, para toda
c €T, no existe ningiin extremo accesorio no nulo y tal que y(t) = y(c) = 0.

Demostracion: Sean y, ..., y2, extremos accesorio linealmente independientes definidos en un inter-
valo [to — €,t1 + €] ¥ que pertenecen a una extensién Ty de zg. Por el Teorema 3.73, existe una constante
0 > 0 tal que

t)
(08 = |y
es diferente de cero para todos los puntos distintos ¢, % en [ty — €, 1 + €] que satisfacen la relacién |t —t°| < 6.

Seleccionemos § < 2e. Puesto que no existe ningin punto ¢ conjugado a to en (to,t1], tenemos, por el
Teorema 3.69,

D(t,to) #0 (¢ € (o, ta]),

y en consecuencia
D(t,to) %0 (te [t0+5/27t1])

Por continuidad hay un punto ¢ € [tp — 0/2,19) tal que D(t,t) # 0 (¢t € [to + §/2,t1]). Puesto que un
punto t € (t,to + /2] difiere de ¢ por a lo mds J, también se tiene que D(t,t) # 0 (¢t € (t,t0 + §/2]).
Consecuentemente, D(¢,) # 0 (¢ € (£,1]). De esta manera no existe ningin punto ¢ € (¢, ;] conjugado a ¢
sobre Zg. I

Sean y; (j = 1,...,n) un conjunto de n extremos accesorio linealmente independientes, y definamos
q;(t) := wy(t, y;(t),9,(t) (t€T). (3.37)
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En virtud del Lema 3.74, para toda (j,k = 1,...,n) las expresiones

(y; (1), ar(t)) — (g5 (1), yi(t)) (3.38)

tienen los mismos valores para toda t € T.

3.76 Definicion: Se dird que los extremos accesorio yi,...,yn forman un ‘sistema conjugado’ si
éstos son linealmente independientes y las expresiones (3.38) son todas cero.

3.77 Teorema: Si no existe ningin punto ¢ € (to,t1] sobre xy conjugado a ty, entonces hay un
sistema conjugado yi,...,Yn de extremos accesorio cuyo determinante

A(t) = lyr(t) - yn(t)] (3.39)

es diferente de cero para todat € T.

Demostracion: Sea t que esté relacionada a x¢ como en el Lema 3.75 y sean yi,...,y, extremos
accesorio linealmente independientes que se anulan en ¢t = ¢. Puesto que las expresiones (3.38) se anulan
en t = t, estos extremos forman un sistema conjugado. El determinante correspondiente (3.39) se anula
solamente en t =t y en los puntos conjugados de t. Este determinante por lo tanto no se anula en 7. I

3.78 Teorema: La sequnda variacion I" (xg,y) de I a lo largo de xg es positiva para today # 0 en'Y
sty solo si hay un sistema conjugado y, ..., y, de extremos accesorio cuyo determinante (3.39) es diferente
de cero en T.

Demostracion: Por la demostracion del Teorema 3.59, si I”(xg,-) es positiva en Y, no puede haber
un punto ¢ conjugado a to sobre xo en (tg,t1). Sit; fuera conjugado a tp, existirfa un extremo accesorio no
nulo y con y(tg) = y(t1) = 0. Para este arco uno tendria que I (zg,y) = 0 e I (g, -) no podria ser positiva
en Y. En consecuencia, si I”(xg, ) es positiva en Y, no existe ningtin punto ¢ conjugado a tg en (¢g,¢1]. En
este caso, por el Teorema 3.77, hay un sistema conjugado cuyo determinante (3.39) es diferente de cero en
T.

Supongamos ahora que hay un sistema conjugado y1, . .., y, con un determinante (3.39) distinto de cero
en 7. Dado un arco y € Y, la ecuacion

y(t) => yiw’ (teT) (3.40)

tiene una tnica solucién w: T — R"™ C! a pedazos en T que satisface w(tg) = w(t;) = 0. Se tiene que
n

3 = 3 g5 (00 (1) + () ( _ Zyw) (3.41)

1

Demostraremos que

I"(xo,y) = / 1<Lm(t,930(15)7i"o(lf))"»(t),f'€(15)>d7f- (3.42)

to
Como un primer paso obsérvese que, puesto que y; (j = 1,...,n) es un extremo accesorio, la variable
candnica correspondiente ¢; (7 = 1,...,n) definida por (3.37) satisface que

qj(t):w;(tvyj(t)ayj(t)) (teT’j:L"'vn)'
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Tenemos que para toda t € T,

wy (t,y(t), §(t)) = Laay(t) + Laay(t)

n

e > 000 (0) + Lus (Z (O + x(0)

1

I
™~

Z xxyj )w] + ZLxmyj )wj( )+LI$H( )

w; (t7 Yj (t)a yj (t))wj (t) + in/@(t)

4 () w! (t) + Lear(t),

M= =M= -

wy (£,y(1),5(t) = Liay(t) + Lasy(t)

n

2 s (O (6) + Lo (Z iy (£ () + n<t>>

1

™~

Z mxyj )w] + ZLzmyj )wj( )+LI$H( )

wy (t, y;(t), i (t))w’ (t) + Liar(t)

q]‘ (t)wj (t) + L;w'cli(t),

M= =M= -

donde los argumentos en las segundas derivadas de L son los puntos (¢, z(t),Zo(t)). En consecuencia, con
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la ayuda de (3.40) y (3.41),
20(t,y(1), (1)) = wy (, y(2), 5(8)y(1) + wy(t, y(1), 5(8)9()

(S g + (Zyk T r( >)
= S & w0 () Lo

7,k
+ g > i

+ (Z q; (t t)w? (t ) )+ K*(t) Ligk(t)
= Z @ (W () + ¢ () (t))w (Hw”(t)

n

Z acacyk JFLaca:yk( )) k(t)

1

¥ (Z G0w0) (Z WOIH(0)) + (Lisr(0)5(0)
= SO0 + GO )
() S w6k (0) (8 1)

+ Z a; (O (O)w? ()" (t) + (Laars(t), 5(1))

n

—Z a5 Oy (t) + a5 (1) gk (t))wj(t)w’“(t)+n*(t)21:qk(t)w’“(t)
+qu ok (£)w! (80" (£) + (Lass(t), w(t))

—qu Yuk(t) + a; (£)9x (¢)) +Zyj i (1) (¢
+qu yi(t)w’ t)wk(t)+<Lmn<t),n(t>>

= Z 45 (Dyk(t) + a5 (1)gu(8))w (1w (1)

+ 22%— Jyk(D)w? ()" (t) + (Liar(t), £(t)),
ik

donde los argumentos en las segundas derivadas de L son los puntos (¢, xo(t), Zo(t)). Puesto que y;
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es un sistema conjugado, se tiene que
Gur=qpy; Gik=1,...,n).

Consecuentemente,

% {Z q; (t)yn(t)w? (t)wk(t)} + (Liak(t), 6(t))
7.k

=>4 Oy’ k(B + g (t)%(yk (Oyw? ()w* (1)) + (Laaki(t), £(t))
Jik Jik

= Zk @5 ()i (1w (£)w* (¢) + Zk g; (1) (yk (£ (£’ () + ye <t>jt[wf<t>wk<t>]) + (Laan(t), 5(t))

= i;q'; (t)yn(t)w ()w* (t) + i;qj(t)(yk(t)wj () wk () + g () [ ()" (£) + w (£)i* (1)]) + (Lasr(t), w(2))
_ ]zk: ¢ (t)yw(t)w’ (t)w" (1) + jzk: 0 (8 (D) (1) (1)

+ i; g (t)yx (t)a? (£)w" (1) + i; a; (g (Ow? (£)i* () + (Lasr(t), k(1))

= ]_Xk:(d;f ()i (t) + q}‘(t)yk(t))zuj(t)wk(t)

+ i; ai (t)y; ()i (Hw* () + zk: a; (O (O)w? (£)i* (£) + (Laar(t), 5(t)

- Ji<4? () + q}f(t)yku))]{uj (0w () +2 3 5 (et (i (1) + (L (), 5(0)

_ 2ult ). 50

donde los argumentos en las segundas derivadas de L son los puntos (¢, zo(t), Zo(t)).

Utilizando las relaciones w(tg) = w(t;) = 0, obtenemos la férmula (3.42). En virtud de que z( es no
singular y de que satisface la condicién de Legendre, se sigue de (3.42) que I (zg,y) > 0 al menos que

K= zn:yju'/j =0.
1

Puesto que |y1(t) - yn(t)| # 0 en T y w(ty) = 0 esto puede ocurrir solamente si w = 0, y en consecuencia
solamente si y = 0. 1

La ecuacién (3.40) se llama la transformacion de Legendre.

Si zg es un extremo no singular tal que
s € (tg,t1) = s no es conjugado a ty sobre xg,

entonces se dice que x satisface la condicidon de Jacobi. Similarmente, si xg es un extremo no singular tal
que
s € (to,t1] = s no es conjugado a ty sobre x,

entonces se dice que x( satisface la condicion reforzada de Jacobi.

En los Teoremas 3.82 y 3.83 se encuentran las dos caracterizaciones mds importantes de la teoria de
Jacobi. El Teorema 3.79 es una consecuencia inmediata de los Teoremas 3.77 y 3.78. Como veremos en
el Teorema 3.83, los Teoremas 3.79 y 3.81 implicardn que si xp es un extremo no singular, entonces las
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condiciones reforzadas de Legendre y Jacobi son equivalentes a la positividad de la segunda variacién sobre
el conjunto de variaciones admisibles no nulas, es decir, los Teoremas 3.79 y 3.81 implicardn la segunda
caracterizacién més importante de la teoria de Jacobi.

3.79 Teorema: La desigualdad I"(xo,y) > 0 se cumple para toda y # 0 en'Y si y solo si no existe
ningin punto c € (to,t1] conjugado a to sobre xg.

Los Teoremas 3.80 y 3.81 implicardn que si xg es un extremo no singular, entonces las condiciones de
Legendre y Jacobi son equivalentes a la no negatividad de la segunda variacion sobre el conjunto de variaciones
admisibles, es decir, los Teoremas 3.80 y 3.81 implicaran la primera caracterizacién mas importante de la
teoria de Jacobi.

3.80 Teorema: La desigualdad I (xg,y) > 0 se cumple para toda y en'Y siy solo si no existe ningin
punto ¢ € (to,t1) conjugado a ty sobre xg.

Demostracion:
‘=’: La demostracién se encuentra dentro de la prueba del Teorema 3.59.

‘«<": Supongamos que
¢ € (tg,t1) = ¢ no es un punto conjugado a ty sobre zo, (3.43)

v que ademds existe y € Y tal que I”(xg,y) < 0. Por continuidad, existe £ € (to,t1) y ¥: [to, ] = R" C! a
pedazos con §(tg) = g(t) = 0 tal que

/t 2w(T,y(7), y(7))dr < 0.

0

Por el Teorema 3.79, existe un punto ¢ € (tg, ] C (to, 1) el cual es un punto conjugado a ty sobre zg, lo cual
contradice (3.43). 1

El Teorema 3.81 es la ultima herramienta que necesitaremos para obtener las caracterizaciones mas
importantes de la teoria de Jacobi.

3.81 Teorema: Si I"(x0,y) > 0 para toda y € Y, entonces Ly (t, xo(t), o(t)) > 0 para toda t € T.

Demostracion: Supongamos que existe una ¢ € (g, 1) la cual no es un punto esquina de zg tal que

donde Z := z¢(t) y @ := 2o(t). Definamos p: R — R por

(1 — +2\—1 ; _
p(r) = {exp( (1—-79)"1Y) siTe(-1,1),
0 en otro caso.

Nétese que p € C°(R), esto es, p es C* con soporte compacto en R y de hecho el soporte de p y de todas sus
derivadas es el intervalo [—1, 1]. Definamos p: R — R" por p(7) := (p(7), ..., p(7))* (r € R). Puesto que p es

C(R), por (3.44) se tiene que para toda € > 0 suficientemente pequefia tal que (s,7) € (f—¢,t4€) x (—1,1),
(P'(7), L (Zo(s))p' (1)) <0, (3.45)

donde Z¢(t) := (¢, z0(t), £o(t)) (t € T). Ahora, para toda € > 0 suficientemente pequena, definamos y.: T' —
R" por

ye(t) := p((t —1)/e€).
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Para toda € > 0 suficientemente pequenia, tenemos que
t+e
1" (0, ye) = / {We(t), Laa(Zo(t))ye () + 2(ye(t), Lai(Zo(£))9e () + (e (t), Lai (Zo(t)) e (t)) hdt

/ {{p(7), Lax(Zo(t + €7))p(7)) + 2(p(T), Lag (Zo(t + €7))p' (1) /€)
+(P'(1)/€ Lia(Zo(t + €7))p (7) /€) bedr
/ {(p(7), Laa(Zo(t + €7))p(T))€ + 2(p(T), Lai (To(t + €7))p' (7)) }dr

+1 / (7(7), Laa(Folt + 7)) (r))dr.
-1

Por (3.45),
/ (0 (1), Ly (Zo(t + €7))p' (7))dT < 0

—1

y por lo tanto para e > 0 suficientemente pequena obtenemos que I”(zg, y.) < 0. Puesto que para toda e > 0
suficientemente pequena y. € Y el teorema se sigue por contraposicién. 1

Los Teoremas 3.82 y 3.83 son una componente fundamental de las condiciones necesarias y suficientes
de segundo orden en la teoria clasica del calculo de variaciones. Como mencionamos anteriormente estos
teoremas se le atribuyen a Carl Gustav Jakob Jabobi (1804-1851).

En los Teoremas 3.82 y 3.83, inicamente asumamos que x( es un extremo no singular, esto es, zy es un
arco sin esquinas que satisface la ecuacién de Euler y |L;: (¢, zo(t), Zo(t))| # 0 (t € T).

3.82 Teorema: La desigualdad I'"'(xg,y) > 0 se cumple para today en'Y si y solo si no existe ningin
punto ¢ € (tg,t1) conjugado a tg sobre xg y Liq(t,x0(t), o(t)) > 0 para toda t € T.

3.83 Teorema: La desigualdad I"(xg,y) > 0 se cumple para toda y # 0 en'Y si y solo si no existe
ningin punto ¢ € (to,t1] conjugado a to sobre xo y Lzz(t,x0(t), Zo(t)) > 0 para todat € T.

17. Las variaciones como diferenciales

En esta seccion establecemos los primeros teoremas de suficiencia de este trabajo. Estos teoremas que
proporcionan condiciones suficientes para éptimos locales y globales surgen del hecho de que la primera y
segunda variaciones de I son el primer y segundo diferenciales de I relativos a la topologia de X generada
por la norma || - ||;. Cabe sefialar que estos teoremas de suficiencia no requieren de la hipétesis de la no
singularidad ni de la suavidad del arco 6ptimo bajo consideracién.

Recordemos que
X ={2:T - R" |z es C! a pedazos},

Y ={y e X|[y(to) =y(t1) =0},
[[#[]x = sup(|z(t)] + |£(t)]).
teT
Dadas € > 0y « € X, definamos
Ti(z;e) :i={(t,z,2) e T xR" xR" : |[x —z(t)| < e, |7 —2(t)] <€}

Dado un arco zg € X y dada € > 0, obsérvese que L y sus derivadas parciales de primer y segundo orden
con respecto a = y a & son uniformemente continuas en la cerradura de 71 (zo; €). Se sigue que si denotamos
por P tanto a L como a cualquiera de sus derivadas de primer y segundo orden, entonces

lim  P(t,z(t),2(t)) = P(t,x0(t), Zo(t))

Hx—;co||1—>0
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uniformemente en T'. Utilizando este hecho, se sigue de la férmula

t1
P9 = [ ALa(t(0) 3(0)0(0) + La(t,2(0), 6(0)i(0)
to
que para toda € > 0 existe § > 0 tal que

' (2,y) = I'(wo, y)| < ellylh (3.46)

para todos los arcos z € X tales que ||x — z¢]|1 < ¢. Similarmente, utilizando la férmula correspondiente
para la segunda variacién I”(x,y), se puede ver ficilmente que si § > 0 es suficientemente pequena, también
tenemos que

11" (2, y) = 1" (0, y)| < elly|l? (3.47)

siempre que ||z — zo||l1 < J y x pertenezca a X. Las desigualdades (3.46) y (3.47) son equivalentes a las
afirmaciones

lim I'(z,y) = I'(xo, y) uniformemente para ||yl < 1,
T—x0

lim I"(z,y) = I"(x0,y) uniformemente para ||y|; < 1.
Tr—xo

Aplicando el teorema de Taylor a la funcién
F(0) :=I(xo +0(x —x0)) (0<6<1),
obtenemos las férmulas de Taylor
I(x) = I(x0) + I'(z0, x — o) + Ry(xo, = — x0),

I(.’E) = I(:E()) + I/((E(],.’E - QL'()) + %IH(.’E(),LC - {IT()) + RQ(LCO7$ - .’E()),

donde, al definir y = x — xg,
1
Ra(wo,) = [ (1o +69.9) ~ I'a0,)]d0
0
1
— [ (=0 + 6y )0, (3.48)
0

fﬂmeAﬂ—Wﬂ%+@w—ﬂ%wW&

En vista de (3.46) y (3.47), se sigue que
i FalE0T0) g, Ral@e 7= 0)
z=wo [l — 2ol z=wo |l — wollg

=0, (3.49)

esto es, I'(xg,y) e I"(xg,y) son el primer y segundo diferenciales de I en © = x.

El Teorema 3.84 nos da condiciones suficientes para un minimo débil del problema (P). Como men-
cionamos con anterioridad este teorema no requiere de hipdtesis de no singularidad ni de suavidad de la
trayectoria seleccionada para ser un éptimo local. Sin embargo, es importante hacer notar que la positividad
de la segunda variacién de I debe de ser a lo largo de z con x en una vecindad suficientemente pequena
de la topologia inducida por la norma || - ||; y no necesariamente a lo largo de xy. Adicionalmente, deberia
de observarse que la anulaciéon de la primera variacion a lo largo de xg sobre el conjunto de variaciones
admisibles puede ser reemplazada por la forma integral de la ecuacién de Euler.

3.84 Teorema: Sea xy un arco admisible y supongamos que existe una constante 6 > 0 tal que
I'(zo,y) =0 e I"(x,y)>0 (3.50)
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para today €Y, y # 0 y toda x admisible que satisface ||x — x|l < §. Entonces la desigualdad
I(z) > I(xz0)

se cumple para toda x # xo con x admisible y ||z — zo|l1 < 0. En particular, xo es un minimo estricto débil
de (P).

Demostracion: Por (3.48) y (3.50), se tiene que
I(ac) — I(.’lﬁo) = Rl(x07.’17 — .’Eo) >0

si ¢ # o con z admisible y ||z — zolj1 < J. 1

Aunque las relaciones dadas en (3.49) no son satisfechas si la norma || - ||; es reemplazada por la norma
I 1lo, como uno puede verificar ficilmente, no tenemos ninguna dificultad para demostrar el siguiente teorema
que proporciona condiciones suficientes para minimos locales fuertes.

3.85 Teorema: Sea xy un arco admisible y supongamos que existe una constante 6 > 0 tal que
I'(zo,y) =0 e I'"(x,y)>0
para today €Y, y # 0 y toda x admisible que satisface ||x — xgllo < 0. Entonces la desigualdad
I(x) > I(xzg)
se cumple para toda © # xo con x admisible y ||z — zollo < . En particular, xo es un minimo estricto fuerte
de (P).

De hecho, también se puede verificar sin dificultad la veracidad del siguiente teorema que proporciona
condiciones suficientes para minimos globales.

3.86 Teorema: Sea xy un arco admisible y supongamos que
I'(zo,y) =0 e I"(x,y) >0
para today €Y, y# 0 y toda x admisible. Entonces la desigualdad
I(x) > I(xo)

se cumple para toda x # xo con x admisible. En particular, xo es un minimo estricto global de (P).
18. Teoremas fundamentales de suficiencia en calculo de variaciones

En esta seccion estableceremos los teoremas clasicos de suficiencia del calculo de variaciones. De-
mostraremos que si xg satisface las condiciones reforzadas de Euler, Legendre y Jacobi, entonces xg es un
minimo débil estricto de (P). Adicionalmente a estas condiciones, si xy satisface la condicién reforzada de
Weierstrass, entonces xo es un minimo fuerte estricto de (P).

Recordemos que una region F en un espacio vectorial de dimensién finita es un conjunto abierto conexo.

3.87 Definicidn: Definimos un campo de Mayer F como una region F en el espacio-tx y una funcion
U:.F — R" tales que

(i) La funcién U es de clase C* en F.
(ii) La integral de Hilbert

I:= /{L(t, x,U(t,x))dt + Ly (t,z,U(t,x))(dx — U(t,x)dt)}
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es independiente de la trayectoria en F.

La integral I es de la forma
I= /P*(t,x)dz+Q(t,x)dt,

donde
P(t,z) = L;(t,z,U(t,z)) y Q(t,x):=L(tz Ut z))— Pt 2)U(t ).

A lo largo de arcos no paramétricos
v Hs)=s, a(s) (a<s<p)

que caen en F la integral I toma la forma

donde

L(t,z,z) == P*(t,x)T + Q(¢t, x).

Puesto que todo arco no paramétrico x en F minimiza a I en la clase de todos los arcos no paramétricos
que unen sus puntos finales, la ecuacion

0= —La(t,x(t), 2(t)) — La(t, 2(2), 2(t)
= %Li(a x(t), U(t,z(t)) — &*(t) Pu(t, (1)) — Qu(t, x(t)) (3.51)
= Lot (1), U 2(0) — Lt 2(6), Ut 2(6))) — [ (1) — U* (1, 2(6))]Por, 2(1)

se debe de cumplir a lo largo de dicho arco.

A lo largo de una solucién de la ecuacién
z(t) = U(t,x(t)) (3.52)
la ecuacién (3.51) se reduce a la ecuacién de Euler para L. Esto nos entrega el siguiente resultado.
3.88 Lema: Una solucidn x de la ecuacion diferencial (3.52) es un extremo de la integral
ty
1@;):/ L(t, 2(t), i(t))dt.
to

siempre que [to,t1] esté contenido en el dominio de x. Un arco x que satisface (3.52) serd llamado un
extremo del campo F. Si un arco admisible x es un extremo del campo F, entonces I(x) = I(z). A través
de cada punto de F pasa uno y solamente un extremo del campo.

3.89 Observacion: Como veremos mds adelante la utilidad principal de los campos de Mayer es que
su existencia nos entrega una herramienta fundamental para la obtencion de algunos teoremas que propor-
cionan condiciones suficientes para minimos locales débiles y fuertes del problema (P). Como observaremos
posteriormente no perderemos generalidad si la region F que involucra la definicion de un campo de Mayer
se escoge como F = B((to,&);€) UTo(zo;€)UB((t1,&1); €) para alguna € > 0 y xg un arco de clase C*, donde

To(zose) :={(t,x) e T x R" : |z — 20(t)] < €}.

Mds atun, dado un arco paramétrico



que cae en F, como podremos observar posteriormente no perderemos generalidad si suponemos que t° < t(s)
para toda s € [s1, s3], donde t° serd un punto que se encuentra a la izquierda de ty y que corresponde a una
extension de xg.

3.90 Teorema (Teorema fundamental de suficiencia): Sea x¢ admisible un extremo de un campo
de Mayer
F = B((to,%);€) U To(zo; €) U B((t1,&1)5 €)

para alguna € > 0. Supongamos que E(t,xz,U(t,x), &) > 0 para (t,x,2) con (t,x) € To(xo;€) y U(t,x) # &.
Entonces
I(x0) < I(x) para toda x admisible, x # xo, || — zollo <€,

esto es, Ty es un minimo estricto fuerte de (P).

Demostracion: Sea z admisible tal que |2 — x||p < €. Obsérvese que
I(x) = I(z) = I(x0).

Por hipétesis,

La igualdad se cumple sélo si
z(t) =U(t,z(t)) (teT).

Pero, puesto que & = z(tyg) = xo(to), entonces x = xy. Por lo tanto,
I(xg) < I(z) para toda x admisible, z # xg, ||z — zoljo < €. 1
3.91 Teorema (Teorema fundamental de suficiencia): Sea xy admisible un extremo de un campo

de Mayer
F = B((to,€0):€) U To(xos €) U B((t1,&1);€)

para alguna € > 0. Supongamos que E(t,z,U(t,x),2) > 0 para (t,x,2) € Ti(xo;€) y U(t,x) # . Entonces
I(x0) < I(x) para toda x admisible, x # xg, || — zol|1 <,

esto es, o es un minimo estricto débil de (P).

Demostracion: Sea x admisible tal que || — xo||1 < €. Obsérvese que
I(z) = I(x0) = I(x).

Por hipétesis,

La igualdad se cumple sélo si
z(t) =U(t,x(t)) (teT).

Pero, puesto que & = z(tg) = xo(to), entonces x = z. Por lo tanto,

I(zg) < I(x) para toda x admisible, x # g, ||z — zo|1 < €. 1

El Teorema 3.92 nos asegura que los campos de Mayer en realidad si existen. Especificamente, si xg
satisface las condiciones reforzadas de Legendre, Euler y Jacobi, entonces existe un campo de Mayer que
contiene a la grafica de xg. Este resultado combinado con los Teoremas 3.90 y 3.91 nos darédn las herramientas
necesarias para obtener los teoremas de suficiencia clasicos de la teoria del cédlculo de variaciones. La
demostracién del Teorema 3.92 se dard un poco mas adelante.
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3.92 Teorema: Sea xy admisible de clase C1. Si
a. Lz (t,xo(t),20(t)) >0 (t€T).
b. & Li(t, wo(t), d0(t)) = La(t, wo(t), 40(t)) (t € T).
c.céE (to,tl] = ¢ no es un punto conjugado a ty sobre xg.
Entonces x¢ es un extremo de un campo de Mayer F.

Sea S C R". Una vecindad de un conjunto S es un conjunto abierto que contiene a S. Una e-vecindad de S
es el conjunto de puntos que caen en una bola de radio € con centro en algin punto de S. Obsérvese que si
S C R" es un conjunto cerrado no vacio y f es una funcién real continua definida en una vecindad de S tal
que f(x) > m para toda = € S, entonces existe una vecindad N de S tal que f(z) > m para toda © € N. Si
S es compacto, entonces N puede ser reemplazada por una e-vecindad de S.

3.93 Lema: Sea O un subconjunto abierto de RY el cual es una vecindad de un conjunto compacto
K. Sea A(2): O — R™" una funcién continua tal que A(z) es una matriz simétrica para toda z € O. Sea

Q(zx) == (A(z)z,x) (2 €0,z € R").

SiQ(z;x) > 0 para x # 0 y para z € K, entonces existe una vecindad N de K, N C O, y un nimero positivo
m tal que la desigualdad
Q(z;x) > mlz|?

se cumple para v € R™ y z en N.

Demostracion: El conjunto de puntos (x,z) con || =1y 2z € K es un conjunto compacto en el que
Q(z; ) es positiva. Por continuidad, Q(z; ) es positiva en una vecindad de este conjunto, y en consecuencia
en un conjunto compacto de la forma

lz] =1, zeK. (e>0),

donde K. es la cerradura de una e-vecindad de K. El minimo m de Q(z;x) en este conjunto por lo tanto es
positivo. Entonces,

Q(z,ﬂ) >m (z#0,z € K,)

|x

de donde
Q(z; ) > mz|?

paratodax e R"y z€ N :=int K. 1
3.94 Lema: Sea xo € C'. Supongamos que
a. Lii(t,xo(t), o(t)) >0 (t€T).
b. Para alguna € > 0, E(t,x,2&,u) > 0 para (t,z,&,u) con (t,z,&) € T1(xo;€).

FEntonces,
E(t,z,&,u) >0 para (t,z,&,u) con (t,z,&) € Ti(xzos€) y & # u.

Demostracion: Por el Lema 3.93, podemos disminuir € > 0, si es necesario, de tal forma que
Supongamos que E(t,x,%,u) = 0 para alguna (¢,z,%,u) con (¢t,x,2) € Ti(zo;€) y u # &. Definamos
g:R" — R por g(v) := E(t,z,v,u). Claramente g(z) = 0 y en consecuencia g tiene un minimo local en

v = &. En consecuencia, 0 = ¢'(&) = —(u — &)* Lz (¢, ,2). Por (3.53), u = & lo cual es una contradiccién. 1
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El Teorema 3.95 es el teorema de suficiencia mas importante de la teoria clasica del cdlculo de variaciones
para minimos locales fuertes. Este teorema asegura que las condiciones reforzadas de Legendre, Euler,
Weierstrass y Jacobi son suficientes para un minimo fuerte estricto de (P).

3.95 Teorema: Sea xo admisible de clase C'. Supongamos que
a. Lz (t,zo(t),20(t)) >0 (t€T).
b & Lo (t, 20(t), d0(8)) = Lu(t, 20(t), d0(8)) (£ € T).
c. Para alguna € > 0, E(t,x,2,u) > 0 para (t,z,&,u) con (t,z,3) € Ti(xo;€).
d. ¢ € (to,t1] = ¢ no es un punto conjugado a ty sobre xg.

Entonces zg es un minimo fuerte estricto de (P).

Demostracion: Por el Teorema 3.92, ¢ es un extremo de un campo de Mayer
F = B((t0,€0):6) U To(wo; 6) U B((t1,&1);9)
para alguna § > 0. En virtud del Lema 3.94,
E(t,x,&,u) > 0 para (t,x,2,u) con (t,z,&) € Ti(xo;€) vy & # u.

Por la continuidad de U, si § > 0 se disminuye apropiadamente, los elementos (t,z,U(t,x)) caerdn en
T1i(zo; €) siempre que (t,z) € To(xo; ). Entonces,

E(t,z,U(t,x), &) > 0 para (t,z, &) con (t,z) € To(xo;9), U(t,z) # .
Por el Teorema 3.90,
I(z0) < I(z) para toda x admisible, x # xq, ||z — zollo < I,

esto es, zg es un minimo fuerte estricto de (P). I

El siguiente resultado que proporciona condiciones suficientes para minimos estrictos fuertes del pro-
blema (P) es una consecuencia inmediata de los Teoremas 3.95 y 3.83.

3.96 Corolario: Sea ¢ admisible de clase C'. Supongamos que
a. Lz (t,zo(t),20(t)) >0 (t€T).
b. L Li(t,xo(t),i0(t) = La(t,zo(t),0(t)) (t € T).
c. Para alguna € > 0, E(t,z,4,u) > 0 para (t,z,&,u) con (t,x, %) € Ti(xo;€).
d. I"(zp,y) >0 paray €Y, y #0.
Entonces xg es un minimo fuerte estricto de (P).

El Teorema 3.97 es el teorema de suficiencia mas importante de la teoria clasica del cdlculo de variaciones
para minimos locales débiles. Este teorema asegura que las condiciones reforzadas de Legendre, Euler y Jacobi
son suficientes para un minimo débil estricto de (P).

3.97 Teorema: Sea zo admisible de clase C'. Supongamos que
a. Lii(t,xo(t), o(t)) >0 (t€T).
b. L Li(t,xo(t),i0(t) = La(t,zo(t),20(t)) (t € T).
c. ¢ € (to,t1] = ¢ no es un punto conjugado a ty sobre xg.

Entonces xg es un minimo débil estricto de (P).
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Demostracion: Por el Teorema 3.92, 2y es un extremo de un campo de Mayer
F = B((t0,€0):6) U To(wo; 6) U B((t1,&1);9)
para alguna § > 0. Por (a) y el Lema 3.93, existen m, e > 0 tales que
(Lii(t,z,@)h,h) > mlh[* (b€ R", (t,2,4) € Ti(zo;€)).
Puesto que
Bt x4 u) = /01(1 — M{u =, La(t 5+ Alu — i) (u — #))dA,

se sigue que
E(t,x,&,u) > 0 para (t,z,2,u) con (t,z, &)y (t,z,u) en T1(xo;e€).

Por el Lema 3.94,
E(t,z,&,u) > 0 para (t,z,2,u) con (t,z,&)y (t,x,u) en Ti(xo;€), & # u.

Por la continuidad de U, si § > 0 es disminuida apropiadamente, los elementos (t,z,U(t,x)) caerdn en
T1i(zo; €) siempre que (t,z) € To(xo; ). Entonces,

E(t,z,U(t,z), &) > 0 para (t,z, &) € T1(z0;0), U(t,z) # .
Por el Teorema 3.91,
I(xg) < I(z) para toda x admisible, x # xq, ||z — 2zoll1 < 4,

esto es, xp es un minimo débil estricto de (P). I

El siguiente resultado que proporciona condiciones suficientes para minimos estrictos débiles del pro-
blema (P) es una consecuencia inmediata de los Teoremas 3.97 y 3.83.

3.98 Corolario: Sea x¢ admisible de clase C'. Supongamos que
a. Lz (t,zo(t),20(t)) >0 (teT).
b. & Li(t, wo(t), d0(t)) = La(t, wo(t), 40(t)) (t € T).
c. I'"(zg,y) >0 paray €Y, y #0.
Entonces xo es un minimo débil estricto de (P).

Los Lemas 3.99, 3.100 y 3.101 nos ayudaran a demostrar el Teorema 3.92. Como uno puede verificar
facilmente, estos lemas son una consecuencia directa de las Secciones 14 y 15.

3.99 Lema: Un extremo no singular xo es un miembro, para un valor vectorial 8 = By yt € T, de
una familia n-paramétrica de extremos

x(t, B)

los cuales pasan a través de un punto de la grifica de xo (o de una extension de xg). Las funciones x(t, 3)
y (¢, 8) son de clase C™~ ! si L es de clase C™ (m > 2).

3.100 Lema: Sea
x(t, B)

una familia n-paramétrica de extremos que pasan a través del punto inicial de xg, que contienen a xy para
un valor B = By, t € T, y tales que z(t,B) y @(t,B) son de clase C™ 1 si L es de clase C™ (m > 2). Un
punto ¢ es conjugado a t =ty sobre xy si y solo sic#ty y Ale,fo) =0, donde

AL, B) = |zp(t, B)I.

67



3.101 Lema: Si no existe un punto ¢ conjugado a t = tog sobre xg en (to,t1], entonces existe un punto
t° a la izquierda de ty en una extension de xo que no tiene ningin punto conjugado sobre x.

Demostracion del Teorema 3.92: Por simplicidad en la notacién, en la demostracién de este teorema
cuando nos refiramos a una extensién Ty de xg haremos el convenio de denotar a Zy simplemente como z.

Por (a), (b) y (c) del Teorema 3.92 y el Lema 3.101, existe un punto t° correspondiente a una extensiéon
de zg y que se encuentra a la izquierda de ty tal que

cE (to, t1] = ¢ no es un punto conjugado a t = t° sobre x.

Por (a) y (b) del Teorema 3.92, existe
x(t, B)

una familia de extremos que pasan por el punto (t°,2¢(t°)) y que contienen a g para los valores t € (9, ;]
y B = Bo. Por el Lema 3.100, el determinante

A(t, Bo) = lua(t, Bo)l # 0 (t € (°,t]).

Por los teoremas de la Seccién 14, sabemos que existe v > 0 tal que el dominio de las funciones z(t, 5) puede
ser extendido a la izquierda de ¢y y a la derecha de ¢; de tal forma que x(¢, 8) sigue siendo un extremo para
t€fto—7,t1+7], 8 € B(Bo;7), y x(t, Bo) es una extensién de xy que sigue estando sumergida en la familia
n-paramétrica de extremos x(t, ) que pasan por el punto (t°, z((t°)). Nétese que sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que t° € [ty — 7,11 +7].

Ahora definamos S := (to — v,t1 +v) X R" x B(8o;7v) vy F: S — R" por
F(t,ﬂj,ﬂ) = l’(t,ﬂ) —Z.

Notemos que S es un abierto de R x R" x R", F es continua en S y Fz: S — R"" dada por Fs(t,z,) =
xa(t, f) también es continua en S. Adicionalmente, si Ko := {(¢,z0(t)) |t € T} y g: Ko — R" la definimos
por

g(t,zo(1)) := Po,
entonces ¢ es continua en el compacto Ko, (¢, zo(t)) € Ko implica que (¢, xg
y |Fa(t,zo(t), Bo)| = |za(t, Bo)| # 0. Obsérvese ademés que Fi(t,z, ) = &(
continuas en S, es decir, F es de clase C! en S.

Por el Teorema 3.54, existen € € (0,7), F = B((to,%0);€) U To(zo; €) U B((t1,&1);€), y B: F — R"™ de
clase C! tales que

(t)aﬁO) € Sa F(tva(t)7ﬁ0) = 07
t76) y F'p(t7x7ﬂ) = 7In><n s01n

F(t,xz,8(t,x)) =0 ((t,z) € F)

si y solo si
z(t,B(t,z)) =2 ((t,x) € F). (3.54)

La funciéon
U(t,z) = z(t, B(t,x))

es la funcién pendiente de estos extremos y por el Lema 3.99, ésta es de clase C' en F. Nuevamente, sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que el punto (t°, zo(t")) pertenece a F.

Ahora consideremos un arco paramétrico continuo
X: t(s), X(s) (s1<s<s9)

en F y que tiene derivadas continuas a pedazos. Las funciones



determinan una familia uni-paramétrica de extremos
w(s): a(t,s) = a(t,B(s)) (1" <t<t(s)).
Por (3.54), obsérvese que
x(t(s), s) = x(t(s), B(s)) = x(t(s), B(t(s), X(5))) = X(s) (s1 < s < s2).

En consecuencia, es importante notar que los puntos finales de z(s) forman el arco X.
Utilizando las notaciones
dx := xs(t,s)ds, dx:=x(t,s)dt + ox,

y la ecuacién de Euler, no es dificil ver que la funcién

t(s)
F(s):=1(x(s)) = /t L(t,z(t,s),2(t, s))dt

0
es C! a pedazos en [s1, s3] y que su diferencial toma la forma
dF = L(t(s), z(t(s), s), &(t(s), s))dt

t(s)
+ /to {Lo(t,x(t,s), &(t,s))0x + Ly (t,x(t,s), 2(t, ) }dt
t(s)

+ /tt(S){ (;Li(t, x(t, 8, d(t, s))) ot 5)ds + Lot (1), (0,9) 500 S)ds}dt

ot
t(s) 8
aLi (t, z(t, ), (¢, 8))xs(t, s)dtds
tO

Integrando desde s; hasta s, se sigue que
F(s2) = F(s1) = I(x(s2)) — I(z(s1)) = I(X).
Ahora consideremos otro arco paramétrico continuo
X: #(s), X(s) (51 <s<359)
en F, que tiene derivadas continuas a pedazos y que satisface que
(£(3:), X (5,)) = (t(s5), X (8:)) (i =1,2). (3.55)

Las funciones ~ ~
t(s),  Bls):=Pt(s), X(5)) (51 <5< 35)

determinan una familia uni-paramétrica de extremos
z(s):  Z(t,s):=x(t,B(s)) (°<t<t
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Por (3.54), obsérvese que

z(t(s), ) = 2(t(s), B(s)) = x(t(s), B(E(s), X(5))) = X(s) (51 <5

Asi, los puntos finales de #(s) forman el arco X.
Utilizando las notaciones
0T := Zs(t,s)ds, dzx = z(t,s)dt + Iz,

y la ecuacién de Euler, no es dificil ver que la diferencial de la funcién

_ i(s) .
F(s) = I(@(s)):/t L(t, 2(t, s), @(t, s))dt

0]
toma la forma

dF = L(?(s),i(f(s),3),f(f(s),s))df

= L(i(s). X(s). U(£(s), X ( )
= L(t(s), X (s), U(H(s), X (s)))df .
+ Li(i(s), X (s), U(i(s), X ()))[dX — U((s), X ()i |

Integrando desde 5; hasta 5, se sigue que

F(52) — F(51) = I((52)) — I(

I
—
®|
-
N>
=
Il
~n
—
|
>

Por (3.55), para i = 1,2

Por (3.56), para i = 1,2

Por (3.57), para i =1,2

Por (3.57) y (3.58), para i = 1,2

de donde se obtiene que _ o
I(X) =I(X).

De esta manera, la integral I es independiente de la trayectoria en F. Il

(3.56)

(3.57)

(3.58)

3.102 Observacién: Notese que en la demostracion del Teorema 3.92 ha sido crucial la hipotesis
de que L sea de clase C? con respecto a todas sus variables t, x y . Por lo tanto, la técnica de campos de
Mayer nos permite aplicar los teoremas de suficiencia 3.95 y 3.97 inicamente cuando L es C? en todas sus

variables.

3.103 Observacién: Dado un arco xo a las condiciones (a), (b), (c) y (d) del Teorema 3.95 se les

conoce como las condiciones ‘reforzadas de Legendre, Euler, Weierstrass, y Jacobi’ respectivamente.

Vale

la pena mencionar que el reforzamiento de la condicion de Weierstrass no consiste en reemplazar la no
negatividad de la funcion exceso E dada en la condicion necesaria por su positividad asi como se lleva a cabo
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en la condicion reforzada de Legendre. De hecho, en el ejemplo siguiente demostramos que si un arco xg
satisface

a. Lz (t,zo(t),20(t)) >0 (t€T).

b. & Li(t,xo(t), 40(t)) = La(t, xo(t), i0(t) (t € T).

c. E(t,zo(t), zo(t),u) > 0 para (t,u) € T x R™, u # &o(t).
d. I"(xo,y) >0 paray €Y, y #0.

Entonces xg no necesariamente es un minimo fuerte de (P).

3.104 Ejemplo: Consideremos el problema (P) de minimizar

I(z) = /O (32(1) — 4a(0)dP (1) + 26 (1) Ve
sujeta a
(a) 2:[0,1] = R es C! a pedazos.
(b) 2(0) ==z(1) =0.

Eneste caso T =[0,1], n =1, & =& =0, y L(t, 2, @) = @2 — 423 + 2ti*. La ecuacién de Euler

%[255(15) — 122(t)3%(t) + 8ta3(t)] = —4@3(t) (te€T)

es satisfecha por el arco admisible z((t) =0 (¢t € T)) y por lo tanto 3.103(b) se verifica. Puesto que
Lii(t,zo(t),20(t)) =2 (t€T),

entonces, la condicién 3.103(a) también se cumple. Puesto que
E(t,z0(t), 40(t),u) = u? + 2tu?,

se tiene que x satisface la condicién 3.103(c). La segunda variacién de I a lo largo de ¢ estd dada por

1
I (20,y) = / 252 (1) dt
0

la cual es positiva para toda y € Y, y # 0. De esta manera, la condicién 3.103(d) también se cumple.

Para toda k, h > 0, consideremos los arcos a:Z: T — R definidos por

L L site(0,h],
(t) ={ 7 o

2e(1—t) site[h1].

Claramente, para toda k,h > 0, los arcos J:Z son admisibles. Ademas,

I(xﬁ)/oh[f;ﬁt}dﬂr/}:[(li)g + (1f4h>4(42t) dt

BOOR2 2 it
_ MR ).
R e A

Tenemos que |z} (t)| < k (t € T,k,h > 0). Para cada k fija se puede ver que I(z}) < 0 = I(zg) siempre
que h sea suficientemente pequena. En consecuencia, I no alcanza un minimo fuerte en el arco admisible xg
para el problema (P).
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19. Una propiedad de la funcién exceso de Weierstrass

En esta seccién presentamos una propiedad muy relevante de la funcién exceso de Weierstrass. Esta
propiedad se encuentra en el Teorema 3.105 y nos dice que si las condiciones reforzadas de Legendre y
Weierstrass son satisfechas alrededor de un arco C'!' a pedazos, entonces la funcién exceso de Weierstrass no
solo es estrictamente positiva si u # & como lo asegura el Corolario 3.94 sino que ademas dicha funcién exceso
estd acotada inferiormente por una proporcién de una funcién que es muy parecida a la funcién cuadrética
alrededor del cero y muy parecida a la funcién valor absoluto alrededor de —oo y +oc0.

Definamos V:R"™ — R por
Vie) = (1+[e[*)/? =1,
y notemos que para toda ¢ € R",
2
v <ty vig<p

3.105 Lema: Supongamos que xo:T — R"™ es C' a pedazos y que satisface
L Lii(t,zo(t), 2o(t) >0 (t€T).
ii. Para alguna € >0, E(t,x,2,u) > 0 para (t,z,&,u) con (t,z, &) € T1(xo;€).
Entonces existen §,h > 0 tales que, para toda (t,z,&,u) con (t,z,3) € Ti(xo;d),
E(t,z,z,u) > hV(u — ).
Demostracion: Por el Lema 3.93, existen €, hg > 0 tales que

<C, Li;i(t, x, LU)C> 2 h()|C|2

para toda ¢ € R" y toda (t,z,2) € T1(xo;€0). Supongamos que €y < €. Si (t,x,%) y (¢,2,u) pertenecen a
Ti(xo; €0), tenemos que

1
E(t,o:,g'c,u):/ (1= A — &, Laa(t 2, + Alu— &])(u — 2))dA > Lholu — &2,
0

Sea § > 0 tal que la cerradura de 71 (zo;0) esté contenida en Ti(xo;€0), y sea p > 0 tal que (t,z,& +¢) €
T1(zo;€0) para toda c € R" con |¢| < py (¢, z,2) € T1(xo;9).

Ahora, tomemos (t,z,&,u) con (t,z,&) € T1(xo;0). Si (t,x,u) € Ti(xo;€0), €l resultado se sigue con
h = hg, puesto que
E(t,x,&,u) > $holu — > > hoV (u — ).

Si (t,z,u) € Ti(xo;e0), sea k := |u — &|/p and ¢ := (u — &)/k, y observemos que |c|] = py k > 1. En
consecuencia,

E(t,z,&,u) =E(t,z,&,4 + kc)
=E(t,x,z+c, &+ kc) + kE(t,x, 2,2 +¢)+ (k— DE(t,xz,2 + ¢, &)
>kE(t,x,&,4 + c) > Skholc|* = $ho|c||ke| > 2hopV (ke) = $hopV (u — ).
El resultado se sigue eligiendo h = min{hg, hop/2}. 1
20. Lemas auxiliares

En esta secciéon demostraremos dos resultados auxiliares que al ser combinados con el Teorema 3.105
nos daran unas herramientas fundamentales para demostrar los teoremas de suficiencia que se presentan en
las Secciones 21, 22, 23 y 24.

Definimos
X :={x:T — R" | z es absolutamente continua en T},
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y definamos las funciones V:R" — R, D: X — R por

Vie):=1+[c>)Y? =1 y D(x):= V(m(to))+/1V(:'c(t))dt.

to

En los siguientes dos lemas, asumiremos que tenemos dadas una xy € X' y una sucesién {x,} en X tal que

lim D(z, —20) =0 y dy:=[2D(z, —x0)]"/? >0 (g€ N).

q— o0

Para toda ¢ € N y t € T, definimos
q(t) — wo(t)

Yq(t) = d,

Dadas una sucesién {u,} en L*(T;R"™) y ug € L'(T; R"), diremos que uy(t) — ug(t) casi uniformemente
en T, si dada € > 0, existe un conjunto medible S, C T con m(S,) < € tal que uq4(t) = uo(t) uniformemente
en T\ S..

3.106 Lema: FEuisten una subsucesion de {xq}, nuevamente denotada por {xq}, y yo € X con
o € L*(T;R™) tales que &4(t) — do(t) casi uniformemente en T, y,(t) — yo(t) uniformemente en T, y la
sucesion {y,} converge débil en L*(T;R™) a go.

Demostracion: Para toda ¢ € N y para casi toda ¢t € T', definamos
cq = [14 §V(wq(to) — wo(to))]'/?,

Wo(t) = [1+ 3V (g (t) — o (1))] /2.
Obsérvese que V(c)(2 + V(c)) = |¢|* para toda ¢ € R". Entonces para toda q € N,

‘yq(t0)|2 +/tl |yq(t)|2dt: 1
c; o W) '

0

Claramente, lim ¢, = 1. Por lo tanto, existe una subsucesién de {z,}, nuevamente denotada por {z,}, una
q—o0

7o € R" y una 0¢ € L*(T;R"™) tal que

t
lim Ya(to) = lim y,(to) = o,
q—)OO Cq q—)oo

{4/W,} converge débil en L?(T;R"™) a oy.
Ahora, definamos

yo(t) = / Jo(S)dS + Yo (t S T‘)7

to
y notemos que yo € X con o € L*(T; R") puesto que go(t) = oo(t) (c.s. en T).
Como para toda g € N, W2(t) > W,(t) > 1 (c.s. en T)), tenemos que

t1 t1
og/ W, (t) — l]dtg/ W2(t) — 1]dt < 1D(x, — o).
to to
Observemos también que
t1 11 t1
os/ [Wq(t)—u?dt:/ [Wf(t)—udt—z/ (W, (t) — 1]dt.
to to to
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De esta manera, |[W,u — ul|2 — 0 para toda v € L*(T; R"). Entonces,

i [ (e(t), u(t))dt = lim /t 1<$q(;t)),Wq(t)u(t)>dt: / o (1), u(t))dt

4= Jyo g—00 to

para toda u € L°(T;R"). Por lo tanto, {y,} converge débil en L*(T;R") a 9. Entonces, la sucesién
{yq} es equi integrable en T, lo cual implica que {y,} es equi-continua en 7. Puesto que para toda ¢ € N,

Uq(8)ds + y4(to) (t € T), deducimos que y,(t) — yo(t) uniformemente en T
to q q q

Sea z € X'y definamos W (t) := [L + 2V (i(¢))]'/? (c.s. en T). Observemos que

G 1 i)
W2(t)dt <t —to+iD(x) y dt < 2D(x).
t

, WS
Entonces,
t1 2
jel = ( |ac<t>|dt)
t1
< / [4(0) )( / W2(t) dt)
to to
< D(z )[Q(tl—to)—l—D
Consecuentemente,

qlggo £ — Zoll1 =0,

lo cual implica que existe una subsucesién de {&,}, nuevamente denotada por {z,}, tal que &4(t) — &o(¢)
casi uniformemente en 7. I

3.107 Lema: Sea S C T un conjunto medible, Ry € L>*(S;R"™") y {R,} una sucesion en
L>®(S;R™ ™). Si @4(t) — @o(t) uniformemente en S, Ry(t) — Ro(t) uniformemente en S, y Ro(t) > 0
(t € 8), entonces

mint | G4 (0) Ra(t)i ()t > [ oft). Bo(n(0)e.

q—o0 S

Demostracion: Recordando la definicién de W, dada en la demostracién del Lema 3.106, obsérvese
que como &4(t) — &o(t) uniformemente en S, entonces W, (¢) — 1 uniformemente en S. De esta manera,
para toda h € L?(S;R"),

lfm [ (44(t), h(t))dt = lim /S <114/;q > £), h(t))dt,

q—x Jg q—o0

esto es, {g,} converge débil en L*(S;R") a gjy. Puesto que Ro(t) >0 (t € S), la funcién

v /S (w(t), Ro(£)u(t))dt

es convexa en L?(S;R™) y puesto que ésta es fuertemente continua en L?(S;R™), entonces dicha funcién es
débilmente semicontinua inferior en L?(S;R™). De esta manera,

mint | G4 (0) Rolt)i ()t > [ (ioft). Bo(0)in(0)e.

q—o0

Como R,(t) — Ro(t) uniformemente en S, se sigue que

mint | G (0) Raf@)i ()t > [ {iofe), Ro(0n(0)d.

q—o0
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21. Una demostracién de suficiencia: minimos débiles

En esta seccion, el Teorema 3.108 da nuevas condiciones suficientes para un minimo débil estricto del
problema (P). Los rasgos principales del Teorema 3.108 son que el arco éptimo propuesto no es necesariamente
C' sino solamente esencialmente acotado y la condicién reforzada de Legendre tampoco es necesariamente
satisfecha sino unicamente la condicién necesaria correspondiente. Ademds, otra componente fundamental
del Teorema 3.108 es que éste puede detectar soluciones singulares. Adicionalmente, el Teorema 3.108 nos
dice que si un arco xg satisface sus condiciones, entonces no solo zp es un minimo estricto débil de (P), sino
que la diferencia entre los costos admisibles I(z) y el costo éptimo I(z() estd estimada por una proporcién
de una funcional que juega el papel del cuadrado de una norma.

Supongamos que tenemos dados un intervalo T := [to,t1] en R, dos puntos fijos &,&; en R”, y una
funcién L que mapea T X R" xR"™ a R, y denotemos por X al espacio vectorial de las funciones absolutamente
continuas que mapean T a R".

En esta seccién asumiremos que la funcién L es de clase C? con respecto a x y a2 en T x R” x R".
Consideremos el problema (P) de minimizar la funcional
t1
I(z) = / L(t,x(t), z(t))dt
to

sobre todas las € X con & € L*>(T;R") que satisfacen las restricciones

{ L(t,z(t),x(t)) es integrable en T.
z(to) = &0, x(t1) = &1

A los elementos de X les llamaremos arcos o trayectorias, y una trayectoria x es admisible si & €
L>(T;R") y ésta satisface las restricciones. Un arco x resuelve (P), si « es admisible e I(x) < I(y) para
todos los arcos admisibles y. Un arco x es un miénimo débil de (P), si x es admisible y para alguna e > 0,
I(z) < I(y) para todos los arcos admisibles y que satisfacen ||y — z||; < ¢, donde para toda x admisible,

2]l := llzllo + [[&[loc,

y como siempre ||z||o = sup,cr [2(t)].
Con el propésito de establecer el primer teorema de suficiencia de esta seccién, introduzcamos las
siguientes definiciones.

e Dadas x,zg € X, definimos
Z(t) = (t,x(t),2(t)) v Zo(t) == (t,x0(t),z0(t)) (c.s.enT).

e Para cualquier z € X con & € L*°(T;R"), y cualquier y € X, la primera variacidn de I a lo largo de
x en la direccion y estda dada por

I(z,y) = / Lo EO)y() + La(E®)g(0)}dr.

Ademés, si y € X con ¢ € L*(T;R"™), definimos la sequnda variacion de I a lo largo de  en la direccién y
por

ey i= [ 2ty

to

donde para toda (t,y,9) € T x R" x R",

2w(t,y,9) = (Y, Laa(E(1)y) + 2{y, Laa ((£))9) + (9, Lz (2(2))9)-
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e Definamos
Yi={yeX|yeL*(T;R"), y(to) =y(t) = 0}.

e La funcion exceso de Weierstrass de L, E: T x R®" — R, est4 dada por
E(t,z,&,u) := L(t,x,u) — L(t,z, &) — Ly (t,x, &) (u — &).

e Definimos las funciones V:R" — R, D: X — R por

ty

Via):=(1+a>)? =1 y D(x):=V(z(t))+ V (&(t))dt.

to

3.108 Teorema: Sea xy un arco admisible. Supongamos que existen dos numeros positivos h,e€, y

una constante ¢ € R™, tales que lo siguiente se satisface:
(i) Lz(t,zo(t),2o(t)) = ftto L. (s,20(s),Z0(s))ds + ¢* (c.s. enT).
(i) Lgz(t, zo(t),Zo(t)) >0 (c.s. en T).
(iii) I"(zo,y) > 0 para today € Y, y # 0.

(iv) [ E(t,x(t), do(t), @(t))dt > hD(z — zq) siempre que x sea admisible y ||z — zo||; < €.

to

Entonces, para alguna p,v > 0 y para todo arco admisible x con ||x — xol|1 < v, se tiene que

I(x) > I(xo) + uD(x - wo).

En particular, ¢ es un minimo estricto débil de (P).

Demostracion: La demostracién se hara por contraposicion, esto es, vamos a suponer que para toda

w,v > 0, existe un arco admisible x tal que

|z —2zolh <v e I(xz)<I(xo)+ puD(x—x0).

(3.59)

También, supondremos que (i), (ii) y (iv) del Teorema 3.108 son satisfechas, y vamos a obtener la negacién

de la condicién (iii) del Teorema 3.108.

Primero que todo, notemos que para toda x admisible,
I(z) = I(z0) + I' (20, x — x0) + K(z) + E()

donde

E(x) = 1 E(t,z(t), Zo(t), (t))dt,

to
t1

K(x):= [ {M(t,x(t)) + (&(t) — 2o(t), N (¢, z(t))) }dt,

to

y las funciones M y N estan dadas por
M(t,z) := L(t,z,20(t)) — L(Zo(t)) — L (Zo(2))(z — zo(t)),

N(t,a) = Li(t,a,d0(t)) — L (F0(1)).

Tenemos que,

M(t,z) = 5(z — xo(t), P(t,z)(x — z0(t)), N(t,2) = Q(t,z)(x — wo(t)),

donde
1
P(t,x) == 2/0 (1 = ALy (t, o(t) + M — 20(t)), o (t))dA,
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1
Qt,z) == /0 L (£, 20(8) + Az — 20 (1)), 0 (£))d.

Ahora, por (3.59), para toda ¢ € N existe z, admisible tal que
1
|lzg — xoll1 < 1/q, I(xq) — I(mo) < gD(xq — Zp). (3.61)

Consecuentemente, por la segunda desigualdad en (3.61),
dg == [2D(zg — 20)]'* >0 (g€ N),
y por la primera desigualdad en (3.61),

lim D(xq — xo) =0.

q—o0

Para toda t € T 'y ¢ € N, definamos
24(t) = 2o(t)

Yq(t) == d,

Por el Lema 3.106, existen una subsucesién de {x,}, nuevamente denotada por {z,}, y yo € X con gy €
L3(T;R™), tales que y,(t) — yo(t) uniformemente en 7', y la sucesién {g,} converge débilmente en L' (T; R™)
a yo.

Probemos que yg € Y, yo # 0 e I (x0,y0) < 0 con lo cual concluirfamos la demostracién del teorema.
El hecho de que yo(to) = yo(t1) = 0 se sigue de la definicién de y,, la admisibilidad de x, y puesto que
Yq(t) = yo(t) uniformemente en 7T'.

Para toda g € N, tenemos que

aim 2O 4 ), 1 o),
qlirr;o N(t7dxq(t)) = Liz(To(t))yo(t)

ambos uniformemente en 7'y, puesto que {g,} converge débil a gy en L'(T;R"),

Sl s [, LaaGotopiotenar (3.6

to

1qn Y
51" (20, 90) qll)fgo

Se tiene que

t1
>4 [ o0, Las (o)) o)t (5.69
En efecto, para casi todat € Ty ¢ € N,
1

22 Bt 2q(t), 0(), (1)) = 3 (Ua (1), Rg(t)3q(1))

donde
1
Ry(t) =2 / (1= AL (t, 2y (£), 0 (£) + Ay (£) — o(£)])dA.
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Claramente,

lim Ry(t) = Ro(t) := L43(Zo(t)) uniformemente en 7.

q—o0
Por el Teorema 3.108(ii), Ro(t) > 0 (c.s. en T), y de esta manera (3.63) se sigue del Lema 3.107. Ademds,
por el Teorema 3.108(i), se sigue que I'(zg,y) = 0 para toda y € X con y(ty) = y(t;) = 0. Con esto en
mente, (3.60), (3.61), (3.62) v (3.63),

I -1
11" (20, 90) < lim K@) iming EED _ g L8 —I(20)
q—oo  d? q—o0 . q—00 dg
Adicionalmente, si yy = 0, entonces
. ’C(xq) _
g =0

y en consecuencia, por el Teorema 3.108(iv),

1 < Jiminf £70 < g,

2 gq—00 d?]

contradiciendo la positividad de h. Il

El Corolario 3.109 es una consecuencia inmediata del Teorema 3.108. Es importante que el lector note
las similitudes del Corolario 3.109 y el Corolario 3.98.

3.109 Corolario: Sea x¢ un arco admisible C* a pedazos en T. Supongamos que existe una constante
c € R" tal que lo siguiente se satisface:

(i) Li(t, 2o (t), 30 (t) =[5 La(s,z0(s), do(s))ds + c* (t € T).
(i) Lis(t, xo(t), @0(t)) >0 (t € T).
(iii) I"(x0,y) > 0 para toda y € Y, y # 0.

Entonces, para alguna p,v > 0 y para todo arco admisible x con ||x — xol|1 < v, se tiene que
I(@) > I(@o) + uD(x — 20)-

En particular, ¢ es un minimo estricto débil de (P).

Demostracion: Por el Corolario 3.109(ii) y el Lema 3.93, podemos elegir € > 0 de tal forma que
Lii(t,x,2) >0 ((t,x,2) € Ti(zo;€)).

De esta manera, si (¢,x,4,u) es tal que (¢,z,4) y (¢, z,u) pertenecen a Ti(xo; €), entonces,
1
E(t,z,&,u) = / (1 =X {(u—2, Lz (t,x, & + Au — 2])(u — &))d\ > 0.
0
Por el Lema 3.105, disminuyendo € > 0 si es necesario, tenemos que existe h > 0 tal que

E(t,z,&,u) > hV(u — &)

para (t,z,&,u) con (t,x,%) y (¢t,z,u) en T1(xo;€). Por lo tanto, obtenemos que

/ "Bt 2(8), do(t), #(£))dt > hD(x — o)

to

siempre que z sea admisible y ||z — x¢||1 < €. La conclusién del corolario se sigue del Teorema 3.108. 1
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3.110 Observacién: Ndtese que como en la teoria cldsica, el Corolario 3.109 es aplicable para arcos
no singulares y que una de sus novedades principales es que el arco xy es C a pedazos y no necesariamente
C! en T. Algo que podria ser natural preguntarnos es si la positividad de la sequnda variacién sobre el
conjunto de variaciones admisibles no nulas se puede reemplazar por la condicion reforzada de Jacobi en
el Corolario 3.109. La respuesta no es sencilla puesto que la teoria de Jacobi depende fuertemente de la
hipdtesis de que xo sea C* en T. Sixg es C' en T en el Corolario 3.109, la respuesta a la misma pregunta
también puede ser complicada puesto que el Corolario 3.109 requiere que la sequnda variacion a lo largo
de x¢ sea positiva para todas las y € Y distintas de cero y la condicidn reforzada de Jacobi junto con (i)
y (ii) del Corolario 3.109 sdlo implican que la segunda variacion a lo largo de xq es positiva para todas
las variaciones admisibles no nulas que son C' a pedazos en T. Adicionalmente, ndtese que otra de las
ventajas del Corolario 3.109 es que si xq satisface todas sus condiciones, entonces I alcanza un minimo débil
estricto en xo en un conjunto mds amplio de arcos admisibles que el de los C' a pedazos, especificamente,
I alcanza un minimo débil estricto en xg en el conjunto de trayectorias admisibles absolutamente continuas
con deriwada esencialmente acotada.

22. Una demostracién de suficiencia: minimos fuertes

En esta seccién, el Teorema 3.111 da nuevas condiciones suficientes para un minimo fuerte estricto del
problema (P). Las componentes principales del Teorema 3.111 son que el arco 6ptimo propuesto no es nece-
sariamente C'! sino solamente esencialmente acotado y éste detecta soluciones singulares. Adicionalmente,
como lo hace el Teorema 3.108 la conclusion del Teorema 3.111 nos dice que la diferencia entre los costos
admisibles I(x) y el costo 6ptimo I(xg) estd estimada por una proporciéon de una funcional que juega el
papel del cuadrado de una norma.

Supongamos que tenemos dados un intervalo T := [tg,t1] en R, dos puntos fijos £y, &1 en R", y una
funcién L que mapea T xR" xR™ a R, y denotemos por X al espacio vectorial de las funciones absolutamente
continuas que mapean T a R™.

En esta seccién asumiremos que la funcién L es de clase C? con respecto a z v a ¢ en T x R" x R™.

Consideremos el problema (P) de minimizar la funcional

I(z) = / LG w(t), #(8)dt

to
sobre todas las x € X que satisfacen las restricciones

{ L(t,z(t),x(t)) es integrable en T.
z(to) = &0, z(t1) = &1

A los elementos de X les llamaremos arcos o trayectorias, y una trayectoria x es admisible si ésta satisface
las restricciones. Un arco admisible x resuelve (P), si I(z) < I(y) para todos los arcos admisibles y. Un arco
admisible z es un miénimo fuerte de (P), si para alguna ¢ > 0, I(x) < I(y) para todos los arcos admisibles y
que satisfacen ||y — x|/ < €, donde para toda z € X,

[£]lo = sup [z(#)].
teT

Con el propdsito de establecer el primer teorema de suficiencia de esta seccién, introduzcamos las
siguientes definiciones.

e Dadas x,zg € X, definimos
Z(t) := (t,z(t),z(t)) v Zo(t) := (t, zo(t),20(t)) (c.s.enT).

e Para cualquier x € X con & € L*(T;R"), y cualquier y € X, la primera variacion de I a lo largo de
x en la direccién y estd dada por

ty

I'(a,y) = [ {La(2()y(t) + La(2(t))5(t) }dt.

to
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Ademss, si y € X con ¢ € L*(T;R"™), definimos la sequnda variacion de I a lo largo de x en la direccién y
por

)= [ 2.0

to

donde para toda (¢,y,9) € T x R" x R",
20(t, Y, §) = (Y, Laa (Z(8))y) + 20y, Las (2(2))9) + (9, Laa (2(1)) )

e Definamos
YVi={yecX|yeL*T;R"), y(to) =y(t1) = 0}.

e La funcidn exceso de Weierstrass de L, E: T x R*" — R, est4 dada por

E(t,x,&,u) := L(t,x,u) — L(t,z, &) — Ly (t,x, &) (u — &).

e Definimos las funciones V:R"” — R, D: X — R por

ty

Via):=(1+ |a|2)1/2 —1 y D(x):=V(xz(ty)) +/ V(&(t))dt.

to

3.111 Teorema: Sea xg un arco admisible con &y € L>®°(T;R"). Supongamos que existen dos
nimeros positivos h, €, y una constante ¢ € R", tales que lo siguiente se satisface:

(i) Li(t, w0 (t), 30 (t) = [;. La(s,70(s), 0(s))ds + c* (c.s. en T).

(ii) Lz (t, xo(t),2o(t)) >0 (c.s. en T).

(iii) I"(zo,y) > 0 para toda y € Y, y # 0.

(iv) E(t,z(t), Zo(t), z(t)) >0 (c.s. en T) siempre que x sea admisible y ||z — zollo < €.

(v) j;tol E(t,z(t), 2o(t), #(t))dt > hD(x — zq) siempre que = sea admisible y ||z — zgllo < €.

Entonces, para alguna p,v > 0 y para todo arco admisible x con ||x — xollo < v, se tiene que
1) > I(zo) + pD(w — z0).
En particular, ¢ es un minimo estricto fuerte de (P).

Demostracion: La demostracién se hara por contraposicion, esto es, vamos a suponer que para toda
w,v > 0, existe un arco admisible x tal que

le —xollo <v e I(z)<I(zo)+ pD(x— x0). (3.64)

También, supondremos que (i), (ii), (iv) y (v) del Teorema 3.111 son satisfechas, y vamos a obtener la
negacién de la condicién (iii) del Teorema 3.111.

Primero que todo, notemos que para toda x admisible,
I(x) = I(zo) + I'(z0,2 — 20) + K() + E(2) (3.65)

donde "
E(x) ::/ E(t,z(t), zo(t), (t))dt,

to
ty

K(x):= [ {M(t,x(t)) + (&(t) — 20(t), N (¢, (1)) }dt,

to

y las funciones M y N estan dadas por
M(t,x) = L(t, 2, 40(t)) — L(Zo(t)) — La(Zo(t))(x — 20(t)),

80



N(t,z) = L;(t, x,20(t)) — L5 (Zo(t)).

Tenemos que,

M(t,x) = 3(z — zo(t), P(t,2)(z — z0(t))), N(t,z) = Q(t, x)(z — o(t)),

donde
1

P(t,ll?) = (1 — )\)Lzm(t,l’o(t) + )\(513 — I’Q(t)),l’o(t))dA,

S—

1
Qlt,z) = / Laa(t, 20(t) + Az — 20(£)), di0 (£))dA.
0
Demostremos primero que existe ¢; > 0 tal que, para toda x admisible con ||z — zgl|o < 1,
K(@)] < erlla — zollofl + D(z — o)) (3.66)

En efecto, por el hecho de que &y € L (T;R"), para algunas constantes o,k > 0 y toda x admisible con
lx — xollo < 1, tenemos que para casi toda t € T,

[M(#, x(t) + (2(t) — @o(t), N (¢, z(1)))]
= [{x(t) — @0 (t), 3 P(t, 2(t)) (x — zo(t)) + Q" (¢, () ((t) — Fo(t)))]
< | (t) — 2o () (5P, x())||2(t) — zo(t)| + Q" (¢, x(1)) |2 (t) — o (t)])
< afz(t) — zo(t)|(Jx(t) — o (t)] + [&(t) — o (£)])
< kla(t) — wo(8)|(J(t) — zo(t)[* + () — o (t)*)"/?
< kl(t) = 2o(D)|(1 + |&(t) — do (1))

Definamos ¢; := méx{k, k({1 — to)}. Entonces, para toda z admisible con ||z — zgllo < 1,

K (@)] < erlle - wollo / 1+ V(@) — o)t < ez — wollo[L + D(w — o))

to

y por lo tanto (3.66) se cumple.
Ahora, por (3.64), para toda ¢ € N existe z, admisible tal que

, 1
Iy ~ wolly < min{e.1/a}.  I(a,) ~ I(xo) < Dl - a0). (3.67)
Consecuentemente, por la segunda desigualdad en (3.67),
dy = [2D(z4 — 20)]'/?* >0 (g €N).

Por el Teorema 3.111(i) se sigue que I'(xg,y) = 0 para toda y € X con y(tp) = y(t1) = 0. Con esto en
mente, por (3.65), el Teorema 3.111(v), (3.66) y la primera desigualdad de (3.67),

I(zq) = I(z0) = K(z4) + E(x4) > —c1l|vg — 20l0 + D(2g — T0) (R — C1]lzg — T0[0)-

Por (3.67), obtenemos que

y en consecuencia,



Para todat € T'y ¢ € N, definamos
24(t) = 20(1)

Yq(t) == d,

Por el Lema 3.106, existen una subsucesién de {z,}, nuevamente denotada por {z,}, y yo € X con gy €
L*(T;R"), tales que y,(t) — yo(t) uniformemente en 7, y la sucesién {g,} converge débilmente en L*(T; R")
a yo.

Probemos que yg € Y, yo # 0 e I (x0,y0) < 0 con lo cual concluirfamos la demostracién del teorema.
El hecho de que yo(to) = yo(t1) = 0 se sigue de la definicién de y,, la admisibilidad de x, y puesto que
Yq(t) = yo(t) uniformemente en 7T'.

Para toda ¢ € N, tenemos que

aim ML) 4 ), 1 o0,
aim ML) o)t

q

ambos uniformemente en 7'y, puesto que {g,} converge débil a g en L*(T;R"),

. K E ; .
4 Goo) = Jim B84 [ 00(0), Lastaote)intoye (3.69)
> q to
Se tiene que,
- E(Tg) 1 no ~ .
liminf 22 > 1 / (o), L (0 (£) )it (1)) . (3.69)
g— o0 dq to

En efecto, por el Lema 3.106, podemos escoger S C T medible tal que @4(t) — ©o(t) uniformemente en S.
Ademsés, para todat e Sy qge N,

%E(t,xq(t),io(t)viq(t)) = 5(9q(t), Rq(t)94(2))

q

donde
R,(t) := 2/0 (1 = X)L (t, xq(t), 2o (t) + Nzg(t) — 2o (t)])dA.

Claramente,
lim R,(t) = Ro(t) := Li3(Zo(t)) uniformemente en S.

q—o0

Por el Teorema 3.111(ii), Ro(t) > 0 (t € S). Ademds, por el Teorema 3.111(iv), y el Lema 3.107, hay una
subsucesién de {z,}, nuevamente denotada por {z,}, tal que

1fminf5$“;) >4 /S (Do(t), Lii(0(t))o(t))dt.

q—o0

Puesto que S se puede escoger de tal forma que difiera de T por un conjunto de medida arbitrariamente
pequena, y la funcién
t = (Yo(t), Laa(To(t))o(t))
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pertenece a L'(T;R), esta desigualdad se cumple cuando S = T y esto establece (3.69). Entonces, por
(3.65), (3.67), (3.68) v (3.69),

K & 1
11" (20,90) < lim M —l—h’minfM = lim inf (zq) (o) <0
2 g—oo  d? q—o0 3 g—o0 dg
Adicionalmente, si yo = 0, entonces
. K(zg)
qlggo az 0
y en consecuencia, por el Teorema 3.111(v),
&
%<mw(?ga
q—oo  dg

contradiciendo la positividad de h. Il

El Corolario 3.112 es una consecuencia inmediata del Teorema 3.111. Es importante notar las similitudes
del Corolario 3.112 y el Corolario 3.96.

3.112 Corolario: Sea x¢ un arco admisible C' a pedazos en T. Supongamos que existe € > 0 y una
constante ¢ € R” tal que lo siguiente se satz’sface:

(i) Li(t,zo(t fto (s,xo(s), &o(s))ds +c* (t €T).
(ii) Lm(t,xo(t), ( ))>0(te T)-

(i) E(t,z,&,u) > 0 para (t,z,&,u) con (t,x,%) € Ti(zo;€).
(iv) I"(zg,y) > 0 para toda y € Y, y # 0.

Entonces, para alguna p,v > 0 y para todo arco admisible x con ||x — xgllo < v, se tiene que
I(z) > I(xo) + pD(x — x0).

En particular, xog es un minimo fuerte estricto de (P).

Demostracion: Por el Lema 3.106, el Corolario 3.112(ii) y (iii), disminuyendo € > 0 si es necesario,
existe h > 0 tal que
E(t,z,&,u) > hV(u— )

para (t,z,&,u) con (t,x,%) € Ti(xo;€). Por lo tanto, E(t,x(t), &o(t),&(t)) >0 (cs.en T) y

/Em Jio(t), #(t))dt > hD(x — wo)

siempre que x sea admisible y ||x — z¢||o < €. La conclusién del corolario se sigue del Teorema 3.111. 1

3.113 Observacion: Como en la Observacion 3.110, obsérvese que en el Teorema 3.111 y en el
Corolario 3.112, si xg satisface todas sus condiciones, entonces I alcanza un minimo fuerte estricto en xg
en un conjunto mds amplio de arcos admisibles que el de los C' a pedazos, especificamente, I alcanza un
minimo fuerte estricto en xo en el conjunto de trayectorias admisibles absolutamente continuas.

23. Una demostracién de suficiencia para problemas isoperimétricos: minimos débiles

En esta seccion el Teorema 3.114 nos entrega nuevas condiciones suficientes para un minimo débil de un
problema que tiene restricciones isoperimétricas con igualdades. Puesto que un problema isoperimétrico, en
general, no se puede transformar en un problema de Lagrange como el problema (P) sin restricciones como
el que hemos estudiado mayormente en este trabajo, el Teorema 3.114 amplia el rango de aplicabilidad de la
teoria del cédlculo de variaciones. Nuevamente, como en la Seccién 21, el Teorema 3.114 detecta soluciones
singulares y los minimos débiles no solo son estrictos sino que la desviacién entre costos admisibles y costos
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Optimos estd estimada por la funcional D cuyo papel es muy similar al cuadrado de la norma del espacio de
Banach L'(T;R").

Supongamos que tenemos dados un intervalo T := [t, t1] en R, dos puntos fijos &y, &1 en R", funciones
L,Ly,...,L, que mapean T' x R" x R"™ a R, y denotemos por X al espacio vectorial de las funciones
absolutamente continuas que mapean 7' a R".

En esta seccién asumiremos que las funciones L, L, ..., L, son de clase C? con respecto a = y a & en
TxR"xR"

Consideremos el problema isoperimétrico (P) de minimizar la funcional

I(z) = / Lt (0, (1))t

to
sobre todas las x € X con & € L*>(T;R"™) que satisfacen las restricciones

L(t,x(t),x(t)), Li(t,z(t),2(t)) son integrablesen T (i =1,...,r).
{E(to) = 502 {E(tl) = 51.
Ii(x) : "Lt x(t),2(t)dt =0 (i =1,...,7).

= to

A los elementos de X les llamaremos arcos o trayectorias, y una trayectoria = es admisible si & €
L>°(T;R"™) y ésta satisface las restricciones. Un arco z resuelve (P), si x es admisible e I(z) < I(y) para
todos los arcos admisibles y. Un arco x es un miénimo débil de (P), si x es admisible y para alguna € > 0,
I(z) < I(y) para todos los arcos admisibles y que satisfacen ||y — z||1 < e.

Con el propdsito de establecer el primer teorema de suficiencia de esta seccion, introduzcamos las
siguientes definiciones.

e Dadas z,zo € X, definimos
Z(t) :== (t,z(t),z(t)) v Zo(t) := (t, zo(t),z0(t)) (c.s.enT).

e Dados r numeros reales \q,..., A, consideremos la funcional I definida para todo arco admisible x
por

to

Io(z) = I(z)+ Y _ Nli(x) = / 1 Lo(&(t))dt,

donde Ly: T x R™ x R™ — R estd dada por

Lo(t, 2, @) := L(t,z,&) + Y _ MiLi(t,z, &).
1

e Decimos que un arco C! a pedazos zq es no singular si |Log:(t, zo(t), 40(t))| # 0 para toda t € T.
e Para cualquier x € X con & € L*°(T;R"), y cualquier y € X, la primera variacionde I; (i =0,1,...,r)
a lo largo de x en la direccién y estd dada por

ty

Ii(x,y) o= | {Li(@()y(t) + Lia(2(t))5(t) }dt.

to

Ademds, si y € X con y € L?(T;R"), definimos la segunda variacién de Iy a lo largo de x en la direccién y
por

Be) = [ 2ty o)
donde para toda (t,y,9) € T x R" x R",
2wo(t,y,9) := (Y, Loaa (Z(£))y) + 2(y, Loai (2(£))9) + (9 Losa (2(2))5)-
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e Dada z € X, definamos a Y(x) como el conjunto de todas las y € X con y € L?(T;R"™) que satisfacen
y(to) =y(t1) =0 e I(z,y)=0(G=1,...,r).
e Las funciones exceso de Weierstrass de L; (i =0,1,...,7), E;:T x R?" - R, estdn dadas por
E;(t,x,&,u) := L;(t,z,u) — L;(t,x,&) — Liz(t,x,2)(u — I).

e Definimos las funciones V:R"” — R, D: X — R por

V(a):=(1+ |a|2)1/2 —1 y D(x):=V(z(ty)) —|—/ 1 V(z(t))dt.

to

3.114 Teorema: Sea xy un arco admisible. Supongamos que existen dos numeros positivos h, e, una
constante ¢ € R", y multiplicadores A1, ..., A\, tales que si

Lo(t,l',z.) = L(t,{l),l’) + ZAlLl(taz7$)7
1

lo siguiente se satisface:

(i) Losz(t,20(t), 0(t)) = ftt) Lox(s,20(8),20(s))ds + ¢* (c.s. en T).

(11) LOd;:b(t,l'o(t),i'o(t)) 2 0 (C.S. en T)

(iil) 1§ (xo,y) > 0 para toda y € Y(xo), y # 0.

(iv) tzl Eo(t,z(t), 2o(t), z(t))dt > hD(x — x¢) siempre que x sea admisible y ||z — x| < €.

(v) :01 Eo(t, z(t), zo(t), (t))dt > hl fttol Ei(t,x(t), zo(t), (t))dt] (i =1,...,7) siempre que T sea admi-
sible y ||z — xoll1 < €.

Entonces, para alguna p,v > 0 y para todo arco admisible x con ||x — xgl|1 < v, se tiene que
I(z) > I(xo) + pD(x — x0).

En particular, xog es un minimo estricto débil de (P).

Demostracion: La demostracién se hara por contraposicion, esto es, vamos a suponer que para toda
w,v > 0, existe un arco admisible x tal que

|l —xolh <v e I(z)<I(zo)+ pD(x— x0). (3.70)

También, supondremos que (i), (ii), (iv) y (v) del Teorema 3.114 son satisfechas, y vamos a obtener la
negacién de la condicién (iii) del Teorema 3.114. Primero que todo, obsérvese que como I(x) = Ip(z) para
toda x admisible, entonces (3.70) implica que para toda u,v > 0, existe 2 admisible con ||z — x|y < v e

Io(x) < I()(LL'()) + /LD(LL‘ — {L‘o). (371)
Ahora notemos que para toda x admisible y para toda i =0,1,...,r,
Ii(x) = Ii(x) + Il (w0, 7 — mo) + Ki(z) + Ei(x) (3.72)
donde .
&)= [ Bt do(t), 50,
to
ty
Ki(x) = [ {M(t,2(t)) + (&(t) — Lo(t), Ni(t, z(t))) }dt,
to
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y las funciones M; y N; estan dadas por
Mi(t, 33) = Li(t, Z, xo(t)) - Lz(i‘o(t)) — Lm(.ffo(t))(x — J)o(t)),
Nilt,@) = Liy(t,, v (£)) — Ly (Fo(0)).
Tenemos que para toda i =0,1,...,r,
Mi(t,@) = Lo — wo(t), P(t,2)(@ — w0(D))s Nilt ) = Qult 2)(@ — ao(t)),
donde )
Pi(t,z) = 2 /0 (1= \) Liwa (£, 20(£) + Az — 0(8)), 0 (£))d,

Qi(t,z) = /0 Lisa(t, 20(8) + A& — 20(8)), 0 (£))dA.

Ahora, por (3.71), para toda ¢ € N existe z, admisible tal que
. 1
lzg — zoll1 < minfe, 1/q}, Io(zq) — Io(zo) < aD(azq — Zp). (3.73)

Consecuentemente, por la segunda desigualdad en (3.73),
dy = [2D(z4 — 20)]*?* >0 (g€ N),
y por la primera desigualdad en (3.73),

lim D(xzq — x0) =0.

q—r 0

Para toda t € T 'y ¢ € N, definamos
zq(t) — o(t)

Yyq(t) == d,

Por el Lema 3.106, existen una subsucesién de {x,}, nuevamente denotada por {z,}, y yo € X con gy €
L3(T;R™), tales que y,(t) — yo(t) uniformemente en 7', y la sucesién {g,} converge débilmente en L' (T; R™)
a yo.

Probemos que yo € Y(x0), Yo # 0 e I (z0,y0) < 0 con lo cual concluirfamos la demostracién del teorema.
El hecho de que yo(to) = yo(t1) = 0 se sigue de la definicién de y,, la admisibilidad de x, y puesto que
Yq(t) = yo(t) uniformemente en 7T'.

Para toda g e Nei=0,1,...,r, tenemos que
Nuevamente, por el Lema 3.106, para toda ¢ =0,1,...,r,
Jim, 20D = 3 0001, L o 1) (1),
ti S 1 ottt

todos uniformemente en T y, puesto que {,} converge débil a 9y en L' (T;R™),

. K h - .
%Ig(xo, yO) = qlgn Oéfq) + %/ <y0(t), Loii(xo(t))yo(t»dt. (374)
e q to
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Se tiene que,

limnf ‘%fgq) >1 /tol<yo<t>,LM@o(t»y@(t»dt. (3.75)

En efecto, para casi todat € T'y ¢ € N,

Bt 24 (8) 0(t), (1)) = 30 (0) R (1) ()

donde
R,(t) := 2/0 (1 = N)Loss(t, xq(t), To(t) + AlZq(t) — 2o(t)])dA.

Claramente,

lim R,(t) = Ro(t) := Los3(Zo(t)) uniformemente en T'.

q—o0
Por el Teorema 3.114(ii), Ry(t) > 0 (c.s. en T), y de esta manera (3.75) se sigue del Lema 3.107. Adem4s,
por el Teorema 3.114(i), se sigue que I)(zg,y) = 0 para toda y € X con y(tg) = y(t1) = 0. Con esto en
mente, (3.72), (3.73), (3.74) y (3.75),

K & I — I
%16/(x07y0) < lim 70(30(1) + lim inf 70(2(1) = lim inf —O(xq)dZ (o) <0.
q—o0 q—o0 q q—o0 q
Adicionalmente, si yy = 0, entonces
tim Ko@) _
qg—oo  d2
a
y en consecuencia, por el Teorema 3.114(iv),
&
1, < 1iminf 22 <
2 q—00 d?]
contradiciendo la positividad de h.
El teorema estard demostrado si establecemos que
I(zo,y0) =0 (i=1,...,7).
Para obtener este resultado, observemos primero que por el Lema 3.106,
Ki K .
i ) g Ko@) g ) (3.76)
q—o0 dq q—o0 q

Con esto en mente, por el Teorema 3.114(i), (3.72) y (3.73),

Io(zg) — I
0> limsup 280 = 0@0) _ g, o, E0lza)

q—00 dq q—00 q

Por la primera desigualdad en (3.73) y el Teorema 3.114(iv), para toda ¢ € N, &y(z4) > 0, y por lo tanto

lim £ _
q—o0 q
y en consecuencia, por el Teorema 3.114(v),
, gl(xq) _ .
qlgrolo i =0 (i=1,...,7). (3.77)



Puesto que I;(xq) = L;i(zo) =0 (i =1,...,r), tenemos por (3.72), (3.76) y (3.77),

0= lim I/(z0,y,) + lim Kilz,) + lim bilzg) _ lim I/(zo, yq),
q—00 q—00 q q—00 q q— 00

para toda ¢ =1,...,r. En virtud del Lema 3.106,

0= lim I[(zo,yq) = I}(z0,y0) (i=1,...,7).1
q— o0

El Corolario 3.115 da condiciones suficientes para extremos no singulares del problema (P) de esta
seccién. Cabe sefialar que el arco éptimo propuesto no es necesariamente C! sino tinicamente C* a pedazos
en T, en contraste, con todos los teoremas de suficiencia clasicos que obtuvimos en la Seccién 18.

3.115 Corolario: Sea x¢ un arco admisible C' a pedazos en T. Supongamos que existen dos niimeros
positivos h, €, una constante c € R", y multiplicadores A1, ..., \, tales que si

LO(tamax’) = L(tvxax) + ZAle(tax7m)7
1

lo siguiente se satisface:
(1) Loa(t,zo(t), 20(t)) = ftto Loz (s,20(s),Zo(s))ds +c* (t€T).
ii) Loga(t xo(t), #o(t)) >0 (t€T).

(i
(iil) I (zo,y) > 0 para toda y € Y(xo), y # 0.

(iv) [ Bo(t, a(t), @0 (t), &(t))dt > h| [* Ei(t, x(t), d0(t), &(t))dt| (i =1,...,7) siempre que = sea admi-
sible y ||z — xol|1 < e.

Entonces, para alguna p,v > 0 y para todo arco admisible x con ||x — xol|1 < v, se tiene que
I(z) > I(xo) + pD(x — xo).

En particular, o es un minimo estricto débil de (P).

Demostracion: Por el Corolario 3.115(ii), podemos disminuir € > 0 tal que
L()j:j;(t, x, (,C) >0 ((t, x, 1‘) € 7-1(.%'0; E))

De esta manera, si (t,x, 2, u) es tal que (t,x,%) y (¢, z,u) pertenecen a T (zo; €), entonces,
1
Eolt,z, i u) / (1= N — &, Loss(t, 2, & + Au— @) (u — #))dA > 0.
0

Por el Lema 3.105, disminuyendo € > 0 si es necesario, tenemos que existe hg > 0 tal que
Eo(t,z,&,u) > hoV(u— &)

para (t,x,Z,u) con (t,x,z) y (t,x,u) en Ti(zg;€). Si es necesario, disminuimos al nimero positivo h dado
en la condicién (iv) del Corolario 3.115 de tal forma que h sea igual que hg y obtenemos que
t1
Eo(t,z(t),zo(t), z(t))dt > hD(x — x0)

to

siempre que x sea admisible y ||x — z¢||1 < €. La conclusién del corolario se sigue del Teorema 3.114. 1
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24. Una demostracién de suficiencia para problemas isoperimétricos: minimos fuertes

En esta seccién el Teorema 3.116 nos entrega nuevas condiciones suficientes para un minimo fuerte
estricto del problema isoperimétrico (P). Nuevamente, una de las propiedades més importantes del Teorema
3.116 es que éste detecta soluciones singulares.

Supongamos que tenemos dados un intervalo T := [tg, t1] en R, dos puntos fijos &y, &1 en R", funciones
L,Ly,...,L, que mapean T x R" x R" a R, y denotemos por X al espacio vectorial de las funciones
absolutamente continuas que mapean 7' a R".

En esta seccién asumiremos que las funciones L, L, ..., L, son de clase C? con respecto a £ y a & en
TxR"xR"

Consideremos el problema isoperimétrico (P) de minimizar la funcional

I(z) = / Lt 2(t), (1)) dt

to
sobre todas las x € A que satisfacen las restricciones

L(t,x(t),&(t)), L;(t,z(t),2(t)) son integrablesen T (i =1,...,r).
z(to) = o, z(t1) =&
() == [ Li(t, (), 2(t))dt =0 (i =1,....7).

A los elementos de X les llamaremos arcos o trayectorias, y una trayectoria x es admisible si ésta satisface
las restricciones. Un arco admisible = resuelve (P), si I(x) < I(y) para todos los arcos admisibles y. Un arco
admisible x es un miénimo fuerte de (P), si para alguna ¢ > 0, I(x) < I(y) para todos los arcos admisibles y
que satisfacen |ly — z[[o < e.

Con el propésito de establecer el primer teorema de suficiencia de esta seccién, introduzcamos las
siguientes definiciones.

e Dadas x,zg € X, definimos
Z(t) := (t,z(t),z(t)) v Zo(t) := (t, zo(t),z0(t)) (c.s.enT).

e Dados r numeros reales \q,..., A, consideremos la funcional I definida para todo arco admisible x
por

Io(z) = 1I(z)+ Y _ Nili(z) = / 1 Lo(&(t))dt,

donde Lg: T x R" x R"™ — R estd dada por

Lo(t,x, &) := L(t,z, &) + Z NLi(t, @, &).
1

e Para cualquier z € X, y cualquier y € X, la primera variacién de I; (i = 0,1,...,7) a lo largo de =
en la direccién y esta dada por

I(z,y) == / A Laa (E(0)y() + Lus (3(0)i () .

Ademss, si y € X con § € L*(T; R"), definimos la sequnda variacion de Iy a lo largo de x en la direccién y
por

ey i= [ 2oty 9(0)i

to
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donde para toda (t,y,9) € T x R" x R",
2wo(t, ¥, 9) = (Y, Loax (2(1))y) + 2(y, Lows (2(£))) + (9 Loaa (£(1))Y)-
e Dada z € X, definamos a Y(x) como el conjunto de todas las y € X con g € L?(T;R"™) que satisfacen
y(to) =y(t1) =0 e I(z,y)=0@G=1,...,7).
o Las funciones exceso de Weierstrass de L; (i =0,1,...,r), E;:: T x R — R, estén dadas por
E;(t,z,&,u) := L;(t,z,u) — L;(t, x, &) — Liz (¢, z, &) (u — &).

e Definimos las funciones V:R"™ — R, D: X — R por

Via):=1+1a)Y? =1 y D(x):=V(zt)) —|—/ 1 V(z(t))dt.

to

3.116 Teorema: Sea xg un arco admisible con &g € L>®°(T;R"). Supongamos que existen dos
nimeros positivos h, €, una constante ¢ € R, y multiplicadores A1, ..., \. tales que si

Lo(t,z,&) == L(t,z,&) + > _ NiLi(t,z, &),

lo siguiente se satisface:

(i) Loz (t, zo(t), 20(t)) = j;fi Loy (s,20(8),20(s))ds + c* (c.s. enT).

(ii) Loga(t, zo(t),2o(t)) >0 (c.s. en T).

(i) I (zo,y) > 0 para toda y € Y(xo), y # 0.

(iv) Eo(t, z(t), Zo(t), £(t)) > 0 siempre que x sea admisible y ||z — zollo < €.

(v) :01 Eo(t,x(t), zo(t), (t))dt > hD(x — xg) siempre que x sea admisible y ||x — xollo < €.

(vi) ttol Eo(t,xz(t),2o(t), & (t))dt > h| f s(ta(t),do(t),2(¢)dt] (i=1,...,7) siempre que x sea admi-
sible y ||l — xollo < €.

Entonces, para alguna p,v > 0 y para todo arco admisible x con ||x — xollo < v, se tiene que
I(z) > I(xo) + pD(x — x0).

En particular, xo es un minimo fuerte estricto de (P).

Demostracion: La demostracién se hara por contraposicion, esto es, vamos a suponer que para toda
w, v > 0, existe un arco admisible z tal que

e —xzollo<v e I(z)<I(xg)+ puD(x— xo). (3.78)

También, supondremos que (i), (ii), (iv), (v) y (vi) del Teorema 3.116 son satisfechas, y vamos a obtener la
negacién de la condicién (iii) del Teorema 3.116. Primero que todo, obsérvese que como I(x) = Iy(z) para
toda x admisible, entonces (3.78) implica que para toda u,v > 0, existe 2 admisible con ||z — xollo < v e

Iy(z) < In(zo) + pD(x — ). (3.79)
Ahora, notemos que para toda x admisible y para todai=0,1,...,r,
Ii(x) = Li(xg) + Il (w0, 2 — xo) + Ki(z) + Ei(x) (3.80)
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donde "
&@r:/ But, e(t), o (1), &(0))dt,

to

Ki(z) := /ttl{Mi(t,x(t)) + (& (t) — @o(t), Ni(t, z())) }dt,
y las funciones M; y N; estan dadas ;or
M;(t, ) == Li(t,x, &0(t)) — Li(Z0(t)) — Lia(Zo(t))(z — z0(t)),
Ni(t, ) = Lz (t, 2, 30(t)) — Lz (Zo(t)).
Tenemos que para toda i = 0,1,...,7,
Mi(t,z) = 3{x — zo(t), Pi(t, @) (2 — z0(t))),  Ni(t,x) = Qi(t,z)(z — wo(t)),

donde
1
Pi(t,x) := 2/0 (1 = N Liga (t, 20(t) + Mz — x0(t)), 2o (t))dA,

1
Qultsa) = [ Lusalto(t) + Alw — o(t)) () A
0
Como se hizo en la Seccién 22, escojamos ¢; > 0 tal que para toda x admisible con ||z — zgllo < 1,

IKo(2)| < crl|lz — zollo[1 + D(x — 20)]. (3.81)

Ahora, por (3.79), para toda ¢ € N existe x4, admisible tal que
. 1
lzg — xollo < min{e, 1/q}, Io(zq) — In(zo) < gD(xq — Zp). (3.82)

Consecuentemente, por la segunda desigualdad en (3.82),
dy = [2D(z, — 20)]*/?* >0 (g€ N).

Por el Teorema 3.116(i) se sigue que Ijj(zo,y) = 0 para toda y € X con y(ty) = y(t1) = 0. Con esto en
mente, por (3.80), el Teorema 3.116(v), (3.81) y la primera desigualdad de (3.82),

Io(zq) — Io(z0) = Ko(xg) + Eo(7g) > —c1llzg — zollo + D(xq — 20)(h — c1l|zg — 20ll0)-

Por (3.82), obtenemos que

y en consecuencia,

Para todat € T'y g € N, definamos
24(t) — 2 ()

Yq(t) == d,

Por el Lema 3.106, existen una subsucesién de {x,}, nuevamente denotada por {z,}, y yo € X con o €
L*(T;R"), tales que y,(t) — yo(t) uniformemente en 7, y la sucesién {g,} converge débilmente en L*(T; R")
a yo.

Probemos que yg € Y(x0), Yo # 0 e I (z0, yo) < 0 con lo cual concluirfamos la demostracién del teorema.
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El hecho de que yo(to) = yo(t1) = 0 se sigue de la definicién de y,, la admisibilidad de z, y puesto que
Yq(t) = yo(t) uniformemente en 7T'.

Para todage Nei=0,1,...,r, tenemos que
Ki(x B M (t, g (t . Ni(t,z4(t
o) _ [ (Mllra) (0 D),
q to q q
Nuevamente, por el Lema 3.106, para toda ¢ =0,1,...,r,

o Milt7,(1)

2
g—oo dq

= 2{yo(t), Liza (Z0(1))yo(t)),

lim Ni(ta mq(t))

Jim i = Liz(To(t))yo(t)

todos uniformemente en Ty, puesto que {g,} converge débil a gy en L' (T;R"),

Koz o . .
1 o0) = im B0 [ go(0), Lasa o)) o))t (3.83)
e q to
Tenemos que,
G fgo(fﬂq) 1 h . ~ .
fm in 5 >3 t (90(t), Lo (To(t))yo(t))dt. (3.84)
q 0

En efecto, por el Lema 3.106, podemos escoger S C T medible tal que 24(t) — @o(t) uniformemente en S.
Ademsés, para todat e Sy g€ N,

Bt (1), 0(0), (1)) = $3(0) Ry ()3 0)

donde
R,(t) :== 2/0 (1 — A)Logs(t, xq(t), To(t) + Nzgq(t) — 2o (t)])dA.

Claramente,
lim R,(t) = Ro(t) := Los3(Zo(t)) uniformemente en S.
qHOO
Por el Teorema 3.116(ii), Ro(t) > 0 (t € S). Ademds, por el Teorema 3.116(iv), y el Lema 3.107, hay una
subsucesién de {z,}, nuevamente denotada por {z,}, tal que
PR gO(xq)
llqn_1>£f 2

>1 /S (Go(t). Loas (0 (£))gio(£)) dt.

Puesto que S se puede escoger de tal forma que difiera de T por un conjunto de medida arbitrariamente
pequena, y la funcién
t = (Jo(t), Loz (To(t))90(t))

pertenece a L'(T;R), esta desigualdad se cumple cuando S = T y esto establece (3.84). Entonces, por
(3.80), (3.82), (3.83) v (3.84),

11 (20, o) < lim + limin <
g— 00 q— 0 . q— 00 dg

Lo(g‘?) i f760(§q> = lim inf —Io(xq) — To(wo) <0.

Adicionalmente, si yo = 0, entonces

i 0(%a)

q—o0 dg =0
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y en consecuencia, por el Teorema 3.116(v),

|

contradiciendo la positividad de h.

El teorema estard demostrado si establecemos que
I[(zo,y0) =0 (i=1,...,7).
Para obtener este resultado, observemos primero que por el Lema 3.106,

Ko(z4)

dq

Ki(zq)

lim iy

q—o0

= lim

=0 (i=1,...,7). (3.85)

Con esto en mente, por el Teorema 3.116(i), (3.80) y (3.82),

1 — I &
0 > limsup M = lim sup O<mq).
q—00 dq q—ro0 q

Por la primera desigualdad en (3.82) y el Teorema 3.116(iv), para toda ¢ € N, & (x4) > 0, y por lo tanto

Eo(zq)

lim =0,
q—o0 q
y en consecuencia, por el Teorema 3.116(vi),
P gi(l‘q) _ .
qlggqu—O (i=1,...,7r). (3.86)

Puesto que I;(zq) = I;(z9) =0 (i=1,...,r), tenemos por (3.80), (3.85) y (3.86),

,C.
0= lim I!(zo,yq) + lim %0 | 1y
q—o0 q—00 q q—o0

Ei(zg)

q

= lim I;(x0,y,),

q—o0

para toda i = 1,...,r. En virtud del Lema 3.106,

0= lm I/(z0,yq) = Ij(z0,90) (i=1,...,7).1
q— o0

3.117 Corolario: Sea xy un arco admisible C* a pedazos en T. Supongamos que existen dos nimeros
positivos h, €, una constante c € R"™, y multiplicadores A1, ..., )\, tales que si

Lo(t,z, &) = L(t,x,&) + > _ \iLi(t,z, &),
1

lo siguiente se satisface:

(i) Loz (t,xz0(t), 2o(t)) = j;to Loz (s,x0(s),&o(s))ds+c* (t€T).

(i) Loz (t, wo(t),30(t)) >0 (t€T).

(iil) I (zo,y) > 0 para toda y € Y(xo), y # 0.

(iv) Eo(t,z,&,u) > 0 para (t,x,2,u) con (t,z, &) € Ti(zo;€).

V) [ Eo(t,z(t), d0(t), 2(£))dt > h| [ E;(t, 2(t), 20(t), #())dt| (i = 1,...,7) siempre que = sea admi-
sible(y)tho— x(?'('o <(€)' o(t), (1)) |y, Ei(t,2(t),20(t), 2(1))dt] ( ) siempre g
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Entonces, para alguna p,v > 0 y para todo arco admisible x con ||x — xg|lo < v, se tiene que
I(z) > I(xo) + pD(z — z9).

En particular, xo es un minimo fuerte estricto de (P).
Demostracion: Por el Lema 3.105, el Corolario 3.117(ii) y (iv), disminuyendo ¢ > 0 si es necesario,
existe hg > 0 tal que
Eo(t,.f, .Z‘,U) > h0V<u - m)
para (t,z,&,u) con (t,z,2) € T1(xo;€). Sies necesario, disminuimos al nimero positivo h dado en la condicién
(v) del Corolario 3.117 de tal forma que h sea igual que hg y obtenemos que Fy(t,z(t),zo(t),Z(t)) > 0
(cs.enT)y

/ " Bo(t, 2(t), d0(t), #(t))dt > hD(z — z0)

0

siempre que x sea admisible y ||x — z¢||o < €. La conclusién del corolario se sigue del Teorema 3.116. 1
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