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Introducción

La mayoŕıa de las enfermedades y rasgos humanos tienen un componente genético que puede ser
heredado o influenciado por factores ambientales o de conducta.

En algunas ocasiones, efectivamente, la expresión anormal de uno o más genes, que fueron here-
dados por los progenitores a través de varias generaciones se manifiesta en enfermedades. Aunque
éstas pueden ser tan inofensivas como el daltonismo, también lo pueden ser tan graves como ciertos
tipos de cáncer.

De manera que, establecer la presencia de un mecanismo genético, es decir, la forma en que la
transmisión de ciertos genotipos influye en rasgos observables espećıficos, es trascendental para
identificar en los individuos el riesgo de desarrollar una enfermedad, incluso antes de que aparezcan
los śıntomas, y aśı evitar o retrasar sus complicaciones y repercusiones.

Incluso el análisis de la frecuencia de ciertos mecanismos genéticos que incrementan el riesgo de
desarrollar enfermedades dentro de un árbol genealógico dado es fundamental, la razón de esto
es que al heredarse el genotipo de progenitores a descendientes sus variaciones se conservan a lo
largo de la ĺınea familiar, de esta forma, se podŕıa decir que cada familia comparte la variación de
un mismo gen, la cual podŕıa estar relacionada con la susceptibilidad a ciertos padecimientos.

Aśı pues, el objetivo de esta tesina es precisamente analizar determinados modelos estad́ısticos
para el estudio de los mecanismos genéticos de un árbol genealógico dado.

De inicio, se plantean modelos de probabilidad, cuyo propósito es determinar la transmisión de
información genética de un individuo a su descendiente y como es que esta información se expresa
en los rasgos visibles de un individuo.

Posteriormente, se construye un modelo general de regresión lineal múltiple, asimismo se describen
las caracteŕısticas fundamentales de este tipo de modelos estad́ısticos.

Finalmente, se plantean determinados modelos estad́ısticos para los cuales se calcula la distribución
de sus residuales. Es preciso señalar que estos modelos son distintos entre śı puesto que cada uno
toma respectivamente en consideración la covarianza conyugal, la covarianza entre miembros del
pedigree y la covarianza dentro de un conjunto de hermanos.

El conocimiento sobre las particularidades de la transmisión genética de un individuo a su des-
cendiente y como es que esta información genética transmitida se expresa, está comenzando a
modificar la forma como se practica la medicina, lo que hace pensar que en un futuro la atención
médica será personalizada y estará enfocada a la predicción de ciertas variaciones genéticas que
afectan nuestra salud.
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Al abordar el tema de Modelos de regresión compuestos para datos de familia resulta necesario
tener conocimiento de algunos conceptos de genética, por esta razón a continuación se incluyen
nociones básicas de la materia.

——————————————— GENÉTICA ———————————————–

Ciencia encargada de estudiar la transmisión de la información que se hereda de generación en
generación.

————————————————————————————————————–

¿Cómo se hereda esta información?

Un gen es la unidad funcional básica de la herencia, en él se encuentra toda la información res-
ponsable de que algún rasgo en particular se exprese o no.

Los genes son segmentos de ácido desoxirribonucleico (ADN), molécula encargada de llevar la
información genética para el desarrollo y funcionamiento los organismos vivos. Además, los genes
se localizan en los cromosomas, en un lugar espećıfico llamado locus, que en plural es loci.

Ahora, un gen puede tener dos o más variaciones. Estas variaciones son causadas por los alelos, que
encuentran en la misma posición dentro de los cromosomas homólogos. Estos alelos son heredados
por pares a los individuos, uno de ellos proviene de su madre y el otro de su padre.
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Se llama genotipo al conjunto de genes de un individuo (incluyendo a sus alelos). Aunque éste no
sea observable directamente, es de gran importancia, pues determina los rasgos observables de un
individuo como, por ejemplo el color de ojos, a los cuales se les denomina fenotipo.

El genotipo es una caracteŕıstica que no se puede modificar, es decir, se mantiene constante a lo
largo de la vida de un individuo. Mientras que el fenotipo, después de haber recibido la información
genética, puede cambiar en respuesta a factores ambientales.

¿De qué sirve conocer esta información?

Los patrones hereditarios t́ıpicos se pueden reconocer, puesto que cada tipo de herencia (rasgos o
enfermedades) produce árboles familiares únicos. Por lo cual, el análisis de árboles genealógicos,
o pedigrees es sumamente importante para:

1. Establecer la presencia o ausencia de un mecanismo genético para la manifestación de un rasgo
en particular o un conjunto de rasgos.

2. Explicar tal mecanismo, si está presente.

3.Clasificar los individuos por sus genotipos.
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CAPÍTULO 1.

Caṕıtulo 1

Modelo básico de probabilidad para el
análisis de datos de pedigrees

Un modelo de probabilidad permite especificar la transmisión genética de un individuo a su des-
cendiente y como es que esta información genética transmitida se expresa en lo que śı se puede
observar (fenotipo).

En particular, el modelo básico de probabilidad presentado en este caṕıtulo, se basa en los trabajos
de Elston y Stewart[1971] y Cannings et, al. [1978].

1.1. Hipótesis

Para la construcción del modelo básico de probabilidad de este caṕıtulo, se considerarán las
hipótesis propuestas por Cannings et, al. [1978]:

i) A un individuo A del pedigree, se le asocia:
• σ(A) - Genotipo.
• φ(A) - Fenotipo.
• e(A) - Conjunto de factores ambientales.

ii) Para cada individuo, el fenotipo o rasgo observado depende del genotipo y de la respuesta
a ciertos factores ambientales.
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CAPÍTULO 1.

iii) Dado el genotipo σ(A) del individuo A, su fenotipo φ(A) es independiente de los fenotipos
y genotipos de cualquier otro conjunto de individuos.

iv) Dados los genotipos de la madre σ(MA) y del padre σ(FA) del individuo A, el genotipo
de éste σ(A) únicamente depende de (σ(MA), σ(FA)) .

v) Dados el genotipo de la madre σ(MA) y el genotipo del padre σ(FA), los genotipos
σ(A1), σ(A2), ..., σ(Ar) de la descendencia A1, A2, ..., Ar son mutuamente independientes.

1.2. Notación

1.2.1. Notación utilizada para los datos

Para identificar a cada miembro del pedigree, y debido a que únicamente se analizará el caso en
el que no existen matrimonios consangúıneos, se utilizará la notación mencionada a continuación.

Existen 2 tipos de miembros:

• X : Individuo que está emparentado con alguien de la generación previa.

• Y : Individuo no relacionado con la generación previa, pero es pareja de
un individuo que śı lo está.

Entonces, se definen como Xi0 , Yi0 a los progenitores fundadores, es decir, los primeros individuos
del i0-ésimo pedigree.

De esta forma, Xi0i1 es el i1-ésimo hijo de estos progenitores fundadores y Yi0i1 su cónyuge. De
igual manera Xi0i1i2 es el i2-ésimo hijo del i1-ésimo hijo de los progenitores fundadores y Yi0i1i2 su
cónyuge .

Por lo que, en general se tiene que, un individuo de la j-ésima generación del pedigree será de la
forma Xi0i1...ij−1ij , siendo el ij-ésimo hijo del ij−1-ésimo hijo del ij−2-ésimo hijo del... del i2-ésimo
hijo del i1-ésimo del i0-ésimo individuo (progenitores fundadores). Mientras que su respectivo
cónyuge, se denotará por Yi0i1...ij−1ij .

1.2.2. Definiciones Generales

Sea k el número de genotipos que causan variaciones en el fenotipo o rasgo que se desea ob-
servar. Entonces, se trata del mı́nimo número de genotipos distinguibles que deben existir en la
población para explicar estas variaciones en un pedigree en particular. Aśı se tiene un u-ésimo
genotipo con u = 1, 2, ..., k.

Entonces, tomando x1, x2, ..., xn los valores de x (del fenotipo) de una hermandad de n individuos,
se define lo siguiente:
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CAPÍTULO 1.

i) Probabilidad de transición, dada por:

P(u|s, t) = P [σ(A) = u|σ(MA) = s, σ(FA) = t] = pstu.

Es decir, se trata de la probabilidad de que un individuo A tenga genotipo u dado que los
genotipos de sus progenitores sean s y t. Con u, s, t = 1, 2..., k.

ii) Función de penetrancia dada por:

P(x|u) = P [φ(A) observado sea x|σ(A) = u, e(A)] = gu(x).

Si el fenotipo de A no fue observado, entonces:

gu(x) = 1 para toda u = 1, 2, ..., k.

En particular para este trabajo no se tomarán en cuenta los factores ambientales, de esta forma
la probabilidad de que el rasgo x sea observado en el individuo A, dado el u-ésimo genotipo
estará dada por:

gu(x) = P(u|σ(A) = u).

Ejemplos

i) Con la finalidad de entender mejor como se calculan las probabilidades de transición, se consi-
dera un modelo con un único locus y dos alelos (A, a):

Note que existen 3 genotipos dados por las combinaciones posibles entre los alelos:
g1 = AA, g2 = Aa y g3 = aa.

Entonces para la construcción de la matriz de transición, se va a denotar al genotipo de la madre
por gM y al genotipo del padre por gF . De tal forma que para calcular cada entrada se necesi-
tará calcular las siguientes probabilidades:

[P(AA | gM , gF ) P(Aa | gM , gF ) P(aa | gM , gF )]

Obteniendo la siguiente matriz de transición:

Aśı, por ejemplo para la primer entrada de la segunda fila, se tienen dados los genotipos gM = AA
y gF = Aa, que forman las combinaciones {AA,Aa,AA,Aa}.
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CAPÍTULO 1.

Dadas estas combinaciones, se calcula lo siguiente:

1)P(AA | AA,Aa) = 2
4

= 1
2
.

2)P(Aa | AA,Aa) = 2
4

= 1
2
.

3)P(aa | AA,Aa) = 0.

Que precisamente fue lo que se obtuvo:
[

1
2

1
2

0
]
.

ii) Para comprender mejor el comportamiento de la función de penetrancia, se consideran los gru-
pos sangúıneos existentes, que se forman a partir de 3 alelos (A,B,O):

En la tabla anterior se puede observar que:

1)A y B son dominantes respecto a O.

2)O es recesivo respecto a A y a B.

3)A y B son codominantes.

Dado lo anterior, cada función de probabilidad va a ser asociada con un genotipo, debido a que,
para la herencia cuantitativa cada genotipo está asociado a un rango de valores fenot́ıpicos, aunque
la variación en cada genotipo se debe a influencias ambientales.

1.3. Función de Verosimilitud

Con la finalidad de que la construcción del caso general de la función de verosimilitud sea más
comprensible, se considerarán los siguientes casos previos.

1.3.1. Función de verosimilitud de una generación de hermanos, dados los genotipos
de sus padres (σ(MXi) = s, σ(FXi) = t)

Para el individuo Xi, se tiene que la probabilidad de que muestre el fenotipo xi, dados los
genotipos de sus padres, se expresa como:
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CAPÍTULO 1.

P [Xi muestre el rasgo xi | σ(Mxi) = s, σ(Fxi) = t]. Que en adelante se denotará por P (xi| s, t).

De la misma forma, para una generación de n hermanos, dicha probabilidad está dada por
P (x1, x2, ..., xn| s, t).

Por la definición de función de densidad marginal del vector discreto (X, Y ), se tiene que:

P(xi) =
∑
j

P(xi, yj).

Dada la partición
k⋃
i=1

{σ(X) = i} formada por los u = 1, ..., k genotipos posibles, se puede escribir:

P (x1, ..., xn| s, t) =
k∑

u1=1

k∑
u2=1

...
k∑

un=1

P (x1, x2, ..., xn, u1, u2, ..., un | s, t) . (2.3.1)

Por el supuesto iv) dado en la sección 2.1, se tiene que: dados los genotipos de la madre σ(MXi) = s
y de el padre σ(FXi) = t del individuo Xi, el genotipo de éste únicamente depende de (s, t) .

Por lo que, la expresión (2.3.1) es equivalente a:

=
k∑

u1=1

k∑
u2=1

...
k∑

un=1

P (x1, u1 | s, t)P (x2, u2 | s, t) ...P (xn, un | s, t)

=
k∑

u1=1

P (x1, u1 | s, t)
k∑

u2=1

P (x2, u2 | s, t) .....
k∑

un=1

P (xn, un | s, t)

=
n∏
i=1

[
k∑

u=1

P (xi, u | s, t)

]

=
n∏
i=1

[
k∑

u=1

P (xi | u, s, t)P (u | s, t)

]
. (2.3.2)

Ahora, por el supuesto iii) dado en igualmente en la sección 2.1, se tiene que: dado el genotipo
σ(Xi), el fenotipo del individuo Xi es independiente de los fenotipos y genotipos de cualquier otro
conjunto de individuos. De esta forma, si se sabe que σ(Xi) = ui, no se requieren más de los
genotipos de los padres (s, t) para calcular la probabilidad de que Xi tenga el fenotipo xi.

En consecuencia, (2.3.2) es igual a:

=
n∏
i=1

 k∑
u=1

P (xi | u)︸ ︷︷ ︸
gu(xi)

P (u | s, t)︸ ︷︷ ︸
pstu

 .
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CAPÍTULO 1.

Por lo que,

P (x1, ..., xn| s, t) =
n∏
i=1

[
k∑

u=1

gu(xi)pstu

]
. (2.3.3)

1.3.2. Función de verosimilitud de una generación de cónyuges, dados los genotipos
de los padres de su pareja (σ(MXi) = s, σ(FXi) = t)

Para el cónyuge Yi del i− ésimo miembro, usando la notación definida en la sección 2.3.1, se
tiene que la probabilidad de que muestre el fenotipo yi, dados los genotipos de los padres de su
respectiva pareja, se expresa como, P (yi | s, t) .

Ahora, como el individuo Yi no está emparentado con los demás individuos del pedigree, la pro-
babilidad de observar el rasgo yi no depende de los genotipos s, t.

Entonces, para n cónyuges de una generación, P (y1, y2..., yn | s, t) = P (y1, ..., yn).

Igualmente, para la partición
k⋃
i=1

{σ(Y ) = i} formada por los v = 1, ..., k genotipos posibles y

usando la definición de probabilidad marginal, aśı como la ley de probabilidad total, se tiene que:

P (y1, y2, ..., yn) =
k∑

v1=1

k∑
v2=1

...
k∑

vn=1

P (y1, y2, ..., yn, v1, v2, ..., vn)

=
k∑

v1=1

k∑
v2=1

...
k∑

vn=1

P (y1 | v1)P (v1)P (y2 | v2)P (v2) ......P (yn | vn)P (vn)

=
k∑

v1=1

P (y1 | v1)P (v1)
k∑

v2=1

P (y2 | v2)P (v2) ......
k∑

vn=1

P (yn | vn)P (vn)

=
n∏
i=1

 k∑
v=1

P (yi | u)︸ ︷︷ ︸
gv(yi)

P (v)

.

Se define a Ψv como la frecuencia genot́ıpica, es decir, la proporción de individuos en la población
que tienen el v-ésimo genotipo. Entonces Ψv = P (v).

Finalmente,

P (y1, y2, ..., yn) =
n∏
i=1

[
k∑
v=1

gv(yi)Ψv

]
(2.3.4)

Facultad de Ciencias, UNAM 9



CAPÍTULO 1.

1.3.3. Función de verosimilitud de la j-ésima generación de hermanos y sus respec-
tivos cónyuges

En este caso, la probabilidad conjunta de que los individuos Xi, Yi presenten los rasgos xi, yi
respectivamente, se expresa como P (xi, yi).

Entonces para n hermanos de una generación y sus cónyuges respectivos, se tendŕıa,
P (x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn) .

De igual forma que los anteriores casos, usando probabilidad marginal y la ley de probabilidad

total: P (x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn) =
k∑
s=1

k∑
t=1

P (x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn, s, t)

=
k∑
s=1

k∑
t=1

P (x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn | s, t)P (s, t)

=
k∑
s=1

k∑
t=1

P (x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn | s, t)P (s)P (t)

=
k∑
s=1

k∑
t=1

P (x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn | s, t) ΨsΨt.

Ahora, se observa que:

P (x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn | s, t) =

=
k∑

u1=1

...
k∑

un=1

k∑
v1=1

...
k∑

vn=1

P (x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn, u1, ..., un, v1, ..., vn | s, t) =

=
k∑

u1=1

...
k∑

un=1

k∑
v1=1

...
k∑

vn=1

P (x1, u1 | s, t) ...P (xn, un | s, t)P (y1, v1 | s, t) ...P (yn, vn | s, t)

=
k∑

u1=1

...

k∑
un=1

k∑
v1=1

...

k∑
vn=1

P (x1 | u1)P (u1 | s, t) ...P (xn | un)P (un | s, t)

P (y1 | v1)P (v1 | s, t) ...P (yn | vn)P (vn | s, t)

=
k∑

u1=1

P (x1 | u1)P (u1 | s, t) ...
k∑

un=1

P (xn | un)P (un | s, t)

k∑
v1=1

P (y1 | v1)P (v1) ...
k∑

vn=1

P (yn | vn)P (vn)

=

 n∏
i=1

 k∑
u=1

P (xi | u)︸ ︷︷ ︸
gu(xi)

P (u | s, t)︸ ︷︷ ︸
pstu



 n∏
i=1

 k∑
v=1

P (yi | v)︸ ︷︷ ︸
gv(yi)

P (v)︸︷︷︸
Ψv


.
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Por lo tanto:

P (x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., yn) =

k∑
s=1

k∑
t=1

[
n∏
i=1

(
k∑

u=1

gu(xi)pstu

)(
k∑
v=1

gv(yi)Ψv

)]
ΨsΨt.

Se puede ver que esta expresión está en función de los genotipos s y t, y no sólo eso, además estos
genotipos corresponden a una expresión similar para los genotipos u y v, pero de la generación
anterior.

Entonces, para poder expresar esta relación entre generaciones, se va a reescribir, obteniendo que,
la verosimilitud de observar a la j-ésima generación de los miembros la hermandad y sus cónyuges
está dada por:

Γj =
∏
ij=1

k∑
sj=1

psj−1tj−1sjgsj(xi0i1...ij)
k∑

tj=1

Ψtjgtj(yi0i1...ij). (2.3.5)

1.3.4. Función de verosimilitud de un pedigree dado

Antes de presentar el caso general de la función de verosimilitud, se verá el siguiente ejemplo:

Usando la notación descrita en la sección 2.2.1, el genotipo de cada miembro Xij, Yij, estará dado
por las letras uij y vij respectivamente; a excepción de los genotipos de los progenitores originales
denotados como σ(MXij) = s y σ(FXij) = t. Además, los fenotipos de los hermanos y sus cónyuges
estarán dados por φ(Xij) = xij y φ(Yij) = yij.

Suponga que se tiene el siguiente pedigree:
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Para obtener la función de verosimilitud de los miembros de este pedigree, se necesita
P (x1, y1, x11, y11, x12, y12, x111, x112, x121).

Primero usando probabilidad marginal, se puede escribir:

P (x1, y1, x11, y11, x12, y12, x111, x112, x121)

=
k∑
s=1

k∑
t=1

k∑
u11=1

k∑
v11=1

k∑
u12=1

k∑
v12=1

k∑
u111=1

k∑
u112=1

k∑
u121=1

P (x1, y1, x11, y11, x12, y12, x111, x112, x121, s, t, u11, v11, u12, v12, u111, u112, u121) .

Además, por propiedades de probabilidad condicional, dada A1, A2, ..., An una colección de eventos

aleatorios tal que P

[
i=n⋂
i=2

Ai

]
> 0, entonces,

P (A1, A2, ..., An) = P(A1 | A2, A2, ..., An)P(A2, A3, ..., An)
= P(A1 | A2, A2, ..., An) [P(A2 | A3, ..., An)P(A3, ..., An)]
= P(A1 | A2, A2, ..., An)P(A2 | A3, ..., An)......P(An−1 | An)P(An).

De esta forma, queda que:

P (x1, y1, x11, y11, x12, y12, x111, x112, x121)

=
k∑
s=1

k∑
t=1

k∑
u11=1

k∑
v11=1

k∑
u12=1

k∑
v12=1

k∑
u111=1

k∑
u112=1

k∑
u121=1

{P(x1 | s)P(y1 | t)P(x11 | u11)P(y11 | v11)P(x12 | u12)P(y12 | v12)

P(x111 | u111)P(x112 | u112)P(x121 | u121)P(u1 | s, t)P(v1)P(u11 | s, t)P(v11)

P(u12 | s, t)P(v12)P(u111 | s, t)P(u112 | s, t)P(u121 | s, t)P(s, t)}.

Reagrupando,

=
k∑
s=1

k∑
t=1

{
k∑
s=1

P(x1 | s)
k∑
t=1

P(y1 | t)

}
[

k∑
u11=1

P(x11 | u1)P(u11 | s, t)
k∑

v11=1

P(y11 | v11)P(v11)

]
(

k∑
u12=1

P(x12 | u1)P(u12 | s, t)
k∑

v12=1

P(y12 | v12)P(v12)

)
(

k∑
u111=1

P(x111 | u111)P(u111 | s, t)
k∑

u112=1

P(x112 | u112)P(u112 | s, t)

)
{[(

k∑
u121=1

P(x121 | u121)P(u121 | s, t)

)]
P(s)P(t)

}
.
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Recordando lo siguiente:

i)P(u | s, t) = pstu es la probabilidad de que un individuo tenga genotipo u,
dado que los genotipos de sus padres son s y t.

ii)P(xi | u) = gu(xi) es la probabilidad de que se observe el fenotipo xi
dado que el individuo tiene genotipo u.

iii)P(m) = Ψm es la frecuencia genot́ıpica (del m-ésimo genotipo).

Utilizando esto, se obtiene:

P (x1, y1, x11, y11, x12, y12, x111, x112, x121)

=

{
k∑
s=1

k∑
t=1

gs(x1)gt(y1)

}
[

k∑
u11=1

gu11(x11)pstu11

k∑
v11=1

gv11(y11)Ψv11

k∑
u12=1

gu12(x12)pstu12

k∑
v12=1

gv12(y12)Ψv12

]
{[(

k∑
u111=1

gu111(x111)pu11v11u111

k∑
u112=1

gu112(x112)pu11v11u112

k∑
u121=1

gu121(x121)pu12v12u121

)]
ΨsΨt

}
.

Ahora, para que sea más comprensible la expresión anterior se reescribe de la siguiente manera:

P (x1, y1, x11, y11, x12, y12, x111, x112, x121) =

k∑
s=1

k∑
t=1

{
gs(x1)gt(y1)

[
2∏
i=1

k∑
u1i=1

gu1i(x1i)pstu1i

k∑
v1i=1

gv1i(y1i)Ψv1i

]}

 2∏

i,j=1

k∑
u1ij=1

gu1ij(x1ij)pu1iv1iu1ij

ΨsΨt

.

Además, recordando por la expresión (2.3.5), que la verosimilitud de la j-ésima generación de
hermanos y cónyuges está dada por Γj. Finalmente utilizando esta notación, se tiene que:

P (x1, y1, x11, y11, x12, y12, x111, x112, x121) = Γ0(Γ1(Γ2)).

Donde:

◦ Γ0 corresponde a la primera generación del pedigree, es decir: x1, y1.
◦ Γ1 corresponde a la segunda generación del pedigree, es decir: x11, y11, x12, y12

◦ Γ2 corresponde a la tercera generación del pedigree, es decir: x111, x112, x121

Por lo tanto, en general la verosimilitud de un pedigree dado puede ser expresada por:

Γ0(Γ1(Γ2(Γ3(...))))). (2.3.6)
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Caṕıtulo 2

Regresión lineal múltiple

En un modelo de regresión lineal simple, la medición de una sola variable respuesta está rela-
cionada con una única variable explicativa. Mientras que, en la regresión lineal múltiple se pueden
utilizar más de una variable explicativa, permitiendo emplear más información en la construcción
del modelo y aśı realizar estimaciones más precisas.

2.1. Modelo General

Si existe más de una variable explicativa, por ejemplo X1, X2, ..., Xp, asociadas a una variable
de respuesta Y , el modelo general estará dado por:

Y = β0 + β1X1 + β2X2 + ...+ βpXp + ε,
donde βj son los coeficientes parciales de regresión, j = 0, 1, 2, ..., p.

Cabe mencionar que la notación utilizada en el presente caṕıtulo será la usual, por lo cual ésta
será diferente a la presentada en los demás caṕıtulos.

De esta forma, suponiendo que se tienen n > p observaciones disponibles, denotadas por y1, y2, ..., yp
y sean xi1, xi2, ..., xip los valores de las variables explicativas asociadas a la observación yi. Entonces
se tendrán los siguientes datos para el modelo:
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Por lo que, para la i-ésima observación el modelo estará dado por:

yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + ...+ βpxip + εi.

Donde:

• yi es la i-ésima variable dependiente o de respuesta.

• xij, j=1,2,...,p representa a la j-ésima variable explicativa de
la i-ésima observación.

• β0 intersección (valor cuando todas las variables
independientes son cero).

• βj, j=1,2,...,p representa los correspondientes p coeficientes
parciales de regresión.

• εi es el i-ésimo error aleatorio.

Para que el modelo quede escrito de una forma más compacta, se puede hacer lo siguiente:

1)Acomodar las variables de respuesta en un vector de dimensión n, es decir,

Y =


y1

y2

.

.
yn

 .

2)Acomodar todas las variables explicativas en una matriz de dimensión n× (p+ 1), es decir,

X =


1 x11 x12 . . . x1p

1 x21 x22 . . . x2p

...

...
1 xn1 xn2 . . . xnp

 .

Cabe destacar que la columna de “unos” corresponde a β0.
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3)Acomodar todos los coeficientes en un vector de dimensión p+1, es decir,

β =


β0

β1

β2

.

.
βp

 .

4)Acomodar todos los errores aleatorios en un vector de dimensión n, es decir,

ε =


ε1
ε2
.
.
.
εn

 .

Finalmente, el modelo general estará dado por la siguiente expresión:

Y = Xβ + ε. (3.1.1)

Observación 3.1.1

En los modelos de regresión lineal, el coeficiente βj de la variable explicativa Xj o coeficiente
parcial de regresión, se interpreta como el cambio en Y, asociado a un cambio de una unidad
en Xj, cuando las demás variables explicativas se mantienen constantes.

2.2. Estimación de los coeficientes βj por mı́nimos cuadrados

Las hipótesis necesarias para la estimación de los coeficientes del presente caṕıtulo están ba-
sadas en lo propuesto por Montgomery et al. [2006]. Entonces, suponga que los errores aleatorios
cumplen lo siguiente:

i) E(εi) = 0
ii) Var(εi) = σ2 > 0
iii) Cov(εi, εj) = 0 para toda i 6= j es decir, están no correlacionados.

Considere la siguiente definición:

Definición 3.2.1

La función de mı́nimos cuadrados para un modelo de regresión con coeficientes β = (β0, β1, ..., βp)

está definida por: S(β) =
n∑
i=1

ε2i .
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Observación 3.2.1

Note que, si ε′ la transpuesta de la matriz ε, entonces,

ε′ε =
(
ε1 ε2 . . . εn

)


ε1
ε2
.
.
.
εn

 = ε21 + ε22 + .....+ ε2n =
n∑
i=1

ε2i .

Por lo tanto, la función de mı́nimos cuadrados es equivalente a: S(β) = ε′ε.

Lema 3.2.1

La función de mı́nimos cuadrados puede ser vista como:

S(β) = Y ′Y −2β′X ′Y +βX ′Xβ. (3.2.1)

Demostración

Recordando que el modelo está dado por la expresión Y = Xβ + ε.

Entonces, se puede escribir, ε = Y −Xβ.

De esta forma,
S(β) = ε′ε = (Y−Xβ)′(Y−Xβ). (3.2.2)

Por propiedades de matrices transpuestas, se sabe que (A + B)′ = A′ + B′ y que (AB)′ = B′A′.
Por lo que, la expresión (3.2.2) se transforma en:

S(β) = (Y ′ − (Xβ)′)(Y −Xβ) = (Y ′ − β′X ′)(Y −Xβ)

= Y ′Y −β′X ′Y −Y ′Xβ+β′X ′Xβ. (3.2.3)

Ahora, para ver que β′X ′Y es una matriz de dimensión 1× 1 primero se calculará X ′Y :

X ′Y =


1 1 . . . 1
x11 x21 . . . xn1

...

...
x1p x2p . . . xnp




y1

y2

.

.
yn

 =


y1 + y2 + ...+ yn

x11y1 + x21y2 + ...+ xn1yn
.
.

x1py1 + x2py2 + ...+ xnpyn

.
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Entonces, queda que: X ′Y =



n∑
i=1

yi

n∑
i=1

xi1yi

.

.
n∑
i=1

xipyi


.

Multiplicando por β′,

β′X ′Y =
(
β0, β1, . . βp

)



n∑
i=1

yi

n∑
i=1

xi1yi

.

.
n∑
i=1

xipyi


= β0

n∑
i=1

yi+...+βp

n∑
i=1

xipyi. (3.2.4)

De esta forma queda demostrado que β′X ′Y es una matriz de dimensión 1× 1, por lo que su tran-
supuesta será la misma matriz de dimensión 1× 1, es decir,

β′X ′Y = (β′X ′Y )′.

Además, se tiene que (β′X ′Y )′ = Y ′(β′X ′)′ = Y ′Xβ.

Sustituyendo en (3.2.3):

S(β) = Y ′Y − β′X ′Y − (β′X ′Y )′ + βX ′Xβ
= Y ′Y − β′X ′Y − β′X ′Y + βX ′Xβ.

Por consiguiente, la función de mı́nimos cuadrados queda como:

S(β) = Y ′Y − 2β′X ′Y + βX ′Xβ

Proposición 3.2.2

El valor de β que minimiza la función de mı́nimos cuadrados S(β) es,

β = (X ′X)−1X ′Y. (3.2.5)

Demostración

Primero, se va a calcular la derivada de S(β), para ello con las propiedades de la derivada:

∂S(β)
∂β

= ∂
∂β

(Y ′Y − 2β′X ′Y + βX ′Xβ) = ∂
∂β

(Y ′Y )− 2 ∂
∂β

(β′X ′Y ) + ∂
∂β

(βX ′Xβ)

En los incisos i), ii) y iii), se va a desarrollar cada término de la suma.
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i) ∂
∂β

(Y ′Y ) = ∂
∂β

(
y1 y2 . . . yn

)


y1

y2

.

.

.
yn

 = ∂
∂β

(y2
1 + y2

2 + .....+ y2
n) = 0

ii) ∂
∂β

(β′X ′Y )

Por la expresión (3.2.4), se tiene que:

β′X ′Y = β0

n∑
i=1

yi + ...+ βp

n∑
i=1

xipyi.

Además, sabiendo que si u = f(x) es una función de x1, x2, ..., xn, entonces

∂u

∂x
=



∂u
∂x1
∂u
∂x2
.
.
.
∂u
∂xn

 .

Por lo que,

∂
∂β

(β′X ′Y ) =



∂
∂β0

(β0

n∑
i=1

yi + β1

n∑
i=1

xi1yi) + ...+ βp

n∑
i=1

xipyi)

∂
∂β1

(β0

n∑
i=1

yi + β1

n∑
i=1

xi1yi) + ...+ βp

n∑
i=1

xipyi)

.

.

.

∂
∂βp

(β0

n∑
i=1

yi + β1

n∑
i=1

xi1yi) + ...+ βp

n∑
i=1

xipyi)



=



n∑
i=1

yi

n∑
i=1

xi1yi

.

.
n∑
i=1

xipyi


= X ′Y.

De esta forma, es válido que −2 ∂
∂β

(β′X ′Y ) = −2X ′Y .
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iii) ∂
∂β

(βX ′Xβ)

Primero, calculando X ′X,

X ′X =


1 1 . . . 1
x11 x21 . . . xn1

...
x1p x2p . . . xnp




1 x11 . . . x1p

1 x21 . . . x2p

...
1 xn1 . . . xnp



=



n∑
i=1

1
n∑
i=1

xi1 . . .

n∑
i=1

xip

n∑
i=1

xi1

n∑
i=1

x2
i1 . . .

n∑
i=1

xi1xip

...
n∑
i=1

xip

n∑
i=1

xi1xip . . .
n∑
i=1

x2
ip


.

Multiplicando por β,

X ′Xβ =



n
n∑
i=1

xi1 . . .
n∑
i=1

xip

n∑
i=1

xi1

n∑
i=1

x2
i1 . . .

n∑
i=1

xi1xip

...
n∑
i=1

xip

n∑
i=1

xi1xip . . .
n∑
i=1

x2
ip




β0

β1

β2

.

.
βp



=



nβ0 + β1

n∑
i=1

xi1 + ..+ βp

n∑
i=1

xip

β0

n∑
i=1

xi1 + β1

n∑
i=1

x2
i1 + ...+ βp

n∑
i=1

xi1xip

...

β0

n∑
i=1

xip + β1

n∑
i=1

xi1xip + ...+ βp

n∑
i=1

x2
ip


.
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Ahora, multiplicando por β′,

β′X ′Xβ =
(
β1 β2 . . . βp

)


nβ0 + β1

n∑
i=1

xi1 + ..+ βp

n∑
i=1

xip

β0

n∑
i=1

xi1 + β1

n∑
i=1

x2
i1 + ...+ βp

n∑
i=1

xi1xip

...

β0

n∑
i=1

xip + β1

n∑
i=1

xi1xip + ...+ βp

n∑
i=1

x2
ip



=

(
β2

0n+ β0β1

n∑
i=1

xi1 + ...+ β0βp

n∑
i=1

xip

)
+

+

(
β0β1

n∑
i=1

xi1 + β2
1

n∑
i=1

x2
i1...+ β1βp

n∑
i=1

xi1xip

)
+ ...

+

(
β0βp

n∑
i=1

xip + β1βp

n∑
i=1

xi1xip...+ β2
p

n∑
i=1

x2
ip

)
.

Reordenando, queda:

β′X ′Xβ =

(
β2

0n+ 2β0β1

n∑
i=1

xi1 + ...+ 2β0βp

n∑
i=1

xip

)
+

+

(
2β0β1

n∑
i=1

xi1 + β2
1

n∑
i=1

x2
i1...+ 2β1βp

n∑
i=1

xi1xip

)
+ ...

+

(
2β0βp

n∑
i=1

xip + 2β1βp

n∑
i=1

xi1xip...+ β2
p

n∑
i=1

x2
ip

)
.
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De esta forma,

∂
∂β

(βX ′Xβ′) =



∂
∂β0

(
β2

0n+ 2β0β1

n∑
i=1

xi1 + ...+ 2β0βp

n∑
i=1

xip

)
∂
∂β1

(
2β0β1

n∑
i=1

xi1 + β2
1

n∑
i=1

x2
i1...+ 2β1βp

n∑
i=1

xi1xip

)
.
.
.

∂
∂βp

(
2β0βp

n∑
i=1

xip + 2β1βp

n∑
i=1

xi1xip...+ β2
p

n∑
i=1

x2
ip

)



=



2nβ0 + 2β1

n∑
i=1

xi1 + ...+ 2βp

n∑
i=1

xip

2β0

n∑
i=1

xi1 + 2β1

n∑
i=1

x2
i1...+ 2βp

n∑
i=1

xi1xip

.

.

.

2β0

n∑
i=1

xip + 2β1

n∑
i=1

xi1xip...+ 2βp

n∑
i=1

x2
ip



= 2



nβ0 + β1

n∑
i=1

xi1 + ..+ βp

n∑
i=1

xip

β0

n∑
i=1

xi1 + β1

n∑
i=1

x2
i1 + ...+ βp

n∑
i=1

xi1xip

...

...

β0

n∑
i=1

xip + β1

n∑
i=1

xi1xip + ...+ βp

n∑
i=1

x2
ip


= 2X ′Xβ.

Por lo tanto, se tiene:

∂

∂β
(Y ′Y − 2β′X ′Y + βX ′Xβ) = −2X ′Y +2X ′Xβ. (3.2.6)
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Finalmente, para minimizar la función de mı́nimos cuadrados, se debe cumplir que ∂S(β)
∂β

= 0.

Pero, por la expresión (3.2.6), se observa:

∂S(β)

∂β
= −2X ′Y + 2X ′Xβ.

Entonces buscando la solución para β de:

−2X ′Y +2X ′Xβ = 0. (3.2.7)

Sumando 2X ′Y de ambos lados de (3.2.7),

2X ′Xβ = 2X ′Y. (3.2.8)

Multiplicando ambos lados de (3.2.8) por 1
2
, se obtiene:

X ′Xβ = X ′Y. (3.2.9)

Las soluciones de estas p+ 1 ecuaciones, denominadas ecuaciones normales, serán los estimadores
β̂0, β̂1, ...., β̂p.

Por lo que, para encontrar la solución a las ecuaciones normales, se multiplica a ambos lados de
(3.2.9) por la inversa de X ′X, obteniendo que,

(X ′X)−1(X ′X)β = (X ′X)−1X ′Y.

Además, por definición de matriz inversa se sabe que, si A−1 es la matriz inversa de A, entonces
AA−1 = A−1A = I. Por tanto queda que:

β = (X ′X)−1X ′Y , conforme lo que se queŕıa demostrar.

Observación 3.2.2

La matriz (X ′X)−1 existirá si ninguna columna de la matriz X es una combinación lineal de cual-
quier otra columna, es decir, si las variables explicativas son linealmente independientes.

Finalmente, el modelo ajustado de regresión queda como:

Ŷ = Xβ̂ = X(X ′X)−1X ′Y . (3.2.10)
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2.3. Intervalo de confianza para los coeficientes βj

Para la construcción del intervalo se supone que los errores aleatorios tienen una distribución
normal multivariada con vector de media 0 (con toda las entradas cero) y matriz de varianza-
covarianza σ2I, donde σ2 > 0 e I es la matriz identidad. De ahora en adelante se denotará esta
distribución normal multivariada por N(0, σ2I).

Observación 3.3.1

Note que, dados β y X, se tiene que Xβ es determinista, pues serán variables conocidas.
Por lo que, E(Xβ) = Xβ y Var(Xβ) = 0.

Lema 3.3.1

Dadas las variables explicativas X y los coeficientes de regresión β, la variable Y tiene distribución
normal multivariada con vector de media Xβ y matriz de varianza-covarianza σ2I.

Demostración

En términos del modelo de regresión, se puede escribir:

• Dado que E(ε) = 0 entonces,

E(Y ) = E(Xβ + ε) = E(Xβ) + E(ε) = Xβ.

• Dado que Var(ε) = σ2I entonces,

Var(Y ) = Var(Xβ + ε) = Var(Xβ) + Var(ε) = σ2I.

Por lo que, equivalentemente las variables de respuesta distribuyen N(Xβ, σ2I).

Lema 3.3.2

Si β̂ es el estimador de β dado por la Proposición (3.2.2) y sea cjj el j-ésimo elemento de la

diagonal de la matriz σ2(X ′X)−1, entonces
β̂j−βj√
σ2cjj

se distribuye N(0, 1).

Demostración

Se define a la matriz M como M = (X ′X)−1X ′, y por la Proposición (3.2.2), se tiene que

β̂ = (X ′X)−1X ′Y , de tal forma que β̂ = MY .

Por propiedades de la normal multivariada, se sabe que si W se distribuye Np(µ,
∑

) y sea A una
matriz de dimensión p× p no singular, entonces AW se distribuye Np(Aµ,A

∑
A′).

Entonces, por el Lema (3.3.1) y tomando β̂ = MY se tendŕıa lo siguiente:

Por un lado, E(β̂) = E(MY ) = ME(Y ) = MXβ. Por otro lado, Var(β̂) = Var(MY ) = Mσ2M ′,
pero la matriz σ2I es simétrica, por lo cual Mσ2M ′ = σ2MM ′.

Adicionalmente note que, MXβ = (X ′X)−1X ′X︸ ︷︷ ︸
I

β = β

y que, σ2MM ′ = σ2(X ′X)−1X ′ [(X ′X)−1X ′]
′
= σ2 (X ′X)−1X ′X︸ ︷︷ ︸

I

[(X ′X)−1]
′
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Por lo tanto, β̂ se distribuye normal con vector de media β y matriz de varianza-covarianza∑
= σ2 [(X ′X)−1]

′
. De esta forma, el j-ésimo elemento de la diagonal de la matriz

∑
es la va-

rianza del estimador β̂j, mientras que el (ij)-ésimo elemento, i 6= j (que no está de la diagonal) es

la covarianza del entre β̂i y β̂j.

Ahora, sabiendo que si W una matriz de dimensión p× 1 tal que se distribuye Np(µ,
∑

), entonces
todas las submatrices de W tienen una distribución normal. Aśı, el elemento wi se distribuye
Np(µi,

∑
ii), donde

∑
ii es el i-ésimo elemento diagonal de la matriz

∑
.

Por lo que, si σ2cjj es el j-ésimo elemento, entonces el estimador β̂j se distribuirá normal con
media βj y varianza σ2cjj, j = 1, 2, .., p.

Finalmente, estandarizando se obtiene que
β̂j−βj√
σ2cjj

se distribuye N(0, 1).

Lema 3.3.3

Si σ̂ es el estimador de σ, entonces (n−p−1)σ̂2

σ2 se distribuye χ2
(n−p−1).

Demostración

Ver Knight[1999].

Proposición 3.3.1

El intervalo del 100(1− α) % de confianza para β̂j es:(
β̂j ± tα

2
,(n−p−1)

√
s.e.(β̂j)

)
.

Demostración

Para encontrar el intervalo de confianza para β̂j se utiliza lo postulado por Knight[1999], sean
x, z variables aleatorias tales que: x se distribuye N(µ, σ2), y z se distribuye Chi-cuadrada con n

grados de libertad. Entonces x/σ2√
y/n

se distribuye t de student con n grados de libertad.

En consecuencia, se tiene que:
β̂j−βj√
σ2cjj√

(n−p−1)σ̂2

σ2
n−p−1

=

β̂j−βj√
σ2cjj√
σ̂2

σ2

=
(β̂j−βj)

√
σ2√

σ2σ̂2cjj
=

β̂j−βj√
σ̂2cjj

,

se distribuye t de student con (n-p-1) grados de libertad.

Por lo tanto, para j = 1, 2, .., p, el intervalo del 100(1− α) % de confianza para β̂j queda como:(
β̂j ± tα

2
,(n−p−1)

√
σ̂2cjj

)
, donde

√
σ̂2cjj es el error estándar del coeficiente β̂j

y se denota por s.e.(β̂j).
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2.4. Pruebas de hipótesis

2.4.1. Prueba de significancia de la regresión.

Por medio de esta prueba se puede determinar si al menos alguna de las variables independientes
explica una cantidad significativa de la variación en la variable de respuesta.

Para esta prueba de significancia de la regresión, se tienen las siguientes hipótesis nula (H0) y
alternativa (Ha):

H0 : β1 = β2 = ... = βp = 0

Ha : Al menos un βj 6= 0

Si se rechaza la hipótesis nula, entonces se dice que al menos una de las variables Xj, j = 1, 2, ..., p
contribuye significativamente al modelo.

Ahora, para encontrar el estad́ıstico de prueba se define lo siguiente para i = 1, 2, .., n:

• yi el i-ésimo valor observado de la variable de respuesta.

• yi el i-ésimo valor promedio de la variable predictora.

• ŷi el i-ésimo valor predecido por el modelo de regresión.

Considere las siguientes variables:

i) Suma de Cuadrados Totales.

SCT =
n∑
i=1

(yi − y)2 .

Mide la variación total de la variable de respuesta.

ii) Suma de Cuadrados por la Regresión.

SCR =
n∑
i=1

(ŷi − y)2 .

Mide la variación en los valores observados de Y considerando la relación lineal entre los regresores
y la variable de respuesta.

iii) Suma de Cuadrados por Error.

SCE =
∑

(yi − ŷi)2.

Representa la variabilidad observada, es decir, aquello que no es explicado por el modelo de re-
gresión.
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Lema 3.4.1

Sean:

Y =


y1

y2

.

.
yn

, el vector de los valores observados de la variable de respuesta.

Y =


y
y
.
.
y

, el vector de valores promedio de la variable dependiente.

Ŷ =


ŷ1

ŷ2

.

.
ŷn

, el vector de los valores predecidos por el modelo.

Entonces, se cumple lo siguiente:

i) SCT = Y ′Y + Y
′
Y − 2Y ′Y .

ii) SCR = β̂′X ′Y + Y
′
Y − 2β̂′X ′Y .

iii) SCE = Y ′Y + β̂X ′Xβ̂ − 2β̂′X ′Y

Demostración

i) Note que, (Y − Y )′(Y − Y ) =
(

(y1 − y) (y2 − y) . . . (yn − y)
)


y1 − y
y2 − y
.
.

yn − y


= (y1 − y)2 + (y2 − y)2 + .....+ (yn − y)2

=
n∑
i=1

(yi − y)2.

Entonces, la suma de cuadrados totales es equivalente a:

SCT = (Y − Y )′(Y − Y ).

Ahora, por propiedades de matrices se obtiene que:

SCT = (Y − Y )′(Y − Y ) = (Y ′ − Y ′)(Y − Y ) = Y ′Y + Y
′
Y − Y ′Y − Y ′Y .
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Pero, Y
′
Y =

(
y y . . . y

)


y1

y2

.

.
yn

 = y(y1 + y2 + ...+ yn)

Aśı, Y
′
Y es una matriz de dimensión 1 × 1, por lo que su transpuesta será la misma matriz de

dimensión 1× 1, es decir, Y
′
Y = (Y

′
Y )′.

Además, de que (Y
′
Y )′ = Y ′(Y

′
)′ = Y ′Y .

Por tanto, se cumple que

SCT = Y ′Y + Y
′
Y − Y ′Y − Y ′Y = Y ′Y + Y

′
Y − 2Y ′Y .

ii) Note que, (Ŷ − Y )′(Ŷ − Y ) =
(

(ŷ1 − y) (ŷ2 − y) . . . (ŷn − y)
)


ŷ1 − y
ŷ2 − y
.
.

ŷn − y


= (ŷ1 − y)2 + (ŷ2 − y)2 + .....+ (ŷn − y)2

=
n∑
i=1

(ŷi − y)2.

Entonces, la suma de cuadrados por la regresión es equivalente a:

SCR = (Ŷ − Y )′(Ŷ − Y ).

Por la expresión (3.2.10) se tiene Ŷ = Xβ̂, obteniendo aśı:

SCR = (Xβ̂ − Y )′(Xβ̂ − Y ).

Ahora, por propiedades de matrices se tiene que:

SCR = (Xβ̂ − Y )′(Xβ̂ − Y ) = ((Xβ̂)′ − Y ′)(Xβ̂ − Y ) = (β̂′X ′ − Y ′)(Xβ̂ − Y )

= β̂′X ′Xβ̂ − β̂′X ′Y − Y ′Xβ̂ + Y
′
Y

Pero,

Y
′
Xβ̂ =

(
y y . . y

)


β0 + β1x11 + ...+ βpx1p

β0 + β1x21 + ...+ βpx2p

.

.
β0 + β1xn1 + ...+ βpxnp

 = y
n∑
i=1

(β0 + ...+ βpxip)

Aśı, Y
′
Xβ̂ es una matriz de dimensión 1 × 1, por lo que su transpuesta será la misma matriz de

dimensión 1× 1, es decir, Y
′
Xβ̂ = (Y

′
Xβ̂)′.

Además, viendo que (Y
′
Xβ̂)′ = (Xβ̂)′(Y

′
)′ = β̂′X ′Y .

Facultad de Ciencias, UNAM 28
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Por tanto, se cumple que

SCR = β̂′X ′Y + Y
′
Y − β̂′X ′Y − β̂′X ′Y = β̂′X ′Y + Y

′
Y − 2β̂′X ′Y .

iii) Por el Lema (3.2.1) y la Observación (3.2.1) se tiene que:

SCE =
∑

(yi − ŷi)2 = ε′ε = Y ′Y − 2β′X ′Y + βX ′Xβ.

Proposición 3.4.1

Lo siguiente es válido:
SCR+SCE = SCT. (3.4.1)

Demostración

Dado el Lema (3.4.1), se tiene que:

SCT − SCR− SCE =

= (Y ′Y + Y
′
Y − 2Y ′Y )− (β̂′X ′Y + Y

′
Y − 2β̂′X ′Y )− (Y ′Y + β̂X ′Xβ̂ − 2β̂′X ′Y )

= Y ′Y + Y
′
Y − 2Y ′Y − β̂′X ′Y − Y ′Y + 2β̂′X ′Y − Y ′Y − β̂X ′Xβ̂ + 2β̂′X ′Y

= β′X ′Y − β′X ′Xβ̂ − 2Y ′Y + 2β̂′X ′Y

= (β′X ′Y − β′X ′Xβ̂) + 2(β̂′X ′Y − Y ′Y ).

Ahora, dado que el modelo ajustado está dado por Y = Xβ̂, entonces por un lado se ve que:

β′X ′Y − β′X ′Xβ̂ = β′X ′Y − β′X ′Y = 0.

Por otro lado,
2(β̂′X ′Y − Y ′Y ) = 2((Xβ̂)′Y − Y ′Y ) = 2(Y ′Y − Y ′Y ) = 0.

Por lo tanto, SCT − SCR− SCE = 0.

Es decir, SCT = SCR + SCE, como se queŕıa demostrar.

La Proposición 3.4.1, ayudará a obtener el estad́ıstico de prueba F, dado por:

F =
SCR/p

SCE/(n− p− 1)
, el cual se distribuye F(p,n−p−1).
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Cabe destacar que el proceso completo para la obtención de este estad́ıstico de prueba puede
consultarse en el apéndice C.3, Montgomery et al. [2006].

Finalmente, para resumir mejor esta prueba se utilizará la siguiente tabla de Análisis de Varianza
(ANOVA):
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Caṕıtulo 3

Modelo de regresión lineal múltiple para
el análisis de mecanismos genéticos

El planteamiento de determinados modelos estad́ısticos es de gran utilidad en el estudio de los
mecanismos genéticos, es decir, en el análisis de la forma en que la transmisión de ciertos genotipos
influye en rasgos observables espećıficos, también denomidados fenotipos.

En el presente caṕıtulo se verá en particular la formulación de modelos de regresión múltiple para
el estudio de la transimisión de caracteŕısticas genéticas en un pedigree dado.

3.1. Notación

Continuando con lo planteado en el caṕıtulo 2, la notación estará basada por una parte en lo
propuesto por Elson y Stewart [1971], aśı como en los conceptos planteados por Bonney [1984].

Primero, por conveniencia y sin ninguna pérdida de generalidad se asumirá que dada una elección
aleatoria de la población, los datos serán de un único pedigree.

Este pedigree estará conformado por un conjunto de N individuos con ancestros en el pedigree
denotados por X = (X1, X2, ..., XN) y M cónyuges denotados por Y = (Y1, Y2, ..., YM), posible-
mente con N 6= M , ya que es probable que no todos los miembros estén emparejados o que algunos
tengan más de una pareja. Por lo que, en conjunto los miembros y sus cónyuges serán agrupados
en un vector de tamaño n = N +M que se denota como W = (W1,W2, ...,Wn).

El fenotipo del individuo Wi estará denotado por wi. El vector de genotipos w = (w1, w2, ..., wn),
los k genotipos que causan variaciones en este fenotipo (MG por sus siglas del inglés Major Gene)
estarán agrupados en el vector u = (u1, u2, ..., un).
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Observación 4.1.1

Haciendo correspondencia con la notación utilizada en el caṕıtulo 2, se tiene que Wi, coincide
respectivamente a Xi para individuos con ancestros en el pedigree y a Yi para los cónyuges sin
ancestros dentro del pedigree.

Se tomará en cuenta la media poblacional de los fenotipos de los individuos que tuvieron genotipo
u y ésta se denotará por µu, obteniendo aśı el vector µu = (µu1 , µu2 , ..., µun).

Finalmente, se asumirá que el residual de los genotipos u es continuo, y se define como:

r = w − µu. (4.1.1)

Estos conceptos serán de gran utilidad para expresar la función de densidad del vector de fe-
notipos w en términos que realmente signifiquen algo biológicamente hablando. De esta forma,
será necesario encontrar la probabilidad condicional de w dado u, es decir P(w | u) y también la
probabilidad del vector de genotipos, P(u).

3.2. Probabilidad conjunta de los genotipos del pedigree

Para la construcción de los modelos estad́ısticos se considerarán las hipótesis propuestas por
Bonney [1984], que son las dadas en el caṕıtulo 2 y que también fueron consideradas por Elston y
Stewart[1971] y Cannings et. al. [1978].

Tomando en cuenta las siguientes probabilidades:

•P(u) la probabilidad de que un individuo w, seleccionado aleatoriamente de la población,

presente el genotipo u. Ésta corresponde a Ψu definida en el caṕıtulo 2.

•P(u | uF , uM) la probabilidad condicional de que un individuo miembro del pedigree tenga
genotipo u, dado que sus progenitores tuvieron genotipos uF y uM . Aśı se tiene que para el i-
ésimo individuo cuyos progenitores están en el pedigre P(ui | u1, .., ui−1) = P(ui | uF , uM), que es
la hipótesis iv) dada en la sección 2.1.

•P(u | uS) la probabilidad condicional de que un cónyuge tenga genotipo u, dado que su
cónyuge tiene genotipo uS. Pero, por el caṕıtulo dos, se sabe que los genoptipos de los cónyuges al
no estar emparentados, no dependen de otros genotipos, teniendo aśı que P(ui | u1, u2, .., ui−1) =
P(ui) = Ψui , para cónyuges sin ancestros en el pedigree.

Por lo que, la probabilidad conjunta de los genotipos del pedigree dado, podrá ser escrita como:

P(u) = P(u1, u2, ..., un) = P(u1)P(u2 | u1)P(u3 | u1, u2)....P(un | u1, u2, ..., un−1).

Pero, si además se define lo siguiente,

pi =

{
Ψui = P(ui), si los ancestros del i-ésimo individuo no están en el pedigree,
P(ui | uF , uM), si los ancestros del i-ésimo individuo están en el pedigree,

}
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entonces se puede expresar la probabilidad conjunta de los genotipos como:

P(u) =
n∏
i=1

pi. (4.2.1)

3.3. Distribución condicional de los residuales

Para obtener la distribución de los residuales, se asume que la probabilidad condicional del
fenotipo w, dado el genotipo u, es decir, P(w | u) se distribuye normal con media µu y varianza
V = (σiσjρij), con i, j = 1, 2, ..., n.

Además, se define lo siguiente para el i-ésimo individuo:

• σ2
i es la varianza condicional del fenotipo wi, dado el genotipo ui.

• µui es la media poblacional de fenotipos de los individuos con el genotipo ui.

• ρij la correlación entre los fenotipos wi y wj, del i-ésimo y j-ésimo individuo respectivamente.
Esta correlación puede depender de la relación de parentezco entre individuos.

Lema 4.3.1

La distribución condicional del vector de residuales r, dado el vector de genotipos u, puede ser
escrita como:

P(r | u) =
n∏
i=1

φ(zi, vi), (4.3.1)

donde φ(zi, vi) es la distribución normal evaluada en zi con media cero y varianza vi.

Demostración

De la definición de residuales dada por la expresión (4.1.1), se puede observar que para obtener
r únicamente se le está restando a w la media µu. Entonces, dado que la probabilidad P(w | u)
es una normal con media µu y varianza V = (σiσjρij), se tiene P(r | u) se distribuye normal con
media 0 = (µu − µu) y varianza V .

Ahora, con la finalidad de obtener una expresión más sencilla para P(r | u), se intentará escribirla
como una multiplicación de densidades univariadas, para lo cual se van a transformar a los resi-
duales en variables no relacionadas entre śı.

Indique por zi los residuales ajustados, es decir, los resiudales transformados de forma que sean
independientes y denote por βi los coeficientes usuales de regresión, entonces se reescriben a los
residuales de la siguiente forma:

zi =


ri para i = 1.

ri −
i−1∑
j=1

βijrj para i = 2, 3, ..., n.
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Una propiedad especial de la distribución normal multivariada es que para aquellas variables cuya
distribución conjunta es normal, la independencia y la correlación cero son condiciones equivalentes
(Blitzstein, Hwang, 2014, p.313). Entonces, dado que Cov(ri, rj) = 0, pues los ui son independien-
tes, observe lo siguiente:

• Caso 1: i 6= j, i = 1

Cov(zi, zj) = Cov

(
r1, rj −

j−1∑
k=1

βjkrk

)
= Cov(r1, rj)−

j−1∑
k=1

βjkCov(r1, rk) = 0.

• Caso 2: i 6= j, i 6= 1

Cov(zi, zj) = Cov

(
ri −

i−1∑
k=1

βikrk, rj −
j−1∑
m=1

βjkrm

)

= Cov(ri, rj)−
j−1∑
m=1

βjmCov(ri, rm)−
i−1∑
k=1

βikCov(rk, rj)−
i−1∑
k=1

j−1∑
m=1

βjmCov(rk, rm) = 0.

Además, dado que Cov(zi, zj) = 0, entonces ρij = 1. Por lo que el i-ésimo residual ajustado
tendrá varianza σ2

i , que es el i-ésimo elemento de la matriz V y que estará denotado por vi.

Por lo tanto, bajo la suposición de que los residuales se distribuyen normal con media cero y
varianza V , los residuales ajustados son independientes y se distribuyen normal con media cero y
varianza vi.

Finalmente, se tendŕıa que:

P(r | u) =
n∏
i=1

P(zi | u) =
n∏
i=1

φ(zi, vi), (4.3.1)

donde φ(zi, vi) es la distribución normal evaluada en zi con media cero y varianza vi.

3.4. Covarianzas

De acuerdo con Bonney [1984], es necesario considerar las covarianzas de los cónyuges con los
demás miembros del pedigre, las covarianzas que existen dentro de una hermandad y las que exis-
ten entre hermanos. Esto es debido a que los residuales únicamente representan los efectos de la
información genética transmitida y de los factores ambientales, tanto aleatorios como no aleatorios.

3.4.1. Covarianza conyugal.

Como se vio en el caṕıtulo 2, generalmente se asume que para el i-ésimo individuo, con sus
ancestros en el pedigree, su cónyuge tiene su residual ri no correlacionado con los residuales de los
demás miembros de generaciones anteriores del pedigree, excepto probablemente con el residual
rs de su respectivo cónyuge.
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Entonces, se tendŕıa que:

zi = ri−ρFM σi
σS
rs = (wi − µui)−ρFM σi

σS
(wS − µuS) , (4.4.1)

donde es la desviación estándar del residual rS y wS es el fenotipo del cónyuge del i-ésimo indivi-
duo. Mientras que ρFM es la correlación residual entre el padre y la madre, en este caso, la conyugal.

3.4.2. Covarianza entre miembros del pedigree.

Por la estructura ya construida a lo largo de los caṕıtulos pasados, se sabe que el residual
del i-ésimo individuo únicamente dependerá de los residuales de sus progenitores, los cuales a su
vez dependerán de los residuales de los abuelos del i-ésimo individuo. De esta forma, sea ρPO la
correlación de los residuales entre padres y descendencia, entonces la correlación de los residuales
entre abuelos y descendencia estará dada por ρ2

PO.

3.4.3. Covarianza dentro de un conjunto de hermanos.

Existen diversas causas de la covarianza entre hermanos, por esta razón a continuación se des-
cribirán tres diferentes modelos para un pedigree dado.

Observación 4.4.1

Antes de exponer los modelos, se ve el procedimiento realizado por Bonney[1984]. En primer
lugar, para el padre, la madre y H hijos, denotados por WF ,WM ,W1,W2, ...,WH respectivamente,
se define lo siguiente:

• σ2
F a la varianza condicional del padre, denotado por WF .

• σ2
M a la varianza condicional de la madre, que se denota por WM .

• σ2
Fi a la desviación estándar entre el padre y el i-ésimo hijo, con i = 1, 2, ..., H.

• σ2
Mi a la desviación estándar entre la madre y el i-ésimo hijo, con i = 1, 2, ..., H.

• σ2
i a la varianza condicional de Wi, con i = 1, 2, ..., H.

• ρFM a la correlación entre padre y madre.

• ρFH a la correlación entre el padre y su descendencia, teniendo en particular para el i-ésimo
de sus hijos ρFi.

• ρMH a la correlación entre la madre y su descendencia, teniendo en particular para el i-ésimo
de sus hijos ρMi.

De tal forma que la matriz de varianzas de los residuales ajustados para WF ,WM ,W1,W2, ...,WH

puede ser escrita como:

V =



σ2
F σFσMρFM | σFσ1σF1 σFσ2σF2 ... σFσHσFH

σFσMρFM σ2
M | σMσ1σM1 σMσ2σM2 ... σMσHσMH

−−−−− −−−−− −−−−− −−−−− − −−−−−
σFσ1σF1 σMσ1σM1 | σ2

1 σ1σ2ρ12 ... σ1σHρ1H

. . | .

. . | .
σFσHσFH σMσHσMH | σ1σHρ1H σ2σHρ2H ... σ2

H
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Por lo que, V =

 VF | VPH
−−− | − −−
VHP | VH

 .
Entonces, se tiene que:

• La matriz de coeficientes parciales de la descendencia (H hijos), será VHPV
−1
P . Por lo que, la

i-ésima columna será (βiFβiM), donde:

i)βiF =
ρFi − ρFMρMi

1− ρ2
FM

(
σi
σF

)
.

(4.4.2)

ii)βiM =
ρMi − ρFMρFi

1− ρ2
FM

(
σi
σM

)
.

• La matriz de varianzas de los residuales ajustados de los hijos, dados los residuales ajustados de
los padres está dada por VHPV

−1
P VPH . En consecuencia, el elemento de la i-ésima fila y la j-ésima

columna, con i, j = 1, 2, ..., n, será σiσjδij, donde:

δij =
(ρFi − ρFMρMi)ρFj + (ρMi − ρFMρFi)ρMj

1− ρ2
FM

(4.4.3)

De esta forma, se tiene que la covarianza condicional de wi y wj, dados los residuales de los
padres, rF y rM , será σiσjρij − σiσjδij. Entonces la correlación parcial entre wi y wj, dados rF y
rM , está dada por:

ρ.ij =
ρij − δij√

1− δii
√

1− δjj
.

A partir de esta última expresión se puede obtener la correlación entre los residuales ajustados del
i-ésimo y el j-ésimo hijo, para ello primero se multiplicarán ambos lados por

√
1− δii

√
1− δjj,

ρij − δij = ρ.ij
√

1− δii
√

1− δjj.

Posteriormente, sumando δij de ambos lados de la última expresión, para aśı obtener que:

ρij = ρ.ij
√

1− δii
√

1− δjj + δij.

Cabe destacar que δii es la proporción de la varianza de los residuales ajustados del i-ésimo hijo
explicada por la regresión sobre los residuales de los padres.
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Modelos de tipo A.

Estos modelos son factibles cuando las causas de las correlaciones entre hermanos son prin-
cipalmente: transmisión biológica, transmisión cultural y los ambientes parentales compartidos.
Por lo que, se asumirá que las correlaciones residuales entre hermanos se deben únicamente a que
tienen los mismos padres.

Para el i-ésimo hermano, miembro del pedigre, definiendo lo siguiente:

• wiF , wiM los fenotipos de su padre y su madre respectivamente.

• µiF , µiM la media poblacional de los fenotipos que tuvieron genotipo u, para su padre y su madre
respectivamente.

• riF , riM los residuales de su padre y su madre respectivamente.

Entonces, el residual ajustado de este individuo i, únicamente estará ajustado por los residuales
de su padre y su madre, obteniendo aśı:

zi = ri−βiF rF−βiMrM = (wi−µui)−βiF (wF−µF )−βiM(wM−µM) (4.4.4)

Como se vio en la sección 3.3, se puede interpretar a los coeficientes parciales de este modelo como:
βiF es el cambio en zi, asociado a un cambio de una unidad en rF , manteniendo rM constante, e
igualmente βiM es el cambio en zi, asociado a un cambio de una unidad en rM , manteniendo rF
constante.

Ahora, viendo el caso en que todas las varianzas σ2 son iguales y las correlaciones entre padres y
descendencia son iguales, es decir, el caso particular de la Observación (4.4.1), donde:
ρPH = ρMH = ρFH .

Aśı, sustuyendo ρPH en (4.4.2), se obtiene que:

i) βiF = βiM = ρPH−ρFMρPH
1−ρ2FM

= ρPH(1−ρFM )
(1+ρFM )(1−ρFM )

= ρPH
1+ρFM

.

ii) Además sustituyendo ρPO en (4.4.3), se tiene que la varianza de zi está dada por:
vi = σ2(1− δ), donde:

δ = (ρPH−ρFMρPH)ρPH+(ρPH−ρFMρPH)ρPH
1−ρ2FM

= 2(ρPH−ρFMρPH)ρPH
(1+ρFM )(1−ρFM )

=
2ρ2PH(1−ρFM )

(1+ρFM )(1−ρFM )
=

2ρ2PH
(1+ρFM )

es la proporción de la varianza de los residuales explicada por la regresión basada únicamente
en los padres.

Asimismo, como vi y σ2 tienen que ser positivas y como vi = σ2(1− δ), entonces se debe cumplir

que (1− δ) ≥ 0, es decir, 0 ≤ δ < 1. De tal forma que quede que, 0 ≤ 2ρ2PH
1+ρFM

< 1 .

Multiplicando esta última expresión por 1+ρFM
2

, se obtiene que 0 ≤ ρ2
PH < 1+ρFM

2
.

Por otro lado, si se denota como ρSS a la correlación entre los residuales ri, rj de los hermanos
i, j, y se define como ρ∗SS a la correlación condicional entre los residuales ajustados zi, zj de los
hermanos i, j dados los residuales de los padres, se obtiene que:

ρSS = δ+(1−δ)ρ∗SS (4.4.5)

De la expresión (4.4.5), se puede ver que si ρ∗SS = 0, entonces ρSS = δ.
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Aśı que, si ρ∗SS es diferente de cero, se puede decir que δ es la porción de la correlación de los
residuales de los hermanos debida a que tienen los mismos padres. Mientras que (1− δ)ρ∗SS es la
porción de la correlación que no se debe a que tengan los mismos padres.

De la misma forma que para los modelos de clase A, las correlaciones entre hermanos únicamente
se deben a que comparten progenitores, entonces se tendrá la restricción ρSS = δ. Por lo que para
este caso del modelo A, se tendŕıan que tomar en cuenta las siguientes consideraciones:

1) Las correlaciones entre hermanos son iguales pero no pueden ser negativas.

2) Si el padre y la madre no están relacionados (ρFM = 0), entonces la correlación entre entre
hermanos vaŕıa 2ρ2

PH .

3) Al incrementar ρFM , la correlación entre hermanos decrece, pero no puede ser menor a ρ2
PH .

4) Una correlación entre progenitores que es grande, pero negativa puede llevar a una alta corre-
lación entre hermanos.

Por otro lado, se dice que un “ modelo equivariante” es áquel en el se asume que todas las varian-
zas residuales son iguales dados los genotipos. Este tipo de modelos reduce considerablemente el
número de parámetros en el modelo y toma en cuenta la constancia de la variabilidad genética,
Mather [1942].

Modelos de tipo B.

En estos modelos, las correlaciones residuales entre hermanos no sólo se deben a los progenitores
que comparten, sino que toman en cuenta a sus hermanos mayores.

En particular, las correlaciones residuales entre una generación de hermanos estarán determinadas
de tal forma que, dados los residuales de los progenitores y los de los primeros m hermanos mayores,
los residuales de los demás hermanos serán independientes.

A continuación, se verá que ocurre cuando las dependencias entre los residuales de una generación
de hermanos se debe a que comparten padre, madre y un hermano mayor, es decir, el caso en el
que m = 1.

En este caso, el residual ajustado z1 para el primer hermano es el mismo que el obtenido en el
modelo A, mientras que para i = 2, 3, .., n se tendŕıa que:

zi = ri − βiF rF − βiMrM − βi1r1

= (wi−µui)−βiF (wF−µF )−βiM(wM−µM)−βi1(w1−µ1). (4.4.6)

Y aunque los residuales de los hermanos están ajustados por los padres, en este tipo de modelos
las variaciones ajustadas aún están correlacionadas.

En consecuencia, se tiene el caso particular de la Observación 4.4.1, en el que ρFO = ρFi y
ρMO = ρMi , por lo que si se sustituye esto último en 4.4.2, se obtendŕıa que:

i) αF = ρFO−ρFMρMO

1−ρ2FM
y αM = ρMO−ρFMρFO

1−ρ2FM
.
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Ahora, sustituyendo ρFO y ρMO en 4.4.3, se tiene que:

ii) δ = (ρFO−ρFMρMO)ρFO+(ρMO−ρFMρFO)ρMO

1−ρ2FM

=
(ρ2FO−ρFMρMOρFO)+(ρ2MO−ρFMρMOρFO)

1−ρ2FM
=

ρ2FO+ρ2MO−2ρFMρMOρFO
1−ρ2FM

Por lo que, para los hermanos restantes, 1 = 2, 3, .., n el residual ajustado estará dado por:

zi = ri − αF rF − αMrM − ρi1−δ
1−δ (y1 − αF rF − αMrM)

= ri − αF rF (1− ρi1−δ
1−δ )− αMrM(1− ρi1−δ

1−δ ) + r1(1− ρi1−δ
1−δ )

= ri − βiF rF − βiMrM − βi1r1,

donde:

• βiF = αF (1− ρi1−δ
1−δ ) = αF (1−δ−ρi1+δ

1−δ ) = αF (1−ρi1
1−δ ) .

• βiM = αM(1− ρi1−δ
1−δ ) = αM(1−δ−ρi1+δ

1−δ ) = αM(1−ρi1
1−δ ) .

• βi1 = ρi1−δ
1−δ .

Modelos de tipo C.

Esta clase de modelos se basa en la idea intuitiva para los hermanos de que cuanto más cercano
el orden de sus nacimientos, más relacionados están. Entonces, las correlaciones residuales entre
una generación de hermanos, condicionadas por los residuales de los progenitores, dependerán de
los m hermanos previos y porteriores conforme al orden de su respectivo nacimiento.

Utilizando una ĺınea del tiempo tendŕıamos algo como:

Entonces, para los residuales ajustados del i-ésimo hermano, sólo será necesario ajustar los resi-
duales de los m hermanos que los preceden.

Ahora, si se considera el caso en el que después de ajustar los residuales debido a los progenito-
res, sólo un hermano precede en orden de nacimiento, es decir m = 1, y denotando como ρ a la
correlación residual entre wi y wi−1, la correlación residual entre wi y wi−2, es decir, entre dos
hermanos separados por el nacimiento del hermano wi−1, se escribirá como ρ2.
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De esta forma, la correlación residual, después del ajuste debido a los progenitores, para dos her-
manos separados por t nacimientos estará dada por ρt+1.

Finalmente, para los residuales ajustados se tendrá lo mismo que en los modelos de tipo B para
z1, mientras que para i = 2, 3, .., n obteniendo:

zi = ri − βiF rF − βiMrM − βi,i−1ri−1

= (wi−µui)−βiF (wF−µF )−βiM(wM−µM)−βi,i−1(wi−1−µi−1). (4.4.7)

Estos coeficientes parciales de regresión son los mismos que en (4.4.6), cambiando βi1 por βi,i−1.
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Conclusiones

Los modelos estad́ısticos de regresión lineal múltiple presentados en esta tesina se basaron en el
análisis de rasgos observables espećıficos, medidos en pedigrees que fueron elegidos aleatoriamente
y a partir de los cuales se explica el mecanismo de ciertos genotipos.

Previo a esto, fue necesario establecer modelos de probabilidad que permitieron analizar los me-
canismos genéticos de un pedigree dado, definiendo aśı su respectiva función de verosimilitud
para que fuera posible especificar la transmisión genética de un individuo a su descendiente, y
aśı elucidar como la transmisión de ciertos genotipos influye en la expresión de rasgos observables
particulares.

Aunque no se profundizó en las aplicaciones que estos modelos tienen en la generación de nuevas
hipótesis cient́ıficas para el desarrollo de un enfoque de ”medicina personalizada”, debe señalarse
que estos modelos, que son computacionalmente factibles, son escenciales para comprender e in-
terpretar los mecanismos genéticos.

Por lo cual, se podŕıa decir que los modelos considerados forman parte de la base en la comprensión
e interpretación de la gransmisión de la información heredada de generación en generación, y pre-
cisamente este entendimiento de la transmisión genética trae consigo diversas aplicaciones en el
mejoramiento de la calidad de vida, pues pueden ayudar a la detección de variaciones genéticas que
controlan rasgos espećıficos o enfermedades para que aśı sea posible elaborar nuevas estrategias
en la prevención y el tratamiento de estos padecimientos.
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