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Capitulo 1

Introduccion

Las estrellas de neutrones son objetos astronémicos de gran interés para la fisica. Desde la primer
sugerencia de su existencia, hecha en 1934 por Baade y Zwicky, poco después del descubrimiento
del neutron, hasta el evento en 2017 de fusion de estrellas binarias de neutrones (BNS) GW170817,
en donde se demostro el espectacular poder de observaciones gravitacionales y electromagnéticas
combinadas.

Décadas después de la sugerencia hecha por Baade y Zwicky, las estrellas de neutrones se volvie-
ron relevantes gracias a la primer observacion de los pulsares, hecha por Jocelyn Bell y Antony
Hewish en 1967. En estas observaciones, midieron pulsos de radiacién electromagnética en la ban-
da del radio, aunque ahora se observan piilsares en la mayor parte del espectro electromagnético.
Dichos pulsos se encuentran espaciados en precisos periodos temporales, del orden de segundos.
Ahora sabemos que las sefiales de pulsares son generadas por estrellas de neutrones magnetizadas

en rotacion.

Entre los tipos de estrellas de neutrones mas interesantes estdn los pulsares de rayos gamma,
pues las emisiones de altas energias que emiten estos objetos pueden ser una valiosa fuente de
informacioén sobre la estructura magnetosférica de los pulsares.

Desde el descubrimiento de Bell y Hewish, se han propuesto una serie de modelos que intentan
explicar las emisiones electromagnéticas de los pulsares, entre ellos estan, el modelo dipolar de piil-
sares y el modelo de emision de rayos gamma en pulsares Separatriz Layer. Durante el desarrollo
de estos modelos, se ha observado que las predicciones de emision de radiacion electromagnética
son muy sensibles a la zona de la magnetosfera en donde se originan. Por esto, la zona de emisiéon

de radiacién de altas energias de un pulsar ha sido un tema de debate a lo largo de los anos.

En este trabajo buscamos aplicar criterios numéricos para determinar aquellas lineas

de campo magnético asociadas a la emisiéon de rayos gamma en la magnetosfera de
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pulsares dipolares. Dentro del modelo Separatriz-Layer, la emisién ocurre en una regién par-
ticular de la magnetosfera llamada Hoja de Corriente y estudiaremos su relacién con el campo

magnético de la estrella para delimitar la zona de emision.

En este trabajo, primero repasamos, en el capitulo [2] algunos conocimientos preliminares, inclu-
yendo a la teorfa electromagnética. Posteriormente, en el capitulo [3] describimos las caracteris-
ticas generales de las estrellas de neutrones y los pilsares. Con éstas herramientas, describimos,
al primer modelo del del pulsar: El modelo dipolar, en donde se modela a un dipolo magnético
en rotaciéon como la fuente del campo magnético de una estrella de neutrones. Expondremos
los resultados del modelo dipolar en el vacio y después, el interesante resultado de Goldreich
y Julian de 1969, en donde demostraron que los pilsares necesariamente estan dotados de una
magnetosfera densa, es decir, no pueden estar rodeados del vacio.

A partir de este resultado, en el capitulo[d] estudiamos la aproximacion de la magnetosfera densa
Libre de Fuerzas, o por su nombre en inglés Force-Free, y su aplicacion al modelo del dipolo
dentro del modelo de emision Separatriz Layer de Bai y Spitkovsky. Mencionamos que dicho
modelo predice de forma robusta las emisiones de altas energias de un pulsar, suponiendo que la
emision de radiacién se genera mayoritariamente en una zona llamada Hoja de Corriente, region
asociada a un dipolo magnético en rotaciéon dentro de una magnetosfera densa. En la Hoja de
Corriente las particulas cargadas se aceleran a velocidades ultra-relativistas, y emiten radiacién
en la banda de los rayos gamma.

Enseguida, estudiamos la relacion de la funcién de corriente A con la Hoja de Corriente y expli-

camos su significado fisico.

Para determinar la asociacion del campo magnético del pulsar con la Hoja de Corriente, hemos
optimizado varias rutinas y algoritmos dentro de un entorno de software preexistente llamado

xSky, que explicamos en detalle en el capitulo

En el capitulo [6] validamos nuestras herramientas computacionales comparando nuestros re-
sultados con la literatura, y estudiamos la funcién de corriente A en la magnetosfera de estrellas
de neutrones, estimando su valor cerca de la Hoja de Corriente. Finalmente, desarrollamos un
algoritmo que determina, usando nuevos criterios numéricos, la asociaciéon de ciertas lineas de
campo magnético con la Hoja de Corriente y asi, somos capaces de determinar una region de la
superficie de la estrella de donde emergen las lineas de campo magnético asociadas con la zona

de emision de rayos gamma de acuerdo con el modelo Separatriz Layer.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo, mencionaremos, sin profundizar en ellos, algunos conceptos preliminares re-
levantes para este trabajo. Algunos de estos son elementos de céalculo vectorial, unidades, las

Ecuaciones de Maxwell y el Espectro Electromagnético, entre otros.

2.1. Conceptos Basicos

La teoria electromagnética, central para el desarrollo de este trabajo, se formula en un lenguaje
matematico vectorial. Enseguida vamos a repasar ciertas herramientas matematicas elementales,
entre ellas estan: los vectores, las derivadas, la divergencia y el rotacional, el gradiente, etcétera.

Veamos algunos de estos conceptos matematicos.

11
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Espacio vectorial: Un espacio vectorial V sobre un campo F es un conjunto en
el que se definen 2 operaciones, la adicién y la multiplicaciéon por escalares, tal
que para cada par de elementos u 'y v en V exista un tnico elemento w = u+ v
que pertenezca a V, y para cada elemento @ en F y v en V, exista un tnico av
en V, de manera que se cumplan las propiedades de distributividad, asociatividad,
entre otras. El A los elementos de V se les llama vectores (que denotaremos por ¢
o v), mientras que los elementos de F se denominan escalares. A lo largo de este
trabajo, nuestro campo F seré el conjunto de los ntimeros reales R.

Campo vectorial: Sea M el espacio-tiempo de Minkowski descrito en coorde-
nadas cartesianas (¢, z,y,z). En este trabajo, un campo vectorial v sobre M es
una funcién v : M — R? que asigna un vector de componentes (v, vy, v,) a cada
evento en M. Por ejemplo, v puede representar un campo de velocidades de un

fluido o un campo de fuerzas en generalﬂ

%Para ahondar en detalles, constltese la referencia [I]

bUsualmente se usa intercambiablemente el concepto de vector v con un campo vectorial v.
Recordemos que campo vectorial se refiere a la funcion v, mientras que vector se refiere a un
elemento de su imégen, v(z,y, z), en este caso en coordenadas cartesianas.

2.1.1. Calculo diferencial vectorial

Para introducir los conceptos siguientes, por simplicidad consideramos campos vectoriales defi-
nidos sobre la parte espacial de M, es decir, R? en coordenadas cartesianas (z,y, z). Suponiendo
que el lector esta familiarizado con las operaciones usuales en R?, repasaremos ahora algunas
nociones basicas del célculo vectorial sin profundizar en ellas, ya que no forman parte extensiva
del objetivo de este trabajo.

Recordemos brevemente el significado de la derivada en célculo de funciones de una VariableEI
si tenemos una funcion f : R — R, z — f(z), su derivada, denotada por % o f'(x), cuantifica
la variacién de f al cambiar su argumento x una cantidad infinitesimal dx. La interpretacion

geométrica es que la derivada f’ es la pendiente de la grafica de f(z) en cada punto z [3].

Para extender la nocién de derivada a funciones de varias variables, definimos V como un operador
diferencial vectorial representado en coordenadas cartesianas (x,y,z) como:

N R R,

9]
Ay
siendo {i,j,lA{} la base ortonormal cartesiana que genera R?, en la literatura también son re-
presentados por {X,¥,z}, y %, %, % los operadores diferenciales en la direccién z, y y z,

respectivamenteﬂ Vale la pena enfatizar que, estrictamente, V no es un vector, sino un operador

1Para leer la definicién formal de derivada, constiltese la referencia [2].
2En la literatura también son representados por X, ¥, X.
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diferencial.

El Gradiente

Sea T :R3 = R, (z,9,2) — T(x,y,2). Se define el gradiente de T como:

oT, 0T, 0T,
T:=—i+—j+—=—k.
v 3$1+ 8y‘l+ 0z

(2.2)
Notemos que nos dice que el gradiente es un vector y lo podemos ver como una generalizacion
del concepto de derivada en el espacio tridimensional. El gradiente V1 es un vector que apunta en
la direccion de mdximo incremento de la funcion T. Asimismo, La magnitud del gradiente |VT)|

determina la tasa de crecimiento a lo largo de esta direccion. [3]

La Divergencia

De la definiciéon de V, construimos la divergencia de un campo vectorial v, con componentes

(vg, vy, vz). Se define, en coordenadas cartesianas (z,y,z) como:

Oy, n % . ov,
ox oy 0z

V.v:= (ia +j 0 + Ra> (vpd + vyj +v.k) = (2.3)

ox ‘]87/ 0z

Notemos que es una cantidad escalar y representa la medida de cuanto diverge o se va apartando

v del punto en el que se evalua.

El Rotacional

El rotacional del campo vectorial v se construye como:

s [ Ov Ovy 2 [0V v . (Ov ov
S (A I N S Y e 2.4
Vv 1(3y 3z>+‘](8z 8x>+ (317 ﬁy) (24)

Notese que el rotacional es un vector. Geométricamente se interpreta como una medida de la

circulaciéon de v, es decir un vector cuya magnitud y direccién indica el cambio de direccién del

campo vectorial alrededor de un punto.

2.2. Teoria Electromagnética Clasica

Esta teoria describe una de las cuatro interacciones fundamentales, la electromagnética, que
estudia los fenémenos eléctricos y magnéticos de forma unificada. Especificamente, estudia la

interacciéon de campos eléctricos y magnéticos. En este trabajo, nos interesa estudiar al campo
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magnético de Pulsares, que son objetos astrofisicos compactos que describiremos en la seccién
[3:3] Por esta razon, la teoria electromagnética sera la base de la mayor parte del desarrollo teérico

de este texto.

Esta teoria fue formalizada en 1865 por James Clerk Maxwell y actualmente, puede ser con-
densada en las cuatro Ecuaciones de Maxwell en conjunto con la expresion de la Fuerza de
Lorentz. Enseguida explicaremos brevemente el significado fisico de estas ecuaciones, pero antes

hacemos un par de definiciones.

Carga Eléctrica

La carga es una propiedad intrinseca de la materia. Tiene dos posibles tipos o polaridades, puede
ser positiva (+) o negativa (-). Las cargas de signos iguales se repelen, mientras que las de signos
opuestos se atraen. Es comtn asumir que la carga neta de objetos astrofisicos es cero, pues se
espera que cualquier exceso de carga tienda a neutralizarse.

La carga se conserva, no puede ser creada ni destruida. La carga también se conserva localmente,

esto quiere decir que debe seguir un camino continuo para cambiar su distribucion (ver referencia

I31)-

Unidades

Existen varios sistemas de unidades para escribir las leyes del electromagnetismo. En este tra-
bajo usaremos las unidades gaussianas, por ser una practica comin en la literatura consultada.
Alternativamente se puede usar otro sistema (como el Sistema Internacional [SI]) para expresar
las mismas ecuaciones. Referimos al lector a la tabla C.2 en el apéndice C de la referencia [3]

para consultar las equivalencias entre las expresiones en el SI y en unidades gaussianasﬂ

Ley de Gauss para campos Eléctricos y Magnéticos
V-E =4mp, (2.5)

V-B=0, (2.6)

con E y B campos eléctricos y magnéticos, respectivamente. Los cuales, matematicamente co-
rresponden a campos vectoriales, es decir, E, B : M — R3, donde M es el espacio-tiempo de
Minkowski. Finalmente, p es la densidad volumétrica de carga eléctrica.

La ecuacion establece la relacion entre el campo eléctrico y sus fuentes (o sumideros, segin

3La regla para convertir las ecuaciones de Maxwell de SI a gaussianas es intercambiar la permitividad del vacio
€o por 47 y la constante magnética po por 47 /c.
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el signo), es decir, la densidad p de carga eléctrica.
La ecuacion [2.6| nos dice que la estructura mas simple del campo magnético B sera dipolar, en
otras palabras, no existen analogos magnéticos para las cargas eléctricas (ni fuentes ni sumide-

ros), mostrando una diferencia fundamental entre los campos eléctrico y magnético.

Ley de Faraday
10B

VXE:—EE, (2.7)
donde ¢ es la velocidad de la luz. La Ley de Faraday [2.7] establece que Un campo magnético cam-
biante en el tiempo induce un campo eléctrico [3]. En otras palabras es posible inducir una Fuerza
Electromotriz al hacer cambiar en el tiempo el flujo magnético sobre la superficie encerrada por

un circuito.

Ley de Ampére-Maxwell
47w, 10E

VXB:7J+E§’ (2.8)
donde j es la Densidad de corriente volumétrica. El primer término a la derecha de la ecuacion [2.8]
nos dice que el campo magnético es generado por corrientes eléctricas, mientras que el segundo
nos dice que un campo eléctrico cambiante induce un campo magnético, generando una simetria

entre los campos cambiantes en el tiempo con la ley de Faraday

Ley de la Fuerza Electromagnética
F=¢(E+v/cxB). (2.9)

Esta ecuacion describe la fuerza ejercida sobre una carga g que se mueve con velocidad v, pro-

vocada por su interaccién con los campos eléctricos y magnéticos presentes.

En conjunto con estas ecuaciones, la descripcion del electromagnetismo incluye la Ley de Ohm,
que establece que para generar un flujo de corriente se necesita una fuerza para mover a las car-
gas. En la referencia [3] se menciona que para la mayoria de sustancias, la densidad de corriente

j es proporcional a la fuerza por unidad de carga f,
j=of, (2.10)

donde o representa un factor de proporcionalidad, una constante empirica que cambia segin el
material y se llama la conductividad del medio. En general, la fuerza por unidad de carga f que
genera aceleracion (y por lo tanto movimiento) en las cargas puede ser de cualquier tipo: gravita-

cional, quimica, etcétera. Sin embargo, usualmente ésta corresponde a la fuerza electromagnética,
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obteniendo una ley de Ohm escrita de la siguiente forma
) v
j=0(E+ - xB). (2.11)
c

Aqui hemos repasado las bases de la teoria electromagnética. Nos referiremos a ellas méas adelante

a lo largo del trabajo.

2.3. Ondas electromagnéticas

Al combinar las Ecuaciones de Maxwell para el vacio, se obtiene que los componentes de E y B
satisfacen la ecuaciéon de onda en tres dimensiones. La interpretacion fisica de este resultado es
que los campos E y B se propagan en el vacio en forma de onda. Ademas, siguiendo la referencia

[3], se puede obtener que la velocidad de estas ondas en el ST de unidades es

1
Veolo

que corresponde a la velocidad de la luz ¢, que habia sido medida experimentalmente antes del

= 3.00 x 10%m/s, (2.12)

hallazgo de Maxwell. Este fue uno de los argumentos a favor de la naturaleza ondulatoria y

electromagnética de la luz.

2.3.1. El Espectro Electromagnético

El espectro electromagnético es el rango de frecuencias de onda posibles para las ondas electro-
magnéticas. Este espectro abarca frecuencias tan bajas como las ondas de radio (103Hz) y tan
altas como los rayos gamma (102° —10%2Hz) [3], que constituyen las ondas electromagnéticas mas
energéticas, ver la figura

En el universo, existen una variedad de fuentes astrofisicas de emision de ondas electromagné-
ticas. Por ejemplo, una estrella como el Sol, emite principalmente en las bandas del infrarojo, la
luz visible y el ultravioleta. Por otro lado, la acrecién de materia de un agujero negro emite en
la banda de los rayos X.

Maés adelante, en la seccion veremos que los pulsares, emiten ondas electromagnéticas en
practicamente todo el espectro electromagnético. Particularmente, veremos que aquellos pulsares
que emiten en rayos gamma pueden proporcionar informacién sobre la estructura de su campo
magnético, ya que dichas emisiones requieren de una liberacion de enormes cantidades de energia,

que solo unos pocos mecanismos son capaces de generar.
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¢Penetra la atmésfera No No
terrestre?
Tipo de radiacion Radio Microondas Infrarrojo Visible Ultravioleta Rayos X Rayos gamma
Longitud de onda (m) 10° 107 107° 0,5x107° 1078 10710 1072

e H i [ % A B

Edificios Humanos Mariposas  Puntade Protozoos Moléculas ~ Atomos  Nucleo atomico

aguja
10* 108 10" 10 10 10'® 10°
Temperatura de los
objetos en los cuales
la radiacién con esta ))
longliud de onda es 1K 100 K 10.000 K 10.000.000 K
la mas intensa : ooy
-272°C -173°C 9.727 °C ~10.000.000 °C

Figura 2.1: El espectro electromagnético, imagen tomada de la referencia [4]






Capitulo 3

Pulsares y Estrellas de Neutrones

3.1. Formacién

Una estrella activa o de secuencia principal E| es un objeto astrofisico esferoidal autogravitante
compuesto de plasma. Su estabilidad es mediada por su gravedad y su presion interna, genera-
da por la liberacién de energia de su nicleo. Una estrella genera energia mediante un proceso
llamado fusion nuclear. No es el objetivo de este trabajo explicar a profundidad el tépico y men-
cionaremos que la fusion nuclear es un proceso que se lleva acabo dentro de los ntuicleos estelares,
en donde se libera energfa al fusionar atomos sencillos formando 4tomos méas pesados [5].
Principalmente se fusiona hidrogeno (H) en helio (He) durante la vida de una estrella. Al ter-
minarse el hidrégeno, se comienzan a fusionar el helio y otros elementos cada vez mas pesados
hasta llegar al hierro (Fe), la estructura de este atomo es tal que el proceso de fusion usa energia
en vez de liberarla. Al no poder generar una presion interna, la estrella cede ante su propio peso
y esto causa una caida libre de material e inevitablemente el colapso de la estrella, liberando una
enorme cantidad de energfa gravitacional en forma de una explosion violenta llamada supernova.
Una supernova genera energia luminosa suficiente para opacar a todas las demas estrellas pre-
sentes en su galaxia por un corto periodo de tiempo [5].

Al estallar la supernova, la estrella expulsa su material externo dejando un nicleo ultra-compactado
como remanente. Para condiciones especificas de masa de la estrella progenitora (entre 8 y 10
M@)ﬂ este remanente se conoce como estrella de neutrones. [6] En este trabajo nos referiremos a

ellas por su nombre o por NS, por sus siglas en inglés para Neutron Star.

En 1939, Baade y Zwicky sugirieron la existencia de estos objetos astronémicos a partir de

1Una estrella se considera activa o en secuencia principal si en su nicleo se esta llevando a cabo el proceso de
fusion.
2El simbolo M, empleado aqui se refiere a la unidad de Masa Solar, que en el SI es 1.989 x 103%kg.

19
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sus estudios de supernovas y el descubrimiento del neutréon, en 1932. El primer modelo de estre-
llas de neutrones fue construido por Openheimer y Volkoff en 1939, suponiendo un gas ideal de
neutrones libres a altas densidades, y encontraron, usando relatividad general y la ecuaciéon de
estado de un gas frio de Fermi, que existia por lo menos una solucién estable de las ecuaciones
de estructura en donde la presion del gas de neutrones y su gravedad mantienen el equilibrio en
vez de colapsar. Abriendo asi la posibilidad de la existencia de este tipo de objetos.

En los anos posteriores, las estrellas de neutrones fueron mayormente ignoradas por la dificultad
de detectarlas, hasta que en 1967 se descubrieron los pilsares [7], senales pulsantes de radiacion
electromagnética que describiremos en la seccion [3.3] Las estrellas de neutrones se convirtieron

en fuentes candidatas para explicar estas seniales.

3.2. Tipos de Estrellas de Neutrones

Existen diversos tipos de objetos reconocidos por ser subcategorias de estrellas de neutrones,
entre ellos estan los pulsares (que se describen en la siguiente seccion, .

Como menciona la referencia [], estas categorias no son exclusivas, es decir, un objeto puede
ocupar varios puntos de las clasificaciones mencionadas a continuacién, y dependiendo del con-
texto se clasifican de una u otra manera.

Magnetares: Son NS con un campo magnético muy intenso ( 10** —10'® Gauss) que emiten ra-
dicacion electromagnética en altas energias, desde los rayos X a los rayos gamma. Otra diferencia
respecto a los pulsares tipicos, es que rotan mas lentamente, con periodos de 1 a 10 segundos.
En la siguiente secciéon veremos que el periodo de un pulsar puede ser del orden de milisegundos
B3

Fast radio bursts (FRBs): Una posible traduccion al espaifiol es una Rdfaga rdpida de radio. Se
caracterizan por ser emisiones de ondas de radio de milisegundos de duracién. Su alta dispersién
sugiere fuentes extragalacticas. Se descubrieron reexaminando datos observacionales en 2007 [9].
Binarias de Rayos X: Son sistemas de acreciérﬂ en donde una estrella de neutrones acreta
material de su compaiiera, una estrella activa de alrededor de 20 My o de masa comparable a la
masa solar. El mecanismo de emisién se debe a la friccion del gas de la estrella cayendo en la NS.
Central compact objects (CCOs): Su traduccion es Objetos Centrales Compactos y se refiere
a puntos brillantes en rayos X en el centro de remanentes de una supernova. Se detectan como

fuentes termales en las bajas frecuencias dentro de la banda de rayos X.

3Este mecanismo es definido por la RAE como: Crecimiento por adicion de materia debido a las inmensas
fuerzas de marea generadas por un objeto compacto.
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3.3. Pulsares

3.3.1. Descubrimiento:

El nombre de éstos objetos proviene del inglés Pulsar y a su vez de Pulsating star. Fueron
descubiertos por Jocelyn Bell y Antony Hewish (en la referencia [10] se puede consultar el articulo
de su descubrimiento). Ellos, usando radiotelescopios, notaron un patréon de emisiones de radio
con pulsos muy precisos. El pilsar que observaron pertenece a la subcategoria de pilsares de
radio impulsados por rotacion (con las siglas en inglés RPP’s). Por una razén técnica, los primeros
detectores observaban las emisiones de estos objetos en la banda del radio, sin embargo muchos
de los objetos méas estudiados producen la mayoria de sus emisiones en rayos gamma, rayos X, y
particulas energizadas.

En el articulo del descubrimiento [I0], la duraciéon de la emision podia ser acotada a ser de
0.016 segundos. Si la fuente esta emitiendo coherentemente desde un area dada, el tamano de
la misma no puede ser mayor que la distancia que puede viajar la luz durante la duraciéon de la
emision. Por lo tanto, menciona la referencia [§], la fuente de emision no puede ser mayor a or =
¢ - 0t =~ 4,800km de diametro, recordemos que el diametro terrestre es Rt =~ 12,000km. Por lo
tanto, la fuente debe ser Compacta{ﬂ ya sea un agujero negro o una estrella pequenia. Asi, quedan
tres posibles fuentes para las emisiones descubiertas: un sistema binario compacto, una estrella

pequena oscilante o un objeto compacto en rotacion.

Figura 3.1: Vista esquemética de un pilsar. La esfera del medio representa la estrella de neutrones,
las curvas indican las lineas del campo magnético, y los conos que sobresalen representan las zonas
de emision. Obtenida de Wikimedia Comons [I1]

4Un objeto compacto en el contexto de la astrofisca es un objeto con un cociente de masa-radio grande, es decir
con una gran densidad y por lo tanto diferente estructura que la materia comtun. Por ejemplo: agujeros negros de
masa estelar, estrellas de neutrones o enanas blancas.
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3.3.2. Un pulsar es una estrella de neutrones en rotacién

Desde el descubrimiento de los pilsares se sabia que la senal provenia de un objeto compacto,
pero todavia no se determinaba la fuente concretamente. A continuaciéon reproduciremos el razo-
namiento mediante el cual se llega a la conclusén de que los pulsares son estrellas de neutrones,
expuesto en la referencia [§].

Ya habiéndose descartado estrellas oscilantes como las C’efeidaﬂ y los agujeros negros por ca-
recer de materia para acelerar de tal forma que la emision se ajustara a las observaciones (ver
referencia [§]), exploramos la opcion de una estrella compacta. Supongamos un cuerpo esférico de
radio R y masa M en rotaciéon. Es posible estimar su frecuencia angular maxima wy,,x igualando

la fuerza centrifuga con la gravitacional ejercida sobre una particula de masa m en el ecuador de

la esfera,
Mm
Escribiendo wpax €n términos de las demés variables se obtiene
M
Wmax — Gﬁ (32)
Notemos que el periodo minimo de rotacion es
2w
Ppin=—, (3.3)
wlnax
y, en términos de wyax obtenemos
R3

Esta cantidad depende del tipo de estrella compacta. Las enanas blancas tienen un radio si-
milar al terrestre (R ~ Rr) y una masa menor o parecida a la masa solar (M 5 1Mg). Las
estrellas de neutrones tienen un radio mucho menor, de alrededor de 10 km, y una masa mayor
(1.1Mg 5 M £ 2.1Mg).

Sustituyendo los parametros de una enana blanca tipica, el érden de magnitud del periodo mi-
nimo Py, estd entre 10! y 10%s. Las caracteristicas de las NS (més masivas y méis compactas)
permiten cotas mucho mas bajas para Pu;,. Dado que se han observado pulsares con periodos de
milisegundos, las NS constituyen el dnico tipo de estrella compacta que podria emitir en periodos

tan cortos. Asi, los pulsares se reconocen actualmente como estrellas de neutrones en rotacion.

5Una estrella Cefeida es una estrella que pulsa radialmente variando en temperatura y didmetro produciendo
cambios de brillo con un periodo y amplitud estables y muy regulares.
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3.4. El modelo dipolar de pulsares

A continuacién consideramos a un pulsar en rotaciéon. El modelo mas simple de pulsares supone
una estrella de neutrones dotada de un campo magnético dipolar, aunque bien podrian existir
pulsares dotados de campos no dipolares. En la figura i representa el vector de momento
dipolar magnético; O es el vector de velocidad angular y « es el angulo entre los vectores fi y Q.
Se llama Cilindro de luz, abreviado LC por las siglas en inglés de Light Cylinder, a la superficie
cilindrica imaginaria que rodea al pulsar, definida por ser la zona mas alejada en la cual las
particulas pueden co-rotar con la estrella sin alcanzar la velocidad de la luz. En la figura [3.2]

representamos un corte del LC con lineas punteadas y denotamos su radio por

C
RLC = 5, (35)

donde €2 es la magnitud del vector de velocidad angular Q.

Figura 3.2: Diagrama de corte transversal de un modelo de un pulsar. Las curvas continuas
representan las lineas de campo magnético dipolar que emergen de la estrella. Las lineas rojas
representan lineas de campo abiertas, consideradas asi porque atraviesan el LC. Las lineas verdes
representan LOFLs (definidas en , pues son tangentes al LC. Las lineas azules representan
lineas de campo cerradas, pues nunca cruzan el LC.

Como veremos pronto, las LOFLs y sus lineas vecinas son altamente relevantes en los modelos

de emision de radiacion electromagnética en pulsares.
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Definiciones

Siguiendo a la referencia [12], a continuacion definimos algunos conceptos relacionados a los pul-

sares que nos serviran en los siguientes capitulos.

Magnetosfera: Region del espacio en la vecindad de un objeto astrofisico en donde las

particulas cargadas son influenciadas por el campo magnético del objeto.

Ultimas lineas de campo abiertas (LOFLs): por sus siglas en inglés de Last
Open Fieldlines. Suponiendo que las lineas de campo que emergen de regiones cercanas a
los polos magnéticos son abiertas en el sentido que cruzan el LC, entonces las LOFLs son

las lineas tangentes al LC en algtin punto. Ver la figura 3.2

Separatriz (Separatrix): Zona de separacion entre lineas de campo B abiertas y

cerradas. Esta intimamente relacionada con las LOFLs.

Casquetes polares (Polar caps): Los casquetes polares o, mas comunmente, los
casquetes o caps, son vecindades de los polos magnéticos sobre la superficie de un pulsar.
Todas las lineas de campo magnético que emergen de estas vecindades son abiertas, y su

frontera es definida por los puntos de donde emergen las LOFLs.
Mapa sideral (skymap): Es un histograma en color del nimero de fotones que
llegan al observador desde un pilsar. Depende del dngulo de inclinacion « del pilsar, asi

como de la fase de rotacion ¢ en la que sea observado.

Curva de luz: Es una grafica de la intensidad de radiacién detectada de un pilsar

a un angulo de observacion dado, en funcion de la fase de rotacion.
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El origen del campo magnético de estrellas de neutrones

Actualmente el origen del campo magnético para NS esta en debate y en la literatura se encuen-

tran tres posibles origenes para su campo magnético.

1. La hipétesis de conservacion de flujo magnético.

La estrella hereda el campo magnético en donde se cumple que
BR = constante, (3.6)

con R el radio de la estrella, de forma que si R disminuye un factor de 10°, el campo

magnético B de su remanente aumentara 1019, para mas informacion, ver la referencia [13].

2. Campos generados por corrientes eléctricas circulantes o un dinamo en la estrella progeni-
tora, durante las primeras etapas de supernova, un ejemplo de dinamo conocido es el que

produce el campo magnético terrestre.

3. El efecto termomagnético presente en la corteza de la NS.

La referencia [14] contiene una comparacion mas exhaustiva de los diferentes origenes, favore-

ciendo el segundo caso para la formaciéon de campos magéticos de pilsares y magnetares.
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El modelo dipolar de pulsares supone la configuraciéon magnética mas sencilla para el campo de

la NS, el dipolo perfecto, expresado como

B — 3r(i-t) —ji (3.7)

con 1 € (0,00), en donde [ es el vector de momento dipolar magnético y t es un vector unitario
en direccién radial. Podemos expresar la anterior ecuacién en términos de coordenadas esféricas
auxiliares (r,0,¢) como

B::£2(2am(®f4—ﬁn(®é>7 (3.8)
con 6 € [0, 7] y, definido en las coordenadas esféricas usuales (7,9, ¢) como 0 := ¥ — «, con « el
angulo entre el vector de velocidad angular 0 y . En la ecuacic’)n 1 representa la magnitud del
vector [Iy 0 es el vector unitario, ortogonal a r, correspondiente al a&ngulo 6. Notemos que en estas
coordenadas auxiliares, el campo B no depende del angulo ¢, esto sucede porque provenimos de
la expresion construyendo a nuestro sistema coordenado a partir del vector [i, es decir, estas
coordenadas estan siempre alineadas con el dipolo sin importar el valor del angulo «. En el caso
oblicuo o donde el vector de momento magnético no esta alineado al vector de velocidad angular,
i1y B seran dependientes del tiempo y tendran términos en las coordenadas esféricas usuales

(r,9,¢). Notemos que podemos obtener la magnitud de B usando el producto punto B - B en la

B:[E}V3m§9+1 (3.9)

r3

ecuacion [3.8| y resulta

Esta expresion de la magnitud del campo B nos servira en las siguientes secciones.
A continuacion, revisaremos dos casos interesantes: cuando el dipolo se encuentra inmerso en el

vacio y cuando se encuentra en una regiéon abundante en plasma.

3.4.1. El dipolo oblicuo en magnetoésferas vacias

En esta version del modelo, se supone una NS rotando de forma uniforme en el vacio con velocidad
angular (0, y con un momento magnético i que forma éngulo « respecto a Q, es decir respecto al
eje de rotacion (ver figura . En esta tesis seguiremos el desarrollo presentado en la referencia
[7]. De la ecuacion vemos que en el polo magnético de la estrella de radio R, ji esté alineado

a r, independientemente de las coordenadas, la magnitud de B es

1

Bp = 2@

(3.10)

La evolucion temporal de fi(t) serd, en coordenadas cartesianas y, expresando a p en términos

de By,

B,R3 . s .
i) = p2R (sin o cos Q1 + sin asin Qtj + cos ak) . (3.11)
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La solucién conocida de B para el caso de un dipolo en rotacion es

+r<r- [3‘7:? +3’.7(1;)+WD, (3.12)

2 cr c3r

donde el punto sobre cada cantidad representa la derivada temporal. Esta solucién, nada trivial
de obtener, recibe el nombre de dipolo retardado [I5] y se puede consultar en la referencia [16],
en donde se obtiene a partir de la expresion del vector de potencial magnético para un momento

magnético dependiente del tiempo.

En la referencia [3] encontramos la féormula de Larmor para obtener la potencia (energia por
unidad de tiempo) radiada por un dipolo eléctrico oscilante. Aqui la escribiremos como se mues-

tra en [§]:
2

E=—"_¢%?, 3.13

334 (3.13)

donde E es la energia y E es la potencia, ¢ es la carga que oscila y © es su aceleracién. En
términos del momento dipolar eléctrico d = qr obtenemos

. 2 .

E=-_—d 3.14

3.3 (3.14)

La formula de Larmor puede ser aplicada tanto a un dipolo eléctrico como a uno magnético, de

forma analoga escribimos
2

.2
Il

(3.15)

Para sustituir la expresion de la ecuacion [3.11] en la ecuaciéon anterior, obtenemos primero la
segunda derivada de [,

. B. R3Q)? R .
i(t) = f% (sinacos Qti + sin asin Qtj) ,

y obtenemos su magnitud al cuadrado con el producto ﬁ . ﬁ = ji%, lo cual conduce a

B2RSQO* sin® o

fi(t) 1 (3.16)
Sustituyendo esto en la ec. [3.15] la potencia Ep (en donde colocamos B como subindice para

enfatizar que proviene del ampo magnético B) resulta

BgR6 O4sin? o
6¢c3 ’

Ep = (3.17)

Notemos que tiene signo negativo, es decir que el sistema va perdiendo energia y es proporcional

a la magnitud de la velocidad angular ) elevada a la cuarta potencia.
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Estudiemos ahora a la energia cinética rotacional de la NS,
L2
Erot - 5[9 3 (318)

en donde I representa el momento de inercia de la estrella. Derivando la ecuacién anterior obte-
nemos
Eror = IQQ. (3.19)

Siguiendo a la referencia [8], ignoramos (para este modelo sencillo) las demés contribuciones al
balance de energias y suponemos que la pérdida de energia rotacional [3.19) corresponde tnicamen-
te a la potencia radiada del dipolo magnético es decir Erot = fE'B de esta forma obtenemos
una ecuacion diferencial para Q.

Q=-KQ3, (3.20)

donde K = stRG sin? a/I6¢>. Notemos que la ecuacion es una estimaciéon del cambio de
la velocidad angular, establece que el pilsar va perdiendo energia rotacional y cada vez gira més
lento.

Aunque queda fuera del objetivo de este trabajo, es importante mencionar que, siguiendo esta
linea de pensamiento, se puede llegar definir una edad caracteristica para los pilsares. Integrando
la ecuacion [3.20] que proviene de igualar y se puede estimar la edad de un pulsar. En
la referencia [7] se menciona que empleando este modelo, Groth y Gullahorn, en 1972, estimaron
una edad de 1243 afios para el pulsar del Cangrejo, remanente de la supernova observada desde
varias regiones de la Tierra en el ano 1054 [I7], el cual tenia una edad de 918 anos en 1972.
A pesar de que la estimacion no concuerda con la edad, ofrece una aproximacion razonable a
pesar de la simplicidad del modelo. Hay que tomar en cuenta que el modelo esta aproximando
a un pulsar como un dipolo en rotacion (en el vacio) que pierde energia rotacional en forma de

radiacion electromagnética, ignorando otras posibles contribuciones.

Sustituyendo en y los datos del pulsar del cangrejo, Gunn y Ostriker en 1969 obtuvieron
E =245 x 10%%rgs, (3.21)

y para la potencia,
E =6.4 x 10%%ergs s L. (3.22)

Estos resultados son una aproximaciéon razonable a las mediciones reportadas de la nébula del
cangrejo, aproximadamente E=5x 10%8ergs s—! [7]. Este primer modelo logra dar resultados y

predicciones muy interesantes a pesar de su sencillez.
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3.4.2. El dipolo alineado en magnetosferas densas

En esta secciéon mostraremos el desarrollo que hicieron Goldreich y Julian, publicado en 1969 [18].
En esa referencia, ellos argumentan que un campo eléctrico intenso cerca de la superficie de la
estrella arrancaria continuamente particulas cargadas, dotando a un pulsar de una magnetdsfera
densa.

Consideremos una NS esférica de radio R en rotaciéon, con un campo magnético dipolar B, con
vector de momento dipolar ji, alineado al eje de rotacion (ver la figura considerando o = 0°,

es decir, el caso donde la direccion de [ coincide con §2).

En el modelo de Goldreich & Julian y, virtualmente en todos los modelos cldsicos de pulsares
[7], el campo B es primordialmente dipolar en la zona cercana a la estrella, es decir a distancias
menores que Rpc. Entonces para R < r < Rp¢ y cerca del ecuador de la estrella, con 6 ~ 7/2,
recordando las ecuaciones y podemos escribir que,

I R\’

Por otro lado, el campo magnético estara dividido por la superficie de la estrella, usaremos la
notacion (/) para denotar el valor de los campos dentro y fuera de la estrella respectivamente.
El campo magnético fuera de la estrella es

B(Out) — Bp R3

<cos I + 51121 v 1§‘> . (3.24)

Suponiendo que no existen corrientes superficiales, ambas componentes de B, la normal y la
tangencial son continuas a través de la superficie estelar. Con este razonamiento el campo dentro

de la esfera es "
Bﬁn)::[%)(cosﬁf+—si;§>. (3.25)

Debido a la alineacion de la rotacion con el momento dipolar, el campo externo es estatico y
existe una simetria axial respecto al vector (. Enla superficie de la estrella las particulas estaran

sometidas a una fuerza de Lorentz de la forma

QAxr
c

Fa x B. (3.26)

Goldreich y Julian mencionan en [I8]: Suponemos que la materia estelar, tanto en el interior
degenerado como en la atmdsfera no degenerada, es un excelente conductor eléctrico. Por lo
tanto, la estrella estard polarizada, de forma que tendrd un campo eléctrico interior que satisface
[5-27 Recordemos la Ley de Ohm que al suponer lo anterior, se cumpliré para conductores,
en donde J/o — 0, es decir
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—

EM 4 ——x B = 0. (3.27)

Sustituyendo el valor de B de 1a ec. obtenemos que

gt — _Be [Cosg(ﬁ 1) X+ S";ﬁ(ﬁ X 1) X ﬁ] , (3.28)
&

donde |r| = Rsind. Realizando los productos vectoriales, y notando que estamos en el interior

de la estrella obtenemos

E(in) _

_ ByRsin 90 [smﬁf ~ cos ﬁiﬂ ' (3.29)
c

Recordemos que en estas condiciones alineadas, V x E = 0 y, suponiendo por un momento el

exterior vacio podemos definir un potencial eléctrico V' tal que
Elu) — gy, (3.30)

y que cumple la ecuacion de Laplace,
V2V =0, (3.31)

en donde la condicién de frontera es r = R, entonces la solucion a esta ecuaciéon es

BQR?
r36¢

B,QR®

V:
733¢c

(3cos? ¥ — 1), (3.32)

Py(cos?) = —

en donde P, se refiere al Polinomio de Legendre de orden 2. Para ahondar en este tema y
las soluciones de la ecuacion de Laplace, consultar las referencias [3] y [19].El potencial tiene
naturaleza cuadrupolar, y el hecho de que la componente tangencial de E sea continua a través

de la superficie nos permite escribir que justo fuera de la superficie de la estrella

ouy 10 {RQQBP

Ey" = 759 e P, (cos 19)] . (3.33)

Asi evaluando E y B fuera de la estrella obtenemos de [3.24] [3.30] y [3.32] que

E-B

C r

7
_ ~he <R) Bgcos?’ﬂ, (3.34)

y entonces la magnitud del campo eléctrico paralela a B Ejj, en la superficie, con r = Ry 6 =0
es
(3.35)
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para un pilsar tipico como el de Cangrejo con B, = 5.2 x 1012G[T],
B ~2x10°P7' B[V em™ ']

donde P = 27/Q) es el periodo de rotacion y Bjs es la intensidad de campo magnético en
unidades de 10'? Gauss [7],[6]. Este campo eléctrico serfa lo suficientemente intenso como para
desprender particulas cargadas de la superficie de la estrella, de forma que la estrella tendria una
magnetosfera necesariamente densa, ya que una vacia seria inestable. Como concluyen Goldreich
y Julian [I8]: Una estrella de neutrones magnetizada en rotacion, no puede estar rodeada del

vacio.






Capitulo 4

Emision de radiaciéon en la

magnetosfera de pulsares

Existen diversos modelos de emisiéon de radiacion electromagnética de altas energias, como los
rayos gamma, proventientes de pulsares. Algunos de los modelos méas populares en la literatura
son conocidos como Polar cap [20], Outer gap, Two-pole caustic [21] y Separatriz Layer [22].
En este capitulo, explicaremos brevemente las diferencias entre estos modelos. Primordialmente
revisaremos el modelo Separatriz Layer en la seccion en donde estudiaremos algunos de sus

elementos importantes como la Hoja de Corriente y la funciéon de corriente \.

4.1. Mecanismos de Emision

De acuerdo con la referencia [12]. "La emision de alta energia que modelamos no es térmiczﬂy es
producida por radiacion de curvatura, radiacion de sincrotron y dispersion de Compton inversa
de particulas ultrarrelativistas que se aceleran en la magnetosfera. Tales particulas se mueven
a lo largo de lineas abiertas de campo magnético en un marco de referencia donde el campo
eléctrico es cero". Para entender la terminologia, primero describimos los mecanismos de emision
mencionados

Radiacion de Curvatura: Es generada cuando particulas cargadas fluyen a velocidades rela-
tivistas a lo largo de lineas de campo que se curvan. Asi se aceleran de forma transversal a las
lineas de campo. Este es el mecanismo mas viable para explicar las emisiones de radio en pulsares.
Para méas informacion, consultar [23].

Radiacion de sincrotron: Es radiacion emitida por un haz de particulas relativistas cargadas

en un acelerador circular. Su nombre proviene de su detecciéon en el Sincrotréon General Electric

1Se dice que un tipo de radiacién es no térmica si no puede ser descrita por la radiacién de cuerpo negro.

33
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a una energia de 70 MeV [24]. En el contexto de los pulsares la radiacion de sincrotron emitida
es mas energética (queda en el espectro 6ptico, rayos-X y rayos ) que otros procesos.

Dispersion de Compton inversa: Este proceso ocurre cuando electrones ultra-relativistas dis-
persan fotones de méas baja energia. De esta forma, los fotones ganan energia mientras que los
electrones la pierden. Por ejemplo, fotones en el espectro del radio pueden llegar a ser energiza-
dos hasta alcanzar frecuencias del ultravioleta o rayos-X [25]. E| Este efecto cobra importancia en
regiones de la magnetosfera densas en fotones y puede aumentar radicalmente la emision de altas

energias en pulsares.

4.2. Modelos de emisiéon derivados del dipolo en el vacio

Una vez mencionados algunos éxitos moderados del dipolo en el vacio, mencionaremos breve-
mente, sin ahondar en ellos, algunos de los modelos de emisiéon posteriores que parten de la
aproximacion en el vacio. Al inicio se detectaron pulsares en la banda del radio. Posteriormente
con mejoras en la tecnologia y observatorios dedicados a otras bandas, como el Observatorio de
rayos gamma de Compton (CGRO por sus siglas en inglés), al inicio del presente milenio, se
detectaron ptlsares que emiten en altas energias, como los rayos gamma [22].

Para explicar las mediciones de este tipo de pulsares surgieron modelos de emisiéon con modifica-
ciones al dipolo en el vacio. En estos modelos, las particulas son acelaradas en zonas llamadas en
inglés, gaps (una traduccion posible es brechas), definidas por ser regiones en donde las particulas
se aceleran lo suficiente para originar fotones de altas energfas [26]. Una componente esencial y
de diferenciaciéon de cada modelo es la localizacién de las gaps. Por ejemplo el modelo Two-Pole
Caustic o (TPC)[26] supone emisién en una gap proxima a las LOFL’s[3.4] que va desde la super-
ficie de la estrella hasta el LC. El modelo TPC puede predecir en buena medida una caracteristica
importante y distintiva de las curvas de luz [3.4] de rayos gamma: dos intensos picos de luz en

fases distintas del pilsar.

Otro modelo es el Outer Gap (OG) en donde se supone una emisiéon dentro de una gap for-
mada por un tubo de lineas abiertas que se extienden desde una superficie de carga nuleEI al LC.
Se pueden encontrar diagramas al respecto en la referencia original [27].

Ambos modelos reproducen de buena forma las cdusticasﬂ en su mapa sideral de emisién de
radiacion. Sin embargo, vimos en el capitulo anterior que las magnetosferas de pulsares son
necesariamente densas y hay modelos que mejoran las predicciones introduciendo magnetosferas
maés realistas

2La dispersion de Compton canénica (no inversa) es el proceso mediante el cual los fotones transfieren energia
a los electrones.

3Una superficie de carga nula cumple que p = 0 en la ecuacién que veremos més adelante m

4Se les denomina asi a los picos en la curva de luz
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4.3. El Modelo Separatrix Layer y la aproximacién Force-
Free

Como explicamos anteriormente, en la literatura existen una serie de modelos de emision para
los pilsares que pueden reducirse a la aproximacion en el vacio. Varios de estos modelos lograban
reproducir en buena medida los mapas siderales de emisiones de radiaciéon en bandas como
la del radio o hasta los rayos gamma. Sin embargo, Bai y Spitkovsky [I5] encontraron incerti-
dumbres importantes en la predicién de la emisiéon de rayos gamma a partir de dichos modelos.
Partiendo de que los mapas siderales son muy sensibles a la estructura de la magnetosfera y a
la geometria de la zona de emision, encontraron dos incertidumbres importantes. La primera es
que el dipolo en el vacio se desvia de la estructura densa de la magnetosfera, generando mapas
siderales que no corresponden claramente a las observaciones. Segundo, la forma de los casquetes
polared3.4 depende de la estructura del campo cerca del LC y esto genera una gran incertidumbre
yva que las zonas de emision dependen directamente de la forma del casquete. Ellos, usando el
resultado de la existencia magnetosferas densas explicada en la anterior seccion [3.4.2 introdu-
jeron el modelo Separatriz Layer. Como un primer recurso, Bai y Spitkovsky suponen que el
plasma en la magnetosfera se puede describir empleando la llamada aproximacion Force-Free de

la electrodindmica clésica, el cual describimos enseguida.
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La aproximacion Force-Free de la electrodinamica

Siguiendo la definicion de la referencia 28], esta aproximacion describe un régimen particu-
lar de plasmas dominados magnéticamente y juega un papel clave en la fisica de las estrellas
de neutrones.

El plasma se aproxima suponiendo que es tenue y despreciando todas las fuerzas no magné-
ticas, ademas, la fuerza de Lorentz se hace cero localmente. Asi, el plasma no es afectado por
ninguna fuerza y por ello se llama Force-Free o, como posible traduccion, Libre de fuerzas.
En ecuaciones, la aproximacion Force-Free, o FF, consiste en la teoria de la electrodinamica

clasica (Ecs. 2.8) con la condicién anadida
PE+jxB=0, (4.1)

donde p es la densidad de carga y j representa la densidad corriente. Esta condicién se
traduce en que, localmente, la fuerza de Lorentz se anula [28] (ver ecuacion[2.9). En piulsares
es aplicada en la magnetosfera de la estrella y proviene de la magnetohidrodinamice] ideal.
En esta aproximacion se cumple que E - B = 0. En la referencia [30] se propone como un
modelo valido de magnetosfera aquel que cumple con la ecuacion 1.1} Es razonable usar
esta primera aproximacién para simular magnetosferas densas para pilsares partiendo del
resultado de Goldreich y Julian

®Abreviada MHD, estudia el comportamiento de fluidos conductores en presencia de campos eléctricos y
magnéticos, ya sea externamente aplicados o generados por el mismo fluido [29].

El nombre Separatriz Layer proviene de que en este modelo, la emision de radiacién ocurre
en un conjunto de lineas abiertas que se encuentran en la vecindad de la separatriz incluyen-
do a la Hoja de Corriente afuera del LC y la Strong Current Layer dentro del LC (regiones muy
importantes dentro de este trabajo que definiremos méas adelante). En el caso de la magnetosfera
FF las lineas de campo son consideradas abiertas si se extienden infinitamente o si se cierran més
alla del LC. Mas adelante mencionaremos que aquellas lineas estan relacionadas con la Hoja de

Corrriente y la funcién de corriente A\, que describimos a continuacién.

4.3.1. La funcién de corriente \ en la aproximaciéon Force-Free

Como vimos en la seccion [41] los mecanismos de emision involucran la aceleracion de particulas
cargadas. En esta seccion estudiamos la funcion de corriente A(z,y, z), que relaciona al campo
magnético con la densidad de corriente en la magnetosfera de pulsares. Veremos que esta funcion
esté relacionada con la region de emision de rayos gamma dentro del modelo Separatriz Layer.

Siguiendo el apéndice A del articulo de Bai y Spitkovsky [22], usamos dos suposiciones: (1) el
campo electromagnético es Force-Free, y (2) el plasma y su patréon de campo electromagnético

co-rotan con la estrella a una velocidad angular Q.



4.3. El Modelo Separatrix Layer y la aproximacién Force-Free 37

Partiendo de las Ecuaciones de Maxwell, en la aproximaciéon FF tenemos que la magnetdsfera

cumple con la ecuacion A su vez, en éste régimen, se cumple que (ver la referencia [31])

E=-v xB, (4.2)
en donde Q
v=22r (4.3)
c

es la velocidad de co-rotacién de una particula a una distancia r de la estrella, normalizada por
la velocidad de la luz c. Siguiendo las referencias [32] y [22], sabemos que para algin campo A

que co-rota con la estrella a una velocidad angular Q se cumple
[0+ (2 xr)-VIA=QxA. (4.4)

Usaremos esta ecuaciéon para obtener expresiones para O;E y 0;B. Para el campo eléctrico,
tenemos de [£.4]
HE=0xE—-[Qxr)- V]E. (4.5)

A continuacién mostraremos que esta expresion es equivalente a
HE =V x [(Q xr) x E] — 47p(Q x 1), (4.6)
es decir, mostraremos que
OXE—[(Qxr)-VIE=V x [(Q x 1) x E] — 47p( x r).

Desarrollando el rotacional del lado derecho de la ecuacion anterior, tenemos que

—

Vx[(@xr)xEl=E -V)(Qxr)—[(Qxr)-VIE+ (Qxr)(V-E)—E[V-(Qxr)]

de la Ley de Gauss para el campo E y, notando que la divergencia de O xrse anula, se sigue

que

Vx[@xr)xE]=(E-V)(Qxr)=[Qxr)VIE +47p(Q x r). (4.7)

Solo falta probar que
OxE=(E-V)(Qxr). (4.8)

Definiendo S como el tensor de la derivada aplicada al vector v , podemos escribir, en notaciéon

de indices, que los componentes de este tensor son

Sim = 8ﬂlm,
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en donde los indices [ y m van de x a z, representando las coordenadas (z,y, z), y v las compo-

nentes del vector v/ = § x r. Entonces, tenemos que los componentes de (E - V)(Q x r) son
ESim = EyO0zvm + E,0yvy, + E.0,0y,.

Comparamos enseguida con 2 x E. Para la componente z,

—

QxE); =w,E, —w,E,,

(E- V) x1)]y =Ey0y(wyz —w,y) + E.0,(wyz —w.y) = wyE, —w,. Ey.

Observamos que son idénticos en las otras componentes, por lo que demostramos y por lo
tanto
De forma totalmente analoga (usando la ecuacion [2.6) se llega a que

OB =V x[(@xr)xB. (4.9)

Sustituyendo la ecuacion [£.6] en la ley de Ampere [2.8] y usando la expresion [£.2] obtenemos

va[BJrvx(va)}:j_p(ﬁxr).

T

En la literatura usualmente las unidades se toman de tal forma que ¢ = 1, y tanto p como j son
multiplicadas implicitamente por 4w, por ejemplo p = 47p. Una vez aclarado esto, escribiremos

la ecuacion anterior como
Vx[B+vx(vxB)]=j—pxr). (4.10)

Veamos ahora que el vector (j — p(€2 x 7)) es paralelo al campo B. Esto se sigue de la ecuacion
(2) de la referencia [33] en la aproximacion FF, en donde escriben la ley de Ohm de la siguiente

forma

B

i EXB] c[B-(VxB)B—2E'(VXE> , (4.11)

- =B PR
entonces vemos que la densidad de corriente j tiene un componente paralelo a B (término derecho
de la suma) que denotaremos jj|, y un componente proporcional a E x B. Por otro lado, podemos
usar la ecuacién para descomponer a v en una componente paralela a B, v|| y una que es
proporcional a E x B, de la siguiente forma. Primero aplicamos el producto cruz con B en la ec.
[4:2] para obtener
E xB = —(v x B) x B,

de lo que se sigue que
ExB B(B:-v) ExB
V=% + 7 =gz Vb (4.12)
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y entonces, recordando que Oxr=cv (ec. ,

. - c E xB .
. - ExB ) ExB .
J=pQxx) = pe | —mo—| iy —pc | =55 — ViI| =dj +pevy,

en donde j; y —v| son términos de j y v paralelos a B. Este resultado, junto con la ecuacion

[4.10] implica que existe una funcion X tal que
Vx[B+vx(vxB)=j—p(xr)=AB. (4.13)

Dado que j — p(€} x ) es la densidad de corriente en el marco de referencia corrotante con la
estrella, j° [34],
AB = j°. (4.14)

Entonces AB se interpreta como la densidad de corriente en ese sistema. Esto indica que la co-
rriente y la linea de campo magnético son paralelas y A establece la proporcionalidad entre el
campo B y la corriente j°. El signo de A determina la direccion del flujo de corriente: positivo ira
en el sentido del campo B y negativo ird en sentido contrario.

Esta estrecha relaciéon de A con la corriente se utilizard mas adelante para determinar la aso-
ciacion del campo magnético con la Hoja de Corriente (que se definira en la siguiente seccion).
En las zonas donde A alcance sus valores (absolutos) maximos, la corriente serd mas intensa.

Veremos que esta zona es precisamente donde se localiza la Hoja de Corriente.

Ahora, para calcular la funcién A en términos de B y v, primero escribimos el triple producto
vectorial como,
vx (vxB)=v(v-B)-B(v-v) = (v:-B)v —9’B,

siendo v - v = v2. Definamos campos auxiliares relacionados con B y v:
C = ¢°’B,

D= (v-B)v.

Después, aplicando el producto punto con B a ambos lados de la ecuacion obtenemos
AB2=B-VxB+B-[Vx (v(B-v))]-B-[Vxv’B],

y finalmente sustituyendo los campos auxiliares podemos llegamos a una expresion util para
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calcular a A en la préctica:

A B-VxB-B-VxC+B-VxD]. (4.15)

izl
Ahora, notemos de la ecuacion que la funcion de corriente \ esta relacionada con la densidad
de carga p, y nos permite calcularla en términos del campo magnético B y la velocidad angular

Q) como
_V-E EQ'BJFV'(VXB)

47 ¢ on 47

P . (4.16)

Goldreich y Julian en la referencia [I8] enfatizan que la expresion anterior es vélida tinicamente

para la porciéon corrotante de la magnetosfera.

4.3.2. La Hoja de Corriente

A continuacién definiremos el concepto de la Hoja de Corriente o CS, por sus siglas en inglés
Current Sheet.

En un plasma magnetizado, eléctricamente conductor, los movimientos de distribuciones de carga
no mantienen, en general, un campo magnético uniforme. Estas zonas en donde el campo deja de
ser uniforme dan lugar a laminas u hojas que transportan corriente. Estos lugares se conocen co-

mo Hojas de corriente, ésta y mas informacion del tema puede ser consultado en la referencia [35].

Las lineas de campo magnético que atraviesan al Cilindro de luz, bajo el esquema de Force-
Free, son propensas a pasar por un proceso llamado Reconexion Magnética, a través del cual

reordenan su estructura de acuerdo a la forma de la Hoja de Corriente.

Una CS esta constituida por una corriente confinada a una superficie delgada y es una ca-
racteristica genérica de los fendmenos magnetohidrodinamicos. Por ende esta presente en objetos
astrondmicos con magnetosfera, especialmente en las estrellas de neutrones, que poseen campos
magnéticos muy intensos. Como mencionamos en la subseccion anterior, en modelos de pilsares,
la Hoja de Corriente esta fuertemente asociada a la funcién A En los siguientes capitulos,
estudiaremos la geometria de la Hoja de Corriente. Por ahora basta con decir que es la regién

de la magnetosfera en donde |\| alcanza sus mayores valores.

En el contexto de modelos para pulsares, en la literatura se hace la distinciéon en dos regio-
nes, la Hoja de Corriente y a la Capa de corriente fuerte, o en inglés Strong Current layer, que se
define como la CS que conecta con la superficie de la estrella. Veremos a continuacion que dicha

conexion depende del dngulo .
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A continuacién mostraremos esquematicamente el desarrollo del Apéndice B de la referencia [22],
en donde Bai y Spitkovsky demuestran que la Hoja de Corriente fuera del LC no necesariamente
se conecta a la superficie de la estrella. Este resultado ser4 muy relevante al final del presente
trabajo cuando presentemos la asociacion de lineas de campo magnético con la CS. Para mostrarlo
vamos a usar el campo magnético de Bogovalov [36], el cual describe un monopolo magnético
dividido (que puede pensarse como un dipolo degenerado), en rotacion y a distancias lejanas
del origen, que presenta una estructura de campo magnético que se aproxima asintéticamente al
campo Force-Free.

El campo magnético del monopolo dividido encontrado por Bogovalov es

Co

B, = 2 [t — (rsin®)@]n(r,d, ), (4.17)

donde ¢y es una constante arbitraria, R = rsin¥ es el radio cilindrico y la funcion n(r, 9, ¢) se
define como
n(r,9,¢) = F(sinasindsin (¢ + r/Rrc) + cos acos ). (4.18)

Si llamamos z al argumento de F', entonces

n(r, 9, ) == F(x),

donde F(z) = 1 cuando =z >0 y F(z) = —1 cuando = <0 y la Hoja de Corriente corresponde
a la superficie descrita por x = 0, ya que, como menciona Bogovalov, se asume que la Hoja
de Corriente es una discontinuidad matemaética en soluciones magnetohidrodinamicas. Entonces

esta superficie es tal que
sinasindsin (¢ +r/Rpc) 4+ cosacosd = 0,

o equivalentemente
cot ¥ = tanasin (p + r/Rrc). (4.19)

Si se define A como
A = [1 +tan? asin®(¢ + r/Rpc)] tan accos(¢ + 7/ Ryrc) (4.20)

se puede encontrar que la direccion normal a la superficie de interés, determinada por F(0), es

1 ~
= —(Ar — 9 + A)). 4.21
n= e A 2 (421)

El sistema de coordenadas natural para calcular la corriente en la CS es el sistema co-rotante con

la estrella, en donde la corriente esta dada por la ecuacion [£.10] Notemos que la corriente en este
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sistema, ademés del rotacional de B, incluye una contribucion del rotacional de v x (v x Byy).

Por esta razon es tutil definir un campo magnético compuesto por By, y por dicho término como
Co ~ ~
H, =B, +vx(vxBy)= ) (1= R*)E — R3] n(r,d, ). (4.22)

Asi, la densidad de corriente superficial de la hoja de corriente en el sistema co-rotante esta dada
por
(4.23)

donde los signos + y - denotan a los valores de campo H,, justo arriba y abajo de la Hoja de
Corriente.

Es tutil ver dos casos especiales: el caso del dipolo alineado («w = 0°) y el dipolo oblicuo ortogonal
(a = 90°). Para el caso alincado tenemos que n = k (la misma direccion que 9), y de las
ecuaciones anteriores se puede deducir que J tiene componentes radial y azimutal. En este caso
la radial conecta la corriente \ a la estrella y decae como 1/r. La componente azimutal se aproxima
asintoticamente a una constante. Como se menciona en la referencia [22], si se integra sobre un
circulo de radio r se obtiene que la corriente neta, llevada por la Hoja de Corriente que se conecta

a la estrella es de la forma

2m
Io = / Jr|a:0 ngﬁ = 4’/TCO. (424)
0

Notemos que Ij es una constante, mostrando conservacion de corriente. Se puede verificar también
que I es la corriente fluyendo de la estrella (fuera de la Hoja de Corriente), integrando la densidad

de corriente, dada por [£.10] en términos del campo H de la expresion [£:22]

Lestrella = f (V x H|o—) - tr? sin 9diddp = —I. (4.25)
I#£T)2

Por otro lado, para el caso ortogonal, a = 90°, se tiene que A— co y n = (¢ + a[:)/\/i J solo
tiene componente en é, esto quiere decir que la corriente de la Hoja de Corriente no se conecta
a la estrella, en vez de eso, forma circuitos o loops poloidales en direccion é, por lo que no hay
Hoja de Corriente en la magnetosfera interna en el caso de o = 90°.

La expresion general de la corriente asociada a la Hoja de Corriente como funcion de « [22] es

ICs(cv)/27r sind  dyp (4.26)
I, o V1+ 24221’ ’

en donde 1 estéa definida por la condicion Aqui, Icg(a) es normalizada por el valor constante

Iy, y, como se espera, no depende de r. Por otro lado,

Testrella (04)

1
= ——j{cosﬁsin IF (z)dddep. (4.27)
I() 2w



4.3. El Modelo Separatrix Layer y la aproximacién Force-Free 43

El resultado importante proviene de la ecuacion[£.26] que integramos y reproducimos en la figura
El resultado concuerda con el apéndice B de la referencia [22]. En esta figura observamos
una caida de la corriente de la Hoja de Corriente conectada a la estrella a medida que aumenta
el angulo a, esto sucede por una degradacion de la CS dentro del cilindro de luz en los casos no

alineados.

Este resultado es muy importante para el objetivo principal de esta tesis, que es determinar
cuéles son las lineas de campo asociadas a la CS. En congruencia con este resultado, veremos
como hay més asociacion de lineas de campo a la CS en el caso o = 0°, mientras que en o = 90°,
habra menor asociacién. Esto se debe a una mayor conexiéon de corriente con la estrella en el caso
alineado, en donde las lineas de campo magnético siguen de cerca a la CS desde que salen de la
superficie estelar, mientras las lineas de casos oblicuos se encuentran con la Hoja de Corriente

més lejos de la superficie estelar.

Corriente de la CS conectada a la estrella

1.0

0.8

0.6

"sheet/-'o

0.4

0.2

0.0 *

a

Figura 4.1: Corriente de la Hoja de Corriente conectada a la superficie estelar en funcion del
angulo de inclinacién «.






Capitulo 5

Herramientas Computacionales

En este capitulo describimos las herramientas y recursos computacionales utilizados, creados y

adaptados para la realizacion de este trabajo.

5.1. Software xSky

El entorno de software que utilizamos en este trabajo se denomina xSky. Comenz6 a desarrollarse
en Octubre de 2014 por Stephen Green, Néstor Ortiz y Steve Liebling. Dicho entorno es un com-
pendio de rutinas en diferentes lenguajes de programacion (Fortran, Mathematica y Python).
Su funcionalidad se puede resumir en:

’Dados los campos magnetosféricos de modelos de estrellas de neutrones provenientes de simu-
laciones externas, xSky puede encontrar los casquetes polares magnéticos correspondientes, crear
mapas stderales y curvas de luz de la radiacion emitida de acuerdo de un modelo de emision
dado’.

5.1.1. Entrada o Input

Para la ejecuciéon en Fortran, el software xSky necesita los campos eléctricos y magnéticos aso-
ciados a una magnetosfera y parametros de entrada que se expresan dentro de un archivo de
texto. Tales parametros especifican la rutina a ejecutar, el tipo de campos electromagnéticos a
procesar (es decir, dados de forma analitica o numérica), la resolucion de la malla numérica y
parametros generales de la estrella como: su radio, el radio del LC y la direcciéon de su eje de
rotacion en coordenadas cartesianas. Especificaremos los parametros particulares de cada rutina

en sus respectivas secciones.

45
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Codigo ONION

Como mencionamos anteriormente, xSky requiere como entrada los campos eléctricos y magné-
ticos asociados a la magnetosfera de una estrella de neutrones. En nuestro caso, estos campos
provienen de simulaciones numéricas realizadas con un software llamado ONION, un cédigo mag-
netohidrodinamico relativista [28], que se especializa en resolver dindmicamente las ecuaciones de
la electrodindmica en la aproximacion Force-Free, en la magnetosfera de estrellas de neutrones,

en un espacio-tiempo fijo.

Para estas simulaciones existen tres tipos de resoluciones: resolucion baja (res41), media (res61)
y alta (res81). Los autores del codigo, Federico Carrasco (a quien agradecemos el proporcionarnos
los datos de sus simulaciones) y Oscar Reula, en la referencia [28], describen la geometria de la
malla computacional, la cual usa el enfoque de bloques miltiples para cubrir esferas con parches
de coordenadas cartesianas, de forma que se construye una foliacién del espacio usando esferas
concéntricas. La resolucion de la malla estd determinada por el ntimero de puntos en que se
discretiza cada coordenada angular sobre las esferas. Entonces la notacion res41 indica que cada
direccion angular se ha discretizado con 41 puntos. En el apéndice [A] realizamos una comparacion

de las dos resoluciones que usamos en este trabajo, la resolucion media y alta.

5.2. Rutina Cap finder

Rutina perteneciente a xSky, escrita en Fortran. Esta rutina encuentra las fronteras de los cas-

quetes polares en la superficie de la estrella, cuya definicion se encuentra en la seccion [3.4]

5.2.1. Entrada o Input

Esta rutina integra lineas de campo magnético que emanan de la superficie de la estrella de
neutrones, que suponemos esférica de radio Rys (explicaremos a detalle su funcionamiento en la
siguiente subseccion). Para esto, requiere usar una malla con las coordenadas esféricas usuales
(r,9,¢), con r = Rng, 9 € [0,7] y ¢ € [0,27], requiere como parametros de entrada los dngulos
iniciales (%,;), a partir de los cuales comenzar a integrar y finalmente, requiere el refinamiento
de la malla, en nuestro caso, dividimos la malla en grados, es decir, el nimero de pasos seran
Ny =180 y N, = 360, respectivamente para 9 y ¢. En la ﬁgura mostramos un resumen del

funcionamiento de esta rutina.
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INPUT: Datos de la
magnetosfera(ONIOM)

j Cap Finder:
xSky

v

Encuentra los casquetes
polares usando el método de |a)
biseccidn entre lineas abiertas
y cerradas.

v

Mathematica(cap-package):
Reordena los casquetes

¥

OUTPUT: Datos de
los casquetes polares

Figura 5.1: Diagrama de cédigo de la rutina Cap Finder

5.2.2. Ejecucién

Primero, xSky lee los parametros de entrada y llama a la rutina Cap finder. Lee los datos de la
magnetosfera en un arreglo llamado B (por ser el campo magnético). Despiies, en un ciclo doble
varfan, a partir de sus valores inciales, las coordenadas esféricas (1, @) sobre la superficie de la
estrella. La rutina integra las lineas de campo magnético (usando el método de Runge-Kutta
de orden 4 o RK4, descrito en la referencia [37]) a partir de estas coordenadas y determina si
tales lineas son abiertas o cerradas. El codigo determina las LOFL’s (ver definicion en la seccion
identificando transiciones de lineas abierta a cerradas empleando el método de la biseccion.
Finalmente guarda los puntos de la superficie de la estrella de donde emergen las LOFL’s, es

decir las fronteras de los casquetes polares (cuya definicion esta en la seccion |3.4)).

La forma de los casquetes depende del angulo de inclinacion « del vector de dipolo magnéti-
co fi (ver figura [3.2). Se puede observar un ejemplo en la figura en donde observamos dos
casquetes en la superficie de la estrella, cada una asociada a un polo magnético de la estrella, el

norte y el sur.

Dado que esta rutina es la que mas tiempo de ejecuciéon demanda, para realizar este trabajo de-
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cidimos paralelizarla de forma hibrida (ver seccion [5.5)). Logramos una mejora notable de tiempo
de ejecucion (ver figuras 5.9), con una reducciéon dependiente del nimero de procesadores

usados, con un maximo de 80 % menos tiempo de ejecucion.

>~ Oy

Figura 5.2: Casquetes polares delimitados por curvas continuas, cada uno correspondiente a un
polo magnético, de un modelo esférico de estrella de neutrones cuyo vector de momento dipolar
[l se encuentra inclinado un angulo a = 30° respecto al eje de rotacion estelar €.

Antes de continuar, es importante definir una coordenada denotada por 7.y, que sera relevante en
este trabajo. Seguimos la convenciéon de parametrizar los puntos sobre la superficie de la estrella
con coordenadas de Volumen abierto (¢m, Tov), que recorren la superficie estelar, ¢, es el azimut
magnético y 7oy es la colatitud magnéticaﬂ 0, normalizada por la colatitud magnética OXOFLs de
las LOFLs (ver figura[5.3), ver referencia [22]. Asi, roy = 1 corresponde a la frontera del casquete
polar. De esta forma, todos los puntos con 7., < 1 pertenecen al casquete y de ellos emergen
lineas de campo abiertas. Los puntos con ro, > 1 quedan fuera del casquete polar y de ellos
emergen lineas de campo cerradas. El modelo Separatriz Layer, descrito en la secciéon supone
una emisién de radiacion a partir de lineas de campo que emergen de anillos con 7., cercano a

Tov = 1.

1La colatitud esté definida como el 4ngulo complementario de la latitud ¥ en coordenadas esféricas.
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Figura 5.3: Vista perpendicular al vector i del modelo esférico de la estrella. En azul ilustramos
la frontera de un casquete polar arbitrario, con ji al centro, y las coordenadas de volumen abierto
(dm,Tov) en donde ¢y, es el dngulo azimutal magnético y 7o, es la colatitud magnética.

5.3. Biblioteca Cap-package

Es una biblioteca desarrollada en Wolfram Mathematicaﬂ dentro de xSky, desarrollada para pro-
cesar y visualizar algunos archivos de datos producidos por las rutinas de Fortran, descritas en
este capitulo. En particular, dentro de esta libreria se definen funciones necesarias para el pro-
cesamiento y visualizaciéon de los casquetes polares. En esta seccion mencionaremos inicamente
aquellas funcionalidades de cap-package relacionadas a este trabajo. Una de ellas es Order cap,
que parametriza las fronteras de los casquetes y produce curvas que constan de puntos equidis-

tantes entre ellos, lo cual es fundamental para los modelos de emisién de radiacion.

Otra funciéon de cap-package, es Cap shrinking, cuyo objetivo es encoger los casquetes po-
lares, conservando su forma. Dado un valor r,, < 1 asignado como entrada, esta rutina construye
un anillo con la misma forma de la frontera del casquete original, pero que queda dentro del
casquete polar. De esta forma podemos construir colecciones de anillos distintas, con coordenada
rov < 1 (ver figuras y . De tales anillos emergen lineas de campo magnéticas abiertas,

relacionadas con la emision electromagnética dentro del modelo Separatriz Layer.

2Wolfram Research, Inc., Mathematica 12.3, Champaign, IL (2022)
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Figura 5.4: Diagrama de la estrella en vista perpendicular a fi. Se muestra en azul la frontera del
casquete (con una forma arbitraria) con ro, = 1 representada como una linea continua, mientras
que los anillos con r,, < 1 se representan con lineas punteadas.

Figura 5.5: Coleccion de anillos (en azul) con 1o, < 1 en la superficie de la NS en el caso de
«a = 30°. La linea verde es la frontera del casquete polar, con ro, = 1.

5.4. Rutina Fieldline Finder

5.4.1. Entrada o Input

Esta rutina integra y guarda las coordenadas cartesianas de los puntos de las lineas de campo
magnético que emergen de anillos con un mismo valor de 7.
Necesita como entrada las coordenadas de todos los puntos que constituyen el anillo. Estos datos

servirdn como puntos iniciales de donde emergeran las lineas de campo magnético.
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5.4.2. Ejecuciéon

Dado un conjunto de puntos iniciales sobre la superficie de la estrella, la rutina integra las lineas
de campo usando el integrador RK4 y guarda el cojunto de puntos {(z,y, z)} de cada linea.

Por ejemplo, si 7oy = 1, es decir, los N puntos iniciales son parte de la frontera de los casquetes
polares, la rutina dara como resultado N archivos con las coordenadas de las N LOFLs integradas.
En las figuras 5.6 y [5.7] mostramos un modelo esférico de NS junto a una muestra de las lineas

de campo con 7, = 0.99 para el caso de a = 30°.

Figura 5.6: Muestra de las lineas de cam-
po magnético en el caso de @ = 30° con
oy = 0.99; también se grafican los bordes
del Cilindro de luz, cuyo radio corresponde
a RLC-

Figura 5.7: Vista superior del mismo caso.
Notar que las lineas se cierran ligeramen-
te fuera del LC, esto es porque se trata de
lineas abiertas, pues ro, < 1.
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5.5. Paralelizacion

En una fase preliminar de este trabajo, comenzamos mejorando la eficiencia de algunas de las
rutinas existentes de xSky en Fortran. Para ello implementamos la programacién en paralelo

con los protocolos MPI y OpenMP.

MPI (Interfaz de paso de mensajes)

La Interfaz de paso de mensajes, MPI por sus siglas en inglés para Message Passing Interface, es
un protocolo de programaciéon en paralelo que distribuye el computo entre procesadores o CPU’SE|
que se comunican remotamenteﬁ La implementacién del protocolo MPI a una rutina ya existente
de xSky consiste en una reestructuraciéon total. En este protocolo se debe indicar a cada CPU
el trabajo a realizar. La paralelizacion consiste en distribuir el trabajo de la forma mas eficiente
posible. Esta interfaz de mensajes estd optimizada para usarse en una computadora personal de
varios nucleos, o bien en una supercomputadora o cldsterﬂ y se implement6 en la rutina Cap

finder, explicada previamente [5.2

OpenMP (Plataforma abierta de multi-proceso)

Por su nombre en inglés, Open Multi-Processing, esta APIE| se ejecuta en la programaciéon para-
lela en memoria compartida. Funciona en hilos. Un hilo es la unidad minima de procesamiento
que existe dentro de los CPU’s. A comparacion del protocolo MPI, OpenMP es mas sencillo de
implementar en rutinas existentes. Basta con anadir instrucciones de paralelizaciéon dentro de
estructuras preexistentes, como ciclos dentro de un algoritmo. Su diferencia méas notoria, es que
OpenMP solo permite la paralelizacién si los hilos comparten memoria. Por lo tanto, esta optimi-

zado para ejecutarse en dispositivos en donde los CPU’s comparten memoria.

Ambos protocolos, MPI y OpenMP, pueden ser implementados por separado o de forma hibri-
da, es decir, en forma conjunta. Siguiendo esta estrategia, en la rutina Cap Finder, de forma
local, es decir, en una computadora personal, se consiguié una mejora en el tiempo de ejecucién
de hasta 50 %, mientras que en el cluster Tochtli, del Instituto de Ciencias Nucleares (ICN) de
la UNAM, se consigui6é una mejora atin mayor, reduciendo el tiempo de ejecucién hasta un 80 %,
aproximadamente. En las demas rutinas, se consiguié una mejora mas modesta, al inicamente
utilizar el protocolo OpenMP. En la figura[5.8] mostramos el tiempo de ejecucion de la rutina méas

compleja en términos de tiempo de ejecucion (Cap Finder) en funcion del nimero de procesa-

3Por sus siglas en inglés, se traduce como Unidad Central de Procesamiento.

4Es decir, no tienen memoria compartida. Pueden ubicarse en nodos de una supercomputadora.

5 Chister se traduce como grupo, su uso viene de computer clister (grupo de computadoras), y es escencialmente
una supercomputadora.

6Siglas para Application Programming Interface, es decir, interfaz de programacién de aplicaciones.
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dores (para MPI) o hilos (para OpenMP) en una computadora personal de cuatro procesadores. Se
muestran los tres protocolos posibles: OpenMP muestra la mejora mas modesta, mientras que MPI
genera una mayor eficiencia en el tiempo de ejecucion. El protocolo hibrido muestra ser el més

eficiente.

Paralelizacién de Cap Finder

8.0

7.5

7.0

6.5

5.0

4.5

----- MPI vs. Procs.
—— OpenMP vs. Hilos
4.0 —— Hibrido vs. Procs.

0 5 10 15 20 25
Procs/Hilos

Figura 5.8: Tiempo de ejecucion (en minutos) de la rutina Cap Finder, en funcién de los pro-
cesadores (o hilos) en una computadora personal de 4 procesadores y 24 hilos (con procesador
AMD A12-9720P RADEON RT). Notemos que la eficiencia méaxima se alcanza usando ambos
protocolos de forma hibrida.

En la figura [5.9] mostramos la ejecucion de la rutina Cap Finder en el cluster Tochtli del ICN.
usamos el protocolo hibrido. Usando un nodo con ocho CPU’s, logramos una eficiencia mayor.
Como era de esperarse, observamos que el tiempo de ejecuciéon decae entre mas procesadores se
usen, sin embargo, la mejora en el tiempo es menor respecto de la anterior cada que aumentamos
el nimero de procesadores. Asi, lograr un menor tiempo de ejecucion se vuelve més costoso cada

vez que aumenta el nimero de CPU’s.
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Paralelizacion de Cap Finder (cluster)

—— Hibrido
16
14
12
<
.E. 10
-
8
6
4
1 2 3 4 5 6 7 8

Procs

Figura 5.9: Tiempo de ejecucion (en minutos) de la rutina Cap Finder, paralelizada de forma
hibrida, en funcién del nimero de procesadores. Esta figura corresponde a la ejecucién dentro
de un nodo con ocho CPU’s del cluster Tochtli del ICN. Notemos que el tiempo de ejecucion
decrece casi un 80 % de su valor original, pero tiende a una saturacion.

5.6. Rutina Current Finder

Esta rutina calcula los valores de las funciones escalares A o p en una regiéon cubica del espacio
alrededor de la estrella, estas funciones corresponden a la corriente y a la densidad de car-
ga, respectivamente. Sus expresiones analiticas fueron obtenidas y discutidas en la seccién
Posteriormente, esta rutina llama a una subrutina que proyecta las funciones en una superficie

bidimensional para ser visualizadas.

5.6.1. Entrada o Input

Esta rutina requiere como entrada el tamano de la zona en donde se calcula la funcion A(x, y, z),
la cual se escoge dependiendo del tipo de proyecciéon buscado. Cuando se busca visualizar a A
sobre la superficie de una esfera, como la superficie de la estrella, por ejemplo, el cubo debe
contener a la esfera (el espacio a calcular sera ligeramente mayor al radio de la NS). Cuando

buscamos visualizar A en una region cercana al Cilindro de luz, calculamos A en un cubo de lado
4R1c.
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5.6.2. Ejecucion

Dentro de esta rutina, usamos las ecuaciones y para obtener las funciones A(z,y, z)
y p(z,y, z) en el dominio cubico discreto mencionado anteriormente, centrado en (0,0,0) y que
contiene a la NS. Se obtiene y se guarda en la memoria el arreglo discreto A(z,y, z) en todo el
cubo. Una vez guardado el arreglo de A y/o p, la rutina llama a alguna de las siguientes subrutinas
de proyeccion para obtener datos para su visualizacién. Dentro de estas subrutinas, se interpola

el valor de A en la superficie seleccionada.

5.6.3. Interpolador

Antes de hablar de como se proyecta lambda en superficies, describiremos brevemente el funcio-
namiento de la interpolaciéon de )\EI El método usado fue interpolacion polinomial. Para obtener
el valor de la funcién en un punto, se usa un polinomio interpolante. Supongamos que tenemos
un arreglo discreto F de N valores que a su vez depende de una variable discreta .

El polinomio interpolante de grado N-1 que pasa a través de los N puntos, y; = F(x1), y2 = F(z2)...

yn = F(zn), estd dado por la formula clasica de Lagrange,

(x —x1)(x — 22).c(® —TN_1)
(eny —x1) (N — 22)...(xN — TN_1)

(x —x2)(x — x3)...(x — xN)
(1 — x2)(x1 — 23)...(T1 — TN

P(x) = TR yn, (5.1)
donde x es el punto donde interpolamos y ¥; es el valor de F en su correspondiente coordenada
conocida ;.

Hay N términos, cada uno un polinomio de grado N-1 y cada uno construtdo para ser cero en
todos los x; excepto uno, en el que se construye para ser ;. Esta y mas informacion sobre inter-

polacién se puede consultar en la referencia [37].

El algoritmo de interpolacion de un campo escalar como A y p en xSky funciona de la siguiente
forma: Dado un punto (x1,y1,21), encuentra la celda de la malla que lo contiene. Una vez co-
nocida la celda, se interpola el campo separadamente en cada una de las coordenadas, usando
los valores de A de las fronteras de la celda y dos puntos més, usando la ecuacion Es decir,
se interpola primero el campo escalar A en z; para cada par (z,y), después en y; para cada z y

finalmente en el punto x; hasta obtener el valor del campo A(x1,y1, 21).

5.6.4. Proyeccion de )\ en una esfera

Esta seccion del codigo toma los valores de A(x,y,2) y los interpola en una esfera de tamaiio

1.25Rys, es decir, en una esfera méas grande que el radio de la estrella de neutrones. La razoén de

"La interpolacion, en pocas palabras, es la estimacion de valores de una funcién a partir de un conjunto discreto
de valores dados de esa funcién.
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esto es que la funcion A(z,y, z), en nuestras simulaciones, no esté definida dentro de la estrella.
Interpolar la funcion A en la superficie de la estrella seria problematico porque requiere de puntos
el interior de la estrella.

La subrutina hace un doble ciclo de interpolacién en las coordenadas esféricas ¥ y ¢ sobre la
suoerficie de la esfera. Generamos proyecciones de A en una esfera cercana a la superficie de la
estrella y obtuvimos las figuras las cuales explicamos en el siguiente capitulo.

5.6.5. Proyecciéon de )\ en un plano

Esta subrutina de Current Finder proyecta A(zx,y, z) sobre un plano para mostrar esta funcion
de corriente en una region més amplia, lejos de la estrella, incluyendo su comportamiento cerca
del LC, para estudiar asi la Hoja de Corriente. Escogemos el plano Q- iL, ver ﬁguras Para
estudiar la estructura de la Hoja de Corriente desarrollamos algoritmos para proyectar lambda

en diferentes planos.

5.6.6. Construccion de coordenadas adaptadas a planos de interés

Para visualizar mejor la funcion de corriente A\(z,y, z) en una region grande de la magnetosfera
(una region del orden de Ry¢), y mejorar nuestro entendimiento de la Hoja de Corriente, es ttil
visualizar a la funcién A en superficies bidimensionales. Para ello, en esta secciéon, construimos
los planos en donde proyectamos A.

El vector de momento magnético dipolar [ nos servird para construir dichos planos. Dado /i,
nos damos a la tarea de construir un sistema de coordenadas ortonormal con vectores unitarios
a = H%:H’ v y w. Con estos @,v y w cumpliendo las dos siguientes propiedades. Primero, la
propiedad con diagrama en la figura[5.10] en donde observamos que el vector G esta inclinado

un angulo « respecto del vector unitario k = I%\ usual en coordenadas cartesianas.

Figura 5.10: Propiedad 1, ortogonalidad de &1 y v. Graficamos también el vector unitario k.

o>
l_
<>

(5.2)
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Al encontrarnos en el espacio tridimensional, existen una infinidad de vectores v que cumplen la
propiedad anterior (basta con imaginar el hacer rotar la figura anterior sobre el eje generado por

11). Para darle unicidad a nuestro sistema, requerimos que v cumpla con la siguiente propiedad,

axk k x v

o<kl kx|

(5.3)

Esta segunda propiedad garantiza varias cosas. Primero que el vector v se encuentre en el plano
k — 1. Por otro lado, la direcciéon del producto cruz de @1 con k debe ser igual a la direccién de
k x v. Finalmente definimos w := @ x v. De esta forma W es perpendicular a E, ayav (ver
figura |5.11)).

Usando estas propiedades obtenemos la componente de cada vector en términos de las compo-

nentes de u,

Vg = w’ (5.4)

\J Uz 4 uZ
vy = ﬂ7 (5.5)

u2 +u2
v, = Jul + uf/ (5.6)

Las componentes de w son

Wy = (uyvz) — (usvy), (5.7)
wy = —(ugvs) + (uz0s), (5.8)
Wy = (Uugvy) — (Uyvs), (5.9)

siendo u, y v, las componentes en direccién x de G y Vv, respectivamente, al igual que y y z.
Notemos que las componentes de v y W se construyeron a partir del vector fi. Asi obtenemos una
base ortonormal {4, v, W} como se muestra en la figura[5.11]

Estamos interesados en proyectar A(z,y,z) en planos generados por parejas de vectores de la
base {u, v, w}. Un vector de posicion P en el sistema de referencia cartesiano generado por esta

base, con coordenadas (u,v,w) tiene la forma
P = vt + v¥ + ww. (5.10)
Aparte, en la base {i,j, 1A<}7 tiene coordenadas (x,y, z), de forma que
P =i+ yj+ 2k (5.11)

Entonces tenemos que
wl + vV + ww = i+ yj + 2k, (5.12)
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k

A
v >
» u

\\\ a
\
N
W

Figura 5.11: Base ortonormal {Q, v, W} construida, graficada junto con el vector k

pero a su vez, {4, v, W} se expresan en términos de {i,j,k}, de forma que

T = Uy + VU, + WWwy, (5.13)
Y = Uly + VVy + Wwy, , (5.14)
Z = uu, + v, + ww,, (5.15)

donde las componentes (vg, vy, V) ¥ (Wg, Wy, w,) son todas funciones de (uy, uy, u,) y estan dadas
por las ecuaciones De esta forma, tenemos una expresion de las coordenadas (z, y, z), de
la base canéninca en términos de (u, v, w) en la base {11, v, W}. Enseguida usamos este resultado

para proyectar A en un plano particular.

5.6.7. ) en el plano ortogonal a /i

Recordemos que el objetivo principal de este trabajo, es determinar de donde emergen las lineas de
campo magnético asociadas con la Hoja de Corriente. Para construir un criterio de asociacion,
es util tomar la proyeccion de A en el plano ortogonal al vector fi. En el siguiente capitulo
discutiremos la importancia fisica de este plano.

Construimos un algoritmo que interpola la funcién de corriente A en dicho plano, que en la
base {1, v, W}, esta generado por v y w. Ademas, esta subrutina cuenta con herramientas para
calcular los maximos de A(z,y, 2).

Para el plano ortogonal a i, las expresiones se reducen a

x=2z(v,w) = VU, + Ww,, (5.16)

y = y(v, w) = vuy + wwy, (5.17)
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z = z(v,w) = Vv, + Ww,, (5.18)

asi, usamos estas coordenadas (z,y,z) para interpolar A(x,y,z) en el plano ortogonal E| a fi

parametrizado por coordenadas (u,v), obteniendo las figuras [6.13[6.20

5.7. Rutina Fieldline Asociation

Esta rutina determina la asociacion de los puntos (z,y, z) de las lineas de campo magnético con

la Hoja de Corriente mediante el valor de A(z,y, 2).

5.7.1. Input o entrada

Esta rutina necesita el valor del arreglo A en el cubo de lado 4Ry,c. También requiere los datos
de la posicion de las lineas de campo magnético que emanan de un anillo sobre la superficie de

la estrella con un valor r,, < 1 dado.

5.7.2. Ejecucién

Esta rutina llama a la rutina Current Finder para conocer los valores discretos de la fucién
A. Primeramente, se obtiene el valor maximo de la funcion de corriente, A\pax (2, y, z) dentro del
cubo de lado 4Ry, en cuyo centro se encuentra la estrellaEI En un ciclo, se leen los datos de cada
una de las lineas que emanan de un anillo con r,, < 1 dado, para cada valor (z,y, z), se interpola
A(z,y,2), y se compara con un valor arbitrario dado que llamamos Anin, este valor, representa
el valor absoluto minimo de la funcién A\ para ser considerado un punto asociado a la CS. Si se
cumple que |A(z,y, 2)| > Amin, entonces ese punto (z,y, z) estard asociado a la CS y se guardara
junto con su A(z,y, z) en un archivo de datos. Cada linea termina con un ntumero total de puntos
asociados y cada conjunto de lineas que comparten la misma rq, tienen un namero total N de
puntos asociados. La figura [6.21] muestra los resultados de N para cada ro, en cada caso del
angulo de inclinaciéon «. En el siguiente capitulo, discutiremos los resultados y la arbitrariedad

del parametro Apin. En la figura se muestra un resumen del funcionamiento de esta rutina.

5.8. Entorno grafico de Mathematica y Python

Para obtener las figuras del siguiente capitulo, fue necesario el uso y/o la creacion de cuadernos

(o en inglés notebooks) tanto en Mathematica como en Python. En Mathematica, se utilizo el

8En realidad A es interpolada y mostrada unicamente el disco de radio R = 2Ry para mantener la figura
limpia en los bordes, en donde A no es calculada.
9Esto nos da una tnicamente la ubicacién del maximo global.
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INPUT: Casquetes
polares (xSky)

Fieldline
asociation
%Sky(FORTRAN) —’+

v

Integra las lineas de
campo de los
casquetes y anillos
Python 3
_ Interpola lambda en
Criterio fuerte: cada punto de cada
Graficar el Num. de linea de campo
puntos ascciados vs magnetico
Row.
. . Criterio debil:
OUTEE;&S;‘::?& de Compara el valor de
lambda en el punto

¥

OUTPUT: Lista de
puntos asociados a la
Hoja de Caorriente

Figura 5.12: Diagrama rutina Fieldline Finder

cuaderno previamente existente LAMBDA.NB, que se usa para proyectar A en una superficie esfé-
rica y se adapt6 para obtener las figuras Usamos un mapa de color que va de azul (en el

minimo) a rojo (en el maximo) para A en cada uno de los casos. Proyectamos sobre el mapa de

color los puntos de los casquetes polares [5.3]

En Python, se crearon rutinas para visualizar las funciones A y p en diferentes planos, para
visualizar la Hoja de Corriente y entonces, realizar los estudios de asociacion de las lineas de
campo con la CS. La base de ambas es la biblioteca MATPLOTLIB. Para la visualizacion de A y p,
tomamos los datos de salida de las rutinas anteriores y les asignamos a los valores de A(z,y, z)
y p(z,y, z) una escala de color idéntica a la anteriormente mencionada de azul (minimo) a rojo
(méaximo). Finalmente los proyectamos junto con una representacion de la direccion del campo
magnético B en las figuras [6.13



Capitulo 6

Asociaciéon del campo magnético con

la Hoja de Corriente

En este capitulo presentamos la validacion de nuestras herramientas numéricas comparando nues-
tros resultados con la literatura. También mostramos los resultados que nos conducen a deter-
minar la asociacion de ciertas lineas de campo magnético con la Hoja de Corriente, asi como su

origen en los casquetes polares.

6.1. Flujo de corriente en la vecindad de un pilsar

Como vimos anteriormente, en la seccion la funcion A esta fuertemente asociada a la
corriente, pues su valor representa la relaciéon de proporcionalidad entre el campo magnético y
la densidad de corriente en el sistema de referencia co-rotante. Asi, la Hoja de Corriente, es la

zona de la magnetosfera en donde A alcanza sus valores absolutos méximos.

6.1.1. Flujo de corriente cerca de la superficie estelar

Para conocer cualitativamente la forma y distribuciéon de la Hoja de Corriente, comenzamos rea-
lizando una proyeccion de la funcion A(z,y, z) en la vecindad cercana a la estrella. Se obtuvieron
las siguientes figuras como resultado, En estas figuras interpolamos y proyectamos a la
funciéon A\ en una region esférica cercana a la estrella, el radio de la estrella es Rys = 0.2Rpc,
proyectamos entonces a A en una esfera con R = 0.25R¢. La razon de proyectarla en una vecin-
dad de la estrella y no en su superficie fué para hacer posible su visualizacién, pues en nuestras
simulaciones A no esta definida dentro de la NS y para la interpolacion tridimensional en la su-

perficie, es necesario contar con A\ definida en un conjunto de celdas internas, ver el capitulo

61
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La escala de color va de azul (en el minimo con A < 0) a rojo (en el maximo con A > 0), y en
negro se colocaron los casquetes polares. Es importante mencionar que en estas figuras usamos la
resolucion alta (res81) de las simulaciones provenientes de ONION, codigo que describimos en el
capitulo anterior. Observamos una dependencia de la distribucién de A(x,y, z) con la inclinacion
« del vector (i del dipolo magnético de la estrella. Para los intereses de nuestro trabajo, es muy
importante notar que estas figuras indican una fuerte asociaciéon entre las fronteras de los cas-
quetes polares y las regiones de flujo méas intenso de corriente, representado por la funcion A. En
las figuras, el flujo de corriente saliente (positivo), se representa en rojo, y entrante (negativo) en

azul.

Figura 6.1: Casquete polar y funcién
de corriente \ proyectada cerca de la
superficie estelar, en el caso de incli-

Figura 6.2: Casquete polar y fun-
cién de corriente A proyectada cer-

o 00 ca de la superficie estelar, en el ca-
nacion o = so de a = 30°

Figura 6.4: Casquete polar y

Figura 6.3: Casquete polar y funcién de corriente A, en el
funcion de corriente A, en el ca- caso de a = 90°
so de a = 60°
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Al aumentar el angulo «, observamos una divisién cada vez més pronunciada de las regiones de
flujo de corriente, comenzando en o = 0°, en la ﬁgura en donde (en azul, A < 0) la corriente
entra a la estrella en el centro del casquete polar, hasta mostrar una regién dividida entrante y

saliente, aparentemente simétrica en el caso de aw = 90°, en la figura [6.4]

Estas figuras reproducen cualitativamente el resultado de la figura 4 del articulo de Bai y Spit-
kovsky, en la referencia [22], lo cual es notable ya que esta correlacion funciona como validacion
tanto del cédigo ONION, de donde provienen los datos magnetosféricos, como de las demés herra-

mientas numéricas usadas en el software xSky.

6.1.2. Flujo de Corriente en la Magnetosfera

Ademas de estudiar la funcion de corriente A(x,y, z) cerca de la estrella, es ttil obtener informa-
cion del flujo de corriente en la magnetosfera a través de \ y asi, visualizar la Hoja de Corriente,
caracterizada por tener los valores extremos de la funcion A(z,y, z), desde su minimo negativo
hasta su valor maximo positivo. Para facilitar la visualizaciéon de la funcion A, recordando que
A : R3 — R, proyectamos a la funcion de corriente A(z,y, z) en superficies bidimensionales, que
por practicidad seran planos.

Se realizaron diferentes figuras para A(z,y, z) y p(z,y, z) proyectadas en un plano, en cada uno
de los casos de inclinacion (« = 0°,30°,60°,90°). Se graficé la funcién A en una escala de color
de azul (minimo) a rojo (méximo) en el plano O — ﬁ También se muestra la direccion del campo
B en cada punto usando flechas (se puede observar una comparacion a diferentes resoluciones
en el Apéndice [A]), se seleccion6 un namero arbitrario de flechas en el plano con el objetivo de

visualizar A y a la densidad de carga p de la mejor manera.

Notemos que en las figuras la Hoja de Corriente se caracteriza por una mayor intensidad
de color, de esta forma es facil identificar su ubicacion en cada una de ellas. Es muy importante
remarcar que en estas figuras se observa una relacion entre la direccién del campo magnético B y
la Hoja de Corriente, pues observamos que la CS se encuentra entre regiones en donde B cambia
de direccion. Dicha regiéon se extiende a distancias mayores o iguales al Cilindro de luz.

Complementando estas figuras con las anteriormente discutidas observamos en el caso
de a = 0°, una fuerte asociacion de la Hoja de corriente con la superficie estelar. Notamos
claramente los dos polos de la estrella y que, en la frontera del casquete polar norte sale corriente
(A > 0), mientras que en la frontera del casquete sur entra corriente (A < 0). Recordemos que
esto coincide con la Figura en donde se ve también que al centro del casquete norte entra
corriente (con A < 0) pero con menos intensidad que en su propia frontera. Finalmente se observa

a la Hoja de Corriente fuera del Cilindro de luz comportarse de forma axialmente simétrica.

o
1En el caso a = 0° Q y i tienen la misma direccién, sin embargo este caso es axialmente simétrico y se toma
o %
al plano generado por €2 y el vector unitario i de la base canénica.
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—

yectados en el plano ()

de oo = 30°

—[i, parae

—

el plano 2

Figura 6.6: Funcion A y campo B pro-
Figura 6.8: Funcién A y campo B en

1 caso

= 60°
de la Hoja de Corriente con la estrella, lo cual concuerda con el resultado

—ji, parae

no vemos una conexion

60°

—

yectados en el plano (2

de o = 0°

a:
para el caso de «

_ﬁa

—

el plano )

-2

Hoja de Corriente que aumenta con «. Al no estar alineados (i y {2, se espera un rompimiento

Existen dos casos similares (o« = 30°,60°) en donde se observa una similitud en la torsion de la
Finalmente, en el caso de o = 90°, observamos un caso degenerado (ver la figura en el que

corriente entra con A < 0. La corriente entra a lados contrarios de cada casquete de la estrella, lo

dos aros mayormente desconectados de la CS, uno arriba con A > 0, y otro abajo en donde la
cual concuerda con la figura En una region mas lejana se observa, en color intenso, un anillo

en la simetria axial, que discutiremos mas adelante. Se observa un cambio en el campo B y por

de la secci6n Se observan (correspondiendo a la Strong Current Layer, ver seccion [4.3

lo tanto un cambio notable en la distribucién de .

Figura 6.5: Funcion A y campo B pro-
Figura 6.7: Funcién A y campo B en
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maxi-

a=30°

4.16| (Ver figuras [6.96.12)).

, Cuya expresion es

— (I, corres-

—

—

-2

=0°

Figura 6.12: Proyeccién de p y B en
el plano Q — i en el caso de a = 90°

Estas figuras concuerdan cualitativamente con la figura 1 del articulo [22] de Bai y Spitkovsky
méricas.

por lo que también consideramos estos resultados como validacién de nuestras herramientas nu-

A continuacion mostramos, usando la misma escala de color, de azul (minimo) a rojo (

6.1. Flujo de corriente en la vecindad de un pulsar

que corresponde a la Hoja de Corriente.
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pondiente a cada caso de la inclincacion «. A medida que el angulo « crece, las cuatro regiones
de mayor densidad de carga rotan en sentido antihorario con los polos de la estrella. Existe una

En estas figuras mostramos una proyecciéon de la densidad de carga p, en el plano 2

Figura 6.11: Proyecciéon de p y B en
el plano Q — ji en el caso de a = 60°
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concentraciéon mayor de carga cerca de la estrella, tanto positiva como negativa, dentro del LC.
En las figuras de los casos @ = 0° — 60°, observamos una delgada capa, que emerge de la estrella,
en donde la densidad de corriente p es intensa. Esta capa se encuentra en la misma posiciéon que
ocupa la Hoja de Corriente en las graficas de la funcién A, entonces, como es de esperarse, la CS

se caracteriza también por tener una mayor densidad de corriente.

Estos resultados coinciden de manera cualitativa con los reportados en la figura 2 de la refe-

rencia [22]. Consideramos esta correspondencia como validacion de las herramientas de xSky.

6.1.3. La funcién ) en la Hoja de Corriente

En la subseccion [6.1.2} obtuvimos informacion cualitativa de la Hoja de Corriente. Al proyectar
la funcion A(z,y, z) en el plano a- [, observamos que la Hoja de Corriente se caracteriza por
contener los valores maximos de |A| en la magnetosfera. Para estudiar la funcion A en la CS, es
necesario monitorear su valor dentro de la Hoja de Corriente. En las figuras 6.8, vimos que
la Hoja de Corriente se encuentra en una region cercana al plano ortogonal al vector ji, lo que

hace que este plano sea interesante en todos los casos de a.

En esta seccién presentamos la proyeccion de la funcion A(z,y,z) en el plano ortogonal a [
que pasa por el centro de la estrella. Es importante recordar que de la ecuacion [1.13] obtenemos
que las unidades de X son [A\] = A%/J.

En las figuras se puede observar, a la izquierda, un mapa de colores que representa el
valor absoluto de A en todo el plano perpendicular a i, donde el color azul corresponde al minimo
y el rojo al maximo de A, respectivamente, y a la derecha una grafica del valor maximo de ||
como funcién de r correspondiente al mismo plano. La escala espacial de ambas gréaficas esté en
unidades de Ryc. En la figura observamos un disco donde A es azimutalmente simétrica, la
razon de esto es que la simetria no se rompe si i no depende del tiempo, como sucede este caso
de a = 0°. Consecuentemente, en la figura [6.14) observamos el mismo valor maximo en los cuatro

cuadrantes cartesianos del plano ortogonal al vector i, lo que es consistente con la expectativa.
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Figura 6.13: Funcién de corriente A en el
plano ortogonal al vector fi en el caso ali-
neado, es decir, con o = 0°.

2o

Figura 6.15: Funcion de corriente A en el
plano ortogonal al vector [ en el caso de
a = 30°.
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Figura 6.14: Méaximo de |A(r)| en cada cua-
drante del plano ortogonal al vector i de la

figura
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Figura 6.16: Maximo de |A(r)| por cada cua-
drante del plano en la figura [6.15]

El siguiente caso corresponde a una inclinaciéon o = 30° del vector dipolar magnético ji. Como

puede verse en las figuras [6.15] y [6.16] en este caso hay una diferencia cualitativa importante res-

pecto al caso de a = 0°: observamos un claro rompimiento de la simetria azimutal para dar lugar

a una antisimetria opuesta por el VérticeEl en el mapa de color. Esta antisimietria se mantiene

2Es decir, si en un punto A = \g, en su correspondiente opuesto por el vértice, A\ = —\g.
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Figura 6.18: Maximo de |A(r)| por cuadran-
Figura 6.17: Funcion de corriente \ en el te dela figura[6.17} Notese que las curvas ro-
plano ortogonal al vector [ en el caso de ja y amarilla estan sobrepuestas, igual que
a = 60°. la azul y la verde. La razoén se explica en el
texto.
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Figura 6.19: Funcién de corriente A en el
plano ortogonal al vector [ en el caso de
a =90°.

Figura 6.20: Maximo de |A(r)| por cuadran-
te del plano de la figura [6.19]

en los demés casos de a # 0°, en los cuales, al no ser ji paralelo a €, el campo magnético no es
axialmente simétrico y entonces la corriente A es distinta en dos pares de cuadrantes, como se ve
en las figuras[6.16]/6.18] y [6.20} donde dicha antisimetria se manifiesta a través de la superposicion

de las curvas roja y amarilla, asf como de las curvas azul y verde.
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Es de esperarse que haya una sucesion continua en la distribucién de A entre los casos de o = 0°
y a = 30° (el rompimiento del disco), pero, por ser demasiado costosas (computacionalmente
hablando), no contamos con las simulaciones de la magnetosfera con angulos intermedios para
mostrar evidencia.

En el mapa de color de las figura[6.15] se observa claramente una region casi anular de corriente
intensa cercana al Cilindro de luz, delimitado por los valores 1 y -1 en ambos ejes de la grafica.
De ese anillo de corriente intensa asociada al L(EI se desprenden dos regiones de corriente muy
intensa. Observando la figura [6.16] sabemos que A alcanza su maximo en ellas, a una distancia
cercana de 1.5Ry¢. La Hoja de Corriente corresponde a aquellas regiones de intenso color, es

decir aquellas donde |A| se acerca al maximo.

En el caso de a = 60° (ver figuras y [6.18)) observamos una deformacion mayor del ani-
llo que rodea al LC. Sin embargo, observamos un resultado muy parecido al caso anterior, con

un maximo de A menor que el caso de a = 30° a una distancia r ~ 1.8Ry,c.

Finalmente observamos el caso de a = 90°, (ver figuras y . En este caso, el vector
Q= QlAc, eje del Cilindro de luz, apunta en direccion horizontal, y esta en el plano ortogonal a fi,
de esta forma el LC tiene como eje a la coordenada horizontal en el diagrama.

Observamos una simetria con \’s intensas cerca de Ry g, con regiones mayoritariamente azules

en los cuadrantes II y III, mientras que en I y IV es mayoritariamente rojo.

Este conjunto de vistas en corte de A en el plano perpendicular a j nos arrojan informacion
muy util sobre la localizacién de la Hoja de Corriente en el espacio, sobretodo mas alla del LC,
donde \ alcanza sus valores maximos.

Una observacion de importancia critica es notar que en todos los casos, pero especialmente en
a =30°y a = 60° el valor de || tiene un salto (ver figuras |6.15(6.16|y [6.1716.18)) importante

en su valor en los cuadrantes I y III para algin r > Rpc. Este salto supera en estos dos casos de

a a || = 0.5, valor que usaremos mas adelante como cota minima para considerar que una linea

de campo B se encuentra cerca de la Hoja de corriente.

Cabe aclarar que estas imagenes son resultado de una simulacion a un tiempo dado. Es decir, el
sistema evoluciona porque la estrella se encuentra en rotaciéon, sin embargo los campos electro-
magnéticos se extraen a un tiempo suficientemente largo para que el sistema sea estacionario y

por lo tanto la Hoja de corriente se mantenga con cambios morfologicos despreciables.

3No confundir con los anillos definidos sobre los casquetes polares de la estrella a través de la coordenada roy.
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6.2. Asociacién de lineas de campo con la Hoja de Corriente

Bai y Spitkovsky, en su modelo de emision electromagnética Separatriz layer (ver la referencia
[22]), suponen que la emision ocurre a lo largo de lineas de campo abiertas justo dentro de la
separatriz (cuya localizacion corresponde a la Hoja de Corriente) que delimita la zona de lineas
abiertas y cerradas de campo B. Bai y Spitkovsky, acotaron visualmente aquellas lineas de campo
magnético asociadas a la CS. Entiéndase por asociacion el seguimiento de cerca de algunas lineas

de campo magnético a la Hoja de Corriente.

Es importante recordar que la region de emision de radiaciéon electromagnética en la magne-
tosfera de los pulsares es un tema de debate en la literatura. En esta seccion, determinamos, con
nuevos criterios numéricos, aquellas lineas de campo magnético asociadas a la Hoja de Corriente,

y acotamos la region de donde éstas emergen en los casquetes polares.

Para determinar la asociacion de ciertas lineas de campo con la Hoja de Corriente para un angulo

« fijo, seguimos el siguiente procedimiento (que méas adelante discutiremos en profundidad).

1. Una vez obtenida la frontera del casquete polar (ro, = 1), generamos una serie de anillos
con 1y, < 1 manteniendo la misma forma del casquete polar. Para la mayoria de casos
de « usamos el maximo rango disponible ro, € [0.85,1), que garantiza que las lineas de
campo magnético que emergen de este rango se encuentran dentro del dominio en donde

calculamos A(z,y, 2).

2. Integramos las lineas de campo que emergen desde los anillos y la frontera del casquete

polar en la superficie de la NS.

3. Interpolamos A(z,y, z), en cada punto de cada linea de campo magnético, y si el punto
cumple con
)‘(xa Y, Z) > )‘minv (61)

tomaremos ese punto como asociado a la Hoja de Corriente. Al criterio lo llamaremos

criterio débil. Discutiremos el valor de \,,;, més adelante.

4. Obtenemos el nimero de puntos asociados para aquellas lineas de campo B que emergen
de un anillo de coordenada r.,. Determinamos el maximo de puntos asociados Np,ax entre

todas las lineas.

5. Finalmente, definiendo el nimero de puntos asociados de las lineas que emergen de cada
anillo como Napjilo, lo comparamos con Np.x v determinamos que un grupo de lineas,

provenientes del anillo con 7.y, estan asociadas si cumplen el criterio de asociacion fuerte

1
Nanillo > iNmax~ (62)
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Para determinar la asociacién de los puntos de cada una de las lineas de campo magnético con
la Hoja de Corriente, comparamos el valor de |A| en el punto evaluado con una cota minima
Amin- Un punto (z,y, z) esta asociado si se cumple la expresion Discutiremos y justificare-
mos el valor de Ay, més adelante, por lo pronto podemos decir que la guia para escoger a la
cota minima Ay, = 0.5 fueron los valores de |\| en aquellas regiones cercanas al maximo en las
figuras |6.14 Recordemos que en dichas figuras se muestran los valores de |A(r)| en el plano
perpendicular al vector [, superficie relevante porque ahi se encuentra una buena parte de la
Hoja de Corriente (ver figuras [6.5[6.8) y es razonable que a partir de ese valor minimo de A se

tomen los puntos como asociados con la CS.

En la figura[6.21] esta el resultado central de este trabajo, donde mostramos el ntimero de puntos
de las lineas de campo magnético asociados a la Hoja de corriente para cada roﬂ en los diferentes
casos de « previamente estudiados. Esta figura nos muestra el grado de asociacion de las lineas
de campo (de cada ry) con la Hoja de Corriente, de acuerdo a ambos criterios, y

Recordemos que, en general, entre menor sea el valor de r,,, las lineas contienen un mayor nu-
mero de puntos al ser més extensas. Esto pareceria dar pie a que la asociacién sea mayor entre
mMenor sea Ty, sin embargo, en la figura se observa un maximo de asociacion para cada «

en un 7oy 7 min(rey,) con suficiente margen para que esto no sea un problema.

El criterio [6.2] lo mostramos en forma de una linea punteada en cada caso de a, ésto nos sirve
para determinar (de forma arbitraria) un rango de valores de la coordenada ro, tales que las
lineas cumplen con el criterio y por lo tanto se consideran fuertemente asociadas a la CS
(no solamente asociadas), en el sentido de que una parte considerable de sus puntos estén en las
vecindades de la Hoja de Corriente al cumplir primeramente el criterio m Esta linea de 50 %
o) sirve para comparar el grado de asociacion entre grupos de lineas, y asi poder visualizar
aquellos grupos de lineas mas fuertemente asociados y determinar el rango de la coordenada 7.y

de donde estas emergen.

En lo particular, se observa que el caso mayormente asociado es el caso alineado (a = 0°), en
rov = 0.85, ya que tiene un méximo cercano a 60 mil puntos, mientras que todos los demas valores

de 7,y se sittian por debajo de la linea de 50 % y disminuye rapidamente una vez que aumenta 7.

En el siguiente caso, @« = 30°, se observa el segundo maximo global en r,, = 0.89, con valor
de alrededor de 25 mil puntos, con la diferencia de un mayor ntumero de puntos (en lineas de
campo que emergen de anillos con coordenada r,,) arriba de su correspondiente linea de 50 %,
el intervalo es ro, € [0.845 — 0.93].

En o = 60° se observa un maximo en r., = 0.965 y el intervalo de 50 % es ro, € [0.93 — 0.99],

4Es decir, el conjunto de lineas que comparten un mismo valor de 7oy
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Asociacion por r,,
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Figura 6.21: Asociacién total en namero de puntos asociados contra ro,’s en los diferentes casos del
angulo a. Consideramos a las lineas, con niimero de puntos mayor al 50 % de su respectivo maximo
(representado con una linea punteada), como fuertemente asociadas a la Hoja de Corriente.

lo cual coincide en buena medida con lo reportado para este caso en [22], en donde Bai & Spit-
kovsky, tinicamente visualizando A, asumen una asociacion en ro, € [0.95 — 1.03].

Finalmente en el caso o = 90° el méximo se encuentra en r,, = 0.955 y su intervalo de 50 % es
para roy € [0.93 — 1.0].

Otro resultado importante es que el maximo de puntos asociados disminuye a medida que «
aumenta de 0° a 90°, 1 cual concuerda con lo presentado anteriormente en la secciéon espe-
cificamente en la figura[d.1] en donde mostramos que la Hoja de Corriente no siempre se conecta
con la superficie de la estrella. Especificamente, la corriente de la CS disminuye al aumentar «.
Nuestro resultado es congruente con esto, pues para a’s grandes obtenemos menos puntos asocia-
dos a la CS, ya que existen menos puntos de la linea que cumplen el criterio de estar relacionadas
a la Hoja de Corriente. Esta consistencia de nuestros resultados con la literatura también abona

a la validacion de nuestras herramientas numéricas.
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La contribucién més importante de este trabajo fue haber dado un criterio numérico que nos
indica el grado de asociaciéon de las lineas de campo magnético con la CS. Interpolamos el valor
de A para cada punto de las lineas de campo, determinamos su asociacion con la Hoja de Co-
rriente y determinamos un rango para 7., tal que las lineas de campo siguen de cerca a la CS.
Con nuestros criterios[6.1]y [6-2] podemos encontrar aquellos grupos de lineas de campo magnético
més fuertemente asociados con la CS en la magnetdsfera, de modo que podemos determinar los
valores 6ptimos de 7, tales que la emision electromagnética es mas intensa.

La perspectiva futura del trabajo que desarrollamos es aplicar el algoritmo previamente explicado
en magnetosferas més complicadas, como son las no dipolares, para determinar aquellos grupos

de lineas de campo magnético asociadas a la Hoja de Corriente de dichas configuraciones.

6.2.1. El valor de Ain

El valor que asignamos a la cota minima de la funciéon A, aunque sustentado en las figuras
es arbitrario. Para verificar la fiabilidad de nuestros resultados se realizaron graficas aisladas
para dos casos de o con un valor A, diferente. En la figura @ mostramos el caso de o = 0°
con Apin = 0.3 (una cota menos estricta que Ayin = 0.5). En esta figura observamos un compor-

tamiento préacticamente idéntico al caso de Ay, = 0.5.

Asociacion por rov deg O(lambda _min = 0.3)

700001 —— 50% max ¢

60000

wu
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=]
o
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o
o
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30000
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b
o
o
o

10000

0.800 0.825 0.850 0.875 0.900 0.925 0.950 0.975 1.000
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Figura 6.22: Asociacion de las lineas de campo B asociadas a la CS en el caso de o = 0°, obtenidos

con Apin, = 0.3.

En la siguiente figura, [6.23] mostramos el caso de & = 0° con una cota més estricta, Api, = 0.7.

En esta figura vemos un comportamiento practicamente igual en la asociacion, la diferencia es el



74 Capitulo 6. Asociacion del campo magnético con la Hoja de Corriente

total de puntos asociados encontrados, que, como es de esperarse, es menor.

Asociacion por rov deg O(lambda_min = 0.7)
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Figura 6.23: Asociacion de las lineas de campo B a la CS en el caso de a = 0° obtenidos con
Amin = 0.7.

Observemos dos casos diferentes a los anteriores en otra alineacion, con o = 60°. Primero ob-
servemos la figura [6.24] con An, = 0.3. Aqui como la cota es menos estricta se observa un
comportamiento muy similar a & = 60° en la figura [6.2I] Observamos un mayor nimero de
puntos asociados con una distribucién practicamente igual. Finalmente decidimos hacer un caso
extremo con Ay, = 10.0. Mostramos los resultados en la figura [6.25] En esta figura observamos
un caso extremo en donde se reduce el rango de grupos de lineas asociadas a ro, € [0.95,0.965],

las mas fuertemente asociadas.

En conclusion, el valor de A, depende de qué tan estrictamente queramos definir la asociacién
de las lineas de campo a la CS. Estas figuras siempre muestran un rango de lineas asociadas a
la Hoja de Corriente y el tamano de este rango dependera del valor de la cota minima asignada
al valor de A. El valor de Apin = 0.5, basado en lo discutido en la seccion [6.1.3] muestra un

comportamiento razonable.
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Figura 6.24: Asociacion de las lineas de campo B a la CS en el caso de a = 60°, obtenidos con
Amin = 0.3.
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Figura 6.25: Asociacion de las lineas de campo B a la CS en el caso de a = 60°, obtenidos con
Amin = 10.






Capitulo 7

Conclusiones

La zona de emision de radiacion electromagnética de altas energias en la magnetosfera de pul-
sares ha sido motivo de discusiéon en la literatura, y hasta hoy, el determinarla, sigue siendo un
problema abierto. En este trabajo contribuimos a determinar con criterios numéricos la relacién
de ciertas lineas de campo magnético con la Hoja de Corriente. De esta forma, acotamos la region
de la magnetoésfera en donde se encuentran las lineas fuertemente asociadas a la emision de altas
energias en la vecindad de un pulsar dipolar. Mas atn, acotamos la regiéon de los casquetes polares

de donde emergen dichas lineas de campo.

Para llegar a estos resultados, repasamos brevemente conceptos preliminares, desde elementos de
célculo vectorial, hasta las caracteristicas generales de los piilsares, y presentamos el modelo del
dipolo magnético para pulsares, mostrando algunos de sus resultados, como la estimaciéon de la
edad de un piulsar. Posteriormente, presentamos el resultado de Goldreich y Julian de 1969, en
donde demuestran que la magnetosfera de un piulsar es necesariamente densa. A partir de este
hecho, discutimos el modelo de emision Separatriz Layer de Bai y Spitkovsky, en donde observan
que la magnetosfera densa se puede simular en un régimen del electromagnetismo llamado Libre
de Fuerzas con un buen grado de fidelidad. Mencionamos que su modelo predice de manera ro-
busta los mapas siderales de radiacion de pulsares de altas energfas, y que asumen que la emisién
se produce en la Hoja de Corriente, region que estudiamos detalladamente a partir de su relacion
con la funcion de corriente A.

Motivados por esta relacion, que consiste en que el valor de la funcién |A| es mayor (y alcanza su
maximo) en la Hoja de Corriente, usamos dos criterios para determinar la asociacion de las lineas
de campo magnético: el criterio débil A(z,y,2) > Amin garantiza que un punto de una linea de
campo magnético se encuentra cerca de la Hoja de Corriente; después, clasificando el grupo de

lineas de campo que emergen de un mismo anillo por medio de su coordenada 7., determinamos

7
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aquellas lineas con el maximo ntmero de puntos asociados, y si un conjunto de lineas cumple
el criterio fuerte, es decir tiene el 50 % del ntimero méaximo de puntos asociados, determinamos
que sus lineas de campo magnético estan fuertemente asociadas a la CS. Este segundo criterio
es arbitrario, sin embargo, garantiza que las lineas que lo cumplen tienen un grado de asociacién
mayor. Este criterio fuerte nos dota de un rango en la coordenada o, para lineas que estan
fuertemente asociadas a la Hoja de Corriente.

Con base en estos criterios, hemos determinado un rango en la coordenada 7o, que acota la region
de los casquetes polares de donde emergen las lineas de campo a lo largo de las cuales ocurre
la emision de radiacién més intensa en el modelo Separatriz Layer. Por ejemplo, en el caso de
a = 60°, obtuvimos que las lineas fuertemente asociadas emergen de r., € [0.93 — 0.99], rango
que concuerda en buena medida con lo reportado en la literatura.

Para darle robustez a nuestros resultados, hemos validado las herramientas computacionales uti-
lizadas reproduciendo varios resultados de la referencia [22], discutidos en el capitulo anterior.
Ademas para el desarrollo de este trabajo, optimizamos algunas herramientas computacionales
presentes en el software xSky, expandiendo sus funcionalidades con los procedimientos anterior-

mente explicados.

Las interesantes observaciones del Explorador de la composicion interior de estrellas de neutro-
nes (NICEREL por sus siglas en inglés para Neutron Star Interior Composition Explorer, sugieren
una estructura de campo magnético complejo dentro de la NS que también podria afectar la
emision de radiacion de altas energias [38]. Este descubrimiento nos encamina para, a partir de
lo desarrollado este trabajo, aplicar las herramientas construidas a magnetosferas no dipolares y
acotar, en estos casos més complicados, la regiéon de emisién de rayos gamma en la magnetosfera
de pilsares.

Uno de los temas mas interesantes actualmente, es el estudio de sistemas binarios de estrellas de
neutrones o de una estrella de neutrones con un agujero negro, popularizados con la deteccién
(de la colaboracion LIGO/Virgo), gravitacional y electromagnética, de la colision de dos estrellas
de neutrones en 2017 [39].

Consideramos de gran interés optimizar y aplicar las herramientas aqui desarrolladas a sistemas
binarios, en donde la radiacion electromagnética es capaz de aportar informacion complementaria
en aquellas etapas de evolucién del sistema en donde la informaciéon que se obtiene de las ondas

gravitacionales es limitada.

LConsultar [www.nasa.gov /nicer])




Apéndice A

Estudios de convergencia cualitativa

de las funciones A y p

Realizamos estudios cualitativos de convergencia con las dos resoluciones numéricas disponibles
para el campo magnético de la estrella. Enseguida graficamos las funciones A(z,y, z) v p(,y, 2)
en las dos resoluciones disponibles: media (res61) y alta (res81). En el capitulo [5| discutimos el
significado de estas resoluciones, correspondientes a simulaciones magnetohidrodindmicas reali-

zadas con el codigo ONION.
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