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1 Introduccion

1.1. Movimiento browniano

En 1827 el boténico, de origen escoses, Robert Brown se interes6 en observar bajo el
microscopio el movimiento de pequenas particulas de polen pues le interesaba el proceso
reproductivo de plantas y flores. Sus observaciones hoy se conocen como Movimiento
Browniano y dicho concepto describe el siguiente fenémeno: particulas de polen oblon-
gas y quasi-esfércas que al ser suspendidas en agua se mueven como consecuencia de
las fluctuaciones mecénicas relacionadas con la temperatura de dicho medio.

En su momento, el doctor Brown ignoraba la razén del movimiento de las particu-
las de polen. Su primera teoria era “La Vida” pero rapidamente la demostr6 errada al
comprobar que particulas de polen de plantas de cien anos de antigiiedad se compor-
taban igual, lo mismo encontr6 para particulas vidrio, madera quemada y limadura de
metales. Una caracteristica en comun tenian todos los materiales que Brown emple6: el
tamano de las particulas habia de ser “considerablemente” pequeno para poder observar
dicho fenémeno.

En la descripcion del doctor Brown encontramos una observacion importante de ca-
racter fisico: “... el movimiento [observado| consistia no sélo en el cambio de posicion de
las particulas en el fluido, también incluia cambios en la forma de las particulas...”[14].
La observacion anterior es de caracter fisico y senala cambios de posicion y de forma.
Desde la fisica sabemos que tales cambios ocurren por la acciéon de fuerzas, de modo
que Brown daba pie a que sus observaciones se analizaran desde los conceptos de la
mecanica que en el siglo XIX ya era bien conocida.

De manera independiente y casi cien anos después, Albert Einstein, en 1905, pu-
blica On the Motion of Small Particles Suspended in Liquids at Rest Required by the
Molecular-Kinetic Theory of Heat en donde hace una deduccion de la mecénica del
Movimiento Browniano y sus caracteristicas empleando termodinamica y fisica de flui-
dos. El propio Einstein dudaba de haber encontrado la mecanica de dicho fenémeno
en los anos posteriores inmediatos a la publicaciéon de su articulo. Sin embargo, en
1948, Einstein escribe a Michele Besso comentando que en efecto en dicho articulo ha-
bia logrado describir el Movimiento browniano sin saber que observaciones solidas de
dicho fen6meno ya eran conocidas [14]. A la par, Paul Langevin, también se intereso
en investigar el fenémeno del movimiento Browniano y en 1908 publica Sur la théorie
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du mouvement brownien en donde logra deducir, empleando técnicas distintas y més
simples que las de Einstein, la mecanica que Einstein habia encontrado tres anos antes
[6]. El desarrollo historico que nace con los trabajos de Brown, Einstein y Langevin es
valioso por diversos motivos, en este trabajo empleo muchos de sus conceptos escritos
en la formulacién explicada a continuacion.

La mecénica descrita por Einstein para el Movimiento Browniano se puede expresar
empleando una variable estocéstica X (f) que cumple con la siguiente ecuacion

X(t + dt) — X(t) = V&2dtNT"0,1) , (1.1)

donde N/T¥(0,1) representa un ntimero aleatorio tomado de una distribucién normal
con varianza 1 y media 0, el indice y super indice que se emplean en esta notacion sirven
para indicar que el nimero aleatorio empleado so6lo es valido para el paso del caminante
aleatorio dando en el intervalo de tiempo [t,t + dt], 6 es conocido como coeficiente de
difusién. La ecuacion es una ecuacién estocastica que en teoria de probabilidad
se conoce como proceso de Wiener. Es importante notar que Einstein plantea resolver
el problema escribiendo una ecuacion diferencial estocastica para la velocidad y asi de-
terminar posiciones. De resolver la ecuacion se obtiene la funcion de densidad de
probabilidad para las posiciones de la ecuacion , también conocida como el cami-
nante aleatorio de Einstein.

Por otro lado, la mecénica descrita por Langevin para el Movimiento browinano se
expresa en

V(t + dt) — V(t) = —qV(t)dt + \/B2dtNTE0,1) (1.2)

donde N/T¥(0, 1) representa un niimero aleatorio tomado de una distribucién normal
con varianza 1 y media 0, 8 es conocido como coeficiente de difusion y v es el coeficiente
de disipacion. En la formulacion de Langevin se estudian aceleraciones para determinar
velocidades. De resolver la ecuacion se obtiene la funcién de densidad de pro-
babilidad para las velocidades. En este caso, es necesario apuntar que la ecuacién de
Langevin se apoya de la siguiente ecuacién complementaria para la posicion

X(t + dt) — X(t) = V(t)dt . (1.3)

La ecuacién es importante pues notemos que si pedimos v = 0 en (L.2), dicha
ecuacion adopta la forma de la ecuaciéon . La diferencia sustancial en el tratamiento
de Langevin recae en que plantea un balance de fuerzas donde la fuerza esta dada por
el término aleatorio.

Dejando de lado la diferencia senalada, existe un elemento en comin en ambas
ecuaciones y es que existe un término estocastico que esta definido por el coeficiente
N[T(0,1). Este elemento de la ecuacién es de crucial importancia. Desde la matemati-
ca, el coeficiente estocastico es un numero aleatorio, dicho coeficiente entrega ntimeros
aleatorios tomados de una distribucion normal con media 0 y varianza 1. Sin embargo,
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la interpretacion fisica de dicho término es clave en el desarrollo de Einstein y Langevin,
y también de mi trabajo.

La manera de entender desde la fisica a dicho término estocéstico es la siguiente:
se formula la hipodtesis de que el origen del movimiento de las particulas suspendidas
en agua son aceleraciones que se producen debido a fuerzas generadas a partir de la
suma de un gran ntimero de contribuciones de las particulas de liquido. Las particulas
de liquido, que se encuentra a una temperatura 7%;,iq4, producen rapidas fluctuaciones,
aleatorias todas, consecuencia de encontrarse a temperatura 7%;yiq4,. Dichas fluctuacio-
nes son pequenas y ocurren en una escala de tiempo 7. En consecuencia, todas los
impulsos de las particulas de agua cambian la posicién de las particulas de polen ro-
deadas de liquido, dicho cambio de posicion ocurre en una escala de tiempo 7. Como
parte de la hipotesis pedimos que 7 < 7.

Lo anterior tiene una consecuencia matemética importante y es la que permite la
formulacién moderna, mostrada en las ecuaciones y (1.2)), del problema del Movi-
miento Browniano. A pesar de que el tiempo 7* es corto, durante ese intervalo de tiempo
ocurre un nimero enorme de fluctuaciones aleatorias de las particulas de liquido y dan
origen a fuerzas sobre las particulas de polen. Esto hace posible emplear el teorema de
limite central para representar a la fuerza total usando un niimero aleatorio tomado de
una distribucién normal como la que expresa el término NfT(0, 1).

Por lo tanto, en el fendémeno del Movimiento browniano existen tres escalas de tiem-
po a considerar. Existe el tiempo 7% en el que ocurren el gran ntimero de fluctuaciones
mecanicas del agua, el tiempo 7 en el que ocurre el movimiento de la particula de polen
y finalmente 7' el tiempo total de observacion del fenémeno. La relacion entre los tres
tiempos anteriores es la siguiente: 7™ < 7 < T.

La explicacion anterior estd también muy ligada con la observaciéon de Brown so-
bre la necesidad de elementos suficientemente pequenos a suspender en el agua. Si las
particulas suspendidas son grandes, respecto de la magnitud de las fluctuaciones de las
moléculas de agua, las particulas no se moveran. Esto implica que existe un tamano
méaximo de particula sobre el cual las fluctuaciones del agua tienen un efecto. De modo
que la relaciéon entre la escala de las particulas y la magnitud de las fuerzas es tal que
de no cumplirse seria imposible observar el fenémeno fisico del Movimiento browniano.
Esta es la primera vez que senalo la importancia de la magnitud de las cantidades fisicas
en este trabajo pero no sera la tltima pues para explorar tales relaciones en este trabajo
hago amplio uso del analisis dimensional.

La cualidad que més llamo6 mi atencion de la fenomenologia y teoria detras de los
trabajos mencionados es la relaciéon que muestra entre la termodindmica, la mecéanica, la
estadistica y la probabilidad. Estas dos tltimas 4reas se han empleado, y se emplearan,
en todo aquel problema del que sea imposible hacer una descripcion completa al estilo
de la mecanica clasica. En mecénica clasica en el momento que resolvemos las ecuacio-
nes de movimiento de un problema mecanico podemos conocer el pasado y futuro del
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movimiento de un objeto siempre que no sea perturbado, es decir, es posible predecir
la evolucion temporal del fendomeno.

Por otro lado, ecuaciones del tipo ([I.1)) y (1.2]) se resuelven de manera més limi-
tada. Una vez resueltas tales ecuaciones de movimiento se obtiene la estadistica de la

frecuencia de los valores de posicion y velocidad, se encuentra la funcién de densidad
de probabilidad.

El alcance de la solucion para los problemas planteados en las ecuaciones (1.1)) y
parece no ofrecer una soluciéon completa. Sin embargo conocer la funciéon de den-
sidad de probabilidad es equivalente y basta, en alguna medida, para cubrir con la
necesidad de prediccion. Soluciones de dicho tipo no solo son empleadas en problemas
fisicos. La famosa ecuacion de Black-Scholes es un ejemplo de ello.

1.1.1. El modelo de Black-Scholes

En 1968 Fischer Black y Myron Scholes publicaron el modelo de Black-Scholes.
Dicho modelo busca encontrar una funcion C(S,t) con S una variable estocastica que
representa el precio del activo sobre el cual se formula un contrato de opcion y ¢ el
tiempo. La funcion C(S,t) es el precio al cual debe ser vendido 6 comprado un tipo
de instrumento financiero conocido como Opcién Europea. Brevemente, una opcion es
un contrato que establece un precio fijo de venta 6 compra de un activo particular
esto se conoce como derecho de opcion, el poder ejercer el derecho que da la opcion
no es obligatorio, de ahi el nombre de opciéon. En un punto en el tiempo conocemos el
precio del activo S y el problema es determinar cual es el valor correcto del contrato
dado por C' = C(S,t). La hipotesis que conecta a este modelo financiero con el trabajo
de Einstein y Langevin es que la variable aleatoria S es un caminante aleatorio cuya
ecuacion diferencial estocastica es de la forma

S(t+dt)— S(t) = p(S,t)dt + o(S,t)N/T%(0,1) , (1.4)

con £(S,t) una funcion asociada a la media del proceso y ¢(S,t) una funciéon asociada a
la varianza del proceso. Notemos que la ecuaciéon es de la forma de las ecuaciones
que motivan a este trabajo y . La hipotesis principal del modelo de Black-
Scholes es que la variable S que corresponde al precio de un activo financiero sigue un
proceso de Wiener tal como en el caso del Movimiento Browniano. La famosa ecuacion
de Black-Scholes se obtiene de formular al caminante de la ecuacion y luego se
apoya en el desarrollo de la derivda de Ito para poder aplicar la regla de la cadena a
una funciéon que depende de una variable aleatoria S, detalles de este procedimiento
se pueden encontrar en la referencia |4]. Finalmente se deriva una ecuacion cinética
asociada que da lugar a la ecuacion diferencial parcial de Black-Scholes

9C(S, 1) OC(S,t) 1 5. ,0C(S,t)
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La solucion a la ecuacion anterior es la funcion C'(.S,t) y describe el precio al cual vender
0 comprar una opcion eruopea sobre un activo cuyo precio es S en el tiempo.

El acercamiento a este problema es importante pues en el capitulo 6, 7y 8 de este
trabajo se hace uso de ecuaciones cinéticas asociadas para resolver el problema que se
plantea en la siguiente seccion.

Recapitulando, hace mas de cien anos el problema original de Brown tenia una
motivacion completamente biologica y las herramientas usadas para solucionar dicho
problema se obtuvieron de la fisica que describe el movimiento de cuerpos inertes. El
poder de la solucion es tal que en tiempos modernos ha servido para describir y modelar
un sistema artificial, creado por la humanidad, como lo es la bolsa de valores. Con lo
anterior en mente podemos preguntarnos ;Qué resultara de explorar una modificacién
a la ecuacion original formulada por Paul Langevin, qué nuevo sistema fisico es posible
describir, qué sistema de origen humano?

1.2. Objetivo

El objetivo de esta tesis es estudiar una ecuacion tipo Langevin modificada para
presentar grandes excursiones. Dicha ecuacion se formula en tres versiones: en
ausencia de fuerzas adicionales a la fuerza estocastica, considerando fuerza de
disipacion y considerando fuerza de deriva. La investigacion contempla un estu-
dio estadistico de las realizaciones asociadas a la ecuacion, un estudio analitico
empleando la ecuaciéon cinética asociada y lo anterior se complementa obteniendo
la solucién a la ecuacion empleando un método numeérico. Como resultados se
tienen tres soluciones analiticas a la ecuacion y un pardmetro adimensional & que
premite cambiar la estadistica que siguen las realizaciones de la ecuacién de una
estadistica de ley de potencia a una estadistica de distribucion normal.

A continuacién un esquema de la estructura general de este trabajo y como lo abor-
daremos:

En el capitulo 2 se introduce la ecuacién modificada. Dicha modificaciéon es una
reformulacion de la funcién que acompana al coeficiente de difusion del término es-
tocéstico de la ecuacion de Einstein y tiene como motivacién obtener caminatas con
grandes excursiones. La ecuacion modificada es

2K

V(t+dt) — V(t) = \/‘1 - %}t) B2dt N0, 1) (1.6)

La ecuacion estd escrita caracterizando cambios en la velocidad, el plateamiento
recuerda a la formulacién de Langevin pero la estructura de la ecuaciéon es la del ca-
minante aleatorio de Einstein, la ecuacién . En este mismo capitulo se exponen
las matemaéticas de la distribucion de ley de potencias apoyado en la revision tedrica
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de M. E. J. Newman [§], pues la estadistica de la ecuaciéon modificada corresponde a
esta distribucion. Esto se determina empleando un método de ajuste a ley de potencias
descrito en la referencia [8]. Un elemento importante que es posible sefialar desde ahora
en la ecuacién es que la modificacién involucra un parametro x que permite recu-
perar la forma de la ecuacion sin disipacion, si pedimos x = 0. Adicionalmente,
el valor de x tiene un efecto en la distribucion asociada a las realizaciones y se explora
a fondo en este capitulo.

En el capitulo 3 se analiza a detalle el concepto de retorno financiero 6 diferencia
relativa. La intencion es revisar los retornos asociados a las realizaciones de la ecuacion
modificada. El resultado notorio es que, sin importar el valor del parametro &, la distri-
bucion de retornos es constante y son distribuciones de ley de potencia. Considerando
este resultado se compard con lo mostrado en las referencias [2| y [3], donde muestran
que es posible catalogar procesos estocasticos segin la ley de potencia asociada a sus
retornos. En particular para algunos activos financieros resulta a« = 3.

En el capitulo 4 se explora la modificaciéon pero ahora incorporada al planteamiento
formulado por Langevin para el problema del movimiento browniano,

2K

V(t+dt) — V() = —V(t)dt + \/‘1—@ BdtNITH0, 1) (1.7)

El esquema para investigar esta version de la ecuacién es el mismo que en el capitulo
1. El resultado importante de este capitulo es que agregar disipacion genera que la
estadistica de los procesos cambie de una distribucion normal a una distribucién de ley
de potencias segtin la magnitud de v respecto de Vj. A partir de este capitulo se emplea
analisis dimensional para formular versiones adimensionales de las ecuaciones, de ese
modo se simplifica la exploraciéon de los parametros que aparecen en las ecuaciones
y . A partir de este punto toda la investgacion se desarrolla de forma adimensional.
Las ecuaciones en sus versiones adimensionales son

2K

VHt +dt*) — V) = \/’1 — V()| d*NLT(0,1) (1.8)

con V*(t*) = %f) y t* = e—é las respectivas variables adimensionales.
Y también

VA
V*(t*+dt*) — V) = —VE({tN)dt* + \/‘1— é ) dt*NET(0,1)  (1.9)
con V*(t*) = W‘;(t) y t* = 7t las variables adimensionales. El simbolo * colocado a

manera de superindice indica que las cantidades en las ecuaciones son adimensionales,

de modo que V* es la velocidad adimensional y ¢* el tiempo adimensional, el término &

. . ., 1/2
representa el factor adimensional de la ecuacion (1.9) y se define como { = VMT
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En el capitulo 5 se investiga la transicion encontrada en el capitulo anterior. Aqui
cobran relevancia las versiones adimensionales de las ecuaciones pues la ventaja que
ofrecen es simplificar todos los parametros por explorar en un solo nimero adimen-
sional & que es funcion de todos los parametros fisicos del problema: la disipacion, la
difusion y la velocidad de referencia.

Dado que dicha transicién resulta novedosa, mi asesor me guidé en una buisqueda
en la literatura donde descubri trabajos que encuentran fen6menos analizados desde la
estadistica que presentan una transiciéon similar. En [5] encontramos que la distribucion
de momentos de atomos en gases ultra frios presenta una transicion de distribucion
normal a distribucion de ley de potencias en funcion del tipo de lattice en el que se
atrapen dichos adtomos. En la referencia [1| hay una descripcion que se apoya en las
observaciones de [5] y una expresion para la distribucion de atomos de la forma

p(P) = C(1—B(1—q)P*)T (1.10)

donde C' es una constante de normalizacién, 5 y ¢ parametros asociados a las caracte-
risticas del lattice y P los momentos de los atomos. La ecuacion es la distribucion
de momentos de los atomos descritos en [1] y [5]. Es importante mencionar que esta
bisqueda en la literatura la realicé meses después de haber encontrado la solucién anali-
tica a mis ecuaciones, pues las soluciones que eventualmente mostraré tienen una forma
similar.

En el capitulo 6 se desarrolla la solucién numérica de la ecuacion de Langevin modi-
ficada . La motivacion de buscar la soluciéon de este modo surge de no poder aplicar
el método de soluciéon analitica a la ecuacion de Langevin que es ampliamente expuesto
en el capitulo 8 del libro de Don S. Lemons |7]. Sin embargo, mientras desarrollaba la
bisqueda de la solucién por métodos computacionales mi asesor de tesis y yo encon-
tramos rapidamente la solucién a la ecuacién sin termino de arrastre empleando otra
técnica analitica: la ecuacion asociada de Fokker-Planck. La relevancia de la soluciéon
numérica recae en que es la inica manera en que se resuelve ese problmea en este trabajo.

En el capitulo 7 se exponen los pasos para llegar a la solucion analitica de la ecua-
cion (1.6) empleando la ecuacion asociada de Fokker-Planck.

En el capitulo 8 se estudia la ecuacion modificada de Langevin (1.9) bajo el efecto
de un término de deriva (drift en inlgés)

2K
dt*NET(0,1) . (1.11)

VAt +dt™) — V(") = —(VI(t7) — §dt” + \/’1 - _V(?)*

Se analiza del mismo modo que las primeras dos ecuaciones estudiadas y una solucion
analitica también es encontrada. Un resultado importante de agregar el arrastre es que
la transicién entre distribuciones desaparece. En este capitulo se ofrece una explicacion
a este resultado. La solucion analitica que se encuentra para esta ecuacion surge de los
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resultados mostrados en el capitulo 5 y la solucién analitica del capitulo 7. Las formas
de la solucion que se encuentran para la distribuciéon de velocidades son

p(v*) = COJ1 —v*|72" (1.12)
y
v |t
p(v*) = C|1— 3 (1.13)

La ecuacion ([1.12) es la solucion al caminante aleatorio inicial formulado en (1.8). La
ecuacion (|1.13]) es la solucion a (1.11)) que es la formulacion del caminante modificado
y bajo el efecto de disipacion y arrastre para k = 1/2.

En este punto de mi trabajo se vuelve casi obligado buscar una aplicacion del siste-
ma que he formulado, decidi buscar series de tiempo que presentaran las caracteristicas
que presentan las realizaciones de mi caminante original. La serie de tiempo que el elegi
fue la serie del precio de Bitcoin.

Finalmente en el capitulo 9 se estudia la serie de tiempo de Bitcoin a manera de
aplicacion. Encuentro que el modelo desarrollado hasta ahora no es aplicable a la serie
de tiempo pero son aplicadas las técnicas desarrolladas para distirbuciones de leyes de
potencias pues la distribuciéon de los retornos del precio de Bitcoin resultan seguir una
ley de potencias.

Todo el trabajo se complementa con cuatro apéndices: en el apéndice A se discuten
la importancia del tamano del dt asociado a las simulaciones empleadas durante esta
investigacion. En el apéndice B se encuentran anotaciones acerca de la funcion valor
absoluto y maneras de aproximar dicha funciéon computacionalmente. En el apéndice
C se encentran los codigos computacionales en FORTRAN 90 para las realizaciones de
las tres ecuaciones estocasticas que hemos mencionado. Finalmente, en el apendice D,
se encuentra el codigo para resolver la ecuacion en el lenguaje Mathemalcia



2 La ecuacion modificada de Langevin

En este capitulo desarrollaremos las herramientas necesarias para el ajuste a distir-
buciones de probabilidad de ley de potencias. Una vez desarrolladas las herramientas
pasaremos a revisar a la modificacion a la ecuacion de Langevin que queremos estudiar.
La ecuacion se plantea desde la formulaciéon de Langevin del problema del movimiento
Browniano sin considerar el término de disipacién. El capitulo cierra una vez que queda
determina la potencia de las distribuciones de ley de potencia que siguen las realizacio-
nes de la ecuacion modificada.

2.1. Leyes de potencia y fenémenos libres de escala

Medir es el complemento obligado de la observacion cientifica, y consiste en com-
parar las observaciones sobre un sistema fisico con una unidad de referencia. A esta
unidad de referencia se le conoce, de manera rigurosa, como escala natural y depende
del fenomeno de interés. Es usual que al reportar mediciones en una tabla se anote en
la parte superior la unidad de referencia, esta es la escala natural que se ha elegido. La
escala natural es una eleccion, hasta cierto punto, arbitraria.

La escala natural es un concepto que puede ser abordado desde el anélisis dimen-
sional. La idea central de esta rama de la fisica es, en palabras sencillas: las leyes fisicas
no dependen de unidades elegidas arbitrariamente para medir. Es decir, sin importar
las unidades de medicion, las magnitudes que se obtienen luego de calculos son siempre
equivalentes entre sistemas de unidades. Usando este simple hecho, y elegida una escala
natural, el analisis dimensional permite conocer la forma de términos en una ecuaciéon
siempre que estén asociados a fenémenos fisicos.

Cuando ya se cuenta con un conjunto de mediciones hacer un analisis estadistico
es util, pues permite obtener datos para describir el comportamiento del sistema. Una
herramienta 1til que brinda la estadistica son los histogramas. Un histograma, en su
version més sencilla, es una grafica de barras que permite observar la frecuencia de
valores en un conjunto de datos.
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Por otro lado, una funciéon de densidad de probabilidad asocia probabilidades a
valores posibles. Graficar una de estas funciones revela la forma de la distribucion de
probabilidad asociada a esta funcion. Volviendo al conjunto de mediciones, cuando el
numero de mediciones (muestras) tiende a infinito, al generar un histograma de esta
gran cantidad de muestras se esta generando la distribucion de probabilidad de nues-
tras mediciones. Si este histograma adopta una forma familiar, es de interés conocer con
qué grado de precision se ajusta el histograma a alguna distribucién de probabilidad
conocida. La manera més simple de hacer esto es superponer nuestro histograma y la
grafica de nuestra funcion de densidad de probabilidad.

Distribucion Normal Distribucion de Cauchy
0.4 0.4

-10 -5 0 5 10 5 10
(a) Distribucion (b) Distribucion de
normal standard Cauchy standard

o ) Distribucion Uniforme
Distribucion de Poisson

0.5 1.4+
1.2+
0.4+ 1
0.3+ 0.8+
0.6-+
0.2~ 0.4+
0.1+ 0.2
| | n | |
[ I U I 1
0 } ! } } } -10 -5 0 5 10

(d) Distribucion de

(c) Distribucién uniforme . .
Poisson continua

Distribucion de ley de potencia

-10 -5 0 5 10
(e) Distribucion de ley de

potencias en escala
lineal-logaritmica

Figura 2.1: Graficas de distintas funciones de densidad de probabilidad en el intervalo [—10, 10].
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En la figura tenemos las distribuciones de probabilidad asociadas a 5 funciones
de densidad de probabilidad. Fijémonos en la figura esta es la grafica de la funcion
de densidad de probabilidad de una ley de potencias. Para el estudio posterior es de
interés. Regresando a las mediciones que podemos realizar de un fenémeno, cuando
afirmamos, desde el punto de vista estadistico, que un conjunto de mediciones sigue
una ley de potencia, es debido a que los valores corresponden a una distribucién de ley
de potencia. La forma de esta distribucion se ilustra en la figura[2.1el Matematicamente
esta distribucion tiene asociada la siguiente funcion:

p(z) =Ca™* (2.1)

Con C' una constante de normalizaciéon que queda determinada una vez se escoge «,
y a > 0. Esta funcion de densidad de probabilidad tiene una cualidad intrinseca: es
libre de escala. Una definicion rapida de este concepto: un fenémeno lucird, bajo una
representacion grafica, siempre igual sin importar la escala natural en la que se ob-
serve. De manera matemaética podemos expresar dicho concepto de la siguiente forma,
comencemos por proponer una funcion p(x) que cumpla

plbx) = g(b)p(z) (2.2)

para cualquier b. De manera que, si escalamos b-veces la magnitud de z, la forma
de la distribucion permanece igual salvo por un factor funcion de b. Resulta que la
distribucion de ley de potencia es la tinica distribuciéon que cumple esto. En la seccion
3.5 de [8] se ofrece una prueba y referencias sobre la tnicidad de la distribucion.

Por ahora nos interesa probar que en efecto la distribucion de ley de potencia cumple

la propiedad impuesta en (2.2)). Sea

p(br) = C(bx)™"

Dado que b es una constante conocida pues es el nimero de veces que decidimos au-
mentar la magnitud de nuestros elementos z, la constante

cb° (2.3)

estd completamente determinada pues C' es la constante de normalizacion de la distri-
bucién y « la potencia de la distribuciéon. Lo anterior es la propiedad de libertad de
escala de la ley de potencias, la distribucién no cambia de forma sin importar la escala
natural con la que se eligen las muestras x de la distribucion.

Ahora volvamos a la escala natural que mencionamos al inicio. Acabamos de probar
que cuando los valores de una medicion son libres de escala podemos cambiar la escala
natural de nuestro fenémeno sin afectar la distribucién de magnitudes en nuestras me-
diciones. Existe una manera grafica de apreciar este particular resultado. Para ilustrarla
comencemos por plantear las condiciones de un experimento hipotético:
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Pensemos por un momento que hemos seleccionado un fenémeno a observar, la es-
cala en la cual lo vamos a medir y que ya hemos conseguido un ntimero suficiente (a
discrecion del observador) de mediciones. El siguiente paso es graficar estas mediciones
en una grafica nimero de medicion (eje © )vs. valor de la medicion (eje y). Lo que
tendremos seré una representacion grafica del comportamiento de nuestro sistema.

Ahora pensemos que, de alguna manera, ya hemos constatado que nuestras medi-
ciones son libres de escala. Si decidimos cambiar la escala en la cual medimos nuestro
fenémeno y lo volvemos a graficar estas nuevas mediciones en una grafica nimero de
medicidn (eje © )Jvs. valor de la mediciones (eje y). Lo que obtendremos sera una re-
presentacion grafica idéntica, o por lo menos muy parecida, a la que obtuvimos previa-
mente. El ejemplo mas a mano que se tiene de esto son los fractales. En la figura

tenemos un ejemplo de un fractal.

(a) Curva de Koch con dos  (b) Curva de Koch con tres ) Curva de Koch con cinco
iteraciones. Obtenida de [9] iteraciones. Obtenida de [10] 1terac1ones Obtenida de [11]

Figura 2.2: Curva de Koch, ampliamente usada como ejemplo de una curva fractal. Notemos
que al ampliar un segmento de la figura 2.2, devuelve la grafica de una seccién como la de la
figura 2.2b] A su vez, de ampliar la figura obtenemos un segmento cuya grafica
corresponde a la mostrada en la figura

Poniendo en palabras lo que las imagenes anteriores explican por si solas: la repre-
sentacion béasica del fené6meno se repetird sin importar la cantidad de mediciones que
tengamos y la escala natural con la cual decidamos obtener nuestros datos. Esto puede
parecer una caracteristica trivial. Sin embargo, son pocos los fenémenos que se conocen
que presentan un comportamiento libre de escala y que siguen una distribucion de ley
de potencia en su valores medidos.

Notemos que ahora contamos con dos acepciones al conepto de libertad de escala.
La acepcion estadistica que nos dice que un fenémeno tiene una estadistica libre de
escala si sigue una distribucion de ley de potencias y la acepcion fisica que nos dice que
un fenémeno es libre de escala si la representacion grafica de dicho fenémeno no cambia
al cambiar la escla natural en la que se observa.
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2.1.1. La distribucién de ley de potencias y cémo ajustarla

Miremos mas de cerca como luce la distribucion de ley de potencias. En la figura|2.3
tenemos tres graficas todas mostrando la distribucion de ley de potencias. La diferencia
entre cada una de ellas radica en la escala en la que se muestran los ejes. En la figura[2.3a]
tenemos la distribucién de ley de potencias en escala lineal-lineal, es evidente que nos
estamos perdiendo de contenido como resultado del violento crecimiento de la grafica
respecto del eje y. Esta forma recuerda una delta de Dirac.

Distribucion de ley de potencia Distribucidn de ley de potencia

0.014 0.0100000

socel i'=
. ain 1l

0.0077 | 0.0010000 =

0.006+-

0.005+ 0.0001000

0.0031|

0.002}1 0.0000

0.001}

1 1 S I |

-1000  -500 0 500 1000 1000  -500 0 500 1000

(a) Distribucién de ley de potenicas en (b) Distribucion de ley de potenicas en
escala lineal — lineal escala lineal — logaritmica

Distribucion de ley de potencia
100.0000000

1.0000000
0.0100000
0.0001000

0.0000010
01 1 10 100 1000

(c) Distribucion de ley de potenicas en
escala logaritmica — logaritmica

Figura 2.3: Graficas de la densidad de probabilidad de ley de potencia en el intervalo
[—1000, 1000].

En la figura tenemos la distribucion de ley de potencias ahora en escala lineal-
logaritmica, de manera que es mas claro lo que ocurre con la distribucion respecto del
eje y. El cambio acelerado, respecto del eje y, ocurre a lo largo de, al menos, 4 ordenes
de magnitud. En un sentido méas cualitativo, la forma de la distribucion recuerda a la
arquitectura nativo americana, a un tipi (teepee). Finalmente, al graficar la distribucion
en escala logaritmica-logaritmica podemos apreciar que en el intervalo (0, 1000] la dis-
tribucion de ley de potencias luce como una linea recta con pendiente negativa y que se
extiende por 8 ordenes de magnitud, antes de intersecar a ambos ejes coordenados. Esto
ltimo se muestra en la figura El intervalo de esta tltima grafica es [0.1, 1000]
puesto que el logaritmo de un niimero menor 6 igual a cero esta indefinido. La forma
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de esta tltima grafica es la razon por la cual a la funcion (2.1) se le conoce como ley
de potencias.

La figura [2.3] muestra un andlisis grafico detallado de la forma de una distribucion
de ley de potencias.En conjunto estas tres graficas definen (lo que he decidido llamar)
la firma grafica de una distribucién de ley de potencias.

1x10'0 : T T T
10
Histograma de 1x10 S Histograma de E
1x108 datos sintéticos F datos sintéticos
S 1x108 | e .
Ley de potencias F Ley de potencias
o . con parametros: o r con parametros:
o 1x10 alfa=2.5,C=500 o alfa=2.5,C=500
S g 1xi0f .
= =1 F
3 1x10t @
= & 1x10 -
2
1x10 1x102 |
1x10° ! 100 b wa ! -
-1x10! -5x10° ox10? 5x100 1x10° 1x1073 1x10%2 1x10°! 1x10° 1x10!
Valor Valor
(a) Datos sintéticos en escala (b) Datos sintéticos en escala
lineal-logaritmica. logaritmica-logaritmica.
1x10'0 ; . T T T
Histograma de 1x1010 Histograma de 4
datos sintéticos F datos’sintéticos
1x108 Ajuste por E Ajuste por
minimos cuadrados 1x108 | minimos cuadrados|
Ajuste por ———-- F Ajuste por ————-
S 1x106 método analitico 8 método analitico
c [y 6
S S 1x10ff
=2 =2 r
D 1x10 @
&= &£ 1o -
2
1x10 1x102 |
1x10° 100 b il -
-1x10! -5x10° ox10? 5x100 1x10° 1x1073 1x102 1x10°! 1x10° 1x10!
Valor Valor
(c¢) Comparacion de datos sintéticos contra (d) Comparacion de datos sintéticos contra
la distribucién de probabilidad de ley de la distribucién de probabilidad de ley de
potencia en escala lineal-logaritmica. potencia en escala logaritmica-logaritmica

Figura 2.4: Histograma de 10'° datos sintéticos generados a partir de una distribucion de ley
de potencias empleando el método de Boz-Muller, tamano del cajon (bin en inglés) 0.001. En
las primeras dos figuras se observa una comparacién de los datos sintéticos contra la funcién
de densidad de probabilidad de la forma con parametros C' = 500y o« = 2.5y
considerando que el valor minimo a obtener de la distribucién es z,,;, = 0.001. En las
siguientes dos figuras tenemos los datos sintéticos comparados con dos ajustes obtenidos por
distintos métodos. El metodo de ajuste por minimos cuadrados y el método de ajuste
analitico (funcion de versomilitud), ambos descritos en los parrafos siguientes.



2.1. LEYES DE POTENCIA Y FENOMENOS LIBRES DE ESCALA 15

Veamos ahora dos métodos de ajuste para determinar si el histograma de un con-
junto de datos corresponde a una distribucion de ley de potencias. En la figura [2.4a]
y se muestra el histograma de datos sintéticos generados aleatoriamente de la
funcion de densidad de probabilidad de ley de potencias empleando el método de Boz-
Muller. Los cajones (6 bins en inglés) del histograma son de tamano 0.001, se muestran
de color rojo y s6lo el borde superior. La figura [2.4a) muestra el histograma en escala
lineal-logaritmica, en ella apreciamos ya la firma grafica de teepee. En la figura [2.4b
observamos el histograma ahora en escala logarimica-logaritmica y es una recta a lo
largo de 4 ordenes de magnitud, la segunda firma grafica.

Las firmas graficas son sugerentes, notemos que en las figuras y tene-
mos superpuesta la grafica de la funcién de densidad de probabilidad cuya forma es
p(xr) = 5002725, Vemos que, en efecto, la forma de la distribucion de ley de potencias
ajusta a la perfeccion con el histograma durante algtn intervalo en el eje y y finalmen-
te el ruido en la cola del histograma genera bins con frecuencias mayores y menores
respecto de las frecuencias tedricas que se espera observar. Como era de esperarse, los

datos sintéticos coinciden en algtn intervalo con la forma teoérica de la distribucion de
probabilidad.

Pasemos ahora al primer método de ajuste que consiste en ajustar la pendiente de
la recta que se muestra en las graficas del tipo de la figura [2.4d] Tomando como base el
ejemplo que ilustramos anteriormente, para realizar el ajuste se consideran los puntos
(x,y) que caen en el intervalo [0.001 : 3]. La pendiente m de la recta punteada en verde
que se obtiene con el ajuste corresponde, en principio, a la o que buscamos. El ajuste
arroja que: a« = 2478 + 1.293. Es un valor cercano al exponente que, a prior,
conocemos de & = 2.5. Sin embargo no es totalmente correcto y el error es grande.
Nos referiremos a este método como técnica de reconstrucciéon por ajuste lineal.
Es importante notar que este método depende del tamano de bin para realizar el ajuste.

El segundo método es un poco mas complejo, pero més preciso. Para explicarlo es
necesario comenzar con la derivaciéon de una ecuaciéon que calcula de manera analitica
el valor de a. Comencemos por recordar la forma general de la funcién de densidad de
probabilidad de ley de potencias y agregemos la forma de la constate de integracion
normalizada a uno como se explica en la seccion 3.1 de la referencia [§]

o= 212 (2.49)

Tmin Tmin

donde C es de la forma C = (a—1)z%,;}, con ,,;, el dato mis pequefio de la muestra

obtenida. Ahora calculamos la forma explicita de la probabilidad de obtener una valor
particular de x dada una o« considerando que tenemos x; elementos de donde elegir

n n

Plele) = [Totw) = [T2H(2) (25)

1 Lmin Lmin

=1 1=

La ecuacion anterior, ecuacion (2.5)), es conocida como funcion de verosimilitud. Ahora
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obtenemos el logaritmo natural de esta funcién de verosimilitud

n

L = in(P(z]a)) = zn{Ho‘_l( L )_a} | (2.6)

. Lmin Lomin
=1

Desarrollando la ecuaciéon anterior tenemos

n

L = nin(a—1) — nin(zmm) + Z—aln(

Lo s
i=1 mwn

X

). (2.7)

Ahora calculamos el valor mas probable para «, esto se efectua calculando el maximo
de la funcién con respecto de «, es decir calculamos g—i’ e igualamos a 0. Tenemos

« Lmin

7_11 - > in( Yy =0, (2.8)

de donde finalmente obtenemos que

a =1+ n{Zln i }_1. (2.9)

Lmin

Por lo tanto, con la ecuacion tenemos una ecuacién que permite calcular « de
manera analitica y haciendo uso del conjunto de datos de interés que genera el histo-
grama dado por la figura Es importante no perder de vista que esta expresion
analitica de « es para el caso en que tenemos un nimero finito de mediciones. Nos
referiremos a este método como técnica de reconstruccién analitica 6 técnica de
reconstruccién de alfa via la funcién de verosimilitud.

Con este método tomando el conjunto de datos que genera el histograma y
usando la ecuacion (2.9) obtenemos o = 2.499 + 2.1 x 1071.

Descritas las dos técnicas resta compararlas. Con la técnica de recontruccion por
ajuste lineal obtenemos @ = 2.478 + 1.293. Mientras que con la técnica de recon-
truccion analitica obtenemos o = 2.499 4 2.1 x 107'°. La técnica de reconstruccion
analitica es superior considerando el alfa que determina y el error con el que se determi-
na. Ahora contamos con dos métodos que nos permiten evaluar si un conjunto de datos
que presenta las firmas graficas de leyes de potencia es en efecto una distribucion de este
tipo y conocer qué exponente corresponde en caso de ser una de estas distribuciones.
Esta habilidad es crucial para el desarrollo de los capitulos posteriores.
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2.2. La modificaciéon

La seccion anterior que trata sobre leyes de potencia tiene una motivacion bien clara,
y es la siguiente ecuacion

vl

0

V(t+dt) — V() = ||l — Bdt NIT(0,1) . (2.10)

La ecuacion tiene la estructura de un proceso de Wiener como los que se comen-
taron en la introduccién, en particular tiene la estructura del caminante aleatorio de
Einstein pero la ecuacion caracteriza velocidades. La intencion es poder comparar las
realizaciones de (2.10) con las de la ecuacion una vez consideremos disipacion. Ahora,
notemos que la modificacion se incorpora dentro de la raiz cuadrada acompanando al
coeficiente de difusion y es la funcién

(2.11)

Es imporante mencionar que un proceso Markoviano es aquel cuyas iteracciones futuras
y actual no dependen de las iteraciones previas del proceso. La funciéon depende
de V(t) y como consecuencia ahora los pasos del caminante modificado dependen ex-
plicitamente del paso previo. El proceso aleatorio descrito por la ecuacion ya no
es un proceso Markoviano.

Sin embargo, la caracteristica a notar es que en la ecuacion (2.10) cuando el para-
metro k = 0,8 = 1 recuperamos la ecuaciéon de movimiento Browniano en el caso
particular en que 6 = 1 veamos.

V(t+dt) — V() = V1dt N7F%0,1) . (2.12)
X(t4dt) — X(t) = V1dtNIT0,1) . (2.13)

La ecuacion tiene la misma estructura que la ecuacion del caminante aleatorio de
Einsten, la ecuacion . Y en este caso el proceso modificado si es Markoviano pues
se pierde la dependencia en las iteraciones previas. Ahora constatemos que, en efecto,
cuando k = 0 obtenemos un comportamiento como el del caminante de Einstein. Para
hacerlo generaremos una realizacion de la ecuacion: generaremos 107 niimeros aleatorios
siguiendo la regla de iteracion dada por la ecuaciéon fijando los respectivos paré-
metros 5, k, Vp y dt. En la ﬁgura tenemos una realizacion de la ecuacion (2.10]) con
k = 0,y en efecto tenemos un comportamiento que asemeja a un caminante aleatorio
de Einstein.
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Figura 2.5: Gréfica de V(t) para una realizacion de la ecuacion (2.10)) con parametros
k=08 =1 Vy = 1, dt = 1y con 107 iteraciones.

Luego nos fijamos en una realizacion del proceso con kK = 1/2, como mostra-
mos en la figura Lo que notamos es contrastante con el comportamiento mostrado
en la figura previa. Ahora el caminante aleatorio, parece poropenso a cruzar el eje ho-
rizontal sin que se pierda la posibilidad de que esta tendencia hacia una secciéon del eje
y pueda cambiar.
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Figura 2.6: Gréfica de V(t) para una realizacion de la ecuacion (2.10)) con parametros
K = %, Vo = 1, dt = 1y con 107 iteraciones.

Mas atn surge una pista que nos devuelve a la discucién sobre fenémenos libres de
escala pues parece que estamos ante uno de estos fendémenos. Si efectuamos acercamien-
tos a la ﬁguraencontramos que al acercarnos incluso varios ordenes de magnitud (en
el eje ) seguimos observando caminatas aleatorias parecidas, es decir, existe un com-
portamiento estadisticamnte autosimilar, tenemos un comportamiento libre de escala.
Estos acercamientos se muestran figura[2.7] Una nota importante, llamaremos de ma-
nera genérica caminata a la representacion gréfica de una realizacion de la ecuacion
, por ese motivo los ejes verticales de las graficas llevan el nombre de posicion. Lo
anterior sin perder de vista que la ecuacion caracteriza velocidades.
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Figura 2.7: Acercamientos a la figura que permiten visualizar que nos encontramos ante

un fenémeno libre de escala

Ahora sabemos que el valor de x esta asociado a un cambio en el comportamiento
de las caminatas. Veamos que ocurre para mas realizaciones con distintas x. Para estas
realizaciones numeéricas de la ecuacién es necesario dar cuatro pardmetros Vg, k, dt
y (. En la figura se muestran la realizaciones para 107 pasos (6 iteraciones) con

los parametros Vj

-~ 1,8 = 1,dt

1y k

0, 1/5, 1/3, 1/2, 2/3, 8/10
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Figura 2.8: Comparacion de las realizaciones de la ecuacién considerando 107
iteraciones, para distintas xk y con mismos parametros Vo = 1,8 = 1,dt = 1.

Notemos que segin el valor de k, el comportamiento de la caminata cambia dras-
ticamente. Como dijimos antes, para x 0 se recupera la ecuaciéon de movimiento
browninano clasica pero conforme s aumenta las caminatas muestran excursiones ex-
cesivamente grandes respecto de V.

Notemos también que existe un atractor al rededor de V{, es decir el caminante
aleatorio tiene una tendencia a volver al valor V (t) Vo. Sin importar el tamano de
la excursion esta siempre vuelve a cruzar el valor Vj. Estas excursiones no son periodi-
cas, son completamente aleatorias tanto en frecuencia como en magnitud y duracion.
Ahora, avanzando sobre la linea estadistica de principio de capitulo, revisaremos los
histogramas asociados a las realizaciones pues es nuestro objetivo conocer qué tipo de
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distribucion siguen. En la figura [2.9a] se muestran los histogramas superpuestos de 6
realizaciones de 10! iteraciones, para los parametros en comtindt = 1,Vy =1, f = 1
yconk = 0, 1/2, 1/3, 1/5, 2/3, 7/10 respectivamente.
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(a) Comparacién de los histogramas de 6
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en escala lineal-logaritmica.
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(b) Comparacion de los histogramas de 6
realizaciones con 6 distintas k
en escala logaritmica-logaritmica.

Figura 2.9: Comparacién de 6 histogramas cada uno asociado a una realizacién con « distinta.
Todos los histogramas tienen cajones de tamafio 1 y por simplicidad s6lo se muestra el borde
superior de dichos cajones.

Inmediatamente se observa la firma grafica de una distribucion de ley de potencias.
En la figura aparece la forma de teepee para 5 de los 6 histogramas. En en la
figura aparece una recta que atraviesa por varios 6rdenes de magnitud segin la
k correspondiente. Ahora emplearemos la técnica de regresion lineal en conjunto con
la técnica de reconstruccion analitica de o mediante la ecuacion . El objetivo es
conocer exactamente cuéles son las densidades de probabilidad de ley de potencia que
dan lugar a la distribucion de valores para las realizaciones de la ecuacion Antes de
avanzar notemos que el caso k = 0 es el caso particular que recupera la version original
de la ecuacion de Langevin y para este caso la firma grafica de ley de potencias se pierde.

En la tabla tenemos las estimaciones de alfa para cada realizacion segun el
método utilizado.

Caminata . . . . . -
Caminata 1 Caminata 2 Caminata 3 Caminata 4 Caminata 5

Método ko= 1/5 ko= 1/3 ko= 1/2 K= 2/3 K = 7/10

« estimada

con la ecuacion | 0.40390 4 8.68 x 1073 | 0.59453 & 5.43 x 1072 | 0.69352 4 0.117 | 0.47682 4 3.49 x 1073 | 0.59961 £ 7 x 1073
£9)

« estimada

con la regresion 0.406 + 0.00105 0.668 + 0.00107 1 4+ 0.0011 1.34 £+ 0.00361 1.4 £ 0.00168

lineal

Tabla 2.1: Estimacién de « usando el método de regresion lineal y el método de
reconstruccién analitica
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Lo que muestra el cuadro parace no coincidir con la conclusiéon de nuestros ejer-
cicios de ajuste de datos sintéticos de la seccidon anterior. El cuadro muestra que en este
caso el ajuste por método de regresion lineal (renglon inferior del recuadro) determina
de mejor modo el exponente de distribucion. El detalle bastante elusivo, y que no seré
claro hasta el capitulo 7 de este trabajo, es que la funcion empleada para determinar
a, la ecuacion , supone que la forma de la distribucion es como la de la ecuaciéon
. La soluciéon que mostraremos en el capitulo 7 encuentra que es una distribuciéon
distinta y por tanto es necesario emplear otra ecuaciéon si queremos aplicar este método
de ajuste.

Por otro lado, que el ajuste lineal funcione de manera tan precisa se debe a que
estamos ante un fenémeno libre de escala y que cuenta con un nimero enorme de
realizaciones. La region del histograma donde el ruido aparece se recorre cada vez mas
y mas a la derecha de manera proporcional a la cantidad de datos. Es decir, mientras
maés datos tengamos las rectas que vemos en la figura [2.9b|se extienden por méas ordenes
de magnitud respecto del eje y, esto a su vez extiende los ordenes de magnitud que la
recta cubre en el eje x. Notemos que esto no altera la pendiente de la recta. Aun asi
es importante considerar que para este ajuste es necesario trabajar con el logaritmo de
numero de bin y el logaritmo de su respectiva altura y por tanto el error considerado
en el cuadro es mayor de lo que la cifra puede aparentar.

Graficamente podemos ver el formidable desempeno de la técnica de reconstrucciéon
por ajuste lineal en la figura En esta figura mostramos de manera individual los
histogramas de la figura m (en su respectivo color segin la leyenda de la misma fi-
gura) junto con su respectiva recta de ajuste lineal en lineas punteadas y de color negro.

Por lo tanto, hemos probado que la realizaciones de la ecuacion (2.10) son un feno-
meno libre de escala y que sigue una ley de potencias. Lo primero lo probamos con la
figura lo segundo lo probamos con el desarrollo previo a este parrafo, la primer evi-
dencia estuvo en la firma grafica que era evidente a la vista de las figuras (forma de
teepee) y (recta por varios 6rdenes de magnitud.). Terminamos de constatarlo una
vez que los ajustes revelaron la forma de las densidades de probabilidad que gobiernan
a cada una de las distribuciones de datos asociados a las realizaciones. Esto se aprecia
en la figura [2.10
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Figura 2.10: En cada subfigura tenemos el histograma de cada caminata para cada r distinta.
Es importante notar que a cada k corresponde una distribucién de ley de potencia distinta.
Esta distribucién esta senalada con la linea punteada de color negro en cada subfigura. La

distribucién se obtuvo usando la técnica de ajuste lineal descrita en la primer seccién de este

capitulo. Notemos que conforme x aumenta, la pendiente de la recta descrita también lo hace
y por tanto también aumenta el exponente de la distribucién de ley de potencias asociada.
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3 Retornos

En este capitulo reviasmos la estadistica asociada a los retornos de las realizaciones
de la ecuacién modificada que estudiamos en el capitulo 1. La estadistica de los retor-
nos resulta seguir una distribucién de ley de potencias también y resulta ser la misma
sin importar el valor del parametro x de la ecuacion. El estudio de estos retornos se
complementa a lo largo de todo el capitulo con las referencias [2] y [3].

3.1. Retornos y leyes de potencia

En el capitulo anterior logramos mostrar que nuestra ecuacion estocastica es
libre de escala y que produce velocidades aleatorias que siguen una distribucion de ley
de potencias. Debido a que estamos tratando con una ecuacion estocastica es casi impo-
sible no considerar conceptos relacionados a finanzas, dado que los procesos estocésticos
se usan en un esfuerzo por entender las intrincadas dindmicas que ahi surgen. Ejemplo
de lo anterior son la ecuacion de Black-Scholes que mencionamos brevemente en
la introduccion de este trabajo.

Un concepto ampliamente usado en finanzas es el valor de retorno ¢ diferen-
cia relativa. Este concepto permite explorar el comportamiento local de un proceso
estocéstico. Los retornos se definen de la siguiente manera

X(t+dt) — X(¢)

Retorno(X (t)) = R(t) = X0 ;

(3.1)

con X (t) una variable estocastca. Notemos que nos perimte evaluar el valor del
proceso aleatorio al tiempo t + dt tomando como referencia el valor inmediantamente
previo del proceso dt. Es decir, si el proceso aleatorio que se describe es el cambio en
el tiempo del valor de una accién, el valor de retorno nos permite conocer qué tanto ha
subido o bajado el valor de la accién respecto de un valor de interés, digamos, el valor
al que compramos la accion.

La intenciéon ahora es conocer la estadistica de los retornos asociados a las realiza-
ciones mostradas en la figura una vez calculados los retornos la técnica a emplear
serd obtener histogramas de estos valores de retorno. A continuacién mostramos los his-
togramas de retornos asociados a los procesos de velocidad estocéastica que generamos
previamente.

25
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Figura 3.1: Comparaciéon de 6 histogramas cada uno asociado a una realizaciéon con &
distinta. Debido a la forma de la ecaucion (3.1)) los histogramas se generan empleando

10'% — 1 datos y el tamafo del bin empleado en los histogramas es 1.

La figura nuevamente revela la firma grafica de la ley de potencias ahora para
la distribucion de los retornos (previamente habiamos revisado la estadistica soélo de
las velocidades). Esto es notable pues no es evidente que el resutlado sera tal. En
esa misma figura, en negro y punteada, estd la distribuciéon de ley de potencias que
ajusta a todas las distribuciones. Cuando pasamos a la escala logaritmica-logaritmica,
la figura [3.1b] vemos la segunda firma gréafica de la ley de potencias y resulta que
la distribucion de los retornos es la misma independientemente de la . Salvo por una
constante de normalizacion la figura[3.Ib| muestra este hecho, la linea punteada muestra
la distribucién de probabilidad que corresponde a los retornos de todas las realizaciones
mostradas en[2.8] Ahora, hemos mostrado que estos retornos son libres de escala y siguen
una distribucién de ley de potencias. Si ahora empleamos la técnica de recostruccion
analitica y la técnica de regresion por ajuste lineal obtenemos lo siguiente:

R,et(irnos Realizacion Realizacion Realizacion Realizacion Realizacion Realizacion
Método k=0 k= 1/5 k= 1/3 k= 1/2 k= 2/3 Kk = T7/10
« estimada de manera 2.048 £ 0.554 | 2.052 £ 0.561 | 1.979 + 0.455 | 2.031 £ 0.536 | 2.056 + 0.570 | 2.05 = 0.563
analitica con la ecuacion ([2.9]
_ aestimada con 1.96 + 0.0968 | 2.19 £ 0.0345 | 2.08 £ 0.0217 | 2.1 + 0.0218 | 2.08 £ 0.0206 | 2.12 = 0.0204
la técnica de regresion lineal

Tabla 3.1: Estimacién de o usando el método de regresioén lineal y el método de
reconstruccion analitica. Para el ajuste por método de regresion lineal empleamos, para toda
k distinta de cero, los bin 1 a 100 de cada histograma. Para el ajuste por método de

regresion lineal de

K =

0 empleamos los bin 1 a 10. Para el método de reconstruccion

analitica, en todos los casos, usamos los datos de la realizacion en el intervalo [0.00001 : 100]
y empleamos un Z,;, = 0.001.
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El cuadro muestra que en efecto la potencia a la que ajustan todas las distri-
buciones asociadas a los retornos de aproximadamente 2. Notemos que incluso para los
retornos de la ecuacion con k = 0 (que es el caminante aleatorio de Einstein) recupe-
ramos la misma estadistica de ley de potencias con potencia 2. Esto es, que los cambios
relativos del proceso, sin importar el valor de x, siguen la misma estadistica. A diferencia
de los histogramas del capitulo anterior, aqui la técnica de reconstruccion analitica es
formidable, recupera con exatitud el exponente y con un error asociado aceptable, esto
es debido a qué la distribucion de los retornos si sigue una ley de potencias de la forma
y por tanto la ecuacion es adecuada. En este caso nuevamente encontramos
que la técnica de reconstruccion analitica supera al ajuste lineal como vimos cuando
trabajamos con datos sintéticos.

Prestemos mas atencion a los histogramas. En la referencia 2| encontramos un re-
sultado notable para los retornos de un grupo de series de tiempo (procesos que se
consideran estocasticos), la conclusion final en [2| es que la ley de potencia a la que
se ajustan algunas distribuciones de los retornos de acciones reales en el mercado de
valores es la misma para todas las distribuciones y tiene un valor de a =~ 3. Usando tal
resultado, se termina de concluir que una manera de catalogar procesos estocasticos es
conocer el exponente asocaido a la ley de potencias de sus retornos.

Volviendo a nuestros resultados, hasta ahora tenemos un resultado acorde parcial:
todos los retornos asociados a nuestro proceso estocastico para 0 < Kk < 1 siguen la
misma ley de potencias y el exponente que hemos encontrado es a ~ 2. Por lo tanto
estamos ante un caso similar al de dicho articulo. Una lectura detenida de |2| revela que
en dicho articulo se generan los histogramas de manera acumulativa con el siguiente
criterio p(x) = p(z;(t) > x) con x; uno de los posibles valores que puede tomar la
distribuciéon. De modo que z; es el valor i-esimo de los N pasos dados por la serie de
tiempo. Adicionalmente, los datos que se emplean para producir dicho histograma son
los retornos normalizados, definidos como

L - RO = (R
' Var{R(t)} '

Donde (R(t)) es el promedio de los N retornos R(t) y VarR(t) es la varianza de los
N retornos R(t). Por lo tanto, para poder comparar nuestros resultados con los de
[2] hemos de hacer el mismo tratamiento en nuestros datos. Lo primero es generar los
retornos normalizados. Aqui nos encontramos con una limitante, pues nuestros retornos
siguen una ley de potencia con o = 2. Para esta distirbucién ni el primer ni el segundo
momento quedan definidos pues las series de retornos para las que se cumple que

(R(t)* > (R()"),

tienen varianza negativa y de ese modo la desviacion standard no serd real sino ima-
ginaria. Esto nos lleva a preguntarnos ;La transformacion que proponen en [2| dada
por cambia la distribuciéon de los datos?. Para contestar la pregunta comparemos
como luce la distribucion antes y después de la transformacion.

(3.2)
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Sea f(R;(t)) = mi(t) = %, entonces
Py — | Rl = (R()
Var{R(t)}

(Ri(t) — (R(1)) "(Var{R(1)})",

inmediatamente notamos que (Var{R(t)})* solo es un factor extra a la constante de
normalizacion C' que acompana a la distribucion de ley de potencias pues Var{R(t)}
es una constante para cada serie de retornos. Luego, < R(t) > es una constante que
se suma a cada valor R; de los retornos . Por lo tanto la transformacién usada en la
referencia 2] no altera la distribucion. Es decir, el exponente de la distribucién de los
retornos es el mismo que el exponente de la distribucién de los retornos normalizados.

Dicho lo anterior, no nos detendremos a buscar una normalizacion de la forma (3.2)
y pasaremos directamente a generar los histogramas acumulativos de los retornos sin
normalizarlos previamente. La regla para generar dichos histogramas es

1x107 ' ' '

1x108
1x10°
1x10%

1x103

Frecuencia

1x102

1x10°

x100 L v P P
1x10° 1x10? 1x103

Retornos

Figura 3.2: Comparaciéon de los histogramas acumulativos de los retornos asociados a 6
realizaciones con 6 distintas & en escala logaritmica-logaritmica. La regla para generar los
histogramas acumulativos es p(R) = p(R;(t) > R). Los bin son de tamafio 1 y se generarn a
partir de los 10'° — 1 retornos asociados a cada realizacion.

La figura muestra los histogramas acumlativos obtenidos. Ahora aplicamos la
técnica de ajuste a estos nuevos histogramas. Para realizar dicho ajuste consideramos
los bin 1 a 100 para los casos en que K # 0y los bin 1 a 11 para el caso & 0. Los
resultados se muestran en el la tabla [3.2]

ROt(imOS Realizacion Realizacion Realizacion Realizacion Realizacion Realizacion
Método =0 ko= 1/5 Ko=1/3 ko= 1/2 K= 2/3 K = 7/10
o estimada de manera 1.048 £ 0554 | 1.052 = 0.561 | 0.979 & 0.455 | 1.031 = 0.536 | 1.056 % 0.570 | 1.05 & 0.563
analitica con la ecuacion (2.9]
« estimada con la regresion lineal | 1.11 + 0.0121 | 1.1 £ 0.0074 | 1.13 £ 0.0081 | 1.1 4+ 0.0067 | 1.1 £+ 0.0068 | 1.09 £+ 0.0071

Tabla 3.2: Estimacion de o usando el método de regresién lineal para los histogramas
acumulativos y el método de reconstruccién analitica.
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Nuevamente la técnica de reconstrucciéon analitica supera al ajuste linea. Sin em-
bargo lo que encontramos no es consistente con lo que se reporta en [2]. Pues atn
que la potencia si cambia encontramos que se redujo, ahora el exponente asociado es
a = 1. Es decir, nos alejamos de el valor « = 3 que se encuentra en [2]. De primera
impresion esto parece no poder reconciliarse, sin embargo existen dos detalles a analizar.

En [8] se comenta lo siguiente: un histograma acumulativo de una ley de potencias
tiene un exponente v = «a — 1. Por lo tanto la pendiente que se calcula para estos
histogramas no es « es 7. Esto es verificado con nuestros datos, para los histogramas de
los retornos tenemos que o ~ 2 y para los histogramas acumulativos de los retornos
tenemos que v ~ 1.

Esto permite hacer la siguiente inferencia de los resultados de la referencia [2]. El
exponente que siguen los retornos de dicho articuloesa = 4talqued — 1 = v = 3.
Es decir, los retornos que analizan en el articulo siguen una ley de potencia con o = 4
y por tanto, para los histogramas acumulativos, v ~ 3 . Adicionalmente los primeros
tres momentos de dichos datos estan definidos. Esto es lo que les permite proponer y
usar la normalizacion que efectuan en el articulo. Recordemos que dicha normalizacion
no tiene efecto alguno en la distribucion de los datos. Es decir, que sigan una ley de
potencias con @ &~ 3 es por una caracterisitca comun que comparten los resultados
analziados en dicho articulo y no debido a la normalizacion.

En la referencia [8] se comenta brevemente que una manera de clasificar procesos
libre de escala es segtn la potencia que ajusta a la estadistica del proceso. Apoyados
en esto podemos afirmar que los retornos de nuestra ecuacién estocastica pertenecen
a una clase distinta respecto de los retornos de las series de tiempo analizadas en la
referencia [2).
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4 La ecuaciéon modificada con disipa-
cion

En este capitulo el objetivo es estudiar la modificacién en la formulacion de Lan-
gevin del problema de movimiento browniano. Dado que dicha formulacion involucra
més parametros hacemos uso del analisis dimensional para reescribir las ecuaciones mo-
dificadas en su forma adimensional y simplificar el estudio de los distintos regimenes
de cada parametro explorando un dnico pardmetro adimensional £. Encontramos que
estudiar la modificacion en esta formulacion arroja como resultado un transicion entre
estadisticas segin el valor de . El capitulo cierra una vez que determinamos que para
& > 1 tenemos una estadistica de distribucién normal y para ¢ < 1 una estadistica
de ley de potencias.

4.1. Considerando disipacién disipaciéon

Recordemos la ecuaciéon que hemos estudiado

vl

V{t+dt) — V() = v

Bdt NF(0,1) . (4.1)

La ecuacion aln que caracteriza velocidades tiene la estructura del caminante
aleatorio de Einstein. De modo que no es posible aplicar la técnica usual para resolver
una ecuacion estocastica de este tipo como se comenta en el capitulo 15 de la referencia
[13]. Aplicar la técnica de solucion recursiva mostrada en el capitulo 5 de la referencia
[7] es imposible pues no existe independecia estadistica entre los términos estocasticos
de cada paso que da la ecuacion, cada paso depende de el paso anterior explicitamente.

El objetivo es conocer la estadistica de la ecuacion y ya la conocemos, una manera
de cerrar dicho objetivo es encontrar una solucién analitica al problema pero vemos
que la forma en la que se plante6 presenta dificultades para avanzar a dicha solu-
cion. Adicionalmente, la estadistica de la ecuaciéon persenta velocidades no acotadas.
No existe velocidad minima ni velociad méxima que pueda alcanzar el proceso. Que no
exista una velocidad maxima es inconsistente con lo que sabemos de la fisica en general.
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De modo que para seguir avanzando en el entendimiento de nuestra modificacion
ahora la estudiaremos en el contexto del problema de Langevin. En dicho planteamiento
de manera consecuente aparece un término de disipacion asociado a fluctuaciones en una
escala de tiempo mayor, pero considerable, a la escala en la que ocurren las fluctuaciones
estocésticas. También existe una conexiéon directa con la segunda ley de Newton pues
se plantea un balance de fuerzas. Sin méas, veamos como luce la ecuacion de Langevin
con la modificaciéon propuesta

2K

V(t+dt) — V() = —V(t)dt + \/ '1—%) BAENIT(0,1) . (4.2)

Notemos que ahora existe [ el coeficiente de difusion, ~y el coeficiente de disipacion, V;
la velocidad de referencia preferencial y . Ahora revisemos cémo lucen algunas de las
realizaciones de la nueva ecuacion (4.2)) mostradas en la figura

T T T
gamma=0.1,Vgo=1,Kappax1/3 ——

T T T
gamma =0.1,Vg=1, Kappa=1/5

N W A

-5 1 | | | 6 |
0 2x10° 4x10® 6x10° 8x10° 1x107 0 2x108 4x10° 6x10° 8x10® 1x107
(a) Realizacion con K = 1/5 (b) Realizaciéon con £ = 1/3
4 T T T 4 T T T
gamma=0.1,Vg=1,Kappa=1/2 —— gamma=0.1,Vyo=1,Kappa=2/3 ——
2
0

' ' ' '
0o o B~ 0N

‘ -10
-12

10 I 1 I I 14 I I I 1
0 2x10° 4x10°® 6x10° 8x10°® 1x107 0 2x108 4x10° 6x10° 8x10° 1x107

(c) Realizacion con k = 1/2 (d) Realizacion con £ = 2/3

Figura 4.1: Comparacion de las realizaciones de la ecuacion (4.2)) para distintas x y con
mismos pardmetros v = 0.1, Vo = 1. Las realizaciones cuentan con 107 iteraciones cada
una.

Lo que nos muestra la figura es que la disipacion acota las posibles velocidades
que puede tener el proceso. Entonces podemos preguntarnos ;jcomo luce la estadistica
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de la modificaciéon ahora que se considera un término de disipacion?

(a) Histogramas en escala lineal - logarimica. La

-400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400
Velocidades

linea punteada es la grafica de una ley de

1X107 T T T T T T T T T 1X107 | T T T E
gamma=0.01 —— F gamma=0.01 —— |
1x108 | gamma = 0.1 E 1x108 gamma =0.1
gamma =0.5 F gamma=0.5 ]
1x10° | gamma = 1 ——— = 1%105 | gamma =1 —— =
[1e] - ——— o F =15 ==—== ]
g 1108 alfa=1.5 1 S 1100 | alfa=1.5 1
g g
g 1x10° 4 § 1x107 |
i - i i
1x10? It 1x10? | ~o
é RN
1)(101 - 1X101 5 \\\ E
E ~ 7
1x10° L1 1x10° L ' O

1 10

100
Velocidades

1000

(b) Histogramas en escala logaritmica -
logaritmica. La linea punteada es la grafica de una
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potencias con exponente = 1.5 ley de potencias con exponente &« = 1.5
1x107 - - - 5
E gamma=0.01 ——— ]
1x10° b alfa=15 ———- 4
1x105 |-
o
g 1x10f |
w F
S 1x103 |
o XU E
— F
L F
1x102 [
1x10' |
1x100 L
1 10 100 1000
Velocidades
(c) Histograma de la realizacién con v = 0.01y

una ley de potencias con exponente « = 1.5 en
escala logaritmica - logaritmica. Notemos que
cambiar la magnitud de la disipacién tiene un
efecto en la estadistica de las velocidades
producidas.

Figura 4.2: Comparaciéon de histogramas asociadoa a algunas realizaciones de la ecuacion
(4.2) para distintas v y con mismos parametros Vo = 1,7 = 1,k = 1/2y 3 = 1. El
tamafio del bin es 0.001 y se consideran 10'° muestras en cada realizacion. La escala de las
figuras es logarftmica para facilitar la comparacién de las distribuciones de con .

En la figura mostramos los histogramas asociados a algunas realizaciones de
la ecuacion . Inmediatamente notamos que ha desaparecido la distribuciéon de ley
de potencias cuando v = 1, en su lugar tenemos distintas distribuciones que pare-
cen evolucionar hacia una ley de potencias cuando v 0.001. Aqui nos enfrentamos
a que es necesario explorar de manera independiente cada parametro de la ecuacion
para concer el comportamiento estadistico completo de la ecuacién. De hecho lo mis-
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mo ocurre para (4.1)), en el capitulo 1 de este trabajo solo estudiamos un caso de Vg y 5.

Por lo tanto haremos uso del anélisis dimensional para generar versiones adimensio-
nales de las ecuaciones que permitan explorar de manera mas simple todos los parame-
tros fisicos involcurados en las ecuaciones. Para llevar a cabo esta tarea comenzaremos
por adimensionalizar la ecuacion , esto con la intencién de mostrar que adimen-
sionalizar no cambia el comportamiento estadistico al tiempo que mostramos como se
efectua una adimensionalizacion.

Para comenzar es necesario determinar las dimnesiones fisicas asociadas al factor 5
que aparece en (4.1). De manera general diremos que el tiempo tiene dimension [T, la
longitud tiene dimension [L] y la masa tiene dimension [M]. Considerando lo anterior,
sabemos que cada término de la ecuacion tiene unidades de velocidad, es decir
dimensiones fisicas LT~! = %, de ahi que el término

V()
\/'1‘70

deba de tener dimensiones L/T

2K

Bt [][TV?] .

Lo anterior nos permite plantear la siguiente ecuacion

G = |7

Y resolvemos para encontrar las dimensiones [z]

o = ||

4 = |7

Las dimensiones que hemos obtenido son las dimensiones de 3 el coeficiente de difusion.
Ahora el objetivo es encontrar un factor combinacion de los parametros de la ecuacién
By Vo que logre eliminar las unidades en todos los términos de la ecuacion (4.1)).
Notemos que en dicha ecuaciéon también existe el parametro s pero dicho pardmetro
no tiene dimensiones fisicas asociadas y por tal motivo no se considera para efectuar

la adimensionalziacion. Comenzamos por multiplicar ambos lados de la ecuacion (4.1)
1

por g, tenemos

1 1 vl
—|V(t+dt) — V)| = —| |1 — —= dt | NF (0,1
v lvesa) - vl = %W]t(,)
Notemos que el lado izquierdo ya no tiene dimensiones fisicas.

V(t
Ahora definimos # = V(t)*, la velocidad adimensional

0

K

_ pVa
W

VEt+dt) — V*(t) 1 — V*@®)| NT0,1)
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Prestemos atencion a las unidades de el factor %’E,
BVt _ (L/T*P)(T'?)
Vo | L/T
LT3/?
= T3/2
=1.
Es decir, hemos encontrando ya un factor adimensional y la ecuacion estd escrita de
manera que no tiene dimensiones en ningtin término. Definiendo v/ dt* = %E tenemos
la ecuacién adimensional
VA dit) — V() = \JIT = V)P NE T (0,1) (4.3)
Es importante entender a t* = @—2; como un tiempo adimensional. Ahora revisemos la
0

estadistica de las caminatas producidas por la version adimensional de nuestra ecuacion
modificada, la ecuacion (4.3)).

1x108 | ‘ | 1x10°
1x107 | kappa=1/2 —— | 1x107 & kappa=1/2
1x106 P Ley de potencigs: alfa=1---- E 1x106 2 ge potencias: alfa=1----
T 1x105 [ ] S1x105 C S
< aF S 4k
§1x10 - 3 1x10% &
D 1x103 L @ 1x103 [
[ E w E
1x102 | 1X102 [
1x10" 1x10"
1x10° ! \ ! 1x100 Evd il el vl ol o
-1x10®  -5x10° 0x10°  5x10°  1x10° 1%x10° 1x10" 1x102 1x10% 1x10% 1x10° 1x108
Velocidades Velocidades
(a) Histograma en escala (b) Histograma en escala
lineal - logaritmica logaritmica - logaritmica

Figura 4.3: Histograma de una realizacion de la ecuacion adimensional de la forma de (4.3),

los parametros son % = 1lyk = 1/2,con 107 iteraciones. La escala de evidencia la

firma grafica de una ley de potencias y la distribucién a la que ajusta el histograma es
consistente con el cuadro

En la figura podemos ver que el proceso de dimensionalizacién no alter6 lo las
observaciones en la estadistica de la ecuacion . Lo que ha cambiado es que ahora
en vez de tener que explorar de manera independiente distintos regimenes de 3, Vy y dt
ahora so6lo es necesario fijar un valor para dt* y sabemos que dicho valor es proporcional
a (3%, dt e inversamente proporcional a ViZ. Adimensinalizar ha simplificado el manejo
de la ecuacion sin perder informacion de sus cualidades fisicas ni estadisticas. Ya que
logramos la primer adimenzinalizacion de manera exitosa avancemos a adimensionalizar
al caso de la ecuacion con el término de disipacion, la ecuacion (4.2)).
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Considerando que las dimensiones fisicas de S no cambian para esta ecuacion. So6lo es
necesario determinar la dimensiones fisicas de v antes de buscar un factor adimensional.

Comenzamos por proponer la siguiente ecuacion

L

AV = ] H 7] .

L
El término en conjunto debe de tener dimensiones [T}

que son de velocidad, lo que nos permite plantear

2] {ﬂ T = H . entonces
2] = [ﬂ [H H Y reduciendo términos

il

Es decir, [z] son las dimensiones del término 7 y puede interpretarse como dimensiones
de f recuencia, recordemos que 7 es conocido como coeficiente de disipaciéon. Luego, la
manera mas inmediata de adimensionalizar la ecuacién es multiplicar ambos lados de
por el factor %!27 tenemos

1/2 1/2 1/2 Vi) |2
L[V(t+dt) - V(dt)] - L[—yvu)dt] + 2 B\/'u—ﬁ dENI(0, 1)
g g g Vo
(4.4)
y
1/2 3/2 ANEE
V—{V(Hdt) - V(dt)} - L[—V(t)dt] + oyl ‘ _YOF gneeino, 1) (45)
g p Vo
Ahora, definimos la velocidad adimensional
P
Vi) = —V(t) (4.6)
5
y el tiempo adimensional
t* = ty. (4.7)

Con esto, finalmente obtenemos una forma adimensional de nuestra ecuacion de interés

V() |2 s
VA" +dt*) — V") = =V )dt* + ’1— vm(m) dt*NLETH(0,1) . (4.8)
B
Antes de avanzar definimos 12
v
¢ = (4.9)

p
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y finalmente reescribimos nuestra ecuaciéon como

2K

V) dt*NETH(0,1)  (4.10)

S

Y ahora el tinico factor por explorar es £. Y podemos afirmar que dado un valor de &,
este es proporcional a Vp, v'/? e inversamente porporcional a (. De este modo ahora
sOlo es necesario cambiar la magnitud de & para conocer como cambia la distribuciéon
asociada a cada realzacion.

VAt dtt) — V() = —V(t)dt + ‘1—

Cuando incorporamos el término de disipacion —yV (), logramos acotar los valores
posibles que puede adoptar la ecuacion, la figura lo confirma. Pero ya no sabemos
nada de su estadistica, aramdos con la version adimensional de la ecuacién es posible
llevar a cabo este estudio. Ahora revisaremos los histogramas asociados a realizaciones
de la ecuacion (4.10).

1x1010 ¢ ; ; ; TRT0TE
I kappa = 1/2, dt* = 1e:6, ksi = 1000 —— I kappa = 1/2, dt* = 1e-6, ksi = 1000 ——
o ksi=100 —— . ksi=100 ——
X10% | ksi=10 1 1x10% ¢ ksi=10 1
F ksi=1 F ksi=1 1
.0 6 (Y. ksi=1.5 o 6
g 1x10 - \ keiz 11 4 g 1x10 3
) F Qv
2 S B =2
o 1x10 [ j k\i=0-01 1@ 10t %
- F ksiz 0.001 —— C F ksi=0.001 Y
ksi= 04,0000 —— ksi=0.qp01 ——
1x10? |- 4 1x102 |- -
1x10° ] ] ! ] 1x10° ] 1 1 ! ]
-1x10! -5x10° 0x10° 5x10° 1x10° 1x103 1x102? 1x107 1x10° 1x10" 1x10?
Velocidades Velocidades
(a) Histogramas en escala (b) Histogramas en escala
lineal - lineal. Realizaciones para lineal - logaritmica. Realizaciones para
& = 1000, 100, 10, 1.5, ¢ = 1000, 100, 10, 1.5,
1.1, 1, 0.1, 0.01, 0.001, 1.1, 1, 0.1, 0.01, 0.001,
k= 1/2ydt* = 1074 Kk = 1/2ydt* = 1074

Figura 4.4: Comparacion de las realizaciones de la ecuacion (4.10) para distintas £ y con mismo
parametro K = 1/2. Los histogramas tienen bin de tamafnio 0.001 y se generan a partir de
realizaciones de 100 iteraciones.
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Lo que revela la figural4.4]es que en efecto hay una transicion del tipo de distribucion
que siguen las realizaciones segiin la magnitud de & como ya observabamos en la figura
[4.2] Adicionalmente, la figura muestra que los maximos de las realizaciones no se
encuentran en cero si no que son asimétricos. Si hacemos un acercamiento a la figura
[4.4a] se aprecia mejor la transicion, como se muestra en a figura [£.5]

1X1010 3 I I I I I
- kappa = 1/2, dt* = 1e-6, ksi = 1000 ——
ol ksi=100 ——
1x10” - ksi=10 E
; ksi=1 ]
.0 8| ksi=1.5
c X107 ksi=1.1
S i ksi=0.1 i
o 1x107 = ksi=0.01 .
- : -\§5i=0.001 e
i ksi'= 0.0001 ——
1x106 | .
1x10° ! L I

-4x10° -2x10° 0x10° 2x10° 4x10°
Velocidades

Figura 4.5: Histogramas en escala lineal - logaritmica. Realizaciones para
¢ = 1000, 100, 10, 1, 0.1, 0.01, 0.001, Kk = 1/2y dt* = 10~%
Acercamiento de la figura en el intervalo x € [—5: 5]

En la figura [4.5| encontramos que £ = 1 marca la transicion y la distribucion deja
de asemejarse a las distribuciones que corresponden a valores extremos de &, ya sea
una de ley de potencias o lo que aprece ser una distirbucién normal. Es importante

notar que para este conjunto de realizaciones la magnitud de dt* = 107* mientras
que para los histogramas mostrados en consideramos simplemente dt = 1. Esto es

resultado de obtener un ntimero adimensional independiente de la variable temporal ¢.
Como consecuencia la magnitud de dt* debe de cumplir dt* < £ en la simulacion pues
recordemos que el objetivo es simular una ecuacion diferencial cuyas diferencias son
infinitamente pequenas, mas de esta discucion se encuentra en el apendice B. Aclarada
la razon por la cual dt* = 10~* pasemos a revisar qué pasa con las distribuciones para
distintos valores de k, en particular para k = 1/5 (k pequena) y para k = 6/8 (k
grande), en el conjunto de figuras tenemos los histogramas correspondientes.

En las figuras y encontramos de nuevo la transicion. Mientras que en un
extremo, (k = 0.0001), tenemos distribuciones que parecen ser una ley de potencias
en realidad atin no sabemos qué son estras distribuciones. Se vuelve de interés conocer
qué tan bien ajustan los histogramas para & pequena a una ley de potencias y a qué
distribucién ajustan los histogramas para & grande.
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Figura 4.6: Comparacion de las realizaciones de la ecuacion (4.10) para distintas £ y con

1/2, 6/8. Todos los histogramas mostrados tiene un bin de tamano 0.001 y se generan

a partir de realizaciones con 100 iteraciones cada una.
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Figura 4.7: Ajustes para los regimenes de £ < 1y £ > 1 considerando k = 1/5, 1/2y 6/8.
Para el régimen & < 1 encontramos que el histograma ajusta a una distribucién normal y para
& > 1 encontramos que el histograma ajusta una ley de potencias.
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Los ajustes se muestran en el conjunto de figuras [4.7] Las figuras [4.7a] [4.7¢| y [1.7¢]
muestran que en el régimen de alta disipacion (§ > 1) el término de amortiguamiento
acota los valores producidos por el término estocéastico y obliga a la estadistica a una
normal, es decir tenemos el comportamiento estadistico de la ecuacion de Langevin. Por
otro lado, las figuras [.7d] [4.7D] y [.7fl muestran que en el régimen de minima disipacion
(¢ < 1) el término de amortiguamiento se vuelve despreciable frente al efecto de el
valor absoluto asociado al término estocastico y las distribuciones tienden a una ley de
potencias. Adicionalmente, en dicha regiéon se pierde la simetria de las distribuciones, la

pérdida de dicha simetria esta asociada a la interaccion entre el término |1 — V?| y el
término de disipacion. Notemos que cuando § = 1 ocurre que |1 — VT‘ = |1 — V¥
y cuando V* = 1 entonces ||[I — V*|| = 0. Para este preciso valor de V* el tér-

mino estocastico deja de existir y es sélo la disipacion la que genera que el caminante
siga avanzando. Por lo tanto la firccion es asimétrica respecto de 1 y esto tiene como
resultado una distribucion no simétrica pero s6lo cuando nos aceramos a valores de &
cercanos a 1 que podemos advertir dicha asimetria.

Ya revisamos qué pasa con las realizaciones en los regimenes extremos de £ de manera
estadistica, ahora revisemos de manera tedrica el régimen £ > > 1y veamos qué pasa en
el limite en el que £ — o00. Esto pues los ajustes sugieren que en £ > > 1 la estadistica
de las velocidades es analoga a la estadistica que se recupera con la ecuacion de Langevin
original , la estadistica de distribucién normal. Para comenzar revisemos qué pasa
con el término que involucra a &

2K
* t*
‘1 — m (4.11)
£
Notamos lo siguiente
V(t
lime ol — % _ 1, (4.12)
por lo tanto
V)|
lime |1 — % — 1 (4.13)
y bajo esta condicion nuestra ecuacion se reescribe como
VAt 4 dt) — V) = —VE(t)dtt + [\/dt*Nf: T47(0,1) (4.14)

Notemos que la ecuacion (4.14)) es una version adimensional de la ecuacién de Langevin,
cuya solucion esta dada por una distribucién normal con lo siguientes parametros

<{V*(t*)}> = Ve (4.15)
1
var{V*(t")} = 3 (4.16)
para la condicion inicial V*(t* = 0) = V. El resultado analitico concuerda, en el
limite { — oo, con la figura [£.4] Cuando ¢ es grande la ecuacion (5.1) es equivalente
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a la ecuacion de Langevin adimensional (4.14)) y la distribucion que sigue la estadistica
es la de una distirbucion normal. Ahora exploremos el limite £ — 0. Notemos que

estrictamente )
K

YO
3
El limite esta indeterminado, estrictamente £ jamas puede ser igual a cero. Sin embargo
no es lo Gnico que queda por decir de este régimen, recordemos que en la discusion pre-
via acerca del tamano de dt* concluimos que dt* < £ para que se cumpla la hipotesis
acera de dt* como una diferencial, de modo que al hacer pequeno £ surge la necesidad
de hacer atin méas pequeno dt* para que se siga cumpliendo el caricter diferencial y se

aprecie de mejor manera la completa transicion.

lime_o = 00 . (4.17)

Considerando lo anterior y volviendo a la limite (4.17)), es posible a firmar que siem-
vV

— =~ V(t)/¢y podemos afirmar
que V*(t*)/€ > V*(t*), es decir el término estocéstico crece respecto del término de
disipacion lo suficiente como para que este tltimo sea ignorado. Lo anterior es equiva-
lente a decir que la disipacion es despreciable y en tal caso recuperamos la forma de la

ecuaciéon

pre que V*(t*) > £ se cumple la aproximacion 1 —

La conclusion es la siguiente: cuando estudiamos nuestra modificacion desde el plan-
teamiento de Einstein encontramos un proceso que, para toda r, la distribucion asociada
a la estadisitca del proceso era una ley de potencias. Ahora que hemos estudiado la mo-
dificacion desde el planteamiento de Langevin encontramos que existe una transicion
entre estadisticas y que dicha transicion esta asociada a la manera en que el término
estocastico crece respecto del término de disipaciéon. Hemos encontrado un parametro
& que permite cambiar la estadistica a la que se adapta nuestro proceso con tan soélo
cambiar su valor. Antes de continuar en la busqueda de la solucién revisemos mas a
detalle la transicion que hemos encontrado.



5 La transicion

En este capitulo estudiamos a fondo la transicion entre estadisticas que presenta la
ecuacion modificada en la formulacion de Langevin. Damos una explicaciéon de la forma
de la modificacion. Investigamos los maximos de las distirbuciones y encontramos que
son asimétricos pues se alcanzan en el valor p(¢). Luego cambiamos el signo dentro de
la modificacién y encontramos que la consecuencia es cambiar el signo del méximo de la
distribuciéon. La modificacion con signo menos tiene su maximo en la region positiva de
la distirbucion y la modificacion con signo més en la region negativa de la distribucion.
Finalmente quitamos el 1 dentro del valor absoluto con la intencién de conocer si la
transicion es debido unicamente a la dependencia de pasos previos V() o si depnde de
la forma de la modificacién y encontramos que en efecto si cambiamos la modificacion
que propusimos se pierde la transicion entre estadisticas.

5.1. De normal a ley de potencia

En el capitulo pasado al analizar la estadistica de la ecuaciéon encontramos que
existe una transicion en la estadistica asociado al factor adimensional £. Para & > 1
encontramos que el histograma corresponde a una distribuciéon normal mientras que
para £ < 1 el histograma asociado corresponde a una distribucion de ley de potencias.
El objetivo de este capitulo es entender la transicion y sus efectos en los histogramas.

V() > e
VAt 4 dt*) — V() = =V )dt* + \/‘1—% dt*NLET(0,1)  (5.1)
Para comenzar es importante revisar el término estocastico de la ecuacién, dicho
2K

término es de la forma: 1— —V(?)*

dt*NLT(0,1). Ahora, el término algebraico

que acompana y que se encuentra dentro del término de la raiz cuadrada se formulo
basados en la nocién, previamente estudiada, de retorno financiero. Fijémonos en el
siguiente desarrollo de dicho término

V*

S

: (5.2)

_ |€—V*

43
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La forma de la modificacion mostrada en el lado derecho de la ecuacion recuerda
la forma de la ecuacion con la que se define el concepto de retorno, la ecuacion
Notemos que la funcién del signo menos es comparar al valor de referencia £ con la ve-
locidad estocéstica V*(t*). Esta comparacion resulta en un valor positivo siempre que
¢ > V™ y negativo en el caso contrario, para cualquier caso el signo es despreciable
debido al valor absoluto. La modificaciéon a la ecuacion compara V* respecto de & de
manera instantanea. De modo que la varianza de la ecuacion estd dada por el creci-
miento de la V* respecto del término & proporcional a v'/2, =1 y V.

Ahora que conocemos la justificaciéon del signo menos dentro del término del va-
lor absoluto podemos preguntarnos qué ocurre si cambiamos el signo dentro de dicho
término?. La modificacién a la ecuacion se reescribe como

V*

1+§

(5.3)

:

Y ahora se invierte las condicienes para cuando retorno tendra un valor positivo y un
valor negativo, condiciones desprecibales pues recordemos que estamos considerando
el valor absoluto. La discusion anterior muestra que el signo de la modificacion funge
como un marco de referencia relativo que pierde importancia debido al valor absoluto.
Ya que exploramos las dos posibilidades del signo dentro del valor absoluto revisamos
que pasa si quitamos completamente el 1. Al quitar el 1 de dentro del valor absoluto
tenemos simplemente

V*(t)
§

y como consecuencia se pierde el caracter de retorno y quedamos con una simple com-
paracion de la magnitud de V* respecto de la magnitud del término adimensional €.
Ahora que entendemos la motivaciéon y la forma de la modificacién al término estocas-
tico revisemos una vez mas la transicion de los histogramas en el conjunto de figuras
[4.6] La intencion es observar mas de cerca las figuras en escala lineal-logaritmica.

En las figuras mostradas en es posible notar que existe una asimetria en los
histogramas sesgada hacia la region positiva de las graficas sin importar el valor de k.
Por lo tanto a partir de ahora llevaremos a cabo el estudio de la transicién sélo para el
caso kappa = 1/2.
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Figura 5.1: Acercamientos a los histogramas de las velocidades en escala lineal-logaritmica
parak = 1/5, 1/2y6/8

Entonces nos fijamos en un acercamiento mayor en escala lineal-lineal y s6lo para el
régimen de & > 1, el régimen de distribucién normal, para apreciar mejor la asimetria.
La figura muestra dicho acercamiento. Podemos apreciar que en el régimen de
distribucion normal existe una asimetria que se hace mas notable conforme £ disminuye
de magnitud hasta alcanzar & = 1 valor en el que la asimetria es absolutamente visible
y adicionalmente encontramos una caida abrupta en la frecuencia de velocidades en la
region positiva del histograma.
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Figura 5.2: Acercamiento a histogramas para valores de £ correspondientes a una
distribucién normal con k = 1/2 en escala lineal-lineal

Si hacemos un acercamiento al régimen de ¢ < 1, mostrado en la figura [5.3
nuevamente encontramos la asimetria y un comportamiento notable, el maximo de la
ley de potencia se encuentra justo en el valor V*(¢*) = ¢, la lineas punteadas verticales
sirven para visualizar mejor el enunciado anterior. Notemos también que la forma del
maximo que vemos para los casos de £ < 0.1 aparece también en & = 0.5, de modo que

la transicion ocurre entre los valoresde £¢ = 1y & = 0.5.
TRIOTE g g g
i | | =k5i=0.5
tksi=0.1

0% A ksi = 0.01 1
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|
1x106 | \ } |

1x10%
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Figura 5.3: Histogramas para valores de £ correspondientes a una distribucién de ley de
potencias con K = 1/2 en escala logaritmica-logaritmica

En conjunto las figuras 5.2) y 5.3 ilustran a detalle la asimetria en las distirbuciones
y la transiciéon producida por el cambio en la magnitud de £. La asimetria es resultado
de la funcién que acompana al termino estocastico y que revisamos en la ecuacion (|5.2))
v es posible mostrarlo de manera analitica. Pues si determinamos el maximo de la ecua-
cion encontraremos que este siempre se alcanza cuando V*(t*) = £ y por esa razén
los maximos de las distribuciones mostradas en la figura [5.3| se encuentran siempre en
&. Lo anterior se mantiene para el caso régimen de £ grande y por tanto la asimetria
también aparece en el régimen de distribucion normal.
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El cambio abrupto en la region positiva de los histogramas que se muestra en las
figuras en escala logaritmica-logaritmica de muestran una transiciéon abrupta y de-
bido a que el logaritmo de niimero menores o iguales a cero esta indefinido es imposible
estudiar como es la transiciéon en la regioén negativa sin hacer una manipulacion adicio-
nal de los datos. A continuacién mostramos el valor absoluto de la parte negativa de
los histogramas en escala logaritmica-logaritmica mostrados en [4.6

1x108 ¢
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5 1x10° | \
c F \
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Figura 5.4: Histogramas del valor absoluto de la regién negativa de los
histogramas mostrados en para distintos valores de &
con kK = 1/2 en escala logaritmica-logaritmica

Lo que nos muestra la figura|5.4] es que para los valores negativos de las realizaciones
la transicion es suave a diferencia de los valores positivos. Por lo tanto es valido voler a
preguntarnos ;qué pasara con la transicion si cambiamos el signo dentro del valor abso-
luto?. Al incio de este capitulo discutimos que el signo no tenia aparente consecuencia
debido al valor absoluto, sin embargo al calcular el maximo de la ecuaciéon encontamos
que, si la modifacion es con un signo +, el maximo se alcanza en V*(t*) = —¢. Lo
anterior deberia de invertir la region donde observamos la asimetria. Por lo tanto aho-
ra nos fijamos en los histogramas de realizaciones considerando que la modificacion es

6.
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Figura 5.5: Histogramas en distitnas escalas para la ecuaciéon modificada con la funcion dada
por la ecuacion (5.3)) en distitnas escalas para k = 1/2 y distintos valores de £

En el conjunto de figuras [5.5] encontramos a la figura [5.5b| que nos muestra que la
asimetria se ha invertido tal como vimos cuando estudiamos el término del valor abso-
luto. Ahora el lado positivo de los histogramas presenta una transicién suave como se
ve en la figura Esta vez es el lado negativo el que guarda los efectos de la asimetria
del valor estocastico que centra los maximos en —&. Recordando la conclusion de que
es equivalente tener un signo positivo o negativo en el valor absoluto, pues el signo es
un marco de referencia relativo, entonces podemos asegurar que la transiciéon es suave
tanto para los valores negativos o positivos. Es segtin los valores de interés que se elige
el signo a emplear en las realizaciones.

Ahora exploremos brevemente como lucen los histogramas para el caso en que qui-
tamos el £1 del valor absoluto, recordando que tal forma del valor absoluto pierde el
caracter de retorno. Una primer hipotesis es que tendremos una transicion suave pues
no hay una asimetria impuesta por el £1, lo que tenemos es lo siguiente.



5.1. DE NORMAL A LEY DE POTENCIA 49

T T T
1x10° - - - e L kappa = 1/2, dt* = 1e-6, ksi = 1000 —— |
s kappa = 1/2, dt* = 1e-6, ksi= 1000 —— ksi =100
1x10 ksi=10
7 8 L ksi=1 4
1x10 1x10 ksi=0.1
6 o ksi =0.01
m 1X10 g ksi = 0.001 ——
v} C 1x10 .
c 1x10° 13 g
2 o
3 4 @
g otk ! E & x10® | E
T 1x103 1 4
5
1x102 | 1 1X10° | X ]
1x10" | N ]
| I R Ui 11 TN TN T TN
1x10° L - . ox10° 5x102 1x107 2x107 2x107
-1x107 -5x10° ox10° 5x10° 1x10° .
Velocidades

Velocidades
(b) Histogramas en escala lineal-logaritmica para

(a) Histogramas en escala lineal-logaritmica para % —1/2 y sin +1 en el valor absoluto.

k=1/2y sin +1 en el valor absoluto

Acercamiento.

1x10° T T T T

s kappa = 1/2, dt* = 1e-6, ksi = 1000 ——
110 ksi =100 k|

. ksi=10
1x10 ksi=1 E

ksi=0.1

6
x10 ksi=0.01 E
1x105 ksi=0.001 — ]

i

1x10°

Frecuencia

" | 1]‘\
1x103 | I ‘I
1x10? |
1x10T | L
1x100 1 " 1 " "
1x103 1x102  1x107 1x10°  1x10'  1x102  1x103
Velocidades

(c) Histogramas en escala logaritmica-logaritmica
para k = 1/2 y sin 1 en el valor absoluto

Figura 5.6: Histogramas en distintas escalas para la ecuaciéon modificada de Langevin sin
considerar el + 1 dentro de la modificacién en el valor absoluto. Se muestra el caso Kk = 1/2
y distintos valores de &.

Lo que muestran las figuras de [5.6|es que en efecto la transicion es suave en la region
positiva y negativa de los histogramas, sin embargo la figura [5.6b| muestra que en el
régimen de £ > 1 se pierde completamente la simetria de los histogramas y so6lo se
obtienen valores positivos en las realizaciones. Por otro lado, la figura [5.6al muestra que
para estas realizaciones, con el término |VT| acompanando al término estocastico, no
existe la transicion de una normal a una ley de potencias. En cambio la distribucion
evoluciona entre distribuciones de leyes de potencias que abarcan mas 6rdenes de mag-
nitud conforme disminuye el termino £. Finalmente, la figura muestra que cuando
¢ > 1 la distribucion deja de asemejar a una distribuciéon de ley de potencia pero
no se asemeja a una distribuciéon normal, en cambio tenemos una cola pesada flutuante
que no tiene forma definida. Por lo tanto, quitar el =1 de dentro del valor absoluto no
es equivalente a simplemente quitar los efectos de la asimetria en la transicion.

Con el andlisis anterior cerramos este capitulo en donde logramos entender la tran-
sicibn que encontramos al estudiar a la ecuacion en el capitulo 3. Resumiendo
lo que encontramos, la asimetria impuesta por £1 es relevante en la ecuacién para el
efecto de transicion que observamos, la transicion es suave en la seccién de histograma
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correspondiente al signo dentro del valor absoluto y hay una transiciéon de normal a ley
de potencias conforme ¢ disminuye de magnitud. Que los maximos de la ley de potencia
aparezcan en la region del histograma de signo opuesto se debe a que la ecuacion alcan-
za su maximo en F£ segun el signo dentro del valor absoluto. Ahora que entendemos
el efecto de transicion resolveremos la ecuacion de forma numérica en el siguiente
capitulo.



6 Solucién numérica

En este capitulo mostramos una solucién numérica, en el lenguaje mathematica, a
la ecuacion modificada de Langevin que incorpora disipacion a partir de la ecuacion
cinética asociada. Para desarrollar dicha solucién primero mostramos como solucionar
numeéricamente un problema bien conocido en su versiéon adimensional: la ecuacion ci-
nética asociada del caminante aleatorio de Langevin. Una vez que encontramos que el
método que empleamos es congruente con la solucién conocida del problema avanza-
mos a aplicar el método a nuestra ecuacion modificada. Derviamos la ecuacion cinética
asociada a la ecuacion modificada con disipacion y aplicamos la rutina numérica para
obtener la solucién. La solucién que encontramos reproduce fielmente la transicion entre
distribuciones.

6.1. Ecuaciéon de Langevin y la ecuaciéon cinética aso-
ciada

Hasta ahora lo que sabemos de la ecuacion

V(t+dt) — V() = 4|1 — @ B2dt NF(0,1) (6.1)

0

lo hemos obtenido a partir de un analisis estadistico de los datos generados por rea-
lizaciones, con distintos valores en los parametros, de la ecuacion. Para evitar analizar
un volumen excesivo de datos usamos analisis dimensional para obtener una versién
adimensional de . Sin embargo ain con dichos analisis no conocemos la soluciéon a
la ecuacion.

Para avanzar en la busqueda de dicha solucién volteamos a ver los métodos nu-
méricos de solucion de E.D.P. usando Mathematica. Para procesos estocésticos como
el descrito por la ecuacion de Langevin 6 (6.1]) existe una ecuacion diferencial parcial
(E.D.P.) asociada conocida como la ecuacién de Fokker-Planck o ecuacion cinética. La
solucion a dicha ecuacion es la funcion de densidad de probabilidad que describe al
proceso en cuestion.

o1
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6.1.1. Probando el método con la ecuacién de Langevin

Para probar el método de solucion numérica comenzaremos por resolver la ecuacion
de Langevin. Recordemos que en el caso particular en el que k = 0 en[5.I]recuepramos
la ecuacion de Langevin, de modo que comenzar con esta ecuacion resulta una manera
natural de abordar los métodos de solucién numérica. Para comenzar, reescribimos la
ecuacion de Langevin en su version adimenisonal usando el factor v/2/8,

VAt dt) — V) = —VE)dtt + VdrNET(0,1) . (6.2)

La ecuacion es la version adimensional de la ecuacién de Langevin que mostramos
en la introduccion en la ecuacion Ahora, obtenemos la ecuacion cinética asociada
o ecuacion de Fokker-Planck tal como se describe en [7]. La ecuacién que buscamos
resulta ser

op op . Op 1 9%

ot* + dr ov* + 2002
donde v* y x* son las variables reales asociadas a cada una de las varibales estocasticas
V*(t*) y X*(t*) respectivamente. La solucion a se conoce de resolver una ecuaciéon
diferencial ordinaria para < x > y otra para < z? > suponiendo que la solucién es
una variable normal, detalles de dicho procedimiento se encuentran en el apéndice B
de la referencia [7]. La solucion que se obtiene por dicho procedimiento resulta ser
independiente de la posicion, i.e. p(v*,z*,t*) = p(v*, t*), este resultado se puede
constatar en el capitulo 15 de la referencia [13] y el capitulo 7 de la referencia [7]. Lo
anterior permite igualar el término de la derivada respecto de la posicion a cero en la
ecuacion y asi pasamos a buscar una soluciéon independiente de la variable espacial
y reescribimos la ecuaciéon mencionada como

*

=p -+ (6.3)

dp
ot*

dp 1 0%
ov* * 200°2

=p + v (6.4)
La solucion (6.4) es la funcion de densidad de probabilidad de las velocidades y el tiem-
po. Que resulte indpendiente de la poscion se traduce en que sin importar la posicion
la distribucion de probabilidad de las velocidades serd siempre la misma y evolucionara
temporalmente del mismo modo.

El objetivo ahora es resolver la ecuacion en Mathematica empleando una rutina
numérica: la rutina NDSolve. En particular se resuelve la ecuacion en los intervalos
v € [-5,5],t € [0,50]. Se emplea la condicion inicial p(v,0) = N(0,10%) que
es una distribucién normal extremadamente delgada que asemeja una delta de Dirac
y se usan las condiciones de borde p(v, —5) = 0, p(v,5) = 0, tales condiciones se
eligen de previamente conocer el comportamiento de la solucién analitica en valores
extremos del intervalo en que se quiere conocer la solucién. La intencién de emplear
la funcion NDSolve es que es una rutina numérica, es emplear esta misma funciéon
para la ecuacion modificada que involucra la funcién valor absoluto. Ahora, la solucion
numerica que obtenemos para la ecuacion la podemos ver en el conjunto de figuras
6.11
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(b) Solucién en el intervalo v € [—5,5],
t € [0,10]

(c) Solucién en el intervalo v € [-5,5],
t e [0,50]

Figura 6.1: Solucién a la ecuacion (6.4) en distintos intervalos temporales. Notemos que el
método numérico converge a una solucién estable y constante luego de transcurridas 10
unidades de tiempo adimensional.

Vemos que la soluciéon numérica es estable en todo el intervalo en que la soluciona-
mos. El plano azul que se observa en cada figura de es para mostrar que, en efecto,
al transcurrir el tiempo se alcanza una distribucion constante en media y varianza. Esta
observacion es importante pues nos permite proponer una nueva version de la ecuacion
ahora que sabemos que, para un tiempo “suficientemente largo”, es valido asumir que
p = p(v), es decir, la distribucion es independiente del tiempo también. En tal caso
reescribimos a la ecuacion [6.4] como

op 1 0%
0= * - , 6.5
'0+v81)* + 2 Jv*2 (6.5)
Para resolver esta nueva ecuaciéon con NDSolve el intervalo de solucién es v €
[—10, 10] con condiciones iniciales p(0) = 4.5, p/(0) = 0. La condicién para p’ se

interpeta como que en 0 se alcanza el maximo de la funcién p y la condicion para p
en 0 es que el maximo se alcanza en el valor 0 y tiene una altura de 4.5 en el eje y.
Notemos que en esta ecuacién ha pasado de ser una ecuacion diferencial parcial a ser
una simple ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden. Es la solucién ha pasado de
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evolucionar en el tiempo a ser una solucion estacionaria para el problema, es decir que
la distirbucion sera constante en el limite ¢ — oo. La solucién numérica que obtenemos

para (6.5]) se muestra en la figura 6.2

Figura 6.2: Solucion a la ecuacion (6.5)) en el intervalo t € [—5,5]

Como condicién incial para resolver se propuso p(0) = 4.5. La intencion es
recuperar una solucion que empate con la region estable que se muestra en la figura 6.1
Esta seccion sirve a manera de entrenamiento para tratar de resolver la ecuacion ciné-
tica asociada a nuestro caminante con disipacién usando la rutina numérica NDSolve
pues hemos logrado usarla para resolver la version adimensional de la ecuacion cinética
asociada a Langevin y obtuvimos resultados congruentes con los resultados de la ver-
sion no adimensionalizada. La distribucién que obtenemos en el estado estacionario en
efecto corresponde a una distribucién normal en todos los casos.

6.2. Nuestra ecuaciéon modificada y su ecuacién ciné-
tica

Nuestro objetivo ahora es aplicar el método descrito en la secciéon anterior para
resolver nuestra ecuacion modificada con término de disipacién

2K

Bdt N0, 1) . (6.6)

V(+d) — Vi) = Ve + \/ll_@

Recordemos que la manera de simplificar el estudio de la ecuacion fue reescri-

biéndola de forma adimensional. Usando que [3] = =5 y que [] = 7 se defini6 el
parametro £ = V‘”Tm y se escribi6 la ecuacion en términos de un tiempo adimensional
t*(t) = tv, y una velocidad adimensional V*(V) = %V, la version adimensional
resulto

V() >

dt*NET(0,1) . (6.7)

VA dt) — V) = —V(E)dt + \/‘1— :
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Ahora el objetivo es derivar la ecuacion cinética asocida a la ecuacion (6.7)) tal como
hicimos para la ecuacion de Langevin adimensional empleando el método descrito en
[7]. La ecuacion que obtenemos es la siguiente ecuacion diferencial

0 N, 0 1 92 .
4 4 (1= 1) . (6.8)

+ v = ——('p) + 3
ot* oxr* ov* 2 Qv*? 1S
En donde las variables v* y x* son las variables reales asociadas a las variables esto-
casticas V* y X* de la ecuacion estocéstica ((6.7). Notemos que la ecuacion pide
resolver para p = p(t*, x*,v*). Sin embargo, de los histogramas de velocidades de las
realizaciones que conocemos de [6.7] podemos afirmar que existe una region estacionaria
de la solucion en la que p = p(v*), en este caso las derivadas del lado izquierdo de
son cero y obtenemos la ecuacion
0 1 02 v*
* 2K
(w'p) + 5o (1= F1"p) = 0. (6.9)
ov* 2 Ov*? 1S
La ecuacion es la ecuacion por resolver usando la rutina NDSolve. Recordemos
que en las realizaciones de (6.7)) observamos que existe un cambio de distribucion se-
gin la magnitud de &, dicha transicion tiene un efecto en las condiciones de frontera a
emplear para resolver numéricamente la ecuacion. Siempre que estemos en el régimen
: s * _ 1 (0% _
¢ > 1 es necesario emplear las condiciones p(v) i) = 0, p/(V}4iima) = T COL
7 = 1072y [0 inimas Vsaximal)s €Sto debido a que en este régimen de & estamos en la
region de distribucién normal y para recuperar soluciones compatibles con los histogra-
mas para cualesquiera dos niimeros considerados en el dominio [v}, . o* . | Por
otro lado, en el régimen £ < 1 es necesario emplear las condiciones p(v}ivima) =
0, P'(Vsima) = TconT = 10712 y para el intervalo [v} . vk, . 1. Asi, para esté
régimen lo que afirmamos con las condiciones de borde es que en el valor maximo la
distribuciéon es cero y es un minimo de la funcién. Empleamos el valor 7 para evitar
problemas numeéricos al evaluar el valor absoluto de 1/0 pues sabemos que la solucion

ha de incluir la funcién algebraica vi

Al intentar resolver la ecuaciéon nos encontramos con un problema al evaluar la
solucion en los puntos de las condiciones iniciales. Este problema se debe a la funcién
valor absoluto en el factor que acompana al término estocastico. La solucién que se
emplea para este problema es usar una aproximacion del valor absoluto en la formulacion
de la ecuacion en el lenguaje Mathematica. La aproximacion elejida es la siguiente

1 — z| = (1 —x)Tanh(e(1 —2x)), (6.10)

donde € es un ntimero grande con respecto a 1. Para mas detalles de dicha aproximacion
se puede revisar el apéndice A al final de este trabajo. Empleando la aproximacion la
ecuacion se reescribe como

*

_8(2* (v*p) + %3?}*2 <[(1 — %*)Tanh(e(l — %))]2ﬁp> = 0. (6.11)

Al aplicar la rutina NDSolve logramos obtener una solucién numérica. Dicha solucién
numérica se puede comparar con los histogramas mostrados en los capitulos anteriores
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normalizando los histogramas para poder compararlos con la solucion numérica de la
ecuacidon también normalizada a uno. El resultado de la comparacion de la soluciéon y
los histogramas normalizados se muestran en la figura [6.3

T T T T T T T T T T T T T
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(¢) Comparacion del histograma de la realizacion (d) Comparacion del histograma de la realizacion
contra la solucién numérica para las condiciones contra la solucién numérica para las condiciones

€ =01k = 1/2 € = 0.0001, k = 1/2
Figura 6.3: Comparacion de los histogramas de las realizaciones contra la solucién numérica
para los tres regimenes de la solucion. a) régimen de alta friccion con & = 1, b) régimen de
transicion con & = 1,0.1 y ¢) régimen de baja friccién con & = 107*

En la figura vemos que la solucién numérica coincide con los histogramas de las
realizaciones. Es importante notar que muestra como la solucion numérica replica
a la perfeccion la region de transicion atn usando la aproximacion para el valor absoluto.

Por lo tanto ahora tenemos una solucién numérica a la ecuacién que coincide con
el comportamiento estadistico de la realizaciones. Esto facilita explorar la region de
transicion pues en vez de explorar dicha regién con las realizaciones es posible explo-
rarla usando solamente la solucién numérica y evitar ejecutar la realizacion y después
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obtener el histograma.

Esta solucion puede verse opacada en los siguientes dos capitulos en donde se expo-
nen dos soluciones analiticas para la ecuaciéon modificada en su version sin disipacion
y para la ecuacion modificada agregando disipaciéon y arrastre. Sin embargo, la impor-
tancia de tener una solucién numerica para este caso intermedio de la ecuacion so6lo
con disipacion recae en que es la tinica solucion disponible para esta parte del problema
pues no fue posible encontrar una solucién analitica en este caso.
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7 Solucion analitica

En este capitulo mostramos como solucionar de manera analitica la ecuaciéon modifi-
cada de Langevin sin considerar efectos de disipaciéon ni deriva. Partimos de la ecuacion
cinética asociada a la ecuaciéon estocastica y la llevamos al caso estacionario. Luego
mostramos como es posible, por simple inspeccién, determinar la solucién. Finalmente
comparamos la soluciéon analitica con los histogramas y constatamos que la solucién y
el anélisis estadistico son congruentes ente si.

7.1. Las ecuaciones estocasticas

Hasta ahora hemos estudiado la estadistica de las siguientes dos ecuaciones

dt* N T(0,1) (7.1)

VI +dtt) — V() = \/’1— i)y

2K

dt*NET(0,1) . (7.2)

VI ) — V() = V) + \/‘1_ V<§*>*

Mientas que la ecuacion ([7.1)) recupera histogramas que coinciden con una distribucion
de ley de potencias, cuyas potencias cambian segun el valor de x, la ecuacion (7.2))
recupera histogramas que evolucionan segiin la magnitud del término adimensional £ y
que varian de una distribucién normal a una distribucién de ley de potencias. El estudio
estadistico, aunque 1til, puede ser complementado con una solucién para la ecuacion,
recordando siempre que el estudio estadistico de ecuaciones estocasticas es importante
pues la solucion a dichas ecuaciones resultan ser el promedio de los histogramas de
las realizaciones. La ecuacion la hemos logrado solucionar de manera numérica
obteniendo primero la ecuacién cinética asociada y posteriormente aplicando una rutina
numeérica en Mathematica. En este capitulo mostraremos cémo recuperar una solucion
analitica para la ecuacion ([7.1).

29
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7.2. La ecuacién cinética asociada a la ecuaciéon mo-
dificada

Comenzaremos por obtener la ecuacion cinética asociada a ([7.1), usando el método
descrito en la referencia [7]. Obtenemos la siguiente ecuacion

1 2
O O 10 (|1—v*|2“p> . (7.3)

ot* or*  20v*?

Notemos que la ecuacion pide resolver para p = p(v*, x*, t*) pero en los histogramas
asociados a las realizaciones de tenemos que p = p(v*), que es el caso estacionario
del proceso. De modo que los histogramas muestran la soluciéon para las condiciones
estacionarias de nuestra ecuacién. Considerando lo anterior podemos igual a cero los
términos del lado izquierdo de la ecuacion (7.3]) y asi obtenemos la ecuacion cinética
bajo las condiciones estacionarias,

2
L 0 (|1—U*|2”p) =0. (7.4)

2 Ou*2

Es importante notar que la ecuacién (7.4) es una ecuacion diferencial ordinaria de
segundo orden cuya solucion es facilmente deducida del bien conocido hecho de que la
derivada de una constante es cero. Dicha solucion es

p(v*) = A|1 —v*|7% + Bv*|1 —v*| 72" . (7.5)

Con A y B constantes asociadas a las condiciones iniciales 6 de frontera del problema.
A continuacion mostramos una grafica de (7.5) y de cada uno de los términos de la
solucion en la figura [7.1] considerando que todas las constantes son iguales a uno.
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1%102 .- p(v) = ([1v[") + (v¥1v[!) —— ]
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Figura 7.1: Grafica de p(v*) y sus partes para x = 1/2. La solucién compelta corresponde a

la gradfica en rojo, la parte solo de ley de potencias corresponde a la grafica en naranja y la
grafica de ley de potencias producto la velocidad en azul.
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Encontramos un resultado interesante, la solucion completa (7.5) no parece ser la
solucion que mejor ajusta a los histogramas, la parte de la soluciéon asociada al término
que incluye a la constante B muestra un comportamiento completamente opuesto a
los histogramas también. Sin emabrgo, la parte de la soluciéon asocida al término que
incluye a la constante A luce bastante cerca, un rapido ajuste revela lo siguiente.

1x108 ; ; 1x108 ¢ ; ; , ;
Histograma con kappa =1/2 —— Histograma con kappa=1/2 ——
Solucion teorica === + Solucion teorica ===
1x107 R 1x107 |
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m 1x10 1 o X10°}
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[¥) [¥) F
] ] i
T 4 I 4
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1x10° R 1x10% |
1X102 1 1 1 1)(102 [ METETETT BT B AR T B AR TETT BRI AT
-1x103 -5x102 ox10° 5x102 1x103 1x103  1x10?7  1x107 1x10°  1x10' 1x102 1x10®
Velocidades Velocidades
(a) Comparacion entre la solucién analitica de la (b) Comparacion entre la solucion analitica de la
ecuacion (7.3) y una realizacion en escala ecuacion (7.3) y una realizacion en escala
lineal-logaritmica. logaritmica-logaritmica.

Figura 7.2: Comparacion entre la solucion analitica de la ecuacion (7.3)) y una realizacion del
caminante aleatorio ([7.1).

La figura [7.2) muestra que la solucién que corresponde a la ecuacion (7.4), y que a
su vez es solucion para el proceso estocastico descrito por (7.2)), es

p(v*) = C|1 — v~ . (7.6)

Por lo tanto hemos resuelto analiticamente el proceso estocastico sin disipacién. En la
siguiente figura mostramos la soluciéon para distintos valores de k.
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(a) Gréficas de la solucion a la ecuacion ([7.1)) (b) Acercamiento a gréficas de la solucién a la
dada por la ecuacion (7.6) para distintas ecuacion (7.1) dada por la ecuacion (7.6) para
K en escala logaritmica-logaritmica distintas x en escala logaritmica-logaritmica

Figura 7.3: Gréficas de la solucion a la ecuacion (7.1)) dada por la ecuacion ([7.6]) para
distintas w

La figura[7.3| nos muestra que, en efecto, el exponente de la ley de potencia aumenta
conforme aumenta k. Un resultado notable de conocer la forma de la solucién es que
el exponente que se encontré cuando comenzamos a estudiar los histogramas de las
realizaciones de en efecto cumple con @ = 2k. Notemos también que la figura
muestra un maximo en forma de pellizco en v* = 1, dicho méximo no siempre era
visible en los histogramas que estudidbamos debido a la resoluciéon de los bins que se
usaban para generar los histogramas. La figura muestra que con un histograma con
bins suficientemente pequenos es posible observar dicho méximo.

Una interrogante que es posible responder ahora que conocemos la soluciéon dada
por es que los resultados mostrados en la tabla para el ajuste por método
analitico se derivan considerando que la solucion a la ecuacion es de la forma de una
ley de potencias simple como la mostrada en . La manera correcta de aproximar
la potencia empleando la técnica de reconstruccion analitica es derivar el exponente tal
como hacen en el apéndice B de la referencia [8] empleando la ecuacion (7.6)).

Hasta ahora hemos resuleto las dos versiones de la ecuacion modificada de Langevin
que hemos propuesto en este trabajo. En el siguiente capitulo estudiaremos la ecuacion
modificada agregando disipacién y deriva, la exploracion de tal version de la ecuacion
veremos que serd sencilla ya armados con todo lo que hemos encontrado hasta ahora
sobre el comportamiento la ecuacion.



8 La ecuacion modficada con deriva

En este capitulo investigamos la estadistica de la ecuacion modificada de Langevin
agregando la accion de un potencial en forma de un término de deriva (drift en inglés).
Dicho término de deriva impone la misma asimetria que hay en el término estocasti-
co al término de disipacion. Recapitulamos los resultados que hasta ahora conocemos
de las dos ecauciones modificadas previas. Luego adimenisonalziamos la ecuacion para
simplificar los parametros por explorar y nuevamente queda solo el parametro adimen-
sional £ en la ecuacion. Estudiamos la estadistica y las realizaciones y concluimos que
una vez que agregamos el término de arrrastre se pierde la transicion entre estadisticas
y solo prevalece la estadisitca de ley de potencias sin importar la magnitud de &£. Se
complementa el estudio estadistico con la derivaciéon de una soluciéon analitica para un
caso particular de kK y se compara con los histogramas, determinando que la solucion
es valida.

8.1. Agregando drift

Hasta ahora hemos estudiado la estadistica de las siguientes ecuaciones con la in-
tencion de caracterizar el comportamiento de los caminantes aleatorios descritos por
ellas

2K

VAt +dt*) — V) = \/'1 — V()| dt*NLT(0,1) (8.1)

2K

Vit dt*NET(0,1) . (8.2)

§

VA dtY) — V) = V) + \/‘1—

Nuestro estudio comenz6 con y decidimos que la ecuaciéon caracterizara veloci-
dades por la clara conexion que existe con el caminante aleatorio de Langevin cuando
k = 0. El estudio eventualmente condujo a formular una versiéon con un término de
disipacion . Esta version arrojé una transicion en las estadisticas asociadas a las
realizaciones segtin la magnitud del factor adimensonal &. Encontramos que la transi-
cion iba de un régimen de estadistica de distribucion de ley de potencias a un régimen
de estadistica de distribucion normal. Esta formulacion de la ecuacion obligd a explicar
la forma del valor absoluto |1 — VT‘ intimamente ligada con el concepto de retorno

63



64 CAPITULO 8. LA ECUACION MODFICADA CON DERIVA

financiero. Nuestro siguiente paso es incorporar una nueva modificacion mas acorde a
la formulacion fisica de la ecuacion.

Antes de avanzar a esta nueva modificacion de la ecuacion es importante recordar
los resultados que hemos encontrado para y con la intencién de generar
un panorama claro de lo que conocemos hasta ahora sobre el caminante aleatorio que
planteamos en la ecuacién en el primer capitulo de este trabajo.

= La ecuacién presenta una estadistica de ley de potencias sin importar el
valor del término x. El efecto del término s es cambiar el exponente asociado a
la distribucion de ley de potencias. Al encontrar la solucion analitica para (§8.1)
descubrimos que las soluciones son leyes de potencia con exponente —2x.

» La ecuacion (8.2)) presenta una transicion entre distribuciones segin la magnitud
del pardmetro adimensional £. Para el régimen £ > 1 tenemos una estadistica de
distribuciéon normal con una ligera asimetria. Para el régimen £ < 1 tenemos una
ley de potencias en la cola de la distribucion que se extiende por 3 o mas ordenes
de magnitud.

» Para la ecuacion (8.2)) en el régimen & > 1 la distribucion normal presenta una
asimetria que disminuye segin aumenta la magnitud de £ aumenta. Dicha asime-
tria surge por el valor absoluto del termino estocastico que es asimétrico respecto

de &.

» Para la ecuacion (8.2) en el régimen £ < 1 la distribucion de ley de potencias
presenta un maximo en la distribucion siempre en £ y la soluciéon obtenida para
(8.1) es valida en este régimen.

» Mientras que la ecuacion (8.1]) presenta valores no acotados para las velocidades,
la ecuacion logra acotar las posibles velocidades y dicha cota estd asociada a
la magnitud de &.

= En el apéndice B concluimos que, sin importar la versiéon de la ecuacion, el valor
de dt* en la simulaciéon ha de ser mucho menor que la escala impuesta por el
termino adimensional ¢ que abrevia la fisica de la ecuacion. Por tanto se usa un
valor de dt* = 10~ para las simulaciones.

En el capitulo 5 de este trabajo explicamos que la ecuacion toma a £ como valor
de referencia para determinar la magnitud de la varianza en los pasos aleatorios, esto
genera una asimetria en las distribuciones. Sin embargo, la disipacion que exploramos
en el capitulo 4 es respecto de 0. Por lo tanto, resulta méas coherente incorporar la
asimetria del término estocastico también en el término de disipacién como un término
adicional de deriva 6 drift en inglés. Entonces incluimos una velocidad de deriva V; en
el término de disipaciéon y de manera dimensional la ecuaciéon se reescribe como

2K

V(t+dt) — V(t) = AVadt —~V(t)dt + \/‘1—@ B2dtNIT(0,1) . (8.3)
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En este contexto de caracterizacion de velocidades se puede interpretar a V; como
una velocidad terminal que impone una cota a las velocidades posibles de la ecuacion.
Nuevamente, para simplificar el estudio de (8.3)) reescribiremos la ecuacion en su version
adimensional. La adimensionalizacién a usar es la misma que se usé previamente pues
notemos que el término de drift comparte unidades con el término de disipacion. Las
unidades del termino de disipacion son de velocidad como se ilustra a continuacién,

1L
(YWodt] = TTT

LT
T2
L

T

De modo que multiplicando al término de deriva V; por el factor dimensional dado por
4172

5 tenemos
1/2 1 1171 T3/2
2
Vydt = —=T—
[7 15 ] TRTT L
LT5/2
- LT5/2
=1 ,
Recordando que & = WYTW y pidiendo que V; =V, entonces la ecuaciéon con drift

adimensional se reescribe como

2K

VAt dt?) = V() = — (V") — &) dt* + \/‘1— @ dt*NLET(0,1) . (8.4)

El siguiente paso es generar los histogramas de (8.4). Dichos histogramas se muestran
a continuacion en las figuras contenidas en la serie [8.1} Nos encontramos con que la
transicion entre distribuciones ha desaparecido. Los histogramas para £ < 1 mostrados
en las figuras [8.1a] corresponden a distribuciones cuya cola se ajusta a una ley
de potencias, notemos que ain para & = 1 la ley de potencias se mantiene. Cuando
cruzamos al régimen ¢ > 1 encontramos que los histogramas no corresponden a una
distribucién normal; que era lo que veiamos cuando no se habia incorporado el término
de disipacion. En cambio, las figuras y muestran una ley de potencia en uno
de los extremos respecto del maximo y una serie de oscilaciones en las frecuencias en el
otro extremo, es decir, nada que asemeje a una distribucién normal.
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Figura 8.1: Histogramas de realizaciones de la ecuacién para distintos pardmetros de &
y k. Cada realizacion consta de 10'° iteraciones. Todas las figuras se grafican en escala
logaritmica-logarftmica. El efecto de transicién que observabamos en la figura ha
desaparecido.

En resumen, la serie 8.1 muestra que incorporar el término de drift elimina el efecto
de transicion. Adicionalmente, es importante notar que el tamano de los bins empleados
en los histogramas es inversamente proporcional a la magnitud de &.

Ahora revisemos rapidamente algunas realizaciones para visualizar mejor que el
comportamiento de las excursiones es muy similar sin importar la magnitud de &.
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Figura 8.2: Cuatro intervalos de realizaciones con pardmetros k = 1/2, dt = 107% y
¢ = 0.001,0.1,1,100 de 107 iteraciones. Se cumple en todos los casos que el cociente de la
magnitud de la excursion mas grande de cada realizacion y el valor |ymaz — Ymin| T€spectivo
es igual a 1/2.

En la figura [8.2| es evidente que cuando la magnitud de £ aumenta la magnitud de
las excursiones al rededor de ¢ disminuye. Sin embargo, la propiedad de libertad de
escala se mantiene en todas las realizaciones siendo equivalente el fenémeno mostrado
para & = 0.001 con el fenbmeno mostrado para & = 100. Esto muestra que con la
ecuacion que incorpora término de drift es imposible recuperar la transicion entre
distribuciones. Recordemos que en el caso de la transiciéon ya era evidente desde
& = 2. Desde el punto de vista analitico podemos explicar lo anterior de la siguiente
manera.

Cuando tratamos con la ecuacion

2K

dt*NET(0,1) ,  (8.5)

V t* *

V(" +dt*) — V(") = =V*(tH)dt* + \/‘1 — (5 )
encontramos que la condicién para obtener una distribucién normal es £ > 2. Es decir,
cuando la varianza crecia proporcional a V? respecto de 0. Ahora notemos que la ecua-
cion (8.3)) es equivalente a (8.5) si pedimos que V; = 0. Ahora, en el contexto de la

ecuacion con el término de deriva,

2K
dt*NETH(0,1) , (8.6)

VAt +dt”) = V(") = —(V*(t") — §dt” + \/‘1 - _V(?*
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la condicién anterior cambia. No es posible pedir que & = 0 pues se indefine la
funcion dentro del valor absoluto. Por lo tanto, ahora es £ el valor de referencia respecto
del cual hay que hacer crecer al término que dicta la varianza de las excursiones en el
caminante. Es necesario que £ en el valor absoluto crezca respecto de & en el deriva. Tal
condicién no puede cumplirse dada la forma de la ecuacion y por tal motivo es imposible
recuperar la transicion entre distribuciones que se observaba en las realizaciones de la

ecuacion ({8.5)).

8.2. La solucion analitica en el régimen & <1

Ahora mostraremos un resultado importante de nuestra ecuaciéon con término de

drift

2K

dt*NLT(0,1) . (8.7)

V) = V) = (V') = Qdt’ + \/ ’1 ——

Lo primero es recordar la forma de la solucién analitica para la ecuaciéon en su forma
(8.1). Cuando el caminante llevaba a acabo las excursiones sin deriva ni disipacion la
solucion que encontramos usando la ecuacion cinética asociada es

o) =

- 8.8
1— U*|2n ( )

Con C una constante de normalizacién, £ el pardmetro adimensional y x el exponente
del valor absoluto. Ahora escribimos la ecuacion cinética asociada a (8.7)) en el caso
estacionario e independiente de la posicién
0 1 02 v*
- —v)p) + = 1——|*p) = 0. 8.9
5o (€= ) + 5l = ) (59)
El objetivo es encontrar una solucion a (8.9). En el capitulo donde exploramos la tran-
sicion en el caso de la ecuacién con disipaciéon encontramos que los méaximos de las

distribuciones se hallan en ¢ cuando £ < 1. Con la idea anterior en mente reescribimos
la solucion (8.8)) del siguiente modo

C
2k 7

U*
[1—*=

p(v*) = (8.10)

y ahora la proponemos como solucion a . Comenzamos por sustituir la solucion

modificada en

0 C 1 02 v* C
_ _ *—* - 1__2n . —
W<(£ U>|1—%2"> " 23@”(' ¢! |1—”—2“> ’

£
o (ce—v)\ 1020
_8v*<|1—%2”> 25 T 0
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Es importante notar lo siguiente, se esta aplicando la derivada parcial a la funcion

C _ *
ce-v) (8.11)
‘1 _ U? 2K
que tiene forma de funcion sgn(z) con z = 1 — %, pues £ —v* = £(1 — %) y
reescribimos la ecuaciéon anterior como
Cé(1—%
(—*5) , (8.12)
‘1 _ U? 2K
y si ahora pedimos que k = 1/2 entonces la expresion se simplifica a
1 — v* *
05% = Ctsgn(l— =) . (8.13)
11— §
Por lo tanto, en el caso k = 1/2 el segundo término también resulta ser constante
pues para toda v* la funcion signo opera del siguiente modo
—1 si v">¢
v* :
sgn(l — z) =<0 s vr=¢ . (8.14)
1 st vt <€
Por lo tanto, se cumple lo siguiente
o [C(€—vY) 0
— ———— | = ———(C¢&Constante) = 0. 8.15
87}*( ’1_% 81}*< ¢Constante) ( )
Y asi, para k = 1/2 la solucion al caminante aleatorio con disipacion y deriva es
. C
p(v?) = M- Zpr (8.16)

3

con C una constante de normalizacion.

Por tdltimo probemos cémo se compara la solucion analitica con realizaciones para
tres casos & = 0.001, 1, 100.
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Figura 8.3: Comparacion de la soluciéon analitica dada por la ecuacion (8.16)) y los
histogramas de tres realizaciones con pardmetros & = 0.001, 1, 100y x = 1/2. Cada
realizacion consta de 10'° iteraciones.

La serie de figuras muestra que la solucion analitica que hemos obtenido para la
ecuacion con deriva es valida solo en el limite £ > 1 como lo muestra la figura A
pesar de que analiticamente la soluciéon no impone ninguna restriccién a la magnitud
de &, las figuras y muestran que la solucion analitica se aleja del histograma
a medida que crece £. Por otro lado, las tres figuras de la serie |8.3] comparten una
caracterfstica importante, la solucion siempre se asemeja més al histograma en las colas
de las distribuciones. De modo que la solucién dada por (8.16|) cobra relevancia al ser
la solucién al caminante con disipaciéon y drift limite £ < 1, y de manera mas general
para el caminante con disipacion y drift para todo £ en la cola de la distribuciénes.



9 Bitcoin

En este tltimo capitulo presentamos una aplicacion de las técnicas de ajuste de ley
de potencias a una serie de tiempo real: la serie de tiempo del precio de Bitcoin. Re-
visamos la estadisitca del precio y sus retornos asociados. Determinamos que el precio
no sigue una distribucion clara pero encontramos que los retornos si presentan la firma
grafica de ley de potencias. Determinamos la ley de potencias asociada a este histogra-
ma empleando la técnica de recontruccion analitica y encontramos el exponente. Luego,
recordando que es posible catalogar procesos estocasticos segin la ley de potencias aso-
ciada a sus retornos, tomamos cuatro periodos de tiempo de la serie de tiempo del
precio de Bitcoin y calculamos la potencia a la que ajustan los retornos asociados a los
cuatro periodos. Encontrando que los tres periodos méas similares (en su grafica) entre
si, siguen la misma ley de potencia en sus retornos mientras que el periodo distinto
sigue una ley de potencias distinta.

9.1. Una aplicacién de leyes de potencias en finanzas

A lo largo de este trabajo hemos explorado las leyes de potencias debido a la relacion
que hay con la estadistica de las ecuaciones modificadas de Langevin que planteamos.
Una simple relacion esté presente en todos los ejemplos anteriores, las caminatas aleato-
rias producidas por las ecuaciones presentan excursiones muy grandes (alta varianza).
Con la idea anterior en mente se buscaron series de tiempo reales que presentaran
un caricter similar con la intenciéon de emplear el modelo que describen las ecuaciones
estudiadas en un caso real. En este capitulo se exponen los resultados de dicho esfuerzo.
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La serie de tiempo con la que se trabajara en este capitulo es la serie asociada al
precio de Bitcoin. El precio asociado a este moderno activo financiero presenta grandes
flctuaciones en su precio en periodos de tiempo muy cortos (respecto de activos mas
convencionales), es poco estable y por tales razones ajusta a los dos requisitos que se
requieren para empatar con las realizaciones de las ecuaciones que hemos formulado:
(1) una serie de tiempo aleatoria (2) con grandes excursiones. La serie de tiempo con
la que estaremos trabajando se muestra en el conjunto de figuras
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Figura 9.1: Serie de tiempo del precio de Bitcoin minuto a minuto de 2012 a 2021 graficados
dos escalas distintas. Al graficar la serie de tiempo en escala lineal-logaritmica es posible
apreciar la magnitud relativa de los cambios de precio durante toda la serie de tiempo. Datos
obtenidos de [15].

La figura muestra 4,857,377 muestras que representan el precio de Bitcoin
minuto a minuto desde el anno 2012 hasta el ano 2021, considerando 2 anos de precio
previos al listado de Bitcoin en registros de activos oficiales. Es importante notar que en
la figura los cambios en precio son tan abruptos que para una mejor visualizaciéon
es necesario reajustar la escala del eje del precio a escala logaritmica. Notemos que en
la figura [9.1b| es més simple visualizar los cambios de precio a la vez que se aprecian
las drasticas subidas de precio que hubo durante el ano 2021. Volviendo a la figura
con escala lineal, la figura revisaremos algunos periodos de tiempo de la serie que
presentan subidas abruptas en el precio.



9.1.

Precio

Precio

(¢) Periodo 3 comprendido entre el minuto 7 x 10°

18

14

10 |

T
Precio de Bitcoin

e
| L n‘ﬁtﬂ*\’“

o AN

S

6
3x10°

4x10°
Tiempo [Minutos]

5x10°

(a) Peridodo 1 comprendido entre el minuto

2.0x10%
1.8x10%
1.6x10%
1.4x10%
1.2x10%
1.0x10%
8.0x103
6.0x103
4.0x103
2.0x103
0.0x10°

3x108

Figura 9.2: Conjunto de cuatro periodos de la serie de tiempo del precio de Bitcoin.
Los cuatro periodos comparten semejanzas en la duracién de la excursiéon en precios

1 x 10° y el minuto 5 x 10°

T
Precio de Bitcoin

3x10%
Tiempo [Minutos]

y 1.6 x 10°

4x10°%

Precio

1200

UNA APLICACION DE LEYES DE POTENCIAS EN FINANZAS

73

1000

800

600

400

200

Precio de Bitcoin

0
7x10°

1x108
Tiempo [Minutos]

2x106

(b) Periodo 2 comprendido entre el minuto 3 x 10°

Precio

y 5 x 10°

6.0x10% |-

5.0x10% |

4.0x10° |

3.0x107 |

2.0x10% |

1.0x104

T
Precio de Bitcoin

5x10%

5x108
Tiempo [Minutos]

5x10%

(d) Periodo 4 comprendido entre el minuto

2.6 x 106 y 3.8 x 10°

y el orden de magnitud del cambio de precio.

El conjunto de figuras muestra cuato periodos de tiempo en los que la serie
de tiempo presenta un comportamiento similar, las graficas por si solas sugieren que
estamos ante un proceso estadisticamente autosimilar 6 libre de escala. Es importante
mencionar que dicho comportamiento esti sujeto a la resolucién de los datos que en
este caso es de 1 minuto. En conjunto las figuras v nos sirven de motivacion para
analizar este conjunto de datos empleando las técnicas que desarrollamos a fondo para
las tres versiones del proceso estocastico de este trabajo. Por lo tanto, el siguiente paso
en este analisis es obtener los retornos de la serie de tiempo y los respectivos histogramas
tanto de la serie de tiempo como de los retornos, dichas figuras se muestran en [9.3
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Figura 9.3: Histogramas de la serie de tiempo del precio de Bitcoin y sus retornos asociados.

Las figuras[9.3a]y [9.3b]son el histograma de la serie de tiempo y muestran una distri-
bucién poco definida. Estas figuras en conjunto con nos permiten decir que la serie
de tiempo parece no estar en un estado de equilibrio. Entendamos por equilibrio, en un
proceso financiero, a un activo cuyo precio evoluciona de manera uniforme en el tiempo.
La serie muestra que en el proceso existe una tendencia alcanzar un valor mas alto que
los previos registrados, las llamadas fuerzas de mercado dan pie a estos cambios. Desde
los conceptos fisicos que hemos empleado podemos sugerir que en el proceso de la serie
de tiempo de Bitcoin existe disipacion y arrastre. Disipacion pues hay fluctuaciones en
el precio que tratan de estabilizarlo y arrastre pues parece existir un potencial externo
que aumenta este precio. Que el histograma obtenido no se ajuste a una distribucion
conocida termina de apoyar lo anterior. Por otro lado las figuras y que son los
histogramas de los retornos, si muestran la firma grafica de una ley de potencias. Por
lo tanto son los retornos los datos que analizaremos empleando la técnica de recons-
truccion analitica con la intencién de determinar la ley de potencia que mejor les ajusta.
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Antes de seguir con los resultados del analisis es importante comentar una caracte-
ristica de la figura En dicha figura el histograma muestra que a medida que crece
el valor del retorno aparece ruido estadistico en la cola del histograma, una manera de
mejorar la visualizacion consiste en aumentar el tamano de los bin del histograma. Los
bin de la figura tienen un tamafo de 107°. Si agrandamos en dos o tres 6rdenes
de magnitud el tamano del bin entonces el ruido estadistico disminuye como se observa
en los histogramas de la figura (9.4, cuyos bin son de tamano 0.0005 y 0.005 respecti-
vamente. Dado que la técnica de reconstrucciéon analitica es independiente del tamano
del bin usaremos el histograma mostrado en para propositos de visualizacion.
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(b) Histograma de los retornos de la serie de
tiempo de Bitcoin con un bin de tamano 0.005 en
escala logaritmica

(a) Histograma de los retornos de la serie de
tiempo de Bitcoin con un bin de tamano 0.0005

Figura 9.4: Histogrmas de los retornos asociados a la serie de tiempo de Bitcoin con distinto
tamanio de bin.

Pasemos a determinar la potencia asociada al histograma de los retornos mostrado en
Para comenzar recordemos que técnica de reconstruccién analitica para determinar
el valor de a de una distribucion de ley de potencias depende de x,,;,, el valor minimo a
considerar en el algoritmo, y de que los datos sean finitos. Antes de mostrar el exponente
que se determind es importante revisar la siguiente figura.
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Xmin

Figura 9.5: Valor de a en funcién de x,,;, empleando la técnica de reconstruccién analitica,
el eje x se muestra en escala logaritmica para mejor visualizacion. Es importante notar que
luego de cierto valor de .,y €l valor que se calcula de o parece saturarse.

La figura muestra como el exponente calculado aumenta en funciéon del valor
minimo respecto del cual se calcula la potencia empleando el método de reconstruccion
analitica, la intencion de conocer la funicion @ = «a(x,,) es poder tener una herra-
mienta auxiliar en determinar qué valor de x,,;, es mejor para el conjunto de datos en
cuestion. El valor de @ = 3.56530 se alcanza para x,,;,, = 0.01. Al comparar la ley
de potencias con el valor elegido y el histograma encontramos lo siguiente.

Y i
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Figura 9.6: Histograma de los retornos del precio de Bitcoin y ajuste por método
reconstrucciéon analftica. La linea punteada vertical indica la x,,;, que se empled en el
método de reconstruccion de a.

En la figura podemos apreciar que la potencia que mejor ajusta segin el algo-
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ritmo de Newman es el punto circulado en negro en la figura Lo que muestra la
grafica es que el exponente de o = 3.56530 ajusta a los datos. La linea punteada
vertical en la figura senala el punto 0.01. Hecho este anélisis pasamos a revisar c6mo
se comportan localmente los retornos de la serie de tiempo. Recordemos los intervalos
mostrados en el conjunto de figuras [0.2] Si obtenemos sus retornos y calculamos sus
histogramas encontramos de nuevo la firma grafica de una ley de potencias, de modo
que nuevamente podemos emplear la técnica de reconstruccién analitica para determi-
nar el valor del exponente asociado a la ley de potencias que describen los histogramas.
Antes de mostrar tales histogramas y los ajustes determinados es importante discutir
las siguientes cuatro graficas cuyo proposito es similar al de la grafica de la figura
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Figura 9.7: Graficas de a como funcién de x,,;, para determinar el exponente asociado a
cada uno de los histogramas de la figura
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La figura muestra el valor calculado de a como funciéon de x,,;, para cada uno
de los intervalos de tiempo mostrados en La figura muestra comportamientos
similares a lo que muestra [9.5] En [9.7 también se ha circulado en negro el exponente
que mejor ajusta y la x,,;, correspondiente, los histogramas y los ajustes se muestran a
continuacion. Es importante mencionar que el exponente elegido de entre los mostrados
en cada una de las figuras anteriores es seleccionado por inspecciéon considerando que
Tmin considere al menos 2/3 de los datos mostrados en cada histograma.
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Figura 9.8: Histogramas asociados a los retornos de los acercamientos mostrados en la figura
@ y sus respectivos ajustes
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En la figura 0.8 tenemos los respectivos ajustes a cada uno de los retornos asociados
a los cuatro periodos elegidos. La potencia que ajusta a los periodos [9.2b] [9.2¢| y [9.2d]

resulta ser muy similar y es de « = 4 aproximadamente. Notemos que en cada caso
se us6 una x,,;, distinta. Por otro lado, la potencia que ajusta al periodo 1, figura [9.2a)
es radicalmente distinta. Resulta ser « = 1.6.

Es importante recordar el concepto de retorno y su significado. En esencia es un
cambio instantaneo normalizado a alguno de los puntos de referencia, es un cambio
relativo. Los retornos caracterizan cambios y en los periodos mostrados en la figura 9.2
mostramos cambios muy particulares, mostramos cambios abruptos en el precio. Por
eso es notable el resultado de emplear la técnica de Newman para determinar los expo-
nentes asociados. En los tres casos mas similares recuperamos una exponente similar,
dicho resultado en conjunto con el concepto de retorno y el andlisis desarrollado nos
permite afirmar que los retornos sirven para caracterizar la magnitud de las excursiones
en una caminata aleatoria o en algtn intervalo de esta. Lo anterior es incluso apoyado
por la figura que no mantiene semejanza con las otras tres figuras, de hecho resulta
ser una excursién del precio radicalmente distinta segin la potencia que ajusta a el
histograma de sus retornos. Por si mismo el desarrollo previo ofrece una herramienta
que permite determinar la frecuencia de las magnitudes de retornos involucradas en un
segmento dado de una serie de tiempo.

En resumen, la distribucién del precio de Bitcoin no muestra una distribuciéon que se
reconcilie de manera dirécta con los resultados asociados a los tres modelos que se han
planteado en estre tabajo. Por otro lado, la distribucién de los retornos, en congruencia
con lo discutido en la referencial2|, corresponden a una ley de potencias y pudimos de-
terminar de manera adecuada la potencia empleando la técnica de Newman. Esto nos
permitié encontrar una manera de caracterizar cambios dentro de la serie de tiempo de
bitcoin empleando los retornos.

Tal y como hemos presentado los datos y hasta donde se desarrollo la investiga-
cién concerniente a nuestros tres procesos estocasticos no existe manera de acoplar la
distribucion del precio y retornos con las distribuciones de alguno de nuestros proce-
sos formulados; con los conjuntos de parametros investigados. Hasta ahora, en los tres
procesos estocésticos que estudiamos no es posible cambiar la potencia asociada a la
distribucion de los retornos que es de a = 2. Solo es posible para la distribucion del
proceso. En el apéndice B encontramos una importante consecuencia en el proceso aso-
ciada al tamano del dt empleado en las realizaciones, un posible camino por explorar es
variar el tamano de dt respecto de la escala de tiempo maxima impuesta por la cantidad
de pasos en las realizaciones. Recordemos que hasta ahora la investigacion de los tres
procesos se ha hecho empleando las versiones adimensionales de las ecuaciones y en ta-
les casos el tiempo adimensional permite asociar dos escalas de tiempo adimensionales
importantes: El tiempo total del proceso dado por el ntimero de iteraciones y el tiempo
minimo en el que ocurren los pasos estocasticos dados por el inverso del total de pasos.
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10 Conclusiones

10.1. Revisando el objetivo

Al inici6é de esta tesis planteamos una ecuacién modificada de tipo Langevin

Vi(t+dt) — V() = L — Ve deNE0,1) (10.1)

La intencién era haer un andlisis estadistico de las realizaciones de la ecuaciéon con
el objetivo de econtrar una solucion para esta ecuacion. El enfoque estadistico requi-
ri6 de estudiar la distribucion de ley de potencias debido a que la estadistica de las
realizaciones corresponde a dicha distribucion. Adicionalmente exploramos los retornos
asociados a las realizaciones de la ecuacion cuyas distribuciones también resul-
taron ser leyes de potencia. Finalmente en el capitulo 6, luego de abordar el problema
desde otra oOptica, encontramos la soluciéon analitica a la ecuacién y resulté ser com-
pletamente congruente con el analisis estadistico ampliamente mostrado en el capitulo 1.

Luego del analisis estadistico de la ecuacion (|10.2)) nos propusimos estudiar la modi-
ficacion en la formulacion de Langevin y pasamos a estudiar la estadistica de la ecuacion

e \/ Ve[

V(" +dt*) — V() = =V*(tH)dt* + ’1—T
esta segunda ecuacién, a diferencia de a primera, considera un término de disipacion.
El acercamiento que tuvimos para estudiar a la ecuaciéon con disipaciéon fue si-
milar al que aplicamos a la ecuaciéon . La disipacién resulté producir un efecto
de transicion entre distribuciones asociado a la magnitud del término adimencional &.
Entender dicha transicion fue util pues di6 pie a determinar una solucién analitica a la
ecuacion [I0.1] al tiempo que se investigaba una solucién numérica para [10.2

dt*NET(0,1) . (10.2)

Ya con las dos ecuaciones resueltas, la transiciéon entendida y motivados siempre por
la perspectiva fisica que incorpora la ecuacion original de Langevin, decidimos agegar
un efecto de arrastre a la ecuacion con disipacion con el argumento de tener la misma
asimetria del término estocastico en el término de disipaciéon. Dicha ecuacion es

% |2k

VAt dtt) — V) = (V) — dt* + \/’1 — @ dt*NET(0,1) . (10.3)

81
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Explorar (|10.3)) resulté menos complicado que las primeras dos versiones de la ecua-
cién pues para este punto ya estdbamos armados con soluciones a las ecuaciones y un
claro panorama de la estadistica de las realizaciones. Encontramos que es crucial que
la varianza crezca respecto del término de disipacién para poder obtener el efecto de
transicion estadistica y logramos obtener una solucién analitica para un caso particular
de ([10.3) inspirados por la soluciéon analitica encontrada para . Esta version de
la ecuacién resulta seguir siempre una estadistica de ley de potencias sin importar el
valor de &.

Como intermedio y a manera de motivacion discutimos dos trabajos donde se en-
cuentran fenémenos que pueden ser explicados empleando el modelo que desarrollamos
durante los primeros ocho capitulos. Encontramos un sistema fisico 6ptico que describe
gases ultra frios y un anélisis estadistico de mercados de valores. En ambos trabajos
se describen transiciones entre una distribucion normal y una distribucion de ley de
potencias, y en el trabajo relativo a finanzas se dan resultados empleando el concepto
de retorno que es de interés en este trabajo.

Finalmente aplicamos las técnicas desarrolladas durante todo el trabajo a un sistema
financiero: la serie de tiempo de Bitcoin. Aunque no fue posible adapatar enteramente
los modelos descritos por las ecuaciones (10.1)), (10.2)) y (10.3)), las técnicas empleadas
para analizar leyes de potencias fueron cruciales para poder determinar lo anterior. Lo-
gramos dar una interpretacion al comportamiento actual de la serie de tiempo pues el
precio de Bitcoin no se encuentra en un estado de equilibrio. Una vez que analizamos el
histograma de los retornos nos econtramos nuevamente con una distribucién de ley de
potencias. La técnica de reconstruccion analitica de la referencia [8] reulto provechosa
para ajusta la potencia de los retornos de la serie de tiempo. Recordando que es posible
catalogar procesos estocasticos segin la potencia de los retornos asociados, nos dispu-
simos a estudiar periodos dentro de la serie de teimpo de bitcoin. Estudiamos cuatro
periodos y pudimos encontrar tres periodos iguales segiin la potencia de sus retornos y
uno difernte bajo este mismo criterio.

Recordando que la motivaciéon principal de esta tesis es estudiar la estadistica de
la modificacion a la ecuacion original de Langevin y determinar su solucién analitica
el objetivo se cumpli6. Queda pendiente determinar en qué tipo de sistema pueden
ser empleados los tres modelos propuestos, descritos y resueltos. Finalmente, la teoria
detras de la distribucion de ley de potencias y sus ajustes pudo ser empleada para
estudiar un proceso estocastico real con la intenciéon de determina si alguno de los
modelos podia descrbirlo, determinamos que no es posible.



A Una buena aproximacion al valor ab-
soluto

A.1. La aproximacion

La intencién de este apendice es justificar el uso de una aproximaciéon a la funcién
valor absoluto en la rutina de solucion numérica de la ecuacion (6.7)). La motivacion
de emplear una aproximacién es resultado de la discontinuidad del valor absoluto en el

punto % = 1 y sus subsecuentes derivadas. La aproximacion que emplearemos es la
siguiente
1 — z| = (1 —xz)Tanh(e(1 —2x)), (A1)

para e > > 1. De modo que la aproximacion funciona mejor mientras mas grande sea
€. Ahora revisemos como evoluciona la aproximacion segin la magnitud de e.
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0.01 ey
0
0.9 0.95 1 1.05 1.1

X

Figura A.1: Comparacion de la aproximacion para distintos valores del pardametro € y la
funcién valor absoluto sefialada con la linea punteada.

En efecto la figura muestra que la aproximacion mejora proporcionalmente a la
magnitud de el pardmetro € acercandose de forma asintotica a la funcioén valor absoluto.
De modo que para solucionar la ecuaciéon se emplea la aproximacién dada por y
usando ¢ = 105,
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B Consecuencias dimensionales en la
diferencial

B.1. Sobre la importancia de lo nfinitestmalmente
pequeno

Este apendice contiene una importante observacion sobre la magitud que debe de
asignarse a un diferencial en una simulacion computacional. Esto es relevante pues
todas las realzaciones de esta tesis son generadas a partir de una rutina en Fortran
vy es importante conocer cual debe de ser la magnitud de dt* a emplear en dichas
simulaciones. Comencemos por recordar nuestra ecuacion de interés con el término de
friccion:

2K

V) B2dtN}T(0,1) (B.1)

V(t—i-dt) - V(t) = —”)/V(t)dt + \/‘ —7

El término de disipacion es de la forma —yV (t)dt y es anélogo al término de amortigua-
miento del oscilador armoénico amortiguado que es de la forma 2a{ con a una constante.
En el caso del oscilador arménico amortiguado se presenta el siguiente comportamiento
en la solucion segiin la magnitud de ¢ que es el factor de amortiguamiento.
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1.0

0.5 ]
5
< 00
O
]
0.5 ]

-1.0

Figura B.1: Regimenes de amortiguacién para el oscilador arménico amortiguado, obtenida
de [12]

Los tres casos mostrados en la figura [B.1] son los siguientes:

= < 1,

n (> 1.

Usaremos este resultado cualitativo para analizar el comportamiento de el término de
disipacion de las realizaciones de la ecuacion. Antes de avanzar a los resultados es
importante entender la amortiguacion en el contexto de una ecuacion estocastica. Una
ecuacidn estocéstica toma valores aleatorios segin una distribucion predeterminada,
cuando se agrega el término de disipacion el efecto es acotar los posibles valores que
puede tomar la ecuacién pero no detiene las fluctuaciones, estas contintian por efecto
del término estocéastico.
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T T
Gamma = 0.1 —— Gamma =1 ——

L L I I I I I I
0 200 400 600 800 1000 o 200 400 600 800 1000

(a) Realizacion con los parametros v = 0.1 (b) Realizaciéon con los pardmetros v = 1

T T T T T
Gamma = 3

-200 —

-400 —

I L L L I L
2 4 6 8 10 12

(c) Realizacion con los parametros v = 3

Figura B.2: Comparacién del efecto de amortiguamiento en la realizacién en funcion de la
magnitud de ~.

Revisando el conjunto de figuras lo que encontramos no parece coincidir con
lo que ya sabemos acerca del oscilador armoénico amortiguado pues sélo vemos valores
acotados por efecto de v pero no sabemos céomo evolucion6 el sistema a dicha condi-
cion. Es importante mencionar que en las realizaciones mostradas el valor inicial de la
velocidad, con el cual se comienza la simulaciéon, es un valor aleatorio elegido de una
distribucion normal con media 1 y varianza 1, i.e N(1,1). Veamos qué ocurre cuando
imponemos que V; > > 1 para alejarnos de los valores a los que se acota la realizacion.
A continuacién tenemos las realizaciones para cuando V; = 100 en los régimenes de v
en que la realizaciéon no falla.
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120

T
Gamma = 0.1,V; = 100

80 |-

60

40 -

20 -

-20

T
Gamma = 1,V; = 100

o 20 40 60 80

(a) Realizacion con los parametros v = 0.1,

Vi = 100

100 o 20 40 60 80 100

(b) Realizacion con los parametros v = 1,
V; = 100

Figura B.3: Comparacion del efecto de amortiguamiento en la realizacién en funciéon de la
magnitud de ~ considerando un valor inicial de la velocidad tal que V; > > 1.

Los resultados que muestra la figura [B.3

= 7 < 1 Disipacion que tarda mas tiempo en acotar las oscilaciones.

= v = 1 El caso de disipacién maés eficiente, el tiempo mas corto en que se acotan

las oscilaciones.

= v > 1 La simulacion falla y los valores aleatorios crecen de forma descontrolada.

Ahora que sabemos que hay un efecto analogo entre el efecto de disipacion en la ecua-
cion estocastica y el efecto de disipacion en la ecuacion de mecanica clasica podemos
explorar el efecto que tiene la magnitud de dt en la ecuacion. A continuaciéon tenemos
las realizaciones para V; = 100 en los dos distintos regimenes de v y probado para

dt = 10y dt = 0.1
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Figura B.4: Comparacion del efecto de amortiguamiento en la realizacién respecto de la mag-
nitud del paso dt.

Los que la figura |B.4] es lo siguiente

= v = 1,dt = 10, la simulacién falla.
= v = 1,dt = 0.1, el caminante se amortigua.
= v = 0.1, dt = 10, Parece no haber amortiguacion pues tenemos fluctuaciones

entre —20 y 20.

= v = 0.1, dt = 0.1, el caminante se amortigua pero mas lento que en el caso
dt = 01ly~y = 1.

La conclusion es que, dado un dt, el efecto de amortiguamiento es proporcional a la
magnitud de v y adicionalmente la magnitud de v tiene que ser similar a la de dt para
que el amortiguamiento tenga efecto. Esto es un resultado meramente cualitativo.

Ya contamos con una primer nocioén de la relacion entre el efecto de amortigua-
miento y el tamano del paso estocastico, surge las preguntas ;cémo es esta relaciéon en
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el caso adimensional en el que todos los efectos fisicos se han abreviado en el factor
1/2 , . e, . .

¢ = Y7 ;como cambia la forma de la distribucion cuando cambiamos la magnitud

de dt* = ~dt el diferencial estocastico adimensional?

Podemos hacer realizaciones e histogramas o aventurarnos a contestar con lo que
sabemos al respecto de las ecuaciones adimensionales. Recordemos que el objetivo de
adimensionalizar es considerar a todas las cantidades fisicas, cuya magnitud tiene algin
efecto en la ecuacion, y codificar dichas magnitudes en un ntimero adimensional que
acople las interacciones entre las magnitudes fisicas del problema.

De manera que, una vez se ha adimensionalizado una ecuacion, el efecto de amor-

. . , . 1/2 . . .
tiguamiento estd codificado en & = Yor " v notemos que si escalamos al diferencial

adimensional por un factor A € R el resultado es
Adt* = A\vydt . (B.2)

Dado que X es real podemos redefinir nuestro nuevo diferencial adimensional como

dtt = \dt* = M\ydt, (B.3)
de modo que vt = 7\ y el factor adimensional £ se reescribe como
Voy'/?
§ = BALZ (B.4)

La conclusion es que escalar el paso dt es una contribucion ya considerada en el término
&. Notemos que esto no cambia la condicion de mucha disipacién ni la condicion de
poca disipacion. Dado que v « & mucha disipacion es equivalente a §& > > 1y poca
disipacion es equivalente a ¢ < < 1. Lo que ahora podemos afirmar es que v %
esto es compatible con lo que observamos en las graficas de la figura [B.4

Notemos que al explorar el efecto de el tamano de dt desde el analisis dimenisonal
encontramos que el efecto de escalar dt* esta considerado en el término adimensional
&, sin embargo hay que considerar que dt* sigue representando una diferencial de modo
que en el contexto de la simulacién dt* tiene que ser infinitesimalmente mas pequeno
que el término de menor magnitud considerado en la ecuaciéon. La condicion para que
esto se cumpla en nuestras simulaciones es que dt* < < < &,



C Codigo para la simulacion de las rea-
lizaciones

En este apendice se encuentran los codigos de simulacion usados para producir las
realizaciones que se analizan en este trabajo. El cédigo simula las tres ecuaciones adi-
mensionales ((10.1]), (10.2)) 6 ((10.3)) segtin sea el caso. El codigo esta escrito en el lenguaje
FORTRAN 90.

En la figura tenemos la primer parte del codigo. En la linea 2 tenemos a la va-
riable R que es la variable aleatoria que se encuentra en el término estocéstico de cada
una de las tres ecuaciones que se estudian. En la linea 3 generamos el valor aleatorio
V_Ndt mas_t a partir del cual comenzaremos la simulaciéon. La variable R se obtiene
de una distribucién normal centrada en 0 y con varianza 1. La variable V_Ndt mas_t

se obtiene de una distribucién normal centrada en 0 y con varianza \/ig

En las lineas 10, 13 y 16 de la figura tenemos declaradas las tres versiones que
es posible simular en el bucle DO de las tres figuras posteriores. En la linea inmediata
anterior a cada version de la ecuacion se describe qué ecuacién se simula al emplear tal
linea de codigo.

KSI,V_Ndt_mas_t)

V_Ndt_ma
,V_Ndt

V_Ndt mas_t + (KSI)*SQRT( ( (ABS(1 (V_Ndt_mas_t)))**(2.€ )*(DeltaT) )*(R)

v Ndt mas t + SQRT( ( (ABS(1.8-(V Ndt mas t/KSI)))**(2.0*KAPPA) )*(DeltaT) )*(R) - ((V_Ndt mas t)*(DeltaT))

V_Ndt_mas_t + SQRT( ( (ABS(1.8-(V_Ndt_mas_t/KSI)))**(2.0*KAPPA) )*(DeltaT) )*(R) - ((KSI - V_Ndt_mas_t)*(DeltaT))

V_Ndt mas t = V dt

Figura C.1

En la figura tenemos el bucle DO que genera la realizacién de la ecuacion con
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N iteraciones. En la linea 26 de la imagen encontramos la variable aleatoria R que se
genera a partir de una distribucién normal centrada en 0 y con varianza 1. La linea
29 genera uno de los N pasos de la realizaciéon. Las variables Emergency Dummy y
Actual_Dummy, de las lineas 24 y 38 respectivamente, sirven para calcular el retorno
al vuelo. El IF que encontramos de las lineas 32 a 36 sirve para evitar que un nimero
lo suficientemente grande sature la memoria de la computadora y recupera el tltimo
ntmero valido en el bucle DO desde el cual se continua la realizacion.

V_Ndt_mas_t = V_Ndt_mas t &
+ (KSI)*SQRT( ( (ABS V_Ndt_mas_t)))** A )*(DeltaT) }*(R)

[F ( (ieee is finite(V Ndt mas t) .NEQ
V_Ndt mas t = Emergency Dummy
Actual_Dummy = V_Ndt mas_t
Retorno = ( ( Actual Dummy - Emergency Dummy )/( Emergency Dummy ) )

i)

Figura C.2

Las figuras y tienen la misma estructura que pero emplean las otas dos
versiones de la ecuacion que se estudian en este trabajo.

V_Ndt mas t t mas t &
+ SQRT( ( (A V_Ndt mas t/KSI)))**(2.0*KA *(DeltaT) )*(R) - ((v _Ndt mas t)*(DeltaT))

( (ieee is finite(V_Ndt_mas_t) .MNEQV. .

V_Ndt mas_t = Emergency_Dummy

Actual Dummy = V Ndt mas t

Retorno = { | Actual_Dummy - Emergency Dummy )/( Emergency Dummy ) )

Figura C.3
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Emergency Dummy = V_Ndt _mas_t

((KSI - V_Ndt_ma DeltaT))

Actual_Dummy = V_Ndt mas_t

Retorno = ( ( Actual_Dum ergency_Dummy )/ | rgency_Dummy

Figura C.4
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D Cobdigo de la soluciéon numeérica

En este apendice se encuentran los codigos de Mathematica empleados para resolver
numéricamente la ecuacion modificada de Langevin, la ecuacion ((10.1)).

En la figura se declara la aproximacion a la funcion valor absoluto que es
necesaria para pasos posteriores de la rutina numérica. La aproximacién a usar se
detalla en el apendice A. Una vez que se ha declarado la aproximacion es posible aplicar
la rutina NDSolve. Para aplicar la rutina son necesarias dos considereciones para la
condiciones de borde a emplear que varian segin el régimen de & en el que se quiera
resolver la ecuacion.

Aproximacion para el valor absoluto

La aproximacion hace uso del pardmetre e Mignfras mas grands sea dicho pardmelre respecta de 1 mejor funciona la aproximagion

£-1;

Aprox[e , £ ] 1= {-[E] *1] Tam‘[f [l_:]]

Plot[(Aprox(1, £], Aprox[2, ], Aprox[5@, £1}, {v, @, 2}, PlotRange - All, AspectRatio » 1, Frame - True]

Figura D.1

En la figura tenemos la estructura del codigo de soluciéon para el caso de £ >
> 1. En este régimen las condiciones de borde necesarias para poder emplear la rutina
NDSolve deben de ser para la funcion en el valor minimo a solucionar igual a cero y
para la derivada evaluada en el valor méximo a resolver igual a un valor muy cercano
pero distinto de cero.
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Soluciones ¢ grande

1
EcuacionAdim t= - 8, (vP[v]) - — a,a,((nprnx[a, §])“-P[v]}
2
e =1 105
£ = 100;
x=1/2;

EpsilonCero = 1.10%;
Derivada = -1 . 10°%%;

VvalMax = 5;

VvalMin = -5;

solucion = NDSolve[[EcuacionAdim =@, P(WalMin] = ®, P™ [ValMax) = Derivada}, P, {v, WalMin, WalMax}, InterpolationOrder + All, StartingStepSize +0.0601,
MaxStepSize + 0.01];

f[v_] =P[v] /. solucionfll;

MaxPlot = WalMax;
ConstInteracion = NIntegrate[f[v], {v, WalMin, WalMax]] = NIntegrate[f[v], {v, VValMin, WalMax}]
fv)
Plct[{i}
ConstInteracion
f[v]

, {v, VWalMin, HaxPlot}, PlotRange + All, AspectRatio -+ 1]

chLugFlot[{ } {v, VValMin, MaxPlot}, PlotRange » All, AspectRatio - 1]

ConstInteracion
T[v]

Tablal = Table[{v, o {v, VWalMin, VWallMax, 0.01)];

Const[nteraﬂon}

Figura D.2

En la figura tenemos la estructura del codigo de soluciéon para el caso de £ <
< 1. En este régimen las condiciones de borde necesarias para poder emplear la rutina
NDSolve deben de ser para la funciéon en el valor maximo a solucionar igual a cero y
para la derivada evaluada en el valor maximo a solucionar igual a un valor muy cercano
pero distinto de cero.

LSQJugjgﬂﬂsfggqugﬁa

1
EcuacionAdim := - a,(vP[v]) - 3 e,a,(mgrnx[a, g])“.P[v]}

€ = 1.18°;
£ = .801;
K= 1/2;

EpsilonCero = 1. 10°%;
Derivada = -1 10°%%;

VWWalMax = 180;

VvalMin = 1;

solucion = NDSolve[[EcuacionAdim =8, P[VValMax] =8, P [VWalMax] = Derivada}, P, {v, WalMin + EpsilonCero, WalMax}, InterpolaticnOrder - All,
StartingStepSize + 0.0001, HaxStepSize » 0.061, AccuracyGoal -+ 20] ;

flv_] =P[v] /. solucion[l];

MaxPlot = 55;
Plot[{f[v]}, {v, VValMin, MaxPlot}, PlotRange -+ All, AspectRatio » 1]

LoglogPlot[{f[v]}, {v, VValMin, HaxPlot}, PlotRange » All, AspectRatio - 1]
ConstInteracion = NIntegrate[f[v], {v, VWalMin + EpsilonCero, MaxPlot}]

Tabla2 = Table[{v, T[v]}, (v, 1, MaxPlot, 0.081}];

writestr‘!ng["Archiuo Fernando 081.txt", ExportString[Tabla2, "C5V", Alignment » Left]] H
c1use["arcmuu Fernando ae-J.,tn“];

!

Figura D.3
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