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Capítulo 1

Introducción y Motivación

A principios del siglo XX, con la llegada de la mecánica cuántica, la inega-
ble naturaleza discreta de la materia demostrada de manera contundente por
Einstein en una publicacion en la que describe el movimiento Browniano en
1905, los experimentos de Rutherford que fueron los primeros en mostrar la
estructura del atomo como la conocemos, demostrando la existencia del nu-
cleo atómico y la carga electrica del electrón mostrada en el experimento de
R. Milikan en 1912. Un nuevo campo se abrió en la física, el modelo predo-
minante en esa epoca para describir la energía de amarre del nucleo era el
modelo de gota líquida.

EB = avA− asA
2
3 − ac

Z2

A1/3 − aA
(A− 2Z)2

A
± δ(A,Z) (1.1)

Si bien fue una gran primera aproximación en la descripción de la naturaleza
del núcleo, tomando en cuenta la interacción entre nucleones, con correción a
aquellos que no tenían vecinos en la superficie, la repulsión coulombiana, así
como la asimetría entre protones y neutrones y la paridad, no daba cuenta de
la naturaleza particularmente estable de ciertos nucleos, que poseían numeros
“mágicos” de protones y/o neutrones (Figura1)

El Modelo de Capas Nucleares fue desarrollado ya no como un ajuste,
este modelo partía de un Hamiltoniano con dos términos, el primer término,
conocido como el término de partícula independiente, en el cual los nucleones
se mueven independientemente bajo el efecto de un potencial, el segundo tér-
mino, da cuenta de las interacciones nucleón-nucleón, generalmente conocido
como interacción residual.
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Figura 1.1: Energía de amarre en función del número de nucleones

Figura 1.2: Energía de amarre de distintos isótopos de nucleos ligeros 3 ≤ A ≤ 34



5

H = H0 + Vres (1.2)

El Modelo de Capas Nucleares (NSM por sus siglas en inglés Nuclear Shell
Model)usa un portencial de oscilador armónico además de la interacción de
Espin-Orbita, este predice los números mágicos. Es interesante notar que
aun sin incluir el término SO se predicen los tres primeros números mágicos,
agregar el término espinorbita predice todos los números mágicos, además
este término evita la degeneración para estados con idéntico momento anglar
en cada capa, pues la energía queda en función de l y n.
La interacción SO que es proporcional al producto entre el momento angular
radial y el spin VSO = 2αl⃗ · s⃗.
Juntos estos potnciales pueden reescribirse de la siguiente forma:

U(r) = mw2r2

2 − α[⃗j2 − l⃗2 − s⃗2] (1.3)

Esta forma no solo permite calcular facilmente los eigenvalores en la base
del oscilador harmónico, pues los tres terminos conmutan, también da una
idea intuitiva del significado de este término. El momento angular total es
j = l ± s = l ± 1

2 . Por lo tanto, al elevar al cuadrado, la diferencia entre el
cuadrado de la suma (o resta) y la suma de los cuadrados (a± b)2 ̸= a2 + b2

genera una separación entre estados cuánticos con el mismo número l

∆E = α

−l, j = l + 1
2

l + 1, j = l − 1
2

(1.4)

Niveles energéticos degenerados se separan aún son al menos doblemente
degenerados, pero la estructura resultante predice nucleos superestables co-
rrespondientes a capas llenas.
El desarrollo de modelos de un cuerpo (SP por sus siglas en inglés Single
Particle) en núcleos con números magicos de protones y neutrones permite
calcular muchas propiedades de los nucleos como lo son Energias, Factores
de forma, Transiciones electromagnéticas entre otras de una manera muy efi-
ciente. Los modelos de muchos cuerpos donde para calcular sistemas con, por
ejemplo 12 fermiones de valencia, digamos dos protones y diez neutrones de
valencia, requiere una cantidad de 1014 configuraciones, ya no es manejable,
considerando el determinante de Slater se vuelve demasiado grande para ser
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manejable.

Ψ(r⃗1, r⃗2, ..., r⃗A) = 1√
A!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(r⃗1) ϕ1(r⃗2) ... ϕ1(r⃗A)
ϕ2(r⃗1) ϕ2(r⃗2) ... ϕ2(r⃗A)

... ... ...
...

ϕA(r⃗1) ϕA(r⃗2) ... ϕA(r⃗A)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.5)

El modelo de Nilsson es usado para describir núcleos pesados con simetría
oblata o prolata. Este modelo es bastante efectivo en núcleos pesados en ca-
pas no llenas, además de que presentan bandas rotacionales de energía no
presentes en el NSM.

HNilsson = p2

2m+mω2
⊥

2 (x2 +y2)+mω2
3z

2

2 +ℏω0(Vlsl⃗ · s⃗+Vll(⃗l · l⃗−⟨⃗l · l⃗⟩)) (1.6)

Es claro ver que este hamiltoniano, separa las oscilaciones en el plano x, y
de aquelllas en el eje z, tiene de nuevo la interacción spin órbita además de
un par de términos adicionales que, podriamos pensarlo como una generali-
zación del cluster shell model, con unos terminos exta (Vll).

Existe, sin embargo, la necesidad de buscar distintos modelos. Configura-
ciones que no sean esféricas, prolatas u oblatas. Una de las que considero
más importantes es la predicción y posterior descubrimiento del Hoyle state
en el 12C, propuesto por Fred Hoyle, propone un mecanismo para la crea-
ción del átomo de carbono a partir de partículas alfa, tomando en cuenta
su increíble estabilidad Hoyle propone que dos partículas alfa se unan para
formar un núcleo de 8Be que posteriormente con una tercer partícula alfa
forme este nucleo.

Esto explicaía la abundancia de Carbono en el universo, que previamente
no cuadraba con los metodos de decaimiento conocidos hasta ese entonces,
Hoyle predijo un estado exitado que corresponde a esta reacción, los estados
base poseen las siguientes energías:

α = 3727.37MeV
8Be = 7456.89MeV
12C = 11177.96MeV

(1.7)

El proceso 8Be + α está aproximadamente 6.33MeV por encima del estado
base del carbono, tomando en cuenta la energía necesaria para romper la ba-
rrera coulombiana Hoyle propuso un estado 0+ con una energía de 7.65MeV
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la cual fue descubierta posteriormente.

Si la estabilidad de las patículas alfa juega un rol tan importante en es-
tos estados exitados, es de esperarse que también este presente en la confi-
guración geométrica de estos. Recientemente, se han hallado estados exita-
dos del carbono correspondientes a la banda de exitación del estado Hoyle
[10, 11, 12, 13], así como evidencia de estructura triangular para el 12C y
estructura tetrahedral en el 16O que correspondería a un estado exitado for-
mado por 4 partículas alfa [14, 15].

En el siguiente capítulo ahondaremos en el Algebraic Cluster Model (ACM)
así como en el Cluster Shell Model (CSM), modelos que describen nucleos
con estas simetrías así como el comportamiento de nucleones en estos.



Capítulo 2

Simetría no esférica: ACM y
CSM

2.1. El Grupo U(ν + 1) y los Cúmulos de Par-
tículas

Para una mejor comprensión y análisis de estos modelos es necesario es-
tudiar los generadores del algebra, ya que nos permitira poder entender y
clasificar los observables, es necesario hacer notar que partiremos de Ha-
miltonianos que sólamente contienen Operadores de Casimir de G. En este
capítulo se aclara el por qué se parte de la estructura algebraica de estos
grupos así como las suposiciones que simplifican y facilitan el tratamiento
algebráico.

H = f(x1, x2, ..., xn) xi ∈ G (2.1)
Este modelo ha sido desarrollado en [16, 17, 18], para describir éstas con-
figuraciones no esféricas/prolatas/oblatas partimos de la estabilidad de las
partículas alfa para proponer configuraciones nucleares formadas por n de
éstas en lugar de tratar los nucleones, esto nos impone una simetría bajo
permutación.
Bajo la idea de qué dado un problema de mecánica cuántica de ν grados de
libertad el álgebra que genera este espectro es U(ν + 1) ya que se agrega un
operador de creación escalar con el fin de describir dos subgrupos de álgebras.
En este caso los grados de libertad espaciales son las coordenadas de Jacobi,
para n cuerpos tenemos 3n− 3 coordenadas,agregamos el bosón escalar, por
lo tanto, el álgebra que genera esto es U(3n− 2). Ejemplificando con el caso

8
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Figura 2.1: Configuraciones de cúmulos de particulas alfa

de n = 3 correspondiente al 12C y el álgebra U(7):
Dadas las coordenadas de Jacobi

ρ⃗ = r⃗1 − r⃗2√
2

λ⃗ = r⃗1 + r⃗2 − 2r⃗3√
6

(2.2)

Nos lleva a usar dos operadores bosonicos vectoriales, además de un operador
extra, escalar, para así tener los generadores del álgebra de Lie de U(7)

b†
ρ,m, b

†
λ,m, s

† = c†
α m = (−1, 0, 1) α = (1, 2, ..., 7)
G : Gαβ = c†

αcβ
(2.3)

Estos representan la segunda cuantización de las coordenadas y momentos
de Jacobi. El álgebra U(n) contiene distintas subalgebras

U((3n− 2) ⊃

U(3n− 3)
SO(3n− 2) ⊃ SO(3n− 3) ⊃ ... ⊃ SO(3) ⊃ SO(2)

(2.4)

El algebra U(n) corresponde a un oscilador harmónico n dimensional, que
predice espectros vibracionales mientras que el álgebra SO(n) predice una
banda rotacional. Que como veremos más adelante podemos asociar a las con-
figuraciones exitadas no esféricas como por ejemplo el estado de Hoyle en el
Carbono. Este tipo de exitaciones se han estudiado ya en la física molecular,
con la diferencia de que en las moleculas los niveles energéticos rotacionals
y vibracionales se encuentran muy separados por lo que no hay transiciones
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entre estos, mientras que en el presente modelo se consideran dentro del mis-
mo orden de magnitud. Esta es una de las razones por las cuales partimos de
un grupo que contenga ambas exitaciones, excluir las exitaciones vibraciona-
les no tiene mucho sentido físico, pues es necesario mantener la estructura
ya proporcionada por el NSM correspondiente al grupo U(3), finalmente es
importante recordar que ambas algebras contienenSO(3)SU(2) importantes
números cuánticos asociados al momento angular y su proyección.

2.2. Modelo Algebáico de Cúmulos
El Modelo Algebáico de Cúmulos (ACM por sus siglas en inglés Algebraic

Cluster Model) es un modelo que permite describir exitaciones tanto vibra-
cionales como rotacionales, si bien no es el tema central de esta tesis, que se
enfoca en el Cluster Shell Model, funciona muy bien como una introducción
a la caracterización de estos modelos.
Partiremos de la versión más elemental del ACM, formada por dos cúmulos
de partículas alfa:

U(4) ⊃

U(3) ⊃ SO(3) ⊃ SO(2)
SO(4) ⊃ SO(3) ⊃ SO(2)

(2.5)

Los generadores del álgebra de de U(4) son tres operadores vectoriales y un
operador escalar bajo la convención i, j = 1, 2, 3 µ, ν = 1, 2, 3, 4 tenemos:

U(4) : b†
µbν

U(3) : b†
jbk

SO(4) : −iϵjklb
†
kbl,−i(b†

jb4 − b†
4bj)

SO(3) : −iϵjklb
†
kbl

SO(2) : −i(b†
1b2 − b†

2b1) (2.6)

Además de las relaciones de conmutación

[bµ, b
†
ν ] = δµ

ν (2.7)

Con estos ingredientes es facil trabajar este tipo de problemas de manera
algebráica.
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Partiremos primero de la parte U(3)con el hamiltoniano del oscilador armó-
nico en tres dimensiones, si bien es cierto que no es el hamiltoniano más
general de a lo mucho orden cuadrático que conserva paridad y momento
angular que podemos escribir, dicho hamiltoniano no corresponde a una si-
metría dinámica. Los hamiltonianos que utilizaremos, por otro lado, al estar
escritos en terminos de estas algebras, si lo serán. Éste tratamiento es muy
facil en la configuración de dos partículas alfa, suele complicarse más en las
configuraciones D3h y Td.
Sin más preambulos, escribiendo el Hamiltoniano del oscilador armónico en
terminos de estos operadores tenemos:

H1 =
3∑

i=1
(b†

ibi + 1
2) (2.8)

Ahora los operadores invariantes son:

N̂ =
∑

b†
µbµ

n̂ =
∑

b†
jbj

L̂2 =
∑

j

(−iϵjklb
†
kbl)2

L̂z = (−iϵ312lb
†
1b2) (2.9)

Con estas relaciones podemos caracterizar los eigenvalores de las eigenfun-
ciones (apéndice para detalles)

N̂ | N, n, l,m⟩ = N | N, n, l,m⟩
n̂ | N, n, l,m⟩ = n | N, n, l,m⟩
L2 | N, n, l,m⟩ = l(l + 1) | N, n, l,m⟩
Lz | N, n, l,m⟩ = m | N, n, l,m⟩ (2.10)

Con las siguientes restricciones:

n = 0, 1, 2, ..., N
l = n, n− 2, n− 4, ...1 ó 0

m = l, l − 1, ..., 0, ...,−l + 1,−l (2.11)

El espectro de los niveles energéticos depende de n con una estructura
lineal entre los niveles como se puede observar en la figura 2.2
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Figura 2.2: Espectro de energías del oscilador armónico

La otra cadena, el límite SO(4) corresponde a un oscilador Morse tridimen-
sional, los operadores invariantes son:

N̂ =
∑

b†
µbµ

L̂2 + ˆTEl
2

=
∑

j

(−iϵjklb
†
kbl)2 + (b†

jb4 − b†
4bj)2

L̂2 =
∑

j

(−iϵjklb
†
kbl)2

L̂z = (−iϵ312lb
†
1b2) (2.12)

Los eigenvalores y las restricciones son:

N̂ | N,w, l,m⟩ = N | N,w, l,m⟩
(L2 + T (El)2) | N,w, l,m⟩ = w(w + 2) | N,w, l,m⟩

L2 | N,w, l,m⟩ = l(l + 1) | N,w, l,m⟩
Lz | N,w, l,m⟩ = m | N,w, l,m⟩ (2.13)
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Figura 2.3: Espectro de energías del oscilador Morse

.

ω = N,N − 2, ..., 1 ó 0
l = 0, 1, ..., ω

m = l, l − 1, ..., 0, ...,−l + 1,−l (2.14)

En este caso ω juega un papel similar al de n, pero con la diferencia de que la
estructura de los niveles energeticos es rotacional, es decir del tipo ω(ω + 1)
cpmo podemos observar en la figura 2.3 Con estos elementos podemos ver
claramente como la distribución del espectro energético cambia al cambiar la
distribución geométrica del nucleo manteniendo simetrías dinámicas, además
de los números cuánticos que caracterizan los modelos. Es importante recal-
car que este caso, no solamente es el más sencillo de trabajar por tener la
menor cantidad de partículas alfa (mayor a uno), también es el más facil de
caracterizar en términos de números cuánticos, es el más similar al oscilador
armónico, este problema se complica al aumentar la cantidad de partículas
alfa.

Para completar a grosso modo la descripción del ACM, el hamiltoniano usa-
do es una combinación del oscilador armónico y el oscilador morse H =
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(1 −X)HU(3) +XHSO(4) donde X ∈ (0, 1) de manera que se puede mantener
la estructura rotacional del oscilador morse al mismo tiempo que se per-
miten transiciones entre bandas, característica del oscilador armónico, que
están prohibidas en el oscilador morse, pues el operador de transición entre
bandas es precisamente T (El) que es claramente diagonal en el límite SO(4).
(detalles en el apéndice)

2.3. Modelo de Cúmulos de Capas
El Modelo de Cúmulos de Capas, que abreviaremos CSM por sis siglas en

ingles (Cluster Shell Model) fue desarrollado [19] para estudiar el comporta-
miento de nucleones dentro de las estructuras de partículas alfa descritas en
la sección anterior. Teniendo dos tipos de partículas ahora, partículas alfa y
nucleones (protón o neutrón) en vez de mantener la descripción algebráica
del ACM partiremos de un potencial que describa la configuración de k par-
tículas alfa y a partir de ahi calcularemos el comportamiento de un nucleón.
Es importante tomar en cuenta que las partículas alfa no se considerarán
afectadas por el nucleón, es decir no se toma en cuenta la estructura de nu-
cleones que las forman, el tratamiento tendrá la forma de un modelo de capas
con distribuciones geométricas específicas.

Las partículas alfa tendrán una distribución gaussiana de carga y masa dada
por la siguiente expresión:

ρα(r⃗) =
(
α

π

) 3
2
e−αr2 (2.15)

El parámetro alfa viene representando el “tamaño” de la partícula alfa
Estas cargas se encontrarán a una distancia β del centro de masa con coor-
denadas β, θi, ϕi. Usando la expansión de onda plana podemos expresar la
configuración final como:

ρα(r⃗) =
(
α

π

) 3
2
e−α(r2+β2)4π

∑
λµ

iλ(2αβr)Y µ
λ (θ, ϕ)

k∑
i=1

Y ∗µ
λ (θi, ϕi) (2.16)

Donde las funciones Yλµ(θi, ϕi) son los armónicos esféricos e iλ es la funcion
mesferica modificada de Bessel de orden lambda. La densidad de carga y de
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masa se derivan de esta expresión.

ρQ = Ze

k
ρα(r⃗)

ρM = A

k
ρα(r⃗) (2.17)

Con Z = 2k contando el número de protones en la partícula alfa y A = 4k
contando el número de nucleones. En la configuración así como la orientación
de nuestro sistema pueden simplificar bastante la expresión dada para la
densidad. En el caso del 8Be con coordenadas (θ1, ϕ1) = (0,−) y (θ2, ϕ2) =
(π,−)

2∑
i=1

Y ∗µ
λ (θi, ϕi) =

√
2λ+ 1

4π

[
δ0

µ +

√√√√(λ+ µ)!
(λ− µ)!P

−µ
λ (−1)

]

= δ0
µ

√
2λ+ 1

4π [1 + Pλ(−1)] (2.18)

La expresión es distinta de cero para µ = 0 y λ par.
También podemos ver el caso del 16O con coordenadas (θ1, ϕ1) = (0,−)
,(θ2, ϕ2) = (γ, 0), (θ3, ϕ3) = (γ, 2π

3 ) y (θ4, ϕ4) = (γ, 4π
3 ) se reduce a :

4∑
i=1

Y ∗
λµ(θi, ϕi) =

√
2λ+ 1

4π


1 + 3Pλ(−1

3) µ = 0√
(λ+µ)!
(λ−µ)!3P

−µ
λ (−1

3) µ = 3k ̸= 0
(2.19)

Para determinar el valor de alfa usamos el factor de forma de una partícula
alfa, por lo que el resultado obtenido es

Fα(q⃗) = e− q2
4α α = 0.56(2)fm−2 (2.20)

El parámetro β determina la distancia entre alfas, en la siguiente figura po-
demos observar como la distribución varía desde una Gaussiana en el lími-
te β = 0 hasta dos cumulos disconexos, para calcular estas figuras tome
λ ∈ (0, 4).

En las figura 2.3, el límite en el que están sobrepuestas la distribución no
depende del ángulo, mientras que en las figuras 2.4 y 2.5 la distribucion varía
respecto al ángulo theta, el cual es medido respecto al eje z.
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Figura 2.4: Densidad en función de r para β = 0

Figura 2.5: Densidad en función de r para β = 2
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Figura 2.6: Densidad en función de r para β = 4

Figura 2.7: Densidad para el valor calculado β = 1.82

Para el caso de 8Be el nucleo es inestable no se puede usar el scattering
del electrón para determinar β
Pero se puede obtener a partir del momento de inercia F de la banda rota-
cional 0+, 2+, 4+, ...

F = 8m(β2 + 1
α

) (2.21)

Ajustando con los datos experimentales obtenemos β = 1.82 La distribución
la podemos observar en la figura 2.6
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2.4. Single Particle Levels in Cluster Poten-
tials

El primer problema a tratar en el CSM será el de un nucleón sujeto a
esta distribución. El potencial que describe esto será la convolución de un
potencial v(r⃗ − r⃗′) tipo Volkov en la distribución dada, es decir.

V (r⃗) =
∫
ρ(r⃗ť)v(r⃗ − r⃗′)d3r⃗ť (2.22)

Lo que nos da como resultado:

V (r⃗) = −V0
∑
λµ

e−α(r2+β2)4πiλ(2αβr)Y µ
λ (θ, ϕ)

k∑
i=1

Y ∗µ
λ (θi, ϕi) (2.23)

Es importante notar que el "α"no es la misma que usamos en las ecuacio-
nes anteriores. Además puesto que los nucleones son partículas con espin
incluimos una interacción spin órbita:

VSO = V0,sos⃗ · (−∇⃗V × p⃗) (2.24)

El potencial que estamos usando se separa en parte radial y angular, la parte
angular tiene contribuciones muy pequeñas que solo contribuyen a órdenes
grandes de β y en el cálculo actual su contribucion cae dentro del margen
de error de los cálculos numéricos, por lo tanto, nos quedaremos únicamente
con la parte radial.

Vso,r = V0,so
1
r

δV

δr
s⃗ · l⃗ (2.25)

En este caso la expresión correspondiente es:

Vso,r(′r⃗) = V0,so

∑
λµ

(
− 2αfλ + λ

r2fλ + 2αβ
r
fλ+1

)
Y µ

λ (θ, ϕ)
k∑

i=1
Y ∗µ

λ (θi, ϕi)s⃗ · l⃗

(2.26)
Donde estamos usando fλ = e−α(r2+β2)4πiλ(2αβr).
Si el nucleón en cuestión es un protón, debemos agregar además la interac-
ción Coulombiana dada por la convolución de una función de Green en la
distribución de partículas alfa.

VC(r⃗) = Ze2

k

∫ ρ(r⃗′)
| r⃗ − r⃗′ |

d3r′ (2.27)



2.5. SOLUCIONANDO EL CSM 19

Obtenemos como resultado:

VC(r⃗) = Ze2

k

∑
λµ

 rλ

βλ+1

βλ

rλ+1

 4π
2λ+ 1Y

µ
λ (θ, ϕ)

k∑
i=1

Y ∗µ
λ (θi, ϕi) (2.28)

2.5. Solucionando el CSM
Para resolver el Hamiltoniano del CSM recurrimos al oscilador armónico,

expandiendo en la base de este:

Ψnlm(r⃗) =

√√√√2(n−l
2 )!(2ν)l+ 3

2

Γ(n+l+3
2 )

rle−νr2
L

l+ 1
2

n−l
2

(2νr2)Y m
l (θ, ϕ) (2.29)

Expresando la base. | χΩ⟩ = ∑
n,l,j,m C

Ω
n, 1

2 ,l,j,m
| n, 1

2 , l, j,m⟩ facilita los
calculos de los elementos de matríz.
Usando la base del oscilador armónico los elementos de matriz del hamilto-
niano:

H = p2

2m + V (r⃗) + Vso,r + VC(r⃗) (2.30)

Nos enfocaremos en el caso más sencillo es decir un neutrón, se obtuvieron
las siguientes expresiones:

< n,
1
2 , l, j,m | V (r⃗) | n′,

1
2 , l

′, j′,m′ >=

V0
∑
λµ

< n, l | fλ(r) | n′, l′ >
k∑

i=1
Y ∗µ

λ (θi, ϕi) ×

<
1
2 , l, j,m | Y µ

λ (θ, ϕ) | 1
2 , l

′, j′,m′ > (2.31)

< n,
1
2 , l, j,m | Vso(r⃗) | n′,

1
2 , l

′, j′,m′ >=

V0,so
1
2

[
j′(j′ + 1) − 3

4 − l′(l′ + 1)
] k∑

i=1
Y ∗µ

λ (θi, ϕi)

×
∑
λ,µ

< n, l | (−2αfλ(r) + λ

r2fλ(r) + 2αβ
r
fλ+1(r)) | n′, l′ >

× <
1
2 , l, j,m | Y µ

λ (θ, ϕ) | 1
2 , l

′, j′,m′ > (2.32)
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Figura 2.8: Niveles energéticos de un neutón en un nucleo de simetría Z2 en función de β
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A continuacion nos enfocaremos en el caso del 9Be, puesto que en los si-
guientes capítulos se mostrará el desarrollo de este modelo para el caso 10Be.
Para el 9Be los niveles energéticos se comportan como se observa en la figura
2.8, en este cálculo V0 = 32MeV , V0,so = 27.5Mevf,2 y α = 0.0511fm−1.

Podemos observar como en el límite β = 0 regresamos a los niveles energéti-
cos de un modelo de capas esférico y pueden ser clasificados con los mismos
números cuánticos, al incrementar el valor de β los niveles se separan.
Debido a la simetría axial del potencial podemos caracterizar estos niveles
por la proyección respecto al eje de simetría, llamemosle eje z, y estos niveles
estaran caracterizados por la proyección del momento angular respecto a este
eje, llamemos a este número K, todos estos niveles serán doblemente degene-
rados, ±K, al ser proyecciones cada nivel puede ser etiquetado por su nivel
de origen en el límite esférico, pues cada j se desdobla en sus proyecciones
K = j, j − 1, j − 2, ..., 1

2 .

Para finalizar este capítulo presentamos las energías calculadas con el ajuste
de β = 1.82 para los primeros cinco niveles.

1s1/2 K → 1
2

+ = −10.38MeV

1p3/2 K → 1
2

− = −3.8071MeV

1p3/2 K → 3
2

− = −1.7481MeV

1p1/2 K → 1
2

− = 0.3482MeV

1d5/2 K → 1
2

+ = 1.3837MeV

(2.33)



Capítulo 3

Niveles Energéticos

El CSM describe sistemas kα+x, en el capítulo anterior se mostraron los
resultados de k = 2 y un nucleón que en este caso era un neutrón, es decir
el 9Be, si queremos además agregar un segundo nucleon, debemos tomar en
cuenta además la interacción entre nucleones, desde el modelo de la gota lí-
quida se tienen datos de que los núcleos con nucleones acoplados tienen cierta
estabilidad extra, están favorecidos. Una primera aproximación entonces será
agregar un potencial de acoplamiento.

La interacción de acoplamiento ha sido dessarrollada y estudiada amplia-
mente para modelos como el nuclear Shell Model así como para el modello
de Nilsson [20, 21, 22], antes de entrar en la descripción y tratamiento alge-
bráico daremos una descripción intuitiva.

El potencial de acoplamiento actúa sobre pares de nucleones siempre que
estos tengan espin o momento angular antiparalelo, este potencial favorece
esos estados, bajo esta descripción son estados de menor energía que los no
acoplados. En el caso en que no hay posibilidad de acoplamiento el potencial
no contribuye, también podemos describir casos mixtos con N partículas de
las cuales solamente una fracción, par obviamente, se hallan acopladas.
Este potencial se usa mucho como una contribución a los single particle
models, como una manera de describir interacciones entre partículas. Este
potencial permite calcular facilmente las interacciones de manera muy efecti-
va, pues solamente toma en cuenta la cantidad de partículas y su proyección
de momento angular.

22
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3.1. Pairing Potential
El potencial es tal que aniquila un par de partículas y crea otro par, no de

manera arbitraria, las parejas son un estado y su correspondiente contraparte
bajo inversión temporal, esta es una manera bastante general de describir
estados que pueden acoplarse o aparearse.
Una manera mas intuitiva de visualizar este concepto es, por ejemplo el espin,
si tenemos una partícula con espin 1

2 y proyección positiva, bajo una inversión
temporal el espin total no cambia pero cambia el signo de la proyeccion −1

2 .
Sean a†

µ y a†
µ̄ los operadores de creación de estos estados, donde µ̄ representa

esta inversion temporal, el potencial de apareamiento lo podemos escribir
como:

Vpair = −G
∑
µ,ν

a†
µa

†
µ̄aνaν̄ (3.1)

Donde G es una constante que define la magnitud de la interacción, definimos
los operadores

Q+(µ) = a†
µa

†
µ̄ Q−(ν) = aνaν̄ (3.2)

Algunas veces conocidos como operadores de creación y aniquilación de cua-
sipartículas, porque actúan como operadores de creacion y aniquilación de
pares, si definimos ademas

Q0(µ) =
a†

µaµ − aµ̄a
†
µ̄

2 (3.3)

Podemos escribir el álgebra de SU(2)

[Q+(a), Q−(b)] = 2δb
aQ0(a) (3.4)

[Q0(a), Q±(b)] = ±δb
aQ±(a) (3.5)

En la base de la interacion de pairing, los eigenestados se pueden construir
de la siguiente forma

| a⟩ = Q+(a) | 0⟩ ⟨b |= ⟨0 | Q−(b) (3.6)

Para terminar de caracterizar esta interacción, debemos tomar en cuenta
no solo los pares de particulas acoplados, también los niveles disponibles



24 CAPÍTULO 3. NIVELES ENERGÉTICOS

que pueden ocupar llamemosles Ω además de la cantidad de partículas no
acopladas, está en la literatura se conoce como senority o señoridad y suele
usarse la letra ν.
Las eigenfunciones pueden entonces construirse de manera más general:
Para funciones con N nucleones todos acoplados y por lo tanto ν = 0 tenemos

| Ψ0⟩ =
N
2∏

µ=1
Q+(µ) | 0⟩ (3.7)

Si tenemos un par no acoplado es decir ν = 2

| Ψ2
α1,α2⟩ =

N
2 −1∏

µ ̸=α1,α2
Q+(µ)a†

α1a
†
α2 | 0⟩ (3.8)

Así en general tenemos la expresión para N nucleones de los cuales ν están
desacoplados:

| Ψν
α1...αν⟩ =

N−ν
2∏

µ ̸=α1...,αν

Q+(µ)
ν∏

i=1
a†

αi | 0⟩ (3.9)

Los elementos de matriz del Hamiltoniano pueden expresarse por com-
pleto en término de los operadores de creación y aniquilación,

⟨Hpair⟩ = −G
∑

b,c>0
⟨a | Q+(b)Q−(c) | d⟩ = −G

∑
b,c>0

⟨0 | Q−(a)Q+(b)Q−(c)Q+(d) | 0⟩

(3.10)
Las relaciones de conmutación del algebra SU(2) nos permite calcular la
expresion algebráica, en este caso.

⟨Hpair⟩ = −G
∑

b,c>0
δb

aδ
d
c (3.11)

En el apéndice se muestran las expresiónes obtenidas para más pares de
partículas acopladas

3.2. Elementos de Matriz
Aquí presentamos los elementos de matriz obtenidos, es importante re-

cordar que hablamos exclusivamente de la interación de acoplamiento, en la
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siguiente sección veremos como afecta esto al CSM.

Los primeros casos que observaremos serán con todas las partículas aco-
pladas. El primer caso tenemos N=2 Ω=3 ν=0 físicamente es el caso en que
dos neutrones del 10Be pueden ocupar los primeros tres niveles disponibles
del CSM, siempre y cuando estén acoplados.−G −G −G

−G −G −G
−G −G −G

 (3.12)

El Siguiente caso es análogo N=4 Ω=4 ν=0, exepto en un detalle, tenemos
dos pares de partículas, lo cual genera una estructura más variada en los
elementos de matriz, las expresiones para estos casos están escritas a detalle
en el apéndice. 

−2G −G −G −G −G 0
−G −2G −G −G 0 −G
−G −G −2G 0 −G −G
−G −G 0 −2G −G −G
−G 0 −G −G −2G −G
0 −G −G −G −G −2G


(3.13)

Finalmente, el último caso completamente acoplado es:
N=6 Ω=5 ν=0

⟨H⟩ =



−3G −G −G −G −G 0 −G −G 0 0
−G −3G −G −G 0 −G −G 0 −G 0
−G −G −3G 0 −G −G 0 −G −G 0
−G −G 0 −3G −G −G −G 0 0 −G
−G 0 −G −G −3G −G 0 −G 0 −G
0 −G −G −G −G −3G 0 0 −G −G

−G −G 0 −G 0 0 −3G −G −G −G
−G 0 −G 0 −G 0 −G −3G −G −G
0 −G −G 0 0 −G −G −G −3G −G
0 0 0 −G −G −G −G −G −G −3G


(3.14)
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Para el caso de un par de nucleones no acoplados y un par si acoplado
usamos la ecuación (3.8) y las propiedades de los operadores de creación y
aniquilación para calcular los elementos de matriz. En este caso los neutrones
no acoplados nos permiten escribir el resultado en una serie de matrices
idénticas, este resultado es casi inmediato basta con escribir las bases y el
potencial.
En el caso N=4 Ω=4 ν=2 obtenemos veinticuatro matrices indénticas de
cuatro por cuatro (

−G −G
−G −G

)
(3.15)

y para el caso N=6 Ω=5 ν=2 Tenemos cuarenta matrices idénticas de tres
por tres −2G −G −G

−G −2G −G
−G −G −2G

 (3.16)

Finalmente en N=6 Ω=5 ν=4 Obtenemos una matriz diagonal de cinco por
cinco. 

−G 0 0 0 0
0 −G 0 0 0
0 0 −G 0 0
0 0 0 −G 0
0 0 0 0 −G

 (3.17)

3.3. Acoplamiento + CSM
La interacción entre el CSM y la interación de apareamiento está presen-

te unicamente en estados de proyección de momento angular sobre el eje de
simetría, K = 0, pues como vimos en el capítulo anterior el momento angular
total no es un buen número cuántico, pero la proyección de este sobre el eje
de simetría si lo es, dos neutrones llenan un estado K = 0 solamente si están
acoplados.
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Para ilustrar partiremos del caso de dos neutrones, acoplados, con tres nive-
les disponibles, es decir N = 2, Ω = 3, ν = 0.
Asumimos que los primeros dos niveles están ocupados por los neutrones per-
tenecientes a las partículas alfa que estructuran los cúmulos. Los siguientes
tres niveles disponibles serían E3, E4, E5, si no tuvieramos ningún tipo de
interacción la energía de un estado con dos neutrones en , digamos el primer
nivel libre sería simplemente 2E3, tomando en cuenta la interacción de aco-
plamientolos eigenvalores vienen de diagonalizar la siguiente matríz:

−G+ 2E3 −G −G
−G −G+ 2E4 −G
−G −G −G+ 2E5

 (3.18)

Usando los resultados experimentales del Berilio nueve para las últimas
tres capas (3,4,5).

E1 = 1s1/2 K → 1
2

+ = −10.38MeV

E2 = 1p3/2 K → 1
2

− = −3.8071MeV

E3 = 1p3/2 K → 3
2

− = −2.38MeV

E4 = 1p1/2 K → 1
2

− = 1.33MeV

E5 = 1d5/2 K → 1
2

+ = 0.45MeV

(3.19)

Se muestra a continuación los distintos casos:

La figura 3.1 nos muestra el resultado de N = 2, Ω = 3, ν = 0, caso que
usamos de ejemplo. La notación que se usa para nombrar las funciones en
estas gráficas es, dos partículas en el nivel E3 son nombradas como 2E3 → 33
Los nivles energéticos están en función del parámetro G que determina la in-
tensidad de la interacción de apareamiento, en este caso se puede ver como
el nivel de menor energía se separa de los siguientes dos.
La figura 3.2 ilustra el caso de cuatro partículas acopladas distribuidas en
cuatro niveles, podriamos decir que estamos tomando un par de neutrones
del cluster y, por lo tanto, el estado E2 queda disponible lo que corresponde
al caso Ω = 4 N = 4 ν = 0. Aquí se observa como los niveles se desdoblan
en tres bandas.
Finalmente, la figura 3.3 todos los neutrones están sujetos a la interación de
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acoplamiento y los cinco niveles energéticos están disponibles. Aunque no es
drástica la diferencia, se puede apreciar la formación de cuatro bandas

Figura 3.1: Interacción de acoplamiento para dos partículas acopladas distribuídas en tres
niveles

Figura 3.2: Interacción de acoplamiento para cuatro partículas acopladas distribuídas en
cuatro niveles
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Figura 3.3: Interacción de acoplamiento para seis partículas acopladas distribuídas en cinco
niveles

Las siguientes figuras, 3.4, 3.5 muestran el caso en que la señoridad, o se-
nority es igual a dos, es decir tenemos un par de neutrones no acoplados, que
deberán ocupar niveles distintos. Para mantener las etiquetas de las gráficas
en una notación comprensible, nos basaremos en la notación de la ecuación
3.19 (tecnicamente hablando es una tabla pero esta dentro de la numeración
de las ecuaciones) donde escribiremos 5 = E5 etcétera.

La figura 3.4 corresponde al caso Ω = 4 N = 4 ν = 2, se observa clara-
mente que los doce estados forman dos bandas distintas. En la figura 3.5
correspondiente al caso Ω = 5 N = 6 ν = 2 no es tán claro al principio,
pero conforme la interacción aumenta se observa también la separación en
dos bandas.

Finalmente en la figura 3.6 se ilustra el caso de Ω = 5 N = 6 ν = 4 de-
bido a la cantidad de partículas no acopladas la interacción de acoplamiento
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afecta de la misma manera a todos los estados por lo que cualitativamente
no hay una diferencia relativa entre cada estado al aumentar la interacción
de acoplamiento.

Figura 3.4: Interacción de acoplamiento para dos partículas acopladas, y dos desacopladas,
distribuídas en cuatro niveles

Figura 3.5: Interacción de acoplamiento para cuatro partículas acopladas, y dos desaco-
pladas, distribuídas en cinco niveles
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Figura 3.6: Interacción de acoplamiento para dos partículas acopladas, y cuatro desaco-
pladas, distribuídas en cinco niveles

Ahora vamos a comparar el efecto que tienen las partículas no acopladas
de manera cualitativa, dejando N y Ω fijos.
En las figuras 3.7 y 3.8 y 3.9 tenemos los casos de Ω = 4 N = 4 y Ω = 5
N = 6 respectivamente, podemos observar en la figura 3.7 como los niveles
se desdoblan, pero las bandas energéticas mantienen la misma estructura, si
bien el nivel de menor energía no es accesible al desacoplar un par de partí-
culas, este comportamiento es de esperarse, pues los estados acoplados son
más estables bajo esta interacción, estados con partículas desacopladas son
menos estables.
La figura 3.8 reafirma esta interpretación, vemos que con un par de partículas
no acopladas pasamos de tener tres niveles a dos niveles desdoblados, y al
aumentar a dos pares desacoplados, tenemos solamente una banda energética
desdoblada aún más.



32 CAPÍTULO 3. NIVELES ENERGÉTICOS

Figura 3.7: El efecto de desacoplamiento de dos partículas para el caso Ω = 4 N = 4

Figura 3.8: El efecto de desacoplamiento de partículas para el casoΩ = 5 N = 6

Finalmente, para no dejar nada al aire vamos a dejar fija la cantidad de
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partículas desacopladas para comparar el efecto de los niveles y cantidad de
partículas disponibles, en la figura 3.9 tenemos todas las partículas acopla-
das, aunque no tan claro como en el caso anterior, cuando G es más grande
se observa la misma estructura de bandas, los mismos niveles.
Estamos poniendo un límite en los niveles energéticos superiores, eso quiere
decir que partimos de E5, E4, E3 y Ω aumenta cuando permitímos que las
partículas estén en E2 y así sucesivamente.

La figura 3.10 es un caso análogo a la figura 3.9 con 2 partículas desaco-
pladas. El comportamiento es análogo aunque es importante mencionar que
a mayor cantidad de niveles las bandas se vuelven más anchas.

Figura 3.9: Distintos casos con todas las partículas acopladas; ν = 0

3.4. Interacción de Delta Superficial
La Interacción Delta Superficial, que abreviaremos SDI por sus siglas en

inglés es la siguiente alternativa que utilizaremos para describir la interacción
entre partículas. Para darnos una idea intuitiva consideremos una interacción
delta:

−V δ(x− x0) (3.20)
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Figura 3.10: Distintos casos con dos partículas desacopladas;ν = 2

Este tipo de interacciones se desvanecen para cualquier valor de x exepto en
x0 y tiene una magnitud V . De manera análoga la SDI viene dada por la
siguiente fórmula:

VSDI = −V0δ(r⃗1 − r⃗2)δ(r1 −R0)(1 + ασ⃗1 · σ⃗2) (3.21)

Aquí vemos que el primer término es idéntico al anterior, y los nucleones
solo interactúan cuando se encuentran en la misma posición. Su movimiento
está delimitado a un radio r0 de ahí el segundo término de esta ecuación
y finalmente el último término viene dado por la simetría de isospin entre
nucleones, es una simetría que tomaremos en cuenta en esta interacción que
nos ayudara a delimitar las energías permitidas. Aquí la magnitud de esta
interacción esta determinada por el término V0

Antes de continuar, podemos observar que este potencial tiene una simetría
aparentemente esférica, delimitada a una esfera de radio r0; sin embargo, este
problema es facilmente evitado cuando tomamos en cuenta como aplicamos
esto al CSM, como vimos en el capítulo 2, resolvemos el CSM en la base
del oscilador harmónico, es decir cada estado está reescrito de la siguiente
manera:
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| K⟩ =
∑

n,l,j,m=K

CK
n,l,j,m | n, l, j,m⟩ (3.22)

Donde la única restricción es que debido a la simetría del problema debemos
usar estados del oscilador donde m = K.
Así, calculando los elementos de matriz en la base del oscilador harmónico,
lo cual permite una descripción adecuada de la interacción en el CSM.

⟨K1 | ⟨K2 | VSDI | K3⟩ | K4⟩

=
∑

n1,l1,j1

∑
n2,l2,j2

∑
n3,l3,j3

∑
n4,l4,j4

CK1
n1,l1,j1,m1C

K2
n2,l2,j2,m2C

K3
n3,l3,j3,m3C

K4
n4,l4,j4,m4

×⟨n1, l1, j1,m1 | ⟨n2, l2, j2,m2 | VSDI | n3, l3, j3,m3⟩ | n4, l4, j4,m4⟩ (3.23)

Para hacer estos cálculos hacemos uso de los simbolos 3 − J de Wigner
o equivalentemente de los coeficientes de Clebsch-Gordan, en las siguientes
expresiones usarémos los simbolos 3-J.
La expresión obtenida es la siguiente:

∑
ni,li,ji,J

Cµ1
n1,l1,j1C

µ2
n2,l2,j2C

µ3
n3,l3,j3C

µ4
n4,l4,j4

√
(2j1 + 1)(2j2 + 1)(2j3 + 1)(2j4 + 1)

(2J + 1)1 + (−1l1+l2+l3+l4)
2

1 − (−1J+1+l3+l4)
2 (−1j1+l2+j3+l4+1)(

j3 j4 J
m3 m4 −M

)(
j1 j2 J
m1 m2 −M

)(
j1 j2 J
1
2 −1

2 0

)(
j3 j4 J
1
2 −1

2 0

)
F0 (3.24)

En el caso en que hay pairingM = 0 usamos la siguiente identidad C µ̄1
n1,l1,j1,m1 =

−1j+mCn1,l1,j1,−m1 y obtenemos la siguiente exprresión:

∑
ni,li,ji,J

Cµ1
n1,l1,j1C

µ2
n2,l2,j2C

µ3
n3,l3,j3C

µ4
n4,l4,j4

√
(2j1 + 1)(2j2 + 1)(2j3 + 1)(2j4 + 1)

(2J + 1)1 + (−1l1+l2+l3+l4)
2

1 − (−1J+1+l3+l4)
2 (−1j1+j2+j3+j4+l2+l4+m2+m4+1)(

j3 j4 J
m3 −m4 0

)(
j1 j2 J
m1 −m2 0

)(
j1 j2 J
1
2 −1

2 0

)(
j3 j4 J
1
2 −1

2 0

)
F0 (3.25)
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Esta expresión expresa la parte angular explícitamente, el término F0 ex-
presa la parte radial, está dada por la siguiente expresión:

F0 = −V o

4π R
2
0R

∗
n1,l1(R0)R∗

n2,l2(R0)Rn3,l3(R0)Rn4,l4(R0) (3.26)

Donde el término Rn,l(r) viene de la solucion radial para el oscilador harmó-
nico tridimensional.

Rn,l(r) =

√√√√ 2n−l
2 !

Γ[n+l+3
2 ]α3 ( r

α
)le− r2

2α2L
l+ 1

2
n−l

2
( r

2

α2 ) (3.27)

Finalmente, al computar esta interacción y comparando con los resultadeos
experimentales podemos determinar el valor de V0, dejaremos esto para la
parte de los resultados.



Capítulo 4

Transiciones Electromagnéticas

4.1. Transiciones electromagnéticas

Las transiciones electromagneticas juegan un rol muy importante en la
física nuclear. El estudio del decaimento nuclear via decaimiento gamma pre-
senta una prueba de los modelos nucleares. Una vez que se han obtenido las
eigenfunciones de un hamiltoniano y se han determinado constantes compa-
rando con las energías experimentales, se ponen a prueba las funciones de
onda obtenidas de estos con los operadores de transición. El estudio de los
decaimientos gamma permite determinar la paridad y el spin de los estados
exitados. En el presente trabajo se estudia el operador de trasicion reducida
B(λ; JP i

i → JP f
f ) .

Dentro del CSM tendrán mucho peso la parte de un cuerpo (SP por sis
siglas en ingles Single Particle) un orden de magnitud más grande que la
interacción de dos partículas, en el caso que analizaremos serán neutrones,
sin embargo, estas permiten transiciones entre distintas bandas, lo cual está
prohibido en la parte SP.

Primero tenemos que definir las funciones de onda en el sistema de labo-
ratorio. Hasta ahora se trabajó en el sistema en centro de masa donde el
momento angular total no es un buen número cuántico, (aunque la proyec-
ción K sobre el eje de simetría si, debido a la configuración geométrica) en
el sistema de laboratorio, si contamos con los numeros cuánticos de paridad
P y momento angular I además de la proyección K.

37
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Considerando al Berilio diez como un cúmulo de dos partículas alfa del CSM
más dos neutrones, estos neutrones ocuparan los niveles energéticos disponi-
bles, asumiendo que los neutrones constiruyentes de las partículas alfa ocupan
los primeros niveles energéticos del CSM, éstos neutrones se encuentran en
niveles caracterizados por la proyección Ki y paridad Pi, por lo tanto, los
estados descritos tendrán una proyección K = K1 +K2 y paridad P = P1P2
además del ya mencionado momento angular total . La función de onda de-
berá a su vez ser invariante ante una transformación R−1

i Re, donde Re actua
sobre la parte rotacional de la función de onda:

ReD
I
M,K(ω) = e−iπI2DI

M,K(ω) = (−1)I+KDI
M,−K(ω) (4.1)

Aquí DI
M,K(ω) representa las funciones de Wigner. La parte R−1

i es una
trnsformación sobre la parte intrínseca de la función, Invirtiendo la proyec-
ción Ki de éstas, si escribimos la parte intrínseca de la funcion de onda en
terminos de la base acoplada:

ΦK1,K2(σ) =
∑

ni,li,ji

CK1
n1,l1,j1C

K2
n2,l2,j2(1 + δ2

1)
∑
J,K

⟨j1, K1, j2, K2 | J,K⟩(n1, n2, l1, l2, j1, j2)J,K⟩ (4.2)

Entonces, aplicando el operador R−1
i obtenemos

R−1
i ΦK1,K2(σ) = −

∑
ni,li,ji

(−1)j1+K1CK1
n1,l1,j1(−1)j2+k2CK2

n2,l2,j2(1 + δ2
1)

∑
J,K

⟨j1,−K1, j2,−K2 | J,−K⟩(n1, n2, l1, l2, j1, j2)J,−K⟩ (4.3)

La funcion de onda que describe el 10Be dentro del CSM en el sistema de
referencia del laboratorio es:

| KP 1
1 KP 2

2 ; IPMK⟩ =
√

2I + 1
16π2 ψν(τ)ΦK1,K2(σ)(1 +R−1

i Re)DI
M,K(ω) (4.4)

Para calcular las transiciones separaremos el operador de transición en
dos partes, la parte colectiva y la parte SP

Tµν = T c
µν(τ) + T sp

µν(σ) (4.5)
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Los elementos de matriz del operador de transición son:

A = ⟨KP 1
1 KP 2

2 ; IPKM | Tµν | KP 3
3 KP 4

4 ; I ′P ′
K ′M ′⟩

=

√
(2I + 1)(2I ′ + 1)

16π2

∫
dτdσdωψ∗

ν(τ)Φ∗
K1,K2(σ)D∗I

M,K(ω)

(1 +R−1
i Re)

∑
µ

Dλ
µν(ω)[T ′c

λν(τ) + T ′sp
λν (σ)]

(1 +R−1
i Re)DI′

M ′,K′(ω)ΦK3,K4(σ)ψν′(τ)
= Ac + Asp (4.6)

Es importante hacer notar que ∑µ D
λ
µν(ω)[T ′c

λν(τ)+T ′sp
λν (σ)] es la transforma-

ción del operador de transición al sistema intrínseco. El resultado obtenido
es:

Ac = δK3
K1δ

K4
K2δ

P 3
P 1δ

P 4
P 2

√√√√(2I ′ + 1)
(2I + 1)

⟨I ′,M ′, λ, µ | I,M⟩⟨I ′, K ′, λ,K −K ′ |, I,K⟩Gc
ν,ν′ (4.7)

Asp = δν′

ν

√√√√(2I ′ + 1)
(2I + 1)

⟨I ′,M ′, λ, µ | I,M⟩(⟨I ′, K ′, λ,K −K ′ |, I,K⟩Gsp
K1,K2,K3,K4

+(−1)I+K⟨I ′, K ′, λ,−K −K ′ |, I,−K⟩Hsp
K1,K2,K3,K4) (4.8)

En este caso λ = 2 los terminos G y H son:

Gc
0,0 = (Ze)cβ

2

√
5

4πδ
0
K−K′ (4.9)

Gsp =
∑

ni,li,ji

CK1
n1,l1,j1C

K2
n2,l2,j2C

K3
n3,l3,j3C

K4
n4,l4,j4∑

J,K,J ′,K′
⟨j1, K1, j2, K2 | J,K⟩⟨j3, K3, j4, K4 | J ′, K ′⟩

(1 + δ2
1)(1 + δ4

3)⟨J ′, K ′, 2, K −K ′ | J,K⟩
⟨J || T ′sp

2 || J ′⟩√
2I + 1

(4.10)
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Hsp =
∑

ni,li,ji

CK1
n1,l1,j1C

K2
n2,l2,j2C

K3
n3,l3,j3C

K4
n4,l4,j4(−1)j1+j2+K1+K2

∑
J,K,J ′,K′

⟨j1,−K1, j2,−K2 | J,−K⟩⟨j3, K3, j4, K4 | J ′, K ′⟩

(1 + δ2
1)(1 + δ4

3)⟨J ′, K ′, 2,−K −K ′ | J,−K⟩
⟨J || T ′sp

2 || J ′⟩√
2I + 1

(4.11)

Donde el operador que estamos es el de las transiciones cuadrupolares.

T el
2,µ =

∑
i

e′
ir

2
i Y2,µ(θi, ϕi) (4.12)

El elemento de matriz de este operador es:

⟨(n1, l1, j1, n2, l2, j2); J1 | T el
2,µ | (n3, l3, j3, n4, l4, j4); J2⟩ =√√√√ (2J1 + 1)(2J2 + 1)

(1 + δj2
j1δ

l2
l1δ

n2
n1 )(1 + δj4

j3δ
l4
l3δ

n4
n3 )

((−1)j1+j4+J1δj3
j1δ

l3
l1δ

n3
n1

{
j2 J1 j1
J2 j4 2

}
⟨n2, l2, j2 || T 2

el || n4, l4, j4⟩

+(−1)j1+j2+J2δj4
j2δ

l4
l2δ

n4
n2

{
j1 J1 j2
J2 j3 2

}
⟨n1, l1, j1 || T 2

el || n3, l3, j3⟩

+(−1)J1+J2+1δj4
j1δ

l4
l1δ

n4
n1

{
j2 J1 j1
J2 j3 2

}
⟨n2, l2, j2 || T 2

el || n3, l3, j3⟩

+(−1)j1+j4δ3
2δ

j3
j2δ

l3
l2δ

n3
n2

{
j1 J1 j2
J2 j4 2

}
⟨n1, l1, j1 || T 2

el || n4, l4, j4⟩) (4.13)

En esta expresión ⟨n1, l1, j1 || T 2
el || n4, l4, j4⟩ es el elemento reducido de

matriz, dado por la siguiente ecuación:

⟨n, l, j || T 2
el || n′, l′, j′⟩ =

ê

√
5(2j + 1)

4π (−1)j−j′ 1 + (−1)l+l′

2 ⟨j,−1
2 , 2, 0 | j′,−1

2⟩Rn,l,n′,l′ (4.14)

Donde ê es la carga efectiva. Esta expresión separa la parte angular y la parte
radial Rn,l,n′,l′ , está dada por la expresión:

Rn,l,n′,l′ =
Bn,lBn′,l′

8ν

∑n−l
2

k

∑n′−l′
2

k′ ak
n,la

k′
n′,l′Γ[2k+2k′+l+l′+5

2 ]) (4.15)
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La parte radial está expresada en términos de los polinomios de Laguerre,
los términos Bn,l son las constantes que normalizan estos y los términos ak

n,l

están relacionados a una expresión de estos polinomios en términos de una
expansión polinomial:

Bn,l =

√√√√ 2n−l
2 !

Γ[n+ l + 3
2 ] (4.16)

ak
n,l = bk

n−l
2 ,l+ 1

2
(4.17)

bk
n,α = (−1)k (n+ α)!

k!(n− k)!(α + k)! (4.18)

Con todos estos elementos se calculan los elementos de matriz del operador
reducido de transición.

B(2;KP3
3 KP4

4 ; I ′P ′
K ′ → KP1

1 KP2
2 ; IPK)

=
(

⟨I ′, K ′, 2, K −K ′ | I,K⟩(δK3
K1δ

K4
K2δ

P 3
P 1δ

P 4
P 2G

c
0,0 + δν′

ν G
sp)

+(−1)I+K⟨I ′, K ′, 2,−K −K ′ | I,−K⟩δν′

ν H
sp
)2

(4.19)



Capítulo 5

Resultados

Un modelo teórico es tan bueno como sus predicciones así como su capa-
cidad de reproducir resultados experimentales, entre más general sea y menos
constantes requiera ajustar mejor, ya que siempre podemos ajustar una curva
a una serie de datos con suficientes iteraciones, pero un modelo con menos
ajustes ab initio que predice los resultados obtenidos poseera una mejor re-
presentación de la fisica en cuestion, razones por las cuales la fenomenología
es fundamental.

Pasaremos a poner a prueba el CSM comparando las energías obtenidas tanto
con la interaccción de Acoplamiento como con la interacción SD, estas ponen
a prueba el hamiltoniano propuesto particularmente el potencial. Después
pasaremos a las transiciones cuadrupolares, que ponen a prueba de manera
más sensible las funciones de onda obtenidas.

5.1. Niveles energéticos en el 10Be

Hasta ahora los resultados mostrados tanto por la interacción de Pai-
ring como por la interacción SD han sido dados en el sistmea de referencia
intrinseco del núcleo, los datos experimentales son medidos obviamente en
el sistema de referencia del laboratorio, donde la energía es la suma de la
energía intrinseca con la energía rotacional:

Etotal = Eint + βl(l + 1) (5.1)

42
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Figura 5.1: Valores Energéticos experimentales del 10Be

el valor de β lo determinamos de los valores experimentales, la estructura
energética medida para el 10Be están en la figura 5.1 así como en el cuadro
5.1:

De estos resultados nos enfocaremos en los estados 0+
1 , 0+

2 , 2+, 2−, 0−.
Esto se debe a que en el CSM asumimos que la estructura de cumulos de
particulas alfa que contienen dos neutrones y dos protones ocupan los pri-
meros dos niveles, que se pueden observar en la figura 2.8, los tres siguientes
niveles disponibles son 3

2
−, 1

2
− y 1

2
+ cuyyos valores experimentales obtenidos

para el 9Be están en el cuadro 5.2.

Con estos valores podemos construir los estados mencionados previamen-
te y aplicando las interacciones construir las energías en el sistema intrinseco,
finalmente pasando al sistema del laboratorio comparamos con los resultados
experimentales, en las siguientes secciones se seguira con detalle el procedi-
miento.
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Estado Valor (MeV)
0+

1 0
2+

1 3.368
4+

1 11.76
2−

1 6.263
3−

1 7.371
4−

1 9.27
5−

1 11.93
2+

3 5.958
0+

2 6.179
2+

2 9.56
0−

1 5.96

Cuadro 5.1: Eigenestados energéticos del Berilio diez en terminos absolutos

Estado Valor (MeV)
3
2

− -2.39
1
2

− 1.33
1
2

+ 0.45

Cuadro 5.2: Eigenestados energéticos del Berilio nueve no en terminos absolutos
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5.2. Pairing interaction

El caso que nos interesa es Ω = 3, N = 2 y ν = 0 es decir tres niveles
disponibles, con dos partículas acopladas. Como se explicó en la sección 3.3
la interacción de acoplamniento solo afecta a las particulas acopladas, por
redundante que suene, por lo cual solo afecta los estados 0+ estas energías
están dadas por los eigenvalores de la matriz 3.18 y se observan en la figura
3.1, por comodidad repetiremos estas figuras

−G+ 2E3 −G −G
−G −G+ 2E4 −G
−G −G −G+ 2E5

 (5.2)

Figura 5.2: Ω = 3 N = 2 ν = 0

Una manera de ajustar el potencial de acoplamiento es basandonos en la
diferencia entre los primeros ceros, en este caso la diferencia es de 6.179MeV
graficando la diferencia entre estos en función de G
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Figura 5.3: Diferencia entre los primeros ceros y la diferencia experimental

Nos permite determinar el valor de G = 2.079MeV las siguientes figuras
nos permiten ver la estructura obtenida y esta comparada con los datos
experimentales:

Figura 5.4: Estructura energética Pairing interaction
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Figura 5.5: Paring y datos experimentales (Lineas punteadas)

Esta interaccion no afecta los estados no acoplados, es importante men-
cionar que de los valores experimentales se determinó β = 0.236MeV para
la banda 2− y se asumio el mismo valor para el caso 2+, pues por falta de
datos no se puede obtener este valor.

5.3. Interacción de Delta Superficial
De manera análoga realizaremos un análisis de la interacción de Delta

superficial (SDI por sus iniciales in inglés), es importante notar que esta
interacción está descrita en terminos de la base del oscilador armónico, como
vemos en la ecuación 4.3, dependiendo de la cantidad de capas o shells que
tomemos mejor será nuestra interacción, en este trabajo se tomaron ocho
capas, la razón principal es que para fines prácticos no es necesario tomar
más capas, ya que los resultados convergían, las siguientes figuras muestran
la intensidad de la interacción SD en función del número de capas usadas:

A diferencia de la interacción de Acoplamiento, la SDI también afecta
a los estados 2+2−0− Lo cual nos da más libertad para ajustar respecto a
otros resultados experimentales. Primero repetiremos el ajuste con respecto
a la diferencia entre el primer y el segundo estado 0+ de manera que ∆0+ =
6.179MeV . Las figuras 5.7 y 5.8 nos muestran el efecto de la interacción SD
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Figura 5.6: Intensidad de la interacción SDI en terminos de las capas usadas.
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y el ajuste ∆0+

Figura 5.7: Estados 0+ dados por la interacción SD, en funcion de V0

Figura 5.8: Diferencia entre los primeros estados 0+ valor teórico en función de V0 contra
los rsultados experimentales

Esto nos permite encontrar la intensidad de la interacción, en este caso de
V0 = 402MeV

fm4 . Con estos datos obtenemos la siguiente estructura, incluiremos
los datos experimentales:
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Figura 5.9: Espectro energético SDI y datos experimentales (Lineas punteadas)

Por otro lado, podemos ajustar con respecto al estado 2−, es uno de los
mejores candidatos, pues es el estado del cual si conocemos el parametro β
de los datos experimentales. En este caso 0+

1 − 2− = 6.263MeV . Repitiendo
para este caso el proceso para hallar la intensidad de V0, ilustrado en la figura
5.10 obtenemos un valor distinto, que pondremos a prueba con el resto de
las energías para evaluar este ajuste.

E n este caso determinamos V0 = 1450MeV
fm4 lo cual nos da la estructura

de la figura 5.11; Si bien este ajuste tiene además una mejora para el estado
2+ es a costa del ajuste anterior, es claro que los valores obtenidos para vo

son muy distintos como para poder obtener ambos estados simultaneamente.

Para cerrar esta parte del análisis obtendremos un punto medio donde la
diferencia con los resultados experimentales se minimice, para esto basta con
hallar el minimo de la ecuación 5.3:

(0+(vo) − 0+
exp)2 + (2−(vo) − 2−

exp)2 (5.3)

La figura 5.12 ilustra el comportamiento de esta ecuación. De manera inme-
diata es facil determinar que mínimo se encuentra vo = 979MeV

fm4

Una vez determinado el valor óptimo de vo graficaremos la estructura
energética correspondiente para así poder cotejar con los resultados experi-
mentales, el ajuste se observa en la figura 5.13
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Figura 5.10: Diferencia con el estado 2− Valor teórico en función de V0 y el valor experi-
mental

Figura 5.11: SDI segundo ajuste y datos experimentales (Lineas punteadas)
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Figura 5.12: en esta figura se observa como para V0 = 979 MeV
fm4 la diferencia con los

resultados experimentales se minimiza

Figura 5.13: Esta es la estructura obtenida al minimizar la diferencia entre los resultados
teoricos y los experimentales
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5.4. Transiciones Eléctricas
Las transiciones eléctricas calculadas por la ecuación 4.21 son compara-

das con los resultados experimentales. Al igual que con la interacción SD
calculamos con ocho capas del oscilador harmónico al expander las eigen-
funciones. Esto debido a que los resultados convergen a partir de seis, por lo
que más capas solamente añaden tiempo de cómputo sin mejorar la presición.

Al momento de redactar este trabajo, solamente se cuenta con resultados
experimentales para llas siguientes transiciones electricas cuadrupolares del
10Be

B(E2; 2+
1 → 0+) = 9.2(3)e2fm4 (5.4)

B(E2; 2+
2 → 0+) = 0.11e2fm4 (5.5)

Tenemos únicamente dos parametros que podemos ajustar al realizar este
cálculo, la carga efectiva ê y la distancia entre los centros de los cúmulos,
denominada β.

La ecuación 4.13 para la transición 5.4 da como resultado

1
5

(
− 5.654285ê+ 2

√
5
π
β2
)2

(5.6)

Cuyo comportamiento se puede observar en la figura 5.14 Mientras que pa-
ra la ecuacion 5.5 la transición carece de parte colectiva por lo que queda
solamente la dependencia de la carga efectiva, la expresción calculada es:

26.9695ê2 (5.7)

La cual describe una parábola como se observa en la figura 5.15.
Si usamos el valor obtenido de beta en el 9Be, es decir β = 1.82fm la

ecuación 5.6 se convierte en la siguiente expresión (se puede observar en la
figura 5.16):

1
5

(
− 5.654285ê+ 8.35762

)2

(5.8)

Esto con el fin de generalizar el modelo del CSM del 9Be, y de esta forma
cotejar los datos experimentalescontra el modelo del CSM donde
10Be →9 Be+ n.
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Figura 5.14: Ecuación 5.6 de las transiciones electricas cuadrupolares en funcion de la
carga efectiva ê

Para obtener un ajuste a estos valores vamos a considerar ambas ecuaciones
así como los valores experimentales, sea ∆M la maxima diferencia obtenida
entre el valor experimental y nuestras ecuaciones dentro de un intervalo razo-
nable, en este caso el rango graficado. La ecuación en cuestión, formada por
las ecuaciones 5.7 y 5.8 llamemoslas BE00(ê) y BE02(ê) respectivamente,
es:

1
2

[(
BE00(ê) − 9.2

∆M1

)2

+
(
BE02(ê) − 0.11

∆M2

)2]
(5.9)

Esta ecuacion nos proporciona la diferencia normalizada entre los calculos del
CSM y los valores experimentales, Esta función tiene un mínimo en ê = 0.21e,
como se observa en la grafica de la figura 5.17.
La figura 5.17 nos muestra que para una carga efectiva de alrededor de 0.21e
tenemos una diferencia del 5 % respecto a los resultados experimentales. Los
valores de estas transiciones dentro del CSM son:

B(E2; 2+
1 → 0+) = 10.28e2fm4 (5.10)

B(E2; 2+
2 → 0+) = 1.18e2fm4 (5.11)
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Figura 5.15: Ecuación 5.7 de las transiciones electricas cuadrupolares en funcion de la
carga efectiva ê

Figura 5.16: Ecuación 5.8 de las transiciones electricas cuadrupolares en funcion de la
carga efectiva ê
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Figura 5.17: Diferencia normalizada entre los valores obtenidos y los valores experimen-
tales en funcion de la carga efectiva

Con esto tenemos todos los datos calculados en el presente trabajo para el
CSM aplicado al 10Be



Capítulo 6

Análisis de Resultados

En los primeros dos capítulos se menciona la motivación y los beneficios de
usar el CSM, configuración geométrica, estabilidad de partículas alfa, menor
cantidad de funciones para describir los componentes, entre otras, además de
que los primeros capitulos exponen este modelo aplicado ya previamente al
9Be, probando ser una buena aproximación para su descripción. El objetivo
principal de esta tesis es expandir esta descripción al caso en el que hay dos
neutrones en el berilio es decir 10Be.

La calidad de un modelo viene no solamente de su capacidad para ajustarse
a una serie de datos, cualquier expansión de polinomios puede ajustarse, la
calidad de un modelo consiste en que, además, hace predicciones de nuevos
datos, cuya medición daran o no el visto bueno a este. La aplicabilidad de
este modelo a distintos escenarios, es bastante prometedora, si bien estamos
explorando el CSM en el Berilio, este modelo es aplicable al Oxígeno y al
Carbono con configuraciones tetrahedral y triangular, el presente trabajo se-
ría el primer paso para aplicar este modelo al 10B, 14C y 18O entre otros, en
fin un buen modelo dara buenas predicciones así como una gran versatilidad,
todo esto requiere una comprención de la física subyacente, cosa que el CSM
elaborado por el Dr Bijker tiene de sobra.

Nada de esto puede evaluarse sin cotejar con los datos experimentales, sin
más preambulos comenzamos.
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6.1. Potenciales

Debido a que solo afecta particulas acopladas solamente podemos ajustar
la interacción respecto a los estados 0+, en el caso que estamos estudiando,
la energía viene por la diagonalización de la matriz 5.2 que está ilustrado
en la figura 5.2. Estamos considerando dos partículas acopladas en tres ni-
veles disponibles para ocupar. El potencial no afecta ninguno de los otros,
como se observa en la figura 5.5, donde el mejor valor para esta interacción
es G = 2.079MeV no presenta un buen ajuste para los otros estados.

Por otro lado, el segundo potencial estudiado, el Potencial de Interacción
Delta Superficial interactúa con otros estados, no únicamente con aquellos
con proyección de momento angular cero, lo que va a permitir un mejor ajuste
al determinar la magnitud de esta interacción. Es importante hacer notar que
en este caso la interacción SD debe tomar en cuenta la geometria propues-
ta por el CSM, esta interacción, podríamos decir que permite la interacción
entre los neutrones mientras se encuentran en la superficie de los cúmulos.
Debido a esto las unidades para la constante V0 que determinan la magnitud
de esta interacción son de MeV

fm4 (son unidades que se derivan de manera natu-
ral al desarrollar esto matemáticamente, el comentario hace referencia a una
interpretación, la potencia a la cuarta podemos entenderla cualitativamente
como una consecuencia de que estamos aplicando esta interacción por unidad
de área a dos particulas).
En la figura 5.12 determinamos que en este caso V0 = 979MeV

fm4 , en la figura
5.13 se observa el ajuste de esta interacción, mucho más cercano a los esta-
dos 0+, 2+ y 2−, desafortunadamente el estado 0− se comporta distinto en
cualquier caso.
Es mi opinión que ésta interacción, que va muy ad hoc con el CSM, representa
una buena aproximación para la descripción del Berilio, sobre todo tomando
en cuenta que estamos continuando un trabajo ya aplicado al 9Be y rela-
cionado al Algebraic Cluster Model que fue aplicado al 8Be. La verdadera
prueba de fuego del presente trabajo será aplicarlo a las transiciones elec-
tromagnéticas, en este caso transiciones eléctricas cuadrupolares, donde las
funciones suelen ser más suceptibles, ya que un buen ajuste al Hamiltoniano
no necesariamente implica un buen comportamiento de sus Eigenfunciones a
otros operadores.
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6.2. Funciones de Onda
El operador de las transiciones electricas cuadrupolares aplicado al CSM

fue ilustrado el la última parte del capítulo anterior, como se mencionó que-
daban dos parámetros, la carga efectiva y la distancia entre los clusters.
La carga efectiva calculada para un nucleo con simetría esférica en el caso de
las transiciones cuadrupolares es:

e2 = ê+ Z

2A

2
= 0.24e (6.1)

en nuestro modelo la carga efectiva tiene un valor de 0.21e es un valor su-
ficientemente cercano, dentro del mismo orden de magnitud, esto debido a
que la ecuación 5.7 es sumamente sensible a este parámetro, usando el valor
de 0.21 obtenemos un resultado que difiere por un orden de magnitud. Esto
debido a que en ésta ecuación solamente juegan un papel las interacciones
single particle, y no la parte colectiva, (checar ecuaciones 4.14 4.15 y 4.16
para ver con más detalle como cuando las transiciones son entre distintyas
bandas la parte colectiva es cero(representado por una δν

ν )).

La ecuacion 5.6 representando transiciones en la misma banda es domina-
da por la parte colectiva sujeta al valor de β, en la figura 6.1 observamos
que para un valor de 1.75fm es decir, unicamente 0.07fm menos que el valor
calculado para el 9Be obtenemos el mejor ajuste. Esta es una diferencia de
solamente él 3.84 % muy buena estimación sobre todo considerando que no
hay una medida experimental que podamos tomar de β para el caso especí-
fico del Berilio diez, por lo que un ajuste con un valor tan cercano al Berilio
nueve viene siendo un buen indicador. Mientras β no se aleje de manera sig-
nificativa de este valor este modelo no perdera presición.
El CSM no es el primer modelo que describe estas transiciones o al 10Be la si-
guiente tabla nos muestradistintos modelos y los resultados obtenidos: Como
podemos observar el CSM obtiene resultados muy cercanos a los experimen-
tales, en esta tabla extraida de [23] podemos comparar con otros modelos,
en este caso tenemos Green’s Function Monte Carlo (GFMC) con diferentes
potenciales, así como en No-Core Shell Model (NCSM), la presición del CSM
muestra que aproximar al núcleo como un cúmulo de partículas alfa es una
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Figura 6.1: Diferencia normalizada entre los valores obtenidos y los valores experimentales
en funcion de la carga efectiva y la distancia entre cúmulos; β

B(E2; 2+
1 → 0+) B(E2; 2+

2 → 0+)
NCSM 9.8(4) 0.2(2)
GFMC(AV18) 10.5(4) 3.4(2)
GFMC(AV18+IL2) 8.1(3) 3.3(2)
GFMC(AV18+IL7) 8.8(4) 1.8(1)
CSM (β=1.75fm) 9.46(4) 0.6(2)
CSM (β=1.82fm) 10.28(4) 1.18(2)
Expt 9.2(3) 0.11(2)

aproximación acertada, si bien no aislada pues es una continuacion del tra-
bajo hecho previamente para el 8Be y el 9Be en el primer caso el valor de β
es de 1.82 fm. Esto pone al CSM como un modelo que va más allá de una
aproximación a un núcleo en particular, es un modelo para la descripción de
núcleos ligeros, pues muestra que para nucleos vecinos ah probado ser una
buena descripción.
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6.3. Conclusiones
Una vez analizados todos los resultados es claro que el CSM es una apro-

ximación bastante certera cuando se trata de la descripción de los nucleos
ligeros, por un lado la parte single particle del modelo, como su nombre lo
dice, es relativamente sencilla de trabajar comparada con modelos de mu-
chos cuerpos donde el número de interacciones entre estos crece de manera
acelerada y a la mitad de la tabla periódica tenemos un número colosal de
ecuaciones, mientras que la parte colectiva, tratandose de un par de partícu-
las puede calcularse con facilidad y permite un muy buen ajuste, podemos
decir con certeza que los datos obtenidos, además de coincidir con lo observa-
do experimentalmente, dan luz verde para investigar y aplicar el CSM a otros
nucleos atómicos como el Boro, Carbono, Nitrógeno,Oxígeno, Fluor y Neón.
También abre la posibilidad a el estudio de reacciones de transferencia de
nucleones, una vez teniendo las distintas eigenfuncionesde distintos nucleos,
podemos concluir que este es solamente un primer paso en el desarrrollo de
un modelo efectivo en los nucleones ligeros.



Capítulo 7

Apendices

7.1. Soluciones exactas U(4)
Veremos el caso de U(3k− 2) ⊃ U(3k− 3) con k = 2, es decir el oscilador

armónico en 3 dimensiones:

HΨ = EΨ (7.1)

H = − ℏ2

2m∇2 + mw2

2 (x2 + y2 + z2) (7.2)

Ψ = Ψ(x, y, z) (7.3)

En vez de resolverlo de la manera usual, pasando a coordenadas esféricas y
separando variables definimos los operadores de creación y aniquilación:

bi = 1√
2

(ri + d

dri

)

b†
i = 1√

2
(ri − d

dri

)

i = 1, 2, 3 (7.4)

Estos operadores cumplen con las relaciones de conmutación

[bi, b
†
j] = δij (7.5)

[bi, bj] = [b†
i , b

†
j] = 0 (7.6)
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Es fácil reescribir el hamiltoniano de la siguiente manera

H =
3∑

i=1
(b†

ibi + 1
2) (7.7)

Cuyos eigenvalores son:
En = n+ 3

2 (7.8)

Ahora caracterizaremos el álgebra del oscilador harmónico encontrando los
operadores invariantes, en este caso sabemos que son L2 y Lz, podemos re-
escribir estos en términos de los operadores de creación y aniquilación de la
siguiente manera:

Lx = −i(b†
2b3 − b†

3b2)
Ly = −i(b†

3b1 − b†
1b3)

Lz = −i(b†
1b2 − b†

2b1)
L2 = L2

x + L2
y + L2

z (7.9)

Estos operadores cumplen con el hamiltoniano la invariancia ante el conmu-
tador pues

[H,L2] = [H,Lz] = [L2, Lz] = 0 (7.10)
Tratándose este problema del grupo U(3) la cadena de subgrupos contenida
es

U(3) ⊃ SO(3) ⊃ SO(2) (7.11)
Como estos operadores conmutan entre sí las funciones de onda satisfacen
las ecuaciones de eigenvalores

H | n, l,m⟩ = (n+ 3
2) | n, l,m⟩ (7.12)

L2 | n, l,m⟩ = l(l + 1) | n, l,m⟩ (7.13)
Lz | n, l,m⟩ = m | n, l,m⟩ (7.14)

Para resolver el problema de los eigenvalores y como se relacionan entre sí,
definimos operadores de ascenso y descenso de cada álgebra y subálgebra.
Definimos los siguientes operadores que conservan el momento angular:

Q+ = 1
2

3∑
i=1

b†
ib

†
i Q− = 1

2

3∑
i=1

bibi (7.15)
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Usando las propiedades de los operadores de creación y aniquilación se ob-
tienen las siguientes relaciones:

[H,Q±] = ±2Q± [Q−, Q+] = H (7.16)

De ahí se puede observar cómo actúan como operadores de ascenso y descenso

HQ± | n, l,m⟩ = (En ± 2)Q± | n, l,m⟩ (7.17)

Por lo tanto Q±Ψ es también un eigenestado del Hamiltoniano, pero con
eigenvalor En ±2. El Hamiltoniano es siempre positivo por lo que debe existir
el estado de mínima energía en el cual

Q− | n0, l,m⟩ = 0 (7.18)

Usando la identidad

Q+Q− = 1
4 = [n̂(n̂+ 1) − L2] (7.19)

Con ∑ b†
ibi = n̂ para obtener

Q+(Q− | no, l,m⟩) = 0 = 1
4[n0(n0 + 1) − l(l + 1)] | no, l,m⟩ (7.20)

Por lo tanto, dado un momento angular l, la mínima energía de ese estado
es n0 = l y el operador Q+ genera los demás estados con el mismo momento
angular l, y los valores permitidos de n serían n = l, l + 2, l + 4, l + 6, ...,
podemos concluir que dado un eigenestado

| n, l,m⟩ ⇒ l = n, n− 2, n− 4, ...

1 si n es impar
0 si n es par

(7.21)

Así la eigenfunción normalizada es

| n, l,m⟩ =
[ 2n−l(2l + 1)!!
(n− l)!!(n+ l + 1)!!

] 1
2
(−Q+)

n−l
2 | l, l,m⟩ (7.22)

Análogamente podemos definir el siguiente operador para los estados del
momento angular

L± = Lx ± iLy (7.23)
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que satisface las siguientes relaciones:

[Lz, L±] = ±L± [L+, L−] = 2Lz (7.24)

Da pie a la relación entre la proyección del momento angular m y l:

m = −l,−l + 1,−l + 2, ..., l − 1, l (7.25)

y las eigenfunciones normalizadas son:

| l, l,m⟩ =
[ (l +m)!
(2l)!(l −m)!

]n−l
2

(L−)l−m | l, l, l⟩ (7.26)

| l, l, l⟩ = 1√
l!
l
(−b†

1 − ib†
2√

2

)
| 000⟩ (7.27)

resolviendo así exactamente el problema del oscilador armónico en 3 dimen-
siones sin la necesidad de recurrir a ecuaciones diferenciales.

En esta cadena, correspondiente al oscilador armónico tenemos los eigen-
valores relacionados a los subgrupos y los generadores de la siguiente forma:∣∣∣∣∣U(4) ⊃ U(3) ⊃ SO(3) ⊃ SO(2)

N n l m

〉
(7.28)

Las relaciones quedan como:

n = 0, 1, 2, ..., N
l = n, n− 2, n− 4, ..., 1 ó 0
m = −l,−l + 1,−l + 2, ..., l − 1, l (7.29)

Además, para complementar a las ecuaciones (2.36), (2.40) y (2.41) tenemos:

| Nnlm⟩ = 1√
(N − n)!

(b†
4)N−n | nnlm⟩ (7.30)

A continuación están las relaciones de las eigenfunciones:

N̂ | N, n, l,m⟩ = N | N, n, l,m⟩
n̂ | N, n, l,m⟩ = n | N, n, l,m⟩
L2 | N, n, l,m⟩ = l(l + 1) | N, n, l,m⟩
Lz | N, n, l,m⟩ = m | N, n, l,m⟩ (7.31)
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Finalmente, analizamos el espectro del oscilador harmónico. Dado el ha-
miltoniano (ec 2.21) los niveles de energía están dados por la fórmula:

E =
(
n+ 3

2

)
(7.32)

7.2. Oscilador Morse Cuántico
La otra cadena, el límite SO(4) corresponde a un oscilador Morse tridi-

mensional, ∣∣∣∣∣U(4 ⊃ SO(4) ⊃ SO(3) ⊃ SO(2)
N w l m

〉
(7.33)

En este caso la relación entre los distintos valores de los eigenvalores es la
siguiente:

w = N,N − 2, N − 4, N − 6, ..., 1 ó 0
l = 0, 1, ..., w
m = −l,−l + 1, ..., l (7.34)

Los generadores de SO(4) son:

DJ = −i(b†
jb4 − b†

4bj) Lj = −iϵjklb
†
kbl (7.35)

Definimos los operadores de creación y aniquilación de un par de bosones de
esta manera:

P † =
∑

µ

b†
µb

†
µ (7.36)

P =
∑

µ

bµbµ (7.37)

Así podemos escribir fácilmente el Hamiltoniano como:

H2 = κP †
±P± + βL2 (7.38)

Las ecuaciones de eigenvalores son:

N̂ | N,w, l,m⟩ = N | N,w, l,m⟩
(L2 + T (El)2) | N,w, l,m⟩ = w(w + 2) | N,w, l,m⟩

L2 | N,w, l,m⟩ = l(l + 1) | N,w, l,m⟩
Lz | N,w, l,m⟩ = m | N,w, l,m⟩ (7.39)
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. Si bien los operadores de creación y aniquilación son los mismos que hemos
estado usando para definir el resto de los operadores, conviene mas en este
caso pasar a coordenadas hiperesféricas ([19]):

x = r sin(χ) sin(θ) cos(ϕ)
y = r sin(χ) sin(θ) sin(ϕ)

z = r sin(χ) cos(θ)
s = r cos(χ) (7.40)

Así los operadores se transforman de la siguiente manera:

N̂ = 1
2

(
− 1
r3

∂

∂r

(
r3 ∂

∂r

)
+ L̂2 + D̂2

r2 + r2 − 4
)

(7.41)

L̂2 + T (El)2 = − 1
sin2 χ

∂

∂χ

(
sin2 χ

∂

∂χ

)
+ L̂2

sin2 χ
(7.42)

L̂2 = − 1
sin θ

∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+ L̂2

z

sin2 θ
(7.43)

L̂2
z = −i ∂

∂ϕ
(7.44)

Resolvemos esta ecuación usando la separación de variables:

Ψ(r, χ, θ, ϕ) = RNw(r)Swl(χ)Ylm(θ, ϕ) (7.45)

Resolviendo las ecuaciones de eigenvalores obtenemos las eigenfunciones nor-
malizadas:

Swl(χ) = 2ll!
[2(w − l)!(w + 1)
π(w + l + 1)!

] 1
2

sin(χ)lC l+1
w−l(cos(χ)) (7.46)

RNw = (−1)N−w
2

[ 2(N−w
2 )!

(N+w+2
2 )!

] 1
2
rwe

−r2
2 Lw+1

N−w
2

(r2) (7.47)

Donde C l+1
w−l(x) son los polinomios de Gegenbauer, Lw+1

N−w
2

(x) son polinomios
asociados de Laguerre y Ylm(θ, ϕ) son armónicos esféricos
Análogamente al oscilado armónico analizamos el espectro de energías del
oscilador Morse.
Dado el Hamiltoniano llegamos a la siguiente estructura en sus niveles de
energía

(N − w)(N + w + 2) + βl(l + 1) (7.48)
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Donde los valores posibles de w = N,N − 2, N − 4, ..., 0 o 1 dependiendo si
N es par o impar, y l = w,w − 1, w − 2, ..., 0. Si tomamos N = 4 yk = 2
obtenemos el espectro de energías de la figura 2.2.

7.3. Coordenadas Hiperesféricas
Cada punto en R2 puede ser representado por un único par de coorde-

nadas {x, y}, conocidas como coordenadas cartesianas. Sin embargo, no es
la única forma de representar un punto en R2. Otra manera de hacerlo es
recurrir a coordenadas polares. El punto caracterizado {x, y} se puede re-
presentar de manera única por la distancia de este al origen y el ángulo que
forma con algun eje, en este caso digamos el eje x. Trazando un triángulo
rectángulo donde el cateto adyacente es la coordenada x y el cateto opuesto
la coordenada y obtenemos las siguientes relaciones:

r =
√
x2 + y2

tan(θ) = y

x
⇐⇒ θ = arctan(y

x
) (7.49)

Donde θ es el ángulo entre el eje x y la recta que va del punto al origen. De
estas ecuaciones podemos obtener las coordenadas cartesianas en terminos
de las variables r, θ. A partir de este momento adoptaré la notación r = r1
con motivo de simplificar la notación en calculos posteriores:

x = r1 cos(θ)
y = r1 sin(θ) (7.50)

Dado r1 = c con c una constante mayor o igual a cero los puntos que quedan
representan un círculo de radio c. Si c = 1 obtenemos el círculo unitario es-
crito como S1 en geometría.

Llevando esta idea a R3 tomamos un punto caracterizado por por las coor-
denadas {x, y, z}, la distancia del origen al punto es:

r2 =
√
x2 + y2 + z2 (7.51)

Conviene notar que x2+y2 = r2
1, por lo que la ecuación 5.3 se puede reescribir

como:
r2 =

√
r2

1 + z2 (7.52)
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De aquí podemos repetir el proceso anterior de las coordenadas poolares esta
vez con el triángulo formado por r2, r1, z siendo r2 la hipotenusa, r1 el cateto
opuesto y z el cateto adyacente, entonces:

ϕ = arctan(r1

z
) = arctan(

√
x2 + y2

z
) (7.53)

Donde ϕes el ángulo entre el plano xy y el eje z, además:

tan(ϕ) = sin(ϕ)
cos(ϕ) = r2 sin(ϕ)

r2 cos(ϕ) = r1

z
(7.54)

y de esta última ecuación y las ecuaciones 5.2, 5.3 podemos deducir la ex-
preción de las coordenadas cartesianas en término de coordenadas esféricas:

x = r2 sin(ϕ) cos(θ)
y = r2 sin(ϕ) sin(θ)

z = r2 cos(ϕ) (7.55)

Es importante notar que en este caso basta con darle un intervalo ϕ ∈ {0, π}
para poder representar cualquier punto en R3; y si r2 = c se obtiene una
esfera de radio c , en particular con c = 1 obtenemos la esfera unitaria S2.

Finalmente, para llegar a las coordenadas hiperesféricas en R4 repetimos
el proceso anterior para el punto {x, y, z, w} podemos realizar un proceso
análogo al de las coordenadas esféricas y de las polares de la siguiente ma-
nera:

r3 =
√
x2 + y2 + z2 + w2 =

√
r2

2 + w2 (7.56)
Entonces si nombramos ψ el ángulo entre el espacio xyz y el eje w obtenemos

ψ = arctan(r2

w
) (7.57)

y así usando las relaciones anteriores de la misma manera en que las usamos
para las coordenadas esfericas obtenemos las cordenadas cartesianas de R4

en terminos de las variables hiperesféricas [19]

x = r3 sin(ψ) sin(ϕ) cos(θ)
y = r3 sin(ψ) sin(ϕ) sin(θ)

z = r3 sin(ψ) cos(ϕ)
w = r3 cos(ψ) (7.58)
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De nuevo ψ ∈ {0, π}.
Haciendo r3 = 1 obtenemos la hiperesfera S3 que es una 3-variedad.

Por último, aunque ya no será demostrado, pues no se utiliza en el presente
trabajo, las coordenadas esféricas generales se pueden escribir, si hacemos
un cambio de notacion x, y, z... = x1, x2, x3 y θ, ϕ, ψ, ... = θ1, θ2, θ3, de la
siguiente manera: Dado un espacio Rn

rn−1 =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3 + ...+ x2
n =

√
r2

n−2 + x2
n (7.59)

θ1 = arctan(x1

x2
)

θ2 = arctan(

√
x2

1 + x2
2

x3
) = arctan( r1

x3
)

θ3 = arctan( r2

x4
)

...
θn−1 = arctan(rn−2

xn

) (7.60)

Donde solamente θ1 ∈ {0, 2π} y θ2, ..., θn−1 ∈ {0, π}

x1 = rn−1 sin(θn−1) sin(θn−2) sin(θn−3)... sin(θ3) sin(θ2) sin(θ1)
x2 = rn−1 sin(θn−1) sin(θn−2) sin(θn−3)... sin(θ3) sin(θ2) cos(θ1)
x3 = rn−1 sin(θn−1) sin(θn−2) sin(θn−3)... sin(θ3) cos(θ2)
x4 = rn−1 sin(θn−1) sin(θn−2) sin(θn−3)... cos(θ3)
...

xn−2 = rn−1 sin(θn−1) sin(θn−2) cos(θn−3)
xn−1 = rn−1 sin(θn−1) cos(θn−2)
xn = rn−1 cos(θn−1) (7.61)

Es decir:
xk = rn−1

n−1∏
i=k

sin(θi) cos(θk−1) (7.62)

con k ∈ {1, n}, sin(θn) = 1 y cos(θ0) = 1
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7.4. Pairing interaction
Usando las propiedades del Algebra de cuasispin de SU(2)

[Q+(a), Q−(b)] = 2δb
aQ0(a) (7.63)

[Q0(a), Q+(b)] = δb
aQ+(a) (7.64)

y expresando los eigenestados de ésta base en términos de estos operadores
de creación y aniquilación obtenemos una expresión exacta de los elementos
de matriz del hamiltoniano por métodos puramente algebraicos. Si N es el
número de partículas, Ω representa los niveles que pueden ser ocupados, y ν
es el número de partículas no acopladas.
Para el caso de N = 2, ν = 0

⟨Hpair⟩ = −G
∑

b,c>0
⟨a | Q+(b)Q−(c) | d⟩

= −G
∑

b,c>0
⟨0 | Q−(a)Q+(b)Q−(c)Q+(d) | 0⟩ (7.65)

conmutando y eliminando terminos obtenemos

⟨HP air⟩ = −G
∑

b,c>0
δb

aδ
d
c (7.66)

Para N = 4

⟨Hpair⟩ = −G
∑

c,d>0
⟨a, b | Q+(c)Q−(d) | e, f⟩

= −G
∑

c,d>0
⟨0 | Q−(a)Q−(b)Q+(c)Q−(d)Q+(e)Q+(f) | 0⟩ (7.67)

Una vez más aplicando las propiedades del algebra obtenemos una expresion
en términos de deltas de kronequer, estas expresiones crecen bastante en
tamaño conforme introducimos más partículas como se observa.

⟨Hpair⟩ = −4G
∑

c,d>0

(1
2δ

c
a

(1
2δ

e
bδ

f
d + δe

d(1
2δ

f
b + δe

bδ
f
e )
)

+

δc
b

(1
2δ

f
d (1

2δ
e
a + δc

aδ
e
c) + δe

d(1
4δ

f
a + 1

2δ
c
aδ

f
c + δf

e (1
2δ

e
a + δc

aδ
e
c))
))

(7.68)
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A diferencia del caso anterior, aquí la estructura de la matriz estara en fun-
cion de los valores que pueden tomar las partículas. Los valores dentro de la
diagonal son mayores que fuera de esta.

Finalmente para tres pares de partículas, N = 6
−G∑c,d>0⟨0 | Q−(a)Q−(b)Q−(c)Q+(d)Q−(e)Q+(f)Q+(g)Q+(h) | 0⟩ La si-
guiente expresión se calculó y verifico varias veces a mano, es un ejercicio
que se puede hacer para pasar el tiempo en la pandemia y matar el tiempo
de manera productiva, el uso de hojas bond y colores para no perder el rastro
de términos en la expresión al simplificar es altamente recomendado.
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⟨a, b, c | Q+(d)Q−(e) | f, g, h⟩ =

8∑d,e

{
δd

a
1
2

[
δf

b
1
2

(
δg

c δ
h
e

1
2 + δg

e

(
δh

c
1
2 + δg

c δ
h
g

))
+ δf

c

(
δh

e
1
2

(
δg

b
1
2 + δf

b δ
g
f

)
+

δg
e

(
δh

b
1
4 + δf

b δ
h
f

1
2 + δh

g

(
δg

b
1
2 + δf

b δ
g
f

)))
+ δf

e

(
δg

b
1
2

(
δh

c
1
2 + δf

c δ
h
f

)
+

δg
c

(
δh

b
1
4 + δg

b δ
h
g

1
2 + δh

f

(
δf

b
1
2 + δg

b δ
f
g

))
+ δg

f

(
δf

b δ
h
c

1
2 + δf

c

(
δh

b
1
2 + δf

b δ
h
f

)))]
+

δd
b

[
1
2

(
δf

a
1
2 + δd

aδ
f
d

)(
δg

c δ
h
e

1
2 + δg

e

(
δh

c
1
2 + δg

c δ
h
g

))
+ δf

c

(
δh

e
1
2

(
δg

a
1
4 +

δd
aδ

g
d

1
2 + δg

f

(
δf

a
1
2 + δd

aδ
f
d

))
+ δg

e

(
δh

a
1
8 + δd

aδ
h
d

1
4 + δh

f
1
2

(
δf

a
1
2 +

δd
aδ

f
d

)
+ δh

g

(
δg

a
1
4 + δd

aδ
g
d

1
2 + δg

f (δf
a

1
2 + δd

aδ
f
d )
)))

+ δf
e

(
1
2

(
δg

a
1
2 +

δd
aδ

g
d

)(
δh

c
1
2 + δf

c δ
h
f

)
+ δg

c

(
δh

a
1
8 + δd

aδ
h
d

1
4 + δh

g
1
2

(
δg
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aδ
g
d

)
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f

(
δf
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4 +
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f
d
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f (δg
a

1
2 + δd

aδ
g
d)
))

+ δg
f

(
δh

c
1
2

(
δf

a
1
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aδ
f
d

)
+ δf

c

(
δh

a
1
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aδ
h
d

1
2 +

δh
f (δf

a
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aδ
f
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+ δd
c
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(
δh
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(
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b δ
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+ δf

b

(
δh

e
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2

(
1
2

(
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1
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g
f

)
+ δg

d

(
δd
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1
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d
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+

δg
e

(
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1
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h
f

1
4 + δh

d
1
2

(
δd

a
1
2 + δf

aδ
d
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(
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+ δf
d
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(
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b δ
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e

1
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e

(
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b δ
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(
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e
1
2

(
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e
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e
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(
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)
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(
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b (δh
a

1
2 + δd
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h
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)))]}

(7.69)
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