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From Koénigsberg to Kdonig’s book,
So runs the graphic tale,

And still it grows more colorful...
The Ezpanding Unicurse.

Blanche Descartes (alias W. T. Tutte).



Resumen

El capitulo 1 consta de un breve repaso del contexto histérico de las areas a la que pertenece esta
tesis, es decir, la teoria de graficas y la complejidad computacional. Asimismo, se proporciona una pequena
introduccion a ambas ramas, donde se exponen los conceptos fundamentales y algunos otros que usaremos

a lo largo del trabajo.

El capitulo 2 es un estudio detallado del articulo Finding paths in graphs avoiding forbidden
transitions publicado por Stefan Szeider, en donde estudiamos a profundidad los resultados proporcionados

respecto a la NP-Completitud del problema planteado en su articulo.

El capitulo 3 consiste de una primera secciéon, donde se da una aplicacion a graficas coloreadas
por aristas, también hecha por Szeider, en tanto que el resto del capitulo consta de resultados propios

elaborados a lo largo de este trabajo.
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Capitulo 1

Introducciéon

En este capitulo se presentan varias nociones béasicas de la teoria de gréficas y la complejidad
computacional. En la primera seccién se muestra brevemente la historia tanto de la teoria de graficas
como de la complejidad computacional. La segunda seccién introduce las definiciones y conceptos basicos
dentro de la teoria de graficas. Asimismo, la tercera seccién consta de las definiciones y conceptos basicos
respectivos a la complejidad computacional. La tltima seccion presenta el problema .«7-Compatible Path,

tema principal que se estudia en esta tesis.

1.1. Contexto Historico

La teoria de graficas tiene sus inicios con el problema de los siete puentes de Konigsberg. La ciudad
de Konigsberg en Prusia (ahora Kaliningrad, Rusia) estaba situada en ambos lados del rio Pregel, e incluia
dos grandes islotes que se conectaban, asi como a las dos partes del continente, por siete puentes. En
la Figura 1.1a se muestra un mapa de la antigua ciudad. La poblacién de dicho asentamiento se habia
planteado el siguiente acertijo: jes posible recorrer todos los puentes de la ciudad una tnica vez de manera

que se inicie y termine el recorrido en el mismo punto?

Aunque ya se creia que esto era imposible [1]|, no fue hasta que dicho problema llegé a oidos del
matematico Leonhard Euler cuando se obtuvo una demostraciéon formal de la imposibilidad de tal recorrido,
misma que fue publicada en 1741 en su articulo Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis (en
espanol, La solucion a un problema relacionado a la geometria de la posicion). Para resolverlo, abstrajo el
problema asociando a cada porcién de tierra un punto en el plano, y dos puntos estaban unidos por una
linea si las porciones de tierra que representaban estaban unidas por un puente, como se puede ver en la
Figura 1.1b. De esta forma, represent6 el problema con lo que hoy en dia conocemos como grafica. Euler

no s6lo mostré una solucién del problema de los siete puentes, sino que caracterizé aquellas graficas que

1



1. INTRODUCCION

(a) Mapa de la antigua ciudad de Konigs- (b) Abstraccién del problema de los siete
berg, resaltando el rio Pregel y los siete puen- puentes hecha por Euler.
tes.

Fig. 1.1

cuentan con un recorrido con las propiedades especificadas en el problema, dichos recorridos son llamados

paseos eulerianos en su honor.

Las aplicaciones de la teoria de graficas son bastas y estan esparcidas en una amplia gama de campos
que varian desde las ciencias de la computacion hasta la lingiiistica. Para ilustrar esto, supongamos que nos
encontramos en un pafs inmerso en una guerra civil donde la comunicacién entre las bases del gobierno se
da a través de una red inalambrica con frecuencias preestablecidas. Si una base recibe un mensaje mediante
cierta frecuencia con otra base como destino, entonces no puede reenviar el mensaje usando la misma
frecuencia, pues este puede ser interceptado [7]. Mas atn, puede que ciertas frecuencias sean incompatibles
debido a similitudes en la encriptacién usada por el enlace anterior. Esto significa que cada base tiene

opciones limitadas para el reenvio de informaciéon dependiendo del enlace por el cual recibi6 la informacion.

Supongamos ahora que dos bases del gobierno, digamos A y B, no pueden enviarse directamente
informaciéon y deben comunicarse. Entonces es necesaria una ruta de bases entre A y B cuyos enlaces
consecutivos por los que se manda el mensaje sean compatibles respecto a la frecuencia y encriptacion
usada, de otra forma la comunicacién no es segura y el gobierno podria verse comprometido. Considere,
ahora, que la comunicacién es urgente. Entonces desearfamos que la ruta a seguir, ademés de ser segura,
sea eficiente. En tal caso, el gobierno podria solicitar que la ruta por la que un mensaje es enviado no

transite dos veces por una misma base.

Podemos modelar esta situacion haciendo uso de una grafica G donde los vértices son las bases del
gobierno y existe una arista entre dos vértices si las bases respectivas pueden comunicarse a través de la

red. Ahora, a cada vértice de la grafica podemos asociarle una grdfica de transicion cuyos vértices son




1.1 Contexto Historico

sus aristas incidentes en G, es decir, son los posibles enlaces que la base de gobierno puede utilizar para
comunicarse mediante las frecuencias, y dos vértices son adyacentes si dichos enlaces son compatibles con
respecto a la frecuencia y encriptacion usada. De esta forma, una ruta segura y eficiente entre dos bases del
gobierno para el transporte de informacion en la red inalambrica coincide con una trayectoria en la gréfica

G cuyas aristas consecutivas son adyacentes en la grafica de transicion respectiva.

La complejidad computacional de determinar la existencia de estas trayectorias serd el tema

concerniente de este trabajo.

La historia de la complejidad computacional puede remontarse a la publicaciéon en 1937 del articulo On
computable numbers with an application to the Entscheidungs problem |14] hecho por Alan Turing, en donde
introduce su famosa Maquina de Turing y formaliza la nocién de lo que es una funcién algoritmicamente
computable. De esta forma fueron posibles demostraciones sobre las limitaciones y la imposibilidad de las
computadoras para realizar ciertas tareas. Como ejemplo, Turing en [14]| prueba que no existe un algoritmo
tal que, dada una férmula del calculo de predicados, decida en un niimero finito de pasos si es satisfacible o

no.

Tras la evolucion de la teoria sobre cudles problemas pueden o no ser resueltos por computadoras,
surge naturalmente la pregunta sobre la dificultad computacional de aquellos problemas computables. Este
es, precisamente, el campo que estudia la complejidad computacional. Aunque a lo largo de la historia han
surgido diferentes medidas para cuantificar esta dificultad, ha sido claro que la complejidad en tiempo y

espacio figuran entre las mas notables.

Una pregunta importante que surge rapidamente al inicio de la teoria es jqué es un paso en un
computo? Esta fue hecha por A. Cobham en su articulo The intrinsic computational difficulty of functions
en donde hace énfasis en la palabra intrinsico, manifestando interés en una teoria independiente al modelo
de computo. Aunque no es claro qué es un paso, por suerte los distintos modelos de computo no son
extremadamente diferentes en cuanto a su tiempo de computo y, en general, un modelo puede simular

cualquier otro aumentando, a lo més, de forma cuadratica su tiempo de ejecucién.

Asi, en 1965 se llega al concepto de aquella clase de problemas que son solubles en tiempo acotado
por un polinomio en funcién al tamano de la entrada, a la que hoy en dia conocemos como la clase P.
Pese a que la distincién entre algoritmos de tiempo polinomial y tiempo exponencial fue hecha por J. von
Neumann en 1953 [15], la clase no fue definida y estudiada hasta su introducciéon por Cobham en [3]|, donde

ademas senala que la clase esta bien definida y es independiente al modelo de computo que se elija.
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La concepcion de que la computabilidad en tiempo polinomial corresponde con problemas tratables
es dada por Jack Edmonds en Paths, trees and flowers donde llama a los algoritmos de tiempo polinomial
buenos algoritmos. En este mismo articulo, Edmonds prueba que el problema Apareamiento maximo se
encuentra en la clase P y, en palabras de Stephen Cook (1983) en [4]: “este fue quizas el primer problema
que se mostro explicitamente en P, cuya pertenencia requiere de un algoritmo complicado” (p. 403). Cabe
mencionar que no es inmediatamente obvio el motivo de por qué la clase P esta asociada con problemas

1000 16 es tratable y uno de tiempo 200000017 i 15 es. Sin

tratables, dado que un algoritmo de tiempo n
embargo, esta intuicién proviene del hecho empirico de que problemas que surgen de manera natural no

tienen algoritmos 6ptimos con estos tiempos de ejecucion.

En 1971, Stephen Cook introduce en [5] la nocién de NP-Completitud y prueba que SAT es
NP-completo. Un afio después, R. Karp en [9] prueba que 21 problemas mas son NP-completos, entre ellos,
varios concernientes a la teoria de graficas. De manera paralela e independiente en la Unién Soviética,
Leonard Levin en [11] defini6 una clase equivalente relacionada a problemas de bisqueda y prob6 que seis

problemas eran completos en el sentido de su definicién, a los que llamé problemas universales de bisqueda.

En [10] J. Kratochvil y S. Poljak estudian la complejidad computacional de encontrar 2-factores
en graficas evitando ciertas transiciones, a dicho problema lo nombran como «/-Compatible 2-Factor,
en donde utilizan la nocion de sistema de transicion. S. Szeider en [13] considera graficas con sistemas de
transicién contenidos en una clase de graficas &7 y trabaja la complejidad computacional del problema de
encontrar trayectorias compatibles respecto al sistema entre dos vértices, al cual llama «/-Compatible

path.

1.2. Definiciones y resultados generales en teoria de graficas

Una grafica G es un objeto matematico que consiste en un conjunto finito y no vacio de objetos
llamados vértices, denotado por V(G), junto a un conjunto de pares no ordenados de distintos elementos
de V(G) llamados aristas, denotado por E(G). El namero de vértices en G, es decir |V (G)|, es cominmente
denotado por n y se le llama el orden de G. El nimero de aristas en G, es decir |E(G)|, es cominmente
denotado por m y se le llama el tamano de G. Diremos que una grafica es vacia si tiene tamafo 0. Si
{u,v} se encuentra en F(G), omitiremos la notacién conjuntista y la denotaremos por uv. Dado que una
arista uv es un par no ordenado, uv y vu denotan a la misma arista. Diremos que los vértices u y v son los

extremos de uv. Dada una arista e y v uno de sus extremos, diremos que e es incidente en el vértice v.




1.2 Definiciones y resultados generales en teoria de graficas

A toda grafica podemos asociarle una representacion en el plano de la siguiente manera: cada
vértice es representado por un punto y una arista es representada por una curva continua que une los

puntos asociados a sus vértices extremos.

Por ejemplo, tomemos en consideracion la grafica G tal que V(G) = {u,v,w,z,y,z,p} vy E(G) =
{uwv, uw, vw, ve,we,yz}. Dado que n =7 y m = 6, entonces G es de orden 7 y tamano 6. Los extremos de
la arista wv son los vértices u y v, asimismo, uv incide sobre u y v. Una posible representaciéon en el plano

de G se muestra en la Figura 1.2.

z

Fig. 1.2: Representacion de la grafica G.

Dos vértices u y v son adyacentes en G si uv € E(G). Dos aristas a y b son adyacentes en G si
tienen un extremo en comun. Una transicidn en una gréifica G es un par de aristas adyacentes en G. Dado
v en V(G), la vecindad de v en G, denotada por Ng(v), es el conjunto {u € V(G) | wv € E(G)}. El
conjunto de aristas incidentes en v, es decir {uw € E(G) | u =v o w = v}, sera denotado por Eg(v). Para

el vértice v en la grafica mostrada en la Figura 1.2 tenemos que Ng(v) = {u, w,z} y Eg(v) = {vu, vw,va}.

El grado de v, denotado por dg(v), se define como |Ng(v)|. Si dg(v) = 0, decimos que v es un
vértice aislado. Para d > 0 denotamos por V(@) al conjunto {v € V(G) | dg(v) = d}. Si r es un natural

y para todo v en V(G) se cumple que dg(v) = r, llamaremos a G una grafica r-regular.

Teorema 1.2.1 (Primer Teorema de Gréaficas). St G es una grdfica, entonces
Z dg(v) = 2m.
veV(G)
Demostracion. Sean G una graficay D = {(v,e) € V(G) x E(G) | v es extremo de e}. Para cada vértice
v € V(G) \ Vo(G), definimos V,, como el conjunto {(v,e) | v es extremo de e}. Es claro que para todo
v e V(G)\ W(G), |[Vu| = da(v) y que {V,, | v € V(G)} es una particion de D. De esta forma, |D| =

> vev(c) 9 (v). Para cada e € E(G), definimos E, como el conjunto {(v,e) | v es extremo de e}. Dado que
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cada arista e tiene dos extremos, entonces |E.| = 2. Ademas, la familia {E. | e € E(G)} es una particion

de D, por lo que |D| = 2m.

Ast, 3 ev(q) da(v) = 2m. O

Corolario 1.2.1. Toda grifica tiene un nimero par de vértices de grado impar.

Demostracion. Sea G una grafica. Procediendo por contradiccion, supongamos que G tiene un nimero
impar de vértices de grado impar. Entonces la suma de los grados de los vértices de G es impar, lo cual

contradice el Teorema 1.2.1. O

Sean G una grafica y e = uv € E(G). Una subdivisiéon de la arista e consiste en la eliminacion

de e y la adicion de un nuevo vértice ajeno a G, digamos w, y las aristas uw y wv.

Diremos que H es subgrafica de una grafica G, y lo denotaremos por H < G, si V(H) C V(G)
y E(H) C E(G). Si H cumple que V(H) = V(G), entonces H es llamada subgrafica generadora. La

grafica H de la Figura 1.3a es una subgrafica de la grafica G en la Figura 1.2.

. G :
H: - T
v v
w w
[ ]
Y u 4 u
z

(a) Una subgrafica H de G. (b) La grafica G°.

Fig. 1.3: Subgraficas de G.

Una grafica F' es un k-factor de G si F' es una subgrafica generadora k-regular de G.

Dado S un subconjunto no vacio de V(G), definimos la subgrafica inducida por S, denotada
por G[S], como la gréfica cuyo conjunto de vértices es S'y E(G[S]) = {uwv € E(G) | {u,v} € S}. Si S un
subconjunto propio de V(G), se define la grafica G — S como la gréfica inducida por el conjunto V(G)\ Sy
para el caso cuando S = {v}, denotaremos a G — S por G — v. Denotaremos por G° a la grafica G — Vy(G).

En la Figura 1.3b se encuentra G° para la grafica G.

Si E es un subconjunto de E(G), definimos la grafica G — E como la subgrafica generadora de G

cuyo conjunto de aristas es E(G) \ E.

6



1.2 Definiciones y resultados generales en teoria de graficas

Dada una familia de graficas 7, la cerradura de la clase mediante subgraficas inducidas por vértices
sera denotada por &% es decir, &/ consta de todas las subgraficas inducidas de las graficas en la

familia 7. Notese que o7 C o7,

Un camino en G es una sucesion finita de vértices de G, digamos W = (vy, ..., vx), tal que para
todai € {0...,k—1} se tiene que v;v;41 € E(G). El vértice vy es llamado el vértice inicial de W, mientras
que v, es el vértice final.. Si vg = u y v = v, llamaremos a W un uv-camino. Denotaremos por V(W)
y E(W) al conjunto {v; € V(G) | i € {0...,k}} y {viviz1 € E(G) | i € {0...,k — 1}}, respectivamente.
La longitud de W se define como el nimero k y es denotada por [(W). Diremos que W es un camino
cerrado si v9 = vi. Dados dos caminos Wi = (v, ...,vx) y Wa = (ug,...,u;), si vy = ug, definimos la

concatenacion de W; con Ws, denotada por Wi U Wy, como el camino (vo, ..., v = ug, ..., U;).

Debido a la naturaleza del trabajo aqui presentado, dado un camino (v, ..., vy), serd usual usar la

notacion (vg, €g, v1,€1,v2 ..., Vk_1, €k—1, Vg), donde para toda ¢ € {0,...,k — 1}, e; denota la arista v;v;11.

Un paseo es un camino (v, ..., ;) que no repite aristas, es decir, se tiene que para todo {i,j} C
{0,...,k — 1} las aristas v;v;41 y vjv;41 son distintas. Un paseo es cerrado si su vértice inicial y final son

iguales. Diremos que un paseo T' en una grafica G es euleriano si E(T) = E(G).

Un trayectoria es un camino (v, . . . , v ) que no repite vértices, es decir, para todo {i,j} C {0,...,k}

se cumple que v; # v;. Una trayectoria con n vértices sera denotada por P,.

Un ciclo es un camino cerrado que no repite vértices, a excepcion del vértice inicial y final, cuya

longitud es al menos 3. Diremos que un ciclo C' es hamiltoniano si V(C) = V(G).

Dada una grafica G y S C V(G), diremos que S es un conjunto independiente si cualesquiera
dos vértices distintos en .S no son adyacentes. Diremos que S es un conjunto dominante si para cualquier

vértice v € V(G) \ S existe u € S tal que vu € E(G).

De manera anéloga, dado M C E(G), diremos que M es un apareamiento si cualesquiera dos
aristas distintas en M no son adyacentes. Un vértice v sera llamado M-saturado si v es extremo de alguna
arista en M. Dado un apareamiento M, una trayectoria P sera llamada M-alternante si alterna aristas
de M y E(G)\ M. Si, ademés, P cumple que su vértice inicial y vértice final no son M-saturados, entonces
llamaremos a P una trayectoria M-aumentante. En la Figura 1.4 se muestra una grafica F, un conjunto
independiente {a,b,d} resaltado en azul y las aristas de un apareamiento M = {dg, ea, bh}, resaltadas

en naranja. La trayectoria (b, h,a,e, g,d, c) es M-alternante, mientras que la trayectoria (c,d, g,¢e,a, f) es

7
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b

Fig. 1.4: En naranja un apareamiento y en azul un conjunto independiente de la grafica F.

M-aumentante.

Diremos que G es una grafica conexa si para cualesquiera dos vértices v y v en V(G) se tiene que
existe un uwv-camino en G. Una componente conexa de G es una subgréfica conexa de G tal que es
méaxima por contencién con esta propiedad. La grafica F' de la Figura 1.4 es conexa, mientras que la grafica
G de la Figura 1.2 es no conexa. En dicha grafica, las subgraficas inducidas por los conjuntos {a, b, ¢, d},

{e, f} v {g} son las componentes conexas de G.

Sea G una grafica conexa. Un vértice v en V(G) es llamado vértice de corte si la grafica G — v es
no conexa. Si G es no trivial, un subconjunto S de V(G) es llamado un conjunto de corte si la grafica
G — S no es conexa o es trivial. Una arista e en F(G) es un puente si la grafica G — e no es conexa. Un
conjunto £ C E(G) es un conjunto de corte por aristas si G — F no es conexa. De esta manera, si u y
w son dos vértices de G — S tales que se encuentran en distintas componentes conexas de G — S, entonces
diremos que S es un conjunto separador de u y w, si S = {v}, diremos que v es un vértice separador

de uy w.

Una grafica G es completa si cualesquiera dos vértices distintos u y v en V(G) son adyacentes.
Denotaremos a la grafica completa de orden n por K,,. Diremos que G es multipartita completa si existe
una particion de V(G) en conjuntos independientes, digamos {41, ..., Ax}, tal que si {7,j} C {1,...,k},
entonces para todo u € A; y para todo v € Aj se tiene que uwv € E(G). En particular, una grafica
multipartita completa con una particién en dos conjuntos independientes es llamada bipartita completa.
En la Figura 1.5 se puede observar una grafica completa y una grafica multipartita completa.

Lema 1.2.2. Si G no es una grdfica multipartita completa, entonces existen tres vértices, digamos u, u’ y
v, en V(G) tales que uu' € E(G), uv ¢ E(G) yu'v ¢ E(G).
Demostracion. Procederemos por induccién fuerte sobre el orden de G. Dado que toda grafica de orden a

lo més 2 es multipartita completa, iniciamos la induccién con n = 3.
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1.2 Definiciones y resultados generales en teoria de graficas

= (Caso Base. Si G es una grafica de orden 3 y no es multipartita completa, entonces existen tres vértices
de G, digamos u, v/, v tales que uwu' € E(G), uv ¢ E(G) y u'v ¢ E(G).
Observe que si m € {0,2,3}, entonces G es una grafica multipartita completa. Por tanto, slo resta
verificar el caso m = 1, sin embargo, en este caso G tiene la estructura que buscamos.
s Hipotesis de induccion.
Supongamos que si H tiene orden k, con 3 < k < n, y no es multipartita completa, entonces existen
tres vértices de H, digamos u,u’, v tales que uwu' € E(H), uwv ¢ E(H) y u'v ¢ E(H).
= Paso inductivo.
Sea GG una grafica de orden n 4+ 1 que no es multipartita completa. Notemos que como G no es
multipartita completa, entonces G no es vacia, por lo que consideremos uu’ € E(G). Si existe v € V(G)
tal que uwv ¢ E(G) y u'v ¢ E(G), entonces tenemos la subestructura deseada. En otro caso, definimos
A={zeV(G)|ux e E(G)} y B={z € V(G) | vz € E(G)}.
Observe que V(G) = AU B U {u,u'} por la suposicion sobre los vértices u y u'.
Consideremos los siguientes casos.
1. A=B.
Notemos que entonces A no puede ser un conjunto independiente, pues en tal caso G seria
tripartita completa con particion {A, {u}, {u’'}} en conjuntos independientes. Por tanto, existen
w,w € A tal que ww' € E(G). Si A = {w,w'}, entonces G = Ky, lo cual es una contradiccion,
pues G no es multipartita completa. Debe ser entonces que 3 < |A| =n — 1.
Definimos G’ = G[A]. Afirmamos que G’ no es multipartita completa. Procediendo por contra-
diccion, supongamos que existe una particion de A en conjuntos independientes {A1, ..., Ax}
tal que cualesquiera dos vértices, en conjuntos distintos de la particién, son adyacentes. Dado
que u y u' son adyacentes a todos los vértices de A, entonces {41, ..., A, {u}, {uv'}} es una
particion de V' (G) en conjuntos independientes tal que cualesquiera dos vértices, en conjuntos
distintos de la particion, son adyacentes, lo cual es una contradiccion, pues G no es multipartita
completa, mostrando asi la afirmacion.
Se sigue que G’ es una grafica que no es multipartita completa de orden n — 1 tal que 3 < n — 1.
Por hipoétesis de induccién obtenemos que G’ contiene la subestructura deseada y al ser ésta
una subgréfica inducida de G, entonces G contiene la subestructura deseada.
2. A+ B.
En tal caso, observe que si el conjunto A \ B no es un conjunto independiente, entonces existen
x 'y y en A que son adyacentes que no se encuentran en B, por lo que u'z y u'y no son aristas

de G y de esto, G tiene la subestructura deseada. Note, ademas, que si existen z en A\ By 2/

9
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en B tales que 2’z ¢ F(QG), entonces los vértices z, 2’ y v’/ cumplen que 2’z ¢ E(G), v'z ¢ E(G)

y u'2" € E(QG), por lo que G tendria nuevamente la subestructura deseada. De manera anéloga,

esto sucede para el conjunto B\ A.

Supongamos, entonces, que (i) tanto A\ B como B\ A son conjuntos independientes, ademaés,

que (ii) para todo vértice x € A\ B y para todo vértice v € B, xzv € E(G), y que (iii) para todo

vértice z € B\ A y para todo vértice v € A, zv € E(G).

Consideremos los siguientes subcasos para A N B:

21 ANB=2.

Entonces {AU{u'}, BU{u}} es una particion en conjuntos independientes tal que para cua-

lesquiera dos vértices en conjuntos distintos, estos son adyacentes. Esto es una contradiccién,

pues G no es una grafica multipartita completa.

22 ANB # @.

Consideremos los siguientes casos.

2.2.1

2.2.2

AN B es un conjunto independiente.

Entonces {(A\ B) U{u'}, (B \ A) U{u}, AN B} es una particion en conjuntos inde-
pendientes tal que para cualesquiera dos vértices en conjuntos distintos, estos son
adyacentes. Esto es una contradiccién, pues G no es una grafica multipartita completa.
AN B no es un conjunto independiente.

Consideremos G’ = G[A N B]

Entonces existen z y 2z’ en AN B tales que 2’z € E(G).

Si G’ es una grafica multipartita completa, entonces existe una particion de AN B
en conjuntos independientes, digamos {Aj,..., A} tal que si {i,5} C {1,...,k}
entonces para todo u € A; y para todo v € A; se tiene que uv € E(G’). Se sigue, por
tanto, que {A1,..., Ag, (A\ B)U{u'}, (B\ A)U{u}} es una particion en conjuntos
independientes de V(G) tal que para cualesquiera dos vértices en conjuntos distintos,
estos son adyacentes. Esto es una contradiccion, pues G no es una grafica multipartita
completa.

Si G’ no es una grafica multipartita completa, entonces debe existir un vértice distinto
a zy 2, pues Ky es multipartita completa. De esto, 3 < |A N B|. Por hipotesis de
induccion G’ tiene la subestructura deseada. Como G’ es una subgrafica inducida de

G, entonces GG debe contener como subgrafica dicha subestructura.

Por el principio de induccién el lema queda demostrado. O
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Vg V1 V2

K5Z

d C

Fig. 1.5: La grafica completa de orden cinco y R una grafica multipartita completa.

Dadas dos gréficas G y H, diremos que son isomorfas, y lo denotaremos por G & H, si existe una
funcion biyectiva f : V(G) — V(H) tal que wv € E(G) siy solo si f(u)f(v) € E(H). La funcion f es
llamada una funcién de isomorfismo entre G y H. Las graficas J y K de la Figura 1.6 son isomorfas,

pues [ : V(J) = V(K) dada por f(0) =a, f(1) =c¢, f(2) =€, f(3) =by f(4) = d es una funciéon de

isomorfismo.
0 a
J K :
4 1 e b
3 2 d ¢
Fig. 1.6: Graficas isomorfas.
Si Gy, ..., Gy son graficas, entonces (G1,...,Gy) denotaré la clase de graficas cerrada bajo isomor-

fismos mas pequena que contenga a {G1,...,Gp}.

Denotaremos por P3, K3, Ko + Ko, Py y Ly a las graficas mostradas en la Figura 1.7.

Pgi Kg: K2+K21 P4Z L4Z

AR VAR O G O R

Fig. 1.7
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1.3. Definiciones y resultados generales en complejidad computacional
1.3.1. La notacién O-grande

Dada una funcién g : N — N, denotamos por O(g(n)), leido como O grande de g, al conjunto de

funciones
{f:N — N |existen ¢c € R y ng € N tal que f(n) < cg(n) para toda n > ng}.

Dicha notacién es usada para acotar superiormente a una funcién dentro de un factor constante. En la
Figura 1.8 se muestra de manera intuitiva la idea detréas de la notacién O grande. Para todos los valores n

a la derecha de ng, el valor que toma la funcién f esta en o por debajo de la funcion cg.

Decimos que f(n) es O(g(n)) para indicar que f es una funcién en O(g(n)). Usaremos la notacion
O-grande principalmente para describir el tiempo de ejecucién de un algoritmo, de forma que se nos permite
considerar el consumo mas significativo de algtin recurso en el peor de los casos sin la necesidad de realizar
un estudio detallado del algoritmo en cuestién. Dicha notaciéon también nos sera de utilidad para acotar el

orden o tamano de una gréafica respecto al orden o tamano de otra grafica.

cg(n)

f(n)

/

No

Fig. 1.8: Esquema de las graficas de las funciones f y cg. A partir del valor ng la grafica de f queda por debajo de la grafica de cg.
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1.3.2. Problemas de decisién, lenguajes y codificaciones

La teoria de la NP-Completitud esta disenada y aplicada a problemas de decision. Estos son
aquellos problemas cuya solucién estd dada por una respuesta de si o mo. De manera abstracta, un problema
de decision IT consiste de un conjunto Dy de ejemplares y un subconjunto Y7 C Dy de ejemplares cuya
respuesta es si. Una forma comin de presentar problemas de decision esta dada por dos partes; la primera
estd dada por un ejemplar genérico del problema donde se especifica el problema en términos de sus
componentes, que pueden ser graficas, funciones, ntimeros, etc. y la segunda por una pregunta en términos
del ejemplar genérico cuyas tinicas respuestas pueden ser si o no. De esta manera, un ejemplar pertenece a
Dy si puede ser obtenido del ejemplar genérico de II sustituyendo todos sus componentes genéricos por
objetos particulares del tipo especificado, y el ejemplar pertenece a Yy si y sélo si la respuesta a la pregunta

hecha, cuando se particulariza al ejemplar, es st.

Dentro de la teorfa de graficas existe una inmensa variedad de problemas de decision muy conocidos,

a continuacion listamos algunos de ellos:

Conjunto Dominante.
Ejemplar: Una grafica G y un entero positivo k.

Pregunta:  jExiste un conjunto dominante S C V(G) tal que |S| < k7

Conjunto Independiente.
Ejemplar: Una grafica G y un entero positivo k.

Pregunta:  jExiste un conjunto independiente S C V(G) tal que |S| > k?

Ciclo Hamiltoniano.
Ejemplar: Una gréfica G.

Pregunta: ;G contiene un ciclo hamiltoniano?

Conexidad.
Ejemplar: Una gréfica G.

Pregunta: ;Es la grafica G conexa?

Paseo Euleriano.
Ejemplar: Una gréafica G.

Pregunta: ;G contiene un paseo euleriano cerrado?

La razém por la que se trabajan problemas de decisién en complejidad computacional es debido a
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que tienen una abstracciéon matematica rigurosa para ser representados y estudiados a la que llamamos

lenguajes y que definiremos a continuacion.

Un alfabeto es un conjunto finito y no vacio de elementos a los que llamamos simbolos y es
cominmente denotado por Y. Una cadena es una sucesion finita de simbolos tomados de un alfabeto. La
cadena vacia, denotada por ¢, es la cadena con cero ocurrencias de simbolos y es una cadena que puede ser
tomada de cualquier alfabeto. Por ejemplo, € y 10110 son cadenas sobre el alfabeto binario ¥ = {0,1}. El

tamano de una cadena w = ay . ..ay es el namero k + 1 y lo denotamos por |w|.

Dado un alfabeto X, expresamos el conjunto de todas las posibles cadenas sobre 3 por X*. De esta

manera, cualquier subconjunto L de cadenas tomadas de ¥* es llamado un lenguaje sobre 3.

La relacién entre problemas de decision y lenguajes esta dada a través de los esquemas de codificacion.
Un esquema de codificacion e de un problema de decisiéon II provee una forma de describir un ejemplar
de II usando una cadena de simbolos sobre un alfabeto . De esta forma, el esquema de codificacion
e para Il parte a X* en tres conjuntos: aquellas cadenas que no son codificaciones de ejemplares de II,
aquellas que son codificaciones de ejemplares de II cuya respuesta es no y aquellas que son codificaciones
de ejemplares de II cuya respuesta es si. Este tltimo conjunto es el lenguaje asociado al problema II

bajo la codificacién e y es denotado por L[II, e], es decir,

L[II,e] = {z € £* | ¥ es el alfabeto usado por e y = es la codificacion bajo e para algin I € Yii}.

La teoria de la complejidad computacional asegura que si un resultado se satisface para el lenguaje

LI[I1, e], entonces se satisface para I bajo el esquema e.

Es coman ser informal en este ambito. Esto debido a que es normal que una propiedad sea
independiente al esquema de codificaciéon siempre y cuando nos restrinjamos a esquemas de codificacion
razonables. Esto es, si e y € son dos esquemas de codificaciéon para II, entonces la propiedad se cumple
para L[II,e] y L[II, €] o para ninguno. Asi, se nos permite hablar de propiedades del problema II sin tener
que especificar ningiin esquema de codificacion, lo cual es practica coman. De esta manera, probar que
la codificacion z bajo una esquema e de una instancia I € II pertenece al lenguaje L[II, €] nos permite

concluir que I € Y.

Por esquemas razonables nos referimos a aquellos esquemas tal que al codificar mismos ejemplares

de un problema, estas codificaciones difieran en tamafio polinomial. Por ejemplo, supongamos que deseamos
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1.3 Definiciones y resultados generales en complejidad computacional

codificar una grafica G. Podemos hacerlo simplemente listando todos sus vértices y aristas, o listando los
renglones de la matriz de adyacencia, o una lista que contenga la lista de vecinos de cada vértice. Dichos

ejemplos de codificaciones difieren en tamano de manera polinomial.

1.3.3. MaAquinas de Turing Deterministas y la clase P

Para poder formalizar la nocién de algoritmo primero necesitamos definir un modelo de computo.
Una Maquina de Turing Determinista, usualmente abreviada por MT D, es una maquina abstracta
que consiste de un control de estado, un cabezal de lectura/escritura y una cinta infinita hacia ambos lados
dividida en celdas numeradas; cada celda contiene un simbolo de un alfabeto dado. Una representaciéon de

dicha maquina puede visualizarse en la Figura 1.9.
Un programa para una MT D especifica la siguiente informacion:

1. Un alfabeto I' de simbolos para la cinta, incluyendo > C I' un alfabeto de simbolos de entrada, asi
como el simbolo vacio € T\ X,

2. Un conjunto finito de estados @, incluidos un estado distinguido de inicio qg y dos estados distinguidos
de término qy y qn,

3. Una funcion de transicion § : (Q \ {qyv,qn}) xT' — Q x I' x {1,—1}.

Control de Estados

Cinta \ 4 Cabezal de lectura/escritura

-3 -2 -1 0 1 2 3

Fig. 1.9: Esquema de una Maquina de Turing Determinista.

El funcionamiento de dicho programa es simple. La entrada de la MTD es una cadena x € ¥*. La
cadena z es colocada, simbolo por simbolo, en las celdas 1 a |x|. Todas las demés celdas inicialmente contienen
el simbolo vacio _. El programa inicia su operacion en el estado qp, con el cabezal de lectura/escritura

escaneando la celda 1. El computo después procede paso por paso usando la funciéon de transicion. Si el
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estado actual g es gy o gy, entonces el computo termina con respuesta S7 si ¢ = gy, o con respuesta No si
q = qn. En otro caso, el estado actual g se encuentra en @ \ {gy, gn}, algin simbolo s € I' se encuentra en
la celda siendo escaneada, y el valor d(q, s) esta definido. Supongamos que 6(q, s) = (¢, s’, A). Entonces el
cabezal de lectura/escritura borra el simbolo s, escribe el stimbolo s" en su lugar, y se mueve una celda a la
izquierda si A = —1, o una celda a la derecha si A = 1. Al mismo tiempo, el estado de control cambia su

estado de ¢q a ¢/. Esto completa un paso del computo, y se puede proceder al siguiente, si existe.

Decimos que un programa para una M T D, digamos M, acepta a x € ¥* si y s6lo si M se detiene

en el estado gy cuando es aplicado como entrada x. El lenguaje reconocido por M esta dado por

Ly ={x € ¥* | M acepta a x}.

Observe que esta definicién de lenguaje reconocido no requiere que M termine para todas las cadenas
de entrada sobre ¥*, solo para aquellas en Lys. Si z € ¥*\ Ly, entonces el computo de M para x puede
terminar en el estado qu, o puede que continde para siempre sin detenerse. Para que un programa dada una
MTD corresponda a nuestra nociéon de algoritmo, dicho programa debe detenerse en todas las posibles

cadenas sobre su alfabeto de entrada.

La correspondencia entre lenguajes reconocibles y la resoluciéon de problemas es simple. Decimos que
un programa MTD, digamos M, resuelve el problema de decision II bajo el esquema de codificacién e si

M se detiene para todas las posibles cadenas sobre su alfabeto de entrada y Ly, = L[I1, e].

El tiempo usado por el computo de un programa M para una entrada x es el nimero de pasos que
ocurren en el computo hasta que se llega a un estado de término, es decir, algin estado en {gy, gn}. Dado
un programa M para una MT D que se detiene en todas las entradas = € ¥*, su funcién de complejidad

en tiempo 7T); : N — N esta dada por:
Ty (n) = méx{m | existe x € ¥*, con |z| = n, tal que el computo de M con z toma tiempo m}.

Dicho programa M es llamado un programa de tiempo polinomial si existe un polinomio p tal que
Tr(n) es O(p(n)). Si p es el polinomio constante, es usual decir que M toma tiempo constante o que es
O(1). Sucede lo mismo cuando p es n, n? o n?, en cuyo caso decimos que toma tiempo lineal, cuadratico o

ciibico, respectivamente.

Con lo anterior, podemos definir la primera clase importante de lenguajes: la clase P. Dicha clase se
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define como sigue:
P = {L | existe un programa de tiempo polinomial M tal que L = Ly/}.

Decimos, entonces, que un problema de decision IT esta en P bajo el esquema de codificacion e si L[I1, e] €
P, es decir, si existe un programa para la M DT que resuelve a Il bajo el esquema de codificacion e.
Considerando la equivalencia anteriormente discutida respecto a esquemas de codificaciéon razonables,
omitiremos la especificacion particular del esquema de codificacién razonable, simplemente diciendo que el

problema de decision II pertenece a P.

También seremos informales respecto al término algoritmo de tiempo polinomial. La contraparte
formal de dicho término es un programa de tiempo polinomial para una MTD. Sin embargo, dada la
equivalencia polinomial entre modelos realistas de computo usados, como las maquinas de acceso aleatorio,
con la MTD, la definicién formal de P podria haber sido reformulada en términos de programas para
cualquier modelo de computo y la misma clase de lenguajes habria resultado. Por tanto, no necesitamos
atarnos a los detalles del modelo de la MT'D cuando se demuestra que ciertas tareas pueden ser resueltas
por algoritmos de tiempo polinomial. De hecho, se seguira practica estandar y se discutirdn algoritmos de
manera independiente al modelo de computo, asi, trabajaremos directamente con los componentes de los
ejemplares y no en su descripcién codificada. La afirmaciéon implicita que se hace es que, de desearse, se
podria disenar un programa de tiempo polinomial para una MT D por cada algoritmo de tiempo polinomial

del que se habla.

1.3.4. La clase NP

Para introducir esta clase de lenguajes/problemas de decision presentamos una idea intuitiva de la

nocion que dicha clase pretende capturar.

Consideremos el problema Ciclo Hamiltoniano descrito en la Secciéon 1.3.2: Dada una grafica G,
sexiste un ciclo C' de G tal que V(G) = V(C')? No sabemos si existe un algoritmo polinomial para resolver
este problema. Sin embargo, supongamos que alguien afirma, para un ejemplar especifico, que la respuesta
es si. En tal caso, podriamos solicitar que pruebe su afirmacién proporcionando una sucesion de vértices
con las propiedades requeridas por el problema. Seria entonces simple verificar la veracidad o falsedad de
su afirmaciéon comprobando que dicha sucesion es, en efecto, un ciclo hamiltoniano. Mas atin, podriamos
especificar un algoritmo de tiempo polinomial respecto al orden de la grafica que verificase, dada una

sucesion, si es 0 no un ciclo hamiltoniano. La clase NP proviene justamente de la nocién de verificabilidad
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en tiempo polinomial.
Un verificador, digamos V', para un lenguaje A sobre un alfabeto X, es un algoritmo tal que

{w € ¥* | V acepta (w, ¢) para alguna cadena c} = A.

Se mide el tiempo de un verificador respecto al tamano de w, de manera que un verificador de
tiempo polinomial toma tiempo O(p(Jw|)) para algin polinomio p. Un lenguaje es polinomialmente
verificable si tiene un verificador en tiempo polinomial. Los verificadores usan informacion adicional que
es representada por el simbolo ¢ al cual llamamos certificado de pertenencia a A. Observe, por tanto, que
dicho certificado debe tener tamano polinomial respecto a w, pues es el tiempo que el verificador tiene

acceso a su computo, en especial, a leer c.

Definimos de esta manera a la clase NP como la clase de lenguajes polinomialmente verificables. El
término NP proviene de tiempo polinomial no determinista y es una forma alternativa de definir la

clase usando maquinas de Turing no deterministas.

Dicho esto, para probar que un problema, digamos II, se encuentra en NP, basta describir un
algoritmo polinomial V' tal que que para cada I € I, I € Y7y si y s6lo si existe un certificado de tamano

polinomial respecto a I con el cual V acepte a I.

Note que la clase P esta contenida en NP, pues dado un lenguaje en P podemos usar como verificador

algn algoritmo polinomial que lo resuelva y como certificado la cadena vacia.

1.3.5. Reducciones polinomiales, problemas NP-Dificiles y NP-Completitud

Dados dos lenguajes L1 C ¥} y Lo C 35, una reduccién polinomial de L; a Ly es una funcién

f X7 — X3 tal que:

1. Existe un programa polinomial para una MTD que computa f.

2. Para toda z € X7, x € Ly si y solo si f(x) € Lo.

Si dicha funcién existe, decimos que L; se reduce polinomialmente a Ly y lo denotamos por

L1 XX L2.

La importancia de las reducciones polinomial proviene del siguiente lema.
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Lema 1.3.6. Sean L1 y Lo dos lenguajes. Si L1 o< Lo, entonces Ly € P implica L1 € P.

Demostracion. Sean ¥ y 2o los alfabetos de Ly y Lo, respectivamente, y f : 37 — X3 una reducciéon
polinomial de Ly a L. Denotemos por M} el programa polinomial para la MTD que computa f y por Ms
el programa polinomial para la MT D que reconoce a Ls. Un programa de tiempo polinomial que reconozca
a L; puede ser construido al componer M; con M. Para cada entrada x € X7, aplicamos la primera
parte que corresponde al programa My para construir f(z) € ¥s. Luego, aplicamos la segunda parte que
corresponde al programa My para determinar si f(z) € Lo. Puesto que = € L si y solo si f(x) € Lo,
entonces hemos obtenido un programa que reconoce a L. Se sigue inmediatamente que su tiempo de
ejecucion es polinomial debido al hecho que My y M> operan en tiempo polinomial. Si p; y p2 son los
polinomios de las funciones de complejidad en tiempo de My y Mo, entonces |f(z)| < pr(|x|), y el tiempo
de ejecucion del programa descrito es O(p #(|z]) + p2(p f(\:v]))), lo cual esta acotado por un polinomio sobre

|z|. O

Si IT; y II son dos problemas de decision con esquemas de codificaciéon ey y es, respectivamente,
escribiremos IIy o< Ilp si L[IIy,e;] o< L[IIg, e5]. Nuevamente, se omitira la referencia a los esquemas de
codificacion, teniendo en mente que asumimos el uso de esquemas de codificaciéon razonables. Asi, al nivel
de problemas de decisién, podemos considerar una reducciéon polinomial del problema de decision

II; al problema de decision Il; como una funcion f : II; — I tal que:

1. f es computable por un algoritmo de tiempo polinomial.

2. Para todo I € Dy, I € Yip, siy solosi f(I) € Yi,.

La relaciéon dada por las reducciones polinomiales es especialmente ttil al ser transitiva.
Lema 1.3.7. Sean L1, Lo y L3 lenguajes. Si L1 o< Ly y Lo o< L3, entonces L1 < Lg.

Demostracion. Sean Y1, Yo y X3 los alfabetos de los lenguajes Ly, Lo y L, respectivamente. Denotemos
por fi: 3] — X3 a la reduccién polinomial de Ly a La y por fo : X5 — X3 a la reduccion polinomial de
Ly a L3. Entonces la funcion f : 37 — X% dada por f(x) = f2(fi(z)) para toda x € £ es la reduccion
polinomial requerida de L; a L. Es evidente que x € Ly siy solo si f(z) € Ls, y el hecho de que f puede
ser computada por un programa de tiempo polinomial para una MTD es andlogo al argumento usado en

el Lema 1.3.6. O

Formalmente, un lenguaje L es NP-dificil si para cualquier lenguaje L’ en NP sucede que L' o< L.
Informalmente, un problema de decision II es NP-dificil si para todo problema de decisién II' en NP

sucede que II’ oc II.
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1. INTRODUCCION

De esta forma, un lenguaje L es NP-completo si L estd en NP y es NP-dificil. Nuevamente, de
manera informal, un problema de decisiéon II es NP-completo si II estd en NP y para todo problema
de decision II' en NP sucede que I’ oc II. El Lema 1.3.6 nos conlleva a considerar a los problemas
NP-completos como los problemas “mas dificiles en NP”. Encontrar un algoritmo polinomial para algin
problema NP-completo implicaria que todos los problemas en NP son solubles en tiempo polinomial. Si
se demuestra que para algin problema NP-completo no existe un algoritmo polinomial que lo resuelva,

entonces ningun problema NP-completo es soluble en tiempo polinomial.

Sin embargo, probar que un problema es NP-completo dada la definicion proporcionada puede
parecer complicado y, en principio, no es aparente que dichos problemas existan. El siguiente lema muestra
que poseer un problema NP-completo nos simplificaria esta tarea.

Lema 1.3.8. Sean Ly y Lo lenguajes. Si Ly y Lo se encuentran en NP, Ly es NP-completo y L1 o< Lo,

entonces Ly es NP-completo.

Demostracion. Dado que Lo se encuentra en NP, basta verificar para todo L € NP, L o Lo. Sea L € NP.
Como L; es NP-completo, entonces L o< L1 y por el Lema 1.3.7, obtenemos que L o Lo. Por tanto, Lo es

NP-completo. O

Este lema traducido a problemas de decisiéon nos expresa que para probar que un problema II es

NP-completo basta probar que:

1. II se encuentra en NP.

2. Existe un problema NP-completo que se reduce a II.

Antes de enunciar el Teorema de Cook-Levin, que nos provee del primer problema NP-completo,

necesitamos las siguientes definiciones.

Sea A = {ay,...,ax} un conjunto de variables booleanas. Una asignacion de verdad para A es una
funciéon s: A — {1,0}. Sia € Ay s(a) =1, decimos que a es verdadera bajo s, en otro caso, decimos que a
es falsa bajo s. La negacion de una variable a es denotada por @ y es verdadera bajo s si y sélo si s(a) = 0.

Llamamos a a y a literales sobre A.

Una cldusula es un conjunto de literales sobre A, por ejemplo, {a1,as, as}. Este conjunto representa
la disyuncion de dichas literales y es satisfecha por una asignaciéon de verdad si y sélo si al menos una
de las literales es verdadera bajo la asignacién. Diremos que una asignaciéon de verdad s satisface una

coleccion de clausulas ¢ sobre A si y so6lo si s satisface a todas las clausulas de .
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1.4 El problema «/-CP

El problema de Satisfacibilidad, o SAT, plantea lo siguiente:

Satisfacibilidad (o SAT).
Ejemplar:  Una coleccion de clausulas ¢ sobre un conjunto de variables booleanas A.

Pregunta:  ;Existe una asignacion de variables para A tal que satisfaga 7
Teorema 1.3.1 (Teorema de Cook-Levin). Satisfacibilidad es NP-completo.

A partir del Teorema de Cook-Levin y el Lema 1.3.8 es posible demostrar que una gran variedad
de problemas son NP-Completos [9], como por ejemplo 3-SAT, Conjunto independiente, Conjunto
dominante, etc. Entre ellos, 3-SAT es especialmente importante debido a su amplio uso, por lo que es

presentado a continuacion.

3-SAT.
Ejemplar:  Una coleccion de clausulas ¢ = {C1, ..., C,} sobre un conjunto de variables booleanas
A tal que para cada i € {1...,n} se tiene que |C;| = 3.

Pregunta: ;Fxiste una asignacion de variables para A tal que satisfaga a 7

1.4. El problema «/-CP

Sea v un vértice de una grafica G. Una grafica de transiciéon de v es cualquier gréifica cuyos
vértices son las aristas que inciden en v. Si G es una grafica y, para todo vértice v en G, T'(v) denota una
grafica de transicion de v, la familia {T'(v) | v € V(G)} es llamada sistema de transicion de G. En la

Figura 1.10 podemos ver un ejemplo de una grafica G con un sistema de transicion 7.

Dada una grafica G con sistema de transicion T, un camino W = (g, €, 21, ..., €p—1, Tp) €8 T-
compatible si para cada i € {1,...,n — 1} se tiene que ¢;_1¢; € E(T(z;)). Si, ademas, W es cerrado
y en—1e0 € E(T(xp)), entonces W es un camino cerrado T-compatible. Por ejemplo, la trayectoria
(e, eo, f,e1,i,e2,c,e3,9,e4,d) considerada en la Figura 1.10 es T-compatible para la grafica G y el sistema
de transicion T, pues satisface que ege; € E(T(f)), erea € E(T'(i)), eses € E(T(c)) v eses € E(T(g)),

mientras que la trayectoria (e, ag, h, a1,b, a2, g, a3, d) no es T-compatible ya que agas ¢ E(T(g)).

Con estas definiciones y dada ¢/ una familia de graficas, Szeider en [13] estudia el siguiente problema

de decision:
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1. INTRODUCCION

G: e h
f &
b
a
g
c d
T(a) : T(b) : T(c) :
bh bj cj
ai @——@ aj
be bg cb
T(d) T(e) (f)
fe
dg @ eh @—@ ef
fi
T(g) T(h) T(3)
gd he hf if
gc gb hi hb ia
T(s)
ja
jb ® jc

Fig. 1.10: Una grafica G y la grafica de transiciéon para cada vértice de un sistema de transicién T'.
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1.4 El problema «/-CP

o/-Compatible Path (o </-CP).
Ejemplar: Una gréfica G con un sistema de transicion T C & y dos vértices distintos x y y.

Pregunta: ;Existe una xy-trayectoria T-compatible?
Proposicion 1.4.1. El problema o7/-CP se encuentra en NP.

Demostracion. Sea (G,T,z,y) un ejemplar de dicho problema. Podemos, entonces, considerar como
certificado una zy-trayectoria en G. Basta verificar si aristas consecutivas cumplen con ser adyacentes en

la gréfica de transiciéon del vértice extremo en comin.
Asi, &7/-CP esta en NP. O

Un problema estudiado anteriormente y cercano a «/-CP se puede encontrar en [10]. Dicho problema

establece lo siguiente:

o/-Compatible 2-Factor (o «/-C2F).
Ejemplar:  Una gréafica G con un sistema de transicion T C 7.

Pregunta: ;Existe F un 2-factor de G tal que todo ciclo de F' sea T-compatible?

En [10] Kratochvil y Poljak prueban que el problema o7-C2F general es NP-completo, sin embargo,
es soluble en ciertos casos especiales. En particular, demuestran el siguiente teorema que nos sera de
utilidad mas adelante.

Teorema 1.4.1. Sea G una grdfica con sistema de transicion T. Entonces o/ -C2F es soluble en tiempo

polinomial si of consiste unicamente de grdaficas multipartitas completas.
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Capitulo 2

NP-Completitud del problema &7/-CP

En este capitulo se hace un estudio detallado del articulo Finding paths in graphs avoiding forbidden
transitions publicado por Stefan Szeider. En [13] se prueba que el problema 7/-CP es NP-completo y para
esto, primero es necesario demostrar varias proposiciones y lemas donde o/ contiene tinicamente graficas
muy especificas y, sin embargo, el problema contintia siendo NP-completo, lo cual permitiré finalmente
mostrar la NP-Completitud del problema general. La tltima seccién muestra que bajo dos casos particular

de &7, o/-CP puede ser resuelto en tiempo lineal.

2.1. El problema o7/-CP es NP-Completo

Proposicion 2.1.1. El problema (K3, Ko + K2)-CP es NP-completo.

Demostracion. Demostraremos que 3-SAT se reduce polinomialmente a (K3, Ko + K2)-CP, es decir,

3-SAT <K3,K2 + K2>—CP (21)
Sean A = {ay,...,an} un conjunto de variables booleanas y ¢ = {C1,...,Cy,} una coleccion de
clausulas sobre A tal que para toda i € {1,...,n} la clausula C; es de la forma {x;1,x;2,%; 3} para tres

literales distintas z; j, donde j € {1,2,3}. Podemos asumir que (7) ninguna clausula de ¢ contiene a z y =
para cada una de sus literales, ya que en caso contrario la clausula serfa verdadera bajo cualquier asignacién
de verdad, y (i7) que ¢ no contiene literales puras, es decir, literales que suceden so6lo positiva o negativamente,
pues en tal caso su valor de verdad ya esta determinado. Para cada clausula C; construimos una grafica G;
tal que su conjunto de vértices es {s;,t;,v;1,v;2,v;3} y su conjunto de aristas es U;’:l{sivi’j, v; jti}. El
vértice v; ; representa la literal x; ; de la clausula C;. Ademas, supondremos que si {i,j} C {1,...,n}, con

i # j, entonces V(G;) NV (G;) = @. Para cadai € {1,...,n— 1} subdividimos la arista v; 1¢; introduciendo
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2.1 El problema 7/-CP es NP-Completo

un nuevo vértice tf. De manera analoga, para cada i € {2,...,n} subdividimos la arista s;v; 1 introduciendo
un nuevo vértice s7. Denotemos, para cada i € {1,...,n}, por G} a la grafica resultante de esta construccion.
* *
tl Sn
S1 tl Sn tn
V1,3 Un,3
Fig. 2.1: De izquierda a derecha: G}, G} coni € {2,...,n—1} y G},.
Ahora, unimos las graficas G7, ..., G}, afiadiendo las aristas ¢§sj,; coni € {1,...,n—1} y llamemos
G a esta gréfica.
* *
21 52 t5 53
S1 t1 52 to 83 t3
V1,3 V2,3 V3,3

Fig. 2.2: La grafica G para una coleccion de tres clausulas.

Llamaremos a un par de vértices {v;j, vy j} prohibidos si x;; = Ty ;7 para las literales correspon-
dientes en ¢ y denotaremos por F' al conjunto de todos los pares prohibidos en G. Una sit,-trayectoria P

en G es satisfacible si V(P) no contiene ambos vértices de un par prohibido.

Afirmaciéon 1. Una asignacion de verdad s satisface a ¢ si y sélo si corresponde a una trayectoria

satisfacible en G.

Primero mostraremos la parte suficiente, es decir, supondremos que s es una asignaciéon de verdad
que satisface a ¢ y encontraremos una trayectoria satisfacible en G a partir de s. Dado que s satisface
a ¢, entonces para toda i € {1,...,n} al menos una literal z; j, con 1 < j < 3, es verdadera bajo s, es
decir, sucede que s(z; ;) = 1. Sea B = {x1,5,,...,%ns, } €l conjunto de literales tal que si k € {1,...,n},
entonces x5, es una literal de Ci, y s(xys,) = 1. Observemos que si {u,v} C By u # v, entonces u # 7,

pues en otro tendriamos que s(u) = s(v) =1y s(v) =1, por lo que s no serfa una asignacion de verdad.
Para cada xj s, € B, definimos la trayectoria Tj en G de la siguiente forma:

L Sisk:L
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2. NP-COMPLETITUD DEL PROBLEMA .&/-CP

(s1,v1,1,t7,53) si k=1
Tk = (827vn,17tn) si k=mn

(8% Vk,1, 17, S51)  en otro caso

Fig. 2.3: De izquierda a derecha la trayectoria resultante para k=1, k=ny k=2,...,n— 1.
= Si S = 2,
(817U1,27t17tT73§) Si k::l
Tk = (8:“ Sn, Un,2, tn) si k=n

(8% Sks Vk,2, thy Ty Sjyq) €0 otTo caso

*
Sk~ ty *.
k.1 Sk+1
®
Sk Vk,2 tr
V1,3 Un,3 Vk,3
Fig. 2.4: De izquierda a derecha la trayectoria resultante para k=1, k=ny k=2,...,n— 1.

u Sisk:?),

(s1,v1,3, 11,17, 83) si k=1
Tk = (S:L?S’I’L7vn,37tn) si ]{; =N

(8%s Sks Vk,3, thy Ty Siyq) €0 otTO Caso
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2.1 El problema 7/-CP es NP-Completo

* * * *
v i .* % k5 ' *.
1,1 s5 n,1 k,1 Sk+1
] o [ @ @ { )
S1 V1,2 tq Sn Un,2 tn Sk Vg2 tr
o ( o
V1,3 Un,3 Uk,3
Fig. 2.5: De izquierda a derecha la trayectoria resultante para k=1, k=ny k=2,...,n— 1.

Sea T el camino obtenido al concatenar las trayectorias antes mencionadas, es decir:

Notemos que al ser 71 una s;sj-trayectoria, T}, una s t,-trayectoria y para toda k € {2,...,n — 1},
Ty una s;s;. 1, se tiene que T esta bien definido. Puesto que las trayectorias Ty son ajenas por vértices
internos, entonces T es una sjs,-trayectoria. Ademas, recordemos que si {u,v} C B y u # v, entonces

u # U, por lo que T' es una sit,-trayectoria satisfacible.

Ahora, demostraremos la parte necesaria, es decir, supondremos que existe una sit,-trayectoria
satisfacible en G, digamos 7', y a partir de ella encontraremos una asignacion de verdad s que hace verdadera
a . Como para toda i € {1,...,n— 1} la arista t;s;,1 es un puente entre los vértices de las subgraficas G7,
ke {1,...,i}, y los vértices de las subgraficas G}, [ € {i +1,...,n}, entonces la trayectoria T' debe usar
forzosamente los pares de vértices {s1,t]}, {sh,t,} v {s],tf}, coni € {2,...,n —1}. Ademaés, observemos
que los conjuntos {v; 1,v;2,v;3} son conjuntos separadores para los vértices s} y t7 en la subgrafica G
de G para toda i € {2,...,n — 1}, asi como {v11,v12,v13} ¥ {Un,1,Vn2,vn 3} son conjuntos separadores
para los pares de vértices {s1,t]} v {s},tn} en las subgraficas G} y G} de G, respectivamente. Debe ser

entonces que V(T') N {v;1,vi2,v;3} # @ para toda i € {1,...,n}.

Para cada vértice v; j, con i € {1,...,n} y j € {1,2,3}, tal que v; ; € V(T') consideremos su literal
z;; en la clausula C; y a € A la variable que usa dicha literal. Si z; ; es la negacion de a, definimos s(a) = 0,
en otro caso, definimos s(a) = 1. Cualquier variable a la que no se le haya asignado un valor puede tomar
cualquier valor de verdad. Dicha asignacién de variables esta bien definida, pues al ser T' una trayectoria
satisfacible, a cada variable de A le asignamos un tnico valor de verdad. Mas adn, s hace verdadera a ¢,
puesto que para cada clausula en {C1,...,C,} existe al menos una literal que se hace verdadera bajo s,

por lo que la clausula resulta verdadera.

Con lo anterior, queda demostrada la afirmacion 1.

27



2. NP-COMPLETITUD DEL PROBLEMA .&/-CP

En vista de que ¢ no contiene literales puras, como se habia supuesto en (i7), entonces cada vértice
vij,coni € {l,...,n}yje€ {1,2,3}, esta contenido en al menos un par prohibido, modificaremos G y
F' de tal manera que cada vértice esté contenido en, a lo méas, un par prohibido. Supongamos que un
vértice v esta contenido en g pares prohibidos, digamos {v,v;} con i € {1,...,¢q} y ¢ > 1. Sean u y
los dos vértices adyacentes a v en G. Removemos v de G y agregamos una uu/'-trayectoria de longitud
g + 1 introduciendo nuevos vértices wy, ..., w,. Para cada i € {1,..., ¢}, reemplazamos en F' el par {v, v;}
por el nuevo par {w;,v;}. Repetimos este proceso para cada vértice que esté contenido en mas de un
par prohibido de F. Llamemos a la grafica resultante y al nuevo conjunto de pares prohibidos G’ y F”,
respectivamente. Observe que todo vértice v en G’ tiene grado 2 o 3; si §(v) = 2, entonces v se encuentra en
exactamente un par prohibido de F’; si d(v) = 3, entonces v € {s;,;, s}, ¢1} para algin i € {2,...,n — 1}

ov € {s1,t1,t, Sn, s, tn }.

Afirmacion 2. G contiene una sit,-trayectoria satisfacible si y solo si G’ contiene una sit,-

trayectoria satisfacible.

Demostramos primero la parte suficiente: si G contiene una sit,-trayectoria satisfacible, digamos T,

entonces G’ contiene una sit,-trayectoria satisfacible.

Supongamos que T' = (vg = $1,v1,...,0, = t,). Sea V el conjunto de vértices reemplazados de
G por trayectorias en G’ y R =V (T)NV. Si R es vacio, entonces T es una syt,-trayectoria satisfacible
en G', pues V(T) C V(G') y A(T) C A(G"). En otro caso, supongamos sin pérdida de generalidad que
R ={vi,,...,vi.} y para todo j € {1,...,2} llamemos u;; y u;], los dos vecinos de v;; en G. Observemos
que los vértices u;; y u;], deben ser usados por T ya que dg(v; j) = 2. Tenemos entonces que para toda
je{l,...,z} el vértice v;; fue reemplazado en G’ por una (7 u;j—trayectoria, llamémosla T;;. Definiremos
el camino 7" mediante la trayectoria T al sustituir el camino (u;.,v;j,u. ) por la trayectoria T;_, es decir:

30 7T Ty J

iz—1
T' = (vo = 1, Tyuiy) U | (T U, T, uip+1)> UT U (), T, v = tn)
p=1

Donde el subcamino (ugz, T, v, = t,) puede ser el camino trivial.

Notemos que 1" es un sit,-camino en G’ por construcciéon. Mas atin, 7" es una trayectoria pues las
trayectorias T}, son ajenas por vértices. T’ debe ser satisfacible, pues en otro caso existe un par prohibido
de F’, digamos {u,v}, tal que {u,v} C V(T"), pero por construccion este debe venir de un par prohibido

{u/,;v'} en F que usa la trayectoria T', lo cual es una contradiccion, pues T es satisfacible.
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Demostramos ahora la parte necesaria, es decir, si G’ contiene una sit,-trayectoria satisfacible,

digamos T”, entonces G contiene una s1t,-trayectoria satisfacible.

Para cada vértice v que haya sido removido de G, llamemos T;, la trayectoria que sustituy6 a v en G'.
Sea B = {Ty,,...,Ty,} el conjunto de dichas trayectorias y supongamos que T, es una ug,u;, -trayectoria
para toda i € {1,...,z}. Observe que entonces los vértices uz, y uﬁcz son los vecinos del vértice x; en G.
Si T’ no hace uso de trayectorias en B, entonces T” debe ser una st,-trayectoria satisfacible en G, pues
V(T) CV(G) y A(T) C A(G). En otro caso, supongamos que 1" usa las trayectorias {T,,...,T,.} C By
sea V = {v1,...,v,}. Supongamos sin pérdida de generalidad que el vértice v; es usado en T” antes que el
vértice v;41 para todo i € {1,...,z — 1}. Definimos el camino T' mediante la trayectoria 7" al sustituir la

trayectoria T}, por el camino (u,,,v;, ul, ) para cada i € {1,...,z}, es decir:

i

z—1

T = (51,1, 1y, ) U U ((uvp,vp,u;p) U (Ufu,,,T',vaH)) U (o, , vz, 1y, ) U (g, T b))
p=1

Donde el subcamino (u;,_,T",t,) es posiblemente el camino trivial.

T es un sit,-camino en G por construccion. Mas atun, T es una trayectoria ya que en otro caso
existen dos vértices v;,vj; € {v1,...,v;}, con i # j, tales que v; = vj;, por lo que entonces afladimos dos
trayectorias distintas en G’ por el vértice v;, lo cual es una contradiccion, pues por construccion en G’ se

agregd exactamente una trayectoria por cada vértice contenido en mas de un par prohibido.

Supongamos ahora que 7' no es satisfacible, de modo que existe un par prohibido de F', digamos
{u,v}, tal que {u,v} C V(T). Dicho par debe cumplir que: (a) {u,v} C V o, sin pérdida de generalidad,

(b)ueVyveV(T)\V, pues T’ es satisfacible. Consideremos ambos casos:

(a) Como u se sustituy6 por Tp, en G’ y al ser {u,v} un par prohibido de F', entonces se reemplazé {u,v}
por un nuevo par prohibido, digamos {v’, v}, tal que v’ € V(T,). Analogamente, se sustituy6 {u,v}
por un nuevo par prohibido, digamos {u’,v’}, tal que v' € V(T,). Debe ser, por tanto, que T" usa el
par prohibido {u/,v'} € F’. Esto es una contradiccion, pues T” era una trayectoria satisfacible.

(b) Como u se sustituy6 por T, en G’ y al ser {u,v} un par prohibido de F', entonces se reemplaz6 {u,v}
por un nuevo par prohibido, digamos {u’, v}, tal que v’ € V(T},). Como v no fue reemplazado en G,
entonces {u/,v} es un par en F’ tal que {v/,v} € V(T"). Esto es una contradiccién, pues 7" era una

trayectoria satisfacible.

Dado que de ambos casos se deriva una contradiccion, debe ser que T' es una trayectoria satisfacible.

29



2. NP-COMPLETITUD DEL PROBLEMA .&/-CP

Esto demuestra la afirmacion 2.

Construimos ahora la grafica G* mediante el colapso de vértices que forman un par prohibido. Es
decir, si {v1,v2} € F', Eg/(v1) = {e1, f1} v Ec/(v2) = {e2, f2}, entonces removemos los vértices vy y va,
y hacemos a las aristas eg, ez, fi ¥y fo incidentes a un nuevo vértice v 2. Observemos que las aristas de
{e1, f1} no son adyacentes a las aristas de {ez, fo}, pues sus extremos se encuentran en subgraficas G}
distintas de G’, las cuales son ajenas en vértices. Notemos, ademés, que todos los vértices de G* tienen
grado 3 o 4: todo vértice de G* proviene de un vértice de grado 3 en G’ o del colapso de un par prohibido
en G, en este ultimo caso como todo vértice de grado dos en G’, digamos u, se encontraba en exactamente
un par prohibido, digamos {u, v}, debid ser colapsado en un tnico vértice que resulta de grado 4, pues
tanto u como v s6lo se encuentran en el par prohibido {u,v} y ambos vértices son de grado dos en G’. Para
cada nuevo vértice vy 2, definimos su grafica de transicion 7% (v; 2) tal que E(T*(v12)) = {e1f1,e2f2}, de
manera que 17%(v12) € (K2 + K»); observe, por tanto, que dos vértices son adyacentes en 7% (v; 2) si y solo
si son aristas adyacentes en G’. Para el resto de vértices v de G* definimos su gréfica de transicion tal que
T*(v) € (K3). Con todo lo anterior, definimos el sistema de transicion T* = {T*(v) | v € V(G*)}. Notese
que T* C (K3, Ko + K3).

Afirmacion 3. G’ contiene una sit,-trayectoria satisfacible si y solo si G* contiene una syt,-

trayectoria T*-compatible.

Mostramos primero la parte suficiente, es decir, si G’ contiene una sit,-trayectoria satisfacible,

digamos P, entonces G* contiene una sit,-trayectoria T*-compatible.

Supongamos que P = (vg = $1,€0,V1,...,VU,—1,€,—1,V, = tp,). Para cada v;, con i € {0,...,z}, si v;
se encuentra en un par prohibido de F’, denotemos por v, € V(G*) al vértice en el cual colapso v; junto
al vértice que se encontraba en su par prohibido, en otro caso definimos v, = v;. Observe entonces que
para toda arista e; € E(P) esta se encuentra en G* y se tiene que e; es incidente a los vértices v y vj
por construccion de G*. Por tanto, P* = (v(, = s1,€0,0],...,V._q,€,—1,V, = t;,) es un camino en G*. Més
aun, P* es una trayectoria, pues en caso de repetir vértices estos deben provenir del colapso de un par
prohibido, digamos {u, v}, lo cual implica que P us6 dos veces un mismo vértice o P usé ambos vértices

del par prohibido, en cualquier caso esto es una contradiccion ya que P es una trayectoria satisfacible.

Afirmamos que P* es una sit,-trayectoria T™*-compatible en G*. Procedamos por contradiccion, por
lo que entonces existe una transicion {e;_1,€;} tal que e;_1e; ¢ E(T*(v})), con i € {1,...,z — 1}. Entonces

(vi—1,€i—1, 04, €;,v;41) NO es un camino en G’, ya que {e;_1,e;} son aristas no adyacentes en G’ y por tanto,
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no tienen extremos en comun. Esto es una contradiccion, pues (v;—1, €;—1, v, €;, V;+1) €s un subcamino de

P, la cual es una trayectoria en G'.

Demostramos ahora la parte necesaria, es decir, si G* contiene una s;t,-trayectoria T™*-compatible,

digamos P*, entonces G’ contiene una sit,-trayectoria satisfacible.

/

Supongamos que P* = (v(, = s1,€0,0],...,V,_q,€5-1,0, =

! = tp). Recordemos que por construccion de

G* se tiene que E(P*) C E(G'). Para cada vértice interno de P*, es decir, para cada v;, coni € {1,...,z—1}
analicemos la subtrayectoria (vj_;,e;_1,v},€;,v;, ;) y supongamos que e; 1 = ;_10; ¥ € = Uilli11 CON

{vi—1,vi, ui, uip1} € V(G'). Consideremos los siguientes casos respecto a v}:

1. Siwv; € V3(G*). Entonces v, € V3(G’) y por tanto las aristas e;_; y e; son aristas incidentes a v} en
G’, ya que los vértices de grado 3 conservan sus aristas incidentes entre G’ y G*. Supongamos sin
pérdida de generalidad que el extremo v; de e;_1 y el extremo u; de e; son iguales a v; Tenemos, por
tanto, que (v;_1,€;—1, v}, €;,u;+1) es un camino de G'. Definimos P; = (v;_1, €;—1,v}).

2. Si v € Vi(G*). Entonces, como P* es una trayectoria compatible debe ser que e;_1e; € T*(v}),
por lo que e;_1 y e; tienen un extremo en comun en G’. Supongamos sin pérdida de generalidad
que v; = u;. Tenemos, por tanto, que (v;—1,€;—1,v; = U;, €;,u;+1) s un camino en G’. Definimos

P = (vi—1,€i-1,v = u;) sii # 2z — 1, P, = (vi—1,€;-1,v; = U, €;, ujy1 = t,) en otro caso.
De lo anterior, tenemos que
z—1
r-Ur
i=1
es un sit,-camino en G’.

Afirmamos que P es una sit,-trayectoria satisfacible. Primero veremos que P es una trayectoria.
Supongamos por contradicciéon que P no es una trayectoria, por lo que repite al menos un vértice, digamos
v. Siv € V3(G'), entonces P* también repite dicho vértice, lo cual no es posible, pues P* es una trayectoria.
Si v € Vo(G’), entonces debe ser que P* repite el vértice colapsado del par prohibido en el que se encuentre

el vértice v. En cualquier caso obtenemos una contradiccion, debido a que P* es una trayectoria.

Ahora mostraremos que P es satisfacible. Supongamos por contradicciéon que P no es satisfacible,
por tanto, usa un par prohibido {u,v} € F’. Entonces, debe ser que P* repiti6 al menos dos veces el vértice
colapsado del par prohibido {u,v} pues agregamos a v y v a P en P; y P; para distintas i y j. Esto es una

contradiccién, pues P* es una trayectoria.
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Asi, la afirmaciéon 3 ha sido demostrada.
Afirmacioén 4. La construccién descrita arriba es realizable en tiempo polinomial.
Primero mostramos que G y F' pueden construirse en tiempo polinomial respecto a n = |¢|.

Observe que para cada clausula C; € ¢ construir su grafica G; toma tiempo O(1), pues |V(G;)| <7

y |E(G;)| < 8,y puesto que son construidas n graficas G, tenemos que G puede ser construida en O(n).
Ahora mostramos que F puede ser construido en tiempo O(n?).

Para cada vértice v en Vo(G), es decir, los vértices que se encuentran en pares prohibidos, definimos
el conjunto PP, = {{u,v} | {u,v} € F}. Es claro que podemos encontrar el conjunto V5(G) en tiempo
O(n), simplemente iterarando sobre V(G) y seleccionando aquellos vértices de grado dos. Luego, podemos
construir PP, para cada vértice v en V5(G) iterando Vo(G) y verificando por cada vértice si su literal es la
negacion de la literal de v, esta verificacion puede hacerse en tiempo constante. Como |Va(G)| = 3n y por
cada vértice Va(G) se vuelve a iterar Va(G), entonces construir PP, para cada vértice v en Vo(G) puede

realizarse en tiempo O(n?).

Es claro que UUE‘/Q @) PP, = F. Mas aun, debido a que un par prohibido {u, v} se encuentra en

exactamente dos conjuntos PP, a saber, PP, y PP,, tenemos que Y, ¢y, [PPy| = 2|F].
Hemos entonces construido G y F en tiempo O(n?).

Veamos que |F| < n? y por tanto @) [PP| < 5n2. Recordemos que A = {ay,...,an,} es el

veEVs
conjunto de variables. Note que m = |A| < L%‘j pues cada literal debe estar en al menos un par prohibido,
en otro caso, podriamos tener literales puras. Para cada literal a;, con i € {1,...,m}, supongamos que a;
es usada k; veces en distintas literales, ya sea positiva o negativamente, es decir, k; es el niimero de vértices
en G tal que su literal correspondiente usa la variable a;. Observe, ademés, que la mayor cantidad de pares

prohibidos que podemos generar con cada literal a; es [%] L%J De esto, tenemos que:

[F| < g[lﬂ V;J (2.2)

Consideremos los siguientes casos para k;:

= k; es par, es decir, existe j; € N tal que k; = 2j;.
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En tal caso,

Por tanto,

sl <4

= k; es impar, es decir, existe j; € N tal que k; = 2j; + 1.

En tal caso,

kil ki|  [2+17|2+1] . o k-1
[2H2J—{ 5 H 5 J_(Jz+1)(]z)—]i+]z— T

2
pues k‘lz = 4j2-2 + 44; + 1, lo cual implica que j2-2 +j; = ki4 L Asi,

AER

De (2.2) y los casos anteriores conseguimos:

1 m
|F| < sz’? (2.3)
i=1

Dado que para toda i € {1,...,m} se tiene que k; € Ny > ™", k; = 3n, obtenemos que:

1 — 1
> k< -on’ (2.4)

De (2.3) y (2.4) se concluye que
9

Se sigue, entonces, que »

’UGVz(G) ‘PPU‘ S 5n2.

Procedemos a mostrar que G’ y F’ pueden construirse en tiempo polinomial respecto a n.
Para cada vértice v € Va(QG) realizamos los siguientes pasos:

1. Verificamos si 1 < |PP,|.

2. Si 1 < |PP,| = q, construimos la trayectoria T3, = (w1, ..., w,), removemos v de G y suponiendo que
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w 'y u’ son los vecinos de v en G, anadimos T, y las aristas uw; y weu’ a G.
3. Para cada vértice v; en algtn par {v,v;} € PP,:

3.1 Sustituimos {v, v;} por el nuevo par prohibido {w;,v;} en PP,.

3.2 Buscamos PP,,.

3.3 Eliminamos {v,v;} de PP,, y anadimos el nuevo par prohibido {w;,v;}.

Es claro que el paso 1 se puede realizar en tiempo O(1) si mantenemos los conjuntos PP en alguna
estructura de datos de acceso constante, como un arreglo o diccionario. Observe que el paso 2 construye

trayectorias de tamano |PP,| para cada v € V3(G) y al tener que - v, ) [PPo| < 5n2, entonces el paso

veEVS
dos al finalizar la iteracién toma en total tiempo O(n?). El paso 3.1 se realiza en tiempo O(1), el paso
3.2 puede ser realizado en tiempo constante, mientras que el paso 3.3 se realiza en tiempo O(n) pues
|PP,,| <3n—1, por lo que eliminar el par {v,v;} de PP, debe tomar tiempo lineal. Tenemos entonces

que el paso 3 toma tiempo cuadratico. Como se realizan estos tres pasos para cada vértice en Vo(G) y

[V2(G)| = 3n, entonces la iteracion total toma tiempo O(n?).

Notemos que al finalizar de iterar V2(G), la grafica G ha sido reemplazada por G’ y que el conjunto
de pares prohibidos F”’ es igual Uvev2(G) PP,, por lo que se han construido G’ y F’ en tiempo O(n?).
Observe, ademaés, que los pasos 3.1 y 3.3 garantizan que |PP,| y |PP,,| se mantienen constante y que
cada nuevo par prohibido {v;,w;} se encuentra nuevamente en exactamente dos conjuntos PP, a saber, los
conjuntos PP, y PP, de los vértices v y w que fueron intercambiados por su respectiva trayectoria T,
y Tw, por lo que [F'| = |F| y como afiadimos un total de 3_,cy, (e (PP — 1) < 5n? vértices nuevos, se

sigue que G’ tiene orden cuadratico respecto a n.
Finalmente, demostraremos que G* y el sistema de transicion 7™ se construye en tiempo polinomial.

Para cada par prohibido {vi,ve} € F’, encontrar v; y ve en G’ toma tiempo O(n?), pues el orden de
G’ es cuadratico respecto a n. Colapsarlos en un vértice vy 2 se realiza en tiempo constante, mientras que
construir 7*(v1,2) toma tiempo O(1) dado que |V (T*(vi2))| = 4 y |E(T*(v12))| = 2. Como |F’| < In?,
entonces al iterar I’ para colapsar los vértices prohibidos y crear los sistemas de transiciéon toma tiempo
O(n*). Nuevamente, encontrar los vértices V3(G’) toma tiempo O(n?) y, de manera analoga, construir sus
sistemas de transicién toma tiempo constante. Por tanto, construir G* y el sistema de transicion 7™ toma

tiempo O(n?).

Esto demuestra la afirmacion 4 y se concluye que la construccion de G* y T se realiza en tiempo

polinomial.
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Por tanto, de las afirmaciones 1, 2, 3 y 4 se obtiene (2.1). En consecuencia, el problema (K3, Ko +

K9)-CP es NP-completo. O

Utilizando la idea de la demostraciéon de la proposiciéon anterior, podemos mostrar el siguiente
resultado.

Proposicion 2.1.2. El problema (Ps, Ko+ K3)-CP es NP-completo. En particular, es NP-completo incluso

st consideramos unicamente ejemplares (G, T, x,y) tales que:

1. Los vértices x y y estan en V3(G).

2. Existe un apareamiento M tal que V(M) = V3(G) \ {z,y}.

3. Para cada v € V3(Q) con Eg(v) = {e1,ea,em} yenr € M se tiene que erepnr, esens € E(T(v)).
Demostracion. Dado un ejemplar del 3-SAT, construimos G* y T como en la Proposicién 2.1.1. Demos-

traremos que es posible reemplazar T™ por un sistema de transicion T** C (Ps, Ko + K>).

Primero, para cada vértice v € V3(G*) \ {s1,t,} tomaremos una de sus aristas incidentes, a la que

denotaremos por h, de la siguiente forma:

» Siv=s, conié€{2,...,n}, entonces h, = s;s;.

» Siv=s}, conie€{2,...,n}, entonces h, := st ;.

» Siv=t;,conie{l,...,n— 1}, entonces h, := t;t}.

= Siv=1t;,coniec{l,...,n— 1}, entonces h, :=tisj, ;.

Afirmacion 1. Para toda s;t,-trayectoria T*-compatible en G*, digamos P*, si v € V3(G*)\ {s1,tn}
y v € V(P*), entonces h, € E(P*).

Sea P la sit,-trayectoria satisfacible en G’ costruida a partir de P* como en la afirmacion 3 de la
Proposicion 2.1.1. Recuerde que por construccion de P se tiene E(P*) = E(P) y por construccion de G*
se tiene que V3(G*) = V3(G'), por lo que procedemos a demostrar que si v € V3(G') \ {s1,tn,} y v € V(P),
entonces h, € E(P).

Sea v un vértice tal que v € V3(G') \ {s1,tn} vy v € V(P), consideremos los siguientes casos:

» Siv=-sf,conie{2,...,n}
Dado que toda arista sjtf_;, con i € {2,...,n}, es un puente de la grafica G’ tal que s1 y ¢, se

encuentran en diferentes componentes conexas de G’ — sity_;, entonces cualquier sit,-trayectoria en

G’ usa la arista s;t;y_,. Més atin, en caso de que s; fuera utilizado en P haciendo uso de las otras dos

*

aristas incidentes a s;, como P debe usar la arista sjt; ; entonces P no serfa una trayectoria, lo cual
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es una contradiccion.

» Siv=t,conie{l,...,n—1}.
Analogo al caso v = s].

» Siv=gy;,conié€{2...,n}
Supongamos que P utiliza al vértice s; sin hacer uso de la arista s;s;. Observe que en la grafica
G — s;s; el vértice t7 es un vértice separador para los vértices s; y s;, por lo que cualquier trayectoria
entre estos par de vértices usa al vértice ¢;. Ademas, como tfs7, | es un puente de la grafica G’ tal
que s1 y t, se encuentran en diferentes componentes conexas, entonces el vértice t; debi6 de ser usado
dos veces por P, lo cual es una contradiccién pues P es una trayectoria.

» Siv=t;,conie{l,...,n—1}.
Supongamos que P utiliza el vértice ¢; sin hacer uso de la arista ¢;¢;. Nuevamente como ¢;s7, | es un
puente de la grafica G’ tal que s1 y t,, se encuentran en diferentes componentes conexas de G — t7's? 11
y el vértice t; queda en la misma componente conexa que t;, entonces el vértice ¢; debe ser usado antes
de t; en P. En tal caso, P debi6 haber utilizado el vértice s; dos veces, lo cual es una contradiccion,

pues P es una trayectoria.
De esta manera, la afirmacién queda demostrada.

Para todo v € V4(G*) definimos T%*(v) = T™*(v). Teniendo en cuenta que toda sit,-trayectoria usa
una sola arista incidente a s1 y una sola arista incidente a t,,, entonces las graficas de transicion de s1 y t,, son
irrelevantes respecto a una spt,-trayectoria compatible, por lo que podemos tomar T**(s1), T**(¢,,) € (Ps)

de manera arbitraria.

Para todo v € V3(G*) \ {s1,tn} con Eg-(v) = {e, f, hy}, definimos su grafica de transicion 77 (v)
tal que E(T**(v)) = {ehy, fhy}. De la afirmacion 1 se sigue que toda sit,-trayectoria T*-compatible es

también T**-compatible. El regreso es inmediato.

Dado que construir el sistema de transiciéon T** puede ser realizado en tiempo polinomial, tenemos

entonces que

<K3, Ko + K2>—CP X <P3,K2 + K2>—CP

Por tanto, (Ps, K2 + K3)-CP es NP-completo.

Més atn, observe que M = {t;t¥ |i € {1,...,n—1}}U{s;s} | i € {2,...,n}} es un apareamiento de

G* tal que satura al conjunto V3(G*) \ {s1,t,}. Entonces por construccion de 77, se tiene que para todo
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vértice v € V3(G*) con Eg«(v) = {e, f,hy} y hy € M se cumple que ehy, fh, € E(T**(v)). Esto demuestra

la dltima parte de la proposicién. O

Ahora, definiremos una construccion que sera usada en varias de las siguientes proposiciones.

Construccion 2.1.3. Sean G una grdfica y vg un vértice de grado 4 en G tal que Eg(vg) = {e1,...,eq}.
Modificamos a G de la siguiente manera. Eliminamos el vértice vy y agregamos dos nuevos vértices vy 4
y v2.3 tal que las aristas e1 y eq inciden en el vértice vi 4 y las aristas ex y ez inciden en el vértice vy 3.
Anadimos dos nuevos vértices w y w', asi como las aristas f1 = viqw, fo = wva3s, f3 =vosw’ y fs = w'vy4.
Ahora, anadimos dos copias de la grifica K5, digamos H y H', y removemos una arista de cada copia,
digamos la arista uyus de H vy la arista usuy de H'. Finalmente, agregamos las aristas g1 = ujw, gs = usw,
g3 = usw' y g4 = ugw’. Llamemos G’ a la nueva grifica resultante. Observe que todos los nuevos vértices

introducidos a G' tienen grado 4.

Notemos que la Construccion 2.1.3 es realizable en tiempo constante, pues se agregan exactamente
13 vértices a la grafica, o en tiempo lineal respecto al orden de G si es necesario buscar el vértice vg. La
Figura 2.6 contiene un ejemplo de dicha construcciéon para una grafica particular G y vg.
Observaciéon 2.1.4. Dado que w es un vértice de corte en G’, se tiene que si P es un uv-camino tal que
{u,v} CV(GH\V(H)y (V(H)\ {w}) N V(P) # &, entonces P no puede ser una trayectoria. De manera
analoga, esto es verdadero para el vértice w’ y la grafica H'. Mas aun, note que el conjunto de aristas

{e1,e2,e3,e4} es un conjunto de corte por aristas para la grafica G’ tal que los nuevos vértices introducidos

quedan en una componente conexa distinta a los vértices originales de la grafica G.

Lema 2.1.5. Sea Z una grdfica de orden a lo mds 4 tal que K3 o Ps es subgrdfica inducida de Z. Entonces
el problema (Z, Ko + K2)-CP es NP-completo.

Demostracion. Sea X € (K3, P3) tal que X es subgrafica inducida de Z. Observe que si |V(Z)| = 3,
entonces el lema se sigue directamente de las proposiciones 2.1.1 y 2.1.2, por lo que supondremos que

V(2)] = 4.

Nombrando (X, K3+ K3)-CP* el problema (X, Ko+ K2)-CP restringido a ejemplares que satisfacen

las propiedades adicionales consideradas en la Proposicién 2.1.2, demostraremos que

(X, Ky + f(2>-CP>k x (Z, Ky + K3)-CP. (2.5)

Consideremos (G, T, x,y) un ejemplar de (X, Ko + K9)-CP* y M el apareamiento de G acorde a
la Proposicion 2.1.2. Realizaremos el siguiente reemplazo para eliminar aquellos vértices cuya grafica de

transicion se encuentra en (X).
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G:

U2
V1 (%

Vg

Vs

G':

U5

Fig. 2.6: Construccion 2.1.3 de una grafica G.
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Sea ey = vv' € M tal que Eg(v) = {e1,eq,en} y Eq(v') = {ez,es,enr}. Notemos que por la

restricciéon del problema, tenemos que

eren, esenr € E(T(v)) y esenr,esen € E(T(V'))

Removemos la arista ep; de Gy colapsamos los vértices v y v’ en un nuevo vértice al que llamaremos vy.
Ahora, aplicamos la Construccion 2.1.3 en Gy vy para obtener la grafica G'. Construimos un sistema de
transicion 7" como sigue: para cada vértice v € V(G') \ V(G) escogemos su grafica de transicion de la

familia (Z), teniendo en consideracion:

= si X € (P3), solicitamos que {e1 f1,eaf1} C E(T"(v1,4)), {f2e2, faes} C E(T"(v23)) v f1f2 € E(T"(w)),
asi como ejeq ¢ E(T"(v14)) v eze3 ¢ E(T'(v23)).

» si X € (Kj3), solicitamos que {ej fi,eaf1,erea} € E(T"(v1,4)), {f2e2, foe3,e2e3} C E(T"(v23)) v
fifz € E(T"(w)).

Note que la eleccion de estas aristas es posible puesto que la grafica Z tiene como subgrafica inducida a P
o K3. Para el resto de los vértices en V(G') \ V(G), consideramos una grafica de transicion arbitraria en

(Z) y para el resto de vértices v en V(G) NV (G’), tomamos T"(v) = T'(v).

Afirmacién 1. G contiene una xy-trayectoria T-compatible si y sélo si G’ contiene una zy-trayectoria

T’-compatible.

Mostraremos primero la parte suficiente, es decir, supondremos que existe una zy-trayectoria

T-compatible en G, digamos P, y construiremos una xy-trayectoria T’-compatible en G'.
Consideremos los siguientes casos:

1. Si ey ¢ E(P). Consideremos los siguientes tres posibles casos:
1.1 P no usa la transicion {ej,eq} nila {es,e3}.
En este caso, P debe ser una wzy-trayectoria T"-compatible en G’ puesto que P solo usa vértices
en V (@), y en dichos vértices se tienen los mismos sistemas de transicion tanto en T' como en T”.
1.2 P usa la transicion {ej,eq} o la transicion {eg, ez}, y solo una.

Supongamos que P usa la transicion {e1,e4} y supongamos que

P = (UO =I,a0,Uly---,Ui—1,0;—1 = €1,U; =V, 0; = €4, Uj+1,...,UL = y)
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Como P es T-compatible, entonces ejeq € E(T(v)) y, por tanto, debe ser que X € (K3). Asi,
por definicion del sistema de transiciones 77, tenemos que ejey € E(T'(v14)). Se obtiene, por

definicion de T”, que:

(up = w, a0, u1, ..., Ui—1,a;-1 = €1,V1,4,0; = €4,Uj41 ..., UL = Y)

es una xy-trayectoria T'-compatible en G’. El caso cuando P usa la transicion {es, e3} es analogo.
1.3 P usa ambas transiciones {ej,eq} y {e2,e3}.
Procediendo de manera analoga al caso 1.2, tenemos que X € (K3). Sin pérdida de generalidad

supongamos que:

/
P = (up=x,a0,u1,...,0;—1 = €1,U; =V,0; = €4,...,0j—1 = €2,Uj =V ,a; = €3,...,Up =Y).

Por definicion del sistema T obtenemos que:

(up = =, ap,u1,...,a;-1 = €1,V1,4,0; = €4,...,0j—1 = €2,V23,0j = €3,...,UL = Y)

es una xy-trayectoria T’-compatible en G’.

2. Si ey € E(P). Sin pérdida de generalidad supongamos que:

/
P = (Uo =T,a0,ULy-- -, Ui—1, Gj—1,U; = UV, Q5 = N[, Ujt-1 = U 5 Qj4-1, Uj4-2, - - -, U = y)

Y es tal que a;—1 € {e1,e4} vy a;11 € {e2,e3}. Luego, por la construccion de G’ y T”, obtenemos que:

(UO = Z,aq, U, - - - 7Ui_1,ai_l,’UlA,fl,w,fQ,U273,(li+1,Ui+2,. -y U = y)

es una xy-trayectoria T’-compatible en G'.

Lo anterior prueba que si existe una xy-trayectoria T-compatible en GG, entonces existe una xy-

trayectoria T"-compatible en G’.

Mostramos ahora la parte necesaria: supondremos que G’ contiene una xy-trayectoria T’-compatible,

digamos P’, y construiremos una xy-trayectoria T-compatible en G.

Si P’ no usa los vértices v 4 y v 3, entonces P’ debe ser una zy-trayectoria T-compatible en G,

pues tendriamos que V(P') C V(G) NV (G’) y en dichos vértices, los sistemas de transiciones en Ty T’
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coinciden. Por tanto, supongamos que {v; 4,v23} NV(P’) # & y consideremos los siguientes casos:

1. P’ utiliza ambos vértices v1 4 y v2 3.

Analicemos ahora los posibles subcasos:

1.1

1.2

Si P’ utiliza la transicion {e1,e4}. Observe que como P’ es T'-compatible y por construccion
de T”, tenemos que X € (K3) y, ademas, en el vértice v 3 se debe hacer uso de la transicion
{ea, €3}, en otro caso, la trayectoria usaria una arista en { f2, f3} lo que implicaria que P’ utiliza
al menos dos veces el vértice vy 4. Esto seria una contradiccion a nuestra suposicion de que P’ es

una trayectoria. Asi, supongamos sin pérdida de generalidad que:
Pl = (uo =Z,a0,ULy...,Q;—1 = €1,U; = V14,0 = €4,...,Aj1 = €2,U; = V23,05 = €3,...,UL = y).
Se observa que:

(up = T,a0,U1, ..., Qi—1 = €1,0,0; = €4...,aj_1 = e,V ,a; = €3,...,u =y)

es una zy-trayectoria T-compatible en G, puesto que T'(v) y T'(v') se encuentran en (K3).

Si P’ no utiliza la transicion {ej, e4}. Afirmamos que P’ no hace uso de la transicion {es, e3}.
Procediendo por contradiccion, supongamos que P recorre la transicion {eg, e3}. Como P’ no
recorre la transicion {ej,e4}, entonces debe hacer uso de una arista en {fi, f4}. En cualquier
caso, la trayectoria P’ se verfa obligada a utilizar alguna arista en {fo, f3} al utilizar el vértice w
o w', segin sea el caso. Esto implicaria que la trayectoria P’ usa 3 aristas incidentes a vg 3, lo
cual es una contradiccion.

Asi, obtenemos que las transiciones {e1,e4} y {e2,e3} no son usadas en P’. Con esto, se sigue
que P’ hace uso de una arista en {f1, f4} y una arista en {fs, f3} y por tanto, hace uso de la

transicion { f1, fo} o {f4, f3}.

Supongamos que se usa la transicion {f1, fa} y f1 aparece antes que fo en P’. Sea, asi:

/
P = (UQ, agy .-, Ui—1,0;—1,V14, flu w, f27 V2,35 Aj+2, Ui+-3y - -+ s Uk)

Notese que las subtrayectorias P = (ug, P, ui—1) y Po» = (uits3, P',ui) son trayectorias T-
compatibles en G por la construccion de T”. Ahora, observe que a;—1 € {e1,e4} y a;+a € {ea,€3}.
Asi, podemos considerar la trayectoria Py U (u;—1, a;—1,v, epr, v, aipo, ui+3) U Py en G. Debido a

la restriccion del sistema de transiciéon 1" con respecto al apareamiento M, obtenemos que dicha
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trayectoria es T-compatible en G. El caso cuando se usa la transicion { fs, f4} es analogo.
2. P’ utiliza tinicamente un vértice en {vy 4,v23}.
Supongamos sin pérdida de generalidad que dicho vértice es v1 4. Note que la transiciéon usada en vy 4
debe ser {e1,e4}, en otro caso, de usar una arista en {f1, f4}, P’ se veria obligada a usar el vértice
v2,3, lo cual no es posible por el caso en que nos encontramos. Como P’ es T"-compatible y usa la
transicion {ey, e4}, por construccion de 7" tenemos que X € (K3). Asi, puesto que los vértices en
V(P) \ {v14} estan en V(G) y dado que T'(v) € (K3), podemos sustituir el vértice vy 4 en P’ por el
vértice v para obtener una trayectoria T-compatible en G. El caso cuando se usa el vértice vy 3 es

analogo.

Con lo anterior, si existe una xy-trayectoria T"-compatible en G’, entonces es posible encontrar una

xy-trayectoria T-compatible en GG. Esto demuestra la afirmacion 1.

Obsérvese que realizar esta construcciéon toma a lo méas tiempo lineal: cuando es necesario buscar
la arista ey, pues el colapso de los vértices extremos de ejs en vy y la Construcciéon 2.1.3 toman tiempo
constante. M4s atin, observe que al solo introducir 13 vértices nuevos, la grafica G’ mantiene un orden

constante respecto al orden de G.

Aplicamos esta construccion para cada e € M y llamemos G” y T” a la grafica y sistema de transicion
resultantes. Observe que al ser M un apareamiento de la grafica original G tenemos que |M| < @, de
manera que la construccion descrita arriba es realizable en tiempo lineal respecto a |V(G)|. Asi pues, G” y
T" pueden construirse en tiempo polinomial. Més atn, como G” tiene a lo més orden 12|V (G)|, entonces
G" y T" tienen tamano polinomial. De esta forma, tenemos que para todo vértice v € V(G") \ {z, y} se

cumple que T"(v) € (Z, Ko + K3) y si v € {z,y}, entonces T”(v) € (X). Por tanto, resta construir las

graficas de transicion de x y y de manera que se encuentren en (7).

Sea G una grafica ajena en vértices con G” tal que G”" = Gy f: V(G") — V(GY) una funcion de
isomorfismo. Ademas, consideramos 77" un sistema de transicion para la grafica G tal que se comporta
exactamente igual al sistema de transicion 7" en G”. Obtenemos la grafica H realizando la uniéon de G” y

'y anadiendo las aristas z f(x) y yf(y). Observe que que z, y, f(z) y f(y) son vértices de grado 4 en H.

Construimos un sistema de transicion Ty para la grafica H de la siguiente forma: para v € {x,y},
escogemos T (z) € (Z) y Tu(f(z)) € (Z) tales que T"(z) sea subgrafica inducida de Ty (z) y T{'(f(2)) sea
subgrafica inducida de Ty (f(2)); para todo vértice v en V(H) \ {x, y}, mantenemos su grafica de transicion

heredada de T" y TY', es decir, Ty (v) = T"(v) siv € V(G") o Ty (v) = T{' (v) si v € V(GY). Observemos
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que por construccion tenemos que Ty C (Z, Ko + Ko). Note también que construir H y Ty es realizable

en tiempo polinomial respecto a |V(G)|, pues G” y T” tenian tamanio polinomial respecto a |V(G)|.

Afirmaciéon 2. H contiene una xy-trayectoria Ty-compatible si y s6lo si G” contiene una zy-

trayectoria T"-compatible.

Demostraremos primero la parte necesaria. Supongamos que P es una zy-trayectoria Tg-compatible
en H. Si V(P) C V(G") entonces P es una zy-trayectoria T"-compatible en G” por construccion de la
grafica H y el sistema de transicion Ty, en otro caso, observe que el conjunto de aristas {z f(z),yf(y)} es
conjunto de corte por aristas, de manera que si V(P) NV (GY) es no vacio, entonces P forzosamente debi6
hacer uso de dichas aristas. En consecuencia, P debe contener una f(z)f(y)-trayectoria Ty-compatible
como subtrayectoria, digamos P’. Es facil observar que P’ coincide con una xy-trayectoria T”-compatible

en G” por definicion de G y T7'.
La parte suficiente es trivial de observar, por ello, la afirmacién queda demostrada.

De la afirmacién 1 y 2, y en vista de que la construccién de H y Ty puede ser realizada en tiempo
polinomial, obtenemos (2.5). Debido a que (X, K3 + K»)-CP* es NP-dificil, se sigue que (Z, K + K»)-CP
es NP-completo. ]

Lema 2.1.6. Sea Z una grifica de orden a lo mds 4 tal que K3 o P3 es subgrdfica inducida de Z. Entonces
los problemas (Z, Py)-CP y (Z, L4)-CP son NP-completos.

Demostracion. Para este lema, mostraremos que:

(Z, Ky + K3)-CP « (Z, P)-CP (2.6)

y también que:

(Z,P4)-CP x (Z, Ly)-CP. (2.7)

Sea (G, T, z,y) un ejemplar de (Z, Ko + K3)-CP. Si la grafica de transicion de = o y se encuentra
en (Ko + Ko), entonces podemos reemplazarla por alguna grafica en (Pj) sin alterar la existencia de
xy-trayectorias T-compatibles puesto que no se usan transiciones en el vértice inicial o final. De esto,
consideremos a vg € V(G) \ {z, y} tal que T'(vg) € (K2 + K2). Sea E(T'(vg)) = {e1e2, eseq}. Aplicamos la
Construccion 2.1.3 al vértice vy para obtener la grafica G'. Construimos un nuevo sistema de transicion
T’ como sigue: todas las graficas de transicion de los nuevos vértices introducidos son escogidas de (Py)
a condicion de que fifs € B(T'(w)), fafs € E(T'(w')), E(T'(v14)) = {e1 fu, fifa, freal v E(T (v23)) =
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{eafa, fofs, fses}; para el resto de vértices v € V(G) \ V(G') tomamos T'(v) = T'(v).

Afirmacion 1. G contiene una xy-trayectoria T-compatible si y solo si G’ contiene una xy-trayectoria

T’-compatible.

Probaremos primero la parte suficiente, es decir, supondremos que G tiene una xy-trayectoria 7T-
compatible, digamos P, y encontraremos una zy-trayectoria T’-compatible en G’. Si vy ¢ V(P), entonces P
es una xy-trayectoria T'-compatible en G’, por tanto, consideremos el caso cuando vy € V(P). Supongamos
que

P = (uo,ao,ul, ey Up—15A5—1,U; = VY5 Ay Ujt-1y -+, U = y)

Notese que, debido a la grafica de transicién de vy, se tiene que si a;—1 = ej, entonces a; = e3 y que si
a;—1 = eg, entonces a; = e4. En cambio, si a;_1 = es, entonces a; = ey y si a;_1 = ey, entonces a; = e3. Por

tanto, supongamos sin pérdida de generalidad que a;—1 = e; 0 a,_1 = e3 y consideremos ambos casos.

En el caso en que a;—1 = e1, definimos P’ = (v1 4, f1,w, f2,v23), y con ello, el camino:

/
(uo, a0, Uty ..., U1, Gj—1,01,4) U P U (v23, a4, Uig1, ..., uL)

es una trayectoria T’-compatible en G’ por definiciéon del sistema de transicion T”. De manera similar, si

a;—1 = ez, definimos P' = (va 3, f3,w’, fa,v1.4)

/
(uo, @0, Uty . ., U1, Gi—1,V23) U P U (V1 4, a4, Wig1, ..., Uk =Y)

es una trayectoria T"-compatible en G’ por definicion del sistema de transicion 7".
Esto muestra la parte suficiente de la afirmacion 1.

Probamos ahora la parte necesaria: si G’ contiene una xy-trayectoria T’-compatible, digamos P,

entonces G contiene una xy-trayectoria T-compatible.

Sea E = {ej,ea,e3,e4}. Observe que si E(P') N E = &, entonces P’ debe ser una trayectoria tal
que V(P") CV(G) y E(P') C E(G), y en consecuencia de la definicion del sistema de transicion 7”7, P’

una zy-trayectoria T-compatible en G, por lo que consideramos el caso cuando E(P’') N E es no vacio.

Supongamos que P’ = (uy = x, ag, u1, . .., Ug_1,a5_1, U = y). Afirmamos que P’ usa exactamente

dos aristas de E. Consideremos ¢ el menor indice tal que a; € E, observe que dicho indice existe pues
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estamos suponiendo que E(P')NE # &. Debe ser que u;4+1 € {v1,4,v2,3}, pues en otro caso u; € {vy4,v23},
y dado que F es un conjunto de corte por aristas tal que u; queda en una componente conexa distinta a
ug = x, entonces la subtrayectoria (ug = x, P, u;) debe hacer uso de alguna arista en F, lo cual contradice
nuestra eleccion de i. Nuevamente, como (u; 41, P', ux = y) es una trayectoria tal que u; 41 y ug son vértices
que quedan en componentes conexas distintas de G — E, entonces (u;+1, P’, ui) debe usar al menos una
arista, digamos a;, en E. Note que dicha arista es distinta a a;, pues ¢ < j. Luego, como P’ es una
trayectoria y dado que las aristas e; y e4 son adyacentes al igual que las aristas es y es, se sigue que P’

usa Unicamente a a; y aj en E.

Definimos P, = (ug = z,P’,u;), P» = (uj, P',uj1) y P3 = (ujy1, P ,ur = y). Es claro que
P’ = P, U P, U P3. Mas atin, de lo anterior y dada la definicion del sistema de transicion 7", debe ser que

P y P son trayectorias T-compatibles en la grafica G.
Consideremos los siguientes casos respecto a a;:

1. a; = €.

Por definicion de T"(vi4) y T"(w) y de la Observacion 2.1.4 se tiene que

Py = (uj, a; = e1,v14, @i1 = f1, W, ai12 = f2,V23, Qi43, Uitd, -+ -, Ujs1)-

Debido a la definicion de T"(v23) tenemos que entonces la arista a;y3 es f3 o eg, sin embargo,
recordando que a; € E, y dado que vy 3 es extremo de ez, entonces aj = ez, de otra manera P’ no
podria ser una trayectoria ya que en otro caso repetiria el vértice v1 4 o v2 3 incidente a la arista a;.

Por tanto, debe ser que:

Py = (uj,a; = €1,v1.4, Gip1 = f1,w, 0542 = f2,v23,a; = €2,Uj41).

Como resultado del sistema de transicion 7', entonces tenemos que el camino

Py U (u,a; = e1,v0,a; = ez, ujr1) U Ps

es una zy-trayectoria T compatible en G.

2. a; — €9.
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De manera analoga al caso anterior, obtenemos que:

Py = (uj,a; = €2,v23, Git1 = fo,w,a42 = f1,V14,0; = €1,= Ujq1),

con lo que el camino P; U (uj,a; = e2,v0,043 = €1,Ui+3 = ujr1) U P3 es una xy-trayectoria
T-compatible en G.

3. a; = e4. De manera analoga, obtenemos que P; U (u;,a; = e4,v0,a; = e3,ujy1) U P3 es una zy-
trayectoria T-compatible.

4. a; = e3. De manera analoga, obtenemos que Py U (u;,a; = e4,v0,a; = e€3,uj4+1) U P3 es una xy-

trayectoria T-compatible.
En todos los casos existe una xy-trayectoria T-compatible en G.
Con esto, la afirmacion 1 ha sido demostrada.

Realizamos la construccion descrita arriba para cada vértice v tal que T'(v) € (Ka + K3). De esta
manera, obtenemos una grafica G” y un sistema de transicion 7" tales que (G”,T”,x,y) es un ejemplar
de (Z, P;)-CP. De manera analoga al Lema 2.1.5, dado que la construccion se realiza a lo més para un
numero lineal de vértices respecto al orden de G y teniendo en cuenta que la Construccion 2.1.3 puede ser
realizada en tiempo lineal, podemos construir G” y T” en tiempo polinomial. De esto y la afirmacion 1, se

sigue (2.6).

Para demostrar (2.7) procederemos de manera analoga. Sea (G, T, z,y) un ejemplar de (Z, P;)-CP.
Nuevamente, reemplazamos las graficas de transicion de x y y por gréaficas en (L4) en caso de ser necesario.
Consideramos vy € V(G) \ {z,y} tal que T'(vo) € (Py) y supongamos que E(T(vg)) = {e1ea, e1e3, eseq}.
Como se hizo anteriormente, aplicamos la Construcciéon 2.1.3 al vértice vg y construimos un sistema
de transicion T’ para la grafica G’ como sigue: para todo vértice v € V(G') \ V(G) escogemos su
grafica de transicion de (L4) a condicién de que fife € E(T'(w)), fafs € E(T'(w')), E(T'(vi4)) =
{ei1f1, fifa, frea,enfa} vy E(T'(va3)) = {eaf2, f2f3, f3es, e3f2}; para el resto de vértices v € V(G) \ V(G')
tomamos 7" (v) = T'(v).

Afirmacién 2. G contiene una xy-trayectoria T-compatible si y s6lo si G’ contiene una xy-trayectoria

T’-compatible.

Primero demostramos la parte suficiente, es decir, si G contiene una xy-trayectoria T-compatible,

digamos P, entonces G’ contiene una zy-trayectoria T'-compatible.
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Si vy ¢ V(P), entonces P debe ser una xy-trayectoria T'-compatible en G, por lo que consideramos

el caso contrario cuando vy € V(P). Supongamos que

P = (up =x,a0,u1,...,U—1,0—1,U = V0, 0j, Uit1,.-.,Ug =7Y).

Dada la estructura de T'(u;), sabemos que el grado de a;—; en T'(u;) es 1 o 2. Consideremos los

siguientes casos:

1. Si a;_ tiene grado 2. Entonces a;_1 debe ser igual a e; o e3. Examinemos ambos casos:
1.1 Si a;—1 = e;. En tal caso, puesto que e; es adyacente solo a ez y e3 en T'(u;), la arista a; sélo
puede ser alguna de estas. Verifiquemos los dos casos:

1.1.1 Si a; = e2. Entonces por definicion de la grafica G’ y del sistema T” tenemos que
(uo = @, Pyui—1) U (ui-1,ai—1 = €1,v1,4, f1,w, fo,v23,a; = e2,uiy1) U (uiy1, Pyug = y)

es una xy-trayectoria T’-compatible en G'.

1.1.2 Si a; = e3. Entonces por definicion de la grafica G’ y del sistema T” tenemos que
(uo = @, Pyui—1) U (ui-1,ai—1 = €1,v1,4, f1,w, fo,v23,a; = e3,uiy1) U (uiy1, Pyug = y)

es una xy-trayectoria T’-compatible en G'.
1.2 Si a;_1 = e3. Este caso es analogo a 1.1.
2. Si a;—1 tiene grado 1. Entonces a;_; debe ser igual a es 0 e4. Examinemos ambos casos:
2.1 Si a;—1 = ey. Puesto que ey tnicamente es adyacente a e; en T'(u;), la arista a; es forzosamente

e1. Asi, por definicion de G’ y el sistema de transicion 7" obtenemos que
(wo =, P,ui—1) U (uj—1,ai—1 = e2,v23, fo,w, f1,v14,a; = €1, uiy1) U (Uip1, P,up, = y)

es una xy-trayectoria T’-compatible en G’.

2.2 Si a;_1 = e4. Este caso es analogo a 2.1.
En cualquier de los casos anteriores obtenemos una xy-trayectoria 7’-compatible en G’.

Ahora demostramos la parte necesaria: si G’ contiene una xy-trayectoria T'-compatible, entonces G

contiene una xy-trayectoria T-compatible.
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Sea P' = (ug = w,a9,uq,...,u_1,a5_1,ur = y) dicha xy-trayectoria T’-compatible en G’. De
manera analoga a la afirmacion 1, si E(P’) no contiene a ninguna de las aristas e, ea, €3, e4, se obtiene que
P’ es una xy-trayectoria T-compatible en G. En otro caso, una demostracién igual a la mostrada en la
afirmacion 1 prueba que existen exactamente dos aristas distintas {a;,a;} C E(P’), con i < j, tales que
{ai,a;} C {e1,e2,e3,e4} y P se puede descomponer en P’ = Py U P, U P3, donde Py = (ug = z, P, u;),
Py = (uj, P',ujp1) y Ps = (ujq1, P',up, = y), de manera que P; y P son trayectorias T-compatibles en la

grafica G.
Consideremos los siguientes casos respecto a a;:

1. Si a; = e;. Entonces, debido a la definicion de T"(v; 4) se tiene que la arista a; solo puede ser fi o fa.
Consideremos ambos casos:

1.1 Si aj+1 = f1. Entonces, por definicion de T"(w) y de la Observacion 2.1.4 tenemos que

Py = (uj,a; = e1,v14, 0541 = f1,w,ai42 = f2,023,Qi43, Uit1, .., Ujs1)-

Debido a la definicién de T"(v2,3) tenemos que la arista a;13 es ez, e3 o f3. Sin embargo, recordando
que a; € {e1,e2,€e3,e4} y dado que vy 3 es extremo de ez y e3, entonces a; = a;43 € {ez, ez}, de
otra manera P’ no podria ser una trayectoria. Consideremos ambos casos:

1.1.1 Si a; = ey. En consecuencia a que ejez € T'(vg) obtenemos que

P U (uj, a; = e1,vp, a5 = ez, uj41) U P3

es una xy-trayectoria T-compatible en G.

1.1.2 Si a; = e3. En consecuencia a que eje3 € T'(vg) obtenemos que

Py U (uj,a; = e1,vp, a5 = e3,ujy1) U P3

es una xy-trayectoria T-compatible en G.

1.2 Si a;j+1 = f4. Entonces, por definicion de T'(w’) y de la Observacion 2.1.4, tenemos que

/
Py = (uj,a; = e1,v14, 04541 = fa,w',aiy2 = f3,023, 0543, Uig1,- .., Uj11).

Debido a la definicion de T"(vg,3) tenemos que entonces la arista a;43 es ez o fo. Sin embargo,

recordando que a; € {e1, ez, e3,e4} y dado que v 3 es extremo es, entonces a;43 debe ser la arista

48



2.1 El problema 7/-CP es NP-Completo

a; = e3, de otra manera P’ no podria ser una trayectoria.

Dado que eje3 € T'(vp) se obtiene que

P> U (uj,a; = e1,vp, a5 = e3,ujy1) U Ps

es una xy-trayectoria T-compatible en G.
2. Si a; = ey. Entonces, debido a la definicién de T"(vg3), se tiene que la arista a;;1 solo puede ser fo.

Por definicion de T"(w) y de la Observacion 2.1.4 tenemos que

Py = (uj,a; = €2,v23,0i41 = fo,w, 0542 = f1,V14, Qig2, Uit 1, .- -5 Ujg1)-

Debido a la definicion de T"(v1,4) tenemos que entonces la arista a;43 es e; o f4. Sin embargo,
recordando que a; € {ej, ez, e3,e4} y dado que v14 es extremo de e;, entonces a; = eq, de otra
manera P’ no podria ser una trayectoria.

Se obtiene, entonces, que Py U (u;, a; = ez, vo, a; = e1,v;41) U P3 es una xy-trayectoria T-compatible
en G.

3. Si a; = e3. Se procede de manera analoga al caso (1) y obtenemos, segtin el caso a; = e; 0 a; = ey,
que Py U (us,a; = e3,vp,a5 = e1,ujr1) U Py o que Pp U (uj,a; = e3,v9,a; = eq,u;41) U P3 es una
xy-trayectoria T-compatible en G.

4. Si a; = e4. Se procede de manera analoga al caso (2) y obtenemos que P; U (u;,a; = e4,v9,a; =

e3, uj1+1) U P3 es una zy-trayectoria T-compatible.

En cualquiera de los casos anteriores se obtiene una zy-trayectoria T-compatible en G. Por tanto, la

afirmaciéon 2 ha sido demostrada.

Realizamos esta construccion para todo vértice v € V(G) \ {z,y} tal que su grafica de transicion
T'(v) se encuentre en (Py). De esta forma, conseguimos una grafica G” y un sistema de transicion 7" tales
que (G",T" x,y) es un ejemplar de (Z, L4)-CP. Nuevamente, puesto que esta construccion puede ser

realizada en tiempo polinomial y como consecuencia de la afirmacion 2 se sigue que (2.6) es verdad.
Con todo lo anterior, mostramos que ambos problemas son NP-completos. ]

Para demostrar el tiltimo lema referente a NP-Completitud antes del teorema principal, necesitaremos

el siguiente resultado.

Lema 2.1.7. Sean n y k dos enteros positivos tales que n >k yn =k (mod 2). Entonces existen una

49



2. NP-COMPLETITUD DEL PROBLEMA .&/-CP

grifica Gp, y v* € V(Gyy) tales que

1. Para todo v € V(Gp i) \ {v*} se tiene que 6(v) = n.
2. 0(v*) =k.
3. V(Gni)| < 2n+4.

Demostracion. Consideremos los siguientes casos:

1. Si k es par. Para este caso, n puede ser par o impar. Consideremos la grafica K, 41 y un apareamiento
M C E(K,41) tal que |[M| = %. Note que dicho apareamiento existe, pues 2 > £. Subdividimos las
aristas de M y colapsamos los nuevos vértices introducidos en un vértice v*. Observe, por tanto, que
el grado de v* en la nueva gréfica es k y el resto de vértices tienen grado n, de manera que (1) y (2)
se cumplen, ademas, dicha grafica tiene orden n + 2, por lo que de igual manera (3) se satisface.

2. Si k es impar. Para este caso, notese que n también debe ser impar, pues n = k (mod 2). Primero
veremos el caso en el que £ = 1. Consideremos la grafica G, ,,—1 descrita en el caso anterior; sea
u* € V(G pn—1) tal que 6(u*) = n — 1, anadimos un nuevo vértice v* y la arista v*u*. Es claro que
esta grafica cumple las tres propiedades requeridas, por lo que es Gy, 1.

Supongamos ahora que k£ > 1. Construimos dos gréaficas ajenas en vértices Gy, -1 y Gpn—1 cOmo
lo hicimos en el caso 1. Sean v* € V(Gpx-1) y u* € V(Gnp-1) tales que dg, , ,(v*) =k -1y
0Gp.n_1(u*) =mn — 1, respectivamente. Unimos ambas gréificas y afladimos la arista v*u*. La grafica

que se obtiene tiene orden 2n + 4 y todos sus vértices tienen grado n a excepcion de v*, cuyo grado

es k, de modo que se satisfacen las tres propiedades.
En cualquier caso, la gréafica G, j existe. O

Observe que si k es impar y n es par, entonces la gréifica G,, ; no puede existir debido al Corolario
1.2.1. Por tanto, en la demostracion del siguiente lema tendremos que aplicar el Lema 2.1.5 como un paso
intermedio antes de poder aplicar el Lema 2.1.7.

Lema 2.1.8. Sean X € {K3,P3}, Y € {Ks + Ko, Py, Ly} y & una clase de grdficas cerrada bajo
isomorfismos tal que {X,Y} C &/™?. Entonces el problema «7/-CP es NP-completo.

Demostracion. Sea {X',Y'} C o tales que X y Y son subgraficas inducidas de X’ y Y, respectivamente.
Si X = X', entonces sea Z = X; de otra forma, sea Z una grafica de orden 4 tal que X es subgrafica

inducida de Z y Z es subgrafica inducida de X’. Mostraremos que

(Z,Y)-CP o (X', Y")-CP. (2.8)
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Sea (G,T,z,y) un ejemplar de (Z,Y)-CP. Consideremos vy € V(G) tal que T'(vg) ¢ (X',Y') y en
consecuencia, d¢g(vg) = 4. Para asignar al vértice vy una grafica de transicion que pertenezca a (X', Y”)
primero debemos aumentar su grado. Si T'(vg) € (Z) consideramos n = |V(X’)|, en otro caso n = |V (Y”)].
Ahora, construimos Gy, ,—4 tal que v* € V(G ,—4) tiene grado n — 4 y obtenemos la grafica G’ al anadir a
G la gréfica G, ,—4 y colapsar los vértices vg y v* en un nuevo vértice vjj. Se sigue que v tiene grado n en

la grafica resultante. Llamemos x’ y 3/ a los vértices correspondientes a = y ¥, respectivamente, de G' en G’.

Observacion 1. Note que el vértice v es un vértice de corte de G'. Ademas, (i) si vf ¢ {2/, v'},
entonces en la grafica G' — v, ambos vértices 2’ y ¢/ quedan en una componente conexa distinta a los
vértices en V(G') \ (V(G) U{uj}), por tanto, cualquier z'y/-trayectoria en G’ que haga uso del vértice v
debe usar forzosamente las aristas correspondientes a Eg(vg) en G, llamemos a este conjunto Fg(vg)'. Es
decir, Eg(vo)’ = {vju | u € Ng(vo)}. (i) Siv§ € {2/, y'} sucede un caso analogo al anterior, inicamente
que el vértice en {z,y'} \ {v§} queda en una componente conexa distinta a la que pertenecen los vértices

en V(G \ (V(G) U{vg}).

Consideremos una grafica H cuyo conjunto de vértices es Eg(vg)’ vy dos vértices viu y viw son
Y y o Y Yo

adyacentes si y solo si vpu y vow son adyacentes en T'(vp).

Definimos un sistema de transicion 7" para G’ de la siguiente manera: si T'(vy) € (Z), entonces
tomamos T"'(v§) € (X'), en otro caso tomamos T"(v§) € (Y”), de tal manera que se asegure que H es
subgrafica inducida de T'(v). Recordando que Z es subgrafica inducida de X’ y Y es subgrafica inducida
de Y’, observe que esta eleccion es posible puesto que en cualquier caso, como H = T'(vg) y T(vg) € (Z,Y),
entonces H € (Z,Y). Parav € V(G)NV(G’) tomamos T'(v) = T'(v) y para v € V(G n—a) \{v*} escogemos

T'(v) € (T'(v§)) de manera arbitraria.

Afirmaciéon 1. G contiene una zy-trayectoria T-compatible si y so6lo si G’ contiene una z'y'-

trayectoria T"-compatible.

Probaremos primero la parte suficiente: supondremos que existe una zy-trayectoria T-compatible en

G, digamos P, y encontraremos una x'y’-trayectoria T"-compatible en G’.

Para el caso en el que vy no pertenezca a V(P) se sigue de manera inmediata que P es una
x'y'-trayectoria T’-compatible en G’, por lo que consideramos vy € V(P). Supongamos que P = (uy =
T, a0, Ui, ..., up =Yy). Si vg € {x,y} basta sustituir el vértice final o inicial por v§ en P para obtener una

2’1y’ -trayectoria T'-compatible en G’, pues no se realiz6 ninguna modificacion a las transiciones de vértices
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2. NP-COMPLETITUD DEL PROBLEMA .&/-CP

internos de P y las graficas de transicion del sistema T' de dichos vértices coinciden con las de T” por

construccion de T”. En otro caso, supongamos que vg = u;, con ¢ € {1,...,k— 1}. Debe ser, por tanto, que

(UO — l',, Pa ui*l) U (Uifl, a;’—la ,037 agv u’iJrl) U (ui+1; Pa U = y/)

es una z'y'-trayectoria T"-compatible en G’, pues como a;_1a; € E(T(vp)) sabemos que a,_; = u;—1v{
y a; = vjuit1 son adyacentes en H y asi, dado que H es subgrafica inducida de T"(v(), obtenemos que
/

ai_qal € E(T'(vg)) y por definicion de 1", las graficas de transicion del resto de vértices en V(P) coinciden

en ambos sistemas de transiciones.

Probamos ahora la parte necesaria, es decir, si G’ contiene una x’y’-trayectoria T'-compatible,

digamos P’, entonces G contiene una xy-trayectoria T-compatible.

Para el caso v ¢ V(P’) se sigue de la definicion de 7" que P’ es una zy-trayectoria T-compatible en
G, por lo que consideremos v§ € V(P’). Supongamos que P = (ug = 2, ag, u1,...,ur = y'). Siv§ € {«',y'},
basta sustituir el vértice inicial o final por x o y, en su respectivo caso, para obtener una zy-trayectoria
T-compatible en G, pues no se realizé ninguna modificacién en las transiciones de vértices internos de P’
y las graficas de transicion del sistema 7" de dichos vértices coinciden con las de T, por construcciéon de
T'. En otro caso, supongamos que v5 = u;, con ¢ € {1,...,k — 1}. Por la observaciéon (1) tenemos que
tanto w;—; como u;; son vértices en V(G). Ademas, u;—1v§ y viuit1 son adyacentes en E(T"(vg)). Esto
es, ui—1v3 y viuit1 son adyacentes en H, puesto que H es subgréfica inducida de T"(vg). Por definicion de

la grafica H obtenemos que wu;—1vg y vou;+1 son adyacentes en T'(vg). Obtenemos que

(uop =" =2, P",ui—1) U (ui—1,v0, tir1) U (uig1, PLup = y' = y)

es una xy-trayectoria T-compatible en GG. Esto demuestra la afirmacion.

Aplicando esta construccion a cada uno de los vértices de G’ cuya grafica de transicion no esta en
(X',Y") obtenemos un ejemplar (G”,T",2',y") de (X', Y')-CP de forma que la afirmacion 1 garantiza
",

que G contiene una xy-trayectoria T-compatible si y so6lo si G’ tiene una trayectoria x’'y”-trayectoria

T"-compatible.

Observe que esta construccién se realiza para, a lo més, un nimero lineal de vértices. Mas ain, note
que las graficas anadidas en cada paso tienen orden lineal respecto al orden las graficas X’ y Y/, de modo

que si a = max{|V(X")|,|V(Y”)|}, construir la grafica G’ toma tiempo O(a|V(G)]), no obstante, al a ser
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una constante tenemos que dicho tiempo es lineal. Por tanto, la construccion de G” y T” es realizable en

tiempo polinomial.

Asi pues, obtenemos que (2.8) es verdadera. En vista de los lemas 2.1.5 y 2.1.6 la demostracion

queda concluida. ]

Teorema 2.1.1. El problema o/-CP es NP-completo si /™ contiene alguno de los siguientes conjuntos
{P37 K2 + KQ}, {K37 KQ + K2}7 {P4}7 {L4}7

en cualquier otro caso es posible resolverse es tiempo lineal.

Demostracion. Del Lema 2.1.8 y dado que P5 es subgrafica inducida tanto de Py como de Lg4, la NP-
Completitud de &7-CP se sigue. O

2.2. Casos particulares de .« bajo los cuales /-CP es lineal

Lema 2.2.1. Sea &7 una clase de grificas cerrada bajo isomorfismo tal que ninguno de los conjuntos
{Ps, Ko + Ko}, {K3, Ko + Ko}, { P}, { L4}

estd contenido en /™. Entonces al menos uno de los siguientes casos sucede:

1. Para cada X € /™, X° es 1-reqular.
2. Para cada X € &/ X° es una grifica multipartita completa.

Demostracion. Dado que los conjuntos

{Ps3, Ky + Ko}, {K3, Ko + Ko}, { P}, {Ls}

no estan contenidos en /¢, observemos que se tiene lo siguiente:

1. Si Ky + Ky € @™ entonces {Ps, K3} N.&/™ = &.
2. 8i Ky + Ky ¢ /™, entonces {K + Ky, Py, Ly} N .o/ = 2.

Sea X € &/ Consideremos los siguientes casos:

= Si Ko+ Ko € o
Afirmamos que si X € &/ entonces X° es 1-regular. Procediendo por contradiccion, supongamos

que X° no es 1-regular. En tal caso, existe un vértice de X, digamos v, de grado al menos dos. Sean
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2. NP-COMPLETITUD DEL PROBLEMA .&/-CP

u 'y u' los vecinos de v. Entonces X [{v,u,u'}] € @™ pues X € " v X[{v,u,u'}] € (P3, K3), lo
cual contradice (1).
= Si Ko+ Ko ¢ o/,
Afirmamos que si X € o™ entonces X° es una grafica multipartita completa. Procediendo por
contradiccién, supongamos que X ° no es una grafica multipartita completa. Por el Lema 1.2.2, existen
tres vértices distintos v, u,u’ € V(X°) tales que uu' € E(X°), uv ¢ E(X°) y u'v ¢ E(X°). Dado que
X? no contiene vértices aislados debe ser que v tiene al menos un vecino, digamos v’. Si consideremos
G = X°[{v,v,u,u'}], entonces G € &/ pues X € o/ Tengamos en cuenta los siguientes casos:
e F(G) = {vu,v'v}
Entonces G € (K3 + K3) y G € &/ lo cual contradice (2).
e E(G) = {vu,v'v,vu}
Entonces G € (Py) y G € &/ 1o cual contradice (2).
e F(G) = {uu,vv,v'u}
Entonces G € (Py) y G € &/ lo cual contradice (2).
e F(G) = {uu,v'v,v'u,v'u'}
Entonces G € (L) y G € &/™ lo cual contradice (2).

De esto, debe ser entonces que X° es una grafica multipartita completa.

En cualquier caso se satisface el lema. O

Proposicion 2.2.2. Sea o/ una clase de grificas cerrada bajo isomorfismos tal que para todo X € of se
tiene que X° es una grdfica 1-reqular. Entonces o7 -CP puede ser resuelto en tiempo lineal. En particular,
dado un ejemplar (G,T,z,y) de o/ -CP se necesita tiempo O(|E(G)|) para encontrar una xy-trayectoria

T'-compatible si existe, o para determinar que no existe.

Demostracion. Sea (G,T,x,y) un ejemplar de o/-CP. Consideremos vg = =z y Eg(vo) = {f1,.-., fr}-
Construimos una trayectoria T-compatible con vértice inicial vy, digamos P, como sigue. Iniciamos en vg
y tenemos r posibles aristas para escoger, de manera arbitraria, la primera arista e; = vgv;, y hacemos
P := (vg,e1,v1). Sea v; el vértice final de P. Dado que para todo vértice v en V(G) se tiene que T'(v)°
es 1-regular, entonces la arista e; tiene dos posibilidades: es un vértice aislado en 7T'(v;) y la trayectoria
no puede seguir extendiéndose, o hay una tnica arista vjv;+1 € Eg(v;) tal que es una transicion valida
con la arista ej. En el segundo caso, si vj11 ¢ V(P), extendemos la trayectoria P := P U (v, €j41,Vj4+1)-
Repetimos este proceso hasta que P no pueda seguir siendo extendida. Observe que entonces el tnico paso
no determinista es la eleccion de e, por lo que hay exactamente r trayectorias T-compatibles que no pueden

seguir siendo extendidas con vértice inicial x, digamos P, ..., P.. Por tanto, si existe una zy-trayectoria
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T-compatible, esta debe ser una subtrayectoria de P;, para algun i € {1,...,r}.
Afirmacion 1. Cada arista de G es usada en, a lo méas, dos trayectorias P;, con ¢ € {1,...,r}.

Procediendo por contradiccién, supongamos que existe una arista, digamos e = uv, que se encuentra
en al menos tres de estas trayectorias. Dado que la arista e sélo tiene dos opciones para el sentido en
que es usada, ya sea (u,e,v) o (v,e,u), se sigue que al menos dos trayectorias usan e con el mismo
sentido, digamos P; y Py, {j,k} C {1,...,r}. Supongamos que P; = (vo = x,€1,01,...,€5,0s) ¥ P =
(wo =z, f1,u1,..., fs,uy) y sea i € {1,...,s} el minimo indice tal que la arista e; es usada por P; y
Py, en el mismo sentido, supongamos que e; = fi, para algin i’ € {1,...,s'}, y por tanto v; = uy. Por
construccion de P; y Py tenemos que i # 1 e i’ # 1. Dado que Py es T-compatible, entonces la arista
fir—1 forma una transicion permitida con f;, por lo que fi_1fiy = fi_1e; € E(T(v;—1)). Ademas, como
P; es T-compatible, entonces e;_1e; € E(T'(v;—1)). Por hipotesis, sabemos que T'(v;—1)° es 1-regular, lo
que implica que e;_1 = fy_1 y por tanto, fi_1 € E(Pj). De esto, e;—1 es usada por P; y Py en el mismo

sentido, lo cual contradice nuestra eleccién de ¢, concluyendo la demostracién de la afirmacion.

De la afirmacién 1 se sigue que
-
> IB(R)| < 21E(G)].
i=1

Como la construccion de cada trayectoria P;, con i € {1,...,r}, puede ser realizada en tiempo polinomial,
entonces encontrar una xy-trayectoria T-compatible si existe, o para determinar que no existe, puede
realizarse en tiempo O(|E(G)|). O
Proposicion 2.2.3. Sea &/ una clase de grificas cerrada bajo isomorfismos tal que para todo X € &7 se
tiene que X° es una grdfica multipartita completa. Entonces of -CP puede ser resuelto en tiempo lineal. En

particular, dado un ejemplar (G,T,z,y) de o/ -CP se necesita tiempo O(|V(G)| + |E(G)|) para encontrar

una zy-trayectoria T-compatible si existe, o para determinar que no existe.

Demostracion. Reduciremos el problema 7-CP al problema de encontrar una xy-trayectoria M-aumentante
para algun apareamiento M. Sea (G, T, x,y) un ejemplar de 7/-CP. Es claro que eliminar todos los vértices

aislados de G puede realizarse en

O(IV(&)]). (2.9)

Si el vértice x o el vértice y son eliminados de GG, entonces no existen xy-trayectorias T-compatibles. Por

tanto, supongamos que G no tiene vértices aislados.

Para cada vértice v; € V(G) \ {z,y} realizaremos la siguiente construccion. Sea Ej C V(T'(v;)) el
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2. NP-COMPLETITUD DEL PROBLEMA .&/-CP

conjunto de vértices aislados de T'(v;). Dado que T'(v;)° = T'(v;) — E{ es una gréfica multipartita completa,
entonces existe una particion de Eg(v;) \ Ej, digamos {EX, ..., E,Zﬁ}, tal que ef € E(T(v;)?) siy solo si
e € E; y f € Ej, para {j,k} C {1,...,k;}. Eliminamos el vértice v; de G y agregamos nuevos vértices
{vh,... ’U;w} tal que si av; era una arista de G y av; € E}, entonces av! es una arista de la nueva grafica,
cont € {0,...,k;}. Para cada t € {0,...,k;} anadimos un nuevo vértice v y la arista viv} . Finalmente,
afadimos dos nuevos vértices w! y wh, la arista wiwd y para cada t € {1,...,k;} y j € {1,2}, las aristas
vfwé. Observe que entonces Ug no es adyacente a los vértices wi y w, por lo que es un vértice de grado 1.
Por construccion, el conjunto de aristas M (v;) = {vjvf , . .. ,v,iiv};, wiwi} es un apareamiento que satura a

todos los vértices que fueron agregados.

ir il i1 it
vy @ v} V5 Vg,

w; w)

Fig. 2.7: Construccion para el vértice v; € V(G) \ {z,y}. En naranja el apareamiento M (v;).

Creamos la grafica G al aplicar la construccion descrita arriba para cada vértice v € V(G) \ {z, y}.
Observemos que en el peor de los casos estamos anadiendo 3d;(v) + 1 aristas por cada vértice en V(G) en

el caso cuando cada conjunto FE; tiene cardinalidad 1 y Fy = @. Por tanto, se sigue que

|E(G")| es O(|E(G))). (2.10)

Definimos M como el conjunto U,cy )\ {z,y1 M (v). Note que por construccion M es un apareamiento

que satura a todos los vértices de G’, excepto = y v.

Afirmacion 1. G contiene una xy-trayectoria T-compatible si y solo si G’ contiene una xy-trayectoria
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M-aumentante.

Mostraremos primero la parte suficiente, es decir, supondremos que G contiene una xy-trayectoria

T-compatible, digamos P, y demostraremos que entonces G’ contiene una xy-trayectoria M-aumentante.

Sea P = (vg = z,€e9,v1,...,0:-1,€,—1,V, = y). Dado que P es T-compatible, entonces para toda
i€{l,...,z—1} se tiene que e;_1¢; € T'(v;) y al ser T'(v;)° una grafica multipartita completa, entonces e;_1
y e; se encuentran en distintos conjuntos independientes de T'(v;)°. Supongamos sin pérdida de generalidad
que se encuentran en los conjuntos E% y E}, respectivamente. Por tanto, de la construcciéon de la grafica G’ y

la definicion del apareamiento M tenemos que P; = (v}, v}, w}, wh, v4’ v4) es una trayectoria M-alternante

tal que viv’ y vi/vi se encuentran en M. Observemos que para todo j € {1,...,z — 2} los vértices vy
J+1 j j+1 . . . / . L,
v son adyacentes, pues vyv;  es la arista que sustituyé en G’ a la arista ej, y de manera anéloga, x es

adyacente a v{ y y a Ug_l. Maés atn, dichas aristas no pertenecen a M, pues no se encuentran en ningan

conjunto M (v) con v € V(G). Tenemos, entonces, que
z—2
oD U (U P ™) U s wi s o o)
i=1

es una xy-trayectoria M-aumentante.

Mostramos ahora la parte necesaria. Supongamos que G’ tiene una wzy-trayectoria M-aumentante,
digamos P = (ugp = x, €, U1, ..., U1, €k—1,ur = y). Como ey ¢ M, entonces e; debe encontrarse en M,
por lo que la arista e; debe ser de la forma v§v§-’ tal que v; es un vértice de G, supongamos sin pérdida de
generalidad que ¢ = 1. Luego entonces, como P es M-alternante, tenemos que Gnicamente puede ser de la

forma

1 17 1 1 1/ 1
(UO = T,€0,V;,€1,V; ,€2, W, €3, w([ mod 2)+1> €4,V ,€5,V5,€6,UT, ..., Vg—1, €k—1, Vg = Z/)
con j # 7'y 1 €{1,2}. Llamemos v9 al vértice de G del cual se originé el vértice uy. Por construccion de G,
obtenemos que vgv; y v1vg se encuentran en conjuntos independientes distintos de T'(v1)°, pues j # j'. De
esto, se sigue que (z,v1,v2) es una trayectoria T-compatible en G. Si vy = y, entonces hemos encontrado
una zy-trayectoria T'-compatible, en otro caso, podemos repetir el proceso descrito arriba y dado que P es

una xy-trayectoria, debemos terminar en algtin momento con una zy-trayectoria T-compatible en G.

Por tanto, la afirmacion ha sido demostrada.
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2. NP-COMPLETITUD DEL PROBLEMA .&/-CP

Dado que en tiempo O(|E(G’)|) es posible encontrar una zy-trayectoria M-aumentante en G’ o
determinar que no existe [12, p. 121], entonces la proposicion se sigue de la afirmacion 1y de (2.9) y

(2.10). O

En vista del Lema 2.2.1 la dltima parte del Teorema 2.1.1 ha sido demostrada.
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Capitulo 3

Consecuencias de los resultados previos

Este capitulo se divide en varias secciones en las que se aplican algunos de los resultados del capitulo
previo. Con excepcion de los resultados de la primera secciéon, todos los demés son resultados propios. En la
primera seccion se muestra una aplicacion dada por S. Szeider en [13| para graficas coloreadas por aristas.
En la segunda seccién se usan los resultados del capitulo anterior para mostrar que, dado un vértice, es
NP-completo decidir si dicho vértice se encuentra en un ciclo T-compatible. La tercera seccion lidia con
paseos T-compatibles, mientras que en la tltima se presenta la definicién de grafica H-coloreada, asi como

la de H-camino, y se da una equivalencia entre graficas con sistema de transiciéon y H-coloreadas.

3.1. Una aplicacién en graficas coloreadas por aristas

Sea G una grafica. Una k-coloracién de aristas de la grafica G es una funcion ¢ : E(G) — {1,...,k}.
Dada dicha funcién para G, decimos que G es una grafica k-coloreada por aristas. Una trayectoria en
G, digamos P, estd propiamente coloreada si cualesquiera dos aristas consecutivas de P tienen colores

distintos. Consideremos entonces el siguiente problema:

Trayectoria Propiamente Coloreada.
Ejemplar: G una gréfica k-coloreada por aristas y dos vértices distintos z y y de G.
Pregunta: ;Existe una xy-trayectoria propiamente coloreada en G?
Proposicion 3.1.1. El problema Trayectoria Propiamente Coloreada puede ser resuelto en tiempo

lineal.

Demostracion. Sea (G, c,x,y) un ejemplar de dicho problema. Para cada vértice v de G, la funcion ¢
induce una particion de Eg(v). Asi, para cada v € V(G), construimos una grafica de transicion T'(v) en la

que cualesquiera dos aristas incidentes en v son adyacentes en T'(v) si y sélo si tienen color distinto en
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3. CONSECUENCIAS DE LOS RESULTADOS PREVIOS

G. Notese que tal grafica de transicion es multipartita completa. Llamemos T al sistema de transicion

{T(v) [veV(G)}

Afirmacion. G contiene una xy-trayectoria T-compatible si y solo si G contiene una xy-trayectoria

propiamente coloreada.

Demostramos primero la parte suficiente. Supongamos que G contiene una xy-trayectoria T-
compatible, digamos P = (vg = x, €g, v1,...,Vs—1,€,—1,V, = y). Debe ser entonces que e;_1¢; € E(T(v;))
para toda i € {1,...,z — 1}, por lo que e;_; y e; se encuentran en conjuntos independientes distintos de
T'(v;), lo cual implica, por construccion de dicha grafica, que c(e;—1) # c¢(e;). Por tanto, P es una trayectoria

propiamente coloreada.

Probamos ahora la parte necesaria. Supongamos que G contiene una xy-trayectoria propiamente
coloreada, digamos P = (vo = z,€eg,v1,...,0,-1,€,—1,V, = y). Entonces para toda i € {1,...,z — 1} se
tiene que las aristas e;_1 y e; se encuentran en conjuntos distintos de la particiéon inducida por la coloracion.
Por construcciéon de T', obtenemos que e;—1e; € T'(v;). En consecuencia, P es una trayectoria T-compatible,

concluyendo asi la afirmacion.

Como la construccion de T' puede ser realizada en tiempo polinomial, se sigue que
Trayectoria Propiamente Coloreada x «/-CP.

y dado que el sistema de transiciéon 7' cumple las hipotesis del Lema 2.2.3, se concluye que Trayectoria

propiamente coloreada puede ser resuelto en tiempo lineal. ]

3.2. Ciclos T-compatibles

En esta seccion mostramos resultados concernientes al problema analogo a &/-CP que considera

ciclos compatibles. Para esto, presentamos formalmente dicho problema de decision:

o/-Ciclo compatible (o &/-CC).
Ejemplar: Una gréafica G con sistema de transicion 7' C &/ y un vértice v en G.

Pregunta:  {Existe un ciclo T-compatible C en G tal que v € V(C)?

La siguiente proposiciéon hace uso del Teorema 2.1.1 para demostrar la NP-Completitud de &/-CC.
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3.2 Ciclos T-compatibles

Proposicion 3.2.1. El problema o/-CC es NP-completo.

Demostracion. Para ver que o/-CC se encuentra en NP, basta considerar como certificado un ciclo C' en
G tal que v € V(C). Luego, verificar que C sea T-compatible es realizable en tiempo polinomial. Por tanto,

/-CC pertenece a NP.

Ahora, mostramos que

/-CP o o/-CC. (3.1)

Sea (G,T,u,v) un ejemplar de &/-CP. Consideremos G’ la grafica resultante de agregar a G un
nuevo vértice w y las aristas e; = uw y es = vw. Creamos un sistema de transicion 7" para G’ tal que
T'(z) = T(z) para todo z € V(G) \ {v,u,w}, E(T(u)) = E(T(u)) U {eie | e € Eg(u)}, E(T'(v)) =
E(T(v))U{ese|e€ Eg(v)} y E(T'(w)) = {e1e2}.

Afirmacién. G contiene una uv-trayectoria T-compatible si y s6lo si G’ contiene un ciclo T"-

compatible C tal que w € V(C).

Supongamos que G contiene una trayectoria T-compatible, digamos P = (u,...,v). Asi, C =

(w,u) U PU (v,w) es un ciclo tal que, por definicién del sistema 7", es T'-compatible.

Supongamos ahora que G’ contiene C un ciclo T’-compatible tal que w € V(C'). Dado que d¢r (w) = 2,
debe ser que C = (w,u,...,v,w). Es claro que la trayectoria P = (u,C,v) es T-compatible, pues para
todo vértice interno de P los sistemas de transicion 7" y T coinciden. Luego, P es una wuwv-trayectoria

T-compatible.

De la afirmacién anterior y en vista de que G’ y T” pueden ser construidos en tiempo constante

obtenemos (3.1). El Teorema 2.1.1 nos permite concluir que &7-CC es NP-completo. O

Como era de esperarse, «7-CC puede ser resuelto en tiempo polinomial cuando la familia de graficas
&/ son todas 1-regulares o todas multipartitas completas, como demostramos a continuacion.

Proposicion 3.2.2. Sea &/ una clase de grificas cerrada bajo isomorfismos tal que para toda X € o7 se

tiene que X° es una grdfica 1-reqular. Entonces o/-CC puede ser resuelto en tiempo O(nm).

Demostracion. Sea (G, T,v) un ejemplar de «/-CC. Construimos una grafica G’ a partir de G al eliminar
el vértice v y para cada e € V(T'(v)°), sea u el vértice extremo de e en G distinto de v, introducimos un
nuevo vértice v, y la arista veu a G’. Consideremos el sistema de transicion T” para G’ de la siguiente

manera: para los vértices z en V(G) \ (Ng(v) U {v}), su grafica de transicion en 7" es la misma que en T
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Si z € Ng(v), su grafica de transicion es modificada simplemente renombrando al vértice e = zv por zve y
conservando las adyacencias; mientras que la grafica de transicion de los vértices v, con e € V(T'(v)?),

serd una grafica sin aristas.

Afirmacioén. G contiene un ciclo T-compatible C' tal que v € V(C') si y solo si existe ef € E(T'(v)°)

tal que G’ contiene una v.v-trayectoria T"-compatible.

Probamos primero la parte suficiente, esto es, supongamos que G contiene un ciclo T-compatible,
digamos C' = (ug = v,ep,u,...,ug_1,€k_1,u = v). Entonces tenemos que epex_1 € E(T(v)?). Por
construccion de G’ sabemos que a = ve,u1 y @' = ug_10e,_, son aristas de G’ tales que, por definicion de
T (u1) y T'(ug—1), aer € E(T'(u1)) y ex—2a’ € E(T"(ug—1)). Asi, es sencillo verificar de la definicion de
T, que C" = (vey, u1) U (ug, Cyug—1) U (ug—1,ve,_,) s una trayectoria T"-compatible, pues las graficas de

transiciéon de 7" de los vértices internos de C' coinciden con el sistema 7.

Supongamos ahora que existe ef € E(T'(v)?) tal que G’ contiene una v.v¢-trayectoria T’-compatible,
digamos P = (ug = Ve, G0, U1, - . ., Uk—1,ak—1, U, = V). Observe que los vértices internos de P no pueden
encontrarse en el conjunto {v. | e € V(T'(v)°)}, pues las graficas de transicion de estos vértices son vacias.

De esta forma, las gréficas de transicion de los vértices internos de P coinciden en los sistemas Ty T".

Dado que veu; € E(G’), entonces por construccion de G’ tenemos que e = vuq, es decir, vuj es una
arista en G. Analogamente, f = u;y_1v € E(G). Con lo anterior, C' = (v,u1) U (u1, P,ug—1) U (ug—1,v) €s
un ciclo en G. Note que debido a la definicion de 77, como aga; € E(T"(u1)), entonces eay € E(T(uq)).
De la misma manera, ay_sf € E(T(ug—_1)). Por altimo, puesto que e = vuy y f = ug_1v son vértices

adyacentes en la grafica T'(v)°, podemos concluir que C' es T-compatible en G.

Esto concluye la afirmacion.
Dado que T'(v)° es una grafica 1-regular, entonces |E(T'(v)?)| < 5%(”). Asi, se necesita verificar la

existencia de una trayectoria T’-compatible entre a lo mas 5G2(v) pares de vértices, lo que es O(n). Ya que

la construccion de G' y T” puede realizarse en tiempo lineal, y notando que para todo x € V(G') la grafica
T'(x)° es 1-regular, la Proposicion 2.2.2 nos permite concluir que «7-CC es soluble en tiempo O(nm). O
Proposicion 3.2.3. Sea &7 una clase de grificas cerrada bajo isomorfismos tal que para todo X € of
se tiene que X° es una grdfica multipartita completa. Entonces o/ -CC puede ser resuelto en tiempo
O(n3 + n’m).

Demostracion. Sea (G, T,v) un ejemplar de &/-CC. Puesto que T'(v)° es una grafica multipartita completa,

consideremos {F1, ..., Ex} la particion en conjuntos independientes de T'(v)°. Creamos una grafica G’ a

62




3.2 Ciclos T-compatibles

partir de G al eliminar el vértice v y agregando k nuevos vértices v1,...,v;. Para cadai € {1,...,k}, si
uv € E;, agregamos la arista uv;. Consideremos el sistema de transicion T” para G’ de la siguiente manera:
para los vértices z en V(G) \ (Ng(v) U {v}), su grafica de transicion en 7" es la misma que en 7'. Dado
z € Ng(v), su grafica de transicion simplemente se modifica renombrando el vértice zv por zv;, si zv € E;

con i € {1,...,k}. Por altimo, para toda i € {1,...,k}, la grafica de transicion de v; en T” sera vacia.

Afirmacién. G contiene un ciclo T-compatible C tal que v € V(C) si y solo si existe una v;v;-

trayectoria T’-compatible, con {i,j} C {1,...,k}, en G'.

Demostramos primero la parte suficiente, es decir, supongamos que G contiene un ciclo T-compatible,
digamos C' = (ug = v, €0, U1, ..., Ug_1,€k_1,ur = v). Puesto que epex_1 € E(T(v)), entonces ey y ex_1 se
encuentran en distintos conjuntos independientes de 7'(v)°. Sin pérdida de generalidad supongamos estan
en E1 y Es, respectivamente. Asi, P = (vi,uq,...,ux_1,v2) es una trayectoria T’-compatible en G’ puesto

que las graficas de transiciéon en T de los vértices internos de P coinciden con el sistema T".

Ahora probamos la parte necesaria. Supongamos que existe una v;v;-trayectoria T’-compatible en
G', digamos P = (v, u1,...,uk—1,v;), con {i,j} C {1,...,k}. Debido a que las graficas de transicion
de los vértices v1, ..., v, son vacias en el sistema T" y P es T'-compatible, entonces los vértices internos
de P son diferentes a los vértices v1,...,vg. En particular, todos los vértices internos de P estdn en G,
concluyendo que los sistemas de transicion de los vértices internos de P son iguales en T y T”, ademas,
obsérvese que a causa de la definicién de G’, tanto u; como wuy_1 son vecinos del vértice v en G, por lo que
C = (v,u1) U (u1, Pyup—1) U (ugp—1,v) es un ciclo en G. Més atin, como ey = vu1 € E; y e1 = vup_1 € Ej,

con i # j, entonces ege; € E(T'(v)). Asi, C es un ciclo T-compatible en G tal que v € V(C).
Esto concluye la afirmacion.

Dado que la construccion de G’ y T puede realizarse en tiempo lineal y en vista de que k esta
acotado por dg(v), entonces tenemos que verificar la existencia de una trayectoria T’-compatible para a lo
mas M pares de vértices en G, lo cual es O(n?). Observando que las gréficas del sistema 7" son
todas multipartitas completas, la Proposicién 2.2.3 nos permite concluir que esta tarea es realizable en
tiempo O(n> 4+ n?m). De esta manera, y dado que la construccién de G’ y T” es realizable en tiempo lineal,

se concluye que «7/-CC puede ser resuelto en tiempo O(n3 + n?m). O
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3.3. Paseos T-compatibles

Dados los resultados respecto a la complejidad computacional de &/-CP y «/-CC proporcionados
por Szeider y la seccidn anterior, es natural preguntarse por versiones menos restrictivas del problema en

cuestion. Introducimos, por tanto, los siguientes problemas:

«7/-Paseo Compatible.
Ejemplar: Una grafica G con sistema de transicion T' C o7 y dos vértices u y v distintos en G.

Pregunta:  ;Existe un wv-paseo T-compatible en G?

o/-Paseo Cerrado Compatible (o «Z/-PCC).
Ejemplar:  Una grafica G con sistema de transicion T' C o7 y un vértice v en G.

Pregunta: ;Existe un vv-paseo cerrado T-compatible en G?

En esta seccion mostraremos que dichos problemas se encuentran en la clase P. De hecho, iremos un

poco mas lejos y demostraremos que el siguiente problema también pertenece a P:

o/-Descomposicion en Paseos Cerrados Compatibles (o «7/-DPCC).
Ejemplar:  Una grafica G con sistema de transicion T C o7

Pregunta:  jExiste una particion de F(G) en paseos cerrados T-compatibles?

Para poder resolver los problemas anteriores necesitaremos la siguiente construccion.

Construccion 3.3.1. Sea G una grifica con sistema de transicion T. Para cada vértice v € V(G),
creamos la grdfica T(v)" agregando a cada vértice de la grifica de transicion T(v) el superindice v y dos
nuevos vértices vy y vy adyacentes a todos los vértices de T'(v)'. Llamemos V* al conjunto ey ({05, v7}-
Construimos la grdfica G como la union de las grdficas T'(v) y dados dos vértices ab’ y cd™, agregamos la

arista ab®cd” en la grifica GT si ab = cd, es decir, ab y cd son la arista vw en G.

Las siguientes son observaciones importantes de la construccién descrita anteriormente.

Observacion 3.3.2. El conjunto de aristas agregadas es un apareamiento que satura al conjunto de vértices

V(GTY\ V*, llamémosle M.
Observacion 3.3.3. Para todo v € V*, v no es M -saturado.

Observacion 3.3.4. Note que por construccion de M, tenemos que para todo v € V(G), E(T(v))NM = @.
Mas atin, observe para toda e € E(GT) sie ¢ M, entonces existe v € V(G) tal que e € E(T(v)").

Observacion 3.3.5. El tamano de las grdficas T(v), con v € V(G), estd acotado por M. Por

64



3.3 Paseos T-compatibles

tanto,
oa(v)(dg(v) —1 1 1
> ey < Y WD s ey =L Y de)? - m
VeV (G) VeV (G) VeV (G) veV(G))
L 2
< §4m —m=2m“—-m
Adicionalmente, es claro que |M| = m y que el nimero de aristas incidentes a los vértices en V* es

> vev(c) 20G(v) = 4m. De este modo, es facil ver que la construccion de GT' es realizable tiempo O(m?),

asi como observar que el tamano de GT también es O(m?).

Presentamos la utilidad de la grafica G con un ejemplo. Consideremos la grafica G con sistema de

transicion 7' mostrada en la Figura 3.1.

Dado el sistema T mostrado anteriormente, en la Figura 3.2 se construyen las graficas T'(v)’ para

cada v € V(G).
Por tltimo, en la Figura 3.3 se muestra la grafica GT construida a partir de G y T.

Ahora observemos el siguiente ad-paseo T-compatible en la digrafica G mostrada en la Figura 3.1.

Notese que indicamos explicitamente las aristas que recorre dicho camino, pues seran de utilidad:

P = (a,ae,e,eb,b,be,c,cf, f, fe,e,ed,d).

Dada la construccion de la grafica GT podemos ver que es posible reinterpretar el paseo P a un
camino en GT usando la siguiente estrategia: iniciamos en el vértice ag, nos movemos al vértice representante
de la arista ae, la cual es la primera en ser usada en el paseo P, en la subgrafica T'(a)’, es decir, a ae®.
Usamos la arista en M que satura a dicho vértice y ahora estamos en el vértice ae®; empleamos ahora la
arista ae®eb®, las cuales son consecutivas en Py que ademas sabemos existe pues aceb € E(T'(e)) ya que
P es T-compatible; nuevamente, usamos la arista en M que satura al vértice eb® y ahora nos encontramos
en el vértice eb’. Continuamos de manera anéloga hasta llegar al vértice di. De esta forma, obtenemos el
agdi-camino:

pPT = (aa,aea,aee,ebe,ebb,bcb,bcc,cfc,cff,fef,fee,ede,edd,df).

Notese la similitud entre la secuencia PT y las aristas en P.
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G:
f

T(a) :

af ae
T(c)

ca cb

cf cd
T'(e)

ea eb

ed ef

be

be

T(d) :
de

de

T(f):

fe fe

Fig. 3.1: Una grafica G y la grafica de transiciéon de cada vértice de G.
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T(a):
ac’®
ag
ai
af®
T(d)" :
de?
dg
di
dc?
GT .

T(b) :
be?
0
1
be’
T(e)'
ea® eb®
€o
el
ed® efe

Fig. 3.2: El conjunto de graficas T'(v)’ con v € V(G).

T(c)
ca® cb®
<
ci
cf€ cd
T(f)
fa’
0
T
fef fef

Fig. 3.3: La grafica GT obtenida a partir de G y el sistema de transicién T. En azul el apareamiento M.
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Con esta idea en mente, introducimos la siguiente definiciéon. Sean G una grafica con sistema de
transicion T' y

P = (vg =wu,eq,v1,€1,V2,...,Vk_1,€k_1,Vk = W)

un uv-paseo T-compatible en G. Definimos PT como la sucesion de vértices

*  vg V1 U1 U2 V-1 Vg *
(ugep’,epts el ey, . e et w).
Observe que por construccion de G7 tenemos que:
* V0 Vg * : T
1. ugey’ y e, wi son aristas de G*,
2. Para toda i € {1,...,k — 1} tenemos que e}’ e}’ € E(GT), y en particular, e}’ e}’ € T'(v;)’ puesto

que P es T-compatible,

3. Para toda i € {0,...,k — 1} se tiene que ej’e;""' € E(GT) y ademas, eje;"*' € M.

Notese que como consecuencia de lo anterior, siempre que P sea un paseo T-compatible en G, podemos
garantizar que PT es un camino en GT. Pero no sélo eso, podremos garantizar aun mas propiedades como
mostraremos en el siguiente lema:

Lema 3.3.6. Sea G una grdifica con sistema de transicion T'. Si P es un paseo T'-compatible en G, entonces

PT es una trayectoria M-aumentante en GT .

Demostracion. Sea P un paseo T-compatible. Procederemos por induccién sobre la longitud del paseo P.

= Caso Base.
Supongamos que P tiene longitud 1, por lo que P es de la forma (u, v). Entonces PT' = (u$, uv®, uv®, v}).
Observe que dicho camino es, en efecto, una trayectoria. Ahora, por construccion del apareamiento
M tenemos que uv*uv® € M, ademas, uy y v] no son vértices M-saturados. En consecuencia, PT es
una trayectoria M-aumentante.

= Hipotesis de induccion.
Supongamos que si P’ es un paseo T-compatible en G de longitud k, entonces P’ T es una trayectoria
M-aumentante en G

s Paso Inductivo.

Sea P un uv-paseo T-compatible en G de longitud k + 1. Supongamos que
P = (UO =Uu,€ep,V1,...,0—-1 = 2,1,V = Y, ekavk+l = 'U).

Ya que P; = (vg = u, P,v;, = y) es un uy-paseo T-compatible en G de longitud k, por hipotesis de
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inducciéon obtenemos que P = (ug,eq’, €0t elts -, €5y 6%71, y]) es una trayectoria M-aumentante

en GT. Por definicion de PT y P[' obtenemos
T * 0 v v z Y Y v,k * T Yy Y Yy v x
P' = (ug, e’ eqt el i1, €1 e ep,v1) = (ug, P yep ) U(ef_q, el eg,v1). (3.2)

Puesto que PlT es una trayectoria M-aumentante, para probar que P es una trayectoria M-
aumentante basta probar:

L V(PO n{el,ed,vi} = o.

2. La subtrayectoria (e}, e¥, el v) es M-alternante y e} e¥ ¢ M.

3. El vértice v} no es M-saturado.
Afirmacioén 1. V(PL) N {e,e¥, v} = @.
Procediendo por contradiccion, supéngase que V(PL) N {e}, eV, vi} # @. Es claro que vi ¢ V(P]),
pues como no es un vértice M-saturado (Observacion 3.3.3), no puede ser un vértice interno de
Py al ser ésta una trayectoria M-aumentante. Entonces V (P) N {e}, e}, vi} C {ef, ey }. Dado que
eZeZ € M se tiene que si se recorre alguno de los extremos en una trayectoria M-aumentante, entonces
dicha arista debe estar en la trayectoria. Por consiguiente, eze}; € E(PT). Dada la definicién de P,
debe ser que e € E(Py), lo que implica que P utiliza al menos dos veces la arista e. Esto es una
contradiccion, pues P es un paseo. Por tanto, V(P{) N {e¥, eV, vi} = @, concluyendo la demostracion
de esta afirmacion.
De esta manera, dada la relacion entre P y PlT en (3.2) y la afirmacion anterior, podemos concluir
que PT es una trayectoria.
Afirmaciéon 2. La subtrayectoria (e%il, e%, ey, v]) es una trayectoria M-alternante y e%ilez ¢ M.
Puesto que P es T-compatible, debe ser que e,_1ex, € E(T(y)), por lo que e]_,ef € E(T(y)') y asi,
eZ_le% ¢ M (Observacion 3.3.4). Luego, por construccion del apareamiento M, eZe}; € M. Ademés,
sabemos que ezvj ¢ M (Observacion 3.3.4). De esta manera, (e , e}, el v7) es una trayectoria
M-alternante y e] e} ¢ M.
Finalmente, la Observacion 3.3.3 nos indica que v} no es M-saturado.

Se concluye que PT es una trayectoria M-aumentante.
Por el principio de induccién la proposicién queda demostrada. O

Lo anterior nos muestra que si G es una grafica, T' un sistema de transiciones para G y P es un
paseo T-compatible en GG, entonces dicho paseo puede interpretarse como una trayectoria M-aumentante

en G La pregunta natural es si el reciproco es verdadero. Para ello, regresemos nuevamente a la grafica
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G” mostrada en la Figura 3.3 y tengamos en cuenta ahora la trayectoria M-aumentante

P = (f5, fal,af® ae® ea® efe, fel, fc, cfe, cb® be?, b}).

Dicha trayectoria en GT puede trasladarse a G de la siguiente forma. Considere la subtrayectoria
( fal,af®, ae?, ea®). Recordemos que los vértices fal y af® representan la misma arista en G, en este caso a
e1 = fa, asi como ae® y ea® representan a la arista es = ae. Mas atn, debido a que af%ae® es una arista de
T(a), entonces se sigue que e; y es son aristas que inciden ambas en el vértice a en G. Por tanto, (f,a,e)
es un camino en G. Dicho esto, podemos considerar ahora el subcamino (ae®, ea®, e f€, fef ) y de la misma
forma, obtenemos que (a, e, f) es un camino. Con esto, (f,a,e, f) es un camino en G. De manera analoga
podemos continuar hasta obtener el siguiente camino, en el cual especificaremos nuevamente las aristas que

recorre:

PC = (f, fa,a,ae, e, ef, f, fe,c,cb,b).

Notese que el orden en el que se recorren las aristas de P es el mismo en el que se recorren dichas

aristas, pero vistas como vértices, en la trayectoria P.
Nuevamente, tomando como base el ejemplo anterior, introducimos la siguiente definicién.

Sean GG una grafica con sistema de transiciéon Ty consideremos una trayectoria M-aumentante en
GT, digamos:

P = (UO,Ul,’LLQ,Ug,’UA, cee 7“2(k‘—1)a u?k‘—l)“?k"qu-‘rl)

Dado que P es M-aumentante, se tiene que para toda i € {1,3,...,2k—1} la arista u;u;+1 pertenece
al apareamiento M, y por construccion de este, sabemos que dichas aristas son de la forma e"e’ para
alguna e = uv € E(G). Méas aun, puesto que para toda ¢ € {0,2,...,2k} la arista u;u;11 no se encuentra

en M la Observacion 3.3.4 nos dice que u;u;+1 € E(T(v)') para algan v € V(G).

Supongamos que la arista ujug es igual a ey’ey’ para alguna eg = vov1 € E(G) y por tanto, ug = vy,,

con i € {0,1}. Entonces tenemos que

* U v
P = (vg,,e0°, €', U3, Ug -+« + s Ug (k15 U2k—1, Uks U2kt 1)-

Ahora, dado que ugu3 = ej'ug no es una arista en M, sabemos que debe suceder que eglus € E(T(v1)') y
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asi, podemos suponer que ug = e]*, obteniendo
— * vo U1 U1
P = (U[)iae() 760 761 yUdgy - - 7u2(k—1)7u2k717u2k7u2k+1>-

Nuevamente, como uzus = €] u4 es una arista de M, podemos suponer que ug = €}?, para algin vy € V(G).
Por consiguiente:

— * V0 V1 V1 ()
P = (U()ia €0 €0 €1 5,617 7“2(16—1)7 U2k—1, U2k, U2k+1)-
Continuando de esta manera, se observa que podemos renombrar los vértices de P como sigue:

— * vo LVU1 U1 U2 V-1 Vk—1 Vg *
P = (vg,,e0’,e0' 1t e oo ohep ey ,ekil,vkj)

con {i,j} € {0,1}.
Con esto, definimos la sucesién de vértices
G
P™ = (vo,v1,v2,..., V51, V).

., T . . V;
Observe que por construccion de G* se tiene que para toda i € {0,...,k — 1}, v € E(G), pues e;*
representa a la arista v;vi41 en G. Por tanto, P es un camino en G. Mas aun, sera posible ver que, de
hecho, es un paseo T-compatible en G como mostramos a continuacion.

Lema 3.3.7. Sea G una grdfica con sistema de transicion T'. Si P es una trayectoria M -aumentante en

GT, entonces P es un paseo T-compatible en G.
Demostracion. Sea P una trayectoria M-aumentante en G7. Se sabe que P tiene longitud impar, es decir,

[(P) = 2k + 1 para algtn k € N. Procederemos por induccion sobre k. Iniciaremos con k = 1 debido a que

V* es un conjunto independiente.

s (Caso Base.
Si k = 1. Supongamos P = (vg, ey, egl,v’{j). Entonces, trivialmente P% = (v, v1) es un vyvi-paseo
T-compatible.

» Hipdtesis de induccion.
Supongamos que si P’ es una trayectoria M-aumentante en G* de longitud 2(k — 1) + 1, entonces
P'% es un paseo T-compatible en G.

» Paso inductivo. Sea P una trayectoria M-aumentante de longitud 2k + 1 en GT, y supongamos que:

P = (ug, u1,u2,u3, ud, . . ., Ug(k—1), U2k—1, U2k U2k+1)

71



3. CONSECUENCIAS DE LOS RESULTADOS PREVIOS

Por lo visto anteriormente, sabemos que podemos renombrar los vértices de P obteniendo lo siguiente:

_ * V0 V1 vl v2 V-1 V-1 Ve *
P = (vg,,e0’, 0t et e oo ohep ey ,ekfl,vkj)

con {i,j} €{0,1} y donde para toda i € {1,...,k — 1}, e, = v;v;11 € E(G).

*

(k=1)i11 moq» ©5 UNR arista de G7.
T MO

., Vi —
Sabemos por la construccion de GT que € oV
Podemos considerar, asi, el camino
_ * V-1 Vk—1 *
Pr= (v0, Prepy ) U (e 5 V(1)1 o)

Afirmacién 1. P; es una trayectoria M-aumentante de longitud 2(k — 1) + 1.

Para observar que P; es una trayectoria, basta notar que (vg_, P, eZ'“_’Ql) es una subtrayectoria de P,

*

por lo que el tnico nuevo vértice introducido en Py es v, ,
(k=1)i11 mod 2

sin embargo, dicho vértice no es

M-saturado, por lo que no puede ser un vértice interno de P. Ademas, en caso de que vg = vi_1 se

. * *
tiene que vy, # Y(k=1)i11 moa 2’

de otra manera, es claro que dichos vértices son distintos. Por tanto,
P, es una trayectoria.

Ahora, sabemos que vj, no es M-saturado y (va‘i, P, ezkjj) es M-alternante al ser subtrayectoria de
P. Més atin, dado que (vg, P, ezk_?) se obtiene de P al remover sus tltimas tres aristas se sigue que
esta tiene longitud 2(k — 1) y que su ultima arista pertenece a M. Luego, tenemos que la arista

Vk—1, %

n ncuentra en M x n M- rado. Con nem
€k—2 V(k—1)111 moq» 1O SE€ ELCUE tra e Y V(1) 0 es saturado. Con esto, obtenemos que

i+1 mod 2
Py es una trayectoria M-aumentante de longitud 2(k — 1) + 1, lo que prueba la afirmacion.

Nuestra hipotesis de inducciéon y la afirmacién 1 nos conllevan a concluir que
G
Py = (vg,...,v5-1)

es un paseo T-compatible.

Note, ahora, que
G G
P~ = (7}07 €0,V1y++.,Vk—-1,€k—1, /Uk) = Pl U (/Uk—l) €k—1, Uk)'

Por lo que resta mostrar ey_sep_1 € E(T(vp—1)) para probar que P“ es un camino T-compatible. Sin
embargo, puesto que €,"3'e,;" " es una arista de G7, entonces se debe a que €," ' e,* ' € E(T(vg_1)'),
lo que por construcciéon nos garantiza que ex_sep_1 € F(T(vy_1)). Obtenemos, asi, que P es un

camino T-compatible en G.
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Afirmacion 2. P¢ es un paseo.
Procediendo por contradiccion, supongamos que PY repite al menos una arista. Como PlG es un

paseo en (G, debe ser que la arista repetida es ep_1 = vip_1v;. De este modo, e,_1 € E(Plc) y dada

la definicion de PlG se obtiene que Pj recorre la arista ekk e’ ;. Esto es una contradiccion, pues

implicarfa que P repite al menos dos veces los vértices ;"' y e;* | ya que P = (v, P1,e," ') U

Vk—1 _Vk—1 .
(ek 91,611 ,ek l,vk ) y P es una trayectorla.

De esta manera, concluimos que P¢ es un paseo T-compatible en G.
Por el principio de induccién el lema ha sido demostrado. O

Como consecuencia del lema obtenemos el siguiente corolario que relaciona trayectorias M-aumentantes

con propiedades adicionales de la grafica GT y paseos cerrados T-compatibles en G.

Corolario 3.3.8. Sea G una grifica con sistema de transicion T .

Si P = (ug,u1,u2,us, ug, . .. ,u2(k_1),u2k_1,u2k,u2k+1) es una trayectoria M -aumentante tal que
uiugr € E(GT) y {ug,usks1} = {wh,wi} para algin w € V(G), entonces PC es un paseo cerrado
T-compatible en G.

Demostracion. Renombremos nuevamente los vértices de la trayectoria M-aumentante P para obtener

— * Vo V1 V1 v2 V-1 Vk—1
P—(Uoi,eo cept el et e e 1,ek 1,vk)

con {i,j} C {0,1}.

Por el Lema 3.3.7 sabemos que
G
P~ = (vo, €0, 1, -+, Vk_1,€k 1, Vk)

es un paseo T-compatible en G.

Note, sin embargo, que como {ug, ugk+1} = {wg, wi}, entonces sin pérdida de generalidad

_ ¥ _w U1 U1 U2 Vg—1 _Vk—1
P = (wy,ep,eqt et el” ... e 5 e, ep 1, wi),
por lo que
G
P :(w,EO,’Ul,...,Uk_l,ek_l,w),

es decir P¢ es un paseo cerrado.
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Resta simplemente verificar que epei—1 € E(T'(w)). No obstante, de nuestras hipotesis obtenemos

e@e? | € E(GT). Por construccion de GT, efe | € E(T(w)"). Se sigue que epeg—1 € E(T(w)).
Concluimos que P¢ es un paseo cerrado T-compatible. ]

Observe que las trayectorias M-aumentantes con las propiedades extra del corolario anterior pueden
ser sustituidas por ciclos M-alternantes, por lo que en realidad se esté relacionando ciclos M-alternantes
con paseos cerrados T-compatibles. A pesar de esto, se redacto el corolario de esta forma debido a la

definicion de P¢ dada una trayectoria M-aumentante P en G7.

Ahora estamos listos para probar que los problemas «/-Paseo Compatible y &/-PCC pertenecen
a la clase P haciendo uso de los lemas demostrados anteriormente.
Teorema 3.3.1. FEl problema o/-Paseo Compatible pertenece a P. En particular, dado un ejemplar

(G, T,u,v) se necesita tiempo O(mz) para encontrar un uv-paseo T -compatible, o para determinar que no

existe.

Demostracion. Sea (G,T,u,v) un ejemplar de «7-Paseo Compatible. De los lemas 3.3.6 y 3.3.7 se sigue
que existe un uv-paseo T-compatible en G si y sélo si existe una ugvj-trayectoria M-aumentante en GT. De
la Observacion 3.3.5 sabemos que la construccion de G se realiza en tiempo O(m?). Ademss, se sabe que
encontrar una ujvi-trayectoria M-aumentante en GT', o determinar que no existe, toma tiempo O(m?). [
Teorema 3.3.2. El problema o/-Paseo Cerrado Compatible pertenece a P. En particular, dado un

ejemplar (G, T,v) se necesita tiempo O(m?n?) para encontrar un vv-paseo cerrado T-compatible, o para

determinar que no existe.

Demostracion. Sea (G,T,v) un ejemplar de «/-PCC. Construimos la grafica G, agregando dos vértices

extra vg y vy.

Sea E := E(T(v)). Tomamos ege; € E. Sabemos, entonces, que efe! € E(GT). Agregamos las aristas
voeq y viel. Dada la Observacion 3.3.5, sabemos que es posible encontrar una vgvi-trayectoria M-aumentante
en GT, o determinar que no existe, en tiempo O(m?). Si existe, supongamos que P = (vg, €y, ...,e%,v1) es
la trayectoria M-aumentante encontrada. Entonces P = (v, ef) U (eg, P, e}) U (€Y, v]) es una trayectoria
M-aumentante tal que efe? € E(GT) y el vértice inicial y final forman el conjunto {vg,v%}, con v € V(G),
por lo que del Corolario 3.3.8 obtenemos que PIG es un paseo cerrado T-compatible cuya construcciéon
garantiza que v € V(PlG ). En otro caso, de no existir, eliminamos las aristas voef y vie} de GT y repetimos
el procedimiento tomando una arista de E := E'\ {epe1}. Como E es un conjunto finito, este proceso

termina.
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Es claro que de existir un paseo cerrado T-compatible que contenga al vértice v, este debe ser

encontrado por el algoritmo anterior. Dado que

E(T < <
By < el =D 2D,
entonces dicho algoritmo toma tiempo O(m?n?).

Por ende, podemos concluir que .«7/-PCC es soluble en tiempo O(m?n?). O

El siguiente teorema nos muestra una muy interesante relacién entre los ciclos M-alternantes de la
grafica Gy los paseos cerrados T-compatibles en G. Este teorema es de importancia pues nos permitira
probar que el problema &7/-DPCC pertenece a la clase P.

Teorema 3.3.3. Si G es una grifica con sistema de transicion T, entonces: GT — V* tiene un 2-factor,

digamos F, tal que todo ciclo de F' es M-alternante si y sdlo si existe una particion de E(G), digamos 7,

tal que para todo P € F, G[P] es un paseo cerrado T-compatible.

Demostracion. Demostramos primero la parte necesaria. Supongamos que existe una particion de E(G),

digamos .7, tal que para todo P € .7, G[P] es un paseo cerrado T-compatible.

Sea P € 7. Entonces sabemos que G[P] = (v9 = w,€0,v1,...,Vk_1,€k_1,Vk = Ug) €S UN Paseo
cerrado T-compatible. Para simplificar notacién llamemos P a dicho paseo. De la Proposicién 3.3.6 obtenemos
que PT = (ug,eq’, eqts - eZ’fll,eZ‘ll,uf) es una ujuj-trayectoria M-aumentante en G". Puesto que P

es un paseo cerrado T-compatible, entonces e,_1e9 € E(T(vp)). Esto implica que €;° ,ef® € E(GT). Asi,

definimos el ciclo Ch = (ef®, PT,e}° ) U (e° 1, ).

Notese que por ser PT una trayectoria M-aumentante, la primera y tltima arista de (e, pT, e’ )

deben ser M-saturadas, mientras que €,° ;e,° no es una arista de M, por lo que C’g debe ser M-alternante.
Afirmacion 1.1. Si {P;, P,} C .7, entonces V(Cgl) N V(C’}%) =0.

Procediendo por contradiccion, supongamos que existe w € V(CE )NV (CF,). Consideremos entonces
a € M tal que w es extremo de a. Puesto que 017;1 C}D; son ciclos M-alternantes, entonces ambos ciclos
deben usar la arista a. Por definicion del apareamiento M, a es de la forma e%e?; con e = uv € E(G). De
esta forma, de la definicién de P{ y P{ obtenemos que P; y P» usan la arista e, lo cual es una contradiccién

pues .7 es una particion de E(G), concluyendo nuestra demostracion.

Ahora, definimos la gréafica F obtenida a partir de unir los ciclos C%, con P € 7.
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Afirmacion 1.2. F es un 2-factor tal que todo ciclo de F' es M-alternante.

En vista de que la afirmacién 1.1 y del hecho de que F' esta construida a partir de la unién de ciclos
M-alternantes, se sigue que F' es 2-regular y todos sus ciclos son M-alternantes, por lo que basta verificar

que F es una subgrafica generadora de GT — V*.

Sea w € V(GT — V*). Como M es un apareamiento perfecto de GT — V*, consideremos a € M tal
que a incide en w. De la construccion de M sabemos que a = e*e”, con e = wv € E(G). Dado que 7 es
una particion de F(G), existe un paseo cerrado T-compatible en .77, digamos P, tal que e € E(P). Por
definicién de P tenemos que a € E(PT), y como w es un extremo de a, entonces w € V(C’IZ), concluyendo

que w € V(F).
Por tanto, F es un 2-factor de GT — V* tal que todo ciclo de F es M-alternante.

Probaremos ahora la parte suficiente. Supongamos que GT — V* tiene un 2-factor, digamos F, tal

que todo ciclo de F' es M-alternante.

Sea C = (eg,e1,...,€k_1,ex = €o) un ciclo en F y, sin pérdida de generalidad, supongamos que
ex—1€0 ¢ M. De la Observacion 3.3.4, existe un vértice v € V(G) tal que ex_1e9 € E(T(v)"). Por la
construccion de GT', entonces Upeo Y ex—1v] son aristas de GT. De esta manera, definimos la trayectoria
M-aumentante Po = (v, e0) U (eo, C, ex—1) U (ex—1,v7). Observe que M N E(C) = M N E(P¢). Como
eoex—1 € E(GT) y el vértice inicial y final forman el conjunto {vj, v}, con v € V(G), el Corolario 3.3.8

nos indica que Pg es un paseo cerrado T-compatible en G.

Ahora, procederemos a mostrar la particiéon requerida en el enunciado. Primero, por cada ciclo
en F', digamos C, denotamos por E¢ el conjunto de aristas del paseo Pg , el cual estd en G. Sea T =
{E¢ | C es un ciclo de F'}. Observe que, por la definicién de los conjuntos anteriores, para todo Ec en 7,

G[Ec] = Pg , el cual es un paseo cerrado T-compatible en G.
Afirmacion 2.1. .7 es una particion de E(G).

» Si B¢ € 7, entonces Eo # &.
Se sigue inmediatamente de la definicion de E¢ que este es distinto del vacio.
» Si{Ec,,Ec,} C .7, entonces Ec, N Ec, = @.
Supongamos por contradiccién que Ec, N E¢, # . En tal caso, existe e € E(Pg1 )N E(Pg2 )

Supongamos e = vw. Por definicién de Pgl, entonces e’e” € E(Pg,). De la misma forma, e’e” €
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E(Pc,). Note, ademas, que dicha arista pertenece a M. De lo anterior obtenemos que e’e” €
E(Cy) N E(Cy), lo cual es una contradiccion pues C y Cs son ciclos distintos de F.
Por consiguiente, los conjuntos en .7 son ajenos dos a dos.

» T = EG).
De la definiciéon de .7 es inmediato que | 7 C E(G).
Sea e € E(G) y supongamos que e = uv. Entonces e“e’ es una arista de GT tal que se encuentra en
el apareamiento M. Dado que F es un 2-factor de GT — V*, entonces existe un ciclo C de F' tal que
e € V(G) y como dicho ciclo es M-alternante por hipotesis, entonces debe hacer uso de la arista
e'e?, de manera que e € E(P§) y asi, e € |J 7.
De esto, |J .7 = E(G).

En consecuencia, se sigue que 7 es una particion de E(G) en paseos cerrados T-compatibles.
Esto concluye la prueba del teorema. O

Una consecuencia inmediata del Teorema 3.3.3 es el siguiente corolario que caracteriza aquellas
graficas con sistema de transicion T que cuentan con un paseo euleriano cerrado T-compatible.

Corolario 3.3.9. Sea G una grdfica con sistema de transicion T. Entonces G contiene un paseo euleriano

cerrado T-compatible si y sélo si GT — V* contiene un ciclo hamiltoniano M -alternante.

Demostracion. Supongamos que G contiene un paseo euleriano cerrado T-compatible, digamos P. Entonces
{E(P)} es una particion de E(G) en paseos cerrados T-compatibles. Por el Teorema 3.3.3 sabemos que
GT — V* tiene un 2-factor, digamos F, tal que todo ciclo de F' es M-alternante. Sin embargo, dada la
construccion de F' en el Teorema 3.3.3 obtenemos que dicho factor tiene un tnico ciclo, por lo que debe ser

un ciclo hamiltoniano. Por consiguiente, GT — V* contiene un ciclo hamiltoniano M-alternante.

Ahora, supongamos que G7 — V* tiene un ciclo hamiltoniano M-alternante, digamos C. Usando
a C como el factor F' del Teorema 3.3.3 obtenemos que {E(PS)} es una particion de las aristas de G
en paseos cerrados T-compatibles, sin embargo, puesto que su cardinalidad es 1, entonces es un paseo

euleriano cerrado T-compatible. ]

A continuaciéon demostramos que el problema .«7-DPCC puede ser resuelto en tiempo polinomial.

Teorema 3.3.4. Sea G una grdfica con sistema de transicion T. Entonces encontrar una particion de
E(G) en paseos cerrados T-compatibles, o determinar que no eziste, es soluble en tiempo polinomial. Esto
es, el problema oZ/-DPCC pertenece a P.
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Demostracion. Mostramos que

«/-DPCC x «/-C2F. (3.3)

Sea G una gréfica con sistema de transicion 7. Construimos la grafica GT y consideremos G’ =
GT — V*. Asi, M es un apareamiento perfecto de G’. Para cada vértice v € V(G’), llamemos e, a la arista
en M que satura a v y construimos una grafica de transicion 7"(v) bipartita completa con biparticion
{{es}, Egr(v) \ {ex}} en conjuntos independientes, llamemos a dicho sistema de transicion 7”. Es claro que

la construcciéon de T’ toma tiempo polinomial.

Afirmacion. G’ tiene un 2-factor tal que todo ciclo es M-alternante si y solo si G’ tiene un 2-factor

cuyos ciclos son T"-compatibles.

Probamos primero la parte suficiente. Supongamos que G’ tiene un 2-factor, digamos F, tal que
todo ciclo de F' es M-alternante y sean C' = (ug, u1,...,u_1,Ur = ug) un ciclo de F e i € {1,...,k}
arbitrario. Dado que C' es M-alternante una de las aristas consecutivas incidentes en u; se encuentra en M,
mientras que la otra no, por lo que por definicion del sistema 7" son adyacentes en T'(v;). De esta forma,

todo ciclo de F' es T’-compatible.

Demostramos ahora la parte necesaria. Es decir, supondremos que G’ contiene un 2-factor F' cuyos ci-
clos son T"-compatibles y mostraremos que todos sus ciclos son M-alternantes. Sea C' = (ug, uq, . . ., Ug_1, U =
€o) un ciclo de F'y supongamos que C no es M-alternante. Entonces existen al menos dos aristas con-
secutivas de C, digamos e y €’ tal que no se encuentran en el apareamiento M. Sea v el vértice extremo
comin de dichas aristas. De la definicion del sistema 7" obtenemos que €’e ¢ F(T"(v)), lo cual es una

contradicciéon pues F' es T’-compatible. De esta forma, todo ciclo de F' es un ciclo M-alternante.
Esto prueba la afirmacion.

Con la afirmacién anterior y el Teorema 3.3.3 obtenemos (3.3). En vista de que el sistema 7" consta
inicamente de graficas bipartitas completas el Teorema 1.4.1 nos garantiza que es soluble en tiempo

polinomial.

De este modo, partir E(G) en paseos cerrados T-compatibles, o determinar que no es posible, es

realizable en tiempo polinomial. O

Uno de los conceptos mas importantes en la teoria de graficas es el de conexidad. Una posible

generalizacion puede hacer uso de un sistema de transicién como sigue. Sea G una grafica con sistema
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de transicion T'. Decimos que G es conexa por caminos T-compatibles (conexa por paseos 7T-
compatibles) si para cualesquiera dos vértices de G existe un camino (paseo) T-compatible que los une.
No es dificil ver que esta definicién generaliza a la conexidad, puesto que cuando las gréaficas del sistema T'
son todas graficas completas, todo camino (paseo) en G es T-compatible. Usando los resultados expuestos
anteriormente sera facil mostrar que es posible verificar en tiempo polinomial, dada una grafica G con

sistema de transicion T, si G es conexa por paseos T-compatibles.

Proposicion 3.3.10. Sea G una grdfica con sistema de transicion T. Entonces determinar si G es conexa

por paseos T-compatibles es soluble en tiempo O(m?*n?).

Demostracion. Sabemos que determinar la existencia de paseos T-compatibles entre dos vértices cualesquiera
. —1 L . .

de G es soluble en tiempo O(m?). Como tenemos exactamente % pares de vértices, entonces se sigue

que saber si entre cualesquiera dos vértices existe un paseo T-compatible es posible en tiempo O(m?n?).

Asi, es posible decidir si G es conexa por paseos T-compatibles en tiempo O(m?n?). [

Dos problemas NP-completos clésicos en la complejidad computacional son Conjunto indepen-
diente y Conjunto dominante. Dada una grafica G con sistema de transiciéon 7', es posible presentar los
problemas analogos a estos, pero usando el concepto de paseo T-compatible. Para esto, presentamos las

siguientes definiciones. Sea S C V(G), diremos que:

» S es un conjunto independiente por paseos T-compatibles si para todo {u,v} C S no existen
uv-paseos T-compatibles en G.
» S es un conjunto dominante por paseos T-compatibles si para todo v € V(G) \ S existe u € S

tal que G contiene un uv-paseo T-compatible.

De esta forma, podemos considerar los siguientes problemas:

Conjunto independiente por paseos T-compatibles.
Ejemplar:  Una grafica G con sistema de transicion Ty un natural k& < n.
Pregunta:  ;Existe un conjunto independiente por paseos T-compatibles en G, digamos S, tal que

S| > k?

Conjunto dominante por paseos T-compatibles.
Ejemplar: Una grafica G con sistema de transiciéon Ty un natural £ < n.
Pregunta: ;Existe un conjunto dominante por paseos T-compatibles en G, digamos S, tal que

15| < k7

A continuacion probamos que ambos problemas son NP-completos.
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Proposicion 3.3.11. FEl problema Conjunto independiente por paseos T-compatibles es NP-

completo.

Demostracion. Veamos que Conjunto independiente por paseos T-compatibles se encuentra en NP.
Para esto, tomamos como certificado S C V(G) tal que |S| > k. Basta verificar que para cada par de

vértices en S no exista un paseo T-compatible, lo cual es realizable en tiempo polinomial.

Ahora, mostraremos que:

Conjunto independiente «x Conjunto independiente por paseos T-compatibles (3.4)

Sea (G, k) una instancia de Conjunto independiente. Para cada vértice v de G construimos su grafica de

transicion T'(v) tal que E(T'(v)) = @. Llamemos T al sistema de transiciéon que consta de dichas graficas.

Afirmacién. G contiene un conjunto independiente de cardinalidad al menos k si y sélo si G

contiene un conjunto independiente de cardinalidad al menos k.

Demostramos primero la parte suficiente. Supongamos que G tiene un conjunto independiente de

cardinalidad al menos k, digamos S.

Ahora mostraremos que S es independiente por paseos T-compatibles. Procediendo por contradiccion,
supongamos que S no es independiente por paseos T-compatibles. Entonces existen dos vértices, digamos u
y v, tales que existe un uv-paseo T-compatible en G, digamos P. Se sigue que [(P) = 1, pues las graficas de
transicion de los vértices internos de P son vacias. Asi, u y v son vértices adyacentes en G, lo cual es una

contradiccién al S ser un conjunto independiente. Por tanto, S es independiente por paseos T-compatibles.

Ahora, mostramos la parte necesaria. Supongamos que G contiene un conjunto independiente por
paseos T-compatibles de cardinalidad al menos k, digamos S. En especial, no existen paseos T-compatibles

de longitud 1, por lo que S es un conjunto independiente de cardinalidad k.

De esto, obtenemos (3.4). En consecuencia, Conjunto independiente por paseos T-compatibles
es NP-completo O
Proposicién 3.3.12. El problema Conjunto dominante por paseos T-compatibles es NP-completo.

Demostracion. Veamos que Conjunto dominante por paseos T-compatibles se encuentra en NP.
Tomemos como certificado S C V(G) tal que |S| < k. Basta verificar que para cada vértice en V(G) \ S

exista un paseo T-compatible hacia algtn vértice de .S, lo cual es realizable en tiempo polinomial.
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Ahora mostraremos que:
Conjunto dominante x Conjunto dominante por paseos T- compatibles (3.5)

Sea (G, k) una instancia de Conjunto dominante. Para cada vértice v de G construimos una grafica de

transicion de E(T'(v)) = @. Llamemos T al sistema que contiene dichas gréaficas de transicion.

Afirmacién. G contiene un conjunto dominante de cardinalidad menor o igual a k si y sélo si G

contiene un conjunto 7-dominante de cardinalidad menor o igual a k.

Probamos primero la parte suficiente. Supongamos que G contiene un conjunto dominante, digamos

S, tal que |S| < k. Entonces trivialmente S es un conjunto dominante por paseos T-compatibles.

Demostramos ahora la parte necesaria. Supongamos que G contiene un conjunto dominante por paseos
T-compatibles, digamos G, tal que |S| < k. Mostraremos que S es un conjunto dominante. Supongamos
que S no es un conjunto dominante, por lo que existe v € V(G) \ S tal que para todo u € S, uv ¢ E(G).
Dado que S es dominante por paseos T-compatibles, entonces existe un vértice, digamos z € S tal que G
contiene un vz-paseo T-compatible, digamos P. Asi, P debe tener longitud igual a 1, pues las gréficas de
transicion para todos los vértices de GG son vacias, lo cual no es posible por eleccién de v. Por tanto, S es

dominante.

De esto, obtenemos (3.5). Por lo tanto, Conjunto independiente por paseos T-compatibles es

NP-completo. O

3.4. Equivalencia entre graficas con sistemas de transicién y graficas
H-coloreadas

Sean dos graficas G y H, H posiblemente con lazos. Una H-coloracién de G es una funciéon

c: E(G) — V(H). Bajo estas condiciones, diremos que G esta H-coloreada.

Un camino W = (vg,eg,v1,...,Vk—1,€k—1,V) en una grafica H-coloreada es un H-camino si
(c(ep),c(er),...,clex—1)) es un camino de H. En caso de que W sea cerrado, también pediremos que
clex—1)c(eg) € E(H). Si W es una trayectoria, ciclo o paseo, entonces es llamado H-trayectoria, H-ciclo o

H-paseo, respectivamente.

En seguida probamos dos proposiciones que muestran que las graficas con sistema de transiciéon y
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las graficas H-coloreadas son equivalentes.

Proposicion 3.4.1. Sea G una grifica H-coloreada. Existe un sistema de transicion para G, digamos T,

tal que todo camino en G es un H-camino si y solo si es un camino T-compatible.

Demostracion. Sean G una grafica H-coloreada y ¢: E(G) — V(H) la H-coloracion. Definimos para cada

v € V(@) una grafica de transicion T'(v) como sigue:

E(T(v)) = {eoer [ {0, e1} € Ea(v) y ceo)c(er) € E(H)}

y llamemos T al conjunto que contiene a dichas graficas de transiciéon. Observe que esta definicion puede
generar lazos en las graficas de transicion para aquellas aristas coloreadas con vértices que tienen lazos
en H. Ahora mostraremos que T es el sistema deseado. Sea W = (vg, €g, 1, .. ., Vg_1, €k—1, Vg) UN camino

arbitrario en G.
Afirmacién. W es un H-camino si y s6lo si W es un camino 7-compatible.

Demostramos primero la parte suficiente, es decir, supongamos que W es un H-camino en G. Entonces
(c(ep),c(e1),...,c(ex—1)) es un camino en H. Se sigue que para toda i € {1,...,k—1} c¢(e;—1)c(e;) € E(H),
por lo que de la definiciéon de T obtenemos que para toda i € {1,...,k — 1} se tiene que e;_1¢; € E(T(v;)).
Si W es cerrado, como W es un H-camino, entonces debe suceder que c(ex_1)c(eg) € E(H) y de esto,

ex—160 € E(T(vg)). De esta forma, W es un camino T-compatible.

Probamos ahora la parte necesaria, esto es, supongamos que W es un camino T-compatible en
G. Entonces para toda i € {1,...,k — 1} se tiene que e;,_1e; € E(T(v;)). Por definicién del sistema de
transicion T', se tiene que c(e;—1)c(e;) € E(H). Por tanto, (c(ep),c(e1),...,c(ex—1)) es un camino en H. Si
W es un camino cerrado, y puesto que W es T-compatible, entonces ex_1e9 € E(T(vg)). De esto, tenemos

que c(ex—1)c(eg) € E(H). Esto es, W es un H-camino.

Asi, queda demostrada la proposicion. ]

Proposicion 3.4.2. Sean G una grifica y'T un sistema de transicion de G. Fxiste una grifica H y una

H-coloracion de G tal que cualquier camino en G es T-compatible si y sdlo si es un H-camino.

Demostracion. Sean G una grafica y T un sistema de transiciones. Consideremos la grafica H tal que

V(H) = E(G) y el conjunto de aristas de H esta dado por:

E(H) = {ejea | existe x € V(G) tal que {e1,e2} C Eq(z) y e1ea € E(T(x))}.

82



3.4 Equivalencia entre graficas con sistemas de transicion y graficas H-coloreadas

Definimos la H-coloracion c: E(G) — V(H) tal que ¢(e) = e para toda e € E(G). Ahora mostraremos que

H y c son la grafica y la coloracion deseada. Sea W = (v, eg, v1,...,Vk—1,€k—1, V) Un camino arbitrario

en G.
Afirmacion. W es T-compatible si y sélo si W es un H-camino.

Demostramos primero la parte suficiente, es decir, supongamos que W es un camino T-compatible.
Entonces para toda i € {1,...,k — 1} tenemos que e;_1¢; € E(T(v;)). Por definicion de H y la H-
coloracion ¢, debe ser que c(e;—1)c(e;) = e;—1e; € E(H). Por tanto, tenemos que (c(ep), c(e1), ..., c(ex—1)) =
(eo,€1,-..,€ex_1) es camino en H. Si W es cerrado, y dado que es T-compatible, entonces ex_1e9 € E(T(vy)),

por lo que de la misma forma sucede que c(ex—1)c(eg) = ex—1e0 € E(H). Asi, W es un H-camino.

Mostramos ahora la parte necesaria, esto es, supongamos que W es un H-camino. Se sigue que
(c(eg),c(er),...,clex—1)) = (eo,€1,...,ex,—1) es un camino en H. Por definicion de H debe ser que
ei—1e; € E(T(v;)) para todo i € {1,...,k —1}. Si W es cerrado, y dado que es un H-camino, entonces

c(eg—1)c(eg) = ex—1e0 € E(H), por lo que ex_1e9 € E(T(vp)). Por tanto, W es un camino T-compatible.
Esto concluye la prueba de la proposicion. O

Usando estas proposiciones de equivalencia podemos obtener varios resultados referentes a graficas
H-coloreadas. Por ejemplo, con la definicion presentada al inicio de esta secciéon es posible definir el siguiente

problema:

H-Trayectoria.
Ejemplar: G una grafica H-coloreada y dos vértices distintos u y v de G.

Pregunta: ;Existe una H-trayectoria entre u y v?

El siguiente corolario nos muestra que dicho problema es NP-completo.
Corolario 3.4.3. El problema H-Trayectoria es NP-completo.

Demostracion. Es facil ver que dicho problema estd en NP: dados dos vértices distintos u y v en G, podemos
considerar como certificado una uv-trayectoria; ahora, basta verificar que los colores de aristas consecutivas

en la trayectoria son vértices adyacentes en H.

De la Proposicién 3.4.2 se sigue que

«/-CP « H-Trayectoria.
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Dado el Teorema 2.1.1, obtenemos que H-Trayectoria es NP-completo. O

De manera similar a nuestra generalizacién de la conexidad en gréaficas usando sistemas de transicion,
podemos usar las H-coloraciones para generalizar nuevamente este concepto. Sea G una grafica H-coloreada.
Decimos que G es conexa por H-caminos (conexa por H-paseos) si para cualesquiera dos vértices de

G existe un H-camino (H-paseo) que los une.

En el siguiente corolario usaremos las proposiciones 3.3.10 y 3.4.1 para probar que es posible
determinar si una grafica H-coloreada es conexa por H-paseos en tiempo O(n?m?).
Corolario 3.4.4. Sea G una grifica H-coloreada. Entonces es posible determinar si G es conezxa por
H-paseos en tiempo O(m?>n?).
Demostracion. Sea G una grafica H-coloreada. Primero nétese que construir el sistema de transicion T

asociado a H, descrito en la Proposicion 3.4.1, toma tiempo O(m?) puesto que para todo vértice v € V(G),
o (v)(0a(v) —1)
BT () < *0C

+d¢(v). Con estas desigualdades y siguiendo un argumento anélogo al hecho
en la Observacion 3.3.5 se sigue que construir 7' toma, en efecto, tiempo O(m?). Debido a la equivalencia
proporcionada en la Proposicién 3.4.1, y dada la Proposiciéon 3.3.10, entonces es posible determinar si G
es conexa por H-paseos en tiempo O(m?n?). Note que los posibles lazos introducidos a las grificas de
transicion no causan conflicto puesto que en paseos T-compatibles, estas transiciones no estan permitidas,

ya que representan usar dos veces una misma arista. O

En general, obsérvese que todos los resultados proporcionados anteriormente para trayectorias,
ciclos y paseos T-compatibles pueden ser usados para graficas H-coloreadas dado que los posibles lazos
introducidos a las graficas de transiciéon en la equivalencia presentada en la Proposicién 3.4.1 no son
transiciones validas que puedan ser usadas por trayectorias, ciclos y paseos T-compatibles, pues de usarlas,
repetirian una arista. Asi, estos lazos pueden ser eliminados de las gréaficas de transicion sin pérdida de

informacion respecto a H-trayectorias, H-ciclos y H-paseos.

Para el ultimo resultado de esta seccién, necesitaremos el siguiente concepto. Sea G una grafica
k-coloreada. Decimos que una trayectoria en G es monocromética si todas las aristas de la trayectoria
coinciden en color. Una grafica conexa k-coloreada por aristas es conexa por trayectorias monocromaticas
si entre cualesquiera dos vértices existe una trayectoria monocromatica.

Corolario 3.4.5. Sea G una grifica conexa k-coloreada. Entonces es posible determinar si G es conezxa

por trayectorias monocromdticas en tiempo polinomial.
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Demostracion. Sea H una grafica cuyos vértices son el conjunto de colores {1,...,k} y contiene inicamente

lazos. La grafica G puede verse como una grafica H-coloreada.
Afirmacion. G contiene una uv-trayectoria monocromética si y sélo si G contiene un uv-H-paseo.
La parte suficiente es trivial de observar debido a la definicion de H.

Probamos ahora la parte necesaria. Supongamos que G tiene un uwv-H-paseo, digamos 7. Entonces
los colores de cualesquiera dos aristas consecutivas de T" son adyacentes en H, pero dado que H contiene
unicamente lazos, entonces el color de todas las aristas de T debe coincidir. Asi, T es un uv-paseo

monocromatico, del cual podemos obtener una uwv-trayectoria monocromética.
Esto concluye la afirmacion.

Debido al Corolario 3.4.3 sabemos que es posible determinar en tiempo O(m?n?) si G es conexa
por H-paseos y asi, podemos determinar si G es conexa por trayectorias monocromaticas en tiempo

polinomial. ]
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Conclusiones

A lo largo de este trabajo estudiamos y desarrollamos a detalle el problema «/-CP, el cual fue
introducido por Stefan Szeider en [13]. En el mismo articulo, se muestra que dicho problema es NP-Completo,
para esto ultimo, estudia casos particulares del problema con ciertas clases de familias de graficas cerradas
bajo isomorfismos. Ademas, se estudian casos particulares bajo los cuales &/-CP puede ser resuelto en
tiempo lineal y debido a esto, se obtiene como aplicacién que el problema Trayectoria Propiamente

Coloreada es soluble en tiempo lineal.

En esta misma linea de investigacion, y gracias a la NP-Completitud de «/-CP, en este trabajo
demostramos que el problema «7-Ciclo Compatible es NP-completo. Debido a estos resultados referentes
a NP-Completitud, notamos que determinar si existe una trayectoria compatible entre dos vértices de una
grafica arbitraria y con sistemas de transiciones arbitrarios, es un problema en general dificil de abordar.
Asi, nos planteamos qué pasa en una situaciéon menos restrictiva del problema. En este caso, determinar
qué sucede cuando buscamos paseos T-compatibles en lugar de trayectorias compatibles. De esta forma,
presentamos dos problema menos restrictivos a los cuales nombramos «7-Paseo Compatible y </-Paseo
Cerrado Compatible. Nosotros demostramos que ambos se encuentran en la clase P, empleando la

Construccion 3.3.1.

Dicha construccion resultdé ser muy versatil, pues nos permitié, ademaés, relacionar los problemas de
transiciones en graficas con un problema maés accesible y muy estudiado: el encontrar trayectorias aumen-
tantes bajo ciertos apareamientos. De este modo, fue posible mostrar que el problema «7-Descomposicion
en Paseos Cerrados Compatibles pertenece a P y ademas, brindamos algunos resultados sobre des-
composicién en paseos T-compatibles en términos de 2-factores, y de condiciones de existencia de paseos

eulerianos T-compatibles en términos de ciclos hamiltonianos alternantes.

Finalmente, proporcionamos una equivalencia entre gréaficas H-coloreadas y graficas con sistemas de

transicion, de manera que se nos permite concluir que determinar si una grafica es conexa por H-paseos
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es soluble en tiempo polinomial, asi como obtener que el problema H-trayectoria es NP-completo. En
general, estas equivalencias nos expresan que todos los resultados presentados a lo largo del trabajo para
trayectorias, ciclos y paseos T-compatibles de igual forma se cumplen para H-trayectorias, H-ciclos y

H-paseos.

A pesar de los resultados obtenidos, muchas otros problemas e ideas surgieron a lo largo del trabajo
vy que pueden ser de interés como futuras lineas de investigacién, por ejemplo, atin queda como pregunta
abierta si dada una grafica con sistema de transiciéon T' es posible encontrar un paseo euleriano cerrado
T-compatible, o determinar que no existe, en tiempo polinomial. S. Szeider consider6 graficas arbitrarias con
sistema de transicion y prob6 que o7/-CP es NP-Completo, sin embargo, no es dificil ver que dicho problema
restringido a arboles puede ser resuelto en tiempo lineal, por lo que una posible linea de investigacién seria
caracterizar aquellas graficas que bajo cualquier sistema de transicion el problema o7/-CP es soluble en
tiempo polinomial. Por ultimo, parece factible usar la Construccion 3.3.1 en multigraficas con sistemas de
transiciéon para encontrar paseos compatibles en estas, por lo que estudiar estos problemas considerando

multigraficas es otro posible camino de investigacion.
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