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delo dn arocimiontn ucon6mico n pnrtir -

l t <lcm111cLt, os Pl cnncl)pto ilcl nr¡11i 1 i---

hrio dr•l co•1s111ninor Pl qup :rn 11ti l iz'\. -

.. c.rns_uminor y, 'l_J:l"lrtir rlu f.i;i.1, 1111.r 11n -

sentido r•con6mico .t aqu~111s, F.f! por TH'IO 

CJll" S() <'f!CO("f"tl runc iol1Df! 1 i no·t ll"fl ¡nr l 

cq11ilihrio. l•)¡t,n sistr>nn rs unt N·unción 

1-!''"•. 
•• - ·!!: ... 

. ._, 



'!1 concrpt.o rlf! rurv., 11n in<lifnt'Pllci<t. -­

J.ueri:o sn ;rnl iz:1 h 1 i tl<"l dr ¡lrr>cios del 

co111<nmi rlor; l :1 cu:i l, ,junto con 1 ·t c ••rV:L 

1111 inrll r"r•~nci :i, noll 11.-,v.\ tl concept,o 

ifo cqui 1 ihrio rhd cr¡n1<1 mi.rior. J,11rf!o IH! 

c.!:d.urli :tn lo::: f'f<'ct.os rrnt;1, 1111st.i i>ur:i6n 

y :;rPci o ¡nr:t PXpl i.r.·ir, !'(1ll •ty1trh <Ir> --­

el los, 1·1 fnrf'lt clr mn r•1rvt <lf! rlnrrnnrl·t. 

SP ex!'' ic:1 cÓ"1o 11 V tri :trión inv1>rin l't\­

tre "1 p r1>c io y 1-i e vi t,i 1hrl 11 ¡>nnrul aih rle 

1:n·i •nr•rc·inci:i, no rs "l'u; 'l"" nl rrsHlt.«­

tló 11., l t l'PPTl't r!P 110::1 f11r-r?.·1s: un ,,rN•i.o 

rf'nt" v 1P1 "f'<'cto slls1.i t.11c ión, 

P.n l'.>1 cap{t,1110 rlos Rf' l'St.1Hli·111 1111 

<'r.11·wionrs rlifrrrnchlc•R. Sr> iníci« l 1 

e.x'>o,qicifPl con ..,1 rn11cc·1.+.o "" PC11:tci ón -

rli f<>ri>nci·1l v los rli.<1b ni.0:<1 ti ·;rrn dt: 

<'ClneintJI'~ 1lifPrPnc:i,1l•'8 qnr !'lf' 111.-¡1n nn 

I' l "I TI ·'l 1 i. R i ¡; e i "r¡ u fi e() • ) \l f' "º .R" "XI' 1 i e i 

P.l riso di'! v:ni·•.hlr•11 S"Ji'lr:ti>lPR !nra pa­

.sar ·1 con1.inu1r:16n <".Of! l:iR rr.nitcion<'R li 



i 
t 
j 

•,:.' 

F.n loll carítulos tr1111 y"irolltro llf! 

conc111siones '1erti11t>•1t1111, E1 morllllo con!!. 

l;i. form:i 

dondl" y (>S ... 1 producto v t rl til"mpo.-

ilondc 

y(t)=- .J/K 

A=-1/2(-m/n + {h/n)'I..- 4k/n) 

13:::1/2(-•fl/n- ~(m/n)t - 4ldn) 

siendo k,m,n P'rhm,..trns del mo<lP1n. La 

tercPta y.cuarta versiones so~ las si---

p,uie Htes: 

~'\ 
y(t)= (e, + e~ t) e - J/K 

donde 

;¡_ =- m/2n 



En g.;11cr•t1, l:t conclusi6n es que en.-

c!.1. Lr:tycctorirt clol prorlucto en Pl tir.mpo 

C'S r"snltt<lo drl ti!lo •ll'! ecuación utiliz_!l 
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!'11.tm~:t oq 1 uni<lv1P'1 11.- rnr>rcancío. nl -

prPc'i o P'o. Sin l?!Tllnrpo, 11i rl pr"d n 

h d' 111" p1 n 1\ .. 1 t r,·1•1f.i1J .,,¡ ,¡.,,~·••"! \•h 

por ,d l"lln:111mi<lor •.1t1'11<'•1t.'\ 111! ori, a 

or¡\.. l<:Rto i l11st.r 1 1 l r•~l H:ilill <'ntr•• -

nl nr<'cio tll" 1irn •n,,rct11cf·i y 1·1 c-inti 

rl;vl •lnr1J1•11la1!a, 1 \ conl "" ínvrT'!l'l s•~­

p{tn SP ·q,r<'CÍ'l :•or l '. ror•n tl!'! 1.t Cll!, 

v1 rll" ilr>m·tmh drl'. 

'RR t>s t.,, "l punto P!'«'nci ri. 1 <¡11<' --

1.horrh l ·l t,eorfa· º" la ñcrn 1nrl:1, LoR 

P.cnnomisti<1 l:i h·n1 0l·1horvtn r•''l 1"1 -

fin 11P "xplic"r ltr,.l:trión PXi~f,.11t.1' 

<>ntrP 1:1 r..>.'11.i.t! 1.tl 111w P 1 ronRrn•1i 1lor -

i!Pll'ltncl.t 1lr nn:t rr¡prc:n.nc(r'. y '!l prr>rin 

,i ... c,11.1. ¿Por c;11f. 11 <•J!qrrii ir (1lí i;mi­

nni r) (>t nrr>cio de 11rn "1°r1~ wcLi li.1 -

,¡,~ hr;j.tr (r,uhir) ~u c1·di•lt•l 1t1.,11·tiHl•­

da.? L.t. "'f'~'=pur·st .l 1a PJJr·nntr trflftH)~ l 1 

11nir v•.rini< cnnc<"dr¡s q11r• t cnnti mn­

ci6n PP PX~lir,~. 

... l • 



a) Curv&R dr inrlifrrl:'nci~.- Cnnsi 

rl ~rl:' !!!:' 1 :t R i f!ll i rnt.f' fi m• r :t • 

. '!• 

fi("Urt 2.-

F:n h. fi~r11ra. ::::! <'l !:'je ho:rizont.al 

repref-:f'nt.i rliidin1.ts c:u1tirl.\drs tlel -­

binn x. Bn c1 r>j<! V<!rf.ic:i.l Rf' rrrr"R"!.l 

t;rn dist.in!;·tR e 111t.irhrlf'" r)f'l hiPTl y. -

F:n f'l p11•1to !', el r.nnsumirlnr pnl'lf'" :t, -

Cll.!1t.i<hd""' rlc· 1' y y, 1lc y. Si Re 1lps-­

!'l 1za a. lo l 1rf~fi <!P l·• c11rvi de I~ 1t -

l\. tendrá c¡ne :renunciar n ,V, -y.._ de y -

paru obtener en camhia x,-x, dn x. IG 



mis:no 1111cPrlPr·í si. p~~• rle P1 n ~ ; -

sóln t¡ne :thora C!irnhin. Yi -yl tl¡; y pa­

r.t nht"u"r ll)-J('I. rlel hion x. 811 •linr<in 

p1mt.n, RÍn f'!llhll"f'O, rl e<H1s11mi1lnr si' 

l'!lco•1t.r1ir:1 f'n r~f'jnr si i,1nrión q•w Nl 

cu·i11111i,.,r:1 tlr loR ''"'~'í.11. J.~n nn..,i:trn e~ 

Rn al l'oni:111mirlor lr d:i lo MtRmn Rít.1ur. 

se <'ll l\ , P\ o P1 • E!> dn<'ir, rl roni<ll 

"litlnr se eneo11i.r trft 1 ·111 ~1·!.i.sf-:eho co!l 

!'lll'llÍenño l·l ¡rnrdón {11: 1 1 y,) cor~o cu·tl 

quiera dw l1s otrnR rlos rln 1~ finura.­

Ln c11rv¡i rpw rn¡irf'H<'nLt f"i<;i.:L Rit.w1ción 

11!' ll:1m:11h "r11rv1 1l0 in<lif,.,rnnci•t", -­

lln1. Clll"\''l º" indif..,rPnr.i·t M• p11ns 1rn·1 

rrq>r"s"nt,.u,ión <i<' l:ts rli.sl.ird.:1f! comhi­

n1.cionn:-; r!r~ hit•r1t'R dr> l·ts r;1u• ,..] COtl.'I!,! 

midor• ¡11w1'" ,~ i ""ºfl"r sin d\1,,.,r·1r o c·1"1 

hi tr ~11 nivr·l <l(:. sat.i:-;ftf'ción. l~n t.Pr-

"linos •le• ui.ilir!:vl l'Slo Ri J"flÍ l'i<' l •PHJ 

<'ll l·i fi111n•t 2, l.i co1qhin·Lción (x.,y,) 

en ,..1 punt.o l',. t!P. l·L c11rv·1, produc1• la 

' -, 

1· 

"! 



misma utilirl11.d nl conirnmic\o:r qun la.::: -

r:nmhi n.~r:ionn:s (x,_, y") iln 1\ y (xh y))-

1111 !lit.111.r.ión nlnv·1rirln 1.1 ntilirhrl trm-

'1 

llU uti l i.d L1l ¡ns tnrlo 11<' 1 n curvn. 1 a l '1. 

2, o ;drn mii.s, s.j p!l.l'1n 11. la curv·i ~. A 
-... •/ 

ll 

¡, 

· ... , 



l:? 



-, 

' 
!?jo Vl'rtic:i.1. Por í'j<>mp1o rn "l p11nt.o 

C'!.nt.i<l'l<le>s rlPl hi.-.n x. Si p] consumí-

pr~(!Cio d~ x elltl\ !ln1ln •1or l rt rr>lii.c i6n 

oD/oH. Si 01 nivP'i rlr inr;rr>!<nS <l!!l --

consw•1ic!or r1 i smi n11yr T"t lnhria un 1lP11-

p 1.Lzar~tt'nt.o rlc <le 1 rl curva 1lfl :1 1 rt --

en. qn!? .-.1 con1rnmirlor h t <lismi nniclo 1rn 

ohtPni .:nnü oB rlc x > a o 1)' 

nienrtu oH' rlP x sola~onte, Por ntri -

eonrrnminol" po<1ri·~ compriir sólo oBq 



e) El C'11:í1ibrin tl.•l consurni---

fi¡mr:t 5. -

J.:i finur'l 5 n<Hl mt1ooi;tra Ja formn ··!. 

~n <JlH• <>1 cnns111ni.dor ·l \r.·rnzn l ·t mllxilrn 



l !i 

utilidnd en 1n. compra del bien x. Con 

siclére.se el 1rnnto P, • En rstf' punto el 

consumidor ha 1»tst,Hlo 'f el, pn.r't ohto--

ner ox, el•; x. Su nivel cfo s·1tisfacci6n 

es l.• Si se trnslndnrn. nl punto~ RIÍ.!! 

truulo 'M'I.. <l•1 di ncro 10,:rrarí.:1 un ni V1!l 

<le srttisf;1cci6n superior, n se11 ol re-

presont.ulo ;1or l .1 curv•t dn ind i.fr>ren--

su nivel de s!\tisf1\cci6n ten<lrín. 11ue 

comprrir s11cci1ivr1'T!Pnln mayorPfl c;1nti<lri.-

de:; de x h:isl:\ :1lcanv.a1· .~] punto Pp. -

Bn este punto 1111 ni vi>l d1> s:i+,isfiicci6n 

P.S 3 y 

conmnniclor sig11inr:t compramlo c•1ntirl:t-

dns cln1 hi"n x mRa ni 1~ <le oxp, retor-

'< . '~ . 



1 f) 

p11ntQ J'p, com¡lr:tnclo oxp flll x 1 f?l cona:u 

M\<fl)r est:í en <>1p1ilihrio a1c:rnz:i.nilo l!l 

(ot) un collRllf'lidor r>star{ t Ml ru111i l i--

11 r1•1n ''r:t1.6n m:tr~Ín'll ele H111d.i tnc i.ón", 

equi 1 i hrio ,¡., l ro111;11mi1lnr JlllíHlr> <~xpo--

ll._: ll (X '· y) (1) 

Utll fuuc\(in {nrli<:<• rlr> ut.i. Hrl:'úl iltrllilP. 1 



'• t .~ 

· .. .. 

... 

. ' . 

Ux(:. d- U/}x) ~ o 

Uy(-:: ~U/\y) ~o 

C:\llCÍ!'l.H X, y; 

Ux: utilid~<l M~rnin~l dn x. 

Uy::: u U l i oad ma rf'.i n<t l do y. 

-Ux/IJy,,, rtzó11 nnr¡>\rnl ,¡,... !l•rni.i·l.11-

ción rl1> y por x. 

(2) 

" .. y. 

e i lin • 

···"·i· 
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¡rlr:i nht.,,nrr v·t lor<"R r>xtrNllOR !ll' nnri. fil!! 

r.ión rl<> v1rits v1ri·1h1'•s (0n n11,..sil'n en.-

!<O 11 ut,¡ l i1h1l U "" f1rnc'i1)11 ''" ·los vriri.:.!: 

hlPrt: 1·1g rt1Pl"l.''1nrf¡~ x. y\. Pri.'11Pr<\ ~on-

)~.<:to :;e hLrn snr~ 111rln l 1 funci6n Ínrlic¡• .< 

!le ut.i 1 id"! ( 1) cnr1 J,1 1 ínl!< de ·•rl'!'ios 

ro: 

Zx(:::'-YJ')(.)::: fü-i..Px=·o 

Zy( "';¡ 7.¡~y)c.:. !!y- /..Py::.\) 

Z).,( ;l1/;.J:.)c:o ll-xl'.:-:-yl'y::.n 

llx/l'x-. l. ( 4) 

1~ 



¡ • 

Lo mismo. podcm,?s ~'Leer con Zy, 

U.Y /Py: ). ( 5) 

- Ahor•i imm.l•PH!n (1) con (5) tenemos: 

Ux/Px :. Uy/Py 

O Sfltl. 

-\Jx/Uy: -Px/'Py ( 6) 

en <lo111lc "1111t.íplic.v~oi; por -1 P.n amhns -

hrlna 1lr> (fi}. 

- F.1 larlo izqllil'rdn de l's1.·\ '11tiM:i. 

ccuaei6n rPprr>al'ntn la raz6n mtr~in1' de 

snsti1.11ci6n rle y por x, micntrn11 <J'lf.' el 

l :irlo 1l1>rr>chn rf'!l'"M!Pri1. t ln 1 írrna de pre­

cios rltJ. con11umirlor. Cor~ esto he'.'10~ cst.:l, 

hl eci.•lf} m<t+.,.m:í. tic·u•1r>11tn 1 o l'X ¡1t1P.st.o ya -

en pa.l!lhr:t!l .tnt<•riormPntc a.cP.rr.a '1el 

equí 1 ihrio rlel coris11miilor, e11 •ll'.'d r, {Jll!' 

dicho P.q•ii1ihrio se• nhtír-ne Íf"li'tl·tn<ln l:t 

pcrvli,;nte <11'1 l'I. curva <lc inrli fr>rPnci•t C.Q. 

rrcsponrli1rnt,f' (-Ux/Uy) a. 111. penrlil"nt, .... rle 

l:i. lín•J~t de prí>r. ins (-Px/Py) 1fol cnn1PnTJi 

..... ..,., ,. 



1lnr. \11.t,,.m:H.ic.trllf'ntr~ l'!i11 !'mh1rpr) 1 P.!'I -

nN~t~i'! 1rio +.0<!11vf:i. a<tti !!f.tccr 11n•1 S<:'"'11n·­

ñ :1 r rp11li e i 6 t'\. 

S!'r.11ntl 1 con•licióri: oht.!'nemo~ 1 ·~ -

1'"f~•Hlrhs rlPrÍV'Hl:ui ¡1·1rdf\ll'll tin f.: 

Zx?.=llxx 

7.yy:::UY,Y 

7.xy='/y~:llxy 

l~li nocci.s.i.rill t.·1mhi f?n nht,..nPr l.tll prime­

r:t!! rlcrh•vl •.« ..-1rri·d!'f! dr> 1·1 l Ín!' • rlr 

pr!'f:ÍO!l, 1 U< C'll dl~S <ft'l\Oi. 1rNnO!'I por ITX 

y v,y: 

HX - - Px 

Cnn "~toR v 11nr•'!l po11,..mos fnr••1:ir ol 1lo­

i r>r"ii1nnt1• 11:1,.n1•n 11 Hnssi11nn hor•~c·ulo"­

(hnrt!err•i! ll1~flsi1r1) d1•rinl:1<lo pnr \\.\,_\ 

y r ny t sn l 11r i t\n •Hlfi d:i 1 1 so¡•und t conili 

l'ión h11s1• 111.t: 



::n 

.......... ~. ,• ·~-'I''·""", ~· ;'" ~ ._). ~ :" ··\• 

<> ; '•'ti.}'1.~ ·t.~ 
~ 1.. 

-l'x U:n Uxy =2Px Py Uxy-P;'I( l1yy-Py Un ::. O 

• \ ' ( 7) 

.-Py tJyx Uy 

la ecuaci~n (7) rrprrsenta la Hepunda 

oomHcí.6n.parn que el con11umirhir est.é en 

equi l i hri. o. 

pnrt~ntr~ frn6mPnns rn rr1~ci6n n 11. <lP-

m1.nrl:\ clfl un:1 mcrc:incÍ'l. 1':11 l ci fi.v,urn 6 -

.. 
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x con unn l'!!nt:i. oy1' en t~rminos ilc y. Si 

ln rP.nta rlf>l conirnmirlor 11umf>ntnr;t <le oy1 

n oy\ 1 ahor11. rorlrí:t di spont'r 1lr ox\. di': x > 

n1c:tn7.:rndo ·un nivt>l rlr. intiefttcdón o u-

t~} idiid m:Ís iilto; .e1 rP.¡>resentn.do por 111. 

. curva. de indifer1rnci:i. 2. 8s tlf>cir, "l efc;r;_ 

cios reJativo:o, ''un c:lmhio en l:t r<!nt;i. 

del consumidor cnrre~porulc otro en el --



mis;T10 scnti1lo frn la. c1tnti1l1u\ rlem11n<l:ul t -

ti o urn 1u!rc1t ne Lt, 

1 •1. fi.1~11rt 7 1w;; mu ... strit un 1~f1>cto-­

susti tución". Anui el consumidor obtictu! 

ox1 c 1u1t.iil·ul1rn <le x con oy1 <le y. En 

ec¡uilihrio t!l consumirlor dl'm:i.nrl.t ox; rl« 

x, f(!lSt,1nrlo y1 :.y1' 1li- y, l'Rtn.mln en Pl -

punto !~ cif! l ·1 curv:1 rlr inri ifl'rPnc ia 2.­

Sup6nfFt.SI' ahnr:t nHI' 1'1 nr"cio <lP .Y P.n -­

t,l'rminos ,¡,., ic: !'111hr>, ¡.;1 co•1.srn~irl01· rl'11c-­

cion·tr!i s11Rti t•1,yl'ntlo y (r¡111i :1hor·1 "!! rr­

lntiv<mrnt." rn·ís c\ro) por x (r.111' 1.hor·t -

es rel:ttiv·tmPnt" m'111 h11rtto). F.sto sr -­

ilustr.,, Nl la fii~ttr1. 7, ~~n l•t ::iit,11·1ci6n 

ini.c: i'tl t>l con:•ni~1id1>r ohtí<>nl' ox1 rle x 1-

cnn oy, 11" y. Pnro ·ll s"bir 1'1 prl'cin <11' 

y nbt.l'n.!r~ l:t rnisr:1~ e 1ntícl td ilf' x (ox1 ) 

con ún't 1:·1nt. i1hd <In y mucho p1n:111t (oy~). 

Ei:t,o sir•rd1'ict q11I' ,.¡ comrnmi1!nr ht 1lis-

11'1Í.t111ir1o sil niV'<'I 111" 11t,ilirl'ld il0 l',, f'fl -

l·l cnrv:1 rlr• imlifl'rl'nci:t 2\ '\ P, :«ohrí! 

21 



ll\ curvf\ rle i nrli fl'rP.nci rt. 1. •. \hor·t hit>n 1 -

plr'\ volv<'r a alcn.n:r.n:r 11\ curv·i 1le indi-

ff'r,..nci·i 2 y m<>,ior1.r !lll si t,11·ld1~n 1 el cr>!.!. , 
1111midor i,t>nrlría. 1111r conRrr•nir iu1 lll"l"nt.o 

cnmpenaatorio en su r<>nta "º t~rminos <le 

en el punto P¡, Es 1lecir, clPliirln t 'Jl'" 

s11st.it11id. Y.' -v; <le y 1 por x~ -'<:ele x. --





Ci. dP. 111. fi(1lll"'l fl !Hl lo ll•Ul!.'t "cnrv.i no -

procio-commmo 1' y 1.1 utili7.unos nn 1.1 Ri-

guiontn sncci6n. 

rol~ci6n nntrn nl ~rncio y l'l. a~ntidad d~ 

fipur'\ 9 

..,, .. 



nr1>cio-co ni111mo ( 1•, <\) correR !lflnrl i.P.nt.-. ·i -

rli 1<ti nt.·1.11 e "11,ichrl.-.s rlP l 1.R mr•rc:•.nc1:iR -­

X, Y. P.ri el :'•t'lto P
1 

el con1111~idor Hf' ,.,, __ 

ell"tdrc <!ll P~11i.1ihrio rlf'111tm1irHlo ox: itl -

¡irf'c lo oy, /ox,. 1'~n el p1111t.o P~ el conR11mi 

rlor h •. 111111Pni.:11\n 1 ·t e tri+.i•hrl rll'rn·tn•l uh 11(' 

lt, r1e nx: :t nx~ • J;!n ()R+., OllPV L «i.t.11·rnión 

~l ~rPcin <lr X nR (o~ /nxL)~(n~ /nx, }. ~n 

l'l 11nnt.o 1\ Rf> nlii;erva ni;ro ·lllf'l<!ntn ,,,., 1n 

c'\nt,itl 1<l rlr111;imhr1·1 rlt> x, ilt> nx~ n ox; .­
'Rn P!'tC' punt.o r.1 •1rr•c in 1lf' x t':<: --------­

(oy, /oxl )c:(oy, /ox\.), fli n:1lrnrnt.1•, "n rl -­

punto 1\ VP.r>'lOR 1p!P "1 t'nllRllflll<lor h·1 Ul'O!'!! 

(<le nx~ :1 ox'~ ) , cornnr:i.n<lo x ·d prncio -­

(oy1 /ox,,_).L(ov, /nx)). Go"Jo Vf'"10R, :t mnrli1\a 

qui' ,,¡ :•rec in ,1,, x h·ij l SI'! ,¡, un 111111Pnt.o 

r11 l ·1 e 1nt.i rl 111 ,1,,:•11n<l1<l 1 ñe éstd. ·\ lo --

1 ir'(o rlp l:L CllrV;\ C1 C'I,, nos f'ncont,ra.mos -



en un.\ n11Pv:1 Ri t.irnc ión r.orrespo•irli0nt,!l -­

!l e uL; punto de cr¡ui l i hrin P
1 

, l''l. , 1?tr.. -

Pero 1-i CUt'VL c,c\. no l'fl m·t!'l r:Bf' IHH nnr­

v l i!e prl'c io-con1<w~n <'11\'ll!< :n1nto11 r•·prr.·-­

sent·in un efcet,o-prf'r:i.o p:-ir·1 "L'h c:tMhi.o 

120 f'l pr,.,<'io <Ir. la "lt'rr.·111cf:1 x. Por ejnfll¡. 

plo 1 en ,.,·¡ ¡mnt.n P4 el prcr.io <l<' x h.dó -

rlP ny, /ox, 11. oy, /o'~"n tinto r;w• 11 c·w-

El'!to iiif?!'l'Í fica flllP ·1. cnrlti. <>f<'ct,o-;>rncio :.i. 

lo 11r~o <fo C,Cl. poril>mn:-: \Rncln.r un c:ir1-­

hio t·1nto "º Pl pr,..r.in ,1,.. x cof1lo r.n irn -­

c;i.ni.irl vl clPfll'.Hldiul i. !)icho ,¡,, ot.ro l'!lnno 1 -

J,, infO'l'llJ'lClÓTI <¡111' nrrn tl:i l·t cnrvt f: 1 C'l. 

es la misqu1 que cncontr:1mos ()t'l 110:1 curv-i 

11" clrmu11!.1 t,:11 <:orno 11 '.1J'l'RC1lt .. vl·1 <'ll 1 ·1 -

fi17•1ra 1 de e11te c.1pftulo. Sólo que 1-1 -­

curv.i C,cl. noR "X[lres.1 1:1 r"l'tr:ión ent.r" 

el prPcio v Ja can1.iñ:1cl rlcm·inrl:trfa 1ln un:i 

'l '. 



mrrc1~rÍl rn t~r~inoR ~e ln~ rfrctns rrnta, 

«1tRiif.11r:iñ11 y '1rr>cin. Por ".ir'Tll'ln, vnlvir:r1-

~(l •1 ry11nt.n Jt vomn~ •t11f\ sd :tU"lC"'ltn f\'l l·t -

r t11f.i1l .,¡ rl1~•1;t'\d pi t rlr> >: "'' tll'li•• 1 1lo!< ro--­

« 1 ": l) .t rur "l •1rnc in •l" x h·t h1•. i ttln prn­

voc·uHl11 nn t11mr11f.r1 MI 1·1 rl'rii.·1 r,,1-d.ivt 1lcl 

l'l'\tlRll"ll<lnr ( nfrr,i,0-rt•nt.1) j ,Y :!) ;ihnr t '1111' -

r>l nrl'CÍn tl1• '< h 1 ln.i uln Pl cnnF11•1~i1 1 nr !HIR­

ti t.11i rí. y pn,. x {t>fpct.o-R11.'lt.j t11ci f111). -

J<!R tl<'Cir 1 l'·ttl·t p11ni.o rll' l l CllrV't C, Cl, rJOR 

m111's1.r:t có•~o ·il h 1,j :r l'l prr>r in ''" x tll"l"[! 

t,ÍÍ: su c:int.lc1vl 1l'"'ltn1h1l'l 1~nmn rr>i:rnlt.vln 1le 

un cf,..rto-rM1t1t y 110 rfPcto-sm::t.i t.uc iñn, 



II.- ECl1\CIOSES llTFF.ffRNC J\Ui;S 

Por oc11nc i6n rlifcr,.nci ·il orrl i nar i11. 

se P.nt.ie 11<ll' un:t rl'lnció11 1'11 '1111' ini.rr-­

VÍl':1rn un~ o vari :tl'< rl,..ri. vrvlui •11' mm --

función no eonocid~ y de x, chn ~nR-

tamhi(!n a y 1 func ionel'< rl.Ltln.s rl,. x y 

y'::. COS X 

y" + tl y _-:;:,o 

( 1) 

( 2) 

( 3) 

son ecu~cinnes difrrf'ncialnil ordinn.rins, 

~1 t6rmtnn "nrrlinarin" la rliRtingue rln 

una. F!ClÍl\ci6n-difP.rnncitl 1 9:-ircin.l en Ja 

una funci6n no conocid'.t 1le 11oii o m·tl'< va-

.. 
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rRtr trthtjn 11nl1mentr cnn11ictrrRrrmnR 

ocurlcioneR 1!if<>r<>nci:ilr11 nr~i.ntri·tR. 

Sn rlicr. '111" un.-i "Cll'tr.ión 11i f<>T'r>ncinl º!. 

rl i n ., r i ·t r R ti r o r 11 f' n n i:i i 1 1 11 r r i v 't el 'l 

1IP. 111'1..VOr nr11Pn 'JIH~ coni,i rnr l ri rr 11 :tr. ión 

rl'I 11. t>n/.i>.i1t11 cl,..riv:H1't ,1,, .Y cnn rrR-­

p0ct.o ·t x. L:t noción 1lr orrlrn rlE' 11n'1. -

er111tci6n rlifPrf'nci'll conctucP. R 11n'.l. cln-

11it'icru:ión 1Hi l rlf' 11.R f'CWtCÍll!ll'S: lle -

pri "ll'r nr1!rn, S""'llrnln or1!r.•,, r>t,c. lln "1!. 

tr. rnorlo, ( 1) CR 11n:t crn 1c i6n 1lr. primrr 

or1!pn, (~!) OI' ,1,.. Rr>r!unrlo nr1lrn y ( 'I) 011 

rlo tl'rcrr oril<'n, 

llrn f1tnr.ió•1 

y :: p.(x) (4) 

"R 111111. !'I0111rión 1](!' una r.cu:trión llif""'".!1 

ci~l clo pri~nr orrlrn <lt111. 1 •n alg'n in­

t<'rvtlo, rli."·t•Q0.'1 1 nc.11.<h, ,'<i <'st,:t clrd'í.ni 

11 t. y ri; ,t,~ri.v·thle "11 f.01!0 l'l int,('rv tlo, 

v i,tl '~"" l·t r>1:11tr.ión l!P sd.i11f·1cc ron 

• · ..... ' .,. ~··. ~ ·, \ .. •'f.'<.. ... , 

¡, 



''•"'i 

l~s Rustituciones d1> y y y'por 

l:i función 

c11 un:i solución rll.' l 'l 1>c11ación 1!1> prí--

mer orrlcn 

y'= 2 y 

parn to~:i. x, porque 

g':: 2 e~ 

e introrl1Jci l'nclo ~ y 11, 1 , l.\ ecuación 

se rcrluce 11. la i.•lí!ot.ii!:u'l 

2 :'" = 2 eu. 

Bn alRUn~s oc1.ainncs, un~ Rnlución 

il e unn ecw\c i ó h rl i fl'.'r<!flC i:i l Rt> ¡irelln r1t_!! 

rti. corno un'!. f1mctón irnpltcit.t, esto es, 
,;<; ,, ... 

en 1 :i. forma 

Cr(xy)=o 

plícit:i., Pn cnntr1nte con la. solución 

.. cxp,lfc,_it:\ (4). Por PjcmpJo. 

l{y :;#:. o) 



31 

~ s 11n.L ¡:;o l m: i ón im¡i l {e ita t'I e l L pcua---

ción 'li. frr,.ndn.l 

' y : !. 
y 

t,r l rL :rn l uc: i ón <> n for'll!L n.xp lf e H.:i, r1rro 

impo1dhlr. 1"1 t,Hrt princiynl ,¡., l:L te.Q. 

rÍ'.\ ,¡,. 111R r.cunoinni:>s rlif,..rrrnci:tlf'"' l'R 

encnnt,r:i.r t,oihR l L!I 11olur.ion"R rlP 110.i. -

RllR pro pi<>11.vlefl. 

lln.L f'cu:i.ción rlifl'rrmc:i-11 JH•rrlr> t.e-

ner muc:lnH 11oluc:innrl'1. Ilnst.r:i.rc1T10R es-

te hl"'cho por ITlerlio ti!' loi:; sin1d.r.nt.r.s --

rijl!mpln11. 

y::.senx, 

"R 1m·1 :rnl11ció11 rle 111. rc1111.ción (1) 



... 

''l'" 

' . y ,.. COll X 

y snnemos que cun.lquiPr solución <1(1 l:i. 

ecuaci 6n es (lf' 1 n. forma. 

y := Sl!'llX + C ( 5) 

.,.donqo e eS-. wia. .. consbnte. Si consicler_l! 

mo11 e como nrhi trririn., entoncN1 ( 5) r.!.:_ 

presE>ntn. ln. tot11l icl:ul ele 11.1' R01nciones 

!le 1 n. rc111ic ión. 

que cn.cln. unn. de 1ns -
-"P'"'·"'; ... :~.w• ,'r""·-::·~:.:- r .. ~ / • ,._• 

funcionos 

Y:. - fr e"'-
5 

(6) 

es una. soluci6n 1\e l n. "cu~ci6n • 
... ,,.,;.: ...... ~ .,... ...... ~~., 

y' :; y: • 

Cun.lquier soJ11ci6n rle lA. eCill\Ci:61'1 (lft'-

de b. forma 

y:. ce ... (7) 

clondn e es nnn. conRtn.nte. Cnnsidernnrlo 

e como n.rbitrn.ria 1 (7) reprrsentn.. 1& -1· 
.,. .... ...,_ ... ;...- ...,.._..r: .. -· \ ~-· · ..... ·"" .,_, ~ . ~·· ~-' '..... -·~.-

tot:i1 iri:i.d (lP. lrts soluciones rfo 1n. 1Jc11!! 

'·,- ·~ 

· .. .;:-. -,·' .. "'· ", ,• 

. ... 
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. ., 
ciótJ. 

lfor1d.ros C'.jcmploR i l11Rtrnn Qlle Ul'la. 

cc11:1ción rliff'rl'!ncial llllCdP. tf!n"r (y ~n 

~l!n<'r'll, .iid s11cNlr) rrtl11 <le una l'!olu--­

ción¡ a6n mlR, puad" t"nPr nn n6mcrn in 
ri'lito ,lp Rol11cinnl"R¡ l:rn 1:11'1.11"!! J11lr>rlcn 

r1~nr<'1Hint'.lrlH! por mNlio 1IP. un-t f'órmuln 

n•rnci 11 :i rp1P. con1,.,nf"1. 11nn. const,·m t<' :1r­

hi t,rl\ri a e. ¡:¡,. v:o1d,umhr:t <l:i.r n 1 nomhrc 

<lP solución genPr:tl dP 1, corrn11ponrliPll 

tf' Pcunci6n difPrPnci:tl <le primar orden, 

·1 asa función r111" co11ti!!1H' un 1 conRtnn­

t" :trhi tr:i.ri·1. Si n.Rir,nrimoR un 1lct.ermi­

n-ulo v:dor n. 011·L constantn, rmt.oncP.1'1 la 

1rnlución qtH' f!P oht.PnP,<t SP 11'.lma iinlu-­

ción rnrticul'l.r, l)p 'lnunr<lo con esto,-­

(7) f'S un:t solución !"'11<'r•d ele y'.,,,. y -­

y (r,) 11011 Rol11r.í.0nPs p.\rtic11l11r••s, 

a) ¡.;r.uacionrrn de v;u•i·1hlN1 R!!pnr;i--­

hl<'s.- Much•ts l'!ct11icion"i1 clifr>r1:nci1Ll<'s 

.. '· 



.-··- -.,, 

:·~ .. .-.-;. .... • ..• !>"'' 

,« •• , 

dé·"priiner' o'rrlon pue1hm.;rf!d'ilcirl!u1 ··1t l 'l. -

f'orml\ 

g {y) y' : f (x) ( 1 ) 

por mnrfio 1le rt 1q-un1.s o!)er:u:ionea n.lr,a--
' 

hr~icns. Y~ qu• Y'• dy/dx es ~onvonien 

· te escribir. (l.) on ln forma. 

e (y)dy = f (x) dx ( 2) 

dRhi~n 11. que lis v~riah1es x y y sn 

h:in !le'fl11.rn.rln una <ll! 111 otr:i, rlr. tnl 1110-

d~ · (2)'"1' obt•ni'mo11 ' 

ji(y)dy = Jr(K) dx + ~-

ln 11nluci6n gennrn.1 de (1), 

Ejemplo I.- iln:rn]vl"r 

y' ::; - !!. 
9y. 

( 3) 

. \ 
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y cly ::. - :.!. X OX 
!} 

Int1>17ra.nrfo a.mhos mi l'mhroe oht1>ni-mo11 1 t\ -

11oluci6n Jll!O"T•ll 

l - ¿ X\ + e 6. 
2 9 

1'- '\.. 

+ "f. ::. e 
4 ij 

Ejl!mplo 2.- ftl!:rnlvi-r "l prohlr!m'I --

con va.lor inicial 

( x'- + 1 ) y' + ~'l. t l = o, y(o)=l 

-dx 
1'+xt" 

Integrando 

nrc tgy ::. - 11.rc tgx + e · 

o hi en 

tenemos 

nrc tgy + are tgx : e 

tn (a+b): ±rra. + toh 
1-t(!I\ tr.h 

l 

¡' 

'' 



. ~·\ ·. .. 

--

Haciendo a ::a :irc. tgy y b: 11.r~ tgx, a:!, 

t11. ieual<l:ul se tritnsformu. en 

tg ( rirc tay + 1tr e tr,x)::. .Y....±...1S. 
l.- xy 

En consccu1rnci<~ (4) TJllf'•fo 1?scribir1rn 

.L.±..! = trrc 
l.- :xy 

Dl!t1>rrninnmos e a p'\rtir dP. la condición 

inicial, Dando los valores x =o , y= 

en (5), tenl!mos tRc=l , de moño que 

~::: 
l -.'!-Y 

y -:o l - )lt 

r+X 

o bien 
. ~· 

prim"r or<fon no son seprir•tbl r.11, pl'ro pue­

dnn llev11.rse n esa form11. mediantP ~n sen-

ción Sf' cumple p:ir11. f'CWtctonf's <lll l'l for-

y' ::: g <...t.l 
X 

( fi') 

,donde, . g es un,11. función cun. lq11iera rl11.d11. 
', ,, 'i> ' 

de y/x; por f'jemplo, (y/~) , sen (~/x}, -

etc. L:;. forma. 1le 1 n PCU:tc i ón su ni erf' que 

¡ 
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h rl.f"'.Ul!OS 

rr-cnrlf tn•lo r¡11c y y n son f11nc i nflf'!I -

,¡,. x. Entnncf's Y= nx y, rlf'riva.nclo, 

Y'= n + n'x. ( 7) 

n + n'x "" f1 (n) 

rln :::. rlx 
r:(n)-n x 

Int<!f(J';tntlo y TPP'llpl ·ur,:u1do n por y/x sc 
> 

t,if!Of' la 1<ol11r.ión r•PnPrn.1 clr- (f;). 

F..i t"mp 1 n. - Hl"Rn 1 vi>r 

2xy.v' -.Y,_+ :x"' = o 

ni.vi1Jinn1lo Pni.rf' x'- 1 t.f'llf'IT!OS 

1. 

2 f y' - (~) ~ l = o 

11.tcif'tulo n ::: y/x y ll!nniln (7), l·t 1!1:1la--

:!n (n + n'x)- n'I.. t :::. o O Sl':l 

::!x nn' + n'I... + l :::. o 

. ~-:.' "i 



.~- .. 

!' 

SP¡mr!~ndo v.iriri.hlcs tmcnnt.r:tmos 

2n fln :; 
1 ;. u.' 

e i nt.,..ftr:i.ncln 

ln (l + n"l:·ln x +e o hinn 

Sustituynni!o n ¡1or y/x, oht!'nnr!!mns -

finalmt>nt.o 

den,- Sn tli.c!' iiun 11n:1 ecuaciói:i 11iferen+.~. 

cL~l lle ¡¡rimnr ordnn es linC'n.l si puede 

• escrthirsp en 1, rorm~ 

y' ~ f(x) y= r(x) ( 1} 

Rl ras~o c~r~ctnrlstico de esta ecuaci6n 

es qui: Pll l inPn l "º y y y', ,mientras 

que f y r p11c<len sf'r cwil ni;q11ier<i fnn-

ciones ti'tdns rln x. Si y (x) =o, p:tra t.o-

,_ ' 



oncnntr'\r ln Rnlución nener'll ~o (l) en 

1lf?(1n int ... rv·iln I, supnnirnñn que f y 

r son rnnt.i111ns "" l. P·ira 1•1 or.wir.ión 

y' + f (x) y = o ( 2) 

!!.Y: ::. - f ( x) 1h y, por 1, • nto, 
y ' 

In y ~ - J rh) rlx + e 
o 31'.!I\ 

y ( \'.) ;. r o -J f ( x) nx ( :J) 

P'lr'\ ro11nlv"r l l í'r.11u•ió11 nn homngnne:i. 

(1), l·i 1>:<1r.rihirr>mo!< en 1:\ rnrr.n 

( fy- 'r ) tlX .¡. rfy :m O 

un frtrt,or inf.,,l".rrtn!.n P(x) cp1e rlr.penclc 

P( \'.) ( r v - ... ) r1 x -i- F( x) 11 y ;:. n 

r.ión, 



... ,, .. , .. -

"'-" . ' 

mo11 

"' 
_.., 

y tle tHl'l,~t 

\ n 

Pf - dF 
- <lX 

F :: Jr 
if(U'dd:td 

(x) tlx 

F (X) :; el.o.(.,.\ i!n r11fo h (x) = j f(x)rlx 

Esto o!!m111!:1tra r¡ ll!! F(x) !!S un f:u: to :r 

(1) por rste r~ctnr encnntrnmo~ 

e'l... (y' .¡.fy) :: e'>. :r. 

Puest.o ']Ue h' .. f, ¡mil emo11 r11cri bi r 

(y el..) 
·-: ..... "· ' ... ~ . .." 

t. = e :r • 

in-

Aho:rti p<ulemos i nt.P.r;r1i:r .. amboR rniemhros y 

ohtrrrnr 

y e"' = J e\.. r dx -t e • 

nivi<li!!rirlo •imhos fflicmbro1-1 eni,:ro 

llrrnmos :i la fórmula. <lesinda 

, ' j y( X) -:a. e l 
h = J f (x) dx 

ei.. r dx + e 1 
(4) 

-·, ... 
··~·' . 

·'""' 



l'n ta form:L r\11 11n t int."nral. 

y' - y = el.~ 
,\q ti í 

f ':. - 1 r ::. el..,_ 

h : J f' clx ~ - X 

y, cmpll'«tnrlo ('1), oht.l'nf'!rnns LL :'<nlucilin 

y (x)=J" (. J ~ ... c ....... rlxtc) :::.crl':4e'~ 

r•;jr.rnrilo 2.- llciw1vf'r el prohlr»n:t -

con vtlor i.'1ici'tl 

v(o) ::. 1 • 

\q11f 

y 

f r <l X ::::. J trx<h; 

Jlr; :i.q uí Vf'fTl01{ '!llf' f\J} ( ,1 i ' 

" (] :. , 11.CX 1 
.!,, 
n ::. co~:t, 

44 
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'"'·· 

Dn ~cucr~o con Ja cnnílicllín inici\1 1 

1 : e - Z os~' e: 3 

lortnid.t1 "~ 

'.lr"llf'ni, tri<<' ,¡.., 1 :\ _,r. i 1•ni!!ntn ni.in0r-:L: 

y • ' + l,V. + h.v -::. o ' ( 1) 

1111e l L r.olucilín ,¡,. 1 \ ,..c111.ci6n linc·Ll ho-

y' t k y "' o ' 

"R 11n1 f'urici.ó11 nx¡rnnr;onci:1l, :i ll'l.hPr 

-kx y :::. ce 

i;;s 't0!dhlr> suuonr;or 'JI!!' 

;..· .. 
y -= 1 .( 2) 

.. ~ ' 

::-i ··., ... 



l'll ( 1) 1 i flo1 ud611 (2) y 111111 <lcriv:vhR 

1 ~~ 1 1 ,'l. ). .... 
y ;:; l.C ,V j' = ,._ I' 1 

(J.."+aÁ+h) 

c11•11lrlt,i en. 

).., ;: 

rln \:1 <•Cll tC Í/ÍT\ 

(-1\ t 
2 

(ñ) 

· ..... 



: ..... , .. 

r . ', l ~~".'F~~· • t 

" 
" ' 

:?y= () 

J,f\ !'CU'l.ci6n ci~;tctcristicfl !lll 
\. 

l.+ l.. 2 ::. o 

y -2, y :\SÍ ohtnnn-

'm;..¡-o'l!·" ·1·,.~.. · ·· ·:·" ... .... sol uc ione11 

y 

';··1~ 1.;Lll so111cioncl! •ll' 11\ ecun.ci6n li---

tea 

. yl 1 .;. :iyl "'.by "" o 

(n.,h rr:t.]l"R) ( fl) 

miento pur:tm1>ntc alr,l'h:raico, cll rlccir,-

tl1!t.fO>r111in1tnclo l :l,S r·tÍCr>/l )., . Xt ne· 

1:1 !lcu11.ci6n Cllr!l ctor í 11ticn. 

l. 
).+Q). ~ h = ó 

' 
( 7) 

y ctitas ¡¡oluci OrtCS ,.l)ll ele 1.-i form1i 

Y,::. 
l..,'>' 

!) Yt::: P, 
~ .... (8) 

Si i_. -:p."" cst1is :rnJuciont:>ll <:nrl/lt,ituye>n 

~un a·L·d l'lll:t" furi<l:iml'nf,;d ¡n rA t.o•h x. Si 

'?1 

17 



.. -... 

fp<l 'IR 1 1! Í. f': .trno ll 

).1 =P + i fl 

(p + :~q) X 
y t "" e 

. .<·· (p - iq)x 
:"':P. 

y tiene 11n" f'r.tn imnort-inci:i prtctica -

el [>Oricr oht"n"r ;;o lurionrs rP'l 1 ns :i. p:1r. 

F.uler. 

e¡ & :. en "1 e + i 11,.. n & 

é': COS ~ - i Rf'll I> 

sult,:t 11,.r 

( p+ Í (J) X -- ~. p X 
Y,::."' " 

eiqx:::. 

(cnsax + i srn qx) 

nx 
e' 

4R 

t,, 

·' 

• '~ :i... ,. 
·~-·~· 



, .. 

. ·,~ . 

y a.plicando la Rl'f!Ufüla fórmula de Et1ll'r, 

y _ n(p-iq)x ftpx ~iqx = eplll 
l\. _ ~ tl e e 

(eos qx - i 11en qx) • 

De ~sta11 do!l expre:<;i 011!'11 para y, y y~ 1 

obt1rnemos 

1 {y, + y\.) = eP'X cos qx. 
2 

( ) ¡>x 
l y, - y, :. e :o.en q:x 

2i 

Vemos <Jlle ln.:<i c!os funciones lle ln!'I 11nr,11n 

dos m_ieml>roR .. son r0ál:~11 ~ rion sol11cionP11 

de la ec:naci6n <lif"renci<il (ll); por lo -

tanto constit11yen un !listf!nn f'11niln,mentri.l 

do solucionn11 c!P lri. pcuaci6n (R) on todo 

nl Pje x. T.ri 11olución f!l'nrr:i.l c:nrrl'snon-
. .r ~ .,..,.... • ..... 

dientP C!B 

f!.]11mplo l.- llrdl11r una solución go-

norri.1 dn l~ ncuaci6n 

,.---.•-, 

. ~ -

·, -. ""~- -._ ...... ...,-. 

.....,,_. 



L1l ".'C1111ci6n c•1r11ctnrístic11. 
~ t- 2Á+ lo :O 

tiene l~s r11fcPs A,: p + iq = 1 + 3i 1 y 
~1. ·- \)• ; '\ " 1 • ~; • 

\si ~un p = 1 , n = 3 y ln rn11puest~ es 

Y:. e1t. (A cos :Jx -t n i·rnn 3x). 

con valor inicial 

y 11 -:?'l' +lo y""º' y(o)=4 , y' (o)=l • 

... 
e cos :3x y ? sen 3x 

Vor el r.jrrnplo :rntrrior. L,l 110] nción ~r.-

nnrnl corrn~ponrlinntn ns 

y(x)= r;°" (A cos :Jx + B sen ax) 

y y(o)= A , Deriv~n<lo 1 

y' (x): P..,.. l (.\+:rn)cos 3x ;.(H-3.\)sen l x) 
se obtiene y'(o):: A+ 30. Can estos re--

sult;ulos y lai; c:c>ndiciones i.nici.tles rlit-

y(o) :: A:: 4 1 

y 1 (o) :: A + 31} : 

50 
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:: 

.; ' 

.• ~· .. ,,; 

"''" ~... ' '~ .. 
••• 1:· .. to 

Por lo tanto, .A = 4 y Jii. Tll 11-

y= e~ (4 cos 3x - sen 3x). 

Sobrr l1U'I solucionns dí! lits Pc1mcionns -
1 

difernnninlns linnnlns homog~nr~s con 

· coefici nntrs cómitl\nt1rn, dr l •t fo rnm ,._. 

y' ' + a .Y' + by ::. o {lO) 

~hor• consldnrarrmos rl caso nn el que la 

ecu·tci6n cnrnctPr(sMca 

f.;.al.+b=o ( 11) 

tiene unn ralz rlohJe o rPprtida. Este en 

so IH! p1·r1Hmta .. -t .Y s6lo si 1~l riisc:rimi 

nn.nte <ln (11) es i[!tm) 't r~ero, 

I.n :rnfz es >..-: - ri/r. y, en princinio, oh 

tenemos soll\mnnte una snluci6n 

y¡ -:. e')..'X. (), :::.. - ,!1) ( J 2) 
, ~~~ ~ 2 

T·:n el Cl\!!O 1ln 111n r1dz ri¡¡bll' 1le (11), --

otrn soluci6n de (16) es 

(13} 

ln.n dos s'otuc~c>nes (12) y ,{1:)} co,nstitp-
. ·... .. '. ~· .. . 

yen un sistl!m:l fllnrhmnntitl y lit soludlln 

Ji. : ' 
.. " '". ,t 



nnnnr~l rnrrnRpondinntn na, por tanto,-

( ) 
l_')(,. 

y ; e,-+ n'I. x e 

y" +l-l y'.¡. líl~:;.0 

r .d ?. il n h l " /,. ::: - 4 , !'o r l o 1 ·u1 to , 1111 

es 

Rjempln 2.- Rnsnlvnr nl prnhlemn -

con v1lnr inini~l 

.Y 1 • - 1 y 1 -+ '1y -= o. 

y(o\-::} y'(o)= J 

"'' .v ( x ) :::. ( e, + "\ x ) e 

52 
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.... 

'. 

. ... 

·. 
' 

·. 

y(n)=c, ::.3 . y'{o):c,__+ 2c, :.1 

Por lo tnntn, c1=3 1 e,= -5 

flUCRt'.\ NI 

. . 

y :: (~ - 5x)l~ 

H'l.~tri el momento !IÓln 8C thrn consi-

v' 1 ~ f(x)y' + rr (x)y ~ r(x), 

neii linc11.Jea <le c1Mlr¡11icr orilen • 

. . ---
~cu,ci6n diforrnci~1 lino'.\i no hnmnv~ne,, 

es 1't 1rnm:i 1lr urn 11oludiín 1rnn<:'r'.11 yn(:<.) 

<lr.· l ·i <1cu~i;i lin homor(ÓOE! \ corrf'spon1Hcnte 

¡nrti cul ar 1~rhi tr•iri. ·t ----

.... ~· ~-~· ... 1 i" • ").., . I ~, 

"¡.., ,. 

,•· 

" 



.: .-~ 

54 

y(x)= yn (w) + yp(x). 

pir1 ohtnnPr un1 Rn)uci~n 
' . - ,, ••• -'~!':/"- " 

t:ol'f\ci«nt"" indtd.prf11in·uloR, 

(14) 

pu"d" ""r mi:t potl'nci 1 rlr• x, un pnl i nomi.n, 

11n·1 f11nc i ÍPJ "X nn n1•11 e i "1 , un f\PllO n C<H<Pnn 

"" ( 11 \ • 

"' 

·-, 



\ ....... 

.· 

l~jcmplo 1.- Rcsolv1Jr lit r.r:mtr:ión no -

hol'lof!line'l. 

y" + 1 y =- 12 ( 1fi) . 
So pt1P11e int.1'11i>tr yp ,,,. y_, r>fl rlryr:ir, 1lt!'l --

constnntl'!. F.nt.oncrs .YP" =-o, S111d.i t.uyendo,. 

~tf._? 1,2. Por lo bnto, yp :::. \:;:::.a. llna :rnl!! 

llS 

Y= ~ + yp = .\ cos 2x + B sen 2x+3. 

i':jP-mplo 2.- R.n~rnlvl'r l•\ ocmtr.ión no homop,!Í, 

nen 

y" + 4y :.: Bx'-

Se puede ¡irolnr con 

'l 
y~ = " ::r. + Lx + M • 

y"p "' 2 k 

Entonces 

·' 

'·. >-· 



.. ·, ,_, .. "'""·' 
; "· l.'r-4.' 

rtc unho~ r•iii>rnhrrrn, Rc ohti.f'nc 41(:. R , ----

4 L:::. o, ::?\(+ 4 M :::. o • Y '.U!Í sP. ohti •rne 

X= :; , L=-o, M :. - l. DP .11111I n 11!' .Yr"-:.!x'- - 1 y 

l ·1 i:io l 11c i ón f!<!!H~r:l l !l f' ( 1 r.) cii 

Y= A r.os 2x + B 51'n 2x +.:o .. '-- 1 

,V" - y'-Zy=. 1() COI> X ( 17) 

~n+.ont' f'q', 

y'p.,,, - \<,sen X+ M COR X 

v"p : -1(. eos x - M sen x 

!H' oJd,i f'O() 

(-1~ - M) COR X ~ (~ - 3M)a~n X • 10 COR X 

I,n111 l.tndo 1 os r•1..,fi e ¡,.qf,f'R º" COR x y --· 



·'. 

,J..,,,...:::, ... 
~; ... "ly.~": -.~-'Y.....- -

De aquí que \< :::. -:'l, M= -1 y 
...... 'i~'ii.:.1·'." ~- .. ..._., .. ,. "''' ........ _,~ ....... __:.,.,...,,,. ~""' .-: .... ~ ....... -~··~'---:i-"' i. .. ·'l• 

·~-'Benx. Hna 11ol11ci611 rr"n"rrtl rl" 

..... ... ... 
Yi,, =: e, e ~ e\ o 

r fi rn lm(!ll 1,t! 1 
.1 . " 

y .. y,¡,'+vp-::.c' "' 

. ,, 

:\ '• ( 

5' 

YP= -3 C08 x-

h f'Cll'1C i6n 

'"':"': .. ,,:~~· ' 

.. : 

. ' 



-·.·_ ....... , 
.. ¡.· ...... 

ECO"lOMrco 



'.•.· 

. ··~··' ~ ··~,.ao'-.·• #~' 
•. '" ~!.-J: .• _. 

·eap{t,ulo nos son .lol'I <Jl!I' !lmpl <>;i.remns p:i.-

Cl'.'¡rt.n ''" <'t;Hi1ihrio rlt>l r.nl1R>t111irlor. En -

el conF11mirlor esté"" C't¡ni1\hrin <'!! ner.E, 

on !' l p1111t.o l'!n r l f! "'' l n l i º"'t rl<' pre---

cios es tnnp"ntf" :t un:i c11rv•1 •le inñif<'--. 

J ............ 1~ :_,,• ' 

\,.l mfnd.rrn nt i 1ichll • 

. com1wqi11nr inrli vidtLt l t."nPmnR :1 ll!l't ~o--

pnn1: 1!!' r1>c11rsos } imi f.'t<lnl'I y h 1 ,¡,.. hns--

car, 1 ª· ¡¡;qJpr .. m;i.n,ol'"\ dr~ n.p;rqvf~lnrl11s .• c9. 
. . .. - .. ,• . • , ., •' - l 

,,...;., J .• 

'lt.--· ~.,,, _ _,¡, 'I'·'' ..... ,.•,-:.., 



"'º ol conRn111irlnr inifiviilurtl, la: ·l'loeierla.if 

t!iR:>on•! rlo 11n 111Íml'ro ] r¡fini lo dn tlt.crn!l 

tiv is r•'flrr>.'lf'llt, uh,; "n Rll rrnp L rll' incli f.Q 

t-nt¡rj t; V 1 tlt' l·i mi!<Pll í~\tl''rl f1110 f'l CO,!l 

~11111irlr)r r •rionnl lnrnc 1 ,..1 P.<pii 1ibrio pi11-· 

r·i oht0n<'r 1 .1 111 ¡xi "1 1 11t i. liil td prrso1H l ,-

1 ·t !"or:i01hr1 ht11'lC·'\r'l t1]1t<'ll:1 romhinición 

r>'l l t qlll' IH' lo¡~r" \lc·1nz tr l t 'll'txi"l t -­

uti l i11 v1 socitl, <'s rlPrir, l'l ~nyor hin­

nl!Rt.:ir f"!'llr>r,11, 

ª' ll. vrrsión: crrcimirntn Gxnnn"~ 

cid t f'i nfi<H1,- Inicirtmos l:i. r>nnst.r11c-::.,­

ción 1l<'l 11101lr.1o ron nos ru11cinne!'l Unr.11-

l r•!'<. F;¡d,:tl! son: 

RMS'= ay(t.) tb-+cy'(t,) h<o;h,c>o) 

PJP: ~y(t) t./>+'(y'.(t.) . (pt:.. O ;.i.,'00) 

(.1) 

(:!) 

l .. t PC11 tci ón ( 1) rr>•n·r11ir!•1t t 1 a r·izñn m.:i.r­

rri 11 d d•! Rl1Riit11ci611 (~M~) y la <H!ll'1CiÓn 

(:.!) rr:1rP.SP.n1.a 11 pt!n,ii,..nt" 1!e l:t lírie·t 

1!<! ;ir0cins (PJ.P) •. \mh ti; snrt f11nc in110s --

60 
.• 
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:l ;. ;. .•: _, 
' ... ' 

del t.iemr~~~J,!" ,_!l1l?:.:,:3J~~J:'{ t) ~dnr,ivn.cl~ .. ,,., .•• 

·~, 

del nrodnctn y cnn respecto Ll tiompn) 

J.·rn 1 rtr ts a, h 1 e, o<, />. '\ 7, ¡;r111 pu· Í.m!.:, 
U' 

tros <lel mncl!'ln. J,,, r>cwi.ción ( 1} lll' in--

j,_icmyo •. l.'J. 11l~l$.mn. in:tr.rprf't<tciór1 tienf! l..i. 
,,. ... ,.. • ." ... '"' ..... - 4•, • 

ec1utc i.6n ( 2), 1161 o q11r> "º l uf!:tr dn l ·\ r 2-. 

zón m1rrirnl rln s•ii<t.it.ndf.n e11 lit. fH?n---

en equililirio l:i rizón mnl"f'(Íll'il tll"! ::rns+.l 
. . - ..... ' »·t " - .• i. 

tucifin y· Irí ¡H:n<li r.nt" dr> h Hnel rli> ¡ir_!l 

e 11r:rn s mo ne t, Lri oR órt.im·rnwn te, ;.i. le .~n za nclo 
,· 

e! m&ximo bicneatn.i ~nnr>ra1, eR nrcnsa--

.,,... , f­
·'1--!¡ 

··+.;. "I ~/ "~ f ... / .'.\ t 
\' -~ .. 

.... 

. l 

" 



; .. , .. 

rin r:nn hR runci onoii ( 1} .Y (:.!) RNl.n 

f11ndo111:s RMS y l'U' 11011 ir:u.tlf'R o --

6' años. 

1 P,!l 1 l lf1(h ( l ) .Y ( 2) te 11 rmn s: 

ay(t)+h;.r.y' (t.).,. ,¡_y(t\.;.J> + r.v'(t.). 

flPS¡>f',i1'1rlo y' (t,) !<'' t.j l'Tlf': 

y'(i.):~ 
C-'í 

y( t.) -t.:!!...::E. 
e-'( 

.Y ( t. \ - !i_:::...;L 
e - '( 

{ !1) 

! 
·62 

,.· ' .. 

. ,,.,...,,,";' 

·· .... 



··en donrle 

:r'(t)-=-A.( y(t) - :YJ 

y'(t,)-).y(i.) = -l.y (4) 

l>t ncl!·tdón (4) f'S IP1.l M~1111:i.611 <li-

t,0'10 tlr rnl'!ol11ción S" í!Xpl icó rn !'l r. l!>i 

1.ul n 

(4) !HI 

y( t.).e e\.t l J (~).:\ (-).. y)ilt.+c,) 

Clll(' í'S Í('(W\ 1 :1. 

}. t (- • 'l..t ) 
L Y C +- (;I 

y ( i,)"' y + e, ( f1) 



L L r>cu 1ci ón (fi) rrprr>Rf>nt .. 1 1,.1 t.r'l-­

y<!l"tnri 1. ,1.,1 ;•rnrl•ir:t.o y(t.) 1':'111~1 t.i<'m­

;m • . \•¡H{, y r<'prNlN11 .. 1 <'1 l'l']Hi.lihrio,­

Pf>; ~'r•cir. lt RÍttJl(;i.6n flll 1-t 11u" 1·1 ::;t}--­

c tl'<h1l ·1Ri 1in~1 ópt. imam•~ntr> Rll'! rl!c\lr!lo!'I -

moni-t.1.rin:-1. P:rrt .. 1i,,d.n·\r '\ y ¡nrt.ic!!_ 

1·1ri7.·1r 1·1 Rol11rlón 1 t . .,nN'1flS 'J!lf> M<f.thlro­

t':P1" l ¡¡, rt1111•icinn"R ini.ci 1ln~ 111"1 prolil~ 

m.t. lhf' 'unoR 

t : (\ 

Y (n) ;:.. y~ 

!lº r t, l •it,o 

y(t\;. y -t (y~ -y) ").\ (fi) 

r•:!<l'l "R nu"str·1 "c11·1cili•1 ,¡,,rini.t.ivn 

n 1,r·t 1 l tlrirrif\r .. t vnr·sií,1· 1lr>I 11odPlo, <:<rno 

yi. 1•P r>xnlicó y r"rT"!-l"n+.:1 ,..1 f'<¡llilihrin. 

L·1 "x;1r,..Rión 



(~·-y) e>..t , ( 7} 
,;.~ .. ~ .... ""\.f "'--t··"-" _; ."'.:~""'" ,'t¡_ -,~ i. ~ ... , *~ ~ . 
pl 1'1emento inestable rlr1 ii~tPmn. P.~ 

rii l:...:.o ln exrr<'sión ('r) tii>nt!P n curo 

y la PCu~ción (B) tPn<lPr\ ~l oouilihrio 

y. l':ir~. 1.. !!:. O el si11tema no estli en -

equilibrio. El comport:1ll!Ít>•1t.n <lrl pro1h1!:_ 

to y <' n Pl t,i PmllO ª" muestra 1~n Ja f ir,11-

n -: o,o5 

b -::. 0,002 

. ( 

6 

_. -·! 

' ' 



e -::& 0,01 

-.c. : 0,08 

-/> ::. -0,003 

~ ::: 0, 14 

Yo :=. o,m> 

J.rtl! i>cuaci on<-R ( l ) y ( 2) 

'.\!IÍ 

1wR: - o,n~ y ~ n,002 + n,01 y' 

PLI' = n,nH y - 0,003 -t o, 14 y' • 

C-ilcu1'1.ntlo A t.PnC!l!Ol'!: 

A-= 0,1:1 = -] 
-O, 13 

f'o r t:rn to, l :i. i>c tMc i ó n ( fi) qtt1eda como si . 

y(t).::: o,0:1i.rn + n,rn:? (H) 

1.;n <• 1 e w11l ro ~.1h11l 1mo~ rtl(!nnns 

·~ ' .. - ... -... 



• f 

,. .. '' 

. a 10:11 p1.r'Í.m11tro11 d4'1 ... morlnlo, conrluc~n '\. -
~ .... ./"- .,i. -~? ·-' -- ~ ~* 

un V•Llor •h• r.rnd lihrio (o,038!5) r¡uc n61o 

BP. •t l canz•l t,rn.nscurr i1los 6 al!os ;i. pri.rtir 

Jnl'valor iniciql y(n)= n,ns. Rsto RiRni­

fic.a qui' si 1R. cconorni:\ cr11c11 n 1 5% nn e1 

t 
~ -·· .. · v(t) -

I\ 11.Í!Ol\ 1 l t:15;\ <lr. e rne un u•n to l 
.. •· 

o o,osoo 

l 0,0429 
·:·-"' .. 

2 O,MQl 

3 0,0391 

4 o,oaa1 

5 0 1038'6 

.... 'tf"'G ... 1· .• 0,0385 
~-.,¡'-_ .... 

·, ": ··- ... 

se. riel :.l,H5% de equilibrio, er1 la. <¡Uf' h' · · .. 

cttr~o~ mon~t11rios. 

- ......... r·..;~ .... - r 'h·)'2,L.' v~;·Ri.6n': .crccin';(r,n.to i>xpolH'm-

ci!d :t 2 :üiot:.!' La.:i si~uientes VP.raionns ·· 

.-.r--.¡· , ...... 

> '· ...... 

., 



~ • ' "1 

·.·'···· 

,'.! •• 

dPl modelo rusultri.n <lP ln rPsoluai6n de -

un t 1•r.1t•l<' i {¡ 11 <l i f PrPnr. i ti <Jp !l"f1110!lo or<f f'll, 

lA sol•wión tll' l"St~ f'C\lliCÍ.Óll prPRl'lltA. .;. __ 

lrPH C~BnR, sn~6n Pl tipo <lP !ts r•fcos -

<1<' la nc1nci.ón c•tr·1<'i.PrÍ!lticri. <In lit .ocu:L­

ción llif1>r1>w~i:ll: r:1ÍC1>R rn 1lPs y dist.in­

t"lll, r•d:r. ñohlf' ,V r:dc<>R comi)le.hs-conjn­

JPHl«ll. C:11f•t \1110 <fp !•fitos <:asos conn11CP a 

una V<'rRiÓn d"l moilPlo y, por t·111to, :t -­

una tr>i.y,.ct.oriit 1IPl procl11cto 1-n el ti.-.ro.~-. 

pn. Tin r>st.11 ri<'rcilín t.r•t·1r••mnii con Pl r.·1-

sn <lP rri.ÍCPR rnri.lns v il{Rtintns. RP'\n 

UMS::: j¡1 4 k, y ; m, V' + n, y" 

Pll':::: .j't + k,y + ml y' -1· 11,y" 

( l) 

( 2) 

1:1 rm1ció11 r·¡z{111 rn1.rnin t1 flp RllRt.i+.HciÓTI 

y 11 f'nnción pl'r11lÍ•'11tn-Jinea •IP prPcios,­

ltf' R r>N' t. i v·trir<>n t,P. ·\q 11 f : 

.i, > () 

k, < o 

h . .:. (i " 
\{ \ '> o 

,. ~:, 



·t 

·,._ 

. . ~,. 

Igunhnllo (1) y (2) teMmos: ... - ;,. ' ~ :I' ' ,; . -.. ~4 ...... 

j 1 ~k,y-1-m,y't-n,y"":! ""+k._y+m,_y'+nt.Y" 

Rea.grupo.ndo H·rmi.nn:; !H• tirne: 

n=. n, - nt. 

m .. m, i:- m,,_ 

j-::. j, - h. 

y sustih1:;:enrlt;i rn (a) ri.:_,_t~..-ne,_ 

ny" + m.v' + ky:. -j 

ntvirlien<lo (fi) por n ohtenrmns: 

y" + m/n.y' + k/ny-::. - j/n 

dn nñ I? 

-'·"'-.. -. 1m 

J,- ... 

( it) 

( fi) 

( !) ) 

. ( 7) .... ,-

.. 



y' r:::. o 

Y"P= O· 

mo11: 

k/n k¡,:: -j/n 

o 11ea, 

k(. = - j/k 

(H) 

( !l) 

( 10) 

T.-i r>c11:tc ión ( 10) es 1 t ~oludl>n p:1rt.j cm--

1 tr <l<l (fi). 

Como "' ~" inrlir:ó lc1 solución f'"ll()--

y rl ii<i.i nt·is. Sf''t 

1.. 
1.. ~ r~/ n l + 11,./ n= O ( 11) 

,-

•'!". '¡· 

. , .... 

''~ ..... 



' (m/n) > 4 k/n 

las rafceR rln (11) Ann: 

;\.,::. 1/2 (-m/n + ~(1'1/n{- <\k/n} (12) 

i .... l/2 L-1'1'1/n - ~ {l'lln)t- 4k/n }Clf!) 

Por t:i.nto, lt solución ''(<'ner.ll rlf' (fl) c¡ue-

il l C<Jl!10 Si ~Uf'! 

y ( t )= e, 
. A.;l 

+ e,_ ).\.\ (H) e f: 

811111 rncl{) ·ihor". ( l n) y ( 1'1) t.onflfflO s: 

y( t)::. "'\ l...._t 
-j/k ( l !1) e, e .¡.. e,, e 

y e\ 

llc>rivarulo (1!1) sr· {)bti<'nn:. 

( ) ~ i,,,1 .., 4t 
y 1 t :: n, ... , n ;. e,_ ,.. \. e 

~on! 

}'(O)-:: y~ 

Y' (O}-:: Y1 

7 



.. 

.... ·· 

'"'; 

·'. 

Por t.:rnt.o, 

r., .+ e~ -= y~' + j/k 

?.,t.,+ lt. el. "' y, 

( 16) 

(17) 
{ " .. " ~ . 

J,·ts f'Cll'l.cionf!s (17) fnr•oin un idf11.Pml <lo 

i ryclíJtrdt:u1 e, y c'l.. , Lt ~rnlm:ión 

O!l l'l. !d f':llÍPlltP.: 

c 1 ::. y~ -tj/k - (y~ -;jlk) l.., - y, (18) 
-··· '>.., - l.t. 

e\ -:::.. (y~_-j/k))., -y1 (1fl) 

'\. ,- '>-l. 

rpwd:i ri.11i: 

y( tb c 1 e1 ''- -t c'l. ,}·tt -.J/k (20) 

rlonrl e ;.,., 1 ~ , e 1 y . c1 l"lltAn <l:irl.rn 

pnr l1u!' ecwi~i~MR (l:!), (1:\). (1A) y -­

(19) renpnctiv~mPntP. 

,_ --. . 

. ..... 

7 



\'!i rm:imos :lhor'l. vri.lorPR num~ricos 'l. -

1 o l'I fl TI" 'tm <" t ro:- '' " 1 11\tltlt' l o • S1: ;n1 

i' = n ,nn:::! 

k, ::: -0,í'!"i 

m, n ,f\1 

n, :. n,o:; 

.i'- -:::; -n • f)O'I 

11, n,nH 

m\ :: n ''H 

º' :::: 
() ·" l 

Y. -=- () 'll!"i 

y, = (\ ,''1 

}.1<¡ <'('ll\f'i0'11'~ (1) V('.;\ (]11Mh'1 u:;{: 

R'ff>:::. n,nO::?-n,<lfiy 1 n,n1,v 1+ o,02y" 

Pl.l':::. _r1,nn:) .i, o,nHy -!: n,rHy' -\. fl,llly" 

f::,l('l!1·1n1lo ni v>lpr .¡,., r>qHilihrio l.f'nf'i~n:.: 

-.i/l\:. n,n:rnr; 

Cr111 -''1Üi !HH1"'ºº~ (' .. 1 <'11l:lr chnr t f.., y :l'l.. 

l,-:. G,tll 

h~ - 1...~\ 
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Pi tl il,., •11i,.... <' ~ 1 rttl ·_nin~ r, y ~\: 

ffí' ll<:!' f'~'t·1rf,,;,,,~: l)~~·if1 1 ~ .tnl '10ff, ... lo "'l t•,!l 

( t 1 ~· 

_ lli {\'' ... 



7r; 

si t11 i.rió•1 "" ,¡,.,,,,.,,lli l ihri.n ('') rl '\l'"l"Ínrlo -

.'H)l\")110~ 1 ! "~ll 1ri/1q 

v'' + 1n/ 11 y' + 1{/'l."= - ~ .1., ( l} 

~)lrl ,...1 rif:t) rtr r1fPf'~ rt' 10lt•~ \1 ,ljt..:ti•tt.1~~ .. 

r-•1 r tf:fl 1lP r 1f r. 1~ohl <· l~q 1 \ t.:r•r.r~f1n 1rdt~-

1 ~n111~i{1ri ~11r+.ir11--



<lnnrlr, 

(1) 

y( !.):::e (e, +r.,_ 
).1 

t.} .l. -+ {-.i/k) 

.v ( n )=. Yb 

y' (o),,, y, 

llr ri v ul•io (ti) t.P '1'"'1Ml: 

' ;.t. ).. t y ' ( t) "' :l { e, + el. t . L + e i. ~ 

nr rr111r ÍOtH'I! 

V' ~ e, - .i/k •O 

Y1 :::; 1.,c, + ('l. 

l l "º 1 11(' i ti 11 r! t) 0s 1,n si~t~r·11L Pfi: 

e, ""' \' 
. " + j/1< 

"'l. -;; .v, - ). (.v. + ,j/ld 

r,11" ~on los v.ilorr!'l e, y 

7fi 



c1nción (4). \i<ir>1nn1ln v11orrR n11n1/\rirns 

R loR p~r(~rtrnR dnl mndrln trnrmnR: 

:i,:::. () '()()~ 

k\ = -0,11fi 

111,-;:. () ' (\11 

n, = n,n2 

j, =-o ,nn:-i 

k\ = (). (l~ 

m,= () ,Ol 

~1.:: () ,01 

- .i/k "' O ,O:lfH) 

~~ .,,... () '();¡ 

~~:: O,Ofi 

)..,., -1,fi 

e,=. 0,01 

e\.= O, f\6 

Por 1,:ud.11, 1 ~R r>C1me ionrR { 1) y (2i <lll"-
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il:\n a11 í: 

y ' N·11i.ción (4) r111i:1h ,¡,. <'Si." ·~n1•n: 

v(t.),. (n,n\ -1- n,nr;i 1; 1·s-1. 1- o,n:mr, 

l~l f'll'1r!rn le noi; fl1llr>,c:t.r1. cómo, rn 

(\ 'll·1 !)(1 

0,0391 

n,n.\P.7 

o,n·mn 

n,n'lH!} 

Cu:td rn l e 

7F! 



p ;: - in/:.;,, 

V 

q :::. ¡ 1-:, 

flt;l•t 1lr• rr''f'ir!lif'11t<1 Pí~11•1r,ri1r-f1: 

profill'•~:t r:on: 

ño <lorule, · 

~<{O)-:. y~ 

y' (n\"' Y1 



f':' ~ ·' np i l"', 

" ' 

1'1 I'~ -'\,'lr1·1+n,11~\'+",n1v•+n,b '"" 

l i ¡,,.in 

V 



p - - 1,5 

e:,:; () ,01 

Por t~into, l;L l!cu·1r. ión (1) f\lll!<h ''" la -

si pu i "ntP m11.nr.r1i: 

""' '\ 1 y(t)= l l 0,01 COR(:l,fl)t+0,01sr>n(:1,!l)1. 

+ o,n:1Hfi 

El con1pori.1unirnt.n rl<'l producto en -

e 1 ti ...rnpo el" es l.:l v" r ~; i 1\ n rl 1' 1 mo 11(>1 o s 0 

- ~IV- -

--------
t 



a2 

i ir ,¡" 1. "' fl. 

i, v( t \ 

( tílfl s' ¡ 1, 1 <; \ t\:' t',...,... t; i '"l ¡ ~ ~, ;· f1' 

" 11,fHH'l 

1 (\ 1 f)'\()7 

~ () /''10fi 

3 (\ ,018~ 

'1 n,0•18S 

r.11 1•l ro l <l. 



: \~, ., ........... ·.~ 

_' ,-,. 

IV. - GOJllCJ.USlOllTJ.;s 

coni:1truir nn 111rHlelo <ln cr<!ciinif'nt.o econfi 

~icn. 1'ar1 <>1 lo noll hemo1< i;eviilo il1~ rlo.!! 

nos 'llf.toriog º"' re!lo 1 \le i ón ,¡,.. f'Cllfl.C ionf'R 

r.onsecl11mcia. <11' ir:1nl 'lr 1 \ r·1?.6n rn:i.r¡d--

1nl rlr> 1n11d.i tuc í6n i!P un hí nn 11or ot,ro -

c0ns•uni <lnr ·1si rn1·1 •lr 1 ·t m••.inr nnn<!r l i;u!'! 

mirlnr la ex~·onrlil'ms 1111:po R. l!!. Hoc iP.ri<t<l 

en Rll r.on.im•to. lln·t !<oc i ••rl•HI r:on r<'c11r--



mis•qn q11n ,..1 1'!'1tlf'll·~irlor índivirlu;;l ¡nrt -

s:ic ir rl rr¡rjor prnv,.din ''" r1ichoH r,..r:11r--

El si¡n1i.<!nte prurn rué llpvtr 1 cilio 

'~illo PT\. rlPCi~~·i.rln "'ll" \Pl.L PX!lT"l"t;i.{ltt 1'1:t+.2 

ml.tic.l t los dnR connept.oi; ·:"" .i111• ditn rl 

pdnrip 11 n L¡H~1 1•11 l·t t.P<1rí·1. \id, l.1 r t­

z{1n ·~1rrrin:tl rl0 R11:<t,ii11ci6n (HMS) y l·i 

1 {nr·.•. 1!0 :irrrioR (PI¡>) vi 

rnn•'r>lo. \ p'lr! ir rln .. 11 \S 'l" rnnsd.r11v6 la 

"Rtr11ci.nr·i h 1,1:in·1 dr-1 mnr1r1n la <·1111 1 111.r. 

['() ,1.., V\rl ti< rnni11111·1rinnr>.'< ;i.lf'r.J1r•ir1s,-

'lnR ~on,ln:1n a •tna. '~cn·•ci(pi 11if 1
11rr•ricdrJl r!! 

v~- i;:nllH'Í_óo vino t ~'"'r 1 ! trq1r-rfnrí;i <1cl 

1'11'1r{ 11~0!'1 pl in(<! 1r •'1 :1rnl1l r•rn 1 1!0 si 

nn ~inr!r-lo.·'11' e111.i ll:d.11r:1.l<>:t.'\ púerle l'lr•rnM; 

(i ti. 1 l') 11 r '' 1 ·1 rí (111 t l 1 t ro r í t "e m1 A"' í e ·1 • -

R4 



PmlrL1moR C11PRt.ionrn·, por e,jPmplo, Ri a. -

fl'l."t.i r !lf' ,,~t.<! ITIOl1!.'lo l'!C flllí'rff'n f' lr.'tr CO!!, 

cl11.<;ionM'. q1ir• •111dif'rln l'Xt<'nrl,.r o rr101!ifi­

r.:1r.i>J 'triíli1'ÍH 11r1 r•r¡11ilíhri.o rf••l 01111i;11-

mi.rlor. M'u:; HÍn, F:I' "º'lr{ i ,Lrf".wnrnt, lr <>¡¡ -

el !<f'ni.i<lo np 1d n11i.f' r~orl1•lo •>11tlif!r:t R"T­

nOl'f (1til p·tr:t llcv•tr a cal)o una "1lin:tmiz!J: 

e ión" rl'! 11 t,1'1l"·f l ilf' l NJtlÍ 1 i hri o ,,,.., cn!l 

Rll"lÍ tlor. 

Conin sp i;;•fhló Pn r>l c•trft.nlo 'tnt.p-­

rior rlf' r>sir> t.r·iha.ío, 1·1 t.0orf:i "ronó"lic.1 

aquí uti 1 izatl:t RÓlo noi; In Rl'rvíclo cof'lo -

11n mLrco dr• rr>fr•rr>nri·1 ~ohre 01 c1nl ron~ 

i,rtiir el !•10<lr>lo. ll"•~ri:< f.r•niclo '?"" s11hnrdi 

n,1r loñ con<:P~toR f'Conómicos ,11 m6to1lo ITli!:, 

t.f':n-1tícn. Por Nrn mtt:!'d.r·1;; l'11ncio1H'R HMS 

y l'l P •rn ~"n <llll< qu0 mf'r u; 1.h,ql.r iccionf'~ 

dr: lo <;Hr> R<•rí t <"'1 cn111pnrt.:1·1ii1•nt<1 ,¡,, l;¡ -

VPlor.i1l ¡ti ¡],. C'HHhin ¡le 1 'i nti,1 i!l:ld y 1oR 

pr•.•r: :.01< a tr•\vri; rli-1 ti <'ffi!lº· 



•. 

Ainl.TOflR \FU: 

\ll 011 n. \. n.: 

\ 1 len rc (i. n. : 

llo.1•r«' y lli ;.r i 111 1: 

Cid :inrr C. \l ph:i: 

Kapl rn W: 

S+ooi "r v lhl'llP! 

"A~Alisis m:itnm~tir:~ 
'fl'.1.T t econnr~i i;t. tii". 

"P.cnno"lic Mnñr,lin ·\n -
g:v,po~it.inn". 

f.!r:u;\f!Íon"~ ,1; ferl'nf!i.rt 
l"s y ~rnhl~m1R r:nn: 
vilnr,,s "n l·t rrnnt.l'­
r'1.º .. 

"Pnn<l 1mf>•d, 11 M<:>t.hnr•11 -
nf M 1t.h"rr11tictl ~~con!!. 
mi rR n .. 

''f.ru lri.n!tf"it{ di-f't't'f'J'H'i!!, 
1 nq; '' • 

11 C1tr~0 ~!e T~rn 1'n111fa ~fo­
<l"rn:t", 

"M.trintl ''" 'l'f'>orft l•:co­
"H'lrni <!'u 
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