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En este imhi,io se éonstrnyn Hn Mmoo~
dolo de crqcimivntn econbmiro o pﬁrtir -
de dos teorfas: 11 teorfn de 12 demanda
y 11 tearfa de 11s ceurciones diferrncia
JTes, En rewlidad, mis qoe ¥a teoria de -
Tv demanda, es o) conceplo del equilieew
hrio drl congumidor el gue ge utiliza, -
fa idet es haeer encujar Ins ecuaciones
Aifersnciales an 1a teoria scondmicn del

”npn;umidor ¥, ot partir de Asta, dar un -
sentida econdmico 1 agnéllas, Es por eno
gun 8¢ sgcopen funciones Yineiles pary -
congtbruir el modeln, Ina cuzles 11 sop -
ngT?a@;s (gigp}gpﬁghe}“qcﬁceptq&gg equi
librio del consumidar) dan ol sistemy en
equililirio, ¥Fstr sistemy rs uni ecuncidn
diferencinl ecuya solucidén nos da Ve tra-
yeetoriy del producto en ol tiemno.

Bl primer capitulo abordy «) proble
my de 1a dcmﬁndn. 8e hace una exposicidn

de 12 teoriy de Ya deminda empeziando caon
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al gancepto de curvn de indiferencin, —-
Jmern so oaniliza 1a linet de precios del
canrumidor: 11 eual, junto con 11 enrva

dn indiParencia, nes 1leva 1 concepto -~
de equilibrio del cansimidor. Luepe se ~
estudian los efeoctos rentty, sgustitucifin

y orecio pira explicar, con tyuda de eee
etlon, 11 formi de unt eurve de demandi,
Se oxnlien edmp 11 vairianeidn inversi eon-
tre nl precio y T4 cantidud demandadn de
unt mercaneia, no ex mis qur ol resnlta-
d8 der Y1t symt de dog Tuerzis: un efepta

renty v un efecto sustitueidn,

En el capitula das se eatudinn lis
arvuneiones difrrencinles, Se inteia Ty -
pxnosicidn ron ol roncepto de epunel n -
diferrncint v Yas distintos tiwms do ——-
reuteinnes diferenciales que se usin en
el wnitisis cientifico. JTuron se explica
a1l casn da variahles sepaenbles vara pa-

sar 4 continuicrdn con tas ereunciones 11

oY



neales de primere y segunda §rdenes,
‘= Fn loa capitulos tres y cuntro me -
-congtruyve f) modely y se obticnen lag —-
cn&c]usianes nertinentea, El modelo cang
ta de cuntro versioneg, La primera esg de
In forma

YO a4 (- Do .
donde y es el producto vt el tiempo,-
la sepgunda es de la forma

1 8t
yit)= e, Fa ey ¢ - J/K

A=1/2(-m/n & {(n/n)" - 4k/n )
B=1/2{-m/n- J(m/n) - 4k/n)

siende k,m,n  pirimetros del modelo. la

donde

tercefa y cuirta versiones 800 185 Bie---
puientios:
y{t)= {c, %+ ¢ ) & J/K
daonde
L zem/2n

y ;
y(t)s & le, cos At 4 ¢y sEn BE)ZJ/K

i



Znogeneral, la conclusifn es que ca-

da trayectorin del producto en el £iompn

s

es resultido del tipo de ecuncidn utiliza

-
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pe o I.- TEORTA DE 1.4 DIMANDA,
; Ia tear{s de Yo deminda sae nrang.

we exnlicar 1a formt nnes neerendy una .

.

curva de demanda, Fn Yo gipuiants fipn

ra se renresnnin unt curvl de eate tie

po.
)
s
Finury 1o«
: un egty iprra q renpresrntly in
oantidad demandada de ony mereanciy, -

mientras que  p representia el precio.
Fn el aunte ¥ {q, p‘§ el eongymidor de .
R 2y $ oL, },;



mndi oq, unidades de mercancia al -
precio py. 8in embarpo, si el precio
hijy de p oa Mmoo C’\']f.étj i dempadda
par el consumidar wumenta de og, oA -
of, . Esto ilustry “L relicibdn entre -
ol precino de uny mercanefy y YT oeanti
dad demundada, 11 el og inverse se-
rin se nrecia nor 1o formy de Ya cur
vi de demanda dd',

Ba éste el punto esencial que -
thorda Y4 teorfa de la deminda, los
ceonamistis 1a han elabhorwle eon el -
fin de explicrr Tireducibn pxiglonto
entere 1 eantidud gue o} consnmidor -~
deminda de wna mereancin y o1 nrecin
An c-ll,t.;i‘}’m‘ aub 11 anment e {digmis
nuir) et arecio de ant mercancfs ha -
de hrjar {subir} su cantidud demond -
da? Li respuesta la encontrirenas ()
unir varias ¢oncontos gne 1 continuie

cidn so explicnan,




! i)
AN ‘;. *
a) Curvas de indiferencin.- Consi
déroge 1a sipnientes fipgura.
‘ ‘i
i i SRR b= - -
“wi — -~
\h o -
] 1]
| I :
. I 2 "
. ‘ Ty By ey L'
ekt Lo fipury 2.
¥n la fionra 2 el eje horizontal
rapreconty digtint e cantidades del —-
¢ bien x, Bn el eje vertieal se represen
tan distintis cantidades 36) hien y, - ;
; . e

En el puntn B el consumidar pagee x, -

cantidades de.x yy, de y. 51 se deg--
nlaza a Vo Targn de 1o curva de B s -
P tendrf gue renunciar a ¥ -~y dey -

para obtener en cambio x, -x, de x. lao

e



misan sucederi si piside B oa B -
861a que thora cambia ¥~y dey pa-
ri1 obleurr %y ~%, del bien x. Ea ninphn
punto, sin embirpo, el consumidnr se -
encontrard en nmejor sibuicidn que en -
cutluuinrg ds los denis, Bn nunstys ei
sn al cansimidar Tr da 1o misme sitoap
seen P, T oo R, Ts dcvif, el ransy
midor se encontrard tqu satiafocha con
samiendo 11 poreién {x, ., y, ) como eund
quiera de 1as otras dos de 1o fipura, -
La curva que represonty sstn situncidn
es Tlamady Yeurvy de indiferoneia®, e
Uni curva dn indiferencit as purs unn

representacidn de las dAistintas combi-
niciones de hienes de Tas que ») consy
midar puede disnoner sin tlterar o cam
biwr =su nivel de sutisficcidn, Hn tér-
minas de ptilidad egio sipnificy gue -
en 11 fipura 2, Ta combinwcisn (x,, v )

en rl punto P de 11 curva, produce la
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miama utilidad al consumidor gue lus =

cambhinaciones (x,‘.yl) de Py (xy, y>)-

de B en ¥a curvy de indiferencia,

Si ol eonsumidor nuisiera mejorar

su situreidn elevando Ya ntilidad tone

drit ane degnlazarse 1 oirag curvas de
indiferencin mis eclevidas., Feto sp —ee
3 muestra on la figura 3.

Y

s
Y
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figura 3,-
‘Z,'_')i
Aqui el consumidor podrd elevar ~
sy utilidud pasindo de 1o curva 1 a In o Y
2, o aln mxa, si pasa o ta curva 3, A

. . | N . s PRI

sate +ino dn renregentacidn an lp l!'l«



mr un "mapa de indi ferencia” y nos se-
rl Gtil en considericiones nnsteriores,

b} La l{nea de precios.~ nn 1{ee

e

ney de preciog repregenty Vg nosibidi
dAndes econfimicaa del conanmidor, Nos -
muestrt sun capacidad de compra dades -
su nivel e inerssns y los orecios de

Tag awereaneing on ol mercado, Considr-

remar 11 sipguientes ficrea,

NN
LN

fipura 4,.-

la figurt 4 nos musstra en el ejeo
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hn;iznntal Ta eantidid de In merenn..
ef1 x que el consumidar puede adgiie-—
rir con o1 dinero repreoseninds en el

e{o vertical, Par ojemple en o1 punte
P, “el consumidor dege gnstar olwod, ~
cantidaders de dinero parn ebiener ox,
cantidades del hien x. Si el consumi-
dor pastara todo su dinero obtendria

aB cantidades de x. De esta manera el
pr'eci;n de x",@at&, dndo nor In relneibn
ob/oB. 8i o1 nivel d».ingrpﬁna dal -
eansumidor dizminuyera habria un drg-
p lizumiento de de la curva DB a 1a -~
curva B'BY por ejempla, Bsto signifi-
en que el consumidor hy disminnide an
capacidad de compra, a2 saher de oD, -
ohteniznde ol de x, a oB' , oblebie-
miendo oB' de x solamente, Por otra -
parte,si ¢} precio de x sublera,el ~-
congumidor podria comprar sélo oB'! -

eantidades de x,sepin lo muestra 1o -

3
* g nrony

1



figur&. Bs deeir, Ton degplazamiantos

de 11 1inea ﬂo precios hacia arribn -
o hwin abijn, renresentan c¢ambins en
el nivel de ingresos del consumidor, -
mientras gue Jas variaciones en 18 -
pendiente de 1 1{ned de precios ree-
nresentan cambios en el preciae de Ia

mereanc{ia demandadn.

e} B equiltibrio dal consumio—-
dor.- Considéreae 1 sipuienie fipue

THe

fipgury H.-

1o figurt 5 nos muestra la forma

an que el congumidor atennza 11 mAxima

14



utilidad en la compra del hien x. Cop
sidérese el punto B, Enr este punto el
consumidor ha mastade T 4, para obte~-
ne; ox, de x, Su nivel de satisfaceién
es L. S5i se trasliadara al punto B gag
tando Ydy de dinere lograria un nivel

de sntisfaccidn superior, o sen el rew
presentado por 1a curva de indiferen--
cig 2. S5i auisiera snpuir aumentando -
su nivel de satisfnccibén tendria que -
comprar sucesivamente mayores cantidn-
des de x hasta aleanzar al punto Pp. -
Bn este punto su nive)l do satisfaccidn
es 3y mig aild de este punto ya no

es posible mejorar de situacifn, Si el
consumidor siguicra comprando cantida-
das del hien x mag allt de oxp, retor-
parfa 1 1a curva de indifevencin 2 en

a1 punto B de Ya gréfica, $8io en el

e B

o

kY
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punto’Pp, comprando axp de x, el consy
midor estl en equilibrio alcanzanda e}
miximo de ntilidad o saitisfaceién re--
nresentide por Ya curva de indi feren--
cin 3. Bs deeir, dadn un inpgreso fijo
(ot} wn cansumidor estar{i en equilio-
brio, haciendo miximn  su wbilidad, on
ol punto mn ol que 1a nenadiente de 13
H{nea de precios es irual o+ Ya pendien
te de 1a curva de indiferencin a In e
cutl 1qublly es tapgente. A 13 pendien
te de umn curvy de indiferencia se e
11amy "razén marpingl de gustitueidan”,

Ta formnlaciédn matemiticn del wae
cguilibrio del consumidor puede oxpn--
nerse de Ya gipuiente maneras

Seq

us U (x, y) - (1‘)‘;-

wit funei6n fndice de utilidad deade,.

6



¥ . b PES 5
St el (= l/ax)s 0
Uy (= ¥WAylso
Aqui,
)
Uz utiltidad producide nor fas mey
T e E - cangfaR %, .
’ Uxe utilidad warpinal de x.
Uy= utilidad marpinal de y.
~Ux/Uyz razén marpinal de sustitu-
cién do ¥y por x.
e Aoy Constdoremos shore Yu funcidn e
e B X PxeyPyzo (2)
qur representa 1 Yinea de precios. -
Aauf,
X cantidad del hien w4 ».. .
y= : " " " ¥
Prs precio de x.
I'y= precin de y.
Be ordenada a1 oripen de 11 fun-
eidn,
~ o A;Px/Pyg'pendi;ntn Ao i:‘r?'xm;ién tiden -
de precios,
. "x: ., [ g : ’ ’

R

17



21 ’"n'ttmio mie usarenns ss ol As Lapraape
para abtener valares extremos de wna fun
pidn do viriag viriahles {on nuesirn en-
sn 1a ubitidad U os foneion de dos varig
BWira: Yas mereanci s x, y\. Primery cone-
Adieidn: abbtonemos 10 Tancidn aumentudy -
gue Ylgmaremos %, B odeeir,

22U{x, v A (BexPxayPyl {7)

Fsto se hize sumindo Vit functén {ndice «

cde utitlid:d (1) con Ya 1fner de arecios

(M mdtiplieds par L. Nnestre prophsi-
to e maximizir 1y funcidn amentady .-
Part 2170 obtenomas 1as primeran derivie

Aas pareiates dn %oy Tas tmadames & e

rn:

Ix (=)o Vx-iPxzo

g i A% -

Zy (=" “/9v}a Uy-NPyzb

Zy(= ST A1) = BuxPx-yPysn
Yx puede exnresarse asi,

Ux/Pxe LA {4)

18



ALY - Ed = . . T s

Lo miswo podemos hacer con Zy,
Uy/Py= ) (5)
Ahopa ipuntanda {4) con {5) tensmos:
Ux/Px = Uy/pPy
0 sea
—Ux/Uy= -Px/Py (s)
en donde multiplicamos por -1 en amhos -

lados de {8},

- E! lado izguierdo de esty (ltima =~
gevaeidn representa Ya razdn mirpgingd de
sustitucidén de y por x, mientras que el
1ade derreho renreseni: 1a Tinea de pre-
cion dp). consumidar., Con esto hemog esta
blecido matemiticumentin 1o expuesto ya -
en palashras anteriormente acerea del ——-
cquilibrio del consumidor, es deecir, que
dicho eqnilibrio se abiiene ipualando Ia
pendiente de Tn curva de indiferencin cp
rrespandiente {<Ux/Uy) & la pendiente de

1a Yinea de precing (<Px/Py) del eonsumi

[y



i gt T

dnr, Mitendticamente, =in emhirpn, es -

neensirio tadavia satisficer una semun.
An enndicidn,
Sepund i condicidn: abtanemos 18 -
gepundas dorivadas pareciales de 2
Zxxn=lxx
ryy=Uyy
Zxy=Tvx=Uxy
Bs necesaria tambi én obtener las prime-
ras derivaid g nareialen de 1y 1i{ne, de

preocion, tre enales denntsremas por px

Yy gy
ax = - Px
ny = - vy

Can estas vidlnres pademas faraar ol de-
torwinate Plamyda "Hessianne hardedo’-
{(Bardered Hoani o) denatade por LR

y cuyt soturidn nos di 11 sepunda condi

eidn buse alye
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LRl = «Px Uxx Uxyi=2Px Py Uxy-Px Uyy-PyUxy 30
R ’ ( (7
~Py VUyx Uy
Ia ecuncidn (7) reprrsenta la sepunda -
sondicidn.parn que el consumidir esté en
eguilibrio,
d} Efectos renta, sustitucidn y pre
g, - Penenos ahara que explicar trex im - -
© pertuntes fenémenns on relaecifin a 1a dew

manda de una mercanc{t. En Ia figura 8 -

L et

- Ligugn 8.

o




»

Pigura T

so muestra lo oue lag econonistas han-
Tlam:da nun "efoatoernt " 71 efecto renta
describe ebma cmhin 1a ewntidad de-
mandada des unt asreancfa Ll cambiar In
pents haolubs del coaguwmidaor,Por eciem—
de 1a fieura A, 0}

nln,an nl nuntoe )

consnmidor dermanda 1a cantidad ox de

22



figura 8 ,

x con una renta oy, en términos de y. Si
In renta del consumidor sumentara de oy,
a oy, , ahora podria disponer de ox, de x,
a!canzéﬁda un nivel de satisfaccibn o u-

t&lid&d mis altoy el representado por Ia

ccurvi de indiferencia 2, fs decir, ol efeg

to renta indiea que, sin variar los pre-
cios relatives, a un eambioc en 1a renta

del consumidor corresponde otro en e} w~

3¢
s‘.’.\



mismo sentide en la eantidad demapdads -
de uni mereancia,

Ta figura 7 nes wmuesira un ofeeto.s
sustitucidn®, Aaui el consumidor obtiene
ox, cantidwdes de x con oy, de y. Jog—
equilibrio el consumidor demand nx" de
x, pastande y, =y, de y, ratando an el -
punte B de 11 curva de indiferencia 2.-
Supdngase shoara nue el precio de y en -w
términos de x suhbe, El consumidor renge-
cionird sustituyenda y {que nhort es re-
1ativamente mis caro) por x {gue ahora -
ps relativemente mis harato), Fstn se --
ilustra en Yu Tipura 7. En 1 situieién
iniciaY ol consumidor oblienes ox, de x -
con oy, de y, Pero nl subir ol nrecio de
y abtendré 1 misme evntidid de x (nx‘)
ecan una et idad de y mucho monoy {nyl).
Feto significt que ol consuwmidor v dige
minuide su nivel de ulilidut do B, en

1+ enrva de indiferencin 2, 1 B} sohre -




la curva de indiferencin 4. Ahory hien,-
para volver a aleanzar In curva de indi-
ferenein 2 y mejorar su situicidn, el eon
'

sumidor tendria nue consepnir un wumrnto
compenaatorio en su renta en términas de
x. Si estn hace se degplazarfd de 13 1{--
nea de nrecios yox, 4 11y x . Bn oesta

nuave situacién o1 consumidar ha aleanza
do nuevamente v eurva de intiferencin -
2, #&lo que abory demandande ox)]  de x -
en ol punte B, Es decir, debido v e -
el nracia de y ha svhido, o) consunmidor

N s ]
sugtituird ¥ -y, de y, por x -x.de x. --

Par tanto el efeclo-sustitueidn indien -

ehmn 11 gubir el arecio relative de unn

mercunci{s el consuuidor la sush taye por
otry cuys nrecie relative ht bajadn,

‘ Fintimente Y firura B nos mupssirg

ol mecanismo del Yefecto-precio”. El —we

nfecta=precio eos ol resultade por un la-



dn del efecto-riooty v, nar atro, del efec

tawsustitueidn. fuandn o1 srecio de uny =

mrrecined{t {divimos % an Yo fiewpy 8) hogn
suenrdon dos cosan: 1Y qmmeats Vo vty ro
Tathive del consunidor aravocindn un anmen
o et Ty eantid ) demindady de 1a o merenn-
cefy {efactnarenti); v 2} o1 congumidor --
sustituve atras meveancfis aue ahary son

relativimente mis curag nor 1y merenpe{n

oue sf hi ahiratadn, aumentioda 1o canti-
did demndads Ae dety Bl4imy {efoetoogus-
titneifn). Feio gn ohaerve «u s fipor. -
8. 11 haj:r o1 srecio de x aumenty spoenn
tidad demindad e dp x‘t t v‘l {(rfreto-ren-—
L) v e v vy (efoctonsuatitueibn), -
Par fontn el sfaofoenrocin uar muestry 0d
me 2t hejar el nrecio de ouny oneve one oy ee
wiment s an enbtidad dpmiad ot camna resit -

tautn det etfectowrcnts oor un Tada, v o1 -

nfectoesnetitucidn por otrn, A 14 covrvy -



S I S R P O YR U O
co | - . N -

" B Iy
Fa R .

¢y de Ia Cipura B se 1o 11ama "eurvy de -
precio-consume® y 1 ntitizwmos en 12 si-
puiente seccién.

‘ c) 1.t curva de demanda, - Estimos yo
~on condiciones de reospander 4 12 orecunta
que se planteé inicin]menta:k Por qué 1o
relacidn entre fl nrecio y In cantidad de
mandada de unax mercancia es invarsu?é'Per
aué 11 hnjar el precin de una asreancia -

aumenta Ja cantidad demandnda de fsta?

fipury 9

Ia Fipurt @ nos mueatra unt corva de



nrncin-—connn‘mo {e,04) correspondiente + -
digtintaige e nbidades de 118 mevesnefas —-
X, V. Bnoel nunto ¥, el consumidor se op--
curntre on ecevtlibrio domindinda ox) al -
precio oy, Jox, . Fn ol punte T o) eonsumi
dor by wmentada 11 ¢ intidad demand (da Ae
x, de ox, 1 oy, . Fn esty nunvy sitnaeidn
2t nrecio de x os {oy, [ox Yeloy, fox, ). ¥n
rl nunto By se observa otro aumenta s g
cantid d demandads de x, de ax! a ax/ .-
Fn este punto ol nrocio de X 08 cemmme e
{0y, /oxy)eloy, Jox, ). Finalmente, en o) s
punto P, vemas que ol ennsumidor ha wimen
tido ¥a cantidid demud il de X wmemae S
(de oxy 2 ox)y ), comnrande x 11 precio --
(ﬂyl ,/cx‘\}l.(rsy‘ /nx)). Camn vemos, o modida
que £l nrecis de x biju se 4 un '},nmm;tn
en 11 eantidut demandid o de dsti, A 1o wm

Tivan de 1a enrva G G nos encontramos -




en nna nuavi situacidn correspondinnte —-
a cada punto de equitibrin P, 1, ote. -
Poro 11 curvi €, Cy no es mis cus unt anre
'

vi de precio—cansumn cuyss suntos reproe-
sentan un efecto—precio pary ed cumbin

an ol precio de 1a mereanc{n x. Por ejome
plo, en el punta B el precin de x bijé -
de oy, /ox, a oy, /rn.k,vn tanto gue 1o ene
tidid demandada wmentd de ax] 1 oxy . -
Esto sipnifica que 4 cada sfectn-nrocio a
In laren de C,Cy nademns wanciar un ecame—
hio tinto en el nrecio de x como on su ——
cantidad demandadr. Dicho d» atro mods, -
12 informaecidn gue nos d4a 14 enrvy O €y

es la misaa fue encontrumoes eon uni curvay

de demanda ta) como 1y areaentady en T -
fipgura 1 de este canltulo. S610 que 14 -~

curve C, 0 nos oxpresa In relacién entre

¢l precio v Ja cantidad demandada de una




merciief v on Lérmines de Tos rfretns ronta,
<nugtitucisn ¥ nrecin, Par eciemplo, volvian.
Aa 1 nuntan li voeman tien el oapmentn en T -
cmtidd demand vl de x s dehe 1 dos Coeee
sres 1Y 4 rme A1 wrecin do x ha bajulo pro-
vocnda un wumenta an 1 rentr relativay Aded
consumidor {ofreta-renta}s; vy 2} ahnre ane -
pl nreein ds x ha bijwda o1 eonsnmidor sus-
tituirt y por ¥ (of‘nctn~sus‘f~ihmin’m}. -
Bs degir, el nunto de 1o enrvye £, 0y nos
miestry chma 11 hijir ot arescio do X wumen
4 sy cantidad dempindada coama resultada e

wn efecto-renty v un efecto-susti tucidbn,

0
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II.- RCUACIONES DTPERENCIALES

v

Por ecuncidn diferencial ordinaria
se entiende una relacidn en que inleoye-
vienen uni o varias derivadas de uns —-
funcién no conocidn v de x, cnn ros-

necto a x3 la relancidn puede conteper

también n y, funciones dadas de x ¥y

ennshantes, Por ejemnlo,

v = cos x (1}
. yt+rdy=o (2}
SyNys 2 ot ys () P {3

gon ccurcianes diferencinles ordinarins,
El términs Pordinaria® la digtingue An
una ecincién-diferencinl parcial en la

que s¢ relicionan derivadas parcinles de

. 5. e ~

- L g PR
una funeidn no conocidi de dos o mis va-
riables indenendientes, Por ejemplo,
Lo - R RN [ ot UTe-
X N
3n_ % _an = 0
ax ay©
es una ecurcién diferencial parcinl. En
. e
! v “ren L Ny YRy s e L T e

e vy -

Y5



B e S

egte tribyjo solamente congideraremos -
ecunciones diferancinles ordinirias,

Se dige que unn senacibdn diferencinl or

dinsria eg de arden n 81 1y derivada

de maynr orden fue contisne In scuncién
es Vi enbfaimy derivadys fde vy con rese-
pretn v x. Lu nacidn de orden de una -~
ecnneidn difrrencial conduce a1 una elan-~
gifiencifin HLil de Yas rouncioncs: de -
%nrimﬁr arden, seoundo ordon, ete. Do oeg

te moda, (1) ea una cenicibn de primer

ordon, {2} es e serundo arden y {1) es

Ae tereor arden, . : Sl

tlnn funcidn :
y = r{x) (1) }

es nna solneidn de una ecuacibn difrren
eial de primer arden dida, en alghn in- ‘ : vll 4#

terviln, dirwans, neweh, si esti defing
AL v eor dorivihle on todo el interviie,

y L1 eue ta eeuicifin ge o sihiafieo enn



is sustituciones de ¥ ¥ ypor cee-
g ¥y g'y regpectivamente, Por cjemplo,
1a funcidn

' y= g {x) =
ca una solueidn de 1a ecuneiéin de pri--

mer arden
%
y=2y

para todn x, porque

¢ introaduciendo g v g', 11 ecureidn

se reduce a la idontidad

A 1
2 e = 2 €

Er alpunas ocapiones, uny solueifin

de unn ecuacidh diferencial se presnnty

rd como una funcidn impl{cita, ecsto es,

X8 x .. 0

i

en 1a forma
G{xy)=o
entonces se dice qﬁo 08 unﬁ snlucibdn im
plicita, en contraste can 1lan solusidn
“exn}§q}t; (4). Por ajempio. ‘
Fryaxl . Uy ¢ o)

[

o3

-]



rs wna solucién implicita de 11 eovme—

eifn diferencial

n este cira, nodaemas raeribir fdcilmen
te Ta anluecidn en formu axplicita, nero
en otros cagns nuede ser difi{cil y aun
imposible. La tarey principal de Ta teg
ria de Tas eccuasiones diferoncinles egn
encontrar todas 1is saluciones de una -~
eeuncidn diferencinl dada e investienr
gus propiedades,

Ini ecuncidn diferencinl puede to-
ner muchis soluciones, Ilgstraremos eg-
te hechn por medio de Yos sipuientes -
njomplinsg.

Wjemplo T.- Cuda un de ¥as fupein

nes

y=Senx, Y= senx &+ 3, yzsenx-4
5

rs unt selucidn de la ecuncifn {1}
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y'= cos x

y sahemés que cualquier solucidn de la
;jf’ o ecuncidn es de 1a forma
. ¥ = senx ¥ ¢ (s5)
-donde ¢ es yna, copstinte. Si considery R

mos ¢ como arbitraria, entonces (B) re

presentn Ia totalidad de 118 molnciones . '; B

de 1a reuncidn.

Ejemplo 2.~ Se puede verificar ~-

LA ten

que nxda unt de las -

e e [ T T S S D .

N RS TR s,
fnncxoncs

L y=¢", y=2¢", y=- 8¢ (6)
- , 5
¢s una solucién de In ocuaczén. o . .
VN . . " AT .3 . . R L e eSS, RN . .

‘yzjf.

IR S CR
adl - VI
-

P ©- Cuoalguier Bolucidn de la eenacidw en’ -

de 1a forma

b f ¥ = cev (1)
donde ¢ es una congtnante. Coansiderande
como arbitraria,(7) reprnsent1 11 —-reoo T

- _,w:ku -’ Y r' e ~, .-;,’ [P ,‘; bR ,:.
totalidad de 1ns soluciones dn 1n prna '




cifdn.

Nuestros ejemplos ilusiran que una
ocnacidn difernncial puede tener (y on
moneral, asf sucede) mis de una setue—-
cifni afin mis, puede tener nn niimers in
fitite de solucinnes, Ias cuales nueden
renregentarse por medin de una Pﬁrﬁu}a
gsencilla fgue conteonrtr unn constinte ar-
hitraria ¢, Se weostumbra dar ¢l nambre
de snlueifin general de 14 correspondien
te ecuncidn difnronci%! de primer orden,
1 esn Tuncién que contiene uni constan-
te arbitraria, Si asipgnamos un determi-
nido valor a as1 consiante, sntonces la
solucidn qur an obtenpa se 1lama Solt--
eidn particular, Dn acurrdo con esﬁn,~~
{7) rs vna solucién peneral de y'la ¥ -
y {8) son soluciones particnares,

1) Eeunclones de variables separi---

hles,- Muchas ecunciones diferencinles




S W S

B

a7

’ de primer “orden pueden.reducirse a 12 -

formn

g {y} ¥ = ¢ (x) (v

por medio de nlgunis oneraciones alpgee-
L4

braicas. Ya que y'z dy/dx  es convenien

"te emcribir {1)- on 1o forma

g (y)dy = £ (x) dx (2)
Uns rcuacidn do este tipn se dice quo -
es una ecuaeién de varinbhlies separabies
debido a gque Yis variables x y y &e
han separado una de Ia otra, de tol mo-
dq que % aparece solamente A 11 dere--
cht mientras que y nsth solamente a.l
Ia izauierdn. Integrandc amhos miembros
d;t(éf: gbtenémon ° ; - co- - STy
frtay = frw axee  (®
Calculando ecstnx inteprales ase 1lepa a
in solucidn general de {1},
Ejemplo I.- Resolver
¥t o= - 4x
9¥-

4
Separando lasg varinhles tenemos



ydy = - 4 x dx
G

Intngrando ambos miembros obtenermos In -

solucidn genernl

3} - -2 x> 4 c &
g

"

2
P S
4 9

Ejemplo 2.~ Resolver o} problema ——
con valeor iniecial

(X+ 1) y' 4+ 9y +1=50, ylo)=)
Separando variabtes, encontramos

d! - —~dx
T4+4 Taxt

Integrande

arc tpy = - are tgx 4 ¢
o hien

are tgy 4+ arc tgx = ¢
tomando 1a tingente de amhos mieumhros,—
tenemos

tglare tgy + are lgx)= tge. (1)

In Pérmuln de la tangente de Ia suma de

ingulas es

tg (neb)z _ 4pga 4 tpb
. T-taa th




_ donde, . g es una funecifn cualquiera dada

39
s e et Tane e g
- R 3
T [
Haciendo a a are tgy y b= nrc tgx, es A
tr ipgunldad se transforma en
tg (aretpy + are tax)= y + x
1~ xy
En consecuencin {4) puede escribirse
XY x X = tpe , (6}
] - xy .
Determinamos ¢ a partir de 1a condicién .,
inicial, Dando Yos vnlores x= o , y = 1
en (5}, tenemos tgc=1 , de mado que
+ X ;
¥m~—~ = 1 o bien
-Ry . ; .
- o e - - S i e et - ,'!_‘w:_ .
y=1=-x
1 X .
Ciertas ccuaciones diferenciales de - T
primer orden no son separables, pero poe-

. . . Th, Ay
den 1levarse a4 csa formn mediante un sen- >
eillo cambio de wariahtes, Esta afirmg--- | e e

. CV AT ey s N B
cifn se cumple para ecuacionrs de 12 for-
ma
y' = 8 (.Y_) (&)
x
. )

. 3
de y/x3} por ejemplo, {y/x} , sen {t/x}), =

ete. La forma de 1a ecutteidn supiere que




hapamos

recardando que y Yy n son funciones -
de  x. Bntoneces y= nx vy, derivando,

¥v'z n 4+ n'x. {7
Sustituyendo esti exaresidn en (6), obie
nemas

n+n'x 5 ¢ (n)
Ahori pademas sepirar s variahles, eon-
contrando

dn = dx

plnl-n %
Integranda y rﬂpmplﬂzandn)n per y/x se
tiene Ta solucidn pencral de (8).
Riemplo,- Resolver
2xyyt-y' e =0
Dividiends entre Q‘, tenemas

[+

y

Q%y‘ _({)-.. 41

Hiciendo n z y/x v nsande {(7), 11 ecu——

cifn se transformi en

am{nan')-nm4 1 =0 o sen

Ixnnt 4 ﬁ‘+ 1 = o0

40
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Separando variahles encontramos

: . ~2n dn z ~ dx
: Co , ‘ T x

UiV' R - " e integrande
[ ; , In (1 + MMlz-ln x ¢ » bhien

: . e . B
: L S Y

b Niel

D Sustituynndo n per y/x, ohtendremos -

finalmente

X .
X-\—‘}:CX .

o

: : b} Ecunciones linetles de primer or--

den,- Se dice aue una ecuacién diferens~

cial de primer orden es lineal si puede
{ E ( ‘a  escerihirse en 11 form
y'ox fx) y = r(x) . (1)
Bl raspo ciracter{stico de esta ecuacibn
es que es lineal en ¥y y y', mientras
que f y r pueden ger cuarlesquiera fun-
ciones dadas de x, 85i v(x) = o, para to-
{‘ o ‘ dan x, asr dice aue la ecuareifn es homogb-
k nery an caso contrario se dice gue es no

Coo T homorénea, Nedurciremos unt férmuia para




encontrar la solucidén general de (1) en
“Alehn intervalo I, suponiendo que £y
r son rontinuts en I, Para 1n econcidn
hnmapénea

v' + £ {x)y =0 (2)

resnit seneillo, Senaranda variables, -

toenemos
dy = - f{x)ax ¥y, por tinta,
y .
tnya -Jf‘(x) dx + ¢
o sea

y (x) = ¢ efjf(x) dx . (3)
Para rerolver 1 nnﬁtcién no homopénea
(1), 11 eseribiremas en 1a forma

(fy-xc) dx + dy m o
y domostraremos que ps posible hallar -
un factor inteprante F(x) que depende
solamente 4 (x), Si pse fictor existn,
P(x) (Fv-%)dx 4+ () dy=o

dehe ser exicti. thora, para estn ecun-

nidn,



v

- _.Ll?«‘ {(fy -¥)) = AP/dx,n sen
L &y

Pt - dF
%

+
Separando varinbles o infeorando ahteng

mos

11

. Inp Jf‘ {x) dx

'y de c:at.'x, ighw’{d:xd

P(XY = e‘\(“\ donde h (x) “—‘-jf(x}ﬁx
Rato demuestra que P{x) es un Pactor in-
tegrante de (1). thora al multiplicar -~
(1) par eate fretor encentrames
o {y' 4fy) = ekr.
Puesto que h's f, podemos eacribir
f‘_‘ (y &y m ekr‘

Ahoru podemor inteprar ambos miembrog y

~ ety

obtener

Yy ™ -,;'{ekr dx 4+ ¢ .
Dividiendo ambos miembras entre ek g -
A]]fxnmbns 1 1a fhrmulla desenda
| y{x} = ekt J Srodx + c] .

h=|f (x) dx {4)

L

T

‘1*‘ -
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v reorasenta 1a solueidn generid de (1)
on 1a forma de une intepral,
Bicmpin Y.~ Resolver 14 ceuteidn -

diferencinl lineal

Aqui

e . 4 . RPN
T=e , e

- 1
I(’dxf-—x

y, empleando {1), obtensmos 1a solueidn

—y
H

h

i

coneral

y {x)=d" [Ié.’e“ rlxi-(:] :.;re’ff.*e,‘%

Biemplo 2.- Reselver o1 problema -
ean valor inicind

v' o+ ylgx = sen2x . via) = 1 .
wuf ¢ = tgx , resen Ox= 2 sonx cosx
A

jf’ ax =z Jtrrxdx;-. In scox .
e aguf vemos que sn (4%
nh-;.smx, EL';-, cosx, ek‘r = 2 son x

¥ Yy golueidn peneral de nusagtriy aouf——— : , S

eidn o=




; ,
t 15
- 4 Tl ey e '
: yi{x)= cnax[ 2 j senx AY + elx
i
i ! £ fcoRXx - 2 €coR % .
) De acuerdo con 1o candicidn iniciil, --
o ¥ = 1 cundn x = p, sa ticne B
12 ¢ -2 oser ¢ 3
o . ¥ 11 so0luridn de nuestrn nrablem: con va
N Tor tnieiil og
i . - ‘ . N
- : Yoz 3 cosy - 2 cas x,
e) feuicinnes Tineites da sarundo or ..
i don, -
L ny ecuncibn hnmapine L de sepundn oy
' den eon eoeficieaters constantes suede re-—
RN nreanrntrse de Ya sipuiente manera: .
¥'' o+ ay' & by = a0, {1)

dandr oy h  son constaintes, Recordemos

aite Vo selucidn de 1y ecourcidn ¥ineal hoo
: monbney de nrimer aorden con coeficienteas
N . - . iR
; constantes - ) e T
‘ ¥+ ky=o,
: ~s unty fupcidn exponencial, 1 siher
kx
. Y = ¢c .

%s nesihle suponer aue

: IR’ 5 . '
, ¥omoao. L LS
nucde sor unt solueidn de (1) si se egme—



cope L anropiadumente. Sustituvende
en {1} 1t solucidn (2) ¥ sus derivadas
“ Aw
3

y' .':.'.3.‘-‘3‘3t hd y'ios A '

abtrnemns

(lt+;tl+h) QL*'—n

De made gue {2) rs una solucidn An (1},
ai A o8 uny solucidn de Yn cenieifin -
eundrition

Reakohao, (%)
Bsta revacidn recihe ¢l oamhre do ecun~
etdn earnetoristicon o ccuneidn auxidm-

1itr de (1} sus rifees son

2= 1 {~n % \}{L- dah)

(.1~ \EE -4.1h),  (4).

ol

)-1‘:.

13}~

Anovindanng sn el rrzonmientn sepuido,

so doducee que 1as fanriones

L, ® (o 2
"

Y, = Y A=t {(s)

¥ o=
ann splucinnes de {1},

Eiemplo,~ Hullar Tasg Rnlee%milés—v -

e 10 psoureifin

46
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R Sa VR

= IO %

Cwiny s g YN E Yy -y =0

W

Ia ecuacidn caracter{sticn es

A
e L w2 20

'
Lias ralces son 1y =2, ¥y as{ aobtene-

e e e ” . - BN
- moa 1Tay soluciones
« &
= € ¥ y-k = & .

Y Lis soluciones de 1a ecuncién Ti-e-
neal®homopénen con coeficientrs constap

tes

“y!'t % ay' 4 by = o Lt S

{a,h reales) {6}
puédpn obtenerse mediante un procedi——

miento puramente algebraico, es decir,-

determinando Ias rafcen Ly, Xy de-

14 ecuncidn caracteristica.

1
Liat +h=o » (?)
y estag sotuciaones son de 1a forma
A -
y, = ® . Yy = o {8)

Si ka;:klextns solucinneg constituyen

un aistema furdamental pira taeda x, Bi

I T

A7

VU



]

Ly "",v;
ngtis rifces distintas son reales enton
erg lag soluriones (8) mon reales., Sin
embirgo, si A,y Ly son comnlejas canjn
pudas, dipamos
Lo=p + iq Ai=p~igy
{r,n, reales, g £o)
entances Tas soluciones (B} san compio-
jas,
) gl x
v, = olp + iha)
42 = Lp - ig)x
Yo = #
¥y tiene wnn sran importancin prictica -
el poder obtonar solueiones realns n par
tir de estas soluciones complejin, Fstn
puede hacerse anlicando Yuas férmalas de
Enler,
18 :
e = cosB 4+ 1 sen g
-1 B .
2 = ons® - 1 sane
tomande § z ax . De esty manery y, re--
sultn sor S
L B oL L 3 A AR
iads b inx nX
v = pr+1u3¥ o oPX Glax oo

{cosax + 1 sen qx)

sk ¥ I



e,

.

¥ aplicando 1a secunda férmula de Enler,

fom 0P | (pw iax = o
{cos qx - i sen gx}. . -

¥
De estas dos expresiones para ¥y, vy ¥y ¢

ohtenemos
1w+ y) = ePF cos ax.
.. 2
N AT A ES e"™ wen qx .

21
Vemos que las dos funciones de las sepun
dos miemﬁrea,snn rc&!gs y mon soluctioners
de 1o eenacién &ifnrenciﬁ¥ (6); por 1o =
tanto constituyen un sistemn fundamentnl
de soluciones de 1a ecuaciédn (A) en tode

el esje x, Tn solucién general correanon-

N X
RAN N Ee

diente es o

v{x)= e (A cosqx +B sen qx) {9)
donde A v B aon congtantes arbitrariig.
Ejemnleo 1.~ Hallar unn selucién pe-

neral de la ncuncifn

e : cay't eyl X 0¥ = 0

R i

A
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La ecuacidn earacterigtica
}&.. 2X+ 0o = o
tienc }ns ru{cps A= P otig =1 4 3i, ¥y
R pring s - N,
Asf nue p =1 4, a =3 y la respuesta es
= e® (A ens 3x 4 B sen 3x).
Bjemplo 2.~ Resolver el problemn -~

con valor inicial

yHI-24Y 20 y =0, ylo)=14 , y'(e)=1.
Un sistemn fundamental de soluciones es

e*cos 3x y e"sen ax
Ver ol ejemplo anteriasr. Lu solucién pe-
neral correspondiente es
yi{x)= e (A cos 3x + B sen 8x)

vy y{o)s & , Derivande, 4 ,

y'ix)= e%[ (4+3B)ecos 3x +(B—-3&}3éf& 3)(]
se obtiene y'{o)= A ¢ 3B. Con estas re—-
sultados y 'as condicioenes inicinles da-
das,

y(o) = A= 4,

y! (n):AfBE}"-‘-I .



EEETCAITIEN - e ke e A e

e e,

- Por 1o tante, A= 4, B= -1 y la resa-

Cquuta m Uy - " (4 cos 3x - men 3x).

Sobre lam soluciones de las scuncionns -

i
‘difercnciales lineales homopéneas con -

‘voeficientes constantes, de In forma

Y''4ny ¢ by 2o {10)
ghoera consideraremns »1 cago en o1 que Ia
ecuircidn cwf&cta?inticn

T4 alib=o (i)
tiene unn rafz deble o reprtida. Este ea

so me presenta o1 y ab6le si el dimerimi

nante de (11) es ipunl 4 cero.

In rafz es X = ~ afy y, en princinio, oh

tenemos solamente una solucién

oy = (A=-a)  (12)

& CE e M

2
Fn al ecasmo de una raiz doble de (11}, -

otra soltucidn de {18) es

¥, = xe (= - %3; (13}

Ins dos Qolpggpnea {(12) ¥ ﬁlg) constity-

23 5

yen un sistemi fundamental y la solucidn

P

">
~




praeral correspendiente rs, por tanto,-
y = (e, 4 c\x}ex'y' .
Riemnla 1.~ Resnlver
Y'' 4+ Byt v 16y =z o0
Toa newacidn caracteri{stica tiene la .
rifz doble } = - 4, Por lo tants, un -~

gistema fundimental de soluciohes os

-y 4%
e

¥ xe

y 11 satucidn grnerst corregpondiente -
ey
-4
Yy = (‘H“‘ C\X)ﬂ

Bijemplo 2.~ Resolver o) problema

i

con viler inicial

y'' 1 y' % 1y = o.

y(o)=3 y'(a)=1
lin:y salneién erncril de 11 penveidn di-
frrencitl as

yixdz (e % ch)euk
Nerivindo, ohtennmns

®
vi{x)z c,‘e“-\- 2{c, + c%x]‘e"

Con eoete rragultado v Tair enndicinnes

inicinles, 80 sipur qun,




Ay AE

b
e
y .
;

e e e B e Tee e )
s RN T BT o e i 2T et it e e am ;

A et L N e s LT - . PR

B e LT g N e LTI N
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e

crw Al

‘ o ylel=e,28 . y'{o)=e 4 2¢ =1

Par Jo tanto, ¢, =8, o= -5 y T reg-~
.‘pnesta es
’ y = (3 - s5x)e™ .
Hasta el moménto s6lo se lian cansi-
derawdo ccuncioneg Jineilrs homagéneas. -
Aiora discutiremos 148 eenaciones Yinea-

les aue son no homopéneas, Concantrarn--

mas nuestrp.atencién en las ecuacignes ~

e odecsdpinds orden

vt f(x)y' v g (x)y = rix),
sin embargo, los remiltados obtenidos —-
;8¢ pureden gendralizar para tas renacio—-

nes lineales de cualnguicer orden,

Una solucién peneral y(x) @8 Ta w7

ecuteciédn diferencial lineal no homopénen,
es Ya suma de unt aelucidn poeneral yn(x)

de 11 ecuacifn homopéne: correapondiente

¥ una solucibn particular arbitrarin ———-
J‘;@%{ st o . ) S
ypix)s

it
ol 84 ot
L ERRT G v




vide yn (v} & ypix).

De esht manera, pirt phtener una sn}ugién
meneral de 14 eewre iy Yineal ne homorf-—
net, neeesitiamos une solueidn particular
yp{x} A 1a vcnwniﬁn.; Chma nodemas pneon
triw rsy funeidn Yp? Una 4o Yos wftodos -
sr caonoer eon el nombire A mbteds de Ing
conficinnles indatrrminudog,
€1 mitndo es uraniado piri las ecuicinew
nes ecan eonficientes constantes

Y4 oy ox hyee(x) (14}
emandn r{s} es tal que su farmi permite -
tenrr uny ddey muy elari de una solucidn
particntar ya{xY de {14}: nor ejempin, »
pueds ser una potencit de x, un nolinamio,
uns funeidn erxnaneneisnl, un senn o coseno
n la samy do reag runciﬁﬁﬁa. ﬁ1 método ~-
consigte on gunone= e ypounin sxpresidn
sempiante 1 1y dte p{x), cue cantenpy eoe-
ficirntos dorconneidns, Yas an Tes 5o deo-
torainae sustituyendo yp oy sns derivadas

o

en VN

Cesvedp
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Ziemplo 1.~ Resolver 1a cecuncién ne -

homogénen

Yyt 4y =12 {15)

+
Se puede intentar yp =, o8 deeir, ung —-

‘constante. Entonces yp" = ©. Sustituyende,.

"

A F 12, Por o tuate, yp =K =3. Una sely
cién peneral de Ya peuacidn homopénoa co--

rrespondiente e

¥ = Acos 2x ¢ B osen 2x

Be.aqui que una solucién peneral de {15) - .

as

Y= X+ ¥p = A cos 2x + B sen 2x43,
Ejemplo 2.~ Resolver YA ecuxcién no homogs

nen
¥ 4 dy = Bx . (18}
Se puede probir con

Yy = ¥ Lx 4 M,

y”p.; 2k

Entonces

sustituyendo en {(16) se Vlega a

“r T
o 2k + 4 (kxitn ¢ M) 2 B
. i P . [ e
LI - R . ¢ ' '7;
T :%,( ;{},’_k 'x",*;. <

L

»

o Sgman
s;"‘?"w ‘

3
b

",




A i d

Irmitando las coeficientea de x"‘,x y x9, -
de unhos miembrns, se obtiecne 4k= 8 | —aue
4 L=0, A+ 1 H=20 . Y asf se ohticne -~
K= 2, L2o, M = 1. De agnl awe ypeox -1y
11 soloueibn peneral de {16} es
Y= A cos 2x & B sen 2x+1tl-l
Kiemplo 3.~ Resolver 31 ecuicidn no -~
hamopdnea
v' o v'=2yz 10 cos x {(17)
$i se supone que <
vp= hoos x + M =men x
Tntoneos,
¥'p = - ksen x + M cos x
y'p = - cas x - M sen x
Sustituyendo estas oxpresiones en {17}, -
se ohtirne
{-3% - M) con x & (% - IMsen x = 10 cos x
Impalanda Tos cooficirntes de cos x ¥y ~--
sen %, en unbhns miecahros, se tiene
- %= M =10 X- 3T M=0

BTV
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De aqui que K=z -3, M= -1
;«: ‘o B W

Yy ypa —3 COR X

Bl R A et (et

"

- senx. Hna anlucién general de 1a pruxvxﬁn

homogénea correspandiente en

N “x e
Yy= €oe ko e

y finalmente,

-% 1R ,
YeYR+yp=cy € fo e -3 cos x -~ 8O X

.
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[T Y MODELO DY CHFCT M ENTO

ECONOMICO

Fn Yas das capftulna anteriores he-
mog nxplic-uin Yar tearfas de Yis fnue nos
vildramos thort pary construir un modelg
e ereciminanto ecconfimico. Antrs 3o haeer
o, sin ombirgo, ex ascesirio hacer algy
ni indieeioners, B onrimer téiraine, ha-
cemag uat e ene T teor{y eceonfmicy aqui

ntilizad s nox seevird miz hien metodolé-

picamente, Wy docir, al construir el mos-

doln nn oretenderemns extraoer eonclusio-
nes relativee Yy Lesrfa ncondmicy on -
sf mismy, fos ecancentns conndmicns nng -
serviTin gdla aary nYantenr Tis ecuicine
neg hisiess del modelo y, v nardir de «e
thi, abtoner Uy travectaric del produntn
np el Licman, Bn apgntn 3 lia sewicinnes
Aiforeuciales, ubilizwmes eccvoeianes 1ie

nettes de prineys vy osecrumde Srdenes, los

mitadas de rogalucidn exnlicidos en o) o
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‘capitulo dos sonaiqﬁ que émp]naremns P
ri resn?vn;- el mm!oh;.‘.

Niogtro punto de partids es oV cnne
ceprto Ao cantlibrio del congumidor, En -
21 capftnlo uno explicxmng que nara que
el consumidor esté en sgnilibrio es neeg
gario que egenjrn wguelia eambinweidn de
producine en 1a que 14 pendiente do una
eurve de indiferencia sev ipnal L ¥a pen
disnte de su linen de precios. Fs deeir,

» =

en puntn en rl gue In linea de pro--—

ciog es tanpente 1 unr curva de indifema,

runc@% #n el mipa de indiferencin, o1 --
consumidor estl on enuilibrio ohteniendo
14 mAxima ntilidad, - . .
Imirinese shora nue on Yupar de un
consumidor individual tenermns a4 unt s0--
ciedid en au conjunto. Tedw soriedad dig
ponn Ap recursas limitados y ho de buge-

car, le.mejor wmanera de apreveeharlips, Cg
e R A R Lo X wih .

it gw
a
s
\ .
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. . R
wen T
N
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mo el esnanmidar individual, la sociedad
dispone do un nimera infinite de Oternn
tivag rvearesent udis on so map de indifp
roneilg v, o 1y mismi manera que el con
gamidor vecional buse ol ennilibrio paw
r1i obtener 1a miximy utilidd personil, -
14 =ociedad buscari aquella combinacién
an 11 gus se lagre aleanzer 1 miximi -
utitidwd soecil, es decir, o1 mayor hin-
negtar pennsral,

al 11, vorsidn: crecimisnto 2xnonen
eil 1 8 afing,~ Inicinmos In songtric-c.-
eibn del modelo eon dos funciones lineoa-

les, Fsias son:

puS= ay(+t) 4bwey' () {acosh,e>0} {1}
PIps wy(t) + P40y (1) T (pe0yux0) (B
Ta eeniei dn (1) renresanty 1 razén mar—
rini) de susiitucidn (RMS) y 1a ceuacidn
(2j—rcprnsent5 Ty pendiente de Ya Viney

de nrocing {PIP). Ambis snn funciones —-

o
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5 Wt e §
. o

T e s skt ¢ By - §

we<representa

oL . . S R
a LW 5 !
: ,r; ‘&L vuvx, . -
b
¢ ¥

de? tiempo q&?a ogpr$816n y(t) (dormvwdna

gare ¥

del producto con rnspectn 11 tlompn)

y

repregenty nl elements dinimico en

‘wmb g

- sk

.
faneiones. Por tanfo, en eate mndelo y

el producto ¥y 1 el tiempo,-

Tas Tetras a,bye, w, pow ¥ san parime
%
u

trog del madelo, i ecuacidn (3} se in--

torpreta ecome o1 camporiaimiento de

la ry

26n mirpinal de susbitucidn n fravée dnl

.&igmpo.,Ia migma interpretacidn tiene ta

ecuncitn (2}, sélo qne en Tumar de ¥ 13
zén marginal de sustitneidn ea la pere——

dirnte de 1n 1f{nea de sreeios la varii-—

-

ble estudindi., Sepfin 1o teorin acnnémica

en equilibrio la razén marmindl de susti

B 3 e N - te N
tueidn y la pendiente de 12 1fnen do pre

P N

cans ann 1pn¢10w. Fato g3

ra

mifict que pa-

. tursos menctarios dptimimente,alcanzands

g

]

8! miximo bieneatar general,
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rin aun 1as funciones {1} v () ‘sean
ipualiadas, Dr exty minery, ol sistem -
se encontrirt en desequilibrio v tnarda-
rd t1min tiempo volver 1 1 estahilidad
v eagnilibrin del sistemsy, Por fainto el
meeaniamn Aol sistemy Adoponde de si las
fanciones RMS vy PLP  son ipuales o0 -
Ao, Rn Gsta primoers versian del modelo
yoremae nque ol nquilibhria se sleanza on
f afins.
Ipuatands (1) v (2)  tenemns:
ay{thibrey (D= wy{th P + Yyt {t),

Despeiinda ¥ () 5o tiene:

y’('}'}:cﬂ - 1L y(f\ .\.£..h
e-Y

£-Y
que ex ipunl a ' Lo
£ =0 y(the b - B
¢ -Y ¢ -

n la ann 1o mi &mo

y' {thaza E:;(Wul

L [l

o set Tinylmento

.V‘(‘*):_;f«‘
[

54
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- en donde

Job=P

ol - &
Hapimns dhorn
¥
A= s=-n
c -Y

y sustituyendo on {3 sn 4ione:

Y’(t):.),,[ yit) - §]

0 B0

y -1yt o -2y {4)

Tt renanidn {4) rs uny ecoreidn di-

“ferencinl Tineal de primer arden cuyn mé

todo de resolucién se explicd en el eunf
tulo witerior, Por tanto 1o solucidn de
(1) ea

y(ﬂ=exsijén(*L§Mbm,)

gue es ipual a

At . Lt
e (y e +¢,)
o sel
- 1t g
y(id= ¥ v+ ¢, ¢ {s)



st s 1iad

e,

Li eemcidn {B) representa Ya trm-Q
yqntnrii Anl aroducte y{t}) en el tiem-
no. Aqui, ¥ representa ol equilibrio, -
ps doecir, Ty situseidn en 14U nun 11 86w
ciedad asipgnn dptimuments 8us racursns -
moneptiring, Para oliminye e,y particu
tarizar 11 solucién fonemos que astibie-
enr 1ig candigionrs iniciiins del probie

mi. Hedimos

rntnnces

d
E)
1

<.

-4

nor tainto

€y = By
Turno

- - 2on
y(tle ¥ 4 {y,-%) & (8)
Fata og pusstre ecucidn dafinitiva

niry b oarimert versiar del modelo, conn
yi ke rxnlied ¥ representa pl equilibrio.

Il exornsidn

64
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T e >
f ; , » {y-;-y) (7}
X wrf* e ‘;‘_, g [ u‘.._ ‘{,}«; .‘,
o8 o1 rlemento 1n0qtzh}o da? sistema. Pa

ra X2 0 Is expresién {7) liende a cors

y 1& ecuncién {B8) tenderi a1l equitibrie

§. Pars A2 0 el gistamwa no eatd en -

5

equilibrio. Bl comportamisnin del produg
to y en el tiempo se muestra on 3a fipue
ra la,

Yamns ahora A agignar valares aumb-

ricos n Ins parfimetros del modele. Sean
8 = —~ 0,08
O b= 0,002
e . Yy
B L e

S o R CR L - RN :
-  fipurg Ya, Tt
a . T
. e > ' . R
Yy
A . ‘r' s . - -
* 4 & - " . . . N
¥ 4 wo. . 3 R 3
-, £ P - o ct :
R o et yile, P WY g was LT Tl D

-
=ty
E
Thel
-~ ot .
SR
i
e
i

tewy AT



=x T R
1] #
1 hos-7
D
- -
b J o
>
oY

)
=
=
-

¥, = 0,05
Las eeunciones (1} y {2} qusdain nhora
asd

W= - 0,06 y + 0,002 4 6,01 !

PLP = 0,08 ¥ « 0,003 4 0,14 y' .
Caleulands R tenemos:

- 0,10 = -}
[N SR
A= g
Cilenlamos shory ¥ ot

-

Y =

LJ

nns - n,04385
18

2

Par tanto, la ecutcidén (6) gmeda como si

s
A
v{t)= 0,0885 4+ 6,012 o (8)
tn el cundro 1 tibulaimas ateunos
valores pert ezt vorsién del modelo, Co

me 80 ve log valores numéricos asipnados
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o TRy 103 pwr&mntros dal modOio, condunnn w -
‘ e F
un vu}ar de eauilibrio {0, G?HE) que uélo
, 'se'n}canzu transcurridos 6 allos o pardir

det' valor inicial y{n}= 0,05. Fsto sipni-

¥

IS

ey ‘fica que si la economia crece al 5% epn el - ¢ <L oo

afio cero, tardaria 6 affos alecanzar Is ta

L O : : . 4 . "‘"'y({)‘ - . S . c e
. {ailos]) [faisa de crecimienta)

BRI N - [

2

0,0500

[

0499

0,0401 B

2
SRE 3 0,039 _ N
| 4 0,0887
5

0,0386 . .

T 0,085 T 1 e e Py

Cuadroi"a®

se del 3,854 de efuilibris, en la que la ...
sociedad agipgna de Ja mejor manera sus re

cursss monetarios, .

el .",:;-;,4\,,}‘;\';.‘ T T IS . . S
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h) 2a, versidn: crecimienie exponén-
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d?l madelo resultan de la resolucidn de -
Cumy sevacidn diferencisl de sepundn orden,
La soluecidn de rsta eccuacibn pregenta fee

tres cnsos, sopin ol tipo de iz rifces -

de 1a ecnicidn earveterfasticn de 1a ocun-

eidn diferencialy rafeers reiles y distin-

tas, rafz dohle v rafces comniejas-conju-

- gadag, Cada uno de eatos casos conduce o
unn versidn del modelo v, por tinte, a4 ~~

una trayectarin del produoctn en el £ioMmew.

na. i esta seceifn trataremos con o3 o
so de rafces reales v distintas. Sean
P » i HME= 0 4 I,y 4 m ¥v' & ny" {1}
E L PIP= Jy & Kay + g y' 4 ny" . .(%), -
: 1a funecién razdn marein:? de snstitocidn i
;y o ' y V1 funeidn pendionte-linea de precios,-
Resnoetivemente, Anif:
: ios oo
k, « 0
:;;ﬁ e G . L ; . - e

K> 0




[ TR N »

J DR e SR TR
v “ PR TN o,

L e e ST it

e A N

voa Ig\lﬂlaﬂdﬁ (1) y (2} tenomgg* ) ) . O e
7.'{{':’}";'&;« - O S : - :1 . B . .

3, ¥R, y+m y i, y"— 1l+k\y+m1y +n, y"

Reagrupando términns se ticne:

(b, =ndy o - Dyt ek, <% Vy= =(F, =3 (8)

o sown s CHaedeode ahora,

7 . Nex T, = nl

' Lifw . ‘ M= M, Romy (1)
k= R, = Ky

= § - i

SR  v 'y ?“Stftng?“ﬁ?,?ﬁ<(3) sp tiene e e

L b ny" & my' % kys -j (s)

Pividiendo {8) por n obtenrmos:

y* &« m/ny' 4 k/ny= - j/n (8)
donde ' ,
E i . i MO e Ty o . N "s*“rdf!{“
L La ecutcién {8) ez una ccuacidn difsrencial i
IS de semmda erden que consti de dos soluciow
nes. A continvacibn abilencmos 14 solucidn —- T
. partieular, a la que 1lamaremos yp. Seu :
, A : .o . ,
. P o N .f . . . 3
; e e o P o b = k% . . . . ‘(7) e
! donde My es una constwbe ocuye walor iy e
, :
:"' w - S G
- . ‘:“: M
™ ™ ¥ * -, !.," ® o | - B F . . -
£ e
- %!»mwﬂ“«w PRI SN o ; T 7 "
Wt e e e ST TN PR 3’”""’;\'6 by LT e R " ’b\m»-’ .
B B s ! . B
. . - ! -




determinar, Para ollo obtenemos Ja primo-
riy sepundyt derividas de yp, St e
Knni

y'p= 0 (%)

y'pz O (9)
Sustitoyento (73, {(8) ¥y {9 pn (6) done--
moatl

%/n k= -3/n

n sea,

K= - /K

Prro vy une ki zyp s5e Liene qe

¥z —:l,/k {(10)

T ecuncidn {(10) es Y1 solueidn partiecu--
T do {6).

Comn vt se indied 1a selucidn pronce—
ral de {R) presenta dres cases, Fn oestn -
seccidn traitimne o) eawp de rifess reaing
y distintas, Seq

%
Ke m/nd + K/n= 0 {(11)

11 neuacidn carieterfstisy da (8), Para

e

o

1

N SR S

~




(m/n)' » 4 %/n
ias rafces de (11} mon:
A= 1/2 [=n/n v {(n/n) = ak/n ] (12)
v dam 1/2 i-m}n - {?;7;?7:“;;?; ](13)

Par tanto, 11 selucidn eencral de (B) que~

At caomo sifun:

ylt)= ¢, My ey ot {14)
Suminda hor [0} vy (14} tonemos:
1 A
vz e o 4 oy o8 —j/k (1%)

v reuneidn {15) es T4 selneidn compleoty -
de (8) y representy nuestri seutcifén hisi-
er piry el casn de yafers roileg v digtin-
tas, Tenemas ahart aque oarticotarizir s
constantes o, v €y
Derivande {18} sr abtienc:

vi{t)z o, 1, e}”'t 1 ey M e}"‘i
Lis condicionnes inteirles del prohlem, —;—
sLon:

y{0)= v



L

Por tanto,

Yoz €, + ¢y = i/k
(16)
Vo= Coh ey
Reafirumande términns en Yas ecuiciones -
{16) tenemnsa;
R S VAR S V4
(17)
Qi

Atk Ly e = ¥
1.as rcutcianes (17) formin un m_',stnm!, e
ommcit;aws linrulrs simnttdneis en dos -
inchpnitas  «, ¥ £y « Ja solueiéin
es In sinnil,mxte:

o = y4i/% - _(.-.‘Sfj’ik) Loo- 3 (18)

%= A
ey ':»i.}'é"i/k‘?l:_‘:zl‘ (18}
'\-\" ‘L}_

Por tantn, la sepunda versidn dt;] modelo
queda asi:

y(t)= ¢, MYy Y J“t -i/k {2n)
donde }, 4 Y » € ¥V -0y estin dadas

nor lIam ecurciones (12), (13), (&) y ==

{19) respoctivamente,

[
N I

R



3
v
¥
.

isipnamos

allora valores auméricos a -
del madelo, Seun
A, 002

05

n,nr’

n,n2

0, N

n,ng

0,04

0,0

LS

4
0,09

(1) {2) quedan sf:

RS 0 09020 06y 4 0,0 e O, 02y"

o 1nos oarimetras
$ .

: 1, =
; e, =
\ .
¢ ", -

n, =
i Ju =
'f R'ﬁ -
my -
; ny F
! Yo T
El
"‘ 5:'; -
‘;‘
: Lis rouiecionng
: PR 0,000
: Cileutyndn ni

e e ot

+ ()’G‘IBY + (\’!)4};' By {\’(\3\3"

vitar de ngnilihrina tenemos:

~1/k= 0,085

Can onta nademos e dentar dort A v Ry ot

L= 5,41
bz ™ 1,41

™



:

et e e v

e p ey

Bindemnt~ cilenlt mns e, v

by ]
.
-

6= ~ (1,M5
oy nonng
Par foadn, T4 newveidn {(2NY nod o
vvY o oon s ;‘“\t L, RR ,;“q“{ 4, nenn
Bn el varsidn el mndela o1 coanar—
{1m§nn'h el arpdaetn v e 21 tisaan ar e
1 miem: Parmr ren ol dde Yo peareifdn onfno.
rior mogtridn, an Yo Fiorry ¥ Ao V. mepa
dgha ntarinor, Sin cmhoprn, debida  tar va
Tares pumérines diudas + Ipg aarimebror -
de lie ampeinnee hiecieove dnal aodelns nn g
Ly omeapnty wereidn, o1 stteones el volar -
Arl pryilibvin {"'H'\fz’»\ o osn Taert en e

afin aerfado do fqeman, Yeta sp osuestre on

el evilen Th, Comn gn ve aartinndo o any

t x*(i'\
aflog (‘? e de pyreinianta)
fal f)’r\/g",g‘;
] 10 An
o L00RA AR

v 1h
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gitvweids dn deseoruilibrio en o) gerfodo -
t =0, v uny basy de erecininrig el S‘,"'y, -
1 Yos dar fine v oes imansihle 10 omgar Ty
tigy o crecimionte Ao aanilibrein dp oo
3, 154,

e) da. varsidn: Oreecimientn pypannneo
cinl 0 T afioe,~ My 1 ceprih. nberinr wao
snlvimos Vi nenridn

vt e m/n oyt ox % vz - /0 (1)
niry ol eaen dp rifere reding v digtint e,
Estr saluc dn nas 1levé v 12 seqund: ver-o
sidn ApY aadata, Par- abhteney 11 terecer: -
vorsifn resglvernamas 1 acnieibdn (1) BTt
al caco de rafy dahle, B 1 sreeidn inteo
rior se menciond que 11 solueidn nirticn—-
Yar dn (1Y nga

vos - i/k (o)
Y eolucidn moneral ¢ (WY napa (m/nY=4k/n
o%

1
yid= (eva oy t);: ()

k

7

[+



~dando,
A=z - mfln
S Sam ywilo (2) y {i}} ohtoenampns 11 anlucidn de
(1}
at
Y(t)z {e, +oy t}2 . (-—!;’k) (41
Pire ahtenor o,y gy determinmos g eon-
dicionng iniciales del problemi. FSt1s we
son:
v(n= yo
Y'(ﬂ)z Yy
Derivindn {4) tennmos:
v t)e A (e v ep 025 4o 2T
Mas curdi, nor tanto, el sipsiente sistean
de cruiciancs
- §/k

Yo

'
¥o= ke & 0y
1t =olueidn de ershe sistermy rst

v, + /K
v~ Ay & j/0

e

#

)

REY

1]

aun moa las valores ¢, ¥ ty deo 11 few



e

¢

curcibn {4}, \signndo vilaves numéricos
& los pirimetros del modelo tonemost

iy= 0,002

=
-
H

= =0,05

3
H

0,04

=
§

= 0,02
==0,009
k= 0,08
i, = n,m

n oz 0,01

~Agui,

- i/kx = 0,035

i

¥ = 0,04

Al

§i = 0,05

Lz 1,5
C\ = O,U}
ey = 0,06

Par tanitn, l:s ecmaciones (1) y (2% cue~

1

77



dan asf:
RMSZ 0,002-0,05y40, 04y * 40,0250
PIP:»Q;QOB+0,0Bv+Q,0\y'+ﬂ,ﬁiy“
y 1 oeenteidn (4) nneda de este ando:
v(£)2 (0,0t 4 0,060 1Y 4 g aams
que o8 11 travectoris del aroductn nira
los pivimertras dados,
E1 enadra lc nos muestry ¢éma, pn
estr versidan del madela, ol rewilibrio

ge ohiirne en un weriodo de 7 afios,

T
p(afion ) (tase de crocimiento)

0 09,0500

1 0,0541

2 0,0450

3 0,0406

4 05,0397

5 0,007

6 0,048

7 | 0,085

Cundre le
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4Y 45, varsidn: Orocimisnte efelica -
a 1 affes, =~ Ohtenemas tharto 11 $V4imy vere-
cifn dr auestra madele, igei,
{n/n) < 4i'n
Paor baintns,
A= 7f2qi~mfn b d(mﬁn‘ ~4k/n i]
Hagamnse ahinrs,

,)

3

- m/2n

V7 \5 (m,’n?“ - Al

Part obtener Y 4.0 versidn dr nueshre mn-

v

4q

4

daln de eracimiontg reandnicn:
Pt
v hze' {eyrasat ¥ ooy sen atd-dfk (N
Pary nbtennr op v ooy derivaany (1Y
SEER \?t( ot : at
A S -0y ] |enn v g enx gt
a0 n ens ot & oopp sen nth
Hpw vor mis Ing ocardiecianes inieiilos And
profﬁmntt =on;
f'{ﬂ)'; Yy
Y,
v iy

. de donde,



N8y

Temhihn e dinns min:
Moow Prdor e
na dopir,
I , i
oy = Vil -y, prin/e)
Ve i ] 7 ) .
‘ajcerondg wolpnree nypasricne 0 Tne grpfiana
Pran ol sqasdleln toneompes
M 23 Lud (\.f\q?,wr\:f\f,\. " ",0’1\}" + /\}nn‘.yn
Py P .J),')fi'}§.ﬂ.f\${‘\f¢f\,ﬂ1\r’Q.G;{}!v" : o BRI

Badenng e tenl e Yhorey ot vler de ponie-

Yihvin
~§. g 0,045
\reienindo walnens o v, V¥ o, Foeomam e
=
1}; f\'ﬂ
A - Y
B
G o tentandg Shiove PO e v P

4,00



rP=-1,5

3,9

=
i

e, = 0M
G- 0,04
Por tanta, ta ecurcidn (1) aueda de la -
sipuicrnte manern:
vit)= :m‘ L 0,01 cns(ﬁ,ﬂ)t+0,ﬂﬂsnn(3,9)11
+ 0,0185

Bl eomportamienta del prodncto en -

el tiempo de esta versidn del modelo so

muestrn en In fipura 1d.
y®

L(\v‘\\‘\\’\.‘ o

tigura 1d

A1



21 entdra 14 muestra ebmo se leinza p?

renitibrio rn onl curso e 4 Wfios Y Dare-

1ir fde

1=

fy

4

( v'ivﬂs\

vt}
{(t151 dn erocimieato)

N

N NARy
(}'n",n'?
N,04045
0,09482

n 0ans

Covirn 14,



Nl R PARSL T e "
RPN O e

B A e U

SRS

_IY" CONCTUSIONES

El abjeto de este trabajo ﬁn éido -
canstruir un modelo do cracimicntn econd
mico. Pari allo nos hemos sevido de dos
ingtrumentosn: 11 tearfr econdmica y algn
nos mhtodes de resolucién de ecunciones
diferancinies, A\l construir nuesiro mode
1o tomamos como mairco de referencit el =
antlisia mie laos ecanomistas hicon dnl -
eauilibrio del consumidor. En el cap{in-
o uno vimos cdmo diche eauilibrio era -
ronsecuencia 4r ipuilar 1 razda margie-
n1l de sustitucidn de un hisn par otroe -
eon 1 nendients Ae In Yinea de procios
en euestidn, En este punte, drefamos, e}
coasumidor asipenn de Yo mejor maner: sus
rocursos mancharing obleniconds 1n wtili-
dad mixim,

Fgta 1der del eauvilihrio del consu-
midor la ex¥endimos luepo a Ya sociedad

en su conjnnto. Hnt saciedad con recur-—



ans monetarios cscasos hithrd que hicor lo

“migmn que oY cansunidor individoal para -
snear el mejor provecho dn dichos reguor—w
£N8 OHCLR0S,

Y sipuiente paso fud Vipvir a1 caibe
Ta-"matemubizicidon' Jdr oestag Lite e, Pur
4110 eri necesirio dar uay exaresidn antn
mitica @ Vo= das coneeptons que jupidiom el
privneinil pipel oo te teorda, Asf, Ty 1.
zén mirginal de sushitucidn (RMS) y 14 -
pendiente de 14 V{nea de nrecios (PIPY vi
nieron v sey las ecureianes bisicas del -
madelo. 4 purtiyr d0 o1Tas an econstruvé ta
artructurt hisiecr Aprt marelo Ia curl, Tue
o de virias mynimntaciones alpebhricas, -
nesg conduie & wna ccwrcidn difernneial ep
vy soalueidn vinoe 1 osor by drovrptaria del
araducto o+ través del tienna.

ﬁqdr(imdsyﬁlﬂhfnuriﬁY sralilems de si

wn mndela-de ezt naturalezy puede sernes

GHIT anreldcitn 4 Ty tear{y ceandnicn, -
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__Podr{ames cnegtionar, por ejemplo, si 2 -
partir de nxta modelo se pueden sinar eon
clusiones qur sudierin sxtender o modifi-
carsel 16ilisis del equilibrio del consn-
midor. M1s atin, se sodr{y areunenbr on -
cl sentida de st anrte modelo sudinra sep-

“nox Gti1 para 1levar a cabo una "dinimizﬁ
cidn” de 14 teorfu del equilibrio del con
sumidar.

Came se 508116 en ol cap{tnle anteo--
rior do erste trahajoe, 10 toor{n econdmica
agu{ utilizada 5610 nos h servido como -
un mreo de referencia =obre el cuil cong
truir o) madelo, Hemos tenido aue subardi
nar los concentns econdmicos al método my
temdtico. Por eso nuestras frnciencs RMS
y PIF nn gon wis que meraiz abalricelones
de Yo aue serfy el comportamienta de 1 ~
velseidd de eambio de T4 nbididud vy lor

procios a través del tiemno.

%
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