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Figura 1.1 La figura superior muestra una geometria capilar de radio r =a y longitud axial z.
El fluido se deforma continua e irreversiblemente por medio de un gradiente de presion
transitorio. Esta fuerza superficial induce un flujo volumétrico.

Figura 1.2. Proceso de formacion de las micelas tipo gusano. Se observa que las moléculas
de tensoactivo no forman micelas hasta alcanzar una concentracion critica, una vez alcanzada
esta se adiciona un electrolito para generar las micelas tipo gusano.

Figura 1.3. Representacion esquematica del estado de la solucién al aumentar la fraccion de
volumen de tensoactivo.
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Figura 2.1. Capilar de radio r = a y longitud z = L. Se supone que el fluido es incompresible,
isotérmico y newtoniano.

Figura 2.2. Representacion del modelo de Maxwell en el cual podemos apreciar la union de
una parte viscosa y otra elastica en paralelo.

Figura 2.3. Representacion del modelo de Kelvin-Voigh, en el cual vemos una contribucion
elastica y una viscosa en serie.

Figura 2.4. Representacion del modelo del bimodal de Maxwell, los cuales son dos polimeros
en serie.

Figura 2.6. Illustra los dos polimeros representados por elementos de Maxwell en una
configuracién en paralelo.

Figura 2.7: llustra un esquema representativo de la funcion de transferencia en el sistema de
estudio. La variable de entrada es un gradiente de presion y la variable de salida es el flujo
volumétrico.
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Figura 3.1. Capilar de radio r = a y longitud axial z = L. Un gradiente de presion pulsatil de
forma continua e irreversiblemente el fluido.
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Figura 4.1. llustra el espacio material que forma los valores numéricos deducidos en esta
investigacion a nivel de licenciatura.

Figura 4.2. llustra la norma de la funcién de transferencia compleja en funcion de la
frecuencia para diferentes valores del nimero de elastico. Los valores obtenidos
corresponden a la maxima disipacion, efectos del solvente minimos y asimetria en las fases
viscoelasticas.



Figura 4.3. llustra la funcion de transferencia compleja en funcién de la frecuencia. Los
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Figura 4.4. llustra la Norma de la FTC del flujo volumétrico para diferentes modelos
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Figura 4.8. Efecto de la concentracion en la FTC de gradiente de presion transitorio-esfuerzo
para dos diferentes tipos de tensoactivos CETAT 3% y EHAC 4 %.

Figura 4.9. Efecto de la concentracion en la FTC de gradiente de presion transitorio-esfuerzo
a menor escala para mejor visualizacién del CETAT 3%.

Figura 4.10. llustra el efecto de la concentracion en la norma de la funcién de transferencia
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RESUMEN DE NOMENCLATURA

Variable Unidades Nombre
p N/m? Presion
% Pa/m Derivada de la presién con respecto al espacio
%4 m/s Velocidad
v 1/m Divergencia
44 1/s Tensor gradiente de velocidad
Vv m/s Vector velocidad
masa
p —_— Densidad del sistema
volumen
% 1/s Derivada substancial de la densidad
:—r 1/m Derivada parcial con respecto a la coordenada r
aaﬁ m/s Derivada de la velocidad en teta con respecto al angulo
6
% 1/s Derivada de la velocidad en zeta con respecto a zeta
v m/s2 Derivada de la velocidad en zeta con respecto al
at tiempo
T Pa Tensor de esfuerzos total
| Pa Tensor unidad
U Pa-s Viscosidad del sistema
o Pa Tensor esfuerzos viscoelasticos
cambio _ ]
D - Tensor rapidez de deformacion
tiempo
f N Fuerzas de bulto
g m/s? Vector aceleracion de la gravedad
C; Adimensional Constante 1
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Q m3/s Flujo volumetrico
Vinax m/s velocidad maxima
e, Adimensional | Vector unitario en la direccion normal de la superficie
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O, (D¢) Pa-s Operador viscosidad
O, (iw) Pa-s Operador viscosidad en el espacio de Fourier
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Oy Pa-s Fluidez compleja
Jo(2) Adimensional | Funcidn de Bessel de primera especie de orden cero
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oy, (w) Pa Componenete rz del tensor de esfuerzos
o,(w, B) Pa Esfuerzo inercial
o Pa Esfuerzo total
A 1/s Tiempo de retardo de Jeffreys
0,‘13 Pa-s Operador viscosidad de Burgers
y M Rapidez de deformacion
a 1/Hz Inverso de la longitud de onda
De Adimensional Numero de Deborah
G N/m? Elasticidad de corte
OgI 1/Pas Operador fluidez de Maxwell
Ao S Tiempo de relajaciéon de Maxwell
t. S Tiempo caracteristico
Mo Pa-s Viscosidad total
Xn Pa-s Viscosidad de bulto
I, 52 Simetria/ asimetria en la fase viscoelastica
B s? Interaccion polimero-polimero
E Adimensional Ndmero elastico
We Adimensional Numero de Weissenberg
Re Adimensional NUmero de Reynolds
Wo Adimensional Numero de Womersley




RESUMEN

En esta tesis se analizé el flujo de una mezcla de polimeros en un capilar de radio r =
a. y longitud z = L. El fluido es deformado continua e irreversiblemente por medio de un
gradiente de presion transitorio. Esta fuerza superficial induce un flujo volumétrico el cual,
cual se puede interpretar en términos de un sistema lineal, como una variable de salida y una
variable de entrada. La herramienta que se utiliza para obtener informacion del dispositivo
es la transformada integral de Fourier, y la funcion de transferencia compleja.

Para caracterizar el fluido se utilizO un modelo mecénico que consiste en dos
elementos de Maxwell en serie. Este modelo es conocido en la literatura como ecuacion de
Burgers la cual representa las interacciones: Solvente-polimero y polimero-polimero. Se
obtuvieron dos funciones de transferencia compleja relacionadas al flujo volumétrico y al
esfuerzo en la pared.

Las dos funciones dependen de un parametro beta (inverso de una longitud
caracteristica) que depende de la inercia-elasticidad de bulto, mecanismos viscoelasticos,
interacciones polimero-solvente, polimero-polimero. Este es un modelo méas robusto que
contiene varias ecuaciones constitutivas descritas en la literatura.

El conjunto de numeros adimensionales forma un espacio tridimensional 3D descrito
por la viscosidad, viscoelasticidad y del solvente. Finalmente, se estudiaron los efectos de la
viscoelasticidad, solvente, asimetria en las fases y la concentracion de tensoactivos catiénicos
EHAC Y CETAT.

Palabras claves:
Integral de Fourier, Espacio material 3D, modelo de Burgers, Tensoactivo catidnico
(CTAT, Tensoactivo cationico EHAC, Reologia y Fendmenos de Transporte
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1.1 Preliminares

1.1.1 Modelo Logistico

El estudio de los fluidos complejos es un topico a nivel mundial que es punto de
partida de varios grupos nacionales e internacionales (Chen et al. 2023; Ger6énimo et al.
2022; De la Guerra y Corvera-Poiré 2022; Bravo-Gutiérrez et al. 2011; Hernandez-
Machado y Corvera-Poiré 2008). La mayoria de estos, utilizan los fendmenos de transporte
y reologia de fluidos complejos como punto de partida. EI punto medula de estos fluidos es
la estructura la cual, es proporcional a la resistencia del fluido y esta, puede ser de tipo
disipativo asociado a la viscosidad o disipativo-elastico definido como viscoelastico
(Herrera-Valencia et al. 2022; Leal 2007; Bird et al. 1987, 2002; Macosko 1994).

Muchas aproximaciones matematicas se han utilizado para caracterizar el flujo y la
reologia de estos sistemas. Las primeras aproximaciones se basan en el fluido mas simple
desde un punto de vista reoldgico como es el agua. El agua dependiendo con la rapidez que
sea deformado, se comporta como fluido o como sélido. Las siguientes aproximaciones se
centran en considerar la naturaleza viscosa o viscoeléstica del material, a través de modelo
basados en ecuaciones diferenciales logisticas las cuales, son punto de partida para modelos
mas realistas (Herrera-Valencia et al. 2022; Leal 2007; Bird et al. 1987, 2002; Macosko
1994). Es claro que, estos modelos tienen la estructura matematica siguiente:

2

ap_ G(P _P_j 1)
dt P,
Este modelo se transforma, en el modelo de Maxwell, que describe la viscoelasticidad de los
materiales, y es punto de partida en la transferencia de momento interfacial a través del
tiempo viscoelastico de relajacion. EI modelo mas simple viscoelastico tiene la forma
(Macosko 1994; Leal 2007; Herrera-Valencia et al. 2022)

G +A, §c=2noD )

1.1.2 Ecuacion de Hagen y Poiseuille

La ecuacion de Hagen y Poiseuille (HP) es una de las expresiones clasicas para
describir el flujo en estado estacionario de un fluido newtoniano o newtoniano (Leal 2007;
Herrera-Valencia et al. 2022). Esta, describe la relacion entre una variable de entrada
(Gradiente de presion) y una variable de salida (Flujo volumétrico). La ecuacion de HP en su
forma mas simple puede escribirse como (Herrera-Valencia et al. 2022):

Q= Pap % (_VZP) (3)

La Ec. (3) es la famosa ecuacion de HP en donde, Q es el flujo volumétrico (m®/s), pap es la
fluidez aparente, a es el radio del tubo, V es el operador Nabla (1/m), p es un escalar
relacionado con la presion (N/m?). La Ec. (3) se puede rescribir de la siguiente manera

(Herrera-Valencia et al. 2022).
:

Yap = PopOu 4)

La Ec. (4) es el equivalente de la ecuacion de Newton. La variable del lado izquierdo
representa la rapidez de deformacion equivalente definida como (Bird et al. 1977; Bird et
et al. 2002).



Yo =3 (5)

La fluidez aparente es la del experimento el flujo y no es la reométrica por lo que, es una
aproximacion a la fluidez real del sistema. Para un fluido Newtoniano, es independiente de
la fuerza motriz asociada al gradiente de presion (Leal 2007; Macosko 1994)

¢,,= Constante (6)

Para un fluido No-Newtoniano, la fluidez aparente no es constante y depende de la fuerza
motriz en el sistema

Pyp = Pop (01 )

Para un fluido viscoeléstico que sigue la Ec. (2) tiene una forma similar, excepto que la
fluidez se transforma en la funcién de transferencia compleja, i.e. (Hernandez-Machado y
Corvera-Poire 2008; Herrera-Valencia et al. 2022)

. . : : . i J /
T(io)=Re[T(io)]+i Im[T(i®)]= O¢(iv)- il - {1 —~ 1(Pa) Ba} (8)
(Ba) Jo(Ba)
Herrera-Valencia et al. (2022) generalizo la Ec. (8) mediante el operador Fluidez definido
en la Ec. (9). Este operador, es un cociente entre el esfuerzo y la rapidez deformacion en el

espacio de Fourier, y se puede expresar como:
[

Og(iw) = 112) ©

o(im)
Este, es caracteristico de cada fluido y matematicamente la funcion de transferencia tiene la
misma expresion de la Ec. (8). Es importante notar, que la Ec. (9) es una generalizacién de
la funcién fluidez tomando en cuenta los mecanismos inerciales en el sistema (Herrera-
Valencia et al. 2022, 2023).
En la Ec. (8) el parametro P es el inverso de una longitud caracteristica que depende de la
frecuencia, de propiedades materiales, geométricas y reoldgicas a través de la fluidez definida
en la Ec. (9). Matematicamente tiene la forma (Hernandez-Machado y Corvera-Poire
2008; Bravo-Gutierrez et al. 2011)

Ba(io)=4/pa’0-O¢(in) (10)
La expresion para el flujo volumétrico, suponiendo que el gradiente de presion puede

aproximarse como una funcién exponencial, toma la forma (Hernandez-Machado y
Corvera-Poire 2008; Bravo-Gutierrez et al. 2011)

Vp(t) = VpExp(w,t) (11)
Por lo que, el flujo volumétrico transitorio toma la forma:

Qviscoeléstico (t) = Q Newton ~ T ( i(DO ) EXp (COOt) (12)
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Figura 1.1. llustra una geometria capilar de radio r =a y longitud axial z. El fluido se
deforma continua e irreversiblemente por medio de un gradiente de presion transitorio.
Esta fuerza superficial induce un flujo volumétrico.

1.2 Fluidos estructurados: sistemas micelares:

Los fluidos estructurados son aquellos que presentan entrecruzamientos fisicos que
dependen de la posicion y del tiempo (Herrera-Valencia et al. 2022, 2023).

En estos fluidos, la estructura es proporcional a la viscosidad del tiempo en funcion
de los mecanismos viscosos y viscoelasticos (Herrera-Valencia et al. 2022, 2023). La
mayoria de los fluidos que se presentan en la industria y en la naturaleza se denomina
complejos ya que, dependen del tiempo y de la rapidez deformacion (Rey et a. 2022, 2023).
Ejemplos de estos fluidos son: (I) polimeros, (I1) Suspensiones (Ciencia de alimentos y
productos procesados), (Ill) Fluidos biolégicos: a) Sangre, b) Sangre con
hipercolesterolemia, c) Fluidos corporales (Saliva, mucosidades, fluidos de desecho), (IV)
Sistemas micelares, (V) Polimeros asociativas, (V1) Cristales liquidos nematicos, (V1) fibras
naturales y (VIII) biopolimeros (colageno tipo I que sirve para dotar al organismo de
resistencia y flexibilidad) (Sullivan et al. 2017). En la mayoria de los sistemas estructurados
existe una distribucion de cadenas, i.e., existe un tamafio entre las estructuras (cadenas cortas
y largas), esto se conoce como polidispersidad. En particular, las micelas, polimeros y
polimeros asociativos, presentan interacciones: (i) Solvente-Polimero, (ii) Polimero-
Polimero y (iii) Solvente-Solvente (Solazzi et al. 2020). Estas interacciones cambian
completamente la transferencia de momento y la reologia. No obstante, la mayoria de las
aproximaciones consideran al solvente como un fluido newtoniano. Esto, no necesariamente
es correcto, debido a que todos los fluidos presentan elasticidad (tiempo de relajacion de
Maxwell) (Leal 2007; Macosko 1994; Bird et al. 2002; Bird et al. 1977). Precisamente,
esta investigacion tiene como objetivo incorporar el efecto viscoelastico del solvente y del
polimero (Mezcla polimérica), asi como los mecanismos inerciales (inicio de flujo).



1.21. Micelas tipo gusano

Las macromoléculas (micelas tipo gusano) han recibido considerable atencion en
muchos estudios experimentales y tedricos. A diferencia de los polimeros, que consisten en
enlaces covalentes fuertes que no se rompen facilmente, las micelas parecidas a gusanos estan
formadas por _enlaces fisicos débiles (electrostaticos) que se rompen y se vuelven a formar
continuamente, dando como resultado estructuras dinamicas o "vivas' (Manero et al. 2002).

Las micelas tipo gusano se forman principalmente mezclando un tensoactivo y un
contraion organico que detecta las repulsiones electrostaticas entre los grupos de cabeza
cargados del tensioactivo, en donde las micelas esféricas se transforman en micelas similares
a gusanos tras la adicion de un electrolito (Rothstein y Mohammadigoushki 2020). Esta
transformacion se produce porque la sal (electrolito) con los iones contrarios que penetran en
el interior hidrofébico de las micelas promueve el autoensamblaje del tensioactivo en
micelas largas y flexibles con forma de gusano, este proceso esta ilustrado en la Fig. 1.2. Al
aumentar la concentracion, el sistema promueve los entrecruzamientos fisicos por lo que, se
tiene mas puntos de contacto y se forman flexibles flexo eléctricas conocidas como micelas
tipo gusano (Herrera et al. 2010). En la Fig. (1.2) se observa el cambio de la estructura por
efecto de la concentracion: (a) Tensoactivo cationico en un solvente, (b) Se aumenta la
concentracion induciendo que las hidrofobica e hidrofilica interactien con el solvente e
induciendo efectos de volumen excluido, (c) Al aumentar la concentracién, se forma tubos
flexibles viscoelasticos tipo gusano y (d) por ultimo los entramados fisicos (Herrera et al.
(2010).

a) b) 0) d)

Figura 1.2. Proceso de formacion de las micelas tipo gusano. Se observa que las
moléculas de tensoactivo no forman micelas hasta alcanzar una concentracion critica,
una vez alcanzada esta se adiciona un electrolito para generar las micelas tipo gusano.



Figura 1.3. Representacion esquemaética del estado de la solucién al aumentar la
fraccion de volumen de tensoactivo.

Estas estructuras alargadas que se forman confieren interesantes propiedades viscoelasticas
que son de suma importancia dentro de la reologia y sus aplicaciones (Kang et al. 2020).

Estas propiedades se deben principalmente a la capacidad que tienen las micelas para
cambiar de estructura cuando son sometidas a una deformacion y restructurarse cuando cesa
dicha deformacion (Pasquino et al. 2023) Las predicciones del comportamiento de flujo de
los tensoactivos viscoelasticos mediante ecuaciones constitutivas simples han sido un
problema complejo, que ha llevado a grupos nacionales e internacionales a su estudio.

Esta es la razon de esta investigacion a nivel de licenciatura. Existen dos importantes
a investigar.

A) Caracterizar el solvente incorporando los mecanismos viscoelasticos

B) Estudiar la incorporacion de los mecanismos: (1) inerciales, (1) viscoelasticos,

(111) interacciones solvente-polimero, polimero-polimero y solvente-solvente.
C) Obtener la relacion entre el flujo volumétrico y el gradiente de presion transitorio.

Para aclarar estos puntos, planteamos la siguiente hipotesis de trabajo:
1.3 Hipdtesis

Si el efecto de las interacciones polimero-polimero, polimero-solvente modifican el
flujo volumétrico en un sistema en estado no estacionario (mecanismos inerciales), entonces
la respuesta dinamica se observa a través de la funcion de transferencia compleja (Gradiente
de presion transitorio-flujo volumétrico y propiedades materiales).

1.4 Objetivos
El objetivo general y los objetivos particulares de la presente investigacion son
mencionados a continuacion:



1.4.1 Objetivo General
Estudiar los mecanismos inerciales, e interacciones: (i) solvente-polimero, (ii)
polimero-polimero mediante el calculo de la funcion de transferencia compleja
(Permeabilidad de Darcy o dinamica) en tensoactivos catidnicos (sistemas micelares tipo
gusano).

1.4.2 Objetivos particulares

e Calcular la respuesta dindmica lineal de una mezcla de polimeros fluyendo a través
de un capilar en funcion de las propiedades materiales y de la fuerza motriz asociada
al gradiente de presion.

e Caracterizar la transferencia de momento y la reologia mediante el modelo de
Burgers, el cual relaciona las interacciones entre polimeros (Bird et al. 1987; Leal
2007)

e Obtener grupos adimensionales que ayuden a la simulacion de dichas interacciones y
asi, visualizar la importancia de cada una.

e Aplicar los resultados obtenidos a sistemas tensoactivos cationicos tipo gusano, como
el CETAT y el EHAC (Soltero et al. 1999)

1.5 Distribucion del material

Para alcanzar los objetivos de este trabajo, el material se ha distribuido de la siguiente
manera:
Capitulo 1:

Se introduce en el tema, y se definen los conceptos de permeabilidad intrinseca y
dindmica de un liquido newtoniano y un liquido viscoelastico. En la segunda seccion, se
menciona el estado del arte, se plantean la hipétesis de trabajo y los objetivos del trabajo.
Capitulo 2:

Se establece la ecuacion de Hagen y Poiseuille para un fluido Newtoniano mediante las
ecuaciones de balance de materia sin reaccion quimica, ecuacion de movimiento que para un
proceso isotérmico, fluido incompresible y liquido Newtoniano, se transforman en las
ecuaciones de Navier-Stokes.

Capitulo 3:

Se presenta el problema de esta tesis de licenciatura. El sistema consiste en un fluido
viscoelastico que fluye en una geometria cilindrica. Se supone que el liquido es
incompresible y el proceso es isotérmico. El liquido es caracterizado por una ecuacion
constitutiva que consiste en un sistema mecanico en paralelo. El polimero es modelado con
la ecuacién constitutiva de Maxwell y el solvente con un modelo de Maxwell, en vez del
clasico Newtoniano. Esta configuracion, permite describir un modelo asimétrico en donde el
esfuerzo es de tercer orden en la derivada temporal y de segundo en la rapidez de
deformacion.

Capitulo 4:

Se plantean las variables adimensionales y se obtienen los respectivos grupos
adimensionales que describen las fuerzas macroscépicas de este problema. A partir de esto,
se obtienen las simulaciones mediante el programa Mathematica Wolfram 12. Los resultados
consisten en obtener la parte real, imaginaria y norma de la funcion de transferencia
compleja. Aqui se analizan dos funciones de transferencia las cuales relacionan el gradiente



de presion transitorio-flujo volumétrico y gradiente de presién transitorio-esfuerzo en la
pared. A partir de estas funciones de transferencia se varian los nimeros adimensionales
como son: (i) El numero eléstico (inverso del Deborah), (ii) La viscosidad de bulto total, (iii)
La memoria del sistema, la cual consiste en el producto de los tiempos de relajacion entre los
fluidos viscoelsticos y (iv) el tiempo de relajacion de Jeffrey.

Capitulo 5:

En el dltimo capitulo se hace el analisis de los resultados, se mencionan las
conclusiones, aportacion del conocimiento y se mencionan las lineas que puede seguir esta
investigacion.



CAPITULO I
MARCO TEORICO
ECUACION DE HAGEN Y POISEUILLE
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2.1 Flujo de Hagen y Poiseuille en un capilar de radio r=a y longitud z=L

En esta seccion se calcula el flujo volumétrico asociado a un capilar de radio r=a. La
longitud caracteristica axial es L (Herrera-Valencia et al. 2022; Bird et al. 1987, 2002).
En la Fig. (2.1) se muestra el capilar antes mencionado.

.
Vz(r=a,t)=0

M

|
e |

Figura 2.1. Capilar de radio r =a y longitud z = L. Se supone que el fluido es
incompresible, isotérmico y newtoniano.

La seccion (2.1) se basa en el desarrollo presentado por (Herrera-Valencia et al.
2022; Bird et al. 1987)

2.1.1 Ecuacion de continuidad
A partir del balance de masa sin reaccién quimica, se tiene lo siguiente (Herrera-
Valencia et al. 2022; Bird et al. 1987, 2002)

p

===V (V) ®
Si imponemos que el fluido es incompresible, i.e. la derivada substancial es cero

D

D_fz()—>p¢p(7‘,t) (2)
Entonces, la ecuacion de continuidad para un fluido incompresible toma la forma:

V- V=0 3
Asumiendo que el vector de velocidad V en el sistema esta dado por:

V =10,0,V,(r,0,z1t)] 4)
Entonces combinando las Ecs. (3) y (4) se llega a la siguiente expresion analitica:

av,

a—ZZ=0—>Vz¢Vz(Z) 5)

Esto implica que el campo de velocidades no depende de la coordenada axial z, y que en
estado estacionario, solo dependera de las coordenadas angulares 6 y .
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V, =V,(r,0) (6)
Finalmente, la ultima hipdtesis que postulamos en este sistema es la de la simetria cilindrica,
es decir, que el campo de velocidades no depende del angulo polar ©.

V, =V, (r,0) = V,(r) (7)
Por lo tanto, en flujo laminar, isotérmico, incomprensible, estacionario y en coordenadas
cilindricas, el campo de velocidades solo depende de la coordenada radial r.

2.1.2 Ecuacion de movimiento

La seccion (2.2) se basa en el desarrollo presentado por (Herrera-Valencia et al.
2022; Bird et al. 1987, 2002)

La ecuacion de movimiento en forma vectorial se puede expresar en términos
matematicos tiene la siguiente forma analitica:

av

p(E+V-VV>=V-T+f @)
Enla Ec. (8) T es el tensor de esfuerzo total, el cual se puede expresar como la suma de dos

contribuciones asociadas a las fuerzas normales y las fuerzas tangenciales, por lo que se
puede expresar de la siguiente manera:

T=-pl+o C)
Donde la Ec.(9) p es un escalar que tiene unidades de fuerza normal por unidad de area 'y que
lo identificaremos con la presion del sistema. Entonces, en la Ec. (9), | es el tensor unitario
definido de la siguiente manera:

1 0 0
I = (0 1 O> (10)
0 0 1
El tensor de esfuerzos o se representa por una matriz simeétrica y fisicamente esta relacionada
con las fuerzas tangenciales y normales en un volumen de control o. Matematicamente, se
puede expresar como:
or 0 o0,
g = < 0 Opp 0 ) (11)

Ozr 0 Ozz

En el tensor de esfuerzo (Ec. 11), o, = 0, son los esfuerzos cortantes los cuales son
simétricos. Los esfuerzos (o, 0gg,0,,) SON esfuerzos normales y para un fluido con
viscosidad constante las diferencias N, = o, — 0, Y N, = 0, — gy SON iguales a cero y
distintas de cero cuando el fluido presenta mecanismos relacionados a la elasticidad del
sistema.
2.1.3 Modelo tensorial de Newton

La seccion (2.1.3) se basa en el desarrollo presentado por (Herrera-Valencia et al.
2022; Bird et al. 1987, 2002)

La ecuacion constitutiva que describe a un fluido newtoniano tiene la siguiente forma
tensorial, por lo que, se tiene lo siguiente:
o =2uD (12)
En la Ec. (12) p es la viscosidad del sistema. D es el tensor rapidez de deformacion, el cual
es la parte simétrica del tensor gradiente de velocidad VV, y tiene la forma:
2D = VV + (V)T (13)
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Si se combinan las Ecs. (8-13) se obtiene la siguiente expresion matematica:

p(g—Z+V-VV) = —Vp + uV?V + pg (14)
En la Ec. (14), la fuerza de bulto f = pg, es definida por la densidad del sistema y el vector
aceleracion de la gravedad. La magnitud de este vector |g| en el campo terrestre es una
constante y cuyo valor numérico aproximadamente es de 9.77 m/s?.
2.1.4 Analisis de las componentes de la ecuacion de movimiento

Aplicando las hipotesis de flujo en estado estacionario, incompresible, laminar,
unidireccional, simetria cilindrica, el fluido es deformado continua e irreversiblemente por
un gradiente de presion constante en la direccion axial. La componente radial de la Ec. (14)
se reduce a la siguiente expresion matematica para el gradiente de presion radial:

g—f=0—>p¢p(r) (15)
De la misma manera, para la componente en 6, se tiene lo siguiente:

L 0o p#p(0) 16)
Por lo que, en estado estacionario la presion solo depende de la coordenada axial z:

p =p(2) (17)

La componente en z de la ecuacidén de movimiento tiene la siguiente forma:
dp 10/ 0V,
# (7 5)
dz ror\ or
2.1.5 Perfil de velocidades
Resolviendo la Ec. (18), se tiene la siguiente expresion analitica para la velocidad
axial en funcion del gradiente de presién axial, viscosidad, y propiedades geométricas

1
V,(r) = Evzprz + Ciin(r) + C, (19)

La Ec. (19) es el perfil de velocidades general, para un fluido newtoniano deformado por un
gradiente de presion constante la cual, contiene dos constantes de integracion [Cy, C,] . Estas,
deben ser calculadas mediante dos condiciones de frontera.

(18)

C.F.1.: La velocidad axial en la frontera del tubo es cero, V,(r = R) =0
C.F.2.: La velocidad axial en el centro del tubo es maxima, V,(r = 0) = V,0x

Aplicando las condiciones de frontera, en la Ec. (19) se tiene el perfil de velocidades axial
(Bird et al. 1987; Herrera-Valencia et al. 2022). Por lo que, el perfil de velocidades se
reduce a lo siguiente:

R? 7\2
v =2 v [1- (7) | (20)
La velocidad méaxima se obtiene cuando r = 0, por lo que se tiene lo siguiente:
2
Vinax = —7-Vz2p (21)

4p
2.1.5 Flujo volumétrico
Para calcular el flujo volumétrico, se calcula como la doble integral de superficie del
perfil de velocidades a través de la seccion transversal de area, por lo que:

12



2w rR
Q=LILQM=L Lm&nymnmnmw (22)

En la Ec. (26) e; es un vector unitario en la direccion normal de la superficie, J| es la
magnitud del jacobiano de la transformacion de coordenadas rectangulares a cilindricas,
|3[=r. Por lo que al sustituir la Ec. (20) en la Ec. (22), se tiene la ecuacion de Hagen y
Poiseuille (Herrera-Valencia et al 2022; Bird et al 1987)
R*m[ Odp 23
~ 8u [ dz (23)
La Ec. (23) representa el flujo volumétrico del modelo Newtoniano y es conocido como la
ecuacion de Hagen y Poiseuille la cual describe la relacion entre el gradiente de presion y el
flujo volumétrico.

2.2 Ecuaciones constitutivas

Esta seccion se basa en las siguientes referencias (Herrera-Valencia et al. 2022,
2023; Bird et al. 1987).
2.2.1 Ecuacion constitutiva de Maxwell

o
3

Figura 2.2. Representacion del modelo de Maxwell en el cual podemos apreciar la unién
de una parte viscosa y otra elastica en paralelo.

La deformacién se define como la suma de las deformaciones viscosas y elasticas de
la siguiente manera (Herrera-Valencia et al. 2022, 2023; Bird et al. 1987).

Y=Y+ 7e (24)
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La rapidez de deformacion se define como la suma de la rapidez de deformacién viscosas y
elasticas de la siguiente manera:

Y=Y t+7e (25)
La rapidez de deformacion viscosa y eléstica se define:
) 1
Yv = 0y (26)
Mo
. 100, 27
El esfuerzo del modelo de Maxwell se caracteriza por ser igual en todos los casos:
0, =0,=0 (28)
Sustituyendo la rapidez de deformacion, tenemos:
<_ 1 N 1 aae> 29
Mo\V = -0t -, (29)
Y haciendo la operacion correspondiente, nos queda:
y =0+ 0% (30)
MoV G, Ot

2.2.2 Ecuaciones constitutivas de Kelvin-Voigh
Esta seccion se basa en las siguientes referencias (Herrera-Valencia et al. 2022,
2023; Bird et al. 1987; Miranda-Nufiez 2023).

Figura 2.3. Representacion del modelo de Kelvin-Voigh, en el cual vemos una
contribucion eléstica y una viscosa en serie

14
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El esfuerzo del modelo de Kelvin-Voigh se caracteriza por ser la suma de los esfuerzos
Viscosos Yy elasticos:

o=o0,+0, (31)
El esfuerzo viscoso se define:

g, = NoY (32)
Y el esfuerzo viscoelastico tiene la siguiente forma:

g, = Goy (33)

Para tener ambos esfuerzos dependientes de la rapidez de deformacién lo derivamos con
respecto al tiempo, y queda:

do, .

= Go¥ (34)
Sustituyendo las Ecs. (32) y (34) en la Ec. (31):

o =1y + Goy (35)
Y al derivar con respecto al tiempo finalmente obtenemos la ecuacion reoldgica de Kelvin-
Voigh

90 _ Goy + o 36

2.2.3 Ecuaciones constitutivas del Bimodal de Maxwell
Esta seccion se basa en las siguientes referencias (Herrera-Valencia et al. 2022,
2023; Bird et al. 1987; Miranda-Nufiez 2023).

"2 o

Figura 2.4. Representacion del modelo del bimodal de Maxwell, los cuales son dos
polimeros en serie.
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El esfuerzo del modelo del bimodal de Maxwell se caracteriza por ser la suma de los
esfuerzos viscosos y elasticos (Herrera-Valencia et al. 2022, 2023; Bird et al. 1987;
Miranda-Nufiez 2023).

o=o0,+0, (37)

Una vez sustituyendo el esfuerzo y multiplicando por la rapidez de deformacién tenemos:
. m 12 )
_ n 38
’ ”(1+Alat 1+ 4,0t (38)
La deformacién total se define como la suma de las deformaciones elésticas 1y 2 de
la siguiente manera:

Y =Y6 T Ve, (39)
Entonces, tenemos:
0 02 ANy + Amy 0
1 Z/l— — = (1 ——) / 40
( + 6t+ﬂ’16t2>a m+n(l+ i +n, at)7 (40)

2.2.4 Ecuaciones constitutivas de Burgers

Esta seccion se basa en las siguientes referencias (Herrera-Valencia et al. 2022,
2023; Bird et al. 1987; Miranda-Nufiez 2023).

ggl
= v
o] 7

Figura 2.5. Representa el modelo de Burgers, compuesto por un Maxwell y un Kevin
Voigh

Giy =01+ = —— (41)
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do, ay

S¢ = Mg TG (42)

Finalmente, se obtiene el modelo de Burgers
1+Z/16+ "\ = (ana), 43
ot Tgz)? T G,ot)Y (43)

2.2.5 Ecuaciones constitutivas para el modelo de Burgers adaptado para este trabajo

El esfuerzo del modelo de Burgers se caracteriza por ser la suma de dos diferentes
esfuerzos de polimeros, por lo que quedaria (Herrera-Valencia et al. 2022, 2023; Bird et
al. 1987; Miranda-Nufiez 2023):

2 o

Figura 2.6. llustra los dos polimeros representados por elementos de Maxwell en una
configuracion en paralelo.

o = op, +0p, (44)
Para cada esfuerzo tenemos:
my
Op, = ——— (45)
1 + Al m
n2y
Op, = ——s (46)
1 + A’Z m
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Sustituyendo las Ecs. (49) y (50) en la Ec. (48), tenemos:
o= my - n N2y . 47)
Resolviendo la Ec. (51), llegamos a:

0 0° Aany + A4mz\ O

( + Oy + 1) 5+ Oady) atz) o= +m) |1+ (52 5]
En la Ec. (48) se ha definido las siguientes variables para el modelo de Burgers
A+ 11) =2
Ady) = a
(1 +1m2) =1
(12771 + /11772) _

(M1 +132) 7
Entonces, tenemos:

(48)

2

o 0 a1

La Ec. (49) es el modelo reolégico de Burgers el cual, es punto de partida en la presente
investigacion y contiene varios casos particulares llamados (Herrera-Valencia et al. 2022,
2023; Bird et al. 1987; Miranda-Nufiez 2023).

a) Newtoniano
b) Maxwell

c) Jeffresys

d) Kelvin-Voight
e) Hooke

2.3 Funcion de transferencia compleja

La funcidn de transferencia compleja relaciona las variables de entrada y salida de un
sistema dinamico lineal, a través de una funcion conocida como “funcion de transferencia”
la cual dependera de las propiedades geométricas, del medio a través de las ecuaciones
constitutivas con las que se caracterice el fluido. En la Fig. (2.7) se ilustra un esquema de la
funcién de transferencia compleja del sistema

Variable de entrada Variable de salida
Q(w)
T(w) =
@) = 2w
Funcion de transferencia
Vp(w) Q(w)

Figura 2.7: llustra un esquema representativo de la funcion de transferencia en el
sistema de estudio. La variable de entrada es un gradiente de presion y la variable de
salida es el flujo volumétrico
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CAPITULO I
SISTEMA FISICO

r

Vz(r=at)=0

- Qy (E):QNT*(ao)Exp(iaof)
V.p(t)= VzpoEXp(lwot) ;

| |
r I

me) T, (©";De) :

ZVoP (0)a=V.p5(0 -0})a o' (o)
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3.1 Funcion de transferencia compleja de un fluido viscoelastico lineal en un capilar

Para realizar este calculo se asumen las siguientes condiciones de proceso en el
sistema (Herrera-Valencia et al. 2022; Tozzi y Hartt 2022).

a) Liquido no-Newtoniano viscoelastico lineal (Maxwelliano)

b) Liquido incompresible

c) El proceso se lleva a cabo en estado estacionario: La velocidad y la presion dependen
del tiempo (presién pulsatil)

d) El fluido se deforma continua e irreversiblemente debido a un gradiente de presion
pulsatil en la direccion axial

e) Los mecanismos gravitacionales se desprecian con respecto al gradiente de presion
pulsatil y los mecanismos viscoelasticos lineales ya que el capilar (a<<L) se encuentra
en posicion horizontal

f) Existe simetria angular 6¢[0,27]

A
r

Vz(r=a,t)=0

A

Figura 3.1. Capilar de radio r=ay longitud axial z=L. Un gradiente de presion pulsatil
de forma continua e irreversiblemente el fluido

3.2 Balance de cantidad de movimiento con mecanismos inerciales
La componente z de la ecuacion de movimiento, tomando en cuenta los mecanismos
inerciales, toma la siguiente forma (Bird et al. 1987)
av, dp 10
Par =73, ;E(T@z) (D
El término pd,V, es la masa por unidad de volumen multiplicada por la aceleracién en el
sistema (Herrera-Valencia et al. 2022; Bird et al. 1987, 2002)

20



El esfuerzo cortante es el producto de la funcién viscosidad por la rapidez de deformacion
(Herrera-Valencia et al. 2022)
v,

Opz = On (Dt)W (2)
En donde 0,(D;) es un operador viscosidad que generaliza para cualquier fluido
viscoeldstico lineal (Herrera-Valencia et al. 2022; Miranda Nufiez 2023). En la Tabla 1 se
presenta el operador viscosidad O, (D,) y el operador viscosidad en el espacio de Fourier
0, (iw) de modelos reoldgicos mas comunes (Herrera-Valencia et al. 2022; Miranda
Nufiez 2023).

Tabla 1. Operador viscosidad para diferentes modelos constitutivos reoldgicos
(Herrera-Valencia et al. 2022)

01] (Dt) 01] (i(l))
Newton Mo Mo
Maxwell o Mo

1+ A,Dt 1+ 2 (iw)
Jeffreys no(1 + 4, Dt) Mo (1 + A,(iw))

1+ 4Dt 1+ 29(iw)
Burgers no(1+ 4, Dt) Mo (1 n A,(iw))

1+ AoDt + BD?%t 1+ Ao (i) (i)?
Al combinar las Ecs. (1) y (2), se tiene lo siguiente:

10 0 9] 1 0
106 p 9], L O @)
ror or 0,(Dy)adt 0,(D,) 0z

La Ec. (2) es una ecuacion diferencial parcial lineal y describe las variaciones de la velocidad
por los efectos del espacio tiempo. Aplicado el formalismo de Fourier, en las derivadas
temporales de la Ec. (5)

ak
FTN (iw)* (3)
Por lo tanto, para las funciones: (i) Velocidad axial V, = V,(r, t), (ii) Presion transitoriap =
p(t) y (iii) Flujo volumétrico Q = Q(t). Ademas, el operador viscosidad en el espacio de
Fourier, toma la forma:

0

0, <Dt _ E) > 0, (iw) 4)
Por lo que al aplicar por la ecuacion diferencial parcial lineal (5) toma la forma:

19 a dp(w)

42 = j

[T ~ro+a (w)] V(@) = 0y (i) 25 (5)
Y el parametro «a tiene la forma:

2 — p .3 — . .3
a‘(w) On(iw)l w = p0y(iw)i*w (6)

En la Ec. (6) se ha definido la fluidez compleja 04 como el inverso del operador viscosidad:
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La Ec. (5), es punto de partida para el calculo de la velocidad y el flujo volumtrico
respectivamente.

3.3 Perfil de velociades

Para resolver la Ec. (5), se propone que la solucién general se puede descomponer en
términos de una solucion homogénea particular. Esta ha sido estudiada ampliamente por lo
que solamente expresamos la solucidn general en terminos de funciones de Bessel de primera
y segunda especie de orden cero (Herrera-Valencia et al. 2022; Bravo-Gutierrez 2011,
Hernandez-Machado 2008; De la Guerray Corvera-Poiré 2022; Gerénimo et al. 2022)
0 (iw) (ap<w>> ®

a?(w) 0z

V,(r,w) = CJo(2) + CrYo(2) +

3.4 Condiciones de frontera

La solucidn general contiene dos constantes de integracion C; y C,, las cuales deben
de determinarse a partir de la siguiente condicion de frontera:
C.F.1.r=0; |V,(0,w)| <M 9
C.F.2:r=aqa; |V,(aq,w)| <M (10)
La primera de estas condiciones obedece a que la solucion particular debe de permanecer
acotada. La segunda condicion de frontera, se relaciona con las condicion de no
deslizamiento en la frontera (pared del tubo capilar).
3.5 Velocidad particular

Al sustituir las condiciones de frontera Ecs. (9) y (10) en la Ec. (8), resolver un sisteam
de ecuacioens algebraicas, la velocidad particular es obtenida:
0p(ie) | Jolam) (_ op(@) an
a?(w) Jo(aa) 0z
Esta expresion nos permite obtener el perfil de velocidades en funcion de los parametros
materiales del liquido, la fuerza motriz que deforma continua e irreversiblemente el fluido
asociado al gradiente de presion en la direccion axial. Notese que el perfil de velocidades
estd determinado por un cociente de funciones de Bessel, lo que podria inducir efectos
resonantes en el sistema ((Herrera-Valencia et al. 2022; Bravo-Gutierrez 2011,
Hernandez-Machado 2008; De la Guerray Corvera-Poiré 2022; Gerdnimo et al. 2022)

V,(rw) =

3.6 Flujo volumétrico en un capilar con mecanismos inerciales
La expresion para calcular el flujo volumétrico en un capilar de radio r =a y la
longitud z = L, se puede expresar como una doble integral de superficie. Transformando el
flujo volumétrico en el espacio de Fourier (Herrera-Valencia et al. 2022; Bird et al. 1987;
Miranda Nufiez 2023)
a

Q(w) = 27rf V,(r,w) rdr (12)
0

Al sustituir el perfil de velocidades en el flujo volumétrico, se obtiene la siguiente expresion:

ma’ 10p(w)
Q(w) = TTF(a)) (_E T a) (13)

La Ec. (13) puede ser descrito en términos de la funcién de transferencia T'(w)
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3.7 Funcion de transferencia flujo volumétrico gradiente de presion
En donde la funcion de transferencia T (w), tiene la siguiente expresion analitica
(Herrera-Valencia et al. 2022; Bird et al. 1987; Miranda Nufiez 2023)

5@
o O,
F7() JolB@)]

A muy bajas frecuencias, la funcién de transferencia T (w) tiende asint6ticamente en el
operador fluidez. Desarrollando las funciones de Bessel de la Ec. (14), se tiene lo siguiente:

TF(w) = 8 ﬁ";(( ))< 2 P > 0 (iw) (15)

TF(w) = 8i2 1-— (14)

3.8 Funcion de transferencia del esfuerzo-gradiente de presion
A partir del perfil de velocidades y el calculando la rapidez de deformacién, se puede
obtener el esfuerzo en la pared (Herrera-Valencia et al. 2022; Bird et al. 1987; Miranda
Nufiez 2023)
Vz(w,r)

o, (w) =0 (lw)—r (16)

El campo de velocidades ya fue previamente calculado en las secciones anteriores (Ec. 11),
escalando la coordenada radial r con la longitud caracteristica a de la funcion de Bessel J;, y
empleando el hecho de que § = aa, el esfuerzo en la pared tiene la siguiente forma:

]1(3)/ﬁ< 1 op (w)> ]1(3)/

o1(w,B) = =0y, (0, 1)]=1 = ) \ "2 az 70 oy (@) (17)

Entonces la funcion de transferencia del esfuerzo se puede expresar como (Herrera-
Valencia et al. 2022; Miranda Nufiez 2023)

J1(B)
0'1((1), ,B) /B
TS = =2 18
@ =@ ~ 2 ® (as)
La Ec. (18) tiene la siguiente estructura matematica (Miranda Nufiez 2023)
TS(w) = o1(w,B) _ Esfuerzo — inercia (19)

o,(w)  Esfuerzo — viscoso

En esta seccion se desarrollaron las ecuaciones mas importantes de la presente investigacion.
La primera ecuacion desarrollada fue la funcién de transferencia que describe la relacion
entre el gradiente de presion y el flujo volumétrico (Herrera-Valencia et al. 2022;
Miranda-Nufiez 2023). La segunda de estas es la funcion de transferencia del esfuerzo en
funcion del gradiente de presion. Ambas funciones u objetos matematicos dependen de la
geometria y las propiedades reologicas a traves del operador que se escoja.

Un hecho importante es que las ocilaciones asociadas a la resonancia se deben a un
acoplamiento entre las propiedades: a) inerciales b)viscoelasticas c) dispercivas y d)
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geométricas (Herrera-Valenciaet al. 2022; Miranda-Nufiez 2023). En el siguiente capitulo
se escalaran las ecuacioens adimensionales mediante variables carcateristicas que permitan
tres cosa importantes:

a) Escalar las ecuaciones dimensionales

b) Introducir grupos adimensionales que permitan describir los grupos adimensionales
en el sistema

¢) Facilitan las simulaciones computacionales en el programa de Mathematica 13.0
Licencia UNAM.
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CAPITULO IV
SIMULACION COMPUTACIONAL Y
ANALISIS DE RESULTADOS
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4.1 Variables adimensionales
Las variables adimensionales se define a continuacion. Las variables escaladas son:
(i) La coordenada radial r, la coordenada azial z, la componente rz del tensor de esfuerzos, la
presion, frecuencia y la velocidad axial:
Tr

r=- €Yy
zZ = 7 a
rz
Oy, = 3
N (3)
p=r @
=5
w=2Xw (5)
B =ap (i) (6)
0, (iw
Oy (iw) = = @)
o
0,(iw
0, (i) = 72 ®)
e
Ty (iw
To(iw) = T 9)
262,
T,(iw
T, (iw) = 1"( ) (10)
262,
4.2 Numeros adimensionales
Los numeros adimensionales que se obtienen para este modelo son:
P
= (11)
22
0, = 12
LA (12)

Por lo tanto, el ultimo grupo adimensional no es independiente y se puede expresar en
terminos del cociente de la memoria del polimero y la viscosidad total.
Ly Aamp Ay 2125(Gy + G3) MY I

y. =M _ — — — 2
MU T L An) D tn) D +n)  2n

Por lo que:
p) I1
= al=A (13)
2 2n
Los valores que tienen los tres grupos adimensionales son:
e=10"*<rp<1 (14)
e=10"<m <1/, (15)
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e=10"*<;, <1 (16)

Los modulos elastcos y los tiempos de relajacion visceolasticos, satisfacen las siguientes
restricciones (multiplicadores de Lagrange)

G,+G,=1 (17)
M+, =1 (18)

4.3 Espacio parametrico 3D de los principales grupos adimensionales

Los valores nimericos encontrados en las Ecs. (14-16) pueden ser representados en
un espacio 3D paramétrico el cual, puede ser indentificado mediante sel siguiente prisma.

IT, |

V:iEn=0.510, =1/4,X, =10" VI:Zn=0511, =1/4X, =1

I:Eq=0, =Xi, =10"

I1:Zq=11, =10*; X4, =1

H:En=1LIL =X, =10* IV:EZq=LI, =10"X, =1
Figura 4.1. llustra el espacio material que forman los grupos adimensionales: (i)
Viscosidad de Bulto, (ii) Mecanismos viscoelasticos, (iii) Mecanismo de retardo.

I: El punto uno corresponde a una viscosidad minima de bulto, una bajasa asimetria en las
fases viscoelasticas y un tiempo de relajacion pequefio.
Il: El punto Il corresponde a una baja viscosidad de bulto. Asimetria en las fases
viscoelasticas y un tiempo total de retardo maximo.
I11. El punto 3 corresponde a una alta viscosidad de bulto, asimetria en las fases y un tiempo
total de retardo minimo.
IV. El punto 4 corresponde a una viscosidad de bulto maxima, asimetria en las fases
viscoelasticas y un tiempo de retardo maximo.
V. El punto 5 corresponde a una viscosidad de bulto intermedia, a fases viscoelasticas
simétricas y un tiempo de retardo minimo.
VI. El punto 6 corresponde a una viscosidad de bulto intermedia, a fases viscoelasticas
simétricas y un tiempo de retardo maximo.

Es importante recordar que las fases asimétricas tiene que ver conque una de ellas es
poco viscoelastica y la otra totalmente viscoelastica (ITA. = 10#). En contraste cuando se
tengan fases simétricas el valor del nimero adimensional TIA = Ya.
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El punto clave de esta investigacion es deducir las ocndiciones para las cualaes se obtiene la
méaxiam resonancia en el sistema de estudio (Herrera-Valencia 2023)

4.4 Funciones adimensionales
Las funciones importantes que se obtienen son la funcion de transferencia del flujo
volumétrico (Herrera-Valencia et al. 2022)

To(iw) = Re[T,y(iw)] + Im[T, (iw)] = % = 0,(iw)F(B) (19)
B)
i N0
PO =5 |12 %) =

La funcion de transferencia del esfuerzo (Herrera-Valencia 2022; Miranda-Nufiez 2023)

. . : : s, (o) J.(B)/B
T (iow)=Re| T, (io) [+ilm| T, (io) |= =2 (21)
Si acoplamos las dos funciones de transferencia, se tiene lo siguiente:
8i’

T, (i0)=0, (im)F[I—TG (io) ] (22)
Al despejar la funcion de transferencia del esfuerzo:
. p .
T =1-———T 23
G(I(D) 8|20(p(|(»0) Q(lm) ( )

La Ec. (23) respresenta el mayor de las contribuciones de la presente investigacion original.
Es claro, que las dos funciones de transferencia estan acompladas y son punto de partida en
la descripicion de los lazos.

4.5 Pardmetro betha
El parametro P tiene la siguiente estructura fisica, importante (Herrera-Valencia et
al. 2022; Bird et al. 1987; Miranda Nufiez 2023):

NOIOIE
B(w) =i3’2\/De2 -0-0p(in) = %M
En donde el niamero de Deborah puede ser descrito como el cociente de dos tiempos
caracteristicos (Macosko 1994)

JZpa® /2
— (25)
Ek
En vez de definir el parametro B en terminos del De, se propone un nuevo enfoque debido a
que no tenemos una velocidad macroscocpica caratceristica por lo que:
1
~ De?
En donde E se conoce en la literatura como numero elastico el cual, se define como un
cociente fundamental definido como (Shankar y Subramanian 2022)

(24)

(26)
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L

Re
EnlaEc. (27), We es el numero de Weissenberg el cual, relaciona los procesos viscoelasticos
del material. Re es el famoso Reynolds el cual, tiene que ver con los procesos inerciales y
viscosos del material. El operador fluidez definido para el modelo de Burgers de esta
investigacion tiene la forma (Herrera-Valencia et al. 2022; Bird et al. 1987; Miranda

Nufiez 2023)
) 1+io+1I1 (io))2
O =(1/2 a
¢ (Iw) ( T]) 1+3n, (ioa)

Observese que el parametro beta se puede expresar en terminos de numeros adimensionales
definidos de la siguiente manera:

B(iW3) =i**DeW,, |00 (iw3) (29)

Finalmente, el parametro Beta que define la dispersion en el sistema, se puede expresar
como:

(27)

(28)

L+IWE +I1, (W2
1+3n, (iW)
Notese que este parametro contiene toda la fisica involucrada en este problema y puede ser
punto de partida en la descripcién de la velocidad de fase y la velocidad de grupo del sistema
de estudio. La Ec. (30) contiene informacion de dos nimeros fundamentales (Loudon y
Todesillas 1988; Shankar y Subramanian 2022)

a) El numero elastico E
b) EIl nimero de Womersley Wo

B(iW3) =E™*Wo, |(1/2n) (30)

4.6 Comparacion entre los modelos Maxwell, Jeffreys y Burgers

En la Figs. (4.2) y (4.3) se simulan las normas de la funcion de transferencia del flujo
volumetrico y del esfuerzo en funcion de los mecanismos inerciales. En estas simulaciones
se comparan los tres modelos clasicos o resultados particulares del de Burgers.

A) La mayor resonancia se obtiene con el polimero puro (Maxwell), las segunda
resonancia o respuesta se obtiene con la interaccion polimero-solvente y
finalmente la interaccién polimero-polimero.

B) La mayor resonancia se obtiene en el sistema gradiente de presién transitorio-
volumétrico en vez de la interaccion del gradiente de presion transitorio-esfuerzo
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MODELOS VISCOELASTICOS

9
%8
é Z M :MaxwellLX, =0;II, =0
U5 J: Jeffreys, X, =0.1;1I, =0
= 4 B:Burgers,X, =0.1;IT, =0.1
< 3 , ,
> E=1/De’=1/0.1
21

0

1.E-2 1.E-1 1.LE+0 1.LE+1 1.LE+2 1L.LE+3 1.LE+4
WOMERSLEY

Figura 4.2 llustra la Norma de la FTC del flujo volumétrico para diferentes modelos
viscoelastico en funcion de la frecuencia o del nUmero de Womersley

MODELOS VISCOELASTICOS

M :MaxwelLX, =0;II, =0
J:Jeffreys, X, =0.L10, =0
B :Burgers, X, =0.1;11, =0.1
E=1/D¢’ =1/0.1°

NORMA FTC: ESFUERZO
[u—y

0.5
0 Lo
-0.5
1.E-2 1.E-1 1.LE+0 1.E+1 1.LE+2 1.E+3 1.LE+4

WOMERSLEY

Figura 4.3. llustra la Norma de la FTC del esfuerzo para diferentes modelos
viscoelastico en funcion de la frecuencia o del nUmero de Womersley

4.7 Efecto del nimero elastico en la funcion de transferencia compleja
En laFigs. (4.4) y (4.5) se ilustra la norma de la funcion de transferencia compleja en
funcién de la frecuencia adimensional o del nidmero de Womersley. Los parametros

utilizados en esta simulacion son: (a) X = 0.1, (b) IT, = 0.1, (¢) X, = 0.1. Los valores del
numero elastico se presentan
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Se observa tres zonas importantes. (i) La primera de ellas, es a bajas frecuencias en
donde el sistema no presenta respuesta. (ii) La segunda, es cuando se observa que, a una
frecuencia en especifico, se observa un comportamiento mondtono creciente hasta un valor
maximo determinado por un acoplamiento de mecanismos inerciales, elasticos de bulto,
viscoelasticos, mecanismos solvente-polimero y polimero-polimero. A una segunda
frecuencia critica el sistema presenta una segunda zona resonante seguida de un tren de picos
secundarios.

Tres hechos importantes son perceptibles en las Figs. (4.4) y (4.5). La primera es que
la viscoelasticidad del material afecta directamente a la resonancia. Si el nimero Elastico
aumenta, el sistema es mas viscoelastico por lo que la resonancia crece. Opuesto a esto, si el
Elastico disminuye la resonancia también lo hace.

El segundo es que la funcion de transferencia del esfuerzo (esfuerzo-gradiente de
presion) presenta una menor respuesta que la del flujo (flujo volumétrico-gradiente de
presion). El tercero es que el sistema debe de presentar asimetria en las fases viscoelasticas
del material para obtenerse la resonancia.

BURGERS: EFECTO DEL NUMERO ELASTICO

.

8- =0.01 a (
g0 a:1/0.1°
U6 T _

;q__Hx—0.0l 1 b:1/0.5
=D b E=—-5=

=4 De c:1/1°
o3 |

2 d ¢ d:1/10°

1=

0~

1.E-2 1.E-1 1.E+0 1.E+1 1.E+2 1.E+3 1.E+4

WOMERSLEY

Figura 4.4. llustra la norma de la funcion de transferencia compleja en funcién de la
frecuencia para diferentes valores del numero eléstico. Los valores obtenidos
corresponden a la maxima disipacidn, efectos del solvente minimos y asimetria en las
fases viscoelasticas. Los valores han sido definidos previamente en la Fig. (4.2)
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BURGERS: EFECTO DEL NUMERO ELASTICO

¥, =0.01
I, =0.01
0.5

1.E-2 1.E-1 1.E+0 1.E+1 1.E+2 1.E+3 1.E+4
WOMERSLEY

Figura 4.5. llustra la funcion de transferencia compleja en funcién de la frecuencia. Los
valores son los mismos que en la Fig. (4.2).

0

2.5
S a a:1/0.1°
=
= 15 1 b:1/0.5°
W =/
3 1 d De’  [c:1/12
o
P d:1/10?
2 "
a4
Q
pd

4.8 Aplicacién a sistemas micelares tipo gusano

En esta seccion presentaremos una aplicacion préctica a fluidos de interés en
ingenieria quimica. En particular, nos centraremos en un fluido viscoel&stico de alto peso
molecular conocido en la literatura como micelas tipo gusano. Estos fluidos estructurados
tienen una parte hidrofdbica y una parte hidrofilica. Al aumentar la concentracion pasan de
una geometria esférica a una laminar seguida de un tubo flexible, el cual es conocido como
micelas tipo gusano. Finalmente, al aumentar la concentracion forman entramados fisicos los
cuales le dan una configuracion reoldgica muy interesante. Los fluidos que vamos a discutir
en esta seccion se conocen como CTAT y EHAC los cuales son considerados fluidos
tensoactivos cationicos. Estos fluidos son modelo debido a que presentan propiedades
reoldgicas en estado estacionario y no estacionario muy interesantes.

Tabla 2. Propiedades materiales de los tensoactivos cationicos CTAT y EHAC. Estos

resultados fueron obtenidos mediante pruebas reoldgica en estado estacionario (prueba de
flujo) y no estacionario (Prueba de flujo oscilatorio baja amplitud).
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Tabla 2. Parametros materiales del modelo de Burgers para los tensoactivos CTAT Y
EHAC para concentraciones del 3 % y 4 % (Manero et al. 2002)

CTAT 3% EHAC 4%
G, (Pa) 22 31
Ao (5) 4.33 50
A 6) 0.0026 0.041
B(s?) 0.011258 2.05
) (kg /ms) 1000 1000
Mo = Go * Ag 95.26 1550

(Pa = s)

En la Tabla 2. Se han adaptado las siguientes variables:
G,=2G=G,+G,
Ao =ZA=A +2,
Ay =2A; =h, +A,
Mo =ZN =", +1,
B=IL, =i,

Los numeros adimensionales correspondientes bajo estas definiciones son las siguientes:

b VZpa’/ZG _ Jpa’ /G,

A Ao
5, =P _hs
S A
— H)x H)u
CE) (a)
1
De?

A partir de las definiciones anteriores, procedemos a calcular los valores numéricos de los

numeros adimensionales del CETAT (3%)
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5 la? /G, \/(1000kg/m3)(0.01m)2 / (31Pa)
e= =

I (4.335)
S, = A, _ 0.0026s
Ay 4.33s
- B 0.011258s

2 2
(A)  (433%)
A partir de las definiciones anteriores, procedemos a calcular los valores numéricos de los

nameros adimensionales del CTAT (3%)

2 1000ka/m?)(0.01m)? / (22Pa
D /Goz\/( g/m*)(0.01m)? / ( ) o 1een

ko (4.33s)
%y 000265 o0c
Ny 4.33s
2
go_B 001258 e

2 2
() (433%)
A partir de las definiciones anteriores, procedemos a calcular los valores numéricos de los

numeros adimensionales del EHAC (4%)

[ 32 1000kg/m® ) (0.01m)? / (31Pa
De = YP? /G(’:\/( gim*) (0.01m)" / ):0.01136
Ao (50s)

) by 00855 4 00082
A,  50s
B 2.05s

(o) (50s)°

=0.00082

B=

Tabla 3. NUmeros adimensionales para el modelo de Burgers

CTAT 3% EHAC 4%
De 0.1557 0.001136
A 0.0006 0.00082
B 0.0006 0.00082

Nota: El valor numérico de la longitud caracteristica radial es a = 0.01 m
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4.9 Resonancia de dos tensoactivo catidnicos con diferente peso molecular CTAT Y
EHAC
En las Figs. (4.6) y (4.7) se observan las funciones de transferencia del flujo volumétrico
y del esfuerzo en la pared, para dos tensoactivos (CETAT Y EHAC). Se observa que las
Figs. (4.8) y (4,9) tienen las siguientes relaciones:
a) Matematicamente, la funcion de transferencia para el flujo volumétrico y el esfuerzo
tienen las mismas descripcion y comportamiento.
b) La fisica en cuanto a la descripcion a bajas, moderadas y altas frecuencias es similar
a las explicadas en las figuras anteriores.
c) Las respuestas de las curvas resonantes dependen del peso molecular de los
tensoactivos catidnicos los cuales tienen un alto peso molecular
d) En particular la resonancia, depende de la distribucion de las cadenas poliméricas,
I.e., los diferentes tamarios entre estas.
e) Comparando los dos tensoactivos, el EHAC presenta una mayor respuesta a la
frecuencia que el CETAT por lo que la respuesta dindmica sera funcion de los

entramados fisicos, tamafio de las cadenas y del peso molecular.
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TENSOACTIVO CATIONICO: EHAC 4%

1.E+4 ‘ :
B TENSOACTIVO CATIONICO: CTAT 3% a) CETAT 30A)
Qo
SLEHM o oy | b) EHAC 4%
- = ,
= = |
= 8.E+3  s2Ev k0006 (
" (a)
o E"EH B= B 0.0006 '
E 6.E+3 . MY
« -
= 4.E+3 0.E+0 " e
m 1.E-2 1.E-1 1.E+0 1.E+1 1.E+2 1.E+3 1.E+4
O WOMERSLEY (b)
Z 2.E+3
(a) JML
0.E+0 =t
1.E-2 1.E-1 1.E+0 1.E+1 1.E+2 1.E+3 1.E+4
WOMERSLEY

Figura 4.6. Efecto de la concentracion en la FTC de gradiente de presion transitorio-
flujo volumeétrico para para dos diferentes tipos de tensoactivos CETAT 3% y EHAC 4

1.E+2 1.E+3 1.E+4

90.
TENSOACTIVO CATIONICO: CTAT 3%
3.E+2
2
% 2E42  pe=YPP G0 _ 41557
»
é 0
SPERZ 5 =M .0006 (a)
= 0
<« 1.E+2 B
= B=—"=0.0006
z 5.E+1 (%)
Cs.
0.E+0
LE2  1E1  1E+0  LE+1
WOMERSLEY

Figura 4.7. Efecto de la concentracion en la FTC de gradiente de presién transitorio-
flujo volumétrico a menor escala para mejor visualizacién del CETAT 3%.
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Figura 4.8. Efecto de la concentracion en la FTC de gradiente de presion transitorio-
esfuerzo para dos diferentes tipos de tensoactivos CETAT 3% y EHAC 4 %
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Figura 4.9. Efecto de la concentracion en la FTC de gradiente de presion transitorio-
esfuerzo a menor escala para mejor visualizacion del CETAT 3%.
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4.10 Efecto de la concentracion del CETAT a diferentes concentraciones en peso.

En esta seccion se presentan el modelo discutido en este trabajo en funcion de la
concentracion. El tensoactivo, que se emplea para esta simulacion es el CETAT al a) 5 %, b)
10 %, c) 15 %, d) 20 % (Soltero et al. 1999). Los datos reométricos se obtuvieron en
experimentos en estado estacionario y no estacionarios en un redémetro de esfuerzo
controlados. En las Figs. (4.10) y (4.11), se observan el mismo comportamiento matematico
y fisico de las Figs. (4.8) y (4.9). Dos observaciones son importantes en las Figs. (4.10) y
(4.11)

A) La resonancia no es directamente proporcional a la concentracién. Un ejemplo claro
es que la maxima resonancia, se obtiene en el porcentaje del 15 % wt. en peso.

B) La minima resonancia se obtiene en el 5 % wt. en peso.

C) Al aumentar la concentracion, se inducen las interacciones entre las estructuras e
induce que pueda aumentar los efectos de las interacciones entre el solvente-polimero

y polimero-polimero.

Tabla 3. Pardmetros materiales del modelo de Burgers para el tensoactivo CETAT para
diferentes concentraciones (Soltero et al. 1999).

EHAC 5% EHAC 10% EHAC 15% EHAC 20%

G, (Pa) 22 31 22 31
Ao (S) 4.33 50 4.33 50
A (s) 0.0026 0.041 0.0026 0.041
B(s?) 0.011258 2.05 0.011258 2.05
p (kg /m3) 1000 1000 1000 1000
Mo = Go * Ag 95.26 1550 95.26 1550
(Pa * s)
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Tabla 4. Nameros adimensionales para el CETAT a concentraciones del 5%, 10%, 15%
y 20 %
CTAT 5% CTAT 10% CTAT 15% CTAT 20%

De 0.1557 0.001136 0.001136 0.001136
n 1 1 1 1

A 0.0006 0.00082 0.00082 0.00082
37} 0.0006 0.00082 0.00082 0.00082

Nota: El valor numérico de la longitud caracteristica radial es a = 0.01 m

EFECTO DE LA CONCENTRACION
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Figura 4.10. llustra el efecto de la concentracion en la norma de la funcién de
transferencia compleja del flujo para el tensoactivo CETAT
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Figura 4.11. llustra el efecto de la concentracion en la norma de la funcién de
transferencia compleja del esfuerzo para el tensoactivo CETAT

4.11 Resumen del capitulo

Este capitulo representa la base de la presente tesis de licenciatura. En la primera
seccion, se establecieron los numeros adimensionales los cuales, describen la fisica del
sistema de estudio. Ademas se demostro que el conjunto de nimeros adimesnionales
describen un espacio material conformado con la viscosidad total de bulto, las propiedades
asimétricas de los fluidos viscoelasticos y el tiempo de retardo total del sistema. Se exploro
los efectos de la viscoelasticidad a través del nimero de eléstico, el cual describe las
propiedades viscoelasticas del material. Ademas se analiz6 la respuesta dindmica con
diferentes ecuaciones constitutivas. EIl punto medular de este trabajo es analizar la respuesta
mecanica del sistema a la concetracion. Se probaron diferentes tensoactivos (CETAT y
EHAC) a diferente concentracion y la respuesta resonante es muy diferente.

Por otra parte, el incremento en la concentracion es algo que debemos explorar debido
a que no hay una relacion lineal entre la concentracion y el maximo resonante.

En la siguiente seccidn, se presentan los resultados mas significativos de la presente
investigacion a nivel de licenciatura, junto con el trabajo futuro.
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CAPITULO V
CONCLUSIONES
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5.1 Aportacidn al conocimiento

En esta tesis se analiz6 el flujo de una mezcla de polimeros en un capilar de radio r
=a. y longitud z = L. El fluido es deformado continua e irreversiblemente por medio de un
gradiente de presion transitorio. Esta fuerza superficial induce un flujo volumétrico el cual,
cual se puede interpretar en términos de un sistema lineal, como una variable de salida y una
variable de entrada. La herramienta que se utiliza para obtener informacion del dispositivo
es la transformada integral de Fourier, y la funcion de transferencia compleja.

Para caracterizar el fluido se utiliz6 un modelo mecanico que consiste en dos
elementos de Maxwell en serie. Este modelo es conocido en la literatura como ecuacion de
Burgers la cual representa las interacciones: Solvente-polimero y polimero-polimero. Los
meritos de esta investigacion son:

1) Se dedujo una metodologia general en términos de un operador fluidez que facilita
la obtencidn el perfil de velocidades y el flujo volumétrico viscoelastico.

2) La funcion de transferencia compleja es una extension de la fluidez tomando en
cuenta la dispersion de sistema a través de una funcion de dispersion que depende de un
parametro asociado a las funciones cilindricas de Bessel.

3) Las funciones de transferencia deducidas en este trabajo son la relacion entre: (i)
El flujo volumétrico y el gradiente de presion transitorio y (ii) el esfuerzo en la pared en
funcién del gradiente de presion transitorio.

4) Las dos funciones de transferencia estan acopladas y no son independientes.
Consecuencia de esto, son los lazos que se forma viscoelasticos y que describen estas
interacciones.

5) Las oscilaciones son una consecuencia del cociente de funciones de Bessel y esta
posible interaccién se puede deber a un cambio de raices de reales a complejas. En este punto,
el sistema es multivaluado.

6) El parametro  es una funcion que depende de los niimeros adimensionales: (i)
Deborah el cual, es una funcion de dos tiempos caracteristicos asociados a la inercia-
elasticidad de Bulto del material y a las propiedades viscoelasticas del material. Este, se
puede expresar también como el cociente entre el Reynolds y el Weissenberg. Esta relacion
se conoce como numero elastico. Para sistemas en donde no hay una velocidad caracteristica,
el nimero que describe mejor estos sistemas es el eléastico. Por ultimo, P tiene la informacion
reoldgica a través del operador-fluidez que describe la interaccion entre el solvente-polimero
y polimero-polimero.

7) La funcion de transferencia compleja a frecuencias bajas es independiente de la
frecuencia y es constante por lo que, la razén entre el flujo volumétrico y el gradiente de
presion transitorio.

8) A una frecuencia caracteristica, el sistema presenta un maximo resonante. Esto
sucede cuando la frecuencia natural del material coincide con la frecuencia de proceso. Este
maximo, esta determinado por las propiedades viscoelasticas de material y las interacciones
solvente-polimero, polimero-polimero y solvente-solvente.

9) Para una segunda frecuencia caracteristica, los sistemas presentan resonancias
secundarias seguidas de un tren de picos secundarios. Estas resonancias, estan determinadas
por las diferentes frecuencias naturales de los materiales

10) A frecuencias largas, la funcion de transferencia decrece hasta un valor en el que
tiende a desvanecerse
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11) Es importante notar que, las dos funciones de transferencia tienen un
comportamiento similar, sin embargo, el impacto del sistema gradiente de presion transitorio-
flujo volumétrico es mayor que aquel correspondiente al gradiente de presién transitorio-
esfuerzo en la pared.

12) El efecto de los nimeros adimensionales se presenta en la respuesta del material:
(@) El nmero de Deborah De: Esta relacionado con la viscoelasticidad y define el maximo
resonante en las curvas
(b) El nimero XA, esté relacionado con el retardo del material y los mecanismos del solvente.
Este numero tiene un contexto negativo en cuanto a la resonancia. Al aumentar los procesos
del solvente, la resonancia decrece debido a la competencia del polimero. Este nimero esta
acotado entre 0 y 1. Un valor de cero, implica que no existe solvente y un valor maximo de
1 es que este tiene la mayor contribucion. El efecto de este nimero es disminuir la resonancia
en el sistema de estudio.

(c) El nimero X tiene que ver con la interaccion entre los mecanismos de relajacion y estos
con la memoria del material. El valor minimo es £p =10 el cual, describe un contraste entre
las fases viscoelasticas. Una de ellas, es completamente viscoelastica y la otra débilmente
viscoelastica. En contraste, si X =1/4 significa que la viscoelasticidad en el polimero es la
misma. Este nimero incrementa la resonancia.

(d) El nimero Xn es la viscosidad total de los liquidos. El valor de £n esta acotado entre un
valor minimo de viscosidad, i.e. ¥n = 10*y un valor maximo de ¥n =1.

13) De acuerdo con los resultados, el modelo reoldgico que permite obtener la mayor
resonancia es el de Maxwell, los demas, aunque mas realistas, decrecen el efecto resonante.

14) El efecto de la concentracion se sigue indirectamente en funcién de las
propiedades materiales y los numeros adimensionales caracteristicos del sistema. La relacion
entre las concentraciones no es directa, es decir, al aumentar la concentracién no
necesariamente aumenta la resonancia. A concentraciones bajas, la resonancia aumenta con
forme aumenta la concentracion. En este punto, si la concentracion del polimero incrementa,
existe una concentracion critica del orden del 10 % en peso en donde ya no se empieza a
cumplir esto.

En este punto se tienen las siguientes conclusiones:

(i) A bajas concentraciones, la viscoelasticidad induce resonancia
(i) A altas concentraciones, la viscoelasticidad induce interacciones mayores por lo
que esto, puede ser negativo en el contexto de la resonancia.

Las bondades y el aporte de este trabajo de tesis de licenciatura es el de obtener una
metodologia sistematica para deducir una expresion para la funcién de transferencia compleja
en geometrias cilindricas, este andlisis se puede aplicar a varias areas de la fisica y la
ingenieria como son: i) virologia, ii) medios porosos, iii) cristales liquidos asociados al flexo
electricidad de las células ciliadas externas
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5.2 Trabajo futuro

Una de las posibles continuaciones de este trabajo es la extensién a modelos no
lineales que capturan las interacciones entre las estructuras y la elasticidad de los materiales.

Implementar los experimentos para obtener datos experimentales y compararlas con
las predicciones de nuestro modelo.

Ecuaciones constitutivas que acoplen la transferencia de momento, energia y masa
son punto de partida para estudios posteriores de posgrado, maestria y doctorado.

Finalmente, este trabajo representa una aportacion en la busqueda constante de
sistemas basados en materia suave, fluidos complejos, cristales liquidos y que usan como
punto de partida los fendmenos de trasporte, reologia, transferencia de momento, modelado
matematicos y simulacion computacional para deducir y encontrar los mecanismos que
describen estos sistemas.
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