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Introduccion

En el presente trabajo se construird una base C para el espacio L?(9S, do) donde € es una
region acotada de frontera de clase C*. Tal base serd construida a partir de la resolucién del
problema de funciones propias de Steklov que consiste en poner el pardmetro espectral A sobre
la frontera de §2 para el operador lineal eléptico de segundo orden de tipo Schrodinger

Lp:=—-Ap+cu=0 (1)

sujeta a
Vu(x) - v = Ap(z)u(x) sobre OS2 (2)

A partir de tal base obtendremos una representacion espectral del operador traza y soluciones
débiles al problema de Neuman, Robin y Dirichlet. Con el fin de de mostrar el contenido de
este trabajo de una manera clara y amena se dividira en tres capitulos.

En el primer capitulo empezaremos definiendo el espacio clasico de operadores lineales con-
tinuos £(X,Y) y algunas de sus propiedades para espacios normados. Continuaremos nuestro
estudio con el espacio de operadores compactos que es un subespacio cerrado de £(X,Y’). En
la siguiente seccién gracias a un colorario del teorema de Hahn-Banach se podra dar la prime-
ra caracterizacion del mapeo dualidad que sera fundamental en la prueba de las propiedades
de la funcién indicadora. Después definiremos que es una seminorma y cuando son continuas.
En las dos tultimas secciones se desasollaran los conceptos de subdiferencial y de derivada en
espacios de dimension infinita y a partir de ellos se daran las principales propiedades de la
funcién indicadora que es la base en las pruebas de los principales resultados que nos permitan
desarrollar el problema de funciones propias de Steklov. Este primer capitulo se basa en los
libros [1], [2], [6], [7], [8] ¥ [13].

En el siguiente capitulo comenzaremos con las definiciones y resultados clasicos en espacios
de Hilbert. A partir del teorema 2.1.2 y de adelante consideraremos solo espacios de Hilbert
separables pues es conocido que tales espacios tienen bases de Hilbert numerable. El principal
resultado de la primera seccién seré una caracterizacion de cuando un operador lineal acotados
es compacto en términos de bases y de sucesiones contenidas en R. La siguiente parte del capitu-
lo es la principal de casi todo nuestro estudio en él se desarrollara con ayuda de la derivada
de Fréchet, subdiferencial y las propiedades de la funcién indicadora los principales resultados
usados en el desarrollo del problema de funciones propias de Steklov. Hacemos notar que estos
resultados son generalizaciones de los multiplicadores de Lagrange. Continuaremos enunciando
el teorema de representacion de Riesz que a partir de él obtendremos el teorema de Stampacchia
con el mas adelante la usaremos para garantizar unicidad y caracterizacién de soluciones débiles
del operador L y como caso particular se puede deducir el lema de Lax-Milgram. Ademas en
esta parte daremos una demostracién usando subdiferencial del Principio de Dirichlet. Luego
en la siguiente seccién se dara una caracterizaciéon de cuando un espacio de Hilbert es reflexivo
el cual se usard cuando tengamos sucesiones acotadas las cuales bajo operadores compactos se
convierten en sucesiones fuertemente convergentes. La tltima parte de esté capitulo se dara los



2 Introduccion

principales resultados en espacios de Sobolev H™(£2) con m € N U {0} el cual nosotros solo
usaremos los casos cuando m = 1,2 pues para nuestro interés se enunciaran y demostraran los
teoremas de la traza compacta el cual se demostrarda como aplicacion de la construccion de C, el
teorema de encajes de Sobolev, el teorema de Rellich-Kondrachov y la desigualdad generalizada
de Poincaré la cual se usara en las demostraciones realizadas de nuestro articulo principal [14].
Esté capitulo se baso en las siguientes literaturas [1], [2], [3], [4], [5], [9], [10], [11], [12] v [13].

En el dltimo capitulo que es el tema del presente trabajo se comenzara definiendo el pro-
blema de Steklov en el caso general para un operador eléptico de segundo orden en forma de
divergencia. Hacemos el comentario que con lo desarrollado anteriormente se puede seguir el
articulo [16] el cual desarrolla esté caso. Continuaremos definiendo el caso a estudiar y las con-
diciones que daremos a las funciones ¢ y p tales condiciones nos permitiran difinir las normas
|- Il v I - ||, las cuales serdn normas equivalentes en H'(2) y L?(9, do) respectivamente. De
los problemas variacionales que se describiran se encontrara una sucesion de valores propios de
Steklov \,, asociados a las funciones propias de Steklov u, las cuales conformaran una base de
Hilbert para el subespacio ker(L) el cual es c-ortogonal a H}(Q) y los valores propios de Ste-
klov cumpliran que A\, — 400 cuando n — +00. A partir de estd base como cada elemento en
ker(L) tiene una representacion en serie de Fourier y utilizando que el espacio nulo del operador
traza es H}(2) su linealidad y continuidad se obtendré la base C y de la convergencia a 400
de )\, se tendrd una representacion espectral del operador traza con la cual se demostrara que
es un operador compacto y de rango denso. Finalmente como ultima aplicacion se describiran

soluciones débiles de L sujeto a (1 — T)g/:(a:) + 7p(z)p(z) = g(x) sobre 9 con g € L*(0N) y

7 € [0,1) el cual, cuando 7 = 0 es el problema de Neuman, 7 € (0, 1) es el problema de Robin
y cuando se hace tender 7 a 1 es el problema de Dirichlet. Este capitulo estara basado en los
articulos de Auchmuty [14], [15] y [16].



Capitulo 1

Fundamentos tedricos

1.1. Operadores lineales

Sean X = (X, || [|[x) yY = (Y, || |lv) espacios normados sobre Ry T": X — Y un operador
lineal, es decir,

T(ax+py) =aT(x)+pT(y) Ve, ye X y Va, pu€R.
El siguiente resultado nos proporciona caracterizaciones de continuidad para un operador lineal.

Teorema 1.1.1. Sea T un operador lineal. Entonces, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes

(a) T es continua.

(b) T es continua en 0.

(¢) Existe M > 0 tal que ||Tx|ly < M|z||x para toda x € X.
(d) T es L-continua, es decir, existe k > 0 tal que

IT(z) =TWlly <wllz —yllx Vo, yeX

Prueba. Ver, por ejemplo, [2], proposicion 9.1.
n

Definicién 1.1.1. Se define £(X,Y") como el espacio de operadores lineales y continuos de X
en Y dotado con la norma

Tx
HTHZZ(X,Y) = sup [|[Tz|ly =sup 1 ||y
llzllx <1 40 ||7|x

Se sabe que si Y es un espacio de Banach. Entonces, £(X,Y) es un espacio de Banach.
En particular cuando Y = R se define el espacio dual de X como el espacio de Banach X’ :=
(X", - |lx7) donde ||| x» = [|1ellz(x,r)- El mapeo (-, ) : X’ x X — R dado por

(Fx) = F(x),

se llama producto de dualidad entre X’ y X. Sean A y B subconjuntos de X y X' respectiva-
mente. Se definen los anuladores en X' y X por

At ={Fe X :(Faz)=0Vuxc A}

3



4 Operadores compactos

‘B={recX:(Fz)=0V F € B},

los cuales son subespacios cerrados.

Definicién 1.1.2 (Convergencia en £(X,Y)). Sean X y Y espacios normados. Supongamos
que (T},)nen es una sucesién de elementos en £(X,Y), entonces la sucesion converge:

1. Uniformemente si existe T': X — Y tal que T,, — T en la norma de L(X,Y), esto es,

||T—Tn||c(x,y)—>0 si n — oo.

2. Puntualmente o fuertemente si existe T': X — Y tal que T,(x) — T'(z) cuando n — oo
para toda x € X en la norma de Y, esto es,

|T(x) = Th(x)|ly =0 si n—>o00. VeeX

3. Cuando Y = R y existe T' € X' tal que para toda = € X se cumple
(T —T,,z)] =0 si n— o0
diremos que la sucesiéon converge débilmente* y se denota por T;, = 7.

De la definiciones se sigue que convergencia uniforme =- convergencia puntual = conver-
gencia débil*. Se definen el kernel y el rango de un operador lineal T" por:

ker(T) ={z € X : T(x) =0},
Ran(T)=T(X)={y €Y : Jz € X tal que T'(z) = y},

los cuales son subespacios. Si ademés T es continuo, es decir, T' € L(X,Y) se tiene que el kernel
es un subespacio cerrado.

1.1.1. Operadores lineales compactos

Definicién 1.1.3. Sean X y Y espacios de Banach reales. Si T': X — Y es un operador lineal
diremos que T es un operador compacto si Dom(T) = X y para cualquier conjunto acotado
A C Dom(T) se tiene que T'(A) es relativamente compacto, es decir, si T(A) es compacto.
Denotemos al conjunto de todos los operadores compactos de X en Y por K(X,Y).

Un resultado en topologia de espacios métricos establece que un conjunto relativamente
compacto se puede caracterizar por sucesiones, esto es, un conjunto A en un espacio métrico
es relativamente compacto si y solo si cada sucesiéon contenida en A tiene una subsucesién
convergente en A (ver, por ejemplo, [7], 3.17.7). Con esto en cuenta tenemos la siguiente carac-
terizacion.

Teorema 1.1.2. Sea T : X — Y un operador lineal. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. T es compacto.

2. Para cada sucesion (x,)nen acotada en X, eziste una subsucesion (xy)gen de (n)nen tal
que T'(zy)ren €s convergente en'Y .
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Una caracterizaciéon util para verificar si un conjunto es relativamente compacto en algin
espacio métrico completo es:

Un conjunto A es relativamente compacto. < A es totalmente acotado.

La afirmacién anterior se puede consultar, por ejemplo en [7], 3.17.5. El siguiente resultado
nos dice que todo operador compacto es continuo.

Proposicién 1.1.1. K(X,Y) es un subespacio vectorial de L(X,Y).
Prueba. Ver, por ejemplo, [7], seccion XI. 2.
|

Definicién 1.1.4. Un operador T': X — Y es de rango finito si dim(7(X)) = m < +o00. En
tal caso T se puede expresar por

T(x) = f:an(m)yn
Con {Fy, Fy, ..., F} € X'y {y1,v2, .., ym} C Y tal que si se cumple
a1y + @Yo + oo + Y =0

con {ay, ag, ..., a4 } C R implique que «,, = 0 para toda 1 < n < m.
Lema 1.1.1. Sean X, Y y Z tres espacios de Banach:

1. SiT € L(X,Y) y es de rango finito. Entonces, T € K(X,Y).

2.8 TeL(X,)Y)ySeK(Y,Z). Entonces, ST € K(X,Y).

3. 81 Se K(X,)Y)yT e L(Y,Z). Entonces, TS € K(X,Y).
Prueba. Sea A un subconjunto acotado de X

1. Como T es lineal y continuo existe M > 0 tal que ||T(z)|]y < M||z|x para toda = € X.
En particular para toda x € A se tiene que ||T(x)||y < M||z||x < M’ pues A es acotado.
Por hipdtesis y linealidad T'(A) es un subespacio de dimensién finita. Por el teorema de
Bolzano-Weierstrass T(A) es relativamente compacto.

2. Como T € L(X,Y) y A es acotado se tiene que T'(A) es acotado, entonces S(T(A)) es
relativamente compacto por hipoétesis.

3. Puesto que S(A) es relativamente compacto la continuidad del operador T se tiene que
T(S(A)) es relativamente compacto.

El siguiente teorema establece que el espacio K (X,Y') es un subespacio cerrado de L£(X,Y)
siempre que Y sea un espacio de Banach.

Teorema 1.1.3. Sea X un espacio normado y Y wun espacio de Banach. Si (T,)nen €s una
sucesion de operadores en K(X,Y) que converge a T en L(X,Y). Entonces, T es compacto.



6 Teorema de Hahn-Banach

Prueba. Sea A un subconjunto acotado en X tenemos que demostrar que T(A) es compacto
o equivalentemente probemos que T'(A) es totalmente acotado pues Y es completo.
Como A es acotado existe un real » > 0 tal A C B(0,r),esto es,

lz||x <r VaeA

Como (T},)nen converge hacia T' entonces para toda € > 0 existe un ng € N tal que n > ng
se cumple ||T'— T,,|| < 5. Puesto que T es lineal y continuo tenemos que para cada z € Ay
n > ny.

3

9
I1T(2) = Tu(@)ly < (T = T)@)lly < T = Tallecen lzllx < o5 llollx < 5

Ahora bien fijemos n < ng, como T, es compacto, T,,(A) es totalmente acotado con lo que
existe un nimero finito de vectores y;, 1 <7 < m en Y tales que

entonces para cada r € A existe una j tal que ||T5,(x) — y;lly < § asi
1T () = yslly < 1T (x) = Tul@)lly + [|Ta(z) = yslly <e.

Por lo tanto T'(A) C B(y1,€) U ... U B(Ym, €), es decir, T(A) es totalmente acotado.

El reciproco del teorema anterior sélo es valido si Y es un espacio de Hilbert.

Teorema 1.1.4. Sean X wun espacio normado, Y un espacio de Hilbert. SiT € K(X,Y).
Entonces, existe una sucesion (T,,) C L(X, H) de operadores de rango finito tal que || T, —T|| —
0 st n — oo.

Prueba. Ver, por e¢jemplo, [1], teorema 5.6.

1.2. Teorema de Hahn-Banach

Teorema 1.2.1 (Teorema de Hahn-Banach para espacios normados). Sea X un espacio
normado y f € V', donde V' es un subespacio de X. Entonces, existe F € X' tal que

(Fox) = (f,x) YaoeV y |[Fllx =Ifllv

Prueba. Ver, por ejemplo, [1], teorema 2.6.

Como consecuencia del teorema de Hahn-Banach tenemos.

Corolario 1.2.1. Sean V' un subespacio de un espacio normado X y o € X tal que d :=
dist(xo, V) = 1161‘f/ |lx — xo||x > 0. Entonces, existe F € X' tal que

L|F|x =1 2 (Fa)=d 3 (Fa)=0VzeV.

Prueba. Ver, por ejemplo, [1], teorema 2.8.
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SiV = {0} y x # 0 se tiene que dist(z,V) = ||z||x > 0 entonces por el corolario 1.2.1
existe [’ € X' tal que ||F||x =1y (F,z) = ||z||x. A tal funcional F se llama soporte de z y lo
denotaremos por F.

Definicién 1.2.1. Al operador F : X — X' dado por
Fla)={FeX:||Fllx =1y |z|x = (F =)} (1.1)
se llama operador dualidad normalizado y siempre es convexo.

Terminaremos esta seccion con el siguiente corolario del teorema de Hahn-Banach el cual
nos ayudara cuando definamos el espacio X”.

Corolario 1.2.2. Sea X un espacio normado. Entonces, para toda v € X

T = max = sup = | F'|| x.
Il 0£FEX! || F| x 0AFeX’ [F'[|x I1Eilx

Prueba. Ver, por ejemplo, [1], lema 2.4.

[ |

Del corolario anterior se sigue que si F' € F(x) entonces 1 = || F||x» = ||z||x. Por lo tanto el
operador dualidad normalizado se puede expresar como

Fla)={F e X"t |Flx =llzllx ¥ (F.o)=|el%} (12)

1.3. Seminormas

Sea X un espacio vectorial. Una funcién p : X — R que satisface
L p(z+y) <p(x)+ply) Vo, y € X.
2. pAx) =|Aplx) Vee Xy AeR.

se llama seminorma. Usando 1. se obtiene que |p(z) — p(y)| < p(x — y) y poniendo en esta
desigualdad y = 0 se obtiene que una seminorma es siempre positiva y de 2. se tiene que

p(0) = 0.

Recordemos que en espacios normados la continuidad de una funciéon F : X — Y queda
caracterizada por medio de sucesiones, es decir, para cualquier sucesion (z,)nen de elementos
en X tal que

|z —zn||x =0 = ||F(z) — F(z,)|ly = 0 cuando n — oo.
Proposicién 1.3.1. Si una seminorma p es continua en 0. Entonces, p es continua.

Prueba. Sean p una seminorma continua en cero y (z,),eny una sucesién en X tal que z, — x
entonces x — x,, — 0. Por continuidad de p en cero obtenemos que

0 < |p(z) — p(z,)| < p(x —2,) = 0 cuando n — co.

Por lo tanto p(z,) — p(x).



8 Subdiferencial

1.4. Subdiferencial

Si F': R" — R es una funciéon convexa se sabe que F' es localmente Lipschitz continua en
R™, esto es,
|[F(z) — F(y)| < M|z —y| Vaz, yeUCR"™

Entonces, por el teorema de Rademacher F' : U — R es diferenciable c.d. en U. En general,
en un espacio de Banach una funciéon convexa no es diferenciable con lo que la nocién de
subdiferencial sirve como un sustituto de la derivada.

Definicién 1.4.1. Sea F' : X — R una funcién convexa no trivial en un espacio normado X.
Diremos que el conjunto definido por

OF(z) ={Pe X': (Pby—x) < F(y)— F(x) Yyé& Dom(F)},

se llama subdiferencial de F' en x y a los elementos de OF () se conocen como subgradientes.

Veamos que (1.2) es realmente la subdiferencial del funcional F(z) = i|z|%.

2
Sea P € OF(x) entonces se cumple para toda y € X

1
(Py—z) < 5 (IWllix — ll=l%
2
en particular tomando y = x + th con t > 0 obtenemos

(Pth) < = (o +th]% = ll=]%)

(el + Nerllx)® = Nl )

IN
NSRS NN

1
5 (1% + 202l x Il x + [[Ep1% — ll=(1%)
e
= [l lithllx + S 1Al
Por lo tanto (P, h) < ||z||x||h||x + 5||k||% v haciendo tender ¢ a cero tenemos
(Poh) < lzllxlhllx = [[Plx < lz]lx- (1.3)
Para la desigualdad inversa, es decir,
lzllx < |Pllx ¥V P € OF,

tomemos y = Az con A € (0,1) entonces

A+ 1)\ — 1)

_ 1 2 2 Lo 2 _ 2
(=1 (Pa) = (Py ) < & (ol — ) < 5 (32 = 1) flally = 2= Dz,
Por lo tanto (P, z) > 2 {|z||% y haciendo tender A a 1 tenemos
lzl% < (F2) < IFllxlzllx = lzlx < [Fllx- (1.4)

Finalmente observe que (1.3) y (1.4) implican que (F,z) < ||Fl|lx/||z|lx = ||z||% v (F,z) >
|z||%. Por lo tanto
IFllx = llzllx vy (F2) = llz/%
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Ahora si F' € F(z) entonces

(Foy—x) = (F,y) — ||z|%
< ||F|Ix Nvllx = =%
= ||z x|lyllx — llz[/%

1

1
2
= —5 (lylx = llzl)* + 5 (ol = lel%)

< 5 (Il ~lel%)

Por lo tanto

OF(z) = {P € X' ||Pllx = ||z]lx v (P,a)=|lz|%}. (1.5)

Para un subconjunto convexo K de X se define la funcién indicadora y el soporte de K por
Ik : X > RU{+o0} o0g: X - RU{+o0}

Ig(x) =0size K ok (P) := sup(P,y).
yeK
Ix(z) :=oc0siz ¢ K
Si 0 € K se tiene que o > 0 pues 0 = (P,0) < sup(P,y). Ahora si K = B es la bola

yeK
unitaria con centro en el origen 0 entonces og(P) = ||P||x'.

La siguiente proposicion resume las propiedades que usaremos de la subdiferencial de la
funcién indicadora.

Proposicion 1.4.1. Sea K un subconjunto convexo en X. Entonces, la funcion indicadora Iy
tiene las siguientes propiedades:

a) Ag(x)={P e X*:(Pzx)=0k(P)}.
b) Stm >0, entonces OIx(mx) = molk(z).
c) Six € Int(K) entonces Ol (z) = {0}.

d) Si K = B es la bola unitaria. Entonces, para ||| = 1 se tiene que Ik (x) = {ALx} >0
donde Lx € F(x).

Prueba.

a): Sea G € 0l (x) entonces (G,y — x) < Ix(y) — Ix(x) entonces (G,y — x) < 0 entonces

Supl(G, y) — (G,2)] < 0, por lo tanto, sup(G,y) < (G, ), s decir, o (P) < (G, z).

yeK yeEK

Por otro lado tomando G € {P € X*: (P,x) = ox(P)} entonces (G, z) = sup(G,y), por
yeK

lo que, (G,y —x) <0, asi, G € 0g(z).
b): Sim > 0 entonces
Ig(mz)={Pe X :(Py—mz)<0Vyec X}
:{PGX':(mP,nlly—x) <0Vye X}

={Pe X' :(mPz—x2)<0Vze X}
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c): Six € Int(K) entonces K — x contiene una vecindad del origen entonces

OZUK_Q;(P):HPHX/ = P=0.

d): Si P € 0lp(x) entonces
(Px) = op(P) = [|P|lx.

Como z # 0 pues ||z|| = 1 entonces existe Lx € F(x) asi
(P,z) = |IPlxll=llk
= [|Pllx (L, x)
= (|| P||x' Lz, x).

Por lo tanto P = ALz con A = ||P||x:. Para la otra contencién si Lx € F(x) entonces
para toda y € By A > 0 tenemos

(ALz,y —x) = X\ ((Lz,y) — (Lz,x))
< A(IZallx llyllx = ll=)%)
< (llzllxlylx = ll=1%)
< A(lyl - 1)
<0.

Por lo tanto ALz € dIg(x).

Definicién 1.4.2. A 0lx(z) cuando K es un subconjunto convexo y z € K se llama norma
cono y se denota por Nk (z).

1.5. Calculo diferencial en espacio de Banach

Consideremos X = (X, || - [|x), Y =Y, || - lv) vy Z :== (Z,] - ||z) tres espacios de Banach.
Sea 2 C X y x C Y subconjuntos abierto.

Definicién 1.5.1. Diremos que la funcién F' : €2 — Y tiene derivada de Fréchet o es F-
diferenciable en xy € €, si existe DF € L(X,Y) tal que

|1F(z) = F(zo) = DF(x — zo)|ly = o([|x — zo)]|x)-
En el caso en que para todo punto z € 2 existe la derivada de Fréchet y la aplicacion
DF :Q — L(X,Y), z~— DF(z),
es continua diremos que F' es continuamente diferenciable en €.

Cuando Y = R y F' es Fréchet diferenciable en x. Entonces, por el producto de dualidad
tenemos que

DF(z)y = (DF(x),y) VyeX.

Enunciaremos algunas propiedades de la derivada de Fréchet las cuales se pueden consultan
en [2] y [6].

Proposicién 1.5.1.

1. Si F tiene derivada de Fréchet en xy. Entonces, DF(x) es inico.
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2. Si F tiene derivada de Fréchet en xy. Entonces, F' es continua en xg.

3. Sean A, peR y F,G:Q —Y con derivada de Fréchet en xy. Entonces

D[NF + pGl(xg) = ADF(xg) + DG (x0).

4. Sean F : Q — x y G : x = Z con derivada de Fréchet en xy y F(xg) respectivamente.
Entonces,

D(G(F(x0))) = DG(F (x0)) - DF ().

Definicién 1.5.2. Diremos que la funciéon F' : 0 — Y tiene derivada de Gateaux o es G-
diferenciable en zy € €, si existe dF'(zg,h) € Y tal que para todo h € X y x¢ + th € Q se
cumple

HF(Z’O -+ th) — F(.ﬁlﬁo) — tdF(iEQ, h)”y = O(t)

Igualmente si para todo punto = € () existe la derivada de Gateaux diremos que F' es G-
diferenciable en €2 y en tal caso

dF(z,h) = iF(m#—th) li—o YV z € Q.

Proposicién 1.5.2.
1. Si F tiene derivada de Gateaux en xo. Entonces, dF(xq,h) es inico.
2. Para toda A € R se cumple dF (zg, \h) = MNdF(x¢, h).

3. Si F tiene derivada de Gateaux en xq. Entonces, para toda h € X y G € Y’ la funcion

o(t) = (G, F(xo + th)) es diferenciable ent =0 y ¢'(t) = (G,dF(xo,h)).

4. Si F tiene derivada de Gateauz en Q0 y el segmento {x +th: t € [0,1]} C Q. Entonces,

| F'(x+h) — F(z)|ly < sup |[dF(x +th,h)|y.
0<t<1

5. Si F tiene derivada de Fréchet en xy. Entonces, F' tiene derivada de Gateaux en xo dada
por

Los dos proposiciones anteriores nos dicen las diferencias de la F-derivada y G-derivada.
1. La derivada de Fréchet es una funcién. En cambio, la derivada de Gateaux es un vector.

2. La derivada de Fréchet es lineal y continua. En cambio, la derivada de Gateaux no nece-
sariamente.

Teorema 1.5.1. Supongamos que F tiene derivada de Gateaux en Q). Si ezxiste A € L(X,Y)
tal que

d
%F(x +th) |imo=A(x)h YheX y x— A(z) es continua en x.

Entonces, F tiene derivada de Fréchet en xo con DF(xy) = A(zy).

Prueba. Ver, por ejemplo, [6] teorema 1.1.3.
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Recordemos que una funcién F': X — R es convexa si su dominio es convexo y
Ve,ye X = Fy+ (1 —=Nz)<AF(y)+(1—-NF(z) VXel[0,1].

Lema 1.5.1. Sea F : X — R Fréchet diferenciable en x, y € §2. Entonces, los siguientes
enunciados son equivalentes:

a) F es convera.
b) (DF(z),y —z) + F(z) < Fy).
¢) (DF(y) — DF(z),y — ) > 0.
Prueba.

a) = b): Si F es convexa se cumple para toda A € [0, 1]

Flx4+XNy—2))=FQy+ (1—XNx)
< AF(y) + (1= V) F(x,
= AF(y) — F(z)] + F(x),

entonces

Fr+ Ay _Ax)) —Fl) F(y)— F(z) = (DF(z),y—2) < F(y) — F(z) cuando A — 0.

b) = a) : Como F es Fréchet diferenciable en z, y € (2 entonces también lo es en z) := Ax+(1—\)y
para A € [0,1] con lo que

(DF(22),y — ) S Fy) = F(z) v (DF(2)),2 — 2\) < F(z) — F(=),
entonces
(1 =M{DF(z\),y —2) < (1 =A) (F(y) = F(2)) v MDF(z),2 = 20) < A(F(z) = F(z21)),
sumando ambas tenemos el resultado. En efecto,
0= (DF(2), A + (1 — Ny — 22) < AF(2) + (1 = N F(y) — F(z).
b) = ¢) : Si se cumple la desigualdad entonces
(DF(x),y —x) < F(y) — F(z) y (DF(y),x—y) < F(x) = F(y).
Por lo tanto
(DF(x),y —x) < F(y) — F(z) < (DF(y),y — %) = (DF(y) - DF(z),y —z) = 0.
¢) = b) : Consideremos la funcion auxiliar ¢ : [0,1] — R dada por
O(A) = AF(2)+ (1=NF(y) = FQhz+ (1= Ay) = AF(2) + (1 =) F(y) = Fly+ Az —y)),
Como ¢ es diferenciable con

¢'(\) = F(z) — F(y) — (DF(y + Mz — y)), x — y),
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evaluando en A =1
¢'(1)=F(x) = Fy) = (VF(z),z — y),

y restando estas igualdades obtenemos que

¢'(N) = ¢'(1) = (DF(z) = DF(y + Mz — y)),z — y)
= (DF(z) = DF(y+ Mz —y)),x —y — Az —y) + Mz —y))
= (DF(z) = DF(y+ Mz —y)),x —y — Mz —y)) +
(DF(x) = DF(y + Mz —y)), Mz — y))
> MDF(z) — DF(y + Mz —y)),z —y)
=X (¢'(\) —¢'(1),

integrando y observando que ¢(0) = 0 tenemos
A

YO <FN) = [#(1) dss0f¢'<s> ds = /(1) < o(N).

0

Evaluamos en A = 1 tenemos ¢/(1) < ¢(1) = 0. Por lo tanto
¢'(1) = F(z) = Fly) = (VF(z),x —y) <0 = (VF(z),y —x) < F(y) - F(2).
|

Teorema 1.5.2. Sea F : U — R una funciéon convexa y Fréchet diferenciable en xq. Entonces

OF (z) = {DF(x)}.

Prueba. Como F es convexa se tiene que (DF (), y—xo) < F(y)—F(xg) asi DF (xg) € OF (x).
Sea P € OF(x) por definicién se tiene

(P,y —x0) < F(y) — F(xo) Vye Dom(F),
en particular se cumple si y = zo +th paratoda he X yt >0

F(xg+th) — F(xo)
t Y

entonces
(DF(x¢) — P,h) > 0 cuando t — 0.

Por otro lado como DF(xzg), P € OF(z() entonces para toda h € X se cumple
(DF(x0),h) < F(xg+1th) — F(xg) vy (P,h) < F(zg+th) — F(xo),
restando la primera con la segunda se tiene que
(DF(xo) — P,h) <0,
por lo tanto DF(xy) = P.
|
Teorema 1.5.3. Sean K un subconjunto convero de X y F: X — R Fréchet diferenciable.
a) Si xg mazimiza a F sobre K. Entonces, es una solucion de DF () € 0Ik(x).

b) Sixg minimiza a F sobre K. Entonces, 0 € DF(zq) + 0k ().
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Prueba.

a): Supongamos que xo maximiza a F' sobre K entonces para toda y € K se cumple F(y)
F(zg). Puesto que K es convexo se tiene que z), € K con z), := Ay + (1 — M)z
o+ My — xo) y A € [0, 1] asi

A

F(xo + My — 20)) — F(z0)
A
= (DF(z0),y — o) < 0 cuando A — 0.

<0

F(z\) < F(zo) =

Por lo tanto DF(xy) € 0lk(x0).

b): Similarmente si xy minimiza a F sobre K se tiene que (DF'(z),y — x) > 0 esto implica
—DF(z0) € 0Ik(xo). Por lo tanto 0 = DF(xy) + (—DF(xg)) € DF () + 01k (z0).

Se dice que una sucesion (z,)nen converge débilmente a z en un espacio de normado X si
para toda F' € X' se cumple

[(F,x —x,)| >0 sin— oo
y se denota por z, — .

Definicién 1.5.3. Diremos que una funcién F': X — R es semicontinua inferiormente (s.c.i.),
si para toda A € R, el conjunto de nivel

Fyx={xe X: F(z) <)}

es cerrado. Y F' es (débilmente) secuencialmente semicontinua inferiormente ((d.) s.s.c.i) en zg
si existe una sucesion (x,)nen tal que x, — o (z, — x¢) se cumple

liminf F'(x,) := sup inf F(xy) > F(z0).

Proposicién 1.5.3. Sea F': U — R una funcion convexra y Fréchet diferenciable en 2. Enton-
ces, F es d.s.c.i. en U.

Prueba. Como F es Fréchet diferenciable se tiene que DF(x) € U’ con lo que para cualquier
sucesion (x,,)nen que converge débilmente a x se cumple

(DF(z),x,) — (DF(x),z) cuando n — o0.
Por lo tanto por la convexidad de F' tenemos

liminf (F(z,) — F(z)) > liminf(DF(z),z, —x) = 0.

n—oo n—00



Capitulo 2

Espacios de Hilbert

2.1. Definiciones

Definicién 2.1.1. Sea V un espacio vectorial. Se dice que (+,+) : V x V' — R es un producto
interno real si para toda o € R y para toda z,y,z € V se cumple

1. (z,2) >0y (z,2) =0 sii 2 = 0.
2. (v, y+2) = (z,9) + (z, 2).

3. (z,ay) = alz,y).

4 (z,y) = (y,2).

Las principales propiedades del producto interno se resumen en la siguiente proposicion.
Proposicién 2.1.1. Sea V' un epacio con producto interno real. Entonces,

1. Desigualdad de Cauchy-Schwarz |(z,y)| < (:E,x)%(j%y)%.

2. ||lz| = (x,2)2 define una norma sobre V.

3. Identidad del paralelogramo ||z + y||* + |z — y||* = 2 (||z||* + ||y||*).

4. Identidad de polarizacion 4(z,y) = ||z + y|*> — ||z — y|*.

5. Para y € V fijo entonces las aplicaciones x — (x,y) y x — (y, ) son L-continuas.

Un espacio con producto interno real V' en el cual toda sucesién fundamental es convergente
bajo la métrica

d(z,y) = ||z = yll,

se llama espacio de Hilbert y lo denotaremos por H.

Lema 2.1.1. Sea K un subconjunto convezo, cerrado y distinto del vacio de un espacio de
Hilbert H. Entonces, existe un inico elemento z € K que minimiza el funcional F(y) = ||z —y||

sobre K, esto es,
F() = llz — 2l = min|le —yll ¥z e A,
yeK

tal minimo se caracteriza por la propiedad
2e€K y (r—2y—2)<0 VyeKkK.

Prueba. Ver, por ejemplo, [1], teorema 4.5.

15



16 Definiciones

Dado un subconjunto M de un espacio de Hilbert H se define el espacio ortogonal a M
como

M*+={ycH:(z,y)=0Vzec M.

Teorema 2.1.1 (Teorema de proyeccién). Sea V un subespacio cerrado de un espacio de
Hilbert H. Entonces
H=VeoV*

Prueba. Ver, por ejemplo, [1], teorema 2.3.

Si H se descompone como en el teorema anterior entonces para toda x € H se tiene que
r=y+zcony€Vyze€ V™t porlo tanto usando el lema 2.1.1 se tiene que y es el punto de
V' maés cercano a z, esto es,

o~ yll = fof |1z — . (21)
Al elemento y de (2.1) se le conoce como la proyeccion ortogonal de H sobre V.

Definicién 2.1.2. Se dice que A = {x,, },en es un conjunto ortonormal de vectores en H si
(Tny ) =0 YV, op,€A, n#Em y |x,]=1 Va, €A

Si A es un conjunto ortonormal en H entonces se cumple para toda x € H la siguiente
desigualdad conocida como la desigualdad de Bessel

> @, 2)* <zl (2:2)

neN

Si A ademés satisface que A = H entonces A es una base ortonormal, es decir, es una
base de Hilbert. Diremos que B = {z, }nen es completo si {z,}i.y = {0}, estoes, siz € Hy
(x,z,) = 0 para toda n entonces = = 0.

Recordemos que un espacio normado X es separable si posee un subconjunto denso nume-
rable. Si H es un espacio de Hilbert se sabe que es separable si H posee una base de Hilbert
numerable (Ver, por ejemplo, [4], Lema 9.11). De adelante supondremos que H es separable.

Teorema 2.1.2 (Caracterizacién de bases). Sea {z,}n un conjunto ortonormal en un es-
pacio de Hilbert H. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

a) {Tn}nen €s una base ortonormal para H.
b) {xn}tnen €s un conjunto completo.

c¢) Para cada x € H se tiene el desarrolla en serie de Fourier

r=> (z,2,)Tn.

neN

d) Para toda x,y € H se cumple

(z,y) = Z(L ) (Y, Tn).

neN
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e) Para toda x € H se cumple la identidad de Parseval

lzl1* = > (2, 20)".

neN

Prueba. Ver, por ejemplo, [5], capitulo I, proposicién 40.
[

Sea V' C H un subespacio cerrado con base {z,}nen. Entonces, para x € H definimos la
suma

Py(r) = X (2, )Ty, (2.3)

neN

que es la proyeccién ortogonal de H sobre V. De la desigualdad (2.2) se sigue que Py €
L(HV).

Corolario 2.1.1. Sean H un espacio de Hilbert separable, {e,}nen una base ortonormal de H y
(An)nen una sucesion de elementos en R tal que N\, — 0 cuando n — oo. Entonces, el operador
lineal definido por

T(x)= %ﬂo; An (T, €n)en,

es compacto.
Prueba. Puesto que (\,), es convergente se sabe que:
1. existe M > 0 tal que |\,| < M .
2. para toda £ > 0 existe ng € N tal que para toda n > ng se tiene que |\, — 0] < e.

Como {e, }nen es una base ortonormal se cumple la identidad de Parseval

IT@I2 = 3 Pl e)P < M2 S [(z, en)]? = M|l
n=1 n=1

Por lo tanto T' € L(H). Finalmente considerando la sucesion (7},,)men de operadores de rango
finito definidos por

To(z) = i:l)\n(x,en)en.

Entonces por 2. y la identidad de Parseval se tiene que

[e.e]

IT(@) = Tu@)I* = 32 [Aall(z, en)]?

n=m+1

<&’ | en)l?

neN
= &”[|[|*.
Por lo tanto || 1" — 1., || c(ary — 0 sim — oo asi T' € K(H).
|

Terminamos esta seccion demostrando una caracterizacion de densidad en H. Para esto,
denotaremos por gen{M} al espacio generado por el subconjunto M de H.
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Teorema 2.1.3. Sean H un espacio de Hilbert y M es un subconjunto no vacio de H. Entonces
los siguientes afirmaciones son equivalentes

a) M+ = {0}.
b) H=gen{M}.
Prueba.

a) = b) : Como M C gen{M} entonces si x € gen{M}" se tiene que (z,a) = 0 para a € M pues
M C gen{M?} en consecuencia gen{ M}~ C M* = {0} y por el teorema de la proyeccion
se tiene que

H = gen{M}" @ gen{ M}
= gen{M}" @ gen{M}
= gen{M}.

b) = a) : Seax € M+ entonces por densidad existe una sucesién (z,,),en de elementos en gen{ M}
tal que x,, — x cuando n — oo y por la continuidad del producto interno se tiene que

2 _ . P4 _

Por lo tanto z = 0.

2.2. Formas bilineales

Definicién 2.2.1. Sea H un espacio Hilbert real se dice que la funcion B : H x H — R es una
forma bilineal si para todo x,y,z € H y para todo A\ € R se satisface:

1. B(z+ My, z) = B(z,z) + AB(y, 2),
2. B(z,y+ Az) = B(z,y) + AB(z, 2).
Teorema 2.2.1. Para una forma bilineal B las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) B es continua.
b) Eziste M > 0 tal que |B(x,y)| < M||z||||ly|| para todo x, y € H.
Prueba. Ver, por ejemplo, [7], 5.5.1.

Teorema 2.2.2. Sea B una forma bilineal continua. Entonces, F(x) = B(x,x) es Fréchet

diferenciable con
(DF(x),v) = B(z,v) + B(v,x) VveH.

Prueba. Para toda v € H tenemos que

Fx4+v)—F(zr) =Bz +v,x4+v) — B(x,z)
= B(x,v) + B(v,z) + B(v,v).
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Por continuidad de B existe M > 0 tal que |B(v,v)| < M]||v||? esto implica que

| B(v, )|
o]

0< < M|v|| = 0 cuando v — 0.

Por lo tanto

lim |F(z 4+ v) — F(z) — (B(x,v) + B(v,z))| — lim |B(v,v)|

v=0 o] =0 o]

=0.

Por unicidad de la derivada de Fréchet se deduce que (DF(x),v) = B(x,v) + B(v, ).
|

Teorema 2.2.3. Sea B una forma bilineal continua, positiva y simétrica. Entonces, F(x) =
B(x,z) es conveza.

Prueba. Por el teorema anterior se tiene que
(DF(z),v) = B(z,v) + B(v,z) = 2B(z,v) Y v € H.

Asi
(DF(z),y —x) + F(z) — F(y) = (DF(z),y) — (DF(z),z) + F(z) — F(y)

Sustituyendo la expresiéon se tiene que
2B(x,y) = 2B(z,2) + B(z,x) = Bly,y) = —[B(x,2) — B(x,y) — B(z,y) + B(y,y)]
Por lo que
—[B(z,z) = B(z,y) = B(x,y) + By, y)l = =[B(z,x —y) = Bly,x —y)] = =Bz —y, 2 —y) <0

Por lo tanto
(DF(z),y —x) + F(z) — F(y) <0

es decir, F es convexa por el lema 1.5.1

Definicién 2.2.2. Una forma bilineal B : H x H — R se dice que
1. Es simétrica si para todo z,y € H se cumple que B(z,y) = B(y, z).
2. x, y € H son B-ortogonales si B(z,y) = 0.

3. Si V es un subespacio cerrado en H diremos que H se descompone como V @z V* si
dado x € H entonces

r=y+z yeV zeV:t | VnV+t={0} vy vy, zson B-ortogonales.
4. Es coerciva en H o H-coerciva si existe m > 0 tal que para todo z € H se satisface
B(z,z) > m|z|>

5. Si B define un producto interno en H y existen contantes m > 0y M > 0 tales que
mB(z,y) < (v,y) < MB(x,y),

entonces B es equivalente al producto interno usual en H.
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El siguiente teorema nos dice que toda forma bilineal B simétrica, continua y H-coerciva es
un producto interno real y equivalentes al producto interno usual en H.

Teorema 2.2.4. Sean H un espacio de Hilbert real y B : H x H — R wuna forma bilineal
simétrica, continua y H-coerciva. Entonces, B es un producto interno que es equivalente al
producto interno usual.

Prueba. Para demostrar que B es un producto interno es suficiente probar B(x,z) = 0 implica
x = 0. Como B es H-coerciva entonces existe una constante m > 0 tale que

ml|jz||* < B(x,z) Vz € H,

entonces ||z|| = 0 si B(x,x) = 0 de donde se sigue el resultado. Para z,y € H por la identidad
de polarizacion se tiene

dAm(z,y) = mllz + y||* — m|z — y||?
<Bx+y,z+y) —Blx—yx—y)
= 4B(2x,2y).

Por lo tanto %(:U,y) < B(z,y).

Veamos la otra desigualdad, como B es continua con constante de continuidad M > 0 y es un
producto interno entonces por la identidad de polarizacion se tiene que

4B(27,2y) = B(z +y,z +y) — B(x —y, v — y)
< Mz +yl* - M|z — y]?
= M4(z,y).

M
Por lo tanto B(z,y) < I(w, ).
|

Observe que si B es un producto interno equivalente al producto interno usual en H y
tomando y = x se tiene que

mB(z,x) < ||z|]| < MB(x,z) V€ H,
entonces diremos que (B(z,2))"? es una norma equivalente a la norma usual en H.

Proposicion 2.2.1. Sean H de Hilbert real y B : H x H — R una forma bilineal simétrica,
continua y H-coerciva. Entonces,

a) F(x) = B(z,x) es una funcion convexa.
b) Ker(F) es un subespacio cerrado.
Prueba.

a) Para toda z,y € H se cumple 2B(z,y) < F(z) + F(y) y ademés



Formas bilineales 21

asi
F(z)+ (DF(x),y —z) = F(z) + 2B(z,y — x)

= 2B(z,y) — F(z)
< F(z)+ Fly) — F(x)
= F(y).

Por el lema 1.5.1 se sigue que F' es convexa.

b) Sean x,y € Ker(F) y A € R. Entonces,
0< F(z+\y) = F(x) + 2AB(z,y) + NX*F(y) < F(x) + A\F(z) + AF(y) + X>F(y) = 0.

Por lo tanto (x + A\y) € Ker(F) y en consecuencia Ker(F') es un subespacio. Para ver
que es cerrado tomemos una sucesion (z,)neny de elementos en Ker(F) tal que x, — x
cuando n — oo. Por continuidad de F' se tiene que 0 = lim,,_,o, F'(z,) = F(x). Por lo
tanto x € Ker(F).

Recordemos que la subdiferencial del funcional F(z,z) = 1(x, ) esta daba por

OF(x) ={F e H": |[Flla = |lzlz v (F,2) = (z,2)} (2.4)

Si B: Hx H — R es una forma bilineal simitrica, continua y H-coerciva se sabe que es
un producto interno equivalente al usual por lo que si F(z) = B(z,z) la relacién anterior se
escribird como

OF (z) = {F € H' . ||Fl|lg = /B(x,2) y (F.a) = B(a:,x)} (2.5)

Por lo que si B(xz,z) = 1 con x € B’ la bola unitaria entonces la subdiferencial de la funciéon
indicadora estd dado por 0Ip (z) = {A\B(x,-)}

Teorema 2.2.5. Sean H es un espacio de Hilbert real, B : H x H — R es una forma bilineal
simitrica, continua y H-coerciva y V un subespacio cerrado en H. Si H =V @z V*, B es la
bola unitaria enV , x € B' y G € 0lp/(x). Entonces, para toda z € V' se satisface

a) Si B(z,x) <1 entonces (G, z) = B(y, z) cony € V+,
b) Si B(x,z) =1 entonces (G,z) = B(y, 2) + AB(z,2) con (y,\) € V*+ x [0, 00).
Prueba.
a) : Si B(z,z) < 1 entonces x € Int(B’). Por la proposiciéon 1.4.1 inciso c) se tiene que
Olp (x) = {0}.

Por lo que (G, ) = 0 asf para toda z € V se tiene que (G,z) = B(y,2) cony € V*.
Ahora definamos

z
z1 = 2\/@ conz eV
entonces 1
B(z1,21) = 43(272)3(2,2) <1
Por lo que
(G,2) = B(y,z) cony € V*
es decir

(G,2) = B(y,z) cony € V*
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b) : Si B(x,z) =1 entonces por la proposicién 1.4.1 incisos d) se tiene que,
Olg(z) = {AB(x, ) : A > 0}.
Por lo que si G € dlp/(,) entonces
(G,z) = AB(z,z) = (G,x) —AB(z,2)=0 = (G,z)— AB(z,2) = B(y, 2).
Por lo tanto
(G,z) = AB(z,2) + B(y, 2) donde (y,\) € V* x [0, 00)

. Ahora definamos

7 = __c conzeV
B(z,z
entonces 1
B(z1,21) = B(z,Z)B(Z’Z) =1
Por lo que
(G, 2) = AB(z1, 2) + B(y, z) donde (y,\) € V* x [0, 00)
es decir

(G,2) = AB(21,2) + B(y, ) donde (y,\) € V* x [0, 00)
[ |

Sea K la bola unitaria como en el teorema anterior. Si x € K maximiza a F(x) = B(x, )
en K se tiene por el teorema 1.5.3 que DF(x) € 0Ik(x) por lo que si W es una forma bilineal
continua, simitrica y H-coersiva tal que W (x,z) = 1 entonces por el teorema anterior se tiene
que

2B(z,z) = (G,z) paraalguna G € 0lk(x)

Por lo que
2B(x,z) = \W (z,2) + W(y, 2) (2.6)
Esta relacion y el siguiente teorema sobre bases seran fundamentales en nuestro desarrollo.
Teorema 2.2.6. Sean V = (V,(-,-)v) y H = (H,(-,")g) espacios de Hilbert separables tal que

V =H yV estd compactamente encajado en H, B : V x V — R una forma bilineal continua
simétrica y V -coerciva. Supongamos que A = {e, }nen una base ortonormal de V' tal que

1. B(ek,el) = 6kl

2. B(eg,v) = M(ex,v)m para todo v € V' con (A,)nen una sucesion de nimeros positivos tal
que 0 < A < A <..< A\, < ...

Entonces, C = {€, = vV \néntnen €s una base ortonormal de H.

Prueba. Puesto que

)\k(ek,ek)H = B(ek,ek) =1 sik=1
(x,€1)m =

\/)\_k\/)\_l(elmel)H = A

B(eg,e;) =0 sik #1.

545
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Entonces, C es un conjunto H-ortonormal de H. Finalmente demostremos que C es un subcon-
junto maximal de H.
Sea h € H entonces por densidad de V' existe (vp)nen tal que h = nh_}rglo v, ¥ puesto que A es

base de V' se tiene que v, = Y (vp, €x)ver v por continuidad del encaje tenemos
neN

= lim > (va, ex)vey.
keN

Luego si (h, é,)n = 0 para toda m > 1

0= (hy/uen) = ( PN DI CATAIES @ém)
H

keN
= nh_{go kGZN(Um ex)v (Eks €m) i
= M (v, em)v

asi (nlggo Un, €n)y = 0 entonces 7}13010 v, = 0 por lo tanto h = 0.

2.3. Consecuencias del teorema de representacion de Riesz

Teorema 2.3.1 (Teorema de representaciéon de Riesz). Sean H un espacio de Hilbert y
F € H'. Entonces, existe un inico elemento u € H tal que

(F,0) = (mv) VoeH,
TaEm

Prueba. Ver, por ejemplo, [1], teorema 2.4.
|

A partir del teorema de representacion de Riesz y el lema 2.1.1 se puede demostrar el
siguiente resultado.

Teorema 2.3.2 (Teorema de Stampacchia). Sean H un espacio de Hilbert real y B :
H x H — R una forma bilineal, continua y H-coerciva. Si S es un subconjunto cerrado y
convezxo de H. Entonces, para cada F € H' existe un unico s € S tal que

B(s,v—s)>(F,v—s) VveS.

Mas aun si B es simétrica, entonces s queda caracterizado por el minimo del funcional J : S —
R dado por J(v) := B(v,v) — 2(F,v), es decir,

s€S y J(s)=minJ(v),

vES

Prueba. Ver, por ejemplo, [1], teorema 4.6.
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Poniendo S = H en el teorema de Stampacchia se deduce que existe un tnico p € H tal
que
B(p,w—p) > (F,w—p) YweH.

Como H es un espacio vectorial se tiene que v € H con v := w — u entonces
B(p,v) > (F,v)y YveH.
En particular para —v € H se cumple
B(p, —v) = (F,—v) = (F,v) < B(u,v),

por lo tanto existe un unico elemento u € H tal que B(u,v) = (F,v) para toda v € H, asi
hemos obtenido el siguiente corolario.

Corolario 2.3.1 (Lema de Lax-Milgram). Sean H un espacio de Hilbert real y B : Hx H —
R una forma bilineal, continua tal que

B(p,pr) > allull* ¥V pe H.
Entonces, para cada F € H' existe un unico u € H tal que
1
Blu,v) =(Fv) YveH y |ul < _|lF|m.
Mas atn si B es simétrica, entonces ju queda caracterizado por el minimo del funcional
J : H — R dado por J(v) := B(v,v) — 2(F,v). (2.7)

Poniendo 2v = x en (2.7) obtenemos

el cual es Fréchet diferenciable con
(DJ(x),v) = B(z,v) — (F,v) Yv¢EH,

y convexo pues

(DJ(x),v—x)+ J(z) = B(z,v —x) — (F,v — x) +;B(x,x) —(F,z)

|
Sy

(x,v) — ;B(x,x) — (F,v)

IA

B(z,x) + ;B(v,v) — ;B(x,x) — (F,v)
(V).

Si B es el producto usual en H entonces

G N

(DJ(x),v) = (x,v) — (F,v) YveH.

Proposicién 2.3.1 (Principio de Dirichlet). Sea H un espacio de Hilbert y dado F € H'.
Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. u € H satisface (u,v) = (F,v) para toda v € H.
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1
2. El elemento p es un minimo del funcional J : H — R dado por J(z) := EHQJH2 — (F,z).

Prueba.
a) = b) Si se cumple (p,v) = (F,v) para toda v € H entonces por un simple célculo se tiene que
J(p)—J(v) <0 VveH,
de donde se sigue el resultado.
b) = a) Como p es un minimo de J entonces para toda v € H se cumple
J(p) <Jw) = 0<JWw)—=J(p) = 0e€dJ(p).

Por Teorema 1.5.2 se tiene que 0J(u) = {DJ(u)} esto implica que DJ(u) = 0. Por lo
tanto

(n,v) = (Fioy =0 = (u,v)=(F,v) YveH.

Definicién 2.3.1. El espacio dual del espacio de Banach X’ se define por
X"={F:X"—= R:F eslineal y acotado}.

Del funcional lineal y continuo J, : X — R definido por J,(F) = (F,x) se define el operador
lineal y continuo J : X — X" dado por J(z) = J, que se le conoce como encaje candnico de
X en X"

Por el corolario 1.2.2 se tiene que

lzlx = sup [F(z)] _ | Jo(F)]
ogrex: ||[Fllx ozrex ||F|x

= [T (@)l x
Por lo tanto J es una isometria lineal. Ademas J es inyectiva pues

r€ker(J) = |z]x=|T(@)||x =0 = x=0.

Definiciéon 2.3.2. Un espacio de Banach X se dice reflexivo si el operador J satisface que para
todo § € X" existe x € X tal que §(F) = (F, x) para todo F' € X', es decir, J es sobreyectivo.

Por el teorema de representacién de Riesz para todo F' € H' existe un unico elemento y € H
tal que
(F,z) = (y,z) Yxe€H,

entonces § = x esto implica que J es sobreyectivo y que H = H”. Por lo tanto todo espacio
de Hilbert es un espacio reflexivo.

2.4. Topologia débil

Definicién 2.4.1. Se dice que una secesion (,),en de elementos en un espacio de Hilbert H
convergen débilmente a x € H si para toda y € H se cumple que

(y,x —x,)] =0 si n— oo.

la cual se denota por z,, — x.
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Si una sucesién converge entonces también converge débilmente.

Proposiciéon 2.4.1 (Propiedades de convergencia débil). Sean (z,)nen ¥ (Yn)nen dos
sucesiones de elementos en X tal que x, = x yy, =y y A\, p € R. Entonces:

1. El limite es unico.
2. Toda subsucesion de (x,)nen converge débilmente.
3. Ay + pyn, — Ax 4+ py.
4. La sucesion estd acatada.
Prueba. Ver, por ejemplo, [2] y [5].
[

Se sabe que un espacio normado X es reflexivo si y solo si cada sucesion acatada en X posee
una subsucesién débilmente convergente (ver por ejemplo [11], Corolario 2.8.9). Entonces para
un espacio de Hilbert se tiene que:

Si (Zp)neny C H tal que |z,||<M = Jzx€H para la cual z, — x.
Definicién 2.4.2. Sea A un subconjunto de H se dice que

1. A es débilmente acotado si para toda y € H se cumple

sup | (y, 2)| < oco.
z€EA

2. A es débilmente cerrado si para cualquier sucesién (x,),eny de elementos en A tal que
T, — r en H entonces z € A.

La proposicién siguiente caracteriza los subconjuntos débilmente acotados y cerrados.
Proposicién 2.4.2. Sea A un subconjunto de H. Entonces,
1. A es débilmente acotado si y solo si A es acotado.
2. Si A es convero, Entonces, A débilmente cerrado si y solo si A es cerrado.
3. A es débilmente compacto si y solo si A es débilmente cerrado y acotado.
Prueba. Ver, por ejemplo, [5], V.3.
[ |

Proposicion 2.4.3. Sea {z,}nen un conjunto ortogonal de H. Entonces, su sucesion (x,)nen
converge débilmente a cero.

T

2]

Prueba. El conjunto A = {en = } es ortonormal entonces por la desigualdad de
neN

Bessel se cumple para toda ©z € H

> (@ en)l” < [,

neN

por lo que la serie es convergente lo cual implica que (z,e,) — 0 para toda x € H, esto es,
e, — 0. Por lo tanto ||z,|le, = z, — 0.
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El siguiente teorema nos dice que todo operador compacto manda sucesiones débilmente
convergentes en sucesiones fuertemente convergentes.

Teorema 2.4.1. Sean X y Y espacios de Hilbert. Si (x,)nen €s una sucesion de elementos en
X tal que z,, — x sin — oco. Entonces, para todo operador compacto K : X —Y

|K(z) — K(z,)|ly =0 si n— oo.
Prueba. Sea F € Y/ entonces F o K € X’. Como z,, — 0 se cumple
G,z —z,)| >0 si n—o0 VGe X'

En particular se cumple para F' o K entonces la sucesion (K (z,))nen converge débilmente a
K(z) en Y. Por otro lado como z,, — x entonces la sucesién es acotada y por compacidad del
mapeo K tenemos que

J una subsucesion (g)geny C (Tn)nen tal que K(zx) — y.

Como la convergencia fuerte implica la convergencia débil tenemos que K(zy) — y. De las
propiedades de convergencia débil se deduce que y = K (x). Por lo tanto (K (z))ren converge
fuertemente a K (). Hasta el momento hemos demostrado que existe una subsucesién de (x,)nen
tal que bajo K es una sucesion fuertemente convergente a K (x). Supongamos que (K (zy,))nen
no converge fuertemente a K (z) entonces existe ¢ > 0 y una subsucesion (z}),eny de (2, )nen
tal que

1K (2) — K(ab)]| > =

lo cual es una contradiccién pues cualquier subsucesion de una sucesion que converge fuerte-
mente también converge fuertemente.

[ |
En la demostracién del teorema anterior se demostro.

Teorema 2.4.2. Sean X y Y espacios de Hilbert. Si (z,)nen €s una sucesion de elementos en
X tal que x,, — x sin — oo. Entonces, para todo operador lineal acotado T : X — 'Y se cumple
que T'(z,) = T(x) sin — oo.

2.5. Espacio de Sobolev H™(Q2) con m € NU {0}

Sea (2 un subconjunto abierto de R" y w C €2 abierto. Se denotara por 0f2 la frontera de €.
Diremos que w estd compactamente contenido en €2 si @ es compacto y w C €2 se denota por
w CC 2. Se define los espacios de Hilbert

loc

L2(Q)={f: Q>R :/|f|2dx<+oo Vwcc Q)
L2Q)={f: Q>R :/|f|2dx<+oo}
Q

L2(0Q,do) = {f : Q - R :/|f|2 do < +oo}.
oN
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donde las funciones son medibles y la integral es la integral de Lebesgue, dx es la medida
de Lebesgue y do es la medida n-dimencional de Hausdorff (ver, por ejemplo [12], capitulo 2)
dotados con los producto interno usual

(fa g)LQ(Q) :gf(m)g(x) dr V¥ fa g€ L2<Q)7

y
(f; 9)r200,d0) 28{2 f(x)g(x) do ¥ f, g € L*(09,do).
Definimos el espacios de funciones test por
D(Q) :={f € C(QR) : sop(f) es acotado y sop(f) C N}
donde

sop(f) = [z € R : (@) £ 0.

Teorema 2.5.1 (Teorema de localizacién). Sea f € L} (). Si

loc

gfzf(x)cp(a:) de =0 Yo e D(Q).

Entonces, f =0 c.d. en ().
Prueba. Ver por ejemplo, [2], proposicién 14.49.
A continuacién vamos a definir el espacio donde trabajaremos

Definicién 2.5.1 (Espacio de Sobolev H™(£2) con m € N U {0}). Sea 2 un subconjunto
abierto de R™. Se define el espacio de Sobolev de orden m como el espacio de todas las funciones
p € L*(Q) tal que para toda « := (aq, o, ...,a,) con ap € NU {0} para cada k = 1,2,....ny

n
la] := > ai < m existe v, en L?(2) satisfaciendo
k=1

(1w, D) == [ uD%p dx = (=1)1* [vap dz ¥V ¢ € D(Q).
Q Q

donde
ool

80111*18021-2 oo aanmn7

D% =

H™Q) :={pue€ L*(Q):D*uec L*(Q) VY alal <m}.
Cuando m = 1 se define el gradiente de p como el vector
Vu=(D'Y,..,D"u) donde D*yu=v, V1<k<n.

y cuando m = 2 se define el Laplaciano por A = V2 :=V - V.
Las propiedades més relevante de H™({2) son:

1. H™(2) es un espacio de Hilbert con el producto interno

(1, 0)m@) = D (D%, D) 12y

laj<m

2. H™(Q) es un espacio reflexivo por ser espacio de Hilbert.

3. H™(Q) es un espacio separable (Ver por ejemplo [1], teorema 9.2).
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Diremos que un subconjunto €2 de R" es una regién si €2 es abierto y conexo.

Definicién 2.5.2. Una regién 2 de R" se dice que es de clase C! si existe un mapeo Fj, de
B"71(0,1) x (=1,1) en un subconjunto abierto U de R" para cada zg € 2 con las siguientes
propiedades

1. F,, es continuamente diferenciable.
2. F,, es biyectiva.

3. F,! es continuamente diferenciable.
4. F,,(0,0) = zo.

5. F,,(B"10,1) x (0,1)) =QnNU.

6. F,,(B"10,1) x {0} =9QNU.

Teorema 2.5.2. Sea Q) una regién acotada de R™ con frontera de clase C'. Entonces, existe
un operador lineal y acotado

v: HY(Q) — L*(0Q,do) dado por v(pu) = pj,, ¥V p € HH(Q)NC(Q).
Prueba. Ver, por ejemplo, [10], teorema 4.6.
n

A 7 se le conoce como operador traza y al espacio dado por HY/2(9Q) := v (H'(£2)) se llama
espacio traza sobre la frontera el cual es un subespacio de L?*(99, do).

Teorema 2.5.3. Sea Q una region acotada de R™ con frontera de clase C'. Entonces, el ope-
rador traza es un operador compacto y H'/?(98)) es denso en L*(09, do).

Teorema 2.5.4 (Teorema de Rellich-Kondrashov). Sea Q2 una region acotada de R™ con
frontera de clase C* y m € N. Entonces la inyeccion candnica i : H™(Q) — H™ 1(Q) es
compacta.

Prueba. Ver, por ejemplo, [1], teorema 9.12.
[
En particular si m = 1 se tiene que la inyeccién canénica i : H'(Q) — L*(Q2) es compacta.

Teorema 2.5.5 (Primera identidad de Green). Sea 2 una region acotada de R™ con fron-
tera de clase C'. Sip € H*(Q) yv € H'(Q). Entonces, se satisface

/vA,u dx = —/VUV;L dx + /7(2}) (V) -v do
Q 0 B)

donde v es el vector normal y v(Vu) - v es la derivada normal de pu.

Prueba. Ver, por ejemplo, [1], corolario 4.2.

0
Observacién. A la derivada normal v(V ) - v tambien se le denota por a—'u
v
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Se define H} () como el subespacio cerrado de H'(€) definido por

HY(Q) = (D). || (@ )-

Corolario 2.5.1. Sea Q una regién acotada de R™ con frontera de clase C*. Entonces,
p€ Hy(Q) & pe Ker(y).

Prueba. Ver, por ejemplo, [9], corolario 1.5.1.6.

Teorema 2.5.6 (Teorema de encajes de Sobolev, Bressan). Sean n > 2 y Q una region
acotada de R™ con frontera de clase C'. Entonces, H'(Q) estd continuamente encajado en

2n
LP(Q 1<p< —-r.
(Q) con <ps

Prueba. Ver, por ejemplo, [3], teorema 8.35.
[ |

Teorema 2.5.7. Sea ) una region acotada R™ con frontera de clase C'. Entonces, H* () estd
compactamente encajado en L*(Q).

Prueba. Ver, por ejemplo, [3], teorema 8.39.
[

Terminaremos esta seccién con una generalizacion de la desigualdad de Poincaré el cual re-
sulta muy util en aplicaciones para lo cual consideremos a P,,(£2) como el espacio de polinomios
de grado menor o igual a m.

Teorema 2.5.8 (Desigualdad generalizada de Poincaré). Sea ) una region acotada de

R" con frontera de clase C'. Consideremos a F = {F} con F un funcional en H'(Q)' tal que
Po(2) N +F ={0}. Entonces,

N 1/2
lull = (Ve + F(1)?)
es una norma equivalente en H(§2).
Prueba. Para ver que || - || es norma es suficiente probar que ||u|| = 0 entonces p = 0. Si

|l =0 = |Vullo =0y F(u)=0

entonces

0= ‘/Q’uvqb‘ - /QV“(/ZS < ol 2 @ |Vl 20 =0V ¢ € D(€2)

se concluye que Vo = 0 c.d. en €. Puesto que €2 es conexo se tiene que p es contante c.d. en
Q, esto es, u € Py(2) y como F(u) = 0 entonces por hipétesis se tiene que = 0.
Sean Hy := (H'(Q), || |m1 ) y H2 := (H'(Q2), || - ||) ¥ veamos que el mapeo lineal I : H; — H,

es continuo. Sea (p,), una sucesién de elementos en H'(Q) tal que u, | |—> 0sin — oo
(e

entonces
“I(Mn)”2 < ||,un||§{l(g) + F(u,) — 0sin— oo

por lo tanto I es continua en cero con lo que existe una constante M > 0 tal que

[l < M| pall 212
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Finalmente para demostrar que || - || es una norma equivalente en H'(2) nos falta verificar que
existe una constante m > 0 tal que m||p|| g1 @) < ||pt]|. Supongamos que no existe tal constante
entonces para cada k € N existe i, € H'(Q) tal que ||| g1 ) > k||| Definamos

HE 1 2 1
=——— = |lu||<+ VEkeN = [[Vv <=y F(uw) <

e

Vg

Puesto que la sucesion (vg)p esta acotada en H'(f2) entonces existe una subsucesién (v,gl) )
que converge débilmente a v en H'(Q) y como H'(f2) esta compactamente encajado en L?(()

1 .,
entonces (v,(C )) — v en L*(Q) con lo que se puede escoger una subsucesién que denotaremos

igual por (v]il)) tal que (v]il)) — v c.d. en €2 entonces por el teorema de convergencia de Lebesgue

se tiene que

‘ / UVQS’ — lfm
Q k—o0

con lo que v es constante c.d. en €2 y note también que 0 = klim F(v,il)) = F(v) entonces por
—00

c

M e €
/vik ¢‘gklggok 0 Vée DO

(1) _
fyve| =

hipétesis se concluye que v = 0 por lo tanto

, 1 ) ) ) o
L= im0 @) = Jm (o[22 + V0 220 < dm - =0.

[
Corolario 2.5.2. Sea Q una regién acotada de R™ con frontera de clase C*. Consideremos a

F={F,: H(Q) = R: Fy es continua para cada 1 < k < n} tal que Po(Q) N +F = {0}.
Entonces,

n 1/2
il = (190l + 3 il
k=1
es una norma equivalente en H(£2).

Ejemplo 2.5.1.

Sea 2 una regién acotada de R™ con frontera de clase C' y G : H'(Q) — R el operador
lineal dada por

(G, ) = 1_17 /m(u) do.
o0

De la continuidad de ~y y si g € L?(9%, do) se tiene que

wmmzﬁigmmmw

1

< 7= lgllzz@.an 1V (1) 22 00.00)
M||g||r2 0, do
< %HN”HHQ)-

Por lo tanto G € H'(Q)". Definamos a

Hy(Q) = {p e H'(Q) : y(n) = 0}
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Sea v € Py(Q2) N +F entonces

v=zxeR y [gy(v)do=0

o9
v=xeR y x[gdo=0
o0
entonces v = 0 por lo que usando 2.5.8 se tiene que
Il = [ Vi dw+ (G.p)?

es una norma equivalete en H'(Q). Finalmente si u € Hj(Q) se tiene que

||M||2:/QVM2+N2 de y |u|1,92=/QVu2 da

son normas equivalentes en H_(€2).



Capitulo 3

Problema de valores propios de Steklov

3.1. Planteamiento del problema

Sea € un subconjunto abierto de R™. Consideremos a Az = (a;j(x)) una matriz, b;(x) y
c(x) de © en R medibles. El operador diferencial general eliptico de segundo orden en forma de
divergencia se define por

n

Ly ==Y (aijha;)a; + D (bit)e, + cpu.
=1

ij=1

En adelante por propositos del trabajo se considerara n > 2, €2 una regiéon acotada de R"”

con frontera de clase C*. Consideremos bajo las hipétesis anteriores el siguiente problema de
condiciones de frontera

Lp=—div (AVu)+ceu=0 en
(3.1)
(A(2))Vu(z) v + e(x)u(z) = Ap(x)pu(x) sobre 09,

donde A, e y p satisfacen

1. A es una matriz simétrica, con entradas acotadas y tal que para cada = € €2

n
lela = (A(z)e, ) = Y aij(w)eig;
ij=1
sea norma en R".

2. ¢>0cdsobre Qyce LP(Q) paran<2psin>3(p>1sin=2).

3. e € L>®(09,do) tal que e > 0 c.d. sobre 09 y

/cd:c—l—/eda>0.

Q )
4. p(z) € L0, do) paran — 1 < q y existe s > 0 tal que p > s c.d. sobre 0f.

Recordemos que una solucién clésica de (3.1) es una funcién g € C?(Q2)NC°(Q) que cumple
(3.1) puntualmente. Supongamos que pu es solucién clasica de (3.1). Multiplicando por ¢ €
H'(Q) N C>=(Q) e integrando en 2 obtenemos

- i /(az‘jﬂxi)agjcb dx + /cugb dr =0,
Q

=19

33
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como p es solucidn clasica entonces integrando por partes tenemos que

LﬂAvm-V¢m%i/Mwau¢da+/q@¢m:
Q

o) 89
/(AVM)-VQS dx—l—/(eu—)\p,u)gb da+/c,ugz§ dx =0,
o) Bl )

puesto que H'(Q) N C*(Q) es denso en H'(Q) se deduce que

JLAVE) - Votcuw] de + [ ey(u)y(v) do—A | py(u)y(v) do=0 Vv € HY(Q) (3.2)

donde 7 es el operador traza que mapea el espacio H*(Q2) en L?(092, do).

3.2. Funciones propias de Steklov

Definicién 3.2.1. Se dice que p € H'(Q) es solucién débil de (3.1) si p satisface (3.2). En
tal caso diremos que p es una funcién propia de Steklov para (L, p) y A es un valor propio de
Steklov.

Nuestro objetivo es estudiar el problema de valores propios de Steklov (L.p) para el caso en
que A es la matriz identidad, e(x) =0y p € L>(09,do) es tal que

/pdazl.
o9

Formalmente estudiaremos el problema de valores propios de Steklov para el operador de
tipo Schrodinger Ly = —Ap + cu = 0, esto es, buscaremos soluciones no triviales (p, A) €
H'(Q) xR de

/QVM -Vou dz +/Qc,uv dr = )\/69 py(p)y(v) do. (3.3)

Notemos que si en (3.3) ponemos p = v entonces

S| Vul dr + o ep? da

)\ 2
Joq py(1)” do

Como cada integrando es positivo debe de haber un valor propio A\ positivo.
Consideremos las formas bilineales simétricas

ACH(Q) x H(Q) =R M:H(Q) x H'(Q) - R
3.4
Ap,v) = g{[vu Vvtow]  M(p,v) = A Py () (). o0

Sea K = {u € HY(Q) : A(u,u) < 1}. Consideremos el principio variacional (P;) de
maximizar B(p) := M (u, 1) sobre K y definamos a

Bl = SupuGKB(N)'

Para estudiar (P;) nuestro primer objetivo es demostrar que K es débilmente compacto y
que si p satisface Ay) entonces B es débilmente continua.

Teorema 3.2.1. Sea Q una region acotada de R™ con frontera de clase C. Entonces, A(u, 1)
es continua.
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Prueba. Por hipotesis de €2 podemos aplicar el teorema teorema de Sovolev por lo que se tiene
que existe k > 0 tal que

162 L) < &l el o)-

Para 1 < ¢ < LQ y con conjugado n < 2p aplicamos la desigualdad de Holder.
n —_—

Ap—vop =) = [ V2= Ver+ [ e(u® = ?)

< o= vllm + [ el =?)

< = vllre) + llelle@lle® = v* |l Lo
< g = vllar @) + Ellell ze@lle — vllav @
= 77”# - UHHl(Q)

Por lo que A es continua.

Veamos ahorra que A(yu, ;1) es una norma equivalente en H'(2).

Teorema 3.2.2. Sea 2 una regién acotada de R™ con frontera de clase C. Entonces, A(u, )
es una norma equivalnte en H'(Q).

Prueba. Sca
S={peH(Q): ple =1}

Consideremos el problema de minimizar A(u, ) sobre S. Puesto que H'(Q2) — L%*(Q) es
compacto pues () es acotado se tiene que

lell2) < Ellplla@ Ve HY(Q)

en particular para u € S por lo que S es acotado y existe una sucesion { i, } minimizante para
nuestro problema

o = inf A(p, 1)

Tomando m suficientemente grande se tiene que
Il oy = [ V02, + [ w2,
Q Q

< [t + [ad+ [
Q Q Q
= Alftm, fim) + +/Qu?n
<a+2
Entonces por el teorema de Rellich-Kondrashov la subsucesion {u,} que converge debilmente

a p* € H'(Q) converge fuertemente a pu* € L*(Q) por lo que A(u*, u*) = « es un funcional que
es debilmente ls.c

Alp, p) = a

Ahora bien si a = 0 esto implicaria que Vu* = 0 por hipotesis de €2, por lo que p* seria una
constante k asi se tendria que

Oz/V,u*Q—I—/cu*Q:Oquz/c
Q 9) Q
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Pero esto contradeceria la hipotesis de que ¢ > 0 por lo que a > 0.

Ahora bien definiendo v = K se tiene que v € S por lo que
[l 20

A(w,0) > a = Alp ) > |l Vi€ HY(Q)

Por lo tanto
Il = | Vit +

S/QVMQJr/QCMQJr/QuQ
< Alp, )+ a7 A, p)
= (a7 + 1) A(p, )

Por continuidad de A se tiene que existen m > 0y M > 0 tales que

m|plF ) < Al ) < M||pllin

Definimos la norma

lpalle = Alp, )", (3.5)

Puesto que A satisface la identidad del paralelogramo obtenemos que A(z,y) es un producto
interno equivalente al producto interno usual en H!(), esto es, existen constantes m > 0y

M > 0 tales que
m M
Z(xay)Hl(Q) < A(l’,y) < Z

por la identidad de polarizacion.

(T, y) m1(@)- (3.6)

Corolario 3.2.1. Sea Q una regién acotada de R™ con frontera de clase C'. Entonces, A(u, )
es Fréchet diferenciable en H'(Q) y conveza.

Prueba. Por el teorema 2.2.2 A(u, u) es Fréchet diferenciable en H'(Q) y esta dada por

(DA(p, ), v) = A(u,v) + A(v, ) = 2A(u,v) = 2([2 [V -Vo+cuv] Voe HY(Q).

Notemos que

Alpy 1) = 2A(p, v) + Av,v) = A(p, pp— v) = A(p — v, v)
= A(p, p—v) — A(v, p — v)
Alp—v,p—v) >0

Asi
Alp, ) + (DA, ), v — p)y = Al p) + 2A(0, v — 1)
= 2A(p, v) — A(p, 1)
< A(p, p) + A(v,v) — A(p, 1)
= A(v,v)

Y por el teorema 2.2.3 se tiene que A(pu, i) es convexa.
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Notemos que K es convexo por la convexidad de A y puesto todo espacio de Hilber es
secuencialmente completo débil y por la continuidad de A(p,u) tenemos que K es cerrado
débilmente cerrado. Ahorra bien como existe m > 0 tal que para toda u € K

mllpll ) < Alp p) < 1.
entonces K es acotado en H'(f2) asf acabamos de demostrar.
Proposicién 3.2.1. El conjunto K es débilmente compacto en H'(Q).
Ahora vemos que B es un funcional débilmente continuo en H'(().

Teorema 3.2.3. Sea Q2 una regién acotada de R™ con frontera de clase C'. Entonces, B(x) es
continuo y ademds es débilmente continuo en H'(Q) y L*(09, do)-coerciva.

Prueba. Por el teorema de la traza existe k > 0 tal que

Bl < [ ol
09
2
< ol Lo @0.do) 17(1) || 1 (092,00) (3.7)
= HpHLw(aﬂ,dU)”7(“)”%2(89@0)

< #illpll o 0.0 11451 0

Un argumento similar al que se ocup6 en el teorema 3.2.1 se concluye que B(u) es continuo.
Veamos que B(u) es débilmente continua. Sea (p,),eny una sucesion de elementos de H'(Q)
tal que converge débilmente a u en H'(2). Por el teorema de la traza compacta se tiene
que (Y(pn))nen €s una sucesioén que converge fuertemente a y(u) en L*(92,do). Luego por la
desigualdad (3.7) se deduce que B(u) es débilmente continua. Finalmente como existe s > 0
tal que p > s se tiene que

2 2 y(w?p _ |1
Ile00,00) = [ 70 = [ <ol o, B
Por lo que B es L*(09, do)-coerciva.
[
Definamos .
lellp = B()?- (3.8)

Por el teorema anterior se tiene que 3.8 es una norma equivalente en L?(9, do), esto es, existen
constante m’ > 0y M’ > 0 tal que

m/[|pl| 200) < B(p) < M'||pllr200)-

Similarmente al corolario 3.2.1 se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.2.2. Sea Q una regién acotada de R™ con frontera de clase C'. Entonces, B(u)
es Fréchet diferenciable en H'(Q2) con

(DB(),v) =2 | py(u)y(v) do ¥ v e H'(92)
Yy convera.

El siguiente teorema es de existencia para el problema variacional P; y nos dice que ; = A\;!
donde A; es el valor propio méas pequeno de (3.3).
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Teorema 3.2.4. Sea ) una regién acotada de R™ con frontera de clase C*. Entonces, 31 < 0o
y existen maximizantes £, de B(p) sobre K tales que |||l =1 y (3.3).

Prueba. Puesto que K es débilmente compacto en H(2) y B(u) es débilmente continuo se
tiene que B(u) alcanza su supremo en un punto p; de K por lo que

0 < f < oo. (3.9)

1
Si ||p1]|le < 1 entonces existe un r > 1 tal que ||p1||c < — < 1 entonces ||ruq||. < 1 por lo tanto
r

ru; € Ky como B(p) es homogénea de grado dos se tiene que

B(ru) > r*B(u) > Blu) = supuex B(w),

que es una contradiccién. Por lo tanto ||u1||. = 1 y puesto que B(u1) = B(—p1) entonces B
alcanza su supremo también en —p; € K.
Por el teorema 1.5.3 un maximo p; de B sobre K satisface que

DB(j1) € Ol ()

Por lo tanto existe un funcional F' € 0lk(u1) tal que

2,0l =2 [ pil)(e) = (0
Puesto que ||u|l. =1y F € 0Ik(p1) se tiene que

F(v) = (F,v)
77<L,u1,’0>
=n(u1,v). conn € [0,00) y Vv

esto es,
F(v) = (np1,v). con n € [0,00) y V v

Por lo tanto
(:ulv U)ﬂ = (n:ulv U)c
Sin > 0 entonces se cumple (3.3) con A = n~1. Sin = 0, poniendo v = ;. Luego por coercividad

de B se tiene que
B(p) =0= p =0,

y tal funcién no seran maximo. Por lo tanto se cumple (3.3) con n > 0 en el maximo.
Poniendo v = 1 encontramos que el correspondiente valor propio A; en (3.3) satisface

Bi=sup B(p) = B(p) = Al = A > 0.

pneK

Si A\; no es el valor propio més pequeiio de (3.3) entonces podriamos encontrar i € H'(Q) no
idénticamente cero que cumpla con (3.3) con A < A; entonces normalizando en la norma || - ||.
tenemos que

1= ||ul|? = AB ().

Entonces, f; = \{' < N =8B (7z) lo cual es imposible. Por lo tanto A; es el valor propio mas
pequeno de (3.3).
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Corolario 3.2.3. Sea Q una region acotada de R"™ con frontera de clase C'. Entonces,
JIVuP + Jelul? > M [ ply(w)]? ¥ v e H(Q).
Q Q o9

donde \1 es valor propio del teorema anterior.

Prueba. Sea € H'(2) tal que o # 0 entonces definiendo v = se tiene que v € K y por

Ju
[l

homogéneidad de grado dos de B tenemos que
B(v)<p = B(u) <Billpl2 ¥ upeH(Q)

Si p = 0 trivialmente se cumple la desigualdad.

Definicién 3.2.2. La desigualdad
L1vu+ [elnP =X [ ke ¥pe H(9),
Q Q o9

se conoce como la desigualdad de traza en H'(f2) para el operador L.

Supongamos ahora que encontramos las primeras funciones propias de Steklov {1, o, ..., f1;-1}
que son c-ortonormales asociadas a sus correspondientes valores propios 0 < Ay < Ay < ... <
Aj_1 entonces para toda 1 <n < j — 1 se cumple

(tn, V)e = An(Y(pin),7(v)), =0 Vv e HY(Q),

poniendo v = p,, se tiene que

0 sin#m

pu 71 . o
A5 sin=m.

(Y(tn)s 7 (1m)) o = At (s fhom ) (3.10)

Con lo que necesitamos buscar la siguiente funcion propia de Steklov en la bola unitaria

Kj={pe K: (v(n),7(m))p =0V ke{l,2,....j - 1}},

del subespacio cerrado

con complemento c-ortogonal
W= gen{ula M2y .-y /Ljfl}-

Es decir, estudiemos el principio variacional P; de maximizar B sobre K. Definamos

Bi = sup B(p).

HeK;
Teorema 3.2.5. Sea ) una regién acotada de R™ con frontera de clase C*. Entonces,
a) K; es débilmente compacto en H'(2).
b) Existen mazimizadores £u; de B sobre K que satisfacen ||p || =1 y B; es finito.

¢) p; es una funcion propia de Steklov correspondiente al valor propio de Steklov Bj’l = \j
y es el valor propio mds pequeno de 3.3 tal que A\j_1 < A;j.
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d) (g, pe)e = ( p)p =0 V1< k<j—1

Prueba. a) Consideremos la familia de funcionales lineales F}, : H'(Q) — R dados por Fi(u) =
Joq PY(1)y(pg) con 1 < k < j—1. Por la continuidad del operador traza obtenemos la siguiente
acotacion

Bl < [ 1)

< llpllimonao) [ 10070m)]

< ol oo 002,40 17 (12:) | L2 (092,40 |V (1) 1] 22 (692, 0)

< Kl pll Lo @e.do || el o) |l 2 () -
Por lo tanto los funcionales F}, son continuos. De las propiedades del producto interno se deduce
que K es convexo y cerrado y como K es acotado se tiene que K; también lo es.

b) Se sigue de un argumento similar como en la prueba del teorema 3.2.4 pues K es débil-

mente compacto en H'({2).
¢) Puesto que V;_; es un subespacio cerrado en H*(Q), K; es la bola unitaria en V;_; y los
maximizadores ;; de B sobre K satisfacen ||u]|. = 1 se tiene que V v € V;_4

(DB(;), vy = (n pj +w, v)e conw€ Vit =W yn>0.
Esto es
2(v(pj), 7)), = n(pj,v)e + (w,v). Ver teorema 2.2.5.
Notemos que si tomamos v = w y puesto que p; € V;_; se tiene que

j—1

Jw|]? = ]2:: 2ar (Y (15), ¥ (1)) p — X_: nak(fLj, pk)e

j—1

j—1
= 2N ean (g, p)e — Y nak(p, fi)e
k=1 k=1
7j—1

= > (22X — )a(pj, pr)e = 0

k=1

Por lo que w = 0, asi u; y se satisface

(v(13),7 (), =nlpj,v)e Yo e HY(Q),

es decir, p1; es funcién propia de Steklov correspondiente al valor propio n = A;. Finalmente
poniendo v = p; obtenemos

B = sup B(u) = B(u;) = X (g, p15)e = A
HEK;

d) Se sigue de que p; € K pues
(Y1), v (B ))p = Aj (g ) =0 V1<n < j—1
[

Continuando con este proceso obtenemos una sucesion infinita de funciones propios de Ste-
klov c-ortonormales en H'(Q)

A= {:un}neN

correspondientes a los valores propios

D<A < A<..<)\,<.. obien 0<..<p,

IA

< B < B



3.3. BASES 41
Teorema 3.2.6. Sea ) una region acotada de R™ con frontera de clase C'. Entonces, lim,_,o0 B
0.

Prueba. Como A es un conjunto c-ortonormal en H*(£2) usando la desigualdad de Bessel y la
equivalencia de normas se tiene que

> (@, pn)el* < llll2

neN

por lo que la sucesion 3, converge débilmente a cero. Puesto que B es débilmente continuo se
tiene que B(u,) = (3, converege a cero.

Finalizamos estd seccion observando que a partir de (3.10) se deduce que

C= {sn = \/YW(M”)} , (3.11)

neN

es un conjunto p-ortonormal en L?(9S, do).

3.3. Bases

Nuestro objetivo de esta seccién es demostrar que (3.11) es realmente una base p-ortonormal
en L*(0N). Para esto si consideremos a W al subespacio de H'(Q) que es c—ortogonal a H}(Q)

se tiene que
HY(Q) = Hy(Q) ®. W. (3.12)

El siguiente lema nos permitira tener una descomposiciéon de H'(Q) de la forma
HY(Q) = Ker(B) ®. Ker(L). (3.13)
Lema 3.3.1. Sea Q) una regién acotada de R™ con frontera de clase C. Entonces
1. Ker(B) = Hj(9).
2. € ker (L) < (1, ¢). =0 para toda ¢ € D(Q).
Prueba.

1. Como B es una norma equivalente en L?(9<, dv) entonces
pe Ker(B) & B(u)=0 & |[v(ll2oodwp =0 < () =0 & pe Ker(y).
Por lo tanto del corolario 2.5.1 se tiene que

p € Ker(B) & peKer(y) & pe Hi(Q).

2. Sip € ker (L) entonces —Ap+cp = 0 entonces multiplicando por ¢ € D(£2) e integrando
en {2 se tiene que

/[—A,uga + cup] dx = 0.
0

Luego por la primera identidad de Green para espacios de Sobolev obtenemos que

(Hsp)e = /[Vu Vo + cup] dz = 0.
Q
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Inversamente si (i, ). = 0 para toda ¢ € ©(2) entonces aplicando de nuevo la primera
identidad de Green para espacios de Sobolev obtenemos que

/[—Au90+ cupl der =0 Y e D).
0

Asi por el teorema 2.5.1 se tiene que Ly = ¢ — Ap = 0. Por lo tanto u € ker (L).

Si p, es una funcién propia de Steklov se satisface
(/‘an ¢)c = /\n(’Y(Mn)a 7(¢))p =0 Voe Q(Q)
Por lo tanto A C ker(L)

Lema 3.3.2. Sea Q una region acotada de R™ con frontera de clase C'. Entonces A es una
base c-ortonormal de Ker (L).

Prueba. La demostremos se hara por contradiccion:
Supongamos que A no es base c-ortonormal de ker(L) entonces por el teorema 2.1.2 inciso b)

existe un v € ker (L) tal que v # 0y (n, v). = 0. Definiendo w = entonces w € K, esto

o]l
es,

[wlle =1y (ttn,w)c=0. (3.14)

Si B(w) = 0 entonces w € ker(B) pero como también w € ker(L) y HY(Q)) = ker(B) ®.ker(L)
se sigue que w = 0 entonces 0 = ||w||. = 1 que es una contradiccién.

Si B(w) > 0 entonces existe un m € N tal que (3,11 < B(w), es decir, B(pm+1) < B(w) esto
es una contradiccion pues 11 NO seria maximo pues w € K,,.

u
Sea p € ker(L) se tiene que jt = 32 (1, fin)ofin y usando (3.10) obtenemos
(1) = 3 (s ptn) ey ()
= gkn(v(u), V(kn)) oy (i)
nel
= 3 (20 o)) (o) .
= :%(v(u), Sn)pdn-

Como HY2(9Q) = v (H*(Q)) v {itn}nen es base de Ker(L) implica que {3, }nen es base de
H'Y2(082) en consecuencia es también base de L?(95), do) pues

C=C=H"2Q) = L*9Q,do).
Asi hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1. Sea Q una regién acotada de R™ con frontera de clase C*. Entonces C es una
base p-ortonormal de L?(99), do).
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3.4. Una representacion espectral del operador traza

Dada pu € H'(Q) el operador dado por

P(:u) = Z(:umun)c Mo

neN

es la proyeccion ortogonal sobre ker(L). Puesto que
p=¢+v cong¢e H) Q) yveker(L) = Pu)=Plp+v)=Pl)=r
Usando que ker(y) = H}(S) tenemos

v(p) = y(P(p))
= > (v(1), 3n)p8n

neN

= > Aa(v(1), ¥ (1)) oy (1)

neN

= (s i)y ()

neN

= Z )\;1/2 (14 pn) B

neN

J
Considerando las sumas parciales v; (1) = 3 (M) "Y2(1, )80, la convergencia de At a 0

(para toda ¢ > 0 existe ny € N tal que para toda n > ng se cumple [A\ 1| <€) y la identidad
de Parseval tenemos

17 (1) = % () 7200.0) < D Pal ™ (s i)l

neN

<e > (1 pn)el?

neN
= ¢|| Pull?
< EMQHMH?TF(Q)'

Por lo tanto v € K(H(Q), L*(09, pdc)) pues v, son operadores de rango finito y v €
L(HY (), L*(0%2, pdo)). Por otro lado si v € Ran(y)* entonces para toda y € Ran(y) se

cumple (v,¥)r2(50,pd0) = 0 en particular tomando y = v(pm) = )\;1/ ®3,, tenemos

0= (Uv V(Nm))LQ(aﬂ,pdo) = )\;1/2(1)’ §m)L2(aQ,de) = v=0,

pues C es base p-ortonormal para L*(952,do). Por lo tanto Ran(y)* = {0} lo cual implica que
Ran(v) = HY/2(9Q) = L*(09,do) En resumen se demostrado el siguiente teorema.

Teorema 3.4.1. Sea Q una regién acotada de R™ con frontera de clase C*. Entonces, el ope-
rador traza v : H*(Q) — L*(09Q, pdo) es un operador compacto y de rango denso con represen-

tacion espectral dado por
V(1) = 32 A2 (1 ) e
neN



44 Representacin de soluciones del operador L

3.5. Representacion de soluciones del operador L
Consideremos el siguiente problema de condiciones de frontera para el operador L

—Ap+cu=0 en Q

(1-— T)g/:(x) + 7p(z)u(x) = g(x) sobre 09,

Con g € L*(09Q,do) y 0 < 7 < 1y formulacién débil

/(V/LVU +euw) dz + (1—71)71 / (tpy(p) —g)v(v) do =0 Yove H(Q). (3.16)
0 59

Sea el funcional F : H*(Q2) x [0,1) — R dado por

Flp, ) =T (1, p) — 2(G, )

Donde

T (s p) = Ay, p) + fﬁ’( 1)

Alp,p) = o Vi2 +ep? dey  B(p) = fyq py(p)? do

1
d
1—7/3997(“) o

Se tiene que T y (G, u) son contunias, convexas y Fréchet diferenciable pues A, y B lo son y
G por 2.5.1.
Como A es H — coersiva se tiene que exite m > 0 tal que

<G7 M) =

Por lo tanto la forma bilineal, acotada y simetrica T es H — coersiva y por el teorema de
Lions-Stampacchia 2.3.2 se tiene que JF tiene un tnico mimimizante p* en H'(€2). Ahora bien
como F es Fréchet diferenciable con derivada de Fréchet dada por

(Fl),v) = 2A(1,0) + 2 My, 0)  2(G,v)
= 2/(Vqu+cuv) dz + 12_77/p’y(u)7(v) do — 1_27/g7(v) do
Q o0N o

y se satisface 3.16 en el minimo p*

/ (Vi™Vo + cpv)
0

da—i/g’y

Tomando v € D(2) obtenemos que p* € ker(L) asi tenemos el siguiente teorema.
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Teorema 3.5.1. Sean Q una regién acotada de R™ con frontera de clase C', g € L*(0Q,do) y
0 <7 < 1. Entonces, existe un unico minimizante p* de F en H'(Q) que es solucion de (3.16)
y pertenece a ker(L).

Como p* € ker(L) entonces p* tiene una representacion de funciones Steklov dada por

p(x) = %:N Cpn () cON € = (&, fin)c-

Poniendo v = p,,, en (3.16) tenemos que

1 * 7- *
1-+ (Q,W(Mm))p(ag,da) = (W", thm)e + ﬁ(ﬂ/ﬁ )s Y (Hm))
I
— o 1—7 /\mcm
T 1
= ]_ R
< + 1—7 )\m) cm
(Al =T)+T
N Am(1—17) "
Entonces,
Am(1=7) A (95 Y () 12 (600.d0)
m - 9 m 2 = : v N
c (1 _ T)[)\m(l — 7_) + 7_] (g 7(:“ ))L (0Q2,do) )\m(l _ 7_) 47 m e
Luego la solucion de (3.16) viene dada por
)\m ) m 2 o

neN )\m(]- - 7_) + T
Por lo tanto

Solucién al problema de Robin (0 < 7 < 1) | Solucién al problema de Neuman (7 = 0)

A (95 (Bom)) 2 (600,00 \
AR Wiy @) | @) = T (970 20 in(7)

Terminamos con la solucién al problema de Dirichlet.

Teorema 3.5.2. Sean Q una region acotada de R™ con frontera de clase C* y g € HY/?(0Q).
Entonces, son equivalentes:

a) Sip e HY Q) es solucién para el problema de Dirichlet

/[VuVap + cup] dx.
o)

sujeto a y(p) = g sobre ON2.

b) La serie

> Aal(g, 7 (1)), (3.18)

neN
es convergente. En este caso, la solucion se puede representar en la forma

p(x) = > A9, 7 (1n))p in(2). (3.19)

neN
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Prueba.

a) = b) : Supongamos que ¢ € H'(Q) es soluciéon del problema de Dirichlet entonces ¢ € ker(L)

asi ( tiene una representacion de funciones de Steklov dada por

© = (@, tn)chin,

neN

entonces

(@) = D (@, tn)ey(in)

neN

= Z (ga §n)p§n

neN

= Aalg, (1)) oy (1)

9

por la ortogonalidad de C se deduce que (i, ftn)e = A (g, 7(tn)),. Por lo tanto

QO(ZE) = Z )‘n<ga'7(:un))p :un(m>

neN

Finalmente por la identidad de Parseval se tiene que

lolle = >_ Anl(g, (i)l

neN

b) = a) : Si
> N21(g, (1))l

neN

converge. Entonces, puesto que C es base se tiene que

>\m (ga fY(Mm))LQ (09Q2,do)

p(r) = Z An(QaV(Mﬂ))p fin(r) = lim Z

1= An(l—7)+7T

neN neN

fin ()
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3.6. Concluciones

Se vio que a partir del principio variacional de maximizar

B(p)= | ppdo
oN

sobre
Kj={pe K: (v(u), () =0 V ke{l,2,...j —1}}

con

K={peH(Q): /Qv,u2—|—C/L2 dr < 1}

los maximos p; de este problema son las funciones propias de Steklov de
/V,qu—i—c,uv dx = )\/py(u)v(v) do ¥Yv € HY(Q)
Q o0

que es la formulacién débil del problema

Lp):=—-Apu+cu = 0 en Q
n = Appu sobre 0N
v

Se obtuvo que tales funciones propias de Steklov forman una base c-ortogonal del Ker(L)
y se tiene la siguinete descompacision c-ortogonal

HY(Q)=Hy(Q) @ W
= Ker(B) ®. Ker(L).

Los valores propios de Steklov satisfacen que
Aj = (SUpueKjB(N))_l

O<)\1§>\2§§)\n — OO

Ahora bien como Ker(L) se identifica con el espacio de Hilbert H'/2(0%2) se puede ver que
los valores propios de Steklov son los valores propios del mapeo de Dirichlet-Neumann el cual
esta definido por:

0
T.: H'2(0Q) —» H-V2(0Q)  T.(f) = aﬁ
v
Donde H'/2(99) es el dual de H/2(92), es decir, dado ¢ € H~'/2(9€) su evaluacién en
un elemento ¢ € H'Y2(99) esta dado por (¢, p) = ¢(p) v i es la extencién c-armoénica de f en
Q2. Esto es, p resuelve el problema de Direchlet

—Ap+cp = 0 en Q
i = f sobre 0
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Consideremos que f y f* son dos elementos en HY2(09) entonces por definicion de T,
existen u, u* € HY?(09) que resuelven

—Ap+cp = 0 en Q
uw = f sobre 0

—Ap*+cept = 0 en Q
w* = f* sobre 0f)

respectivamente. Definiedo v = p — p* se tiene que v resuelve el problema homageneo

—Av + cv =0 en Q
v = 0 sobre 90N

Si L(v) = Av entonces la forma débil de este problema esta dada por
/Vqu+c,uv dr = )\/p/w dr Yv € Hy()
Q Q

Tomando v = p se obtine que A > 0 en consecuencia la tnica solucién de L(v) = 0 es
v =0 por lo que up = p*y T.(f) = T.(f*) asi que el problema esta bien definido y la extencién
c-armoénica es Unica.
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