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A mı́ hermano y a mı́ amiga Luz Maŕıa por todo su apoyo incondicional.
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Bibliográfica 48



Introducción

En el presente trabajo se construirá una base C para el espacio L2(∂Ω, dσ) donde Ω es una
región acotada de frontera de clase C1. Tal base será construida a partir de la resolución del
problema de funciones propias de Steklov que consiste en poner el parámetro espectral λ sobre
la frontera de Ω para el operador lineal eléptico de segundo orden de tipo Schrödinger

Lµ := −∆µ + cµ = 0 (1)

sujeta a
∇µ(x) · ν = λρ(x)µ(x) sobre ∂Ω. (2)

A partir de tal base obtendremos una representación espectral del operador traza y soluciones
débiles al problema de Neuman, Robin y Dirichlet. Con el fin de de mostrar el contenido de
este trabajo de una manera clara y amena se dividirá en tres caṕıtulos.

En el primer caṕıtulo empezaremos definiendo el espacio clásico de operadores lineales con-
tinuos L(X, Y ) y algunas de sus propiedades para espacios normados. Continuaremos nuestro
estudio con el espacio de operadores compactos que es un subespacio cerrado de L(X, Y ). En
la siguiente sección gracias a un colorario del teorema de Hahn-Banach se podrá dar la prime-
ra caracterización del mapeo dualidad que será fundamental en la prueba de las propiedades
de la función indicadora. Después definiremos que es una seminorma y cuando son continuas.
En las dos últimas secciones se desasollarán los conceptos de subdiferencial y de derivada en
espacios de dimensión infinita y a partir de ellos se darán las principales propiedades de la
función indicadora que es la base en las pruebas de los principales resultados que nos permitan
desarrollar el problema de funciones propias de Steklov. Este primer capitulo se basa en los
libros [1], [2], [6], [7], [8] y [13].

En el siguiente caṕıtulo comenzaremos con las definiciones y resultados clásicos en espacios
de Hilbert. A partir del teorema 2.1.2 y de adelante consideraremos solo espacios de Hilbert
separables pues es conocido que tales espacios tienen bases de Hilbert numerable. El principal
resultado de la primera sección será una caracterización de cuando un operador lineal acotados
es compacto en términos de bases y de sucesiones contenidas en R. La siguiente parte del caṕıtu-
lo es la principal de caśı todo nuestro estudio en él se desarrollará con ayuda de la derivada
de Fréchet, subdiferencial y las propiedades de la función indicadora los principales resultados
usados en el desarrollo del problema de funciones propias de Steklov. Hacemos notar que estos
resultados son generalizaciones de los multiplicadores de Lagrange. Continuaremos enunciando
el teorema de representación de Riesz que a partir de él obtendremos el teorema de Stampacchia
con el más adelante la usaremos para garantizar unicidad y caracterización de soluciones débiles
del operador L y como caso particular se puede deducir el lema de Lax-Milgram. Además en
esta parte daremos una demostración usando subdiferencial del Principio de Dirichlet. Luego
en la siguiente sección se dará una caracterización de cuando un espacio de Hilbert es reflexivo
el cual se usará cuando tengamos sucesiones acotadas las cuales bajo operadores compactos se
convierten en sucesiones fuertemente convergentes. La última parte de esté capitulo se dará los
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2 Introducción

principales resultados en espacios de Sobolev Hm(Ω) con m ∈ N ∪ {0} el cual nosotros solo
usaremos los casos cuando m = 1, 2 pues para nuestro interés se enunciaran y demostraran los
teoremas de la traza compacta el cual se demostrará como aplicación de la construcción de C, el
teorema de encajes de Sobolev, el teorema de Rellich-Kondrachov y la desigualdad generalizada
de Poincaré la cual se usara en las demostraciones realizadas de nuestro articulo principal [14].
Esté caṕıtulo se baso en las siguientes literaturas [1], [2], [3], [4], [5], [9], [10], [11], [12] y [13].

En el último caṕıtulo que es el tema del presente trabajo se comenzara definiendo el pro-
blema de Steklov en el caso general para un operador eléptico de segundo orden en forma de
divergencia. Hacemos el comentario que con lo desarrollado anteriormente se puede seguir el
articulo [16] el cual desarrolla esté caso. Continuaremos definiendo el caso a estudiar y las con-
diciones que daremos a las funciones c y ρ tales condiciones nos permitirán difinir las normas
∥ · ∥c y ∥ · ∥ρ las cuales serán normas equivalentes en H1(Ω) y L2(∂Ω, dσ) respectivamente. De
los problemas variacionales que se describirán se encontrará una sucesión de valores propios de
Steklov λn asociados a las funciones propias de Steklov µn las cuales conformaran una base de
Hilbert para el subespacio ker(L) el cual es c-ortogonal a H1

0 (Ω) y los valores propios de Ste-
klov cumplirán que λn → +∞ cuando n → +∞. A partir de está base como cada elemento en
ker(L) tiene una representación en serie de Fourier y utilizando que el espacio nulo del operador
traza es H1

0 (Ω) su linealidad y continuidad se obtendrá la base C y de la convergencia a +∞
de λn se tendrá una representación espectral del operador traza con la cual se demostrará que
es un operador compacto y de rango denso. Finalmente como última aplicación se describirán
soluciones débiles de L sujeto a (1 − τ)∂µ

∂ν
(x) + τρ(x)µ(x) = g(x) sobre ∂Ω con g ∈ L2(∂Ω) y

τ ∈ [0, 1) el cual, cuando τ = 0 es el problema de Neuman, τ ∈ (0, 1) es el problema de Robin
y cuando se hace tender τ a 1 es el problema de Dirichlet. Este capitulo estará basado en los
articulos de Auchmuty [14], [15] y [16].



Caṕıtulo 1

Fundamentos teóricos

1.1. Operadores lineales
Sean X = (X, ∥ ·∥X) y Y = (Y, ∥ ·∥Y ) espacios normados sobre R y T : X → Y un operador

lineal, es decir,

T (αx + µy) = αT (x) + µT (y) ∀ x, y ∈ X y ∀ α, µ ∈ R.

El siguiente resultado nos proporciona caracterizaciones de continuidad para un operador lineal.

Teorema 1.1.1. Sea T un operador lineal. Entonces, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes

(a) T es continua.

(b) T es continua en 0.

(c) Existe M > 0 tal que ∥Tx∥Y ≤ M∥x∥X para toda x ∈ X.

(d) T es L-continua, es decir, existe κ > 0 tal que

∥T (x) − T (y)∥Y ≤ κ∥x − y∥X ∀ x, y ∈ X.

.

Prueba. Ver, por ejemplo, [2], proposicion 9.1.

■

Definición 1.1.1. Se define L(X, Y ) como el espacio de operadores lineales y continuos de X
en Y dotado con la norma

∥T∥L(X,Y ) = sup
∥x∥X≤1

∥Tx∥Y = sup
x ̸=0

∥Tx∥Y

∥x∥X

.

Se sabe que si Y es un espacio de Banach. Entonces, L(X, Y ) es un espacio de Banach.
En particular cuando Y = R se define el espacio dual de X como el espacio de Banach X ′ :=
(X ′, ∥ · ∥X′) donde ∥µ∥X′ = ∥µ∥L(X,R). El mapeo ⟨·, ·⟩ : X ′ × X → R dado por

⟨F, x⟩ = F (x),

se llama producto de dualidad entre X ′ y X. Sean A y B subconjuntos de X y X ′ respectiva-
mente. Se definen los anuladores en X ′ y X por

A⊥ = {F ∈ X ′ : ⟨F, x⟩ = 0 ∀ x ∈ A}.

3



4 Operadores compactos

y
⊥B = {x ∈ X : ⟨F, x⟩ = 0 ∀ F ∈ B},

los cuales son subespacios cerrados.

Definición 1.1.2 (Convergencia en L(X, Y )). Sean X y Y espacios normados. Supongamos
que (Tn)n∈N es una sucesión de elementos en L(X, Y ), entonces la sucesión converge:

1. Uniformemente si existe T : X → Y tal que Tn → T en la norma de L(X, Y ), esto es,

∥T − Tn∥L(X,Y ) → 0 si n → ∞.

2. Puntualmente o fuertemente si existe T : X → Y tal que Tn(x) → T (x) cuando n → ∞
para toda x ∈ X en la norma de Y , esto es,

∥T (x) − Tn(x)∥Y → 0 si n → ∞. ∀ x ∈ X

3. Cuando Y = R y existe T ∈ X ′ tal que para toda x ∈ X se cumple

|⟨T − Tn, x⟩| → 0 si n → ∞

diremos que la sucesión converge débilmente∗ y se denota por Tn
∗

⇀ T .

De la definiciones se sigue que convergencia uniforme ⇒ convergencia puntual ⇒ conver-
gencia débil∗. Se definen el kernel y el rango de un operador lineal T por:

ker(T ) = {x ∈ X : T (x) = 0},

Ran(T ) = T (X) = {y ∈ Y : ∃x ∈ X tal que T (x) = y},

los cuales son subespacios. Si además T es continuo, es decir, T ∈ L(X, Y ) se tiene que el kernel
es un subespacio cerrado.

1.1.1. Operadores lineales compactos
Definición 1.1.3. Sean X y Y espacios de Banach reales. Si T : X → Y es un operador lineal
diremos que T es un operador compacto si Dom(T ) = X y para cualquier conjunto acotado
A ⊂ Dom(T ) se tiene que T (A) es relativamente compacto, es decir, si T (A) es compacto.
Denotemos al conjunto de todos los operadores compactos de X en Y por K(X, Y ).

Un resultado en topoloǵıa de espacios métricos establece que un conjunto relativamente
compacto se puede caracterizar por sucesiones, esto es, un conjunto A en un espacio métrico
es relativamente compacto si y solo si cada sucesión contenida en A tiene una subsucesión
convergente en A (ver, por ejemplo, [7], 3.17.7). Con esto en cuenta tenemos la siguiente carac-
terización.

Teorema 1.1.2. Sea T : X → Y un operador lineal. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. T es compacto.

2. Para cada sucesión (xn)n∈N acotada en X, existe una subsucesión (xk)k∈N de (xn)n∈N tal
que T (xk)k∈N es convergente en Y .



Operadores compactos 5

Una caracterización útil para verificar si un conjunto es relativamente compacto en algún
espacio métrico completo es:

Un conjunto A es relativamente compacto. ⇔ A es totalmente acotado.

La afirmación anterior se puede consultar, por ejemplo en [7], 3.17.5. El siguiente resultado
nos dice que todo operador compacto es continuo.

Proposición 1.1.1. K(X, Y ) es un subespacio vectorial de L(X, Y ).

Prueba. Ver, por ejemplo, [7], sección XI. 2.

■

Definición 1.1.4. Un operador T : X → Y es de rango finito si dim(T (X)) = m < +∞. En
tal caso T se puede expresar por

T (x) =
m∑

n=1
Fn(x)yn.

Con {F1, F2, ..., Fm} ⊂ X ′ y {y1, y2, ..., ym} ⊂ Y tal que si se cumple

α1y1 + α2y2 + ... + αmym = 0

con {α1, α2, ..., αm} ⊂ R implique que αn = 0 para toda 1 ≤ n ≤ m.

Lema 1.1.1. Sean X, Y y Z tres espacios de Banach:

1. Si T ∈ L(X, Y ) y es de rango finito. Entonces, T ∈ K(X, Y ).

2. Si T ∈ L(X, Y ) y S ∈ K(Y, Z). Entonces, ST ∈ K(X, Y ).

3. Si S ∈ K(X, Y ) y T ∈ L(Y, Z). Entonces, TS ∈ K(X, Y ).

Prueba. Sea A un subconjunto acotado de X

1. Como T es lineal y continuo existe M > 0 tal que ∥T (x)∥Y ≤ M∥x∥X para toda x ∈ X.
En particular para toda x ∈ A se tiene que ∥T (x)∥Y ≤ M∥x∥X ≤ M ′ pues A es acotado.
Por hipótesis y linealidad T (A) es un subespacio de dimensión finita. Por el teorema de
Bolzano-Weierstrass T (A) es relativamente compacto.

2. Como T ∈ L(X, Y ) y A es acotado se tiene que T (A) es acotado, entonces S(T (A)) es
relativamente compacto por hipótesis.

3. Puesto que S(A) es relativamente compacto la continuidad del operador T se tiene que
T (S(A)) es relativamente compacto.

■

El siguiente teorema establece que el espacio K(X, Y ) es un subespacio cerrado de L(X, Y )
siempre que Y sea un espacio de Banach.

Teorema 1.1.3. Sea X un espacio normado y Y un espacio de Banach. Si (Tn)n∈N es una
sucesión de operadores en K(X, Y ) que converge a T en L(X, Y ). Entonces, T es compacto.



6 Teorema de Hahn-Banach

Prueba. Sea A un subconjunto acotado en X tenemos que demostrar que T (A) es compacto
o equivalentemente probemos que T (A) es totalmente acotado pues Y es completo.
Como A es acotado existe un real r > 0 tal A ⊂ B(0, r),esto es,

∥x∥X ≤ r ∀ x ∈ A.

Como (Tn)n∈N converge hacia T entonces para toda ε > 0 existe un n0 ∈ N tal que n ≥ n0
se cumple ∥T − Tn∥ ≤ ε

2r
. Puesto que T es lineal y continuo tenemos que para cada x ∈ A y

n ≥ n0.

∥T (x) − Tn(x)∥Y ≤ ∥(T − Tn)(x)∥Y ≤ ∥T − Tn∥L(X,Y )∥x∥X ≤ ε

2r
∥x∥X ≤ ε

2 .

Ahora bien fijemos n ≤ n0, como Tn es compacto, Tn(A) es totalmente acotado con lo que
existe un número finito de vectores yi, 1 ≤ i ≤ m en Y tales que

Tn(A) ⊆ B
(

y1,
ε

2

)
∪ ... ∪ B

(
ym,

ε

2

)
,

entonces para cada x ∈ A existe una j tal que ∥Tn(x) − yj∥Y ≤ ε
2 aśı

∥T (x) − yj∥Y ≤ ∥T (x) − Tn(x)∥Y + ∥Tn(x) − yj∥Y ≤ ε.

Por lo tanto T (A) ⊆ B(y1, ε) ∪ ... ∪ B(ym, ε), es decir, T (A) es totalmente acotado.

■

El ”rećıproco” del teorema anterior sólo es válido si Y es un espacio de Hilbert.

Teorema 1.1.4. Sean X un espacio normado, Y un espacio de Hilbert. Si T ∈ K(X, Y ).
Entonces, existe una sucesión (Tn) ⊆ L(X, H) de operadores de rango finito tal que ∥Tn −T∥ →
0 si n → ∞.

Prueba. Ver, por ejemplo, [1], teorema 5.6.

■

1.2. Teorema de Hahn-Banach
Teorema 1.2.1 (Teorema de Hahn-Banach para espacios normados). Sea X un espacio
normado y f ∈ V ′, donde V es un subespacio de X. Entonces, existe F ∈ X ′ tal que

⟨F, x⟩ = ⟨f, x⟩ ∀ x ∈ V y ∥F∥X′ = ∥f∥V ′ .

Prueba. Ver, por ejemplo, [1], teorema 2.6.

■

Como consecuencia del teorema de Hahn-Banach tenemos.

Corolario 1.2.1. Sean V un subespacio de un espacio normado X y x0 ∈ X tal que d :=
dist(x0, V ) := ı́nf

x∈V
∥x − x0∥X > 0. Entonces, existe F ∈ X ′ tal que

1. ∥F∥X′ = 1. 2. ⟨F, x0⟩ = d. 3. ⟨F, x⟩ = 0 ∀ x ∈ V.

Prueba. Ver, por ejemplo, [1], teorema 2.8.
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■

Si V = {0} y x ̸= 0 se tiene que dist(x, V ) = ∥x∥X > 0 entonces por el corolario 1.2.1
existe F ∈ X ′ tal que ∥F∥X′ = 1 y ⟨F, x⟩ = ∥x∥X . A tal funcional F se llama soporte de x y lo
denotaremos por Fx.

Definición 1.2.1. Al operador F : X → X ′ dado por

F(x) = {F ∈ X ′ : ∥F∥X′ = 1 y ∥x∥X = ⟨F, x⟩} (1.1)

se llama operador dualidad normalizado y siempre es convexo.

Terminaremos esta sección con el siguiente corolario del teorema de Hahn-Banach el cual
nos ayudará cuando definamos el espacio X ′′.

Corolario 1.2.2. Sea X un espacio normado. Entonces, para toda x ∈ X

∥x∥X = máx
0 ̸=F ∈X′

|F (x)|
∥F∥X′

= sup
0̸=F ∈X′

|F (x)|
∥F∥X′

= ∥F∥X′ .

Prueba. Ver, por ejemplo, [1], lema 2.4.

■

Del corolario anterior se sigue que si F ∈ F(x) entonces 1 = ∥F∥X′ = ∥x∥X . Por lo tanto el
operador dualidad normalizado se puede expresar como

F(x) =
{
F ∈ X ′ : ∥F∥X′ = ∥x∥X y ⟨F, x⟩ = ∥x∥2

X

}
(1.2)

1.3. Seminormas
Sea X un espacio vectorial. Una función p : X → R que satisface

1. p(x + y) ≤ p(x) + p(y) ∀x, y ∈ X.

2. p(λx) = |λ|p(x) ∀ x ∈ X y λ ∈ R.

se llama seminorma. Usando 1. se obtiene que |p(x) − p(y)| ≤ p(x − y) y poniendo en esta
desigualdad y = 0 se obtiene que una seminorma es siempre positiva y de 2. se tiene que
p(0) = 0.

Recordemos que en espacios normados la continuidad de una función F : X → Y queda
caracterizada por medio de sucesiones, es decir, para cualquier sucesión (xn)n∈N de elementos
en X tal que

∥x − xn∥X → 0 ⇒ ∥F (x) − F (xn)∥Y → 0 cuando n → ∞.

Proposición 1.3.1. Si una seminorma p es continua en 0. Entonces, p es continua.

Prueba. Sean p una seminorma continua en cero y (xn)n∈N una sucesión en X tal que xn → x
entonces x − xn → 0. Por continuidad de p en cero obtenemos que

0 ≤ |p(x) − p(xn)| ≤ p(x − xn) → 0 cuando n → ∞.

Por lo tanto p(xn) → p(x).

■



8 Subdiferencial

1.4. Subdiferencial
Si F : Rn → R es una función convexa se sabe que F es localmente Lipschitz continua en

Rn, esto es,
|F (x) − F (y)| ≤ M |x − y| ∀ x, y ∈ U ⊂ Rn.

Entonces, por el teorema de Rademacher F : U → R es diferenciable c.d. en U . En general,
en un espacio de Banach una función convexa no es diferenciable con lo que la noción de
subdiferencial sirve como un sustituto de la derivada.

Definición 1.4.1. Sea F : X → R una función convexa no trivial en un espacio normado X.
Diremos que el conjunto definido por

∂F (x) = {P ∈ X ′ : ⟨P, y − x⟩ ≤ F (y) − F (x) ∀ y ∈ Dom(F )},

se llama subdiferencial de F en x y a los elementos de ∂F (x) se conocen como subgradientes.

Veamos que (1.2) es realmente la subdiferencial del funcional F (x) = 1
2∥x∥2

X .
Sea P ∈ ∂F (x) entonces se cumple para toda y ∈ X

⟨P, y − x⟩ ≤ 1
2
(
∥y∥2

X − ∥x∥2
X

)
en particular tomando y = x + th con t > 0 obtenemos

⟨P, th⟩ ≤ 1
2
(
∥x + th∥2

X − ∥x∥2
X

)
≤ 1

2
(
[∥x∥X + ∥th∥X ]2 − ∥x∥2

X

)
= 1

2
(
∥x∥2

X + 2∥x∥X∥th∥X + ∥th∥2
X − ∥x∥2

X

)
= ∥x∥X∥th∥X + t2

2 ∥h∥2
X .

Por lo tanto ⟨P, h⟩ ≤ ∥x∥X∥h∥X + t
2∥h∥2

X y haciendo tender t a cero tenemos

⟨P, h⟩ ≤ ∥x∥X∥h∥X ⇒ ∥P∥X′ ≤ ∥x∥X . (1.3)

Para la desigualdad inversa, es decir,

∥x∥X ≤ ∥P∥X′ ∀ P ∈ ∂F,

tomemos y = λx con λ ∈ (0, 1) entonces

(λ − 1) ⟨P, x⟩ = ⟨P, y − x⟩ ≤ 1
2
(
∥y∥2 − ∥x∥2

)
≤ 1

2
(
λ2 − 1

)
∥x∥2

X = (λ + 1)(λ − 1)
2 ∥x∥2

X .

Por lo tanto ⟨P, x⟩ ≥ λ+1
2 ∥x∥2

X y haciendo tender λ a 1 tenemos

∥x∥2
X ≤ ⟨F, x⟩ ≤ ∥F∥X′∥x∥X ⇒ ∥x∥X ≤ ∥F∥X′ . (1.4)

Finalmente observe que (1.3) y (1.4) implican que ⟨F, x⟩ ≤ ∥F∥X′∥x∥X = ∥x∥2
X y ⟨F, x⟩ ≥

∥x∥2
X . Por lo tanto

∥F∥X′ = ∥x∥X y ⟨F, x⟩ = ∥x∥2
X .
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Ahora si F ∈ F(x) entonces

⟨F, y − x⟩ = ⟨F, y⟩ − ∥x∥2
X

≤ ∥F∥X′∥y∥X − ∥x∥2
X

= ∥x∥X∥y∥X − ∥x∥2
X

= −1
2 (∥y∥X − ∥x∥X)2 + 1

2
(
∥y∥2

X − ∥x∥2
X

)
≤ 1

2
(
∥y∥2

X − ∥x∥2
X

)
.

Por lo tanto

∂F (x) =
{
P ∈ X ′ : ∥P∥X′ = ∥x∥X y ⟨P, x⟩ = ∥x∥2

X

}
. (1.5)

Para un subconjunto convexo K de X se define la función indicadora y el soporte de K por

IK : X → R ∪ {+∞} σK : X ′ → R ∪ {+∞}

IK(x) := 0 si x ∈ K σK(P ) := sup
y∈K

⟨P, y⟩.

IK(x) := ∞ si x /∈ K

Si 0 ∈ K se tiene que σK ≥ 0 pues 0 = ⟨P, 0⟩ ≤ sup
y∈K

⟨P, y⟩. Ahora si K = B es la bola

unitaria con centro en el origen 0 entonces σB(P ) = ∥P∥X′ .
La siguiente proposición resume las propiedades que usaremos de la subdiferencial de la

función indicadora.

Proposición 1.4.1. Sea K un subconjunto convexo en X. Entonces, la función indicadora IK

tiene las siguientes propiedades:

a) ∂IK(x) = {P ∈ X∗ : ⟨P, x⟩ = σK(P )}.

b) Si m > 0 , entonces ∂IK(mx) = m∂IK(x).

c) Si x ∈ Int(K) entonces ∂IK(x) = {0}.

d) Si K = B es la bola unitaria. Entonces, para ∥x∥ = 1 se tiene que ∂IK(x) = {λLx}λ≥0
donde Lx ∈ F(x).

Prueba.

a): Sea G ∈ ∂IK(x) entonces ⟨G, y − x⟩ ≤ IK(y) − IK(x) entonces ⟨G, y − x⟩ ≤ 0 entonces
sup
y∈K

[⟨G, y⟩ − ⟨G, x⟩] ≤ 0, por lo tanto, sup
y∈K

⟨G, y⟩ ≤ ⟨G, x⟩, es decir, σK(P ) ≤ ⟨G, x⟩.

Por otro lado tomando G ∈ {P ∈ X∗ : ⟨P, x⟩ = σK(P )} entonces ⟨G, x⟩ = sup
y∈K

⟨G, y⟩, por

lo que, ⟨G, y − x⟩ ≤ 0, aśı, G ∈ ∂IK(x).

b): Si m > 0 entonces

∂IK(mx) = {P ∈ X ′ : ⟨P, y − mx⟩ ≤ 0 ∀ y ∈ X}

= {P ∈ X ′ : ⟨mP,
1
m

y − x⟩ ≤ 0 ∀ y ∈ X}

= {P ∈ X ′ : ⟨mP, z − x⟩ ≤ 0 ∀ z ∈ X}
= m∂IK(x).
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c): Si x ∈ Int(K) entonces K − x contiene una vecindad del origen entonces

0 = σK−x(P ) = ∥P∥X′ ⇒ P = 0.

d): Si P ∈ ∂IB(x) entonces
⟨P, x⟩ = σB(P ) = ∥P∥X′ .

Como x ̸= 0 pues ∥x∥ = 1 entonces existe Lx ∈ F(x) aśı

⟨P, x⟩ = ∥P∥X′∥x∥2
X

= ∥P∥X′⟨Lx, x⟩
= ⟨∥P∥X′Lx, x⟩.

Por lo tanto P = λLx con λ = ∥P∥X′ . Para la otra contención si Lx ∈ F(x) entonces
para toda y ∈ B y λ ≥ 0 tenemos

⟨λLx, y − x⟩ = λ (⟨Lx, y⟩ − ⟨Lx, x⟩)
≤ λ

(
∥Lx∥X′∥y∥X − ∥x∥2

X

)
≤ λ

(
∥x∥X∥y∥X − ∥x∥2

X

)
≤ λ (∥y∥ − 1)
≤ 0.

Por lo tanto λLx ∈ ∂IB(x).

Definición 1.4.2. A ∂IK(x) cuando K es un subconjunto convexo y x ∈ K se llama norma
cono y se denota por NK(x).

1.5. Cálculo diferencial en espacio de Banach
Consideremos X := (X, ∥ · ∥X), Y := (Y, ∥ · ∥Y ) y Z := (Z, ∥ · ∥Z) tres espacios de Banach.

Sea Ω ⊂ X y χ ⊂ Y subconjuntos abierto.

Definición 1.5.1. Diremos que la función F : Ω → Y tiene derivada de Fréchet o es F-
diferenciable en x0 ∈ Ω, si existe DF ∈ L(X, Y ) tal que

∥F (x) − F (x0) − DF (x − x0)∥Y = o(∥x − x0)∥X).

En el caso en que para todo punto x ∈ Ω existe la derivada de Fréchet y la aplicación

DF : Ω → L(X, Y ), x 7→ DF (x),

es continua diremos que F es continuamente diferenciable en Ω.

Cuando Y = R y F es Fréchet diferenciable en x. Entonces, por el producto de dualidad
tenemos que

DF (x)y = ⟨DF (x), y⟩ ∀ y ∈ X.

Enunciaremos algunas propiedades de la derivada de Fréchet las cuales se pueden consultan
en [2] y [6].

Proposición 1.5.1.

1. Si F tiene derivada de Fréchet en x0. Entonces, DF (x0) es ı́nico.
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2. Si F tiene derivada de Fréchet en x0. Entonces, F es continua en x0.

3. Sean λ, µ ∈ R y F, G : Ω → Y con derivada de Fréchet en x0. Entonces

D[λF + µG](x0) = λDF (x0) + µDG(x0).

4. Sean F : Ω → χ y G : χ → Z con derivada de Fréchet en x0 y F (x0) respectivamente.
Entonces,

D(G(F (x0))) = DG(F (x0)) · DF (x0).

Definición 1.5.2. Diremos que la función F : Ω → Y tiene derivada de Gâteaux o es G-
diferenciable en x0 ∈ Ω, si existe dF (x0, h) ∈ Y tal que para todo h ∈ X y x0 + th ∈ Ω se
cumple

∥F (x0 + th) − F (x0) − tdF (x0, h)∥Y = o(t).

Igualmente si para todo punto x ∈ Ω existe la derivada de Gâteaux diremos que F es G-
diferenciable en Ω y en tal caso

dF (x, h) = d

dt
F (x + th) |t=0 ∀ x ∈ Ω.

Proposición 1.5.2.

1. Si F tiene derivada de Gâteaux en x0. Entonces, dF (x0, h) es ı́nico.

2. Para toda λ ∈ R se cumple dF (x0, λh) = λdF (x0, h).

3. Si F tiene derivada de Gâteaux en x0. Entonces, para toda h ∈ X y G ∈ Y ′ la función

φ(t) = ⟨G, F (x0 + th)⟩ es diferenciable en t = 0 y φ′(t) = ⟨G, dF (x0, h)⟩.

4. Si F tiene derivada de Gâteaux en Ω y el segmento {x + th : t ∈ [0, 1]} ⊂ Ω. Entonces,

∥F (x + h) − F (x)∥Y ≤ sup
0<t<1

∥dF (x + th, h)∥Y .

5. Si F tiene derivada de Fréchet en x0. Entonces, F tiene derivada de Gâteaux en x0 dada
por

dF (x0, h) = DF (x0)h ∀ h ∈ X.

Los dos proposiciones anteriores nos dicen las diferencias de la F-derivada y G-derivada.

1. La derivada de Fréchet es una función. En cambio, la derivada de Gâteaux es un vector.

2. La derivada de Fréchet es lineal y continua. En cambio, la derivada de Gâteaux no nece-
sariamente.

Teorema 1.5.1. Supongamos que F tiene derivada de Gâteaux en Ω. Si existe A ∈ L(X, Y )
tal que

d

dt
F (x + th) |t=0= A(x)h ∀ h ∈ X y x 7→ A(x) es continua en x0.

Entonces, F tiene derivada de Fréchet en x0 con DF (x0) = A(x0).

Prueba. Ver, por ejemplo, [6] teorema 1.1.3.
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Recordemos que una función F : X → R es convexa si su dominio es convexo y

∀ x, y ∈ X ⇒ F (λy + (1 − λ)x) ≤ λF (y) + (1 − λ)F (x) ∀ λ ∈ [0, 1].

Lema 1.5.1. Sea F : X → R Fréchet diferenciable en x, y ∈ Ω. Entonces, los siguientes
enunciados son equivalentes:

a) F es convexa.

b) ⟨DF (x), y − x⟩ + F (x) ≤ F (y).

c) ⟨DF (y) − DF (x), y − x⟩ ≥ 0.

Prueba.

a) ⇒ b) : Si F es convexa se cumple para toda λ ∈ [0, 1]

F (x + λ(y − x)) = F (λy + (1 − λ)x)
≤ λF (y) + (1 − λ)F (x)

= λ[F (y) − F (x)] + F (x),

entonces

F (x + λ(y − x)) − F (x)
λ

≤ F (y) − F (x) ⇒ ⟨DF (x), y − x⟩ ≤ F (y) − F (x) cuando λ → 0.

b) ⇒ a) : Como F es Fréchet diferenciable en x, y ∈ Ω entonces también lo es en zλ := λx+(1−λ)y
para λ ∈ [0, 1] con lo que

⟨DF (zλ), y − zλ⟩ ≤ F (y) − F (zλ) y ⟨DF (zλ), x − zλ⟩ ≤ F (x) − F (zλ),

entonces

(1 − λ)⟨DF (zλ), y − zλ⟩ ≤ (1 − λ) (F (y) − F (zλ)) y λ⟨DF (zλ), x − zλ⟩ ≤ λ (F (x) − F (zλ)) ,

sumando ambas tenemos el resultado. En efecto,

0 = ⟨DF (zλ), λx + (1 − λ)y − zλ⟩ ≤ λF (x) + (1 − λ)F (y) − F (zλ).

b) ⇒ c) : Si se cumple la desigualdad entonces

⟨DF (x), y − x⟩ ≤ F (y) − F (x) y ⟨DF (y), x − y⟩ ≤ F (x) − F (y).

Por lo tanto

⟨DF (x), y − x⟩ ≤ F (y) − F (x) ≤ ⟨DF (y), y − x⟩ ⇒ ⟨DF (y) − DF (x), y − x⟩ ≥ 0.

c) ⇒ b) : Consideremos la función auxiliar ϕ : [0, 1] → R dada por

ϕ(λ) = λF (x) + (1 − λ)F (y) − F (λx + (1 − λ)y) = λF (x) + (1 − λ)F (y) − F (y + λ(x − y)),

Como ϕ es diferenciable con

ϕ′(λ) = F (x) − F (y) − ⟨DF (y + λ(x − y)), x − y⟩,
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evaluando en λ = 1
ϕ′(1) = F (x) − F (y) − ⟨∇F (x), x − y⟩,

y restando estas igualdades obtenemos que

ϕ′(λ) − ϕ′(1) = ⟨DF (x) − DF (y + λ(x − y)), x − y⟩
= ⟨DF (x) − DF (y + λ(x − y)), x − y − λ(x − y) + λ(x − y)⟩
= ⟨DF (x) − DF (y + λ(x − y)), x − y − λ(x − y)⟩ +

⟨DF (x) − DF (y + λ(x − y)), λ(x − y)⟩
≥ λ⟨DF (x) − DF (y + λ(x − y)), x − y⟩
= λ (ϕ′(λ) − ϕ′(1)) ,

integrando y observando que ϕ(0) = 0 tenemos

ϕ′(1) ≤ ϕ′(λ) ⇒
λ∫
0

ϕ′(1) ds ≤
λ∫
0

ϕ′(s) ds ⇒ λϕ′(1) ≤ ϕ(λ).

Evaluamos en λ = 1 tenemos ϕ′(1) ≤ ϕ(1) = 0. Por lo tanto

ϕ′(1) = F (x) − F (y) − ⟨∇F (x), x − y⟩ ≤ 0 ⇒ ⟨∇F (x), y − x⟩ ≤ F (y) − F (x).

■

Teorema 1.5.2. Sea F : U → R una función convexa y Fréchet diferenciable en x0. Entonces
∂F (x0) = {DF (x0)}.

Prueba. Como F es convexa se tiene que ⟨DF (x0), y−x0⟩ ≤ F (y)−F (x0) aśı DF (x0) ∈ ∂F (x).
Sea P ∈ ∂F (x0) por definición se tiene

⟨P, y − x0⟩ ≤ F (y) − F (x0) ∀ y ∈ Dom(F ),

en particular se cumple si y = x0 + th para toda h ∈ X y t > 0

⟨P, x0 + th − x0⟩ ≤ F (x0 + th) − F (x0) ⇒ ⟨P, h⟩ ≤ F (x0 + th) − F (x0)
t

,

entonces
⟨DF (x0) − P, h⟩ ≥ 0 cuando t → 0.

Por otro lado como DF (x0), P ∈ ∂F (x0) entonces para toda h ∈ X se cumple

⟨DF (x0), h⟩ ≤ F (x0 + th) − F (x0) y ⟨P, h⟩ ≤ F (x0 + th) − F (x0),

restando la primera con la segunda se tiene que

⟨DF (x0) − P, h⟩ ≤ 0,

por lo tanto DF (x0) = P .

■

Teorema 1.5.3. Sean K un subconjunto convexo de X y F : X → R Fréchet diferenciable.

a) Si x0 maximiza a F sobre K. Entonces, es una solución de DF (x) ∈ ∂IK(x).

b) Si x0 minimiza a F sobre K. Entonces, 0 ∈ DF (x0) + ∂IK(x0).
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Prueba.

a): Supongamos que x0 maximiza a F sobre K entonces para toda y ∈ K se cumple F (y) ≤
F (x0). Puesto que K es convexo se tiene que zλ ∈ K con zλ := λy + (1 − λ)x0 =
x0 + λ(y − x0) y λ ∈ [0, 1] aśı

F (zλ) ≤ F (x0) ⇒ F (x0 + λ(y − x0)) − F (x0)
λ

≤ 0

⇒ ⟨DF (x0), y − x0⟩ ≤ 0 cuando λ → 0.

Por lo tanto DF (x0) ∈ ∂IK(x0).

b): Similarmente si x0 minimiza a F sobre K se tiene que ⟨DF (x0), y − x0⟩ ≥ 0 esto implica
−DF (x0) ∈ ∂IK(x0). Por lo tanto 0 = DF (x0) + (−DF (x0)) ∈ DF (x0) + ∂IK(x0).

■

Se dice que una sucesión (xn)n∈N converge débilmente a x en un espacio de normado X si
para toda F ∈ X ′ se cumple

|⟨F, x − xn⟩| → 0 si n → ∞.

y se denota por xn ⇀ x.

Definición 1.5.3. Diremos que una función F : X → R es semicontinua inferiormente (s.c.i.),
si para toda λ ∈ R, el conjunto de nivel

Fλ = {x ∈ X : F (x) ≤ λ}

es cerrado. Y F es (débilmente) secuencialmente semicontinua inferiormente ((d.) s.s.c.i) en x0
si existe una sucesión (xn)n∈N tal que xn → x0 (xn ⇀ x0) se cumple

ĺım inf
n→∞

F (xn) := sup
n≥0

ı́nf
k≥n

F (xk) ≥ F (x0).

Proposición 1.5.3. Sea F : U → R una función convexa y Fréchet diferenciable en Ω. Enton-
ces, F es d.s.c.i. en U .

Prueba. Como F es Fréchet diferenciable se tiene que DF (x) ∈ U ′ con lo que para cualquier
sucesión (xn)n∈N que converge débilmente a x se cumple

⟨DF (x), xn⟩ → ⟨DF (x), x⟩ cuando n → ∞.

Por lo tanto por la convexidad de F tenemos

ĺım inf
n→∞

(F (xn) − F (x)) ≥ ĺım inf
n→∞

⟨DF (x), xn − x⟩ = 0.

■



Caṕıtulo 2

Espacios de Hilbert

2.1. Definiciones
Definición 2.1.1. Sea V un espacio vectorial. Se dice que (·, ·) : V × V → R es un producto
interno real si para toda α ∈ R y para toda x, y, z ∈ V se cumple

1. (x, x) ≥ 0 y (x, x) = 0 sii x = 0.

2. (x, y + z) = (x, y) + (x, z).

3. (x, αy) = α(x, y).

4. (x, y) = (y, x).

Las principales propiedades del producto interno se resumen en la siguiente proposición.

Proposición 2.1.1. Sea V un epacio con producto interno real. Entonces,

1. Desigualdad de Cauchy-Schwarz |(x, y)| ≤ (x, x) 1
2 (y, y) 1

2 .

2. ∥x∥ = (x, x) 1
2 define una norma sobre V .

3. Identidad del paralelogramo ∥x + y∥2 + ∥x − y∥2 = 2 (∥x∥2 + ∥y∥2).

4. Identidad de polarización 4(x, y) = ∥x + y∥2 − ∥x − y∥2.

5. Para y ∈ V fijo entonces las aplicaciones x → (x, y) y x → (y, x) son L-continuas.

Un espacio con producto interno real V en el cual toda sucesión fundamental es convergente
bajo la métrica

d(x, y) = ∥x − y∥,

se llama espacio de Hilbert y lo denotaremos por H.

Lema 2.1.1. Sea K un subconjunto convexo, cerrado y distinto del vaćıo de un espacio de
Hilbert H. Entonces, existe un único elemento z ∈ K que minimiza el funcional F (y) = ∥x−y∥
sobre K, esto es,

F (z) = ∥x − z∥ = mı́n
y∈K

∥x − y∥ ∀ x ∈ H,

tal mı́nimo se caracteriza por la propiedad

z ∈ K y (x − z, y − z) ≤ 0 ∀ y ∈ K.

Prueba. Ver, por ejemplo, [1], teorema 4.5.

15
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■

Dado un subconjunto M de un espacio de Hilbert H se define el espacio ortogonal a M
como

M⊥ = {y ∈ H : (x, y) = 0 ∀ x ∈ M}.

Teorema 2.1.1 (Teorema de proyección). Sea V un subespacio cerrado de un espacio de
Hilbert H. Entonces

H = V ⊕ V ⊥.

Prueba. Ver, por ejemplo, [1], teorema 2.3.

■

Si H se descompone como en el teorema anterior entonces para toda x ∈ H se tiene que
x = y + z con y ∈ V y z ∈ V ⊥ por lo tanto usando el lema 2.1.1 se tiene que y es el punto de
V más cercano a x, esto es,

∥x − y∥ = ı́nf
w∈V

∥x − w∥. (2.1)

Al elemento y de (2.1) se le conoce como la proyección ortogonal de H sobre V .

Definición 2.1.2. Se dice que A = {xn}n∈N es un conjunto ortonormal de vectores en H si

(xn, xm) = 0 ∀ xn, xm ∈ A, n ̸= m y ∥xn∥ = 1 ∀ xn ∈ A.

Si A es un conjunto ortonormal en H entonces se cumple para toda x ∈ H la siguiente
desigualdad conocida como la desigualdad de Bessel

∑
n∈N

|(xn, x)|2 ≤ ∥x∥. (2.2)

Si A además satisface que A = H entonces A es una base ortonormal, es decir, es una
base de Hilbert. Diremos que B = {zn}n∈N es completo si {zn}⊥

n∈N = {0}, esto es, si x ∈ H y
(x, zn) = 0 para toda n entonces x = 0.

Recordemos que un espacio normado X es separable si posee un subconjunto denso nume-
rable. Si H es un espacio de Hilbert se sabe que es separable si H posee una base de Hilbert
numerable (Ver, por ejemplo, [4], Lema 9.11). De adelante supondremos que H es separable.

Teorema 2.1.2 (Caracterización de bases). Sea {xn}N un conjunto ortonormal en un es-
pacio de Hilbert H. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

a) {xn}n∈N es una base ortonormal para H.

b) {xn}n∈N es un conjunto completo.

c) Para cada x ∈ H se tiene el desarrolla en serie de Fourier

x =
∑
n∈N

(x, xn)xn.

d) Para toda x, y ∈ H se cumple

(x, y) =
∑
n∈N

(x, xn)(y, xn).
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e) Para toda x ∈ H se cumple la identidad de Parseval

∥x∥2 =
∑
n∈N

(x, xn)2.

Prueba. Ver, por ejemplo, [5], caṕıtulo I, proposición 40.

■

Sea V ⊂ H un subespacio cerrado con base {xn}n∈N. Entonces, para x ∈ H definimos la
suma

PV (x) = ∑
n∈N

(xn, x)xn, (2.3)

que es la proyección ortogonal de H sobre V . De la desigualdad (2.2) se sigue que PV ∈
L(H, V ).

Corolario 2.1.1. Sean H un espacio de Hilbert separable, {en}n∈N una base ortonormal de H y
(λn)n∈N una sucesión de elementos en R tal que λn → 0 cuando n → ∞. Entonces, el operador
lineal definido por

T (x) = ĺım
m→∞

m∑
n=1

λn(x, en)en,

es compacto.

Prueba. Puesto que (λn)n es convergente se sabe que:

1. existe M > 0 tal que |λn| ≤ M .

2. para toda ε > 0 existe n0 ∈ N tal que para toda n > n0 se tiene que |λn − 0| ≤ ε.

Como {en}n∈N es una base ortonormal se cumple la identidad de Parseval

∥T (x)∥2 =
∞∑

n=1
|λn|2|(x, en)|2 ≤ M2

∞∑
n=1

|(x, en)|2 = M2∥x∥2.

Por lo tanto T ∈ L(H). Finalmente considerando la sucesión (Tm)m∈N de operadores de rango
finito definidos por

Tm(x) =
m∑

n=1
λn(x, en)en.

Entonces por 2. y la identidad de Parseval se tiene que

∥T (x) − Tm(x)∥2 =
∞∑

n=m+1
|λn|2|(x, en)|2

≤ ε2 ∑
n∈N

|(x, en)|2

= ε2∥x∥2.

Por lo tanto ∥T − Tm∥L(H) → 0 si m → ∞ aśı T ∈ K(H).

■

Terminamos esta sección demostrando una caracterización de densidad en H. Para esto,
denotaremos por gen{M} al espacio generado por el subconjunto M de H.
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Teorema 2.1.3. Sean H un espacio de Hilbert y M es un subconjunto no vació de H. Entonces
los siguientes afirmaciones son equivalentes

a) M⊥ = {0}.

b) H = gen{M}.

Prueba.

a) ⇒ b) : Como M ⊂ gen{M} entonces si x ∈ gen{M}⊥ se tiene que (x, a) = 0 para a ∈ M pues
M ⊂ gen{M} en consecuencia gen{M}⊥ ⊂ M⊥ = {0} y por el teorema de la proyección
se tiene que

H = gen{M}⊥ ⊕ gen{M}⊥⊥

= gen{M}⊥ ⊕ gen{M}
= gen{M}.

b) ⇒ a) : Sea x ∈ M⊥ entonces por densidad existe una sucesión (xn)n∈N de elementos en gen{M}
tal que xn → x cuando n → ∞ y por la continuidad del producto interno se tiene que

∥x∥2 = (x, x) = ĺım
n→∞

(x, xn) = 0.

Por lo tanto x = 0.

■

2.2. Formas bilineales
Definición 2.2.1. Sea H un espacio Hilbert real se dice que la función B : H × H → R es una
forma bilineal si para todo x, y, z ∈ H y para todo λ ∈ R se satisface:

1. B(x + λy, z) = B(x, z) + λB(y, z),

2. B(x, y + λz) = B(x, y) + λB(x, z).

Teorema 2.2.1. Para una forma bilineal B las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) B es continua.

b) Existe M > 0 tal que |B(x, y)| ≤ M∥x∥∥y∥ para todo x, y ∈ H.

Prueba. Ver, por ejemplo, [7], 5.5.1.

■

Teorema 2.2.2. Sea B una forma bilineal continua. Entonces, F (x) = B(x, x) es Fréchet
diferenciable con

⟨DF (x), v⟩ = B(x, v) + B(v, x) ∀ v ∈ H.

Prueba. Para toda v ∈ H tenemos que

F (x + v) − F (x) = B(x + v, x + v) − B(x, x)
= B(x, v) + B(v, x) + B(v, v).
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Por continuidad de B existe M > 0 tal que |B(v, v)| ≤ M∥v∥2 esto implica que

0 ≤ |B(v, v)|
∥v∥

≤ M∥v∥ → 0 cuando v → 0.

Por lo tanto

ĺım
v→0

|F (x + v) − F (x) − (B(x, v) + B(v, x))|
∥v∥

= ĺım
v→0

|B(v, v)|
∥v∥

= 0.

Por unicidad de la derivada de Fréchet se deduce que ⟨DF (x), v⟩ = B(x, v) + B(v, x).

■

Teorema 2.2.3. Sea B una forma bilineal continua, positiva y simétrica. Entonces, F (x) =
B(x, x) es convexa.

Prueba. Por el teorema anterior se tiene que

⟨DF (x), v⟩ = B(x, v) + B(v, x) = 2B(x, v) ∀ v ∈ H.

Aśı
⟨DF (x), y − x⟩ + F (x) − F (y) = ⟨DF (x), y⟩ − ⟨DF (x), x⟩ + F (x) − F (y)

Sustituyendo la expresión se tiene que

2B(x, y) − 2B(x, x) + B(x, x) − B(y, y) = −[B(x, x) − B(x, y) − B(x, y) + B(y, y)]

Por lo que

−[B(x, x) − B(x, y) − B(x, y) + B(y, y)] = −[B(x, x − y) − B(y, x − y)] = −B(x − y, x − y) ≤ 0

Por lo tanto
⟨DF (x), y − x⟩ + F (x) − F (y) ≤ 0

es decir, F es convexa por el lema 1.5.1

■

Definición 2.2.2. Una forma bilineal B : H × H → R se dice que

1. Es simétrica si para todo x, y ∈ H se cumple que B(x, y) = B(y, x).

2. x, y ∈ H son B-ortogonales si B(x, y) = 0.

3. Si V es un subespacio cerrado en H diremos que H se descompone como V
⊕

B V ⊥ si
dado x ∈ H entonces

x = y + z y ∈ V z ∈ V ⊥ , V ∩ V ⊥ = {0} y y, z son B-ortogonales.

4. Es coerciva en H o H-coerciva si existe m > 0 tal que para todo x ∈ H se satisface

B(x, x) ≥ m∥x∥2.

5. Si B define un producto interno en H y existen contantes m > 0 y M > 0 tales que

mB(x, y) ≤ (x, y) ≤ MB(x, y),

entonces B es equivalente al producto interno usual en H.
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El siguiente teorema nos dice que toda forma bilineal B simétrica, continua y H-coerciva es
un producto interno real y equivalentes al producto interno usual en H.

Teorema 2.2.4. Sean H un espacio de Hilbert real y B : H × H → R una forma bilineal
simétrica, continua y H-coerciva. Entonces, B es un producto interno que es equivalente al
producto interno usual.

Prueba. Para demostrar que B es un producto interno es suficiente probar B(x, x) = 0 implica
x = 0. Como B es H-coerciva entonces existe una constante m > 0 tale que

m∥x∥2 ≤ B(x, x) ∀ x ∈ H,

entonces ∥x∥ = 0 si B(x, x) = 0 de donde se sigue el resultado. Para x, y ∈ H por la identidad
de polarización se tiene

4m(x, y) = m∥x + y∥2 − m∥x − y∥2

≤ B(x + y, x + y) − B(x − y, x − y)
= 4B(2x, 2y).

Por lo tanto m

4 (x, y) ≤ B(x, y).
Veamos la otra desigualdad, como B es continua con constante de continuidad M ≥ 0 y es un
producto interno entonces por la identidad de polarización se tiene que

4B(2x, 2y) = B(x + y, x + y) − B(x − y, x − y)
≤ M∥x + y∥2 − M∥x − y∥2

= M4(x, y).

Por lo tanto B(x, y) ≤ M

4 (x, y).

■

Observe que si B es un producto interno equivalente al producto interno usual en H y
tomando y = x se tiene que

mB(x, x) ≤ ∥x∥ ≤ MB(x, x) ∀ x ∈ H,

entonces diremos que (B(x, x))1/2 es una norma equivalente a la norma usual en H.

Proposición 2.2.1. Sean H de Hilbert real y B : H × H → R una forma bilineal simétrica,
continua y H-coerciva. Entonces,

a) F (x) = B(x, x) es una función convexa.

b) Ker(F ) es un subespacio cerrado.

Prueba.

a) Para toda x, y ∈ H se cumple 2B(x, y) ≤ F (x) + F (y) y además

B(x, x) − 2B(x, y) + B(y, y) = B(x, x) − B(x, y) − B(x, y) + B(y, y)
= B(x, x − y) − B(x − y, y)
= B(x, x − y) − B(y, x − y)
= B(x − y, x − y) ≥ 0,
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aśı
F (x) + ⟨DF (x), y − x⟩ = F (x) + 2B(x, y − x)

= 2B(x, y) − F (x)
≤ F (x) + F (y) − F (x)
= F (y).

Por el lema 1.5.1 se sigue que F es convexa.

b) Sean x, y ∈ Ker(F ) y λ ∈ R. Entonces,

0 ≤ F (x + λy) = F (x) + 2λB(x, y) + λ2F (y) ≤ F (x) + λF (x) + λF (y) + λ2F (y) = 0.

Por lo tanto (x + λy) ∈ Ker(F ) y en consecuencia Ker(F ) es un subespacio. Para ver
que es cerrado tomemos una sucesión (xn)n∈N de elementos en Ker(F ) tal que xn → x
cuando n → ∞. Por continuidad de F se tiene que 0 = ĺımn→∞ F (xn) = F (x). Por lo
tanto x ∈ Ker(F ).

■

Recordemos que la subdiferencial del funcional F (x, x) = 1
2(x, x) esta daba por

∂F (x) = {F ∈ H ′ : ∥F∥H′ = ∥x∥H y ⟨F, x⟩ = (x, x)} (2.4)
Si B : H × H → R es una forma bilineal simı́trica, continua y H-coerciva se sabe que es

un producto interno equivalente al usual por lo que si F (x) = B(x, x) la relación anterior se
escribirá como

∂F (x) =
{

F ∈ H ′ : ∥F∥H′ =
√

B(x, x) y ⟨F, x⟩ = B(x, x)
}

(2.5)

Por lo que si B(x, x) = 1 con x ∈ B′ la bola unitaria entonces la subdiferencial de la función
indicadora está dado por ∂IB′(x) = {λB(x, ·)}
Teorema 2.2.5. Sean H es un espacio de Hilbert real, B : H × H → R es una forma bilineal
simı́trica, continua y H-coerciva y V un subespacio cerrado en H. Si H = V

⊕
B V ⊥, B′ es la

bola unitaria en V , x ∈ B′ y G ∈ ∂IB′(x). Entonces, para toda z ∈ V se satisface
a) Si B(x, x) < 1 entonces ⟨G, z⟩ = B(y, z) con y ∈ V ⊥.

b) Si B(x, x) = 1 entonces ⟨G, z⟩ = B(y, z) + λB(x, z) con (y, λ) ∈ V ⊥ × [0, ∞).
Prueba.
a) : Si B(x, x) < 1 entonces x ∈ Int(B′). Por la proposición 1.4.1 inciso c) se tiene que

∂IB′(x) = {0}.

Por lo que ⟨G, x⟩ = 0 aśı para toda z ∈ V se tiene que ⟨G, x⟩ = B(y, z) con y ∈ V ⊥.
Ahora definamos

z1 = z

2
√

B(z, z)
con z ∈ V

entonces
B(z1, z1) = 1

4B(z, z)B(z, z) < 1

Por lo que
⟨G, z1⟩ = B(y, z) con y ∈ V ⊥

es decir
⟨G, z⟩ = B(y, z) con y ∈ V ⊥
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b) : Si B(x, x) = 1 entonces por la proposición 1.4.1 incisos d) se tiene que,

∂IB′(x) = {λB(x, ·) : λ ≥ 0}.

Por lo que si G ∈ ∂IB′(x) entonces

⟨G, x⟩ = λB(x, z) ⇒ ⟨G, x⟩ − λB(x, z) = 0 ⇒ ⟨G, x⟩ − λB(x, z) = B(y, z).

Por lo tanto

⟨G, x⟩ = λB(x, z) + B(y, z) donde (y, λ) ∈ V ⊥ × [0, ∞)

. Ahora definamos
z1 = z√

B(z, z)
con z ∈ V

entonces
B(z1, z1) = 1

B(z, z)B(z, z) = 1

Por lo que
⟨G, z1⟩ = λB(z1, z) + B(y, z) donde (y, λ) ∈ V ⊥ × [0, ∞)

es decir
⟨G, z⟩ = λB(z1, z) + B(y, z) donde (y, λ) ∈ V ⊥ × [0, ∞)

■

Sea K la bola unitaria como en el teorema anterior. Si x ∈ K maximiza a F (x) = B(x, x)
en K se tiene por el teorema 1.5.3 que DF (x) ∈ ∂IK(x) por lo que si W es una forma bilineal
continua, simı́trica y H-coersiva tal que W (x, x) = 1 entonces por el teorema anterior se tiene
que

2B(x, z) = ⟨G, z⟩ para alguna G ∈ ∂IK(x)

Por lo que
2B(x, z) = λW (x, z) + W (y, z) (2.6)

Esta relación y el siguiente teorema sobre bases serán fundamentales en nuestro desarrollo.

Teorema 2.2.6. Sean V = (V, (·, ·)V ) y H = (H, (·, ·)H) espacios de Hilbert separables tal que
V = H y V está compactamente encajado en H, B : V × V → R una forma bilineal continua
simétrica y V -coerciva. Supongamos que Λ = {en}n∈N una base ortonormal de V tal que

1. B(ek, el) = δkl

2. B(ek, v) = λk(ek, v)H para todo v ∈ V con (λn)n∈N una sucesión de números positivos tal
que 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn ≤ ...

Entonces, C = {ẽn =
√

λnen}n∈N es una base ortonormal de H.

Prueba. Puesto que

λk(ek, ek)H = B(ek, ek) = 1 si k = l
(ẽk, ẽl)H =

√
λk

√
λl(ek, el)H =

√
λl√
λk

B(ek, el) = 0 si k ̸= l.
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Entonces, C es un conjunto H-ortonormal de H. Finalmente demostremos que C es un subcon-
junto maximal de H.
Sea h ∈ H entonces por densidad de V existe (vn)n∈N tal que h = ĺım

n→∞
vn y puesto que Λ es

base de V se tiene que vn = ∑
n∈N

(vn, ek)V ek y por continuidad del encaje tenemos

h = ĺım
n→∞

∑
k∈N

(vn, ek)V ek.

Luego si (h, ẽm)H = 0 para toda m ≥ 1

0 =
(

h,
√

λkẽm

)
H

=
 ĺım

n→∞

∑
k∈N

(vn, ek)V ek ,
√

λkẽm


H

= ĺım
n→∞

∑
k∈N

(vn, ek)V (ẽk, ẽm)H

= ĺım
n→∞

(vn, em)V

aśı ( ĺım
n→∞

vn, en)V = 0 entonces ĺım
n→∞

vn = 0 por lo tanto h = 0.

■

2.3. Consecuencias del teorema de representación de Riesz
Teorema 2.3.1 (Teorema de representación de Riesz). Sean H un espacio de Hilbert y
F ∈ H ′. Entonces, existe un único elemento µ ∈ H tal que

⟨F, v⟩ = (µ, v) ∀ v ∈ H,

∥F∥H′ = ∥µ∥.

Prueba. Ver, por ejemplo, [1], teorema 2.4.

■

A partir del teorema de representación de Riesz y el lema 2.1.1 se puede demostrar el
siguiente resultado.

Teorema 2.3.2 (Teorema de Stampacchia). Sean H un espacio de Hilbert real y B :
H × H → R una forma bilineal, continua y H-coerciva. Si S es un subconjunto cerrado y
convexo de H. Entonces, para cada F ∈ H ′ existe un único s ∈ S tal que

B(s, v − s) ≥ ⟨F, v − s⟩ ∀ v ∈ S.

Más aún si B es simétrica, entonces s queda caracterizado por el mı́nimo del funcional J : S →
R dado por J(v) := B(v, v) − 2⟨F, v⟩, es decir,

s ∈ S y J(s) = mı́n
v∈S

J(v).

Prueba. Ver, por ejemplo, [1], teorema 4.6.

■
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Poniendo S = H en el teorema de Stampacchia se deduce que existe un único µ ∈ H tal
que

B(µ, w − µ) ≥ ⟨F, w − µ⟩ ∀ w ∈ H.

Como H es un espacio vectorial se tiene que v ∈ H con v := w − µ entonces

B(µ, v) ≥ ⟨F, v⟩ ∀ v ∈ H.

En particular para −v ∈ H se cumple

B(µ, −v) ≥ ⟨F, −v⟩ ⇒ ⟨F, v⟩ ≤ B(µ, v),

por lo tanto existe un único elemento µ ∈ H tal que B(µ, v) = ⟨F, v⟩ para toda v ∈ H, aśı
hemos obtenido el siguiente corolario.

Corolario 2.3.1 (Lema de Lax-Milgram). Sean H un espacio de Hilbert real y B : H ×H →
R una forma bilineal, continua tal que

B(µ, µ) ≥ α∥µ∥2 ∀ µ ∈ H.

Entonces, para cada F ∈ H ′ existe un único µ ∈ H tal que

B(µ, v) = ⟨F, v⟩ ∀ v ∈ H y ∥µ∥ ≤ 1
α

∥F∥H′ .

Más aún si B es simétrica, entonces µ queda caracterizado por el mı́nimo del funcional

J : H → R dado por J(v) := B(v, v) − 2⟨F, v⟩. (2.7)

Poniendo 2v = x en (2.7) obtenemos

J(x) = 1
2B(x, x) − ⟨F, x⟩.

el cual es Fréchet diferenciable con

⟨DJ(x), v⟩ = B(x, v) − ⟨F, v⟩ ∀ v ∈ H,

y convexo pues

⟨DJ(x), v − x⟩ + J(x) = B(x, v − x) − ⟨F, v − x⟩ + 1
2B(x, x) − ⟨F, x⟩

= B(x, v) − 1
2B(x, x) − ⟨F, v⟩

≤ 1
2B(x, x) + 1

2B(v, v) − 1
2B(x, x) − ⟨F, v⟩

= J(v).

Si B es el producto usual en H entonces

⟨DJ(x), v⟩ = (x, v) − ⟨F, v⟩ ∀ v ∈ H.

Proposición 2.3.1 (Principio de Dirichlet). Sea H un espacio de Hilbert y dado F ∈ H ′.
Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. µ ∈ H satisface (µ, v) = ⟨F, v⟩ para toda v ∈ H.
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2. El elemento µ es un mı́nimo del funcional J : H → R dado por J(x) := 1
2∥x∥2 − ⟨F, x⟩.

Prueba.

a) ⇒ b) Si se cumple (µ, v) = ⟨F, v⟩ para toda v ∈ H entonces por un simple cálculo se tiene que

J(µ) − J(v) ≤ 0 ∀ v ∈ H,

de donde se sigue el resultado.

b) ⇒ a) Como µ es un mı́nimo de J entonces para toda v ∈ H se cumple

J(µ) ≤ J(v) ⇒ 0 ≤ J(v) − J(µ) ⇒ 0 ∈ ∂J(µ).

Por Teorema 1.5.2 se tiene que ∂J(µ) = {DJ(µ)} esto implica que DJ(µ) = 0. Por lo
tanto

(µ, v) − ⟨F, v⟩ = 0 ⇒ (µ, v) = ⟨F, v⟩ ∀ v ∈ H.

■

Definición 2.3.1. El espacio dual del espacio de Banach X ′ se define por

X ′′ = {F : X ′ → R : F es lineal y acotado}.

Del funcional lineal y continuo Jx : X → R definido por Jx(F ) = ⟨F, x⟩ se define el operador
lineal y continuo J : X → X ′′ dado por J (x) = Jx que se le conoce como encaje canónico de
X en X ′′

Por el corolario 1.2.2 se tiene que

∥x∥X = sup
0̸=F ∈X′

|F (x)|
∥F∥X′

= sup
0 ̸=F ∈X′

|Jx(F )|
∥F∥X′

= ∥J (x)∥X′

Por lo tanto J es una isometŕıa lineal. Además J es inyectiva pues

x ∈ ker(J ) ⇒ ∥x∥X = ∥J (x)∥X′ = 0 ⇒ x = 0.

Definición 2.3.2. Un espacio de Banach X se dice reflexivo si el operador J satisface que para
todo F ∈ X ′′ existe x ∈ X tal que F(F ) = ⟨F, x⟩ para todo F ∈ X ′, es decir, J es sobreyectivo.

Por el teorema de representación de Riesz para todo F ∈ H ′ existe un único elemento y ∈ H
tal que

⟨F, x⟩ = (y, x) ∀ x ∈ H,

entonces F = x esto implica que J es sobreyectivo y que H = H ′′. Por lo tanto todo espacio
de Hilbert es un espacio reflexivo.

2.4. Topoloǵıa débil
Definición 2.4.1. Se dice que una secesión (xn)n∈N de elementos en un espacio de Hilbert H
convergen débilmente a x ∈ H si para toda y ∈ H se cumple que

|(y, x − xn)| → 0 si n → ∞.

la cual se denota por xn ⇀ x.
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Si una sucesión converge entonces también converge débilmente.

Proposición 2.4.1 (Propiedades de convergencia débil). Sean (xn)n∈N y (yn)n∈N dos
sucesiones de elementos en X tal que xn ⇀ x y yn ⇀ y y λ, µ ∈ R. Entonces:

1. El ĺımite es único.

2. Toda subsucesión de (xn)n∈N converge débilmente.

3. λxn + µyn ⇀ λx + µy.

4. La sucesión está acatada.

Prueba. Ver, por ejemplo, [2] y [5].

■

Se sabe que un espacio normado X es reflexivo si y solo si cada sucesión acatada en X posee
una subsucesión débilmente convergente (ver por ejemplo [11], Corolario 2.8.9). Entonces para
un espacio de Hilbert se tiene que:

Si (xn)n∈N ⊂ H tal que ∥xn∥ ≤ M ⇒ ∃ x ∈ H para la cual xn ⇀ x.

Definición 2.4.2. Sea A un subconjunto de H se dice que

1. A es débilmente acotado si para toda y ∈ H se cumple

sup
z∈A

|(y, z)| < ∞.

2. A es débilmente cerrado si para cualquier sucesión (xn)n∈N de elementos en A tal que
xn ⇀ x en H entonces x ∈ A.

La proposición siguiente caracteriza los subconjuntos débilmente acotados y cerrados.

Proposición 2.4.2. Sea A un subconjunto de H. Entonces,

1. A es débilmente acotado si y solo si A es acotado.

2. Si A es convexo, Entonces, A débilmente cerrado si y solo si A es cerrado.

3. A es débilmente compacto si y solo si A es débilmente cerrado y acotado.

Prueba. Ver, por ejemplo, [5], V.3.

■

Proposición 2.4.3. Sea {xn}n∈N un conjunto ortogonal de H. Entonces, su sucesión (xn)n∈N
converge débilmente a cero.

Prueba. El conjunto A =
{

en := xn

∥xn∥

}
n∈N

es ortonormal entonces por la desigualdad de

Bessel se cumple para toda x ∈ H ∑
n∈N

|(x, en)|2 ≤ ∥x∥2,

por lo que la serie es convergente lo cual implica que (x, en) → 0 para toda x ∈ H, esto es,
en ⇀ 0. Por lo tanto ∥xn∥en = xn ⇀ 0.
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■

El siguiente teorema nos dice que todo operador compacto manda sucesiones débilmente
convergentes en sucesiones fuertemente convergentes.

Teorema 2.4.1. Sean X y Y espacios de Hilbert. Si (xn)n∈N es una sucesión de elementos en
X tal que xn ⇀ x si n → ∞. Entonces, para todo operador compacto K : X → Y

∥K(x) − K(xn)∥Y → 0 si n → ∞.

Prueba. Sea F ∈ Y ′ entonces F ◦ K ∈ X ′. Como xn ⇀ 0 se cumple

|⟨G, x − xn⟩| → 0 si n → ∞ ∀G ∈ X ′.

En particular se cumple para F ◦ K entonces la sucesión (K(xn))n∈N converge débilmente a
K(x) en Y . Por otro lado como xn ⇀ x entonces la sucesión es acotada y por compacidad del
mapeo K tenemos que

∃ una subsucesión (xk)k∈N ⊂ (xn)n∈N tal que K(xk) → y.

Como la convergencia fuerte implica la convergencia débil tenemos que K(xk) ⇀ y. De las
propiedades de convergencia débil se deduce que y = K(x). Por lo tanto (K(xk))k∈N converge
fuertemente a K(x). Hasta el momento hemos demostrado que existe una subsucesión de (xn)n∈N
tal que bajo K es una sucesión fuertemente convergente a K(x). Supongamos que (K(xn))n∈N
no converge fuertemente a K(x) entonces existe ε > 0 y una subsucesión (x1

n)n∈N de (xn)n∈N
tal que

∥K(x) − K(x1
n)∥ ≥ ε

lo cual es una contradicción pues cualquier subsucesión de una sucesión que converge fuerte-
mente también converge fuertemente.

■

En la demostración del teorema anterior se demostró.

Teorema 2.4.2. Sean X y Y espacios de Hilbert. Si (xn)n∈N es una sucesión de elementos en
X tal que xn ⇀ x si n → ∞. Entonces, para todo operador lineal acotado T : X → Y se cumple
que T (xn) ⇀ T (x) si n → ∞.

2.5. Espacio de Sobolev Hm(Ω) con m ∈ N ∪ {0}
Sea Ω un subconjunto abierto de Rn y ω ⊂ Ω abierto. Se denotará por ∂Ω la frontera de Ω.

Diremos que ω está compactamente contenido en Ω si ω es compacto y ω ⊂ Ω se denota por
ω ⊂⊂ Ω. Se define los espacios de Hilbert

L2
loc(Ω) = {f : Ω → R :

∫
ω

|f |2 dx < +∞ ∀ ω ⊂⊂ Ω},

L2(Ω) = {f : Ω → R :
∫
Ω

|f |2 dx < +∞}

y
L2(∂Ω, dσ) = {f : Ω → R :

∫
∂Ω

|f |2 dσ < +∞}.
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donde las funciones son medibles y la integral es la integral de Lebesgue, dx es la medida
de Lebesgue y dσ es la medida n-dimencional de Hausdorff (ver, por ejemplo [12], caṕıtulo 2)
dotados con los producto interno usual

(f, g)L2(Ω) =
∫
Ω

f(x)g(x) dx ∀ f, g ∈ L2(Ω),

y
(f, g)L2(∂Ω,dσ) =

∫
∂Ω

f(x)g(x) dσ ∀ f, g ∈ L2(∂Ω, dσ).

Definimos el espacios de funciones test por

D(Ω) := {f ∈ C∞(Ω,R) : sop(f) es acotado y sop(f) ⊂ Ω}

donde
sop(f) = {x ∈ Rn : f(x) ̸= 0}.

Teorema 2.5.1 (Teorema de localización). Sea f ∈ L2
loc(Ω). Si∫

Ω
f(x)φ(x) dx = 0 ∀φ ∈ D(Ω).

Entonces, f = 0 c.d. en Ω.

Prueba. Ver por ejemplo, [2], proposición 14.49.

A continuación vamos a definir el espacio donde trabajaremos

Definición 2.5.1 (Espacio de Sobolev Hm(Ω) con m ∈ N ∪ {0}). Sea Ω un subconjunto
abierto de Rn. Se define el espacio de Sobolev de orden m como el espacio de todas las funciones
µ ∈ L2(Ω) tal que para toda α := (α1, α2, ..., αn) con αk ∈ N ∪ {0} para cada k = 1, 2, ..., n y
|α| :=

n∑
k=1

αk ≤ m existe vα en L2(Ω) satisfaciendo

⟨µ, Dαφ⟩ :=
∫
Ω

µDαφ dx = (−1)|α| ∫
Ω

vαφ dx ∀ φ ∈ D(Ω).

donde
Dαφ := ∂|α|φ

∂α1x1∂α2x2 · · · ∂αnxn

,

Hm(Ω) := {µ ∈ L2(Ω) : Dαµ ∈ L2(Ω) ∀ α |α| ≤ m}.

Cuando m = 1 se define el gradiente de µ como el vector

∇µ = (D1µ, ..., Dnµ) donde Dkµ = vk ∀ 1 ≤ k ≤ n.

y cuando m = 2 se define el Laplaciano por ∆ = ∇2 := ∇ · ∇.
Las propiedades más relevante de Hm(Ω) son:

1. Hm(Ω) es un espacio de Hilbert con el producto interno

(µ, v)Hm(Ω) =
∑

|α|≤m

(Dαµ, Dαv)L2(Ω).

2. Hm(Ω) es un espacio reflexivo por ser espacio de Hilbert.

3. Hm(Ω) es un espacio separable (Ver por ejemplo [1], teorema 9.2).
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Diremos que un subconjunto Ω de Rn es una región si Ω es abierto y conexo.

Definición 2.5.2. Una región Ω de Rn se dice que es de clase C1 si existe un mapeo Fx0 de
Bn−1(0, 1) × (−1, 1) en un subconjunto abierto U de Rn para cada x0 ∈ Ω con las siguientes
propiedades

1. Fx0 es continuamente diferenciable.

2. Fx0 es biyectiva.

3. F −1
x0 es continuamente diferenciable.

4. Fx0(0, 0) = x0.

5. Fx0(Bn−1(0, 1) × (0, 1)) = Ω ∩ U .

6. Fx0(Bn−1(0, 1) × {0} = ∂Ω ∩ U .

Teorema 2.5.2. Sea Ω una región acotada de Rn con frontera de clase C1. Entonces, existe
un operador lineal y acotado

γ : H1(Ω) → L2(∂Ω, dσ) dado por γ(µ) = µ|∂Ω ∀ µ ∈ H1(Ω) ∩ C(Ω).

Prueba. Ver, por ejemplo, [10], teorema 4.6.

■

A γ se le conoce como operador traza y al espacio dado por H1/2(∂Ω) := γ (H1(Ω)) se llama
espacio traza sobre la frontera el cual es un subespacio de L2(∂Ω, dσ).

Teorema 2.5.3. Sea Ω una región acotada de Rn con frontera de clase C1. Entonces, el ope-
rador traza es un operador compacto y H1/2(∂Ω) es denso en L2(∂Ω, dσ).

Teorema 2.5.4 (Teorema de Rellich-Kondrashov). Sea Ω una región acotada de Rn con
frontera de clase C1 y m ∈ N. Entonces la inyección canónica i : Hm(Ω) → Hm−1(Ω) es
compacta.

Prueba. Ver, por ejemplo, [1], teorema 9.12.

■

En particular si m = 1 se tiene que la inyección canónica i : H1(Ω) → L2(Ω) es compacta.

Teorema 2.5.5 (Primera identidad de Green). Sea Ω una región acotada de Rn con fron-
tera de clase C1. Si µ ∈ H2(Ω) y v ∈ H1(Ω). Entonces, se satisface∫

Ω

v∆µ dx = −
∫
Ω

∇v∇µ dx +
∫

∂Ω

γ(v) γ(∇µ) · ν dσ

donde ν es el vector normal y γ(∇µ) · ν es la derivada normal de µ.

Prueba. Ver, por ejemplo, [1], corolario 4.2.

■

Observación. A la derivada normal γ(∇µ) · ν tambien se le denota por ∂µ

∂ν
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Se define H1
0 (Ω) como el subespacio cerrado de H1(Ω) definido por

H1
0 (Ω) :=

(
D(Ω), ∥ · ∥H1(Ω)

)
.

Corolario 2.5.1. Sea Ω una región acotada de Rn con frontera de clase C1. Entonces,

µ ∈ H1
0 (Ω) ⇔ µ ∈ Ker(γ).

Prueba. Ver, por ejemplo, [9], corolario 1.5.1.6.

■

Teorema 2.5.6 (Teorema de encajes de Sobolev, Bressan). Sean n > 2 y Ω una región
acotada de Rn con frontera de clase C1. Entonces, H1(Ω) está continuamente encajado en
Lp(Ω) con 1 ≤ p ≤ 2n

n − 2 .

Prueba. Ver, por ejemplo, [3], teorema 8.35.

■

Teorema 2.5.7. Sea Ω una región acotada Rn con frontera de clase C1. Entonces, H1(Ω) está
compactamente encajado en L2(Ω).

Prueba. Ver, por ejemplo, [3], teorema 8.39.

■

Terminaremos esta sección con una generalización de la desigualdad de Poincaré el cual re-
sulta muy util en aplicaciones para lo cual consideremos a Pm(Ω) como el espacio de polinomios
de grado menor o igual a m.

Teorema 2.5.8 (Desigualdad generalizada de Poincaré). Sea Ω una región acotada de
Rn con frontera de clase C1. Consideremos a F = {F} con F un funcional en H1(Ω)′ tal que
P0(Ω) ∩ ⊥F = {0}. Entonces,

∥µ∥ :=
(
∥∇µ∥2

L2(Ω) + F (µ)2
)1/2

es una norma equivalente en H1(Ω).

Prueba. Para ver que ∥ · ∥ es norma es suficiente probar que ∥µ∥ = 0 entonces µ = 0. Si

∥µ∥ = 0 ⇒ ∥∇µ∥L2(Ω) = 0 y F (µ) = 0

entonces
0 ≤

∣∣∣∣∫
Ω

µ∇ϕ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫

Ω
∇µϕ

∣∣∣∣ ≤ ∥ϕ∥L2(Ω)∥∇µ∥L2(Ω) = 0 ∀ ϕ ∈ D(Ω)

se concluye que ∇µ = 0 c.d. en Ω. Puesto que Ω es conexo se tiene que µ es contante c.d. en
Ω, esto es, µ ∈ P0(Ω) y como F (µ) = 0 entonces por hipótesis se tiene que µ = 0.
Sean H1 := (H1(Ω), ∥·∥H1(Ω)) y H2 := (H1(Ω), ∥ · ∥) y veamos que el mapeo lineal I : H1 → H2
es continuo. Sea (µn)n una sucesión de elementos en H1(Ω) tal que µn −→

∥·∥H1(Ω)

0 si n → ∞

entonces
∥I(µn)∥2 ≤ ∥µn∥2

H1(Ω) + F (µn) → 0 si n → ∞
por lo tanto I es continua en cero con lo que existe una constante M > 0 tal que

∥µ∥ ≤ M∥µ∥H1(Ω)
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Finalmente para demostrar que ∥ · ∥ es una norma equivalente en H1(Ω) nos falta verificar que
existe una constante m > 0 tal que m∥µ∥H1(Ω) ≤ ∥µ∥. Supongamos que no existe tal constante
entonces para cada k ∈ N existe µk ∈ H1(Ω) tal que ∥µk∥H1(Ω) > k∥µk∥. Definamos

vk = µk

∥µk∥H1(Ω)
⇒ ∥vk∥ <

1
k

∀ k ∈ N ⇒ ∥∇vk∥2
L2(Ω) <

1
k

y F (vk) <
1
k

Puesto que la sucesión (vk)k esta acotada en H1(Ω) entonces existe una subsucesión (v(1)
k )

que converge débilmente a v en H1(Ω) y como H1(Ω) esta compactamente encajado en L2(Ω)
entonces (v(1)

k ) → v en L2(Ω) con lo que se puede escoger una subsucesión que denotaremos
igual por (v(1)

k ) tal que (v(1)
k ) → v c.d. en Ω entonces por el teorema de convergencia de Lebesgue

se tiene que∣∣∣∣∫
Ω

v∇ϕ
∣∣∣∣ = ĺım

k→∞

∣∣∣∣∫
Ω

v
(1)
k ∇ϕ

∣∣∣∣ = ĺım
k→∞

∣∣∣∣∫
Ω

∇v
(1)
k ϕ

∣∣∣∣ ≤ ĺım
k→∞

c

k
= 0 ∀ ϕ ∈ D(Ω)

con lo que v es constante c.d. en Ω y note también que 0 = ĺım
k→∞

F (v(1)
k ) = F (v) entonces por

hipótesis se concluye que v = 0 por lo tanto

1 = ĺım
k→∞

∥v
(1)
k ∥2

H1(Ω) = ĺım
k→∞

(
∥v

(1)
k ∥2

L2(Ω) + ∥∇v
(1)
k ∥2

L2(Ω)

)
< ĺım

k→∞

1
k

= 0.

■

Corolario 2.5.2. Sea Ω una región acotada de Rn con frontera de clase C1. Consideremos a
F = {Fk : H1(Ω) → R : Fk es continua para cada 1 ≤ k ≤ n} tal que P0(Ω) ∩ ⊥F = {0}.
Entonces,

∥µ∥F :=
(

∥∇µ∥2
L2(Ω) +

n∑
k=1

|Fk(µ)|2
)1/2

es una norma equivalente en H1(Ω).

Ejemplo 2.5.1.

Sea Ω una región acotada de Rn con frontera de clase C1 y G : H1(Ω) → R el operador
lineal dada por

⟨G, µ⟩ = 1
1 − τ

∫
∂Ω

gγ(µ) dσ.

De la continuidad de γ y si g ∈ L2(∂Ω, dσ) se tiene que

|⟨G, µ⟩| ≤ 1
1 − τ

∫
∂Ω

|gγ(µ)| dσ

≤ 1
1 − τ

∥g∥L2(∂Ω,dσ)∥γ(µ)∥L2(∂Ω,dσ)

≤
M∥g∥L2(∂Ω,dσ)

1 − τ
∥µ∥H1(Ω).

Por lo tanto G ∈ H1(Ω)′. Definamos a

H1
g (Ω) =

{
µ ∈ H1(Ω) : γ(µ) = 0

}
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Sea ν ∈ P0(Ω) ∩ ⊥F entonces

ν = x ∈ R y
∫

∂Ω
gγ(ν) dσ = 0

ν = x ∈ R y x
∫

∂Ω
g dσ = 0

entonces ν = 0 por lo que usando 2.5.8 se tiene que

∥µ∥2
g =

∫
Ω

∇µ2 dx + ⟨G, µ⟩2

es una norma equivalete en H1(Ω). Finalmente si µ ∈ H1
g (Ω) se tiene que

∥µ∥2 =
∫

Ω
∇µ2 + µ2 dx y |µ|1,Ω2 =

∫
Ω

∇µ2 dx

son normas equivalentes en H1
g (Ω).



Caṕıtulo 3

Problema de valores propios de Steklov

3.1. Planteamiento del problema
Sea Ω un subconjunto abierto de Rn. Consideremos a Ax = (aij(x)) una matriz, bi(x) y

c(x) de Ω en R medibles. El operador diferencial general eĺıptico de segundo orden en forma de
divergencia se define por

Lµ = −
n∑

i,j=1
(aijµxi

)xj
+

n∑
i=1

(biµ)xi
+ cµ.

En adelante por propósitos del trabajo se considerará n ≥ 2, Ω una región acotada de Rn

con frontera de clase C1. Consideremos bajo las hipótesis anteriores el siguiente problema de
condiciones de frontera

Lµ = − div (A∇µ) + cµ = 0 en Ω

((A(x))∇µ(x)) · ν + e(x)µ(x) = λρ(x)µ(x) sobre ∂Ω,
(3.1)

donde A, e y ρ satisfacen

1. A es una matriz simétrica, con entradas acotadas y tal que para cada x ∈ Ω

|ε|A := (A(x)ε, ε) =
n∑

i,j=1
aij(x)εiεj

sea norma en Rn.

2. c ≥ 0 c.d sobre Ω y c ∈ Lp(Ω) para n ≤ 2p si n ≥ 3 (p > 1 si n = 2).

3. e ∈ L∞(∂Ω, dσ) tal que e ≥ 0 c.d. sobre ∂Ω y∫
Ω

c dx +
∫

∂Ω

e dσ > 0.

4. ρ(x) ∈ Lq(∂Ω, dσ) para n − 1 < q y existe s > 0 tal que ρ ≥ s c.d. sobre ∂Ω.

Recordemos que una solución clásica de (3.1) es una función µ ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) que cumple
(3.1) puntualmente. Supongamos que µ es solución clásica de (3.1). Multiplicando por ϕ ∈
H1(Ω) ∩ C∞(Ω) e integrando en Ω obtenemos

−
n∑

i,j=1

∫
Ω

(aijµxi
)xj

ϕ dx +
∫
Ω

cµϕ dx = 0,

33
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como µ es solución clásica entonces integrando por partes tenemos que∫
Ω

(A∇µ) · ∇ϕ dx −
∫

∂Ω

(A∇µ) · ν ϕ dσ +
∫
Ω

cµϕ dx =
∫
Ω

(A∇µ) · ∇ϕ dx +
∫

∂Ω

(eµ − λρµ) ϕ dσ +
∫
Ω

cµϕ dx = 0,

puesto que H1(Ω) ∩ C∞(Ω) es denso en H1(Ω) se deduce que∫
Ω

[ (A∇µ) · ∇v + cµv ] dx +
∫

∂Ω
eγ(µ)γ(v) dσ − λ

∫
∂Ω

ργ(µ)γ(v) dσ = 0 ∀ v ∈ H1(Ω) (3.2)

donde γ es el operador traza que mapea el espacio H1(Ω) en L2(∂Ω, dσ).

3.2. Funciones propias de Steklov
Definición 3.2.1. Se dice que µ ∈ H1(Ω) es solución débil de (3.1) si µ satisface (3.2). En
tal caso diremos que µ es una función propia de Steklov para (L, ρ) y λ es un valor propio de
Steklov.

Nuestro objetivo es estudiar el problema de valores propios de Steklov (L.ρ) para el caso en
que A es la matriz identidad, e(x) = 0 y ρ ∈ L∞(∂Ω, dσ) es tal que∫

∂Ω

ρ dσ = 1.

Formalmente estudiaremos el problema de valores propios de Steklov para el operador de
tipo Schrödinger Lµ = −∆µ + cµ = 0, esto es, buscaremos soluciones no triviales (µ, λ) ∈
H1(Ω) × R de ∫

Ω
∇µ · ∇v dx +

∫
Ω

cµv dx = λ
∫

∂Ω
ργ(µ)γ(v) dσ. (3.3)

Notemos que si en (3.3) ponemos µ = v entonces

λ =
∫

Ω |∇µ|2 dx +
∫

Ω cµ2 dx∫
∂Ω ργ(µ)2 dσ

Como cada integrando es positivo debe de haber un valor propio λ positivo.
Consideremos las formas bilineales simétricas

A : H1(Ω) × H1(Ω) → R M : H1(Ω) × H1(Ω) → R

A(µ, ν) =
∫
Ω

[∇µ · ∇ν + cµν] M(µ, ν) =
∫

∂Ω
ργ(µ)γ(ν).

(3.4)

Sea K = {µ ∈ H1(Ω) : A(µ, µ) ≤ 1}. Consideremos el principio variacional (P1) de
maximizar B(µ) := M(µ, µ) sobre K y definamos a

β1 := supµ∈KB(µ).
Para estudiar (P1) nuestro primer objetivo es demostrar que K es débilmente compacto y

que si ρ satisface A2) entonces B es débilmente continua.

Teorema 3.2.1. Sea Ω una región acotada de Rn con frontera de clase C1. Entonces, A(µ, µ)
es continua.
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Prueba. Por hipotesis de Ω podemos aplicar el teorema teorema de Sovolev por lo que se tiene
que existe κ > 0 tal que

∥µ2∥Lq(Ω) ≤ κ∥µ∥H1(Ω).

Para 1 ≤ q ≤ n

n − 2 y con conjugado n ≤ 2p aplicamos la desigualdad de Hölder.

|A(µ − v, µ − v)| =
∫

Ω
∇µ2 − ∇v2 +

∫
Ω

c(µ2 − v2)

≤ ∥µ − v∥H1(Ω) +
∫

Ω
c(µ2 − v2)

≤ ∥µ − v∥H1(Ω) + ∥c∥Lp(Ω)∥µ2 − v2∥Lq(Ω)

≤ ∥µ − v∥H1(Ω) + κ∥c∥Lp(Ω)∥µ − v∥H1(Ω)

= η∥µ − v∥H1(Ω)

Por lo que A es continua.

■

Veamos ahorra que A(µ, µ) es una norma equivalente en H1(Ω).

Teorema 3.2.2. Sea Ω una región acotada de Rn con frontera de clase C1. Entonces, A(µ, µ)
es una norma equivalnte en H1(Ω).

Prueba. Sea
S = {µ ∈ H1(Ω) : ∥µ∥L2(Ω) = 1}

Consideremos el problema de minimizar A(µ, µ) sobre S. Puesto que H1(Ω) −→ L2(Ω) es
compacto pues Ω es acotado se tiene que

∥µ∥L2(Ω) ≤ κ∥µ∥H1(Ω) ∀ µ ∈ H1(Ω)

en particular para µ ∈ S por lo que S es acotado y existe una sucesión {µm} minimizante para
nuestro problema

α = ı́nf
µ∈S

A(µ, µ)

Tomando m suficientemente grande se tiene que

∥µm∥H1(Ω) =
∫

Ω
∇µ2

m +
∫

Ω
µ2

m

≤
∫

Ω
∇µ2

m +
∫

Ω
cµ2

m +
∫

Ω
µ2

m

= A(µm, µm) + +
∫

Ω
µ2

m

< α + 2

Entonces por el teorema de Rellich-Kondrashov la subsucesión {µn} que converge debilmente
a µ∗ ∈ H1(Ω) converge fuertemente a µ∗ ∈ L2(Ω) por lo que A(µ∗, µ∗) = α es un funcional que
es debilmente l.s.c

A(µ, µ) ≥ α

Ahora bien si α = 0 esto implicaria que ∇µ∗ = 0 por hipotesis de Ω, por lo que µ∗ seria una
constante k aśı se tendŕıa que

0 =
∫

Ω
∇µ∗2 +

∫
Ω

cµ∗2 = 0 + k2
∫

Ω
c
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Pero esto contradeceŕıa la hipotesis de que c > 0 por lo que α > 0.
Ahora bien definiendo v = µ

∥µ∥L2(Ω)
se tiene que v ∈ S por lo que

A(v, v) ≥ α ⇒ A(µ, µ) ≥ α∥µ∥2
L2(Ω) ∀ µ ∈ H1(Ω)

Por lo tanto

∥µ∥2
H1(Ω) =

∫
Ω

∇µ2 + µ2

≤
∫

Ω
∇µ2 +

∫
Ω

cµ2 +
∫

Ω
µ2

≤ A(µ, µ) + α−1A(µ, µ)
=
(
α−1 + 1

)
A(µ, µ)

Por continuidad de A se tiene que existen m > 0 y M > 0 tales que

m∥µ∥2
H1(Ω) ≤ A(µ, µ) ≤ M∥µ∥2

H1(Ω)

■

Definimos la norma

∥µ∥c := A(µ, µ)1/2. (3.5)
Puesto que A satisface la identidad del paralelogramo obtenemos que A(x, y) es un producto

interno equivalente al producto interno usual en H1(Ω), esto es, existen constantes m > 0 y
M > 0 tales que

m

4 (x, y)H1(Ω) ≤ A(x, y) ≤ M

4 (x, y)H1(Ω). (3.6)

por la identidad de polarización.

Corolario 3.2.1. Sea Ω una región acotada de Rn con frontera de clase C1. Entonces, A(µ, µ)
es Fréchet diferenciable en H1(Ω) y convexa.

Prueba. Por el teorema 2.2.2 A(µ, µ) es Fréchet diferenciable en H1(Ω) y esta dada por

⟨DA(µ, µ), v⟩ = A(µ, v) + A(v, µ) = 2A(µ, v) = 2
∫
Ω

[∇µ · ∇v + cµv] ∀ v ∈ H1(Ω).

Notemos que

A(µ, µ) − 2A(µ, v) + A(v, v) = A(µ, µ − v) − A(µ − v, v)
= A(µ, µ − v) − A(v, µ − v)
= A(µ − v, µ − v) ≥ 0

Aśı

A(µ, µ) + ⟨DA(µ, µ), v − µ⟩ = A(µ, µ) + 2A(µ, v − µ)
= 2A(µ, v) − A(µ, µ)
≤ A(µ, µ) + A(v, v) − A(µ, µ)
= A(v, v)

Y por el teorema 2.2.3 se tiene que A(µ, µ) es convexa.

■
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Notemos que K es convexo por la convexidad de A y puesto todo espacio de Hilber es
secuencialmente completo débil y por la continuidad de A(µ, µ) tenemos que K es cerrado
débilmente cerrado. Ahorra bien como existe m > 0 tal que para toda µ ∈ K

m∥µ∥H1(Ω) ≤ A(µ, µ) ≤ 1.

entonces K es acotado en H1(Ω) aśı acabamos de demostrar.

Proposición 3.2.1. El conjunto K es débilmente compacto en H1(Ω).

Ahora vemos que B es un funcional débilmente continuo en H1(Ω).

Teorema 3.2.3. Sea Ω una región acotada de Rn con frontera de clase C1. Entonces, B(x) es
continuo y además es débilmente continuo en H1(Ω) y L2(∂Ω, dσ)-coerciva.

Prueba. Por el teorema de la traza existe κ > 0 tal que

|B(µ)| ≤
∫

∂Ω

ρ|γ(µ)|2

≤ ∥ρ∥L∞(∂Ω,dσ)∥γ(µ)2∥L1(∂Ω,dσ)

= ∥ρ∥L∞(∂Ω,dσ)∥γ(µ)∥2
L2(∂Ω,dσ)

≤ κ∥ρ∥L∞(∂Ω,dσ)∥µ∥2
H1(Ω).

(3.7)

Un argumento similar al que se ocupó en el teorema 3.2.1 se concluye que B(µ) es continuo.
Veamos que B(µ) es débilmente continua. Sea (µn)n∈N una sucesión de elementos de H1(Ω)
tal que converge débilmente a µ en H1(Ω). Por el teorema de la traza compacta se tiene
que (γ(µn))n∈N es una sucesión que converge fuertemente a γ(µ) en L2(∂Ω, dσ). Luego por la
desigualdad (3.7) se deduce que B(µ) es débilmente continua. Finalmente como existe s > 0
tal que ρ ≥ s se tiene que

∥µ∥2
L2(∂Ω,,dσ) =

∫
∂Ω

γ(µ)2 =
∫

∂Ω

γ(µ)2ρ

ρ
≤
∥∥∥∥∥1

ρ

∥∥∥∥∥
L∞(∂Ω,dσ)

B(µ).

Por lo que B es L2(∂Ω, dσ)-coerciva.

■

Definamos
∥µ∥ρ := B(µ)

1
2 . (3.8)

Por el teorema anterior se tiene que 3.8 es una norma equivalente en L2(∂Ω, dσ), esto es, existen
constante m′ > 0 y M ′ > 0 tal que

m′∥µ∥L2(∂Ω) ≤ B(µ) ≤ M ′∥µ∥L2(∂Ω).

Similarmente al corolario 3.2.1 se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.2.2. Sea Ω una región acotada de Rn con frontera de clase C1. Entonces, B(µ)
es Fréchet diferenciable en H1(Ω) con

⟨DB(µ), v⟩ = 2
∫

∂Ω
ργ(µ)γ(v) dσ ∀ v ∈ H1(Ω)

y convexa.

El siguiente teorema es de existencia para el problema variacional P1 y nos dice que β1 = λ−1
1

donde λ1 es el valor propio más pequeño de (3.3).
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Teorema 3.2.4. Sea Ω una región acotada de Rn con frontera de clase C1. Entonces, β1 < ∞
y existen maximizantes ±µ1 de B(µ) sobre K tales que ∥µ1∥c = 1 y (3.3).

Prueba. Puesto que K es débilmente compacto en H1(Ω) y B(µ) es débilmente continuo se
tiene que B(µ) alcanza su supremo en un punto µ1 de K por lo que

0 ≤ β1 < ∞. (3.9)

Si ∥µ1∥c < 1 entonces existe un r > 1 tal que ∥µ1∥c ≤ 1
r

< 1 entonces ∥rµ1∥c ≤ 1 por lo tanto
rµ1 ∈ K y como B(µ) es homogénea de grado dos se tiene que

B(rµ1) > r2B(µ1) > B(µ1) = supµ∈KB(µ),

que es una contradicción. Por lo tanto ∥µ1∥c = 1 y puesto que B(µ1) = B(−µ1) entonces B
alcanza su supremo también en −µ1 ∈ K.
Por el teorema 1.5.3 un máximo µ1 de B sobre K satisface que

DB(µ1) ∈ ∂IK(µ1)

Por lo tanto existe un funcional F ∈ ∂IK(µ1) tal que

2(µ1, v)ρ = 2
∫

∂Ω
ργ(µ1)γ(v) = F (v)

Puesto que ∥µ∥c = 1 y F ∈ ∂IK(µ1) se tiene que

F (v) = ⟨F, v⟩
= η⟨Lµ1, v⟩
= η(µ1, v)c con η ∈ [0, ∞) y ∀ v

esto es,
F (v) = (ηµ1, v)c con η ∈ [0, ∞) y ∀ v

Por lo tanto
(µ1, v)ρ = (ηµ1, v)c

Si η > 0 entonces se cumple (3.3) con λ = η−1. Si η = 0, poniendo v = µ1. Luego por coercividad
de B se tiene que

B(µ1) = 0 ⇒ µ1 = 0,

y tal función no serán máximo. Por lo tanto se cumple (3.3) con η > 0 en el máximo.
Poniendo v = µ1 encontramos que el correspondiente valor propio λ1 en (3.3) satisface

β1 = sup
µ∈K

B(µ) = B(µ1) = λ−1
1 ∥µ1∥c = λ−1

1 > 0.

Si λ1 no es el valor propio más pequeño de (3.3) entonces podŕıamos encontrar µ ∈ H1(Ω) no
idénticamente cero que cumpla con (3.3) con λ < λ1 entonces normalizando en la norma ∥ · ∥c

tenemos que
1 = ∥µ∥2

c = λB(µ).

Entonces, β1 = λ−1
1 < λ

1 = B(µ) lo cual es imposible. Por lo tanto λ1 es el valor propio más
pequeño de (3.3).

■
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Corolario 3.2.3. Sea Ω una región acotada de Rn con frontera de clase C1. Entonces,∫
Ω

|∇µ|2 +
∫
Ω

c|µ|2 ≥ λ1
∫

∂Ω
ρ|γ(µ)|2 ∀ v ∈ H1(Ω).

donde λ1 es valor propio del teorema anterior.

Prueba. Sea µ ∈ H1(Ω) tal que µ ̸= 0 entonces definiendo ν = µ

∥µ∥c

se tiene que ν ∈ K y por
homogéneidad de grado dos de B tenemos que

B(ν) ≤ β1 ⇒ B(µ) ≤ β1∥µ∥2
c . ∀ µ ∈ H1(Ω)

Si µ = 0 trivialmente se cumple la desigualdad.

■

Definición 3.2.2. La desigualdad∫
Ω

|∇µ|2 +
∫

Ω
c|µ|2 ≥ λ1

∫
∂Ω

|γ(µ)|2ρ ∀ µ ∈ H1(Ω),

se conoce como la desigualdad de traza en H1(Ω) para el operador L.

Supongamos ahora que encontramos las primeras funciones propias de Steklov {µ1, µ2, ..., µj−1}
que son c-ortonormales asociadas a sus correspondientes valores propios 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤
λj−1 entonces para toda 1 ≤ n ≤ j − 1 se cumple

(µn, v)c − λn(γ(µn), γ(v))ρ = 0 ∀ v ∈ H1(Ω),

poniendo v = µm se tiene que

(γ(µn), γ(µm))ρ = λ−1
n (µn, µm)c = 0 si n ̸= m

λ−1
n si n = m.

(3.10)

Con lo que necesitamos buscar la siguiente función propia de Steklov en la bola unitaria

Kj = {µ ∈ K : (γ(µ), γ(µk))ρ = 0 ∀ k ∈ {1, 2, ..., j − 1}},

del subespacio cerrado

V = {µ ∈ H1(Ω) : (µ, µk)c = 0 ∀ k ∈ {1, 2, ..., j − 1}},

con complemento c-ortogonal
W = gen{µ1, µ2, ..., µj−1}.

Es decir, estudiemos el principio variacional Pj de maximizar B sobre Kj. Definamos

βj = sup
µ∈Kj

B(µ).

Teorema 3.2.5. Sea Ω una región acotada de Rn con frontera de clase C1. Entonces,

a) Kj es débilmente compacto en H1(Ω).

b) Existen maximizadores ±µj de B sobre K que satisfacen ∥µj∥ = 1 y βj es finito.

c) µj es una función propia de Steklov correspondiente al valor propio de Steklov β−1
j = λj

y es el valor propio más pequeño de 3.3 tal que λj−1 ≤ λj.
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d) (µj, µk)c = (µj, µk)ρ = 0 ∀ 1 ≤ k ≤ j − 1.

Prueba. a) Consideremos la familia de funcionales lineales Fk : H1(Ω) → R dados por Fk(µ) =∫
∂Ω ργ(µ)γ(µk) con 1 ≤ k ≤ j −1. Por la continuidad del operador traza obtenemos la siguiente

acotación

|Fk(µ)| ≤
∫

∂Ω
|ργ(µ)γ(µk)|

≤ ∥ρ∥L∞(∂Ω,dσ)

∫
∂Ω

|γ(µ)γ(µk)|

≤ ∥ρ∥L∞(∂Ω,dσ)∥γ(µk)∥L2(∂Ω,dσ)∥γ(µ)∥L2(∂Ω,dσ)

≤ κ∥ρ∥L∞(∂Ω,dσ)∥µk∥H1(Ω)∥µ∥H1(Ω).

Por lo tanto los funcionales Fk son continuos. De las propiedades del producto interno se deduce
que Kj es convexo y cerrado y como K es acotado se tiene que Kj también lo es.

b) Se sigue de un argumento similar como en la prueba del teorema 3.2.4 pues Kj es débil-
mente compacto en H1(Ω).
c) Puesto que Vj−1 es un subespacio cerrado en H1(Ω), Kj es la bola unitaria en VJ−1 y los
maximizadores µj de B sobre Kj satisfacen ∥µj∥c = 1 se tiene que ∀ v ∈ Vj−1

⟨DB(µj), v⟩ = (η µj + w, v)c con w ∈ V ⊥
j−1 = Wj−1 y η ≥ 0.

Esto es
2(γ(µj), γ(v))ρ = η(µj, v)c + (w, v)c Ver teorema 2.2.5.

Notemos que si tomamos v = w y puesto que µj ∈ Vj−1 se tiene que

∥w∥2
c =

j−1∑
k=1

2ak(γ(µj), γ(µk))ρ −
j−1∑
k=1

ηak(µj, µk)c

=
j−1∑
k=1

2λkak(µj, µk)c −
j−1∑
k=1

ηak(µj, µk)c

=
j−1∑
k=1

(2λk − η)ak(µj, µk)c = 0

Por lo que w = 0, aśı µj y se satisface

(γ(µj), γ(v))ρ = η(µj, v)c ∀ v ∈ H1(Ω),

es decir, µj es función propia de Steklov correspondiente al valor propio η = λj. Finalmente
poniendo v = µj obtenemos

βj = sup
µ∈Kj

B(µ) = B(µj) = λ−1
j (µj, µj)c = λ−1

j .

d) Se sigue de que µj ∈ Kj pues

(γ(µj), γ(µn))ρ = λj(µj, µn)c = 0 ∀ 1 ≤ n ≤ j − 1.

■

Continuando con este proceso obtenemos una sucesión infinita de funciones propios de Ste-
klov c-ortonormales en H1(Ω)

Λ = {µn}n∈N

correspondientes a los valores propios

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn ≤ ... o bien 0 < ... ≤ βn ≤ ... ≤ β2 ≤ β1.
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Teorema 3.2.6. Sea Ω una región acotada de Rn con frontera de clase C1. Entonces, ĺımn→∞ βn =
0.

Prueba. Como Λ es un conjunto c-ortonormal en H1(Ω) usando la desigualdad de Bessel y la
equivalencia de normas se tiene que ∑

n∈N
|(x, µn)c|2 ≤ ∥x∥2

c

por lo que la sucesión βn converge débilmente a cero. Puesto que B es débilmente continuo se
tiene que B(µn) = βn converege a cero.

■

Finalizamos está sección observando que a partir de (3.10) se deduce que

C =
{

ŝn :=
√

λnγ(µn)
}

n∈N
, (3.11)

es un conjunto ρ-ortonormal en L2(∂Ω, dσ).

3.3. Bases
Nuestro objetivo de esta sección es demostrar que (3.11) es realmente una base ρ-ortonormal

en L2(∂Ω). Para esto si consideremos a W al subespacio de H1(Ω) que es c−ortogonal a H1
0 (Ω)

se tiene que
H1(Ω) = H1

0 (Ω) ⊕c W. (3.12)
El siguiente lema nos permitirá tener una descomposición de H1(Ω) de la forma

H1(Ω) = Ker(B) ⊕c Ker(L). (3.13)

Lema 3.3.1. Sea Ω una región acotada de Rn con frontera de clase C1. Entonces

1. Ker(B) = H1
0 (Ω).

2. µ ∈ ker (L) ⇔ (µ, φ)c = 0 para toda φ ∈ D(Ω).

Prueba.

1. Como B es una norma equivalente en L2(∂Ω, dγ) entonces

µ ∈ Ker(B) ⇔ B(µ) = 0 ⇔ ∥γ(µ)∥L2(∂Ω,dσ) = 0 ⇔ γ(µ) = 0 ⇔ µ ∈ Ker(γ).

Por lo tanto del corolario 2.5.1 se tiene que

µ ∈ Ker(B) ⇔ µ ∈ Ker(γ) ⇔ µ ∈ H1
0 (Ω).

2. Si µ ∈ ker (L) entonces −∆µ+cµ = 0 entonces multiplicando por φ ∈ D(Ω) e integrando
en Ω se tiene que ∫

Ω

[−∆µφ + cµφ] dx = 0.

Luego por la primera identidad de Green para espacios de Sobolev obtenemos que

(µ, φ)c =
∫
Ω

[∇µ · ∇φ + cµφ] dx = 0.
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Inversamente si (µ, φ)c = 0 para toda φ ∈ D(Ω) entonces aplicando de nuevo la primera
identidad de Green para espacios de Sobolev obtenemos que∫

Ω

[−∆µφ + cµφ] dx = 0 ∀ φ ∈ D(Ω).

Aśı por el teorema 2.5.1 se tiene que Lµ = cµ − ∆µ = 0. Por lo tanto µ ∈ ker (L).

■

Si µn es una función propia de Steklov se satisface

(µn, ϕ)c = λn(γ(µn), γ(ϕ))ρ = 0 ∀ ϕ ∈ D(Ω).

Por lo tanto Λ ⊂ ker(L)

Lema 3.3.2. Sea Ω una región acotada de Rn con frontera de clase C1. Entonces Λ es una
base c-ortonormal de Ker (L).

Prueba. La demostremos se hará por contradicción:
Supongamos que Λ no es base c-ortonormal de ker(L) entonces por el teorema 2.1.2 inciso b)
existe un v ∈ ker (L) tal que v ̸= 0 y (µn, v)c = 0. Definiendo w = v

∥v∥c

entonces w ∈ Kj, esto
es,

∥w∥c = 1 y (µn, w)c = 0. (3.14)

Si B(w) = 0 entonces w ∈ ker(B) pero como también w ∈ ker(L) y H1(Ω) = ker(B)⊕c ker(L)
se sigue que w = 0 entonces 0 = ∥w∥c = 1 que es una contradicción.
Si B(w) > 0 entonces existe un m ∈ N tal que βm+1 < B(w), es decir, B(µm+1) < B(w) esto
es una contradicción pues µm+1 no seria máximo pues w ∈ Km.

■

Sea µ ∈ ker(L) se tiene que µ = ∑
n∈N

(µ, µn)cµn y usando (3.10) obtenemos

γ(µ) =
∑
n∈N

(µ, µn)cγ(µn)

=
∑
n∈N

λn(γ(µ), γ(µn))ργ(µn)

=
∑
n∈N

(
γ(µ),

√
λnγ(µn)

)
ρ

√
λnγ(µn)

=
∑
n∈N

(γ(µ), ŝn)ρŝn.

(3.15)

Como H1/2(∂Ω) = γ (H1(Ω)) y {µn}n∈N es base de Ker(L) implica que {ŝn}n∈N es base de
H1/2(∂Ω) en consecuencia es también base de L2(∂Ω, dσ) pues

C = C = H1/2(Ω) = L2(∂Ω, dσ).

Aśı hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1. Sea Ω una región acotada de Rn con frontera de clase C1. Entonces C es una
base ρ-ortonormal de L2(∂Ω, dσ).
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3.4. Una representación espectral del operador traza
Dada µ ∈ H1(Ω) el operador dado por

P (µ) =
∑
n∈N

(µ, µn)c µn,

es la proyección ortogonal sobre ker(L). Puesto que

µ = ϕ + ν con ϕ ∈ H1
0 (Ω) y ν ∈ ker(L) ⇒ P (µ) = P (ϕ + ν) = P (ν) = ν.

Usando que ker(γ) = H1
0 (Ω) tenemos

γ(µ) = γ(P (µ))
=
∑
n∈N

(γ(µ), ŝn)ρŝn

=
∑
n∈N

λn(γ(µ), γ(µn))ργ(µn)

=
∑
n∈N

(µ, µn)cγ(µn)

=
∑
n∈N

λ−1/2
n (µ, µn)cŝn.

Considerando las sumas parciales γj(µ) =
j∑

n=1
(λn)−1/2(µ, µn)cŝn, la convergencia de λ−1

n a 0
(para toda ε > 0 existe n0 ∈ N tal que para toda n > n0 se cumple |λ−1

n | ≤ ε) y la identidad
de Parseval tenemos

∥γ(µ) − γj(µ)∥2
L2(∂Ω,dσ) ≤

∑
n∈N

|λn|−1|(µ, µn)c|2

≤ ε
∑
n∈N

|(µ, µn)c|2

= ε∥Pµ∥2
c

≤ εM2∥µ∥2
H1(Ω).

Por lo tanto γ ∈ K(H1(Ω), L2(∂Ω, ρdσ)) pues γj son operadores de rango finito y γ ∈
L(H1(Ω), L2(∂Ω, ρdσ)). Por otro lado si v ∈ Ran(γ)⊥ entonces para toda y ∈ Ran(γ) se
cumple (v, y)L2(∂Ω,ρdσ) = 0 en particular tomando y = γ(µm) = λ

−1/2
j ŝm tenemos

0 = (v, γ(µm))L2(∂Ω,ρdσ) = λ
−1/2
j (v, ŝm)L2(∂Ω,ρdσ) ⇒ v = 0,

pues C es base ρ-ortonormal para L2(∂Ω, dσ). Por lo tanto Ran(γ)⊥ = {0} lo cual implica que
Ran(γ) = H1/2(∂Ω) = L2(∂Ω, dσ) En resumen se demostrado el siguiente teorema.

Teorema 3.4.1. Sea Ω una región acotada de Rn con frontera de clase C1. Entonces, el ope-
rador traza γ : H1(Ω) → L2(∂Ω, ρdσ) es un operador compacto y de rango denso con represen-
tación espectral dado por

γ(µ) =
∑
n∈N

λ−1/2
n (µ, µn)cŝn.
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3.5. Representación de soluciones del operador L

Consideremos el siguiente problema de condiciones de frontera para el operador L

−∆µ + cµ = 0 en Ω

(1 − τ)∂µ

∂ν
(x) + τρ(x)µ(x) = g(x) sobre ∂Ω,

Con g ∈ L2(∂Ω, dσ) y 0 ≤ τ < 1 y formulación débil

∫
Ω

(∇µ∇v + cµv) dx + (1 − τ)−1
∫

∂Ω

(τργ(µ) − g) γ(v) dσ = 0 ∀ v ∈ H(Ω). (3.16)

Sea el funcional F : H1(Ω) × [0, 1) → R dado por

F(µ, τ) := T (µ, ρ) − 2⟨G, µ⟩

Donde
T (µ, ρ) := A(µ, µ) + τ

1 − τ
B(µ)

A(µ, µ) =
∫

Ω ∇µ2 + cµ2 dx y B(µ) =
∫

∂Ω ργ(µ)2 dσ

y
⟨G, µ⟩ = 1

1 − τ

∫
∂Ω

gγ(µ) dσ

Se tiene que T y ⟨G, µ⟩ son contunias, convexas y Fréchet diferenciable pues A, y B lo son y
G por 2.5.1.
Como A es H − coersiva se tiene que exite m > 0 tal que

m∥µ∥2 ≤ A(µ, µ)

≤ A(µ, µ) + τ

1 − τ
B(µ)

= T (µ, τ)

Por lo tanto la forma bilineal, acotada y simetrica T es H − coersiva y por el teorema de
Lions-Stampacchia 2.3.2 se tiene que F tiene un único mı́mimizante µ∗ en H1(Ω). Ahora bien
como F es Fréchet diferenciable con derivada de Fréchet dada por

⟨F(µ), v⟩ = 2A(µ, v) + 2τ

1 − τ
M(µ, v) − 2⟨G, v⟩

= 2
∫
Ω

(∇µ∇v + cµv) dx + 2τ

1 − τ

∫
∂Ω

ργ(µ)γ(v) dσ − 2
1 − τ

∫
∂Ω

gγ(v) dσ

y se satisface 3.16 en el mı́nimo µ∗

∫
Ω

(∇µ∗∇v + cµ∗v) dx + τ

1 − τ

∫
∂Ω

ργ(µ∗)γ(v) dσ − 1
1 − τ

∫
∂Ω

gγ(v) dσ = 0

Tomando v ∈ D(Ω) obtenemos que µ∗ ∈ ker(L) aśı tenemos el siguiente teorema.
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Teorema 3.5.1. Sean Ω una región acotada de Rn con frontera de clase C1, g ∈ L2(∂Ω, dσ) y
0 ≤ τ < 1. Entonces, existe un único minimizante µ∗ de F en H1(Ω) que es solución de (3.16)
y pertenece a ker(L).

Como µ∗ ∈ ker(L) entonces µ∗ tiene una representación de funciones Steklov dada por

µ∗(x) = ∑
n∈N

cnµn(x) con cn = (φ, µn)c.

Poniendo v = µm en (3.16) tenemos que

1
1 − τ

(g, γ(µm))L2(∂Ω,dσ) = (µ∗, µm)c + τ

1 − τ
(γ(µ∗), γ(µm))ρ

= cm + τ

1 − τ

1
λm

cm

=
(

1 + τ

1 − τ

1
λm

)
cm

=
(

λm(1 − τ) + τ

λm(1 − τ)

)
cm.

Entonces,

cm = λm(1 − τ)
(1 − τ)[λm(1 − τ) + τ ] (g, γ(µm))L2(∂Ω,dσ) =

λm (g, γ(µm))L2(∂Ω,dσ)

λm(1 − τ) + τ
∀ m ∈ N.

Luego la solución de (3.16) viene dada por

µ∗(x) = ∑
n∈N

λm (g, γ(µm))L2(∂Ω,dσ)

λm(1 − τ) + τ
µn(x) para 0 ≤ τ < 1. (3.17)

Por lo tanto

Solución al problema de Robin (0 < τ < 1) Solución al problema de Neuman (τ = 0)

µ∗(x) = ∑
n∈N

λm (g, γ(µm))L2(∂Ω,dσ)

λm(1 − τ) + τ
µn(x) µ∗(x) = ∑

n∈N
(g, γ(µm))L2(∂Ω,dσ) µn(x)

Terminamos con la solución al problema de Dirichlet.

Teorema 3.5.2. Sean Ω una región acotada de Rn con frontera de clase C1 y g ∈ H1/2(∂Ω).
Entonces, son equivalentes:

a) Si φ ∈ H1(Ω) es solución para el problema de Dirichlet∫
Ω

[∇µ∇φ + cµφ] dx.

sujeto a γ(φ) = g sobre ∂Ω.

b) La serie ∑
n∈N

λ2
n|(g, γ(µn))ρ|2 (3.18)

es convergente. En este caso, la solución se puede representar en la forma

φ(x) =
∑
n∈N

λn(g, γ(µn))ρ µn(x). (3.19)
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Prueba.

a) ⇒ b) : Supongamos que φ ∈ H1(Ω) es solución del problema de Dirichlet entonces φ ∈ ker(L)
aśı φ tiene una representación de funciones de Steklov dada por

φ =
∑
n∈N

(φ, µn)cµn,

entonces

γ(φ) =
∑
n∈N

(φ, µn)cγ(µn)

=
∑
n∈N

(g, ŝn)ρŝn

=
∑
n∈N

λn(g, γ(µn))ργ(µn)

= g,

por la ortogonalidad de C se deduce que (φ, µn)c = λn(g, γ(µn))ρ. Por lo tanto

φ(x) =
∑
n∈N

λn(g, γ(µn))ρ µn(x).

Finalmente por la identidad de Parseval se tiene que

∥φ∥2
c =

∑
n∈N

λ2
n|(g, γ(µn))ρ|2.

b) ⇒ a) : Si ∑
n∈N

λ2
n|(g, γ(µn))ρ|2.

converge. Entonces, puesto que C es base se tiene que

φ(x) =
∑
n∈N

λn(g, γ(µn))ρ µn(x) = ĺım
τ→1−

∑
n∈N

λm (g, γ(µm))L2(∂Ω,dσ)

λm(1 − τ) + τ
µn(x)

■
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3.6. Concluciones
Se vio que a partir del principio variacional de maximizar

B(µ) =
∫

∂Ω
ρµ2dσ

sobre
Kj = {µ ∈ K : (γ(µ), γ(µk))ρ = 0 ∀ k ∈ {1, 2, ..., j − 1}}

con
K = {µ ∈ H1(Ω) :

∫
Ω

∇µ2 + cµ2 dx ≤ 1}

los máximos µj de este problema son las funciones propias de Steklov de∫
Ω

∇µ∇v + cµv dx = λ
∫

∂Ω

ργ(µ)γ(v) dσ ∀ v ∈ H1(Ω)

que es la formulación débil del problema

L(µ) := −∆µ + cµ = 0 en Ω
∂µ

∂ν
= λ ρ µ sobre ∂Ω

Se obtuvo que tales funciones propias de Steklov forman una base c-ortogonal del Ker(L)
y se tiene la siguinete descompacisión c-ortogonal

H1(Ω) = H1
0 (Ω) ⊕c W

= Ker(B) ⊕c Ker(L).

Los valores propios de Steklov satisfacen que

λj = (supµ∈Kj
B(µ))−1

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn → ∞

Ahora bien como Ker(L) se identifica con el espacio de Hilbert H1/2(∂Ω) se puede ver que
los valores propios de Steklov son los valores propios del mapeo de Dirichlet-Neumann el cual
esta definido por:

Tc : H1/2(∂Ω) → H−1/2(∂Ω) Tc(f) := ∂µ

∂ν

Donde H−1/2(∂Ω) es el dual de H1/2(∂Ω), es decir, dado ϕ ∈ H−1/2(∂Ω) su evaluación en
un elemento φ ∈ H1/2(∂Ω) esta dado por ⟨ϕ, φ⟩ = ϕ(φ) y µ es la extención c-armónica de f en
Ω. Esto es, µ resuelve el problema de Direchlet

−∆µ + cµ = 0 en Ω
µ = f sobre ∂Ω
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Consideremos que f y f ∗ son dos elementos en H1/2(∂Ω) entonces por definicion de Tc

existen µ, µ∗ ∈ H1/2(∂Ω) que resuelven

−∆µ + cµ = 0 en Ω
µ = f sobre ∂Ω

−∆µ∗ + cµ∗ = 0 en Ω
µ∗ = f ∗ sobre ∂Ω

respectivamente. Definiedo v = µ − µ∗ se tiene que v resuelve el problema homageneo

−∆v + cv = 0 en Ω
v = 0 sobre ∂Ω

Si L(v) = λv entonces la forma débil de este problema esta dada por∫
Ω

∇µ∇v + cµv dx = λ
∫
Ω

ρµv dx ∀ v ∈ H1
0 (Ω)

Tomando v = µ se obtine que λ > 0 en consecuencia la única solución de L(v) = 0 es
v = 0 por lo que µ = µ∗ y Tc(f) = Tc(f ∗) aśı que el problema esta bien definido y la extención
c-armónica es única.
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