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Resumen

En la presente tesis se estudian las oscilaciones colectivas de un sistema de os-
ciladores armoénicos cuando el acoplamiento de corto alcance entre estos difiere del
determinado por las redes regulares que dan origen, por ejemplo, a las vibraciones
colectivas de solidos cristalinos. Para ello se hace un analisis comparativo, en el que
se usa como sistema modelo al sistema de osciladores armoénicos dispuestos en una
cadena lineal con conexiones a primeros vecinos y condiciéon de frontera periddica. El
espectro de frecuencias de este sistema simple es bien conocido y es presentado en los
libros de texto basicos de estado solido. Se analiza el espectro de frecuencias colecti-
vas de cadenas lineales bajo tres situaciones distintas y se comparan con la cadena
lineal periddica de osciladores armoénicos. En primer lugar, se cambia la topologia de
la red reemplazando con cierta probabilidad algunas conexiones a primeros vecinos
por otras a vecinos méas lejanos, para esto se utilizan redes de Watts-Strogatz (WS).
En segundo lugar, en la cadena lineal periddica se cambia un solo oscilador armoénico
por un oscilador no lineal. Se utilizan tres tipos distintos de osciladores no lineales,
los cuales son de Duffing, Rayleigh y Van der Pol. Se observan las diferencias de las
frecuencias normales de estos casos con la cadena lineal de osciladores armonicos.
Finalmente, habiendo estudiado las reconexiones de la red y la no linealidad por
separado, se crean redes WS en donde un enlace de oscilador armoénico se intercam-
bia por uno de los osciladores no lineales antes mencionados. En el primer caso, se
observd que para la nueva topologia de WS la velocidad de grupo aumenta para
mayores frecuencias comparando con la red regular. Para la cadena periddica con un
oscilador no lineal aparecen frecuencias nuevas en las oscilaciones y la dindmica del
sistema es controlado por el ciclo limite del oscilador no lineal. En el tltimo caso,
el sistema también es controlado por los ciclos limites, pero en los espacios fases
aparecen trayectorias que no se observaban en los casos anteriores.
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Capitulo 1
Motivacion

Se han utilizado redes para describir fenémenos colectivos que ocurren por la
estructura de la red [2] y por las funciones de acoplamiento entre los nodos [3]. Ade-
més, las redes complejas han sido de interés para estudiar sistemas fisicos, biologicos,
quimicos o sociales a partir de la interaccion no lineal de los agentes. Tales sistemas,
por ejemplo, son redes de atomos [4], redes neuronales [5], osciladores electroqui-
micos [6], oscilacion glucolitica [6], propagacion de una enfermedad |7], entre varios

otros.

Ademas de redes complejas, se han utilizado interacciones no lineales entre los
agentes o nodos de la red. El utilizar redes complejas con interacciones no lineales
ha llevado a fenémenos de emergencia, tales como sincronizacion (8|, criticalidad [9],

transiciones de fase [10] y auto-organizacion [11].

La presente tesis tiene como objetivo principal analizar los efectos de oscilacio-
nes no lineales sobre las frecuencias de vibracién colectivas de una red de osciladores
armonicos. En [4], se estudian las frecuencias de redes de Watts-Strogatz (WS) con
distintas probabilidades de reconexion. Se utilizan redes de Watts-Strogatz [1], esto
se hace por sus propiedades de mundo pequeno y de redes aleatorias. Se analizan
las redes de WS con distintas probabilidades de reconexion, ya que se ha visto que

la sincronizacion depende de la topologia de la red [12].
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Se extiende el analisis a una conexién no lineal entre dos nodos, las cuales co-
rresponden a tres osciladores no lineales: de Duffing, Rayleigh y Van der Pol, que
son acoplados a las redes de WS de osciladores armonicos. Es de interés analizar qué

tipos de fendémenos colectivos emergen en este tipo de sistemas, si es que los hay.



Capitulo 2

Marco teoérico

2.1. Fen6émenos colectivos

En fisica de sistemas complejos ocurre que la interaccion entre los elementos fun-
damentales no da como resultado al sistema total, esto proviene de la gran cantidad
de partes constituyentes y sus complicadas interacciones [13]. Las interacciones de
las partes, o de los agentes, son no lineales, ademaés, se tiene una cantidad consi-
derable de agentes, lo que da origen a fenémenos colectivos [14]. Por lo que no se
puede estudiar el fendmeno a partir de cada individuo y el tipo de interaccién, sino
que se debe estudiar la interaccion de todos los agentes para entenderlo. Algunos
resultados de esta cooperacion colectiva son transiciones de fase, auto-organizacion
o sincronizaciéon; donde cada una viene dada por una dinamica no lineal subyacente

[15].

En la presente tesis se utiliza una red para modelar las conexiones entre los no-
dos (los agentes), los cuales estan conectados por aristas (osciladores). Se han hecho
simulaciones de grafos con distintos tipos de topologia e interacciones para observar
si ocurren fenomenos colectivos ([16], [17], [18]), con el proposito de observar si un
solo oscilador no lineal es suficiente para que la dinamica del sistema cambie y si,

ademas, cambiar la topologia del sistema afecta los resultados.
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2.2. Redes de Watts-Strogatz

Un aspecto central en este trabajo es la influencia de las redes en sistemas que
dan lugar a dinamicas colectivas, por lo que primero se debe definir qué es una red,

los tipos de redes y cuéles se utilizaran en este trabajo [19].

Una red se puede pensar como una coleccion de elementos (vértices o nodos)
y c6mo estos se conectan por medio de aristas. Matematicamente, una red G esta
constituida por dos conjuntos, uno es V', que corresponde a un conjunto finito de
vértices, o nodos, y el otro F que corresponde a las aristas que une a un par de nodos,
E CV@YV.El conjunto E esta compuesto por elementos de la forma (n,m) € E,
que denota el enlace entre el nodo n y el nodo m, ambos en V. Entonces se dice que

G es una red de par (V, E).

El conjunto de aristas, E, puede tener distintas propiedades. Se dice que F
es reflexivo si (v,v) € E, es decir, el nodo v € V esta conectado consigo mis-
mo, y anti-reflexivo si (v,v) ¢ E, para toda v € V. Ademaés, E es simétrico si
(v1,v9) € E <= (v9,v1) € E. Ahora, en los tipos de redes se tiene que G es una
red dirigida o digrafo, si E no es simétrico o no dirigida, si F es simétrico. El tipo
de redes que se usan en este trabajo son las redes simples. Se define a G como red
simple si E es anti-reflexivo, simétrico y no hay duplicados de aristas. En la Figura

2.1 se muestran dos ejemplos, el que interesa para este trabajo es la red de la derecha.
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©)

Figura 2.1: El grafo de la izquierda es dirigido, ya que hay una direcciéon que
se muestra por las flechas. Ademas, E es reflexivo, ya que (4,4) € E'y hay un
duplicado de arista del nodo 4 hacia el 2. En el grafo de la derecha se observa
que es simple, ya que no hay direccion (es simétrico), no hay duplicados y es
anti-reflexivo.

Hay varias formas de crear redes con distintas topologias, dando distintas pro-
piedades. Una de ellas es la red de Watts-Strogatz, llamada asi por el algoritmo
con el que se crea [1|. La red de Watts-Strogatz consiste en una red simple don-
de los nodos se posicionan en un circulo, Figura 2.2. Luego, se conecta cada nodo
con k vecinos', k/2 hacia cada lado. Se puede pensar que se enumeran los nodos
de 0 an — 1, y se conectan de forma que el nodo i esta conectado con los nodos
(t—k/2,---,i—1,i+1,--- i+ k/2). Al final de la red se conecta n — 1 con el 0.
Se empieza con el nodo 0 de la red y la arista que lo conecta con el nodo 1, y con
probabilidad p se reconecta a otro nodo. Este nuevo nodo se escoge con la misma
probabilidad que cualquier nodo de la red, en caso de que el nuevo nodo y el nodo

0 ya estén conectados, la arista se mantiene con el nodo 1.

Este proceso se repite eligiendo el siguiente nodo ¢ y la arista que lo conecta con
el siguiente nodo (7,7 + 1). Asi considerando cada nodo hasta que se complete una
vuelta a la cadena periddica. En la segunda vuelta se considera la arista que conecta
con el segundo vecino més cercano, dando otra vuelta al igual que antes. Se hacen
tantas vueltas como sean necesarias hasta que se haya considerado cada arista inicial

una vez [1].

ITambién se dice que k es el grado del nodo, esto es el niimero de vecinos al que esta conectado.



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 6

Figura 2.2: Se muestran tres redes obtenidas del algoritmo de Watts-
Strogatz, con n = 20 y k = 4, de izquierda a derecha con probabilidades
P=0,P=0.1y P=1, donde la red de la izquierda es una red regular, la
del medio una red de mundo pequeno y la de la derecha una red aleatoria.

La razon por la que se usa el algoritmo de Watts-Strogatz en este trabajo es
porque se pueden ver las diferencias entre una red regular, una red aleatoria y las
redes que se encuentran en medio (0 < P < 1). Para cuantificar las propiedades de
estas redes hay que definir lo que es la longitud promedio de camino y el coeficiente

de agrupamiento.

La longitud promedio de camino L(P) es el promedio de la distancia minima en-
tre todos los posibles pares de nodos de la red, es decir, el nimero de pasos promedio
que se deben de tomar para llegar a cualquier otro nodo desde cualquier posicion.
Por otra parte, el coeficiente de agrupamiento mide qué tan agrupado esta un nodo
con sus vecinos. La longitud promedio del camino mide una propiedad global, mien-

tras que el coeficiente de agrupamiento es una medida local.

El coeficiente de agrupamiento C;(P) definido como lo hicieron Duncan J. Watts
y Steven H. Strogatz es la razén del nimero de conexiones existentes entre los ve-
cinos de un nodo i, al nimero total de posibles conexiones entre los vecinos de i,
este tltimo es k;(k; — 1)/2, donde k; es el grado del nodo i. Mientras mas cercano
sea a uno, mas agrupados estan ese nodo y sus vecinos. Se puede calcular el coefi-

ciente de agrupamiento para cada nodo de la red y dar un coeficiente promedio C(P).
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Figura 2.3: Se muestran los cocientes del coeficiente de agrupamiento C'(P)
y la longitud promedio de camino L(P) entre los respectivos valores de una
red regular C(0) y L(0), respectivamente. Los valores de P se hallan en el
eje horizontal. [1]

En la Figura 2.3, se observan los valores de longitud promedio de camino L y
el coeficiente de agrupamiento C' para probabilidades de reconexién entre 0.0001 <
P < 1. Se puede observar que entre P ~ 0.01 y P ~ 0.1 el valor C(P)/C(0) tiene
un valor cercano a 1 y empieza a declinar, mientras que L(P)/L(0) tiene un valor
cercano a 0, donde C'(0) y L(0) son los valores para una red regular, es decir, P = 0.
A partir de estas dos propiedades, una red de mundo pequenio esta formada por
nodos altamente agrupados con sus vecinos y, ademés, se puede llegar rapidamente

a otros nodos de la red gracias a la pequena longitud promedio de camino.

Ya se explic6 como se conectan los nodos entre si en una red de Watts-Strogatz,
se debe observar que esta red es una red simple, ya que no importa la direccién de
conexion, no hay varias conexiones entre un par de nodos y un nodo no se conecta
consigo mismo. En este trabajo la conexion entre un par de nodos cualquiera es iden-
tificada con la fuerza entre dichos nodos inducida por un potencial de interaccion.
Lo que es de especial interés es el potencial armoénico, para dar paso a estudiar casos
més generales como osciladores no lineales. En la Figura 2.2, los nodos de la red que
estén conectados por aristas con otro nodo tendran asociado un potencial armoénico
entre ellos. Hasta ahora los nodos pertenecen a conjunto abstracto V', por lo que

después se identificara a cada nodo con una masa que puede desplazarse debido a la
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interaccion con las masas vecinas.

2.3. Transformada rapida de Fourier

Sera de utilidad el analisis de series de tiempo de las trayectorias de los nodos
acoplados por osciladores armonicos [20]. Es de interés en este trabajo el calculo de
los llamados modos normales de vibracion (secciéon [2.4]), el cual se puede obtener

de un anélisis de Fourier de las trayectorias mencionadas [21].

La transformada de Fourier convierte una senial que esta en el dominio del tiempo

a una funcion en el dominio de las frecuencias

flw) = / f(t)e 2™ qt. (2.1)
En el caso discreto se utiliza la transformada de Fourier discreta para analizar la
senal discretizada z,, = z(t,) conn=0,...,N —1
N-1
127
Xp=) xe” VF (2.2)
n=0
donde z,, corresponde a una serie discreta obtenida de la senal z(t) y k = 0,..., N—1.

Asi, X}, se halla en el dominio de las frecuencias. Por simplificaciéon se asume que N
es potencia de 2. Al observar (2.2), se nota que se requieren hacer N multiplicaciones
y N sumas para calcular X}, para un solo valor de k, por lo que para considerar todos
los valores de k se deben hacer N? multiplicaciones y sumas. Esto no resulta eficiente
en el tiempo de computo si N es grande, por lo que se recurre a la transformada

rapida de Fourier (FFT) [22].

La transformada rapida de Fourier es una familia de distintos algoritmos en
donde se consigue reducir el niimero de operaciones de N? a N log, N. Uno utilizado
ampliamente es el algoritmo de Cooley—Tukey [23|. Lo primero que se hace es separar

la DFT en pares e impares
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N-1
_i2m
Xy = E T,e” N (2.3)
n=0
N/2-1 N/2-1
_ @27 _i2m
— § Tope Nk(2n)+ § Toni1€ Nk(2n+1) (24)
N/2—1 N/2—1
42T o _i2nk 42T
= Tope N2V 4 eT N E Topy1€ N2, (2.5)
n=0 n=0
Haciendo
N/2—1
127
—d2m g
E, = E Tope N2
n=0
N/2-1
127
z : — kn
Ok: Lop+1€ N/2 ;
n=0
se tiene

_i2nk

Xk:Ek+€

Entonces las nuevas sumas se calculan usando N/2 términos de 0 a N/2—1, mientras
que la k va de 0 a N. Hasta ahora solamente se reescribi6 la suma original y sigue
habiendo el mismo ntmero de operaciones. Para ver como se reduce el ntimero de

operaciones se calcula Xy n/2

N/2—-1 N/2—-1
127 1 127
— — %75 (k+N/2)n — 21 (k4 N/2 Z — 2 (L N/2)n
XkJrN/Z = Zope N/2 /2) +e N ( /2) Toni1€ N/32 /
n=0 n=0
N/2—-1 N/2—-1

127 27

— kn —j _2mp _ kn —s
_ Tope N/2 ne i2mn Le N ke s E Topi1€ N/2 ne 127rn.
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Recordando que e~ ™ =1 con n entero y e " = —1, se tiene
N/2—1 N/2—1
127 1 127
— 22 kn — 27 — kn
XNz = E Tope NPT —e N E Topyre N2
n=0 n=0

127

=E, —e ~FO,.

Entonces

27

Xk = Ek + €7Tk0k

Xiyny2 = By — ff%ﬂk@k
Ahora si se puede apreciar como se ahorran céalculos en la DFT. Al escribir el
programa se hace correr k de 0 a N/2 — 1, de esta forma la otra mitad que falta
solamente se calcula usando los valores Ej y e_%ﬂkOk de la primera mitad. Por lo
que se deben hacer N sumas y N multiplicaciones para un valor de k de la primera
mitad, mientras que para la segunda mitad son 2 operaciones, una multiplicaciéon y
una suma para un solo valor de k. Para aprovechar més este calculo se debe observar

que Fj v Og son otras DFT, por lo que se puede repetir el mismo algoritmo.

Se debe observar que en este trabajo x, corresponde a la discretizacion de la
posicion (unidad de longitud) en el tiempo ¢,, y X; es una cantidad compleja en
donde cada entrada sigue teniendo unidad de longitud, porque solamente se multi-
plica x, por un nimero complejo €. Esto se puede observar desde la inversa de la

transformada discreta de Fourier
Xype' Vb, (2.7)

donde se requiere que X tenga unidades de longitud para que z,, también las tenga.
A partir de (2.7), se puede calcular la discretizacion de la velocidad. Esta velocidad
tendra las mismas frecuencias que la posiciéon, ya que la funcién z,, tiene como ar-
gumento a las frecuencias y estas se mantienen igual al derivar. Por lo que hacer un

analisis de Fourier de las posiciones es lo mismo que hacer de las velocidades.
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2.4. Frecuencias normales

A partir de las series de tiempo de las trayectorias de las masas acopladas por
potenciales armonicos se calculan las frecuencias del sistema (frecuencias de vibra-
cion colectiva) realizando un analisis de Fourier sobre la trayectoria de cada masa.
Estas frecuencias son las frecuencias normales de vibracién que en fisica de estado

solido estan relacionadas al estudio de redes cristalinas [24].

Antes de entender las frecuencias normales de un sistema de nodos acoplados por
muelles, empezaremos con el andlisis de la frecuencia natural de oscilacion de una
masa acoplada al extremo de un resorte. La masa oscila al rededor de un punto de
equilibrio gracias a una fuerza restitutoria de la forma F(x) = —Kz, donde K es la
constante de restitucion del resorte. Resolviendo la ecuacion de la fuerza restitutoria
F(x) se tiene que la posicion de la masa en el tiempo es x(t) = A sin(wot + ¢), donde
A es la amplitud, ¢ la fase y wg = \/K/—M es la frecuencia natural del sistema. Aho-
ra, este sistema se puede complicar al agregar més masas conectadas por muelles, es

decir, un sistema de osciladores acoplados.

Este sistema presenta varias frecuencias naturales o, lo que es lo mismo, nor-
males. En el caso general, un sistema con n grados de libertad que esta oscilando
alrededor de un punto de equilibrio estable posee a lo méas n frecuencias normales
[25]. En funcién de las frecuencias normales del sistema, existe siempre un caso es-
pecial de movimiento en donde todos los nodos oscilan con la misma frecuencia, este
patréon de movimiento se llama modo normal de vibracion. Estos modos normales se

superponen para describir cualquier movimiento del sistema.

En el caso de este trabajo, las frecuencias normales se determinarén a partir de
un analisis de Fourier de las series de tiempo de las posiciones de n nodos. Esto

quiere decir que las posiciones se pueden descomponer en n movimientos sinusoida-
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les independientes que se superponen.

Sabiendo que existen los modos normales, se puede hacer un cambio de coorde-
nadas en donde cada nueva coordenada oscila con solamente una frecuencia. Estas
nuevas coordenadas son independiente de si mismas y se les llama coordenadas nor-
males. Esto esté conectado con la existencia del caso especial de movimiento donde

todos los nodos oscilan con la misma frecuencia.

2.4.1. Cadena lineal

El sistema del que parte este trabajo es de una cadena lineal con condiciones a la
frontera periddica de N masas conectadas con sus primeros vecinos por un resorte
que sigue la Ley de Hooke. A partir de los movimientos de los nodos acoplados se
obtienen las frecuencias normales de vibracion, en este caso se pueden obtener ana-

liticamente [24].

Figura 2.4: Una cadena lineal con condiciones a la frontera periddicas donde
los nodos corresponden a las masas y las aristas a un resorte.

Se empieza suponiendo que cada masa M esta distribuida en un arreglo lineal
a una distancia d = a de sus vecinos, donde las posiciones de los nodos estan en
a,2a,---, Na. Sea u(ma,t) la distancia de la m-ésima masa hacia su punto de equi-
librio que esta en la posicion ma, con m = 1,..., N. Se tiene que cada masa interac-

ciona solamente con sus dos vecinos mas cercanos, la energia potencial del sistema
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€S

Z u(ma,t) —u((m + 1)a, t)]? (2.8)

K

o+ u((m — 1)a, t) — u(ma, t)]* + [u(ma, t) — u((m + a,t)]* +---],

MIN MIN

(2.9)

donde K es la constante de los resortes, haciendo que todos los resortes sean iguales.
Utilizando la relacién entre energia potencial y fuerza conservativa, como lo es la Ley

de Hooke, se obtienen las ecuaciones de movimiento para cada funcién de posicion

" ou
Mii(ma,t) = “Duima ) (2.10)
Usando la ecuacion (2.9) en (2.10)
Mii(ma, t) = —m % > u(ma,t) — u((m + 1)a, t))? (2.11)
_ _g 2[u((m — 1)a, ) — u(ma, )] + 2fu(ma, ) — u((m + )a, £)]
(2.12)
= —K [2u(ma,t) — u((m — 1)a,t) — u((m+ 1)a,t)]. (2.13)

Por condiciones a la frontera se tiene que u([N + 1]a,t) = u(a,t), es decir, la

masa N estarfa en la posicion u(Na,t) = u(0,t). Sea la soluciéon de la forma

u(ma,t) oc AetFma=h (2.14)
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con A # 0.? Entonces por las condiciones a la frontera se tiene

= u(Na,t) = u(0,t) (2.15)
= AelkNa—wt) — fo—iwt (2.16)
= eV = 1. (2.17)
Por lo que k (el nimero de onda) debe tener la forma k = 22 con n entero. Ahora, se

introduce la solucion a la ecuacion (2.13), con @(ma,t) = —iwu(ma,t) y i(ma,t) =

—w?u(ma,t), se tiene

—Mw*u(ma,t) = —K [2u(ma,t) — u((m — 1a,t) — u((m + 1)a, t)] (2.18)

_MW2A6i(kma—wt) - K [QAei(kma—wt) . Aei(k(m—l)a—wt) o Aei(k(m—f—l)a—wt)} (219)

_Mw26i(kma—wt) _ _Kei(kma—wt) [2 . e—ika . eika} (22())
—ika ika
—Muw? = —2K {1 - %} (2.21)
2K e—ika + eika
2
=— |1 - ——FFF 2.22
=5 - == (222)
usando cos(ka) = M y 2sin’ (&) =1 — cos(ka), entonces w queda

w(k) = 2\/§]Sin(/{a/2)|. (2.23)

y viendo que la tinica variable es n, se llega a

w(n) = 2\/§\Sin(7rn/]\7)|, (2.24)

donde w corresponde a las frecuencias normales de vibracion. Recordando el caso de

2mn

Sustituyendo k = <%

un unico oscilador que cumple la ley de Hooke, su frecuencia natural corresponde

awy = ,/%. En este trabajo se haran simulaciones y se graficaran frecuencias, la

2La solucién general de la ecuacién diferencial (2.13) es una suma de soluciones linealmente in-
dependientes, estas soluciones independientes corresponden a ondas planas con su propia amplitud
A, frecuencia angular w y numero de onda angular k.
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escala natural usada seréa la frecuencia natural, por lo que

w(n)

o 2|sin(mn/N)]. (2.25)

Se observa que 0 < |sin(mn/N)| < 1, entonces 0 < w(n) < 2wy.

w(k)

—_—

Vg

k

-r;fa 0 rr;fa
Figura 2.5: Curva de dispersion de la cadena lineal, donde \/4% = 2wy.

En la Figura 2.5, se muestran valores de k entre —7/a a m/a, esto se debe a que
la ecuacion (2.17) permite valores de k que van de —oo a 0o, por lo que se escoge la
region k € [—m/a,m/al, esta seleccion se debe a que es la primera zona de Brillouin
(pag. 432 [24]). La primera zona de Brillouin es suficiente para explicar todos los

valores de las frecuencias por la periodicidad de la cadena.

Si se tomaran todos los valores de k, esto generaria una ambigiiedad, ya que no se
tendria una tunica longitud de onda A\ = 27 /k para una frecuencia dada w. Ademas,

tomando este intervalo se tiene que la longitud de onda tiene un rango oo > \ > 2a

(pag. 7 [26]).
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2.4.2. Solucién por el método de diagonalizaciéon de la matriz

Laplaciana

Como se dijo en la seccion [2.2], en este trabajo se parte de una cadena lineal
de osciladores acoplados a primeros vecinos, donde se utilizan redes simples para
explicar las conexiones entre los nodos. Un concepto relacionado al de redes simples
es el de la matriz Laplaciana. Sin embargo, antes es necesario definir qué es la matriz
de adyacencia. A una red simple G(V, E) con V = {1,..., N} se le asocia la matriz

de adyacencia A de N x N cuyos elementos son

1 (i,j)€E
0 () ¢E

con 1 < 1,57 < N. Noétese que como G es una red simple, la diagonal de A tiene

(2.26)

aij =

solamente ceros, ya que un nodo no se conecta consigo mismo. La matriz Laplaciana
L(G) se puede construir a partir de la matriz de adyacencia A de la red y la ma-
triz diagonal B, cuyos elementos son el grado k de cada nodo. Entonces, la matriz

Laplaciana se define

L=B-A. (2.27)

El nombre recuerda al operador diferencial A = V2. En el presente anilisis se
utiliza la matriz Laplaciana, el cual es el andlogo en el caso discreto y matricial del
operador diferencial [19]. En el caso continuo, un ejemplo del operador Laplaciano es
cuando se tiene una membrana elastica plana, donde se quieren estudiar las vibracio-
nes de la membrana. Suponiendo que un punto de la membrana se mueve solamente
verticalmente, es decir, z = z(x,y,t), su movimiento vertical queda definido por la
ecuacion de onda [27]

1

V%:ﬁﬁﬁa (2.28)

donde V? = 92 + 85 es el operador Laplaciano y 0; es la derivada parcial respectivo
al tiempo. Para discretizar el problema, en vez de pensar en la membrana como
una superficie continua, se construye una red regular en donde la distancia entre los

vértices es h. Por lo que en vez de tomar las derivadas para calcular el laplaciano,
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se toman las aproximaciones por diferencias finitas. De esta manera, al calcular el
operador laplaciano para un punto z = z(z,y) (omitiendo el tiempo), se hacen apro-
ximaciones tomando un vértice z,,y, conectado con los vértices a distancia h, es

decir, (z 4 h,y & h)3.

Para construir la matriz Laplaciana para una cuadricula primero se deben enu-
merar los vértices de izquierda a derecha y de arriba a abajo, entonces una cuadricula

rectangular de m x n tiene la matriz Laplaciana (m X n) x (m X n)

D, 1 ... 0 0]
-1 Dy -. 0 0
L=1|: . - "~ 1, (2.29)
0 0 Dy, —1I
I 0 0 —1I Dl_
donde D; es una matriz n X n
[ 2 -1 0 O ]
-1 3 0 O
Dy=1|: . - -0 i, (2.30)
0 O 3 -1
o 0 ... =1 2
Dy es una matriz n X n
[ 3 -1 0 O ]
-1 4 0 O
D, = (2.31)
0 O 4 -1
00 -1 3

e I es la matriz identidad [28]. Por lo tanto, la matriz Laplaciana representa la

3Los cuatro vecinos que tiene un vértice en una red regular dos dimensional son (z — h,y —
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conexion que tiene un nodo con sus primeros vecinos, o con los que esta conectado.

Se pueden deducir algunos resultados importantes a partir de la definiciéon de L.
Primero, se observa que como se define a partir de una red simple, entonces L es
simétrica y, por lo tanto, sus valores propios son reales. Ademas, con el teorema de
Gershgorin? se obtiene que los valores propios se encuentran en el rango [0, 2k4.),
donde k4, es el grado maximo que tiene un nodo de la red. Encima, ordenando los
valores propios de forma Ay > Ay > -+ > Ay = 0, se puede demostrar que G es

conexo® si y solo si Ay_1 > 0 [19].

En la ecuacion (2.13), se tiene la ecuacion de movimiento para un solo nodo de la
red con masa M que se conecta con sus dos vecinos cercanos a través de resortes con
constante K. Recordando que se esta trabajando en escala de frecuencia natural, la

ecuacion se puede reescribir como

ii(ma,t) = — [2u(ma,t) — u((m — 1)a,t) —u((m+ 1)a, t)], (2.32)

con m = 1,...,N. Esta ecuacién se puede escribir de forma matricial para to-
mar en cuenta a todos los nodos de la red. El vector de posiciones u(t) se cons-
truye con la funciéon de posicion de cada nodo wu(ma,t), de forma que u(t) =
[u(a,t),u(2a,t),...,u(Na,t)]. Y andlogamente el vector de aceleraciones u(t) =
[ii(a,t),i(2a,t),...,4(Na,t)]. Como se vio anteriormente, la matriz Laplaciana re-
presenta en la diagonal el niimero de conexiones de cada nodo y afuera de la diagonal

como estan conectados estos. Por lo que la ecuacién queda

it = —Lu. (2.33)

4E] teorema da una aproximacioén sobre dénde estan los valores propios de una matriz compleja,
esta aproximacion se hace con discos en el espacio complejo. El teorema dice que si A es una matriz
N x N con entradas complejas y se tiene que X 'AX = D + F donde D es diagonal y F tiene 0
en su diagonal, entonces los valores propios A; de A estéan en la union de los discos con origen en
d; y radio ij:1|fij| coni € {1,...,N} [pag. 60 [19]]. En el caso que no tengan una union, el disco
que esté solo tendra solamente un valor propio.

5Se puede observar la similitud con 0 < w(n) < 2wp.

6Se dice que una red es conexa si existe un camino que conecta a cualesquiera dos nodos que
pertenecen a la red.
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Lo que se busca ahora es la base coordenada en donde la ecuacion (2.33) quede
descrita por una matriz diagonal D, tal que x = —Dx. Para esto se requiere hacer un
cambio de base de coordenadas en donde las ecuaciones diferenciales estén desaco-
pladas y, de esta manera, sean mas faciles de resolver. Esto corresponde a encontrar
las coordenadas normales del sistema (seccion [2.4]), en donde cada coordenada tie-
ne asociada una sola frecuencia normal y, por lo tanto, cada entrada consiste en un

modo normal de vibracién.

Recordando que la matriz Laplaciana es real y simétrica, entonces se tiene que es
diagonalizable. Por tanto, existe una matriz P invertible y una matriz D diagonal,
cuyos elementos son los valores propios de L, tal que: L=PDP~!. Sustituyendo en
(2.33), se tiene

i =—-PDP'u, (2.34)

luego multiplicando por P~! por la izquierda
P lii= -P 'PDP 'u, (2.35)

con P7'P=1
P li=-DP 'u (2.36)

Se define el nuevo vector en el cambio de base x(t) = P"'u(t). Como P es una

matriz que no depende del tiempo, se llega a %(¢) = P~ 1ii(t), por lo tanto
% = —Dx. (2.37)
Esta ecuacion matricial da las ecuaciones de la forma
Tn = —ATn (2.38)

paran € {1,---, N}, por lo que quedan desacopladas en la nueva base de coorde-
nadas. Aqui se puede ver que en las nuevas coordenadas, cada funcién de posicion

oscila con una sola frecuencia )\, las cuales estan asociadas a las frecuencias norma-



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 20
les w(n)/wy. Esto quiere decir que para obtener las frecuencias normales, solamente
se debe diagonalizar la matriz Laplaciana. Por lo que estas nuevas coordenadas son

las coordenadas normales.

Para la cadena lineal con condiciones a la frontera periddicas, la matriz Lapla-

clana es _ q
2 -1 0 -1
-1 2 0 0
L=1|: . "~ "~ . (2.39)
0 0 2 -1
-1 0 -1 2_

Se debe notar que la matriz es una matriz circulante, cuyos valores propios son (pag.
82 [19])

An = 4sin® (%) : (2.40)

donde n € {1,---, N}". Tomando )\, = w?(n)/wé, se llega a

w(n)

T 2|sin(7mn/N)|. (2.41)

La razon por la que se divide por la frecuencia natural wy es para tener valores
propios adimensionales. Se puede observar que es la misma funcién que la curva de

dispersion en (2.25).

Los vectores propios de L son los de una matriz circulante, los cuales son (pag.

67 [19])

v, = [Lw", .. 0N (2.42)

donde w = e~ es la n-ésima raiz unitaria.

"La matriz Laplaciana es una matriz de N x N, por lo que tiene N valores propios. Aqui se
escriben los valores propios con el indice n que estan relacionados con el namero de onda k de la
seccion anterior. No se debe confundir con el ntimero entero m, este corresponde a la m—eésima
posicién de una masa en la cadena lineal. El nimero m representa una entrada en el vector u,
mientras que n representa la n—ésima coordenada normal con frecuencia \,.
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2.4.3. Velocidad de fase y de grupo

En las secciones anteriores se obtuvo la curva de dispersion (frecuencia normal
contra niumero de onda) de una cadena lineal con condiciones periodicas a la frontera
y nodos acoplados por potenciales armoénicos. Ademaés, se pudo calcular analitica-
mente la funcion w(k) usando la matriz Laplaciana de la red. A partir de la ecuacion
u(t) = Px(t) se puede ver que los desplazamientos al rededor de las posiciones de
equilibrio (las entradas del vector u) se componen por una superposicion de las coor-
denadas normales (vector x). Las entradas de las coordenadas normales se pueden
conocer gracias a la ecuacion (2.38), donde )\, = w?(n)/w?, sabiendo que w(n) es
la frecuencia de la entrada n del vector x. Las soluciones de (2.38) son de la forma
e~ "t que son onda planas. Esto quiere decir que por la cadena lineal se mueven
ondas que se superponen. Estas ondas que viajan por la cadena lineal tienen una

velocidad asociada.

Antes de mencionar las velocidades que se derivan de la descripciéon de una onda,
se deben recordar algunas caracteristicas de esta. Las propiedades que se asocian a
una onda son su longitud de onda A y su periodo temporal T'. A partir de estas dos
propiedades se pueden definir otras. Conociendo T se define la frecuencia angular
w que es el tiempo que tarda en trasladarse un radian, w = 2% Y conociendo A, se
define el ntiimero de onda angular k que es la frecuencia espacial que cuenta cuéntos
radianes hay por unidad de longitud &£ = 27“ Se utilizan los radianes para no tener
que escribir 27 en las ecuaciones, ya que también se puede hablar de ciclos por
unidad de tiempo f = % y ciclos por unidad de longitud v = % Con las frecuencias
espaciales y temporales se puede conocer la velocidad con la que se propaga la onda
vr = w/k, donde vy es la velocidad de la onda también conocida como velocidad de

fase. La ecuacién de una onda armonica tiene la forma [29]
A(z,t) = Ag cos(kx — wt), (2.43)

donde A es la amplitud de la onda en z = 0. El signo — corresponde a que la onda

se mueve hacia la derecha en el eje x. Si se pone un signo menos extra para el tiempo
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(—t), esta se mueve hacia la izquierda de z.

La velocidad de fase no es la tnica velocidad que se puede asociar a las ondas.
Sea una superposiciéon de dos ondas que se propagan en la misma direcciéon de la

forma

Az, t) = cos[(k — Ak)x — (w — Aw)t] + cos [(k + Ak)x — (w+ Aw)t] .  (2.44)

Por identidades trigonométricas se obtiene

A(z,t) = 2cos (Akz — Awt) cos (kx — wt) . (2.45)

Se puede tomar la amplitud de la nueva onda como Ay (z,t) = 2 cos (Akz — Awt),
la cual también se conoce como la modulaciéon de la onda, ya que modifica la am-
plitud de la onda principal cos (kx — wt). Se puede pensar en esta modulacion como
una onda aparte y que tiene su propia velocidad v, = Aw/Ak, que es la llamada
velocidad de grupo. La idea de grupo o paquete de onda se refiere a que justamen-

te se produce por una superposicion de distintas ondas. Tomando el limite cuando

dw

Ak, Aw — 0, se obtiene v, = — .8
dk

Recordando la curva de dispersion de la cadena lineal periddica, se pueden ob-

tener ambas velocidades. La velocidad de fase es la pendiente desde el origen hasta

el punto (k,w(k)) y la velocidad de grupo es la tangente a este punto [30].

8En algunos casos no queda bien definida la velocidad de grupo por una deformacioén de la onda
principal, pero en este trabajo, al menos en la parte lineal, las ondas no se deforman porque la
energia se conserva (pag. 5 [30]). La deformacion se debe por la absorcion de la onda al moverse
por un medio.
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Figura 2.6: Curva de dispersion de la cadena lineal, donde V7 es la velocidad
de fase y Vj es la velocidad de grupo.

La velocidad de fase es
Vi 2[sin(ka/2)|

2.46
o ’ (2.46)
La velocidad de grupo de la curva de dispersion (2.25) queda
Vo _ W' (k) _ as‘in (af‘) ' (2.47)
wWo wo 2|sin (%) |

En la Figura 2.7, se muestra la derivada de la curva de dispersion, la cual es la
velocidad de grupo para la cadena lineal periédica. Se debe recordar que se usa wy
como escala natural. Se observa que para k = £7/a las velocidades de grupo son

cero, es decir, el modo colectivo corresponde a ondas estacionarias.
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A mia k

Figura 2.7: Velocidad de grupo de la cadena lineal.

2.5. Osciladores no lineales

Dado que uno de los objetivos de esta tesis es analizar los efectos sobre las fre-
cuencias de oscilacion colectivas de redes de osciladores armoénicos que se acoplan
a un par de masas que oscilan de manera no lineal, en esta seccién se introduce

brevemente algunos aspectos de las oscilaciones no lineales.

Para considerar oscilaciones no lineales modeladas por ecuaciones diferenciales,
se deben tener expresiones que relacionan la dindmica de las variables que describe
el sistema, que vayan mas alla de simples sumas, por ejemplo, pueden ser multipli-
caciones, potencias, funciones trigonométricas, y se pueden complicar tanto como
uno quiera. Ahora, para que se considere un oscilador, este tiende a regresar hacia
un punto de equilibrio cuanto mayor sea la distancia a este ultimo. Los sistemas de
Liénard tienen esta propiedad, los cuales son descritos por la ecuacion diferencial

que lleva su nombre [31]

¥+ f(x)t + g(x) =0, (2.48)

donde f(z)i? es la fuerza de atenuacion no lineal (en caso de f(z) > 0), que se pue-

9Para la ecuacion del oscilador de Rayleigh se tiene la forma f(i) = —e(1 — 42), por lo que co-
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de considerar como una fuerza externa disipativa®® al oscilador lineal. Y g(x) es la
fuerza de restitucion que funciona como un resorte que busca regresar a la particula
al punto de equilibrio, la forma que suele usarse para el caso lineal es g(z) = ux con

> 0.

Se deben asumir algunas cosas sobre f(z) para que la dindmica sea una oscilacion
auto-sostenida, algunas de estas son que sea negativa para |z| pequenos y positivo
para |z| grandes’ (pags. 210-211 [31]). De esta forma, se consigue que f(z) provee
energia a las oscilaciones pequenas y amortigiie las oscilaciones grandes, haciendo
que el sistema entre en una dindmica donde la oscilaciéon es auto-sustentable, es
decir, si se perturba al sistema para salir de la oscilacion, el sistema regresa en un

tiempo t < co. A estas dinamicas se les conocen como ciclos limites.

2.6. Ciclos limites

En esta seccion se presenta una breve revision del concepto de ciclo limite el cual
serda relevante en los capitulos posteriores. Hasta ahora se ha abordado el anélisis de
un sistema de osciladores armoénicos acoplados, el cual puede describirse en términos
de coordenadas normales. Se extenderé dicho analisis al caso cuando el acoplamiento

entre un solo par de nodos del sistema corresponde a un oscilador no lineal.

Las ecuaciones diferenciales no lineales no suelen tener soluciones explicitas vy,
aunque las tengan, suelen ser complicadas para entender qué ocurre en el sistema y
cuales son sus caracteristicas principales. Por eso, el espacio fase se puede usar para

dar una idea de lo que esté pasando en el sistema.

El espacio fase esta conformado por todos los puntos (z,v) que representan los

rresponde a una ecuacion Liénard-Levinson—-Smith. Esta es una generalizacion de la ec. de Liénard,
que también produce un ciclo limite bajo la condicion f(0) < 0 [32].

10T,a nocién de fuerza disipativa no lineal radica en la dependencia de i, en el caso en que f(x)
es una constante positiva, el movimiento es estrictamente atenuado.

HEn el caso de f(z) > 0, el sistema produce oscilaciones amortiguadas.
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estados del sistema, donde cada punto puede ser considerado como un estado inicial
a partir del cual se resuelven las ecuaciones de movimiento. Resolviendo las ecuacio-
nes de movimiento del sistema se obtienen las trayectorias que seguiria un particula
con tales condiciones iniciales [33]. Una trayectoria es una curva parametrizada por

x =z(t) y v =0(t) en el espacio fase.

Ocurre en algunos sistemas que algunas trayectorias son cerradas. Esto quiere
decir que la trayectoria pasa por punto P para luego pasar por un punto O, y luego
de pasar por O, regresa a P (Figura 2.8). Si una trayectoria es cerrada y ademaés es
la tinica curva cerrada en una vecindad al rededor de ella, se dice que es una curva
cerrada aislada, otro nombre que recibe es el de ciclo limite. Estan los ciclos limites
estables, en donde las trayectorias que inician fuera del ciclo limite, se acercan a este
en un tiempo t < oo (Figuras 2.11 y 2.13). En los ciclos limites inestables ocurre lo
contrario, es decir, si una trayectoria empieza en una vecindad del ciclo limite, esta

se aleja y no se vuelve a acercar.

Recordando la ecuacion de Liénard (ecuacion (2.48)), un oscilador armonico su-
jeto a un término de disipacion no lineal f(x) le ocurre que cuando en su evolucion
temporal rebasa cierto umbral de energia, dicho término entonces disipa energia y
cuando se halla por debajo del mismo umbral entonces “absorbe” energia. De esta

manera el sistema mismo controla la energia, creando una dinamica osciladora (pags.

25-26 [33]).

2.6.1. Oscilador lineal

Una masa M conectada al extremo de un resorte que se rige por la Ley de

Hooke, F'(z) = — Kz, oscila al rededor de un punto de equilibrio y se dice que sus
oscilaciones son de tipo armoénicas simples. La ecuacion del sistema con g(x) = %x
y f(x) =0es
H(6) + a(t) = 0 (2.49)
s —ux(t) = 0. )
M
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La solucion general

x(t) = Acos(wot + @), (2.50)

donde A es la amplitud, ¢ la fase y wy = 4/ % es la frecuencia natural. Su velocidad

€s

v(t) = — Awg sin(wot + ¢). (2.51)

A partir de estas dos ecuaciones se pueden obtener las 6rbitas en el plano fase.
En la Figura 2.8, se pueden observar la orbita en el plano fase (panel 1), el flujo de
trayectoria (panel 2), la conservacion de energia del sistema (panel 3) y la frecuencia
que presenta la red (panel 4). Se utiliza la amplitud A como la unidad de longitud
y el inverso de la frecuencia angular 1/wy como unidad de tiempo, es por esto que
la frecuencia wy = 1 en el panel 4) de la Figura 2.8 tiene un pico de intensidad'?. La

posicion tiene unidades A y la velocidad tiene unidades Awy. La energia potencial

del sistema es Upotencial = K %, que proviene de F(z) = —% y por tanto la energia
total se conserva. La energia total del sistema es
Etotal = Kcinética + Upotencial (252)
2 2
v x
=M—+K—. 2.53
5 5 (2.53)

12De acuerdo a la transformada de Fourier de la trayectoria, este pico corresponderia a una delta
de Dirac, pero se utilizo la FFT de la trayectoria del panel 1) para encontrar este pico de intensidad,
por esta razon la base tiene un ancho.
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Figura 2.8: De izquierda a derecha: 1) Se muestran las trayectorias del os-
cilador lineal con dos estados iniciales distintos, [—3,3] (roja) y [—0.1,0.1]
(azul). 2) Flujo de trayectorias. 3) Energia total, cinética y potencial, con
estado inicial [—0.1,0.1]. 4) La frecuencia que presenta el sistema con condi-
ciones iniciales [—3, 3] (roja) y [—0.1,0.1] (azul), escala logaritmica en el eje
Y.

En la Figura 2.8, se observan dos espacios fases en donde se muestran las tra-
yectorias cerradas y sus distintas condiciones iniciales. En el espacio fase del panel
1), se muestran las trayectorias de dos estados iniciales distintos, mientras que en el
panel 2) se ven las lineas de flujo de como se moveria una particula si se encontrara
sobre una de las lineas. En el panel 3), se grafican las energias cinética, potencial y
total del sistema. En este caso, la energia se conserva en todo momento. En el panel
4), se observa la intensidad de la frecuencia del sistema con un pico de intensidad

en w = lwy con dos energias iniciales distintas.

2.6.2. Oscilador de Duffing

El oscilador de Duffing es un sistema no lineal conservativo que se describe me-
diante los términos f(z) = 0y g(z) = £2 + <23, Por lo que la ecuacién queda de

la forma

K € 4
A — 7 = 2.54
Yy 0, (2.54)
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2
con € > 0, la cual tiene unidades [%}, donde M es la unidad de masa, 1/w la
unidad de tiempo y A la unidad de longitud. Este movimiento viene generado por un

masa conectada a un resorte con un término no lineal que no cumple la Ley de Hooke.

En la Figura 2.9, se pueden observar el plano fase (panel 1), el flujo de trayectorias
(panel 2), la energia que presenta el sistema (panel 3) y las frecuencias del sistema
(panel 4). Se puede notar que por el nuevo término cubico las érbitas en el espacio
fase no tienen forma eliptica como en el caso del oscilador lineal. Ademaés, se nota
que aparecen nuevos picos de intensidad en las frecuencias que no aparecieron en
el oscilador lineal. Para calcular la energia potencial en el oscilador de Duffing se
toma en cuenta que la fuerza que siente el oscilador es F'(z) = —Kx — ex3. Se hace
la observacion que esta fuerza proviene del potencial V(x) = K % + 6%413. Esto se

comprueba calculando

F(z) = - (2.55)
d x? xt
= —Kz — ex®. (2.57)

De esta manera, se sabe que la energia total del sistema se conserva, tal como se

muestra en la Figura 2.9. La energia total estd dada por

E = Kcinética + Upotencial (258)
,02 xQ x4
=M—+4+ K— —. 2.
5 RS e (2.59)

13En este trabajo se utiliza K > 0, pero para un anélisis futuro se puede usar K < 0. De este
modo, z = 0 es inestable y aparecen dos minimos simétricos en V().



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 30

Velocidad

Velocidad

4 5 2 4 o0 1 2
Posicion

— Energia=0010025
— Potencial plg —— Energia=29.25

—— Cinética
— Total

0.010

0.008

0.006

0.004

Energias
Intensidades

0.002

0.000

2 = 0 0 5 10 5 0 »

iy b B :
Tiempo Frecuencias

Figura 2.9: De izquierda a derecha: 1) Se muestran las trayectorias cerradas
del oscilador de Duffing al simular con dos estados iniciales distintos, [—3, 3]
(roja) y [—0.1,0.1] (azul). 2) Flujo de trayectorias. 3) Energia total, cinética
y potencial, con estado inicial [—0.1,0.1]. 4) Las frecuencias que presenta
el sistema con condiciones iniciales [—3, 3] (roja) y [—0.1,0.1] (azul), escala
logaritmica en el eje Y. En las cuatro Figuras se utiliz6 ¢ = 1.

En el panel 4), se observan las intensidades de las frecuencias del sistema con
dos energias iniciales distintas, estas se obtienen por el método FFT de las trayec-
torias del panel 1). Se nota que para una mayor energia, es decir, mayor amplitud,

la oscilacién depende de un mayor nimero de frecuencias.

En la Figura 2.10, se observan las mismas graficas que la Figura 2.9 con la di-
ferencia de que se tomo6 € = 0.1. En el panel 4), se observa la misma cantidad de
frecuencias que el panel 4) de la Figura 2.9, pero en este caso las frecuencias tienen

una menor distancia entre ellas.
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Figura 2.10: De izquierda a derecha: 1) Se muestran las trayectorias cerradas
del oscilador de Duffing al simular con dos estados iniciales distintos, [—3, 3]
(roja) y [—0.1,0.1] (azul). 2) Flujo de trayectorias. 3) Energia total, cinética
y potencial, con estado inicial [—0.1,0.1]. 4) Las frecuencias que presenta
el sistema con condiciones iniciales [—3,3] (roja) y [—0.1,0.1] (azul), escala
logaritmica en el eje Y. En las cuatro Figuras se utilizé € = 0.1.

2.6.3. Oscilador de Van der Pol

Balthasar Van der Pol, fisico e ingeniero holandés, hizo varias contribuciones
a la Teoria de Circuitos, donde una de sus més importantes aportaciones fue un
circuito que presentaba oscilaciones estables, es decir, ciclos limites [34]. Tal circuito

es descrito por la siguiente ecuacion

K €
:17+M:r M( )i =0, (2.60)
con € > 0' que tiene unidades [Mwy], g(z) = £z y f(z) = —5(1—2?). El oscilador

de Van der Pol esté sujeto a disipaciéon no lineal y tiene un ciclo limite asintética-
mente estable, el cual atrae todas las soluciones fuera del origen para todo € > 0 [34].
Este se puede observar en la Figura 2.11, tanto en el espacio fase, como en la energia
total del oscilador. Se advierte que la dinamica entra en un estado oscilatorio, donde

oscilan tanto la posicién como la energia total, es decir, el oscilador absorbe y disipa

energia.

14En el caso € < 0, no hay ciclos limites, por lo que en € = 0 hay una bifurcacién de Hopf[31].
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Figura 2.11: De izquierda a derecha: 1) Se muestra el ciclo limite del os-
cilador de Van der Pol al simular con dos estados iniciales distintos, [—3, 3]
(roja) y [—0.1,0.1] (azul). 2) Flujo de trayectorias. 3) Energia total, cinética
y potencial, con estado inicial [—0.1,0.1]. 4) Las frecuencias que presenta
el sistema con condiciones iniciales [—3, 3] (roja) y [—0.1,0.1] (azul), escala
logaritmica en el eje Y. En las cuatro Figuras se utilizé € = 1.

En este caso se tiene una fuerza no conservativa F,. de la forma F.(z) =
¢(1 — z?)x. Para calcular la energfa mecanica del sistema se sigue utilizando la
energia cinética y la energia potencial que se obtiene de la integral de camino sobre
la fuerza conservativa F'(x) = —Kuz, esto es igual al caso del oscilador lineal. Se
observa el cambio de energia del sistema a partir del teorema de energia cinética y
trabajo AK nstica = W, donde W es el trabajo aplicado a un sistema. El trabajo
total aplicado a un sistema es la suma del trabajo de una fuerza conservativa y de
una fuerza no conservativa. En este caso se tiene que el trabajo total realizado es
Wrotal = Warmenico + WL, donde Wirmenico €s €l trabajo del oscilador lineal (fuerza
conservativa) y Wy, es del oscilador no lineal (fuerza no conservativa). Como el tra-
bajo del oscilador armoénico Wormenico €8 conservativo, entonces se puede determinar

a partir de la energia potencial, o sea Warmonico = —AUarmenico- Entonces del teorema
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de energia cinética y trabajo se sigue

A}(cinética = Wrotal

AK, cinética = YW armonico + WNL

A[(cinética = _AUarm()nico + WNL
A](cinética + AUvarmc’)nico = WNL

A (Kcinética + Uarménico) = WNL;

donde F = K netica + Uarmonico €8 1a energia mecénica. Por lo que se tiene

AE = Wyy. (2.61)

Esto se muestra en el panel 3) de la Figura 2.11, donde la energia mecéanica
oscila por el trabajo del oscilador no lineal aplicado al sistema. Este oscilador no
lineal absorbe o disipa energia para acercarse al ciclo limite y, una vez en el ciclo
limite, absorbe y disipa energia para mantenerse ahi. En el panel 4), se observan las
intensidades de las frecuencias del sistema con dos energias iniciales distintas, estas
se calcularon con la FFT de las trayectorias del panel 1) una vez en el ciclo limite. Se
observa que sin importar las energias iniciales, se conservan las mismas frecuencias,
a diferencia del oscilador de Duffing, donde la energia inicial afecta a las frecuencias

del sistema. Esto se debe a que el sistema ya se encuentra en el ciclo limite.

En la Figura 2.12, se observan las mismas graficas que la Figura 2.11 con la
diferencia de que se tom6 € = 0.1. En el panel 4), se observa una cantidad menor de
frecuencias que el panel 4) de la Figura 2.11, pero, al igual que en ese caso, los picos

de intensidad aparecen aproximadamente en las mismas frecuencias.

Se observa que la forma del ciclo limite en el espacio fase depende del valor de
€ y no de la energia inicial, haciendo que cambie la geometria del ciclo limite para

distintas €. Entre mayor sea €, mas frecuencias aparecen y se deforma més la érbita.
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Figura 2.12: De izquierda a derecha: 1) Se muestra el ciclo limite del os-
cilador de Van der Pol al simular con dos estados iniciales distintos, [—3, 3]
(roja) y [—0.1,0.1] (azul). 2) Flujo de trayectorias. 3) Energia total, cinética
y potencial, con estado inicial [—0.1,0.1]. 4) Las frecuencias que presenta
el sistema con condiciones iniciales [—3, 3] (roja) y [—0.1,0.1] (azul), escala
logaritmica en el eje Y. En las cuatro Figuras se utilizé € = 0.1.

2.6.4. Oscilador de Rayleigh

El matemaético y fisico John William Strutt, Baron Rayleigh, fue un cientifico
que explico varios fendémenos no lineales y utilizé6 métodos perturbativos para estos.
En su libro “The theory of sound”, utiliza perturbaciones para describir las ondas

de sonido y analiza como las vibraciones auto-sustentables de las canas del clarinete

quedan descritas por g(z) = 2 y f(&) = —55(1 — 4?) [32], entonces [35]

K €
P4+ —x— —(1—-3i*i =0, 2.62
= (1= i) (262)
con € > 0% que tiene unidades [Mw]. Como se puede observar esta ecuacion tiene

la misma forma que el oscilador de Van der Pol [2.60], con la diferencia que ahora

el término cuadratico corresponde a la velocidad del oscilador.

15En el caso € < 0, no hay ciclos limites, por lo que en € = 0 hay una bifurcacién de Hopf|31].
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Figura 2.13: De izquierda a derecha: 1) Se muestra el ciclo limite del oscila-
dor de Rayleigh al considerar dos estados iniciales distintos, [—3, 3] (roja) y
[—0.1,0.1] (azul). 2) Flujo de trayectorias. 3) Energia total, cinética y poten-
cial, con estado inicial [—0.1,0.1]. 4) La frecuencia que presenta el sistema
con condiciones iniciales [—3, 3] (roja) y [—0.1,0.1] (azul), escala logaritmica
en el eje Y. En las cuatro Figuras se utiliz6 ¢ = 1.

Al igual que la Figura 2.11, en la Figura 2.13 se muestran los dos espacios fa-
ses y la grafica de las energias con una regulaciéon de la frecuencia gracias a la
existencia del ciclo limite con ¢ = 1. Este ciclo limite es el que crea las vibracio-
nes auto-sustentables. En este caso, la fuerza no conservativa F,. es de la forma
Foe(r) = €(1 — 2%)2. En el panel 4), se observan las intensidades de las frecuencias
del sistema con dos energias iniciales distintas, las cuales se calcularon por la FFT
de las trayectorias del panel 1) una vez en el ciclo limite. Se observa que al igual que
en el oscilador de Van der Pol, las frecuencias no dependen de la energia inicial, esto

sucede porque ya estan en el ciclo limite.

En la Figura 2.14, se observan las mismas graficas que la Figura 2.13 con la
diferencia de que se tomo6 € = 0.1. En el panel 4), se observa una cantidad menor
de frecuencias que el panel 4) de la Figura 2.13 y las frecuencias que aparecen no

coinciden con las del caso anterior.
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Figura 2.14: De izquierda a derecha: 1) Se muestra el ciclo limite del oscila-
dor de Rayleigh al considerar dos estados iniciales distintos, [—3, 3] (roja) y
[—0.1,0.1] (azul). 2) Flujo de trayectorias. 3) Energia total, cinética y poten-
cial, con estado inicial [—0.1,0.1]. 4) La frecuencia que presenta el sistema
con condiciones iniciales [—3, 3] (roja) y [—0.1,0.1] (azul), escala logaritmica
en el eje Y. En las cuatro Figuras se utiliz6 € = 0.1.
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Capitulo 3

Resultados y analisis

En este capitulo se analizan los efectos de acoplar un oscilador no lineal a una

red de Watts-Strogatz.

Antes de llegar a ese punto, se estudian las frecuencias de redes de Watts-Strogatz
con distintas probabilidades de reconexion (seccion [3.1]) con osciladores armonicos,
de ahora en adelante llamados osciladores lineales, o simplemente se mencionaran

como el caso lineal para evitar repeticiones.

Luego, se utilizan tres osciladores no lineales: el de Duffing, el de Van der Pol
y el de Rayleigh, acoplados a una cadena lineal periodica (seccion [3.2]) analizando

las frecuencias normales y los espacios fases.
Finalmente, se introducen las no linealidades en redes de Watts-Strogatz con

distintas probabilidades de reconexion (seccion [3.3]) y se observan las similitudes y

diferencias con los dos casos antes estudiados.

37
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3.1. Espectro de frecuencias de sistemas osciladores
armoénicos acoplados

En esta primera secciéon se retoma el estudio de las frecuencias de vibracion
colectivas de nodos conectados por osciladores lineales, pero ahora la topologia de
las redes bajo estudio son redes de Watts-Strogatz con distintas probabilidades de
reconexion. El objetivo de este analisis es validar dos métodos numéricos para deter-
minar las frecuencias normales a partir de las trayectorias obtenidas de la solucion
numérica de las ecuaciones de movimiento para cada nodo. Una vez determinadas
cada una de las frecuencias, se grafican las curvas de dispersion para cada red. Se
utilizan distintos métodos para encontrar las frecuencias del sistema y se comparan
entre ellos para ver si se pueden usar en las secciones posteriores donde sistemas
de osciladores lineales acoplados se ponen en interacciéon con un par de nodos que

exhiben oscilaciones no lineales.

En el Marco Teorico (seccion [2]) se introdujeron dos conceptos para calcular las

frecuencias de los modos normales de vibracién de una red.

El primer método utilizado para encontrar las frecuencias normales es usar la
transformada rapida de Fourier. En este, se deben resolver numéricamente las ecua-
ciones diferenciales acopladas de los nodos y calcular la transformada de Fourier de
la trayectoria de cada uno. Se grafican las intensidades, es decir, X (w), contra las
frecuencias (w) y se observan los picos de mayor intensidad, los cuales corresponden

a las frecuencias del sistema.

El segundo método descrito fue diagonalizar la matriz Laplaciana asociada al
sistema para encontrar los valores propios que corresponden a las frecuencias de las

coordenadas normales y los vectores propios que constituyen la base de estas.

Primero se explica como se procede con los métodos de la transformada rapi-

da de Fourier y, luego, se construyen redes de Watts-Strogatz de N = 100 nodos
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con distintas probabilidades de reconexion, las cuales son P = [0.1,0,5,0.9], que
corresponden a una red de mundo pequeno (P = 0.1), una red aleatoria (P = 0.9)
y una red entre las dos anteriores (P = 0.5). De cada una de estas redes, se cal-
culan las frecuencias con los métodos mencionados. Calculadas las frecuencias de
la transformada rapida de Fourier, se comparan contra las frecuencias encontradas
por la matriz Laplaciana, tomando este Gltimo método como la solucién analitica,
y se grafican los errores relativos. En el caso de P = 0, se comparan las frecuencias
encontradas por la matriz Laplaciana y por la transformada de Fourier con la curva

de dispersion de la cadena lineal con condiciones a la frontera periddicas.

3.1.1. Meétodos de la transformada rapida de Fourier para
encontrar picos de intensidad
Ahora, para el primer método de la transformada rapida de Fourier se utilizan dos

formas para encontrar los maximos de intensidad. El primero es hacer un programa

que tome un maximo local cuando

fw)| 2
fw)| 2

ﬂw—Awﬂ+5 (3.1)

ﬂw+Awﬁ+a (3.2)

donde f (w) es la transformada de Fourier y Aw es la resolucion de la frecuencia, la
cual depende del intervalo de resolucion temporal de la discretizacion de las trayecto-
rias. La razon por la que se suma 60 (unidad de longitud) se debe a que numéricamente
aparecen puntos en la frecuencia que cumplen con méximo local, pero en realidad
ocurren por error numérico y no por un pico de intensidad correspondiente a una

frecuencia del sistema.

En la Figura 3.1, se observa la grafica de intensidades contra frecuencias de una

cadena lineal con condiciones a la frontera periddica de 10 nodos conectados por os-
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ciladores lineales. En esta primera simulacion! se utilizé la transformada rapida de
Fourier de la seccién [2.3|. Recordando que X} es un nimero complejo, ver ecuacion
(2.2), al graficar las intensidades de la serie de Fourier se toma la norma de Xj,

utilizado en todas las graficas de aqui en adelante.

250000

200000

150000

Intensidades

100000

50000

| L

0.0 05 10 15 20
Frecuencias

Figura 3.1: Gréfica de intensidades contra frecuencias de una cadena lineal
con 10 nodos conectados por osciladores lineales.

La Figura 3.2 es un acercamiento de la Figura 3.1 de las intensidades de un solo
nodo, donde se muestra un maximo local en w =~ 0.535wy que no corresponde a
un pico maximo de una frecuencia normal del sistema y un pico de intensidad en
w =~ 0.618wy que si corresponde. La razoén por la que se sabe que el méximo local
no es una frecuencia normal del sistema es porque en la Figura 3.5 se comparan las
frecuencias obtenidas por los dos métodos: el de Fourier y el de la diagonalizacion
contra la curva de dispersion teérica en una cadena lineal periddica de N = 100 no-
dos. En la Figura 3.5, se observa que se sobreponen, por lo que este tipo de maximos

Corresponden a errores numericos.

Las simulaciones se hicieron con el paquete de Python "scipy.integrate.odeint", el cual
utiliza el método Runge-Kutta de cuarto orden (RK4) y tiene un error absoluto y relativo menor
a 1.0e-8.
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Figura 3.2: Maximo local de error numérico en la frecuencia w = 0.535wq
de un nodo de la cadena lineal con condiciones de frontera periodicas.

La otra forma de encontrar los méaximos locales es derivando la transformada de

Fourier y utilizando como criterio las siguientes condiciones:

flw) >0 (3.3)
flw+Aw) <0 (3.4)
Flw) = fllw+Aw) > . (3.5)

En donde los dos primeros criterios son para encontrar el maximo local observando
el signo de la derivada, y el tercer criterio es para no tomar en cuenta los errores
numeéricos. La razon por la que se suma ~ (unidades de longitud entre tiempo) es la
misma que la de 9, ya que aparecen errores numéricos que se deben tomar en cuenta

para no tomar frecuencias que no presenta el sistema.

En la Figura 3.3, se observan las derivadas de cada curva de intensidad de los

nodos de la Figura 3.1.
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Figura 3.3: Grafica de la derivada de las intensidades contra frecuencias de
una cadena lineal con 10 nodos de la Figura 3.1.

Al calcular las derivadas de las curvas de la Figura 3.1, se encontraran puntos
que cruzan por el cero y que las derivadas pasan de los positivos a los negativos.
Esto corresponde a un maximo local. En la Figura 3.4, se muestra que la misma
frecuencia w & 0.535wy cumple con los criterios anteriores de la derivada, menos con

el tercero?. Por lo que se considera como un error numérico.

2Considerando una v suficientemente grande para no dejar pasar estos errores, pero lo suficien-
temente chica para encontrar las frecuencias del sistema.
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Figura 3.4: Derivada igual a cero del error numérico en la frecuencia w =
0.535wq del mismo nodo de la Figura 3.2.

3.1.2. Comparaciéon de métodos para calcular frecuencias co-

lectivas

Una vez definidos los métodos y las distintas formas para encontrar las fre-
cuencias normales de la red, se comparan las frecuencias de estos métodos con la
ecuacion (2.24). Se simula una cadena lineal con condiciones a la frontera periddicas
con N = 100 nodos. En la Figura 3.5, se muestra la curva de dispersion de la cadena
lineal periddica obtenida por cada método, se puede notar que estas se superponen
sobre la tedrica. Ademaés, esto no depende de las condiciones iniciales del sistema,
es decir, el sistema exhibe estas frecuencias sin importar estados iniciales o energia

inicial, esto surge de la ecuacion (2.24).
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Comparacion entre distintos métodos
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Figura 3.5: Comparacion de distintos métodos para encontrar las frecuencias
en la cadena lineal con condiciones periodicas a la frontera.

Una vez que se han validado los métodos numeéricos en el caso de la cadena lineal,
lo siguiente es considerar redes de osciladores armoénicos de Watts-Strogatz con dis-
tintas probabilidades de reconexion. En este caso, el método de la diagonalizacion de
la matriz Laplaciana sigue dando las frecuencias de oscilacion colectiva del sistema
de manera exacta, ya que la interacciéon entre los nodos es lineal. Se tomaran las
frecuencias de la diagonalizacion de la matriz Laplaciana como guia para ver si los
métodos numéricos de la transformada rapida de Fourier y su derivada recuperan las
mismas frecuencias. Las frecuencias de la diagonalizacién corresponden a la curva

Diagonalizacion en la Figura 3.6.

Primero, se debe notar que el proceso de generar una red de Watts-Strogatz es
aleatorio debido a que la reconexién entre pares de nodos es aleatorio. Por lo que se
hara un promedio de las frecuencias para hacer las curvas de dispersion para cada
probabilidad. Es importante recordar que hay NN frecuencias para N osciladores aco-
plados linealmente a primeros vecinos, entonces solamente se tomaran conjuntos de
N frecuencias, las frecuencias se ordenaran de menor a mayor creando un arreglo de
N entradas. Para calcular el promedio entre las redes de misma probabilidad de re-

conexion, se suman las frecuencias de la misma entrada de los arreglos, ya que ambos
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tienen N frecuencias hay una correspondencia uno a uno. Es decir, sean dos redes
con probabilidad de reconexion P, entonces sus frecuencias son w = [wy,ws, ..., wy|
y v = [v1,1s,...,vN]. Porlo que el promedio se calcula (w; +v;)/2 coni=1,...,N.
Se procede de la misma forma para cuando se tengan mas redes de la misma proba-

bilidad.

En la Figura 3.6, se tienen las curvas de dispersion con P = 0.1, P = 0.5 y
P = 0.9 con redes de N = 100 nodos. Para estas graficas se tomaron 50 redes carac-
terizadas con la misma probabilidad de reconexiéon P y se calcularon las frecuencias
con los métodos mencionados anteriormente. Luego, se calcul6 el promedio entre las
redes de misma probabilidad P. Ademas, se pone como referencia la curva teodrica
de la cadena lineal con condiciones a la frontera periddicas (ec. (2.24)) para observar

las diferencias con las redes de WS3, la cual es la Curva tedrica de la Figura 3.6.

En la Figura 3.6, se grafica frecuencias contra modos. Se toma la primera frecuen-
cia y se le asigna el primer modo y asi sucesivamente. Teniendo P > 0, el nimero
de onda k£ = 2”7" ya no toma estos valores, porque el sistema pierde la periodicidad,

por lo que se recurre al cuasi-nimero de onda g = 2 ([4]).

3Se debe notar que para una cadena lineal periddica de 100 nodos las frecuencias de la curva
tedrica llegarian hasta 50 modos, esto es porque se repiten la mitad de los valores propios por la
periodicidad de la cadena. En la Figura 3.6, se grafican hasta 100 para poder comparar con los
otros métodos como se modifica la curva al cambiar la topologia de la red.
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Figura 3.6: Curvas de dispersién para redes de Watts-Strogatz de proba-
bilidad de reconexiéon P = 0.1,0.5,0.9 donde se hace un promedio sobre 50
redes. Se comparan los distintos métodos para encontrar las frecuencias.

Al aumentar la probabilidad de reconexion, se observa que la frecuencia critica
aumenta. La frecuencia critica es la frecuencia més alta en donde se dejan de propa-
gar ondas por la cadena [26]. Esto significa que la velocidad de fase para frecuencias
mayores aumenta. Ademas, se observa que las frecuencias del intervalo que va de
20 a 80 tienen una forma a una pendiente constante, mientras que en las tltimas
frecuencias la curva sube abruptamente. Esto tiltimo da a entender que la velocidad
de grupo aumenta, recordando que es la derivada de la curva de dispersion. Toman-
do la velocidad de fase y de grupo dependiente del cuasi-nimero de onda ¢g. Cosa
totalmente contraria a la curva tedrica de la cadena lineal a primeros vecinos, donde

la velocidad de grupo va a cero en las ultimas frecuencias.
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3.1.3. Comparaciéon con el método de matriz Laplaciana y los

errores relativos

Luego de obtener las curvas de dispersion para las tres distintas probabilidades,
se puede observar que los métodos de pico de intensidad maximo y su derivada
estan bastante cercanos a la diagonalizacion, pero no se superponen completamente
sobre esta. En la Figura 3.7, se muestran las frecuencias de los distintos métodos con
probabilidades P = 0.1, P = 0.5y P = 0.9 contra las frecuencias de diagonalizacion,
para asi ver qué tanto se diferencian. La curva de diagonalizacion es la identidad,

mientras que las otras dos se mantienen cercana a esta.
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Curva de comparacién con datos de diagonalizacién con P=0.1
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Figura 3.7: Graficas de frecuencias obtenidas por la transformada de Fourier
rapida contra las frecuencias de la matriz Laplaciana con P = [0.1,0.5,0.9].

A partir de la dltima Figura, se pueden obtener los errores relativos entre la

diagonalizacion y los otro dos métodos. El error relativo es

F—-D
E=|——| x 100 %, (3.6)
D
donde D es un valor de la diagonalizacién y F' un valor de los métodos numéricos.
En la Figura 3.8, se muestran los errores relativos de las frecuencias de la Figura

anterior con las probabilidades P = 0.1. P =0.5y P =0.9. El eje Y se grafica con

escala logaritmica para apreciar el rango de valores de los errores relativos entre las
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frecuencias.

Errores relativos entre métodos y Diagonalizacién con P=0.1
—— Método de T. de Fourier
Método derivada

Error relativo

Errores relativos entre métodos y Diagonalizacién con P=0.5

10% —— Método de T. de Fourier
\ —— Método derivada

Error relativo

o )
Modos

Errores relativos entre métodos y Diagonalizacién con P=0.9
-\ —— Método de T. de Fourier
B Método derivada

\/

Error relativo

Figura 3.8: Errores relativos en porcentaje de los dos métodos para en-
contrar las frecuencias en la cadena lineal con condiciones peridédicas con
probabilidades de reconexion P = [0.1,0.5,0.9] con escala logaritmica en el

eje Y.

A partir de estas gréaficas de errores relativos, se aprecia que la obtencion de fre-
cuencias por los picos maximos de la transformada de Fourier tiene errores relativos
maés bajos que la derivada de la transformada de Fourier. Esto se debe a que calcular

una derivada a partir de diferencias finitas produce un error extra.
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3.2. Dinamica de una cadena peridédica de oscilado-
res armonicos acoplados y controlados por un
oscilador no lineal

Una vez estudiados los efectos de las redes de Watts-Strogatz sobre las frecuencias
normales de vibracién en masas acopladas por potenciales armoénicos, se procedera
a estudiar los efectos de oscilaciones no lineales acopladas a una cadena lineal pe-

riddica.

En esta seccion se trabajara la cadena lineal con condiciones a la frontera perio-
dicas con la diferencia de que la dindmica entre un par de nodos dado corresponde
a oscilaciones no lineales, los cuales corresponderan a los que dan lugar a los oscila-
dores de Duffing, Rayleigh y Van der Pol. Se utilizaran dos valores distintos para el
parametro que cuantifica la intensidad de la no linealidad € = [0.1, 1], al igual que
distintos nimeros de nodos (N = [2,5,12,100]) para entender como se ven afectadas

las frecuencias y la dinamica de cada sistema.

Primero se analizan los casos que corresponden a un parametro de no linealidad
e = 0.1 para los distintos osciladores no lineales y se consideran las cadenas lineales
periodicas con N = 5, N = 12 y, finalmente, N = 100 nodos (por completez se
incluye el caso de N = 2 nodos, el cual refleja las caracteristicas intrinsecas de las
oscilaciones no lineales consideradas). De esta forma, el anélisis permitira observar
las diferencias en las oscilaciones colectivas, con las correspondientes oscilaciones de
la cadena lineal periddica, la cual se grafica junto a las otras en cada caso. Luego,

se repite el analisis con € = 1.

En las secciones [2.6.3] y [2.6.4] se observo la aparicion de ciclos limites en los
osciladores de Van der Pol y de Rayleigh, respectivamente. En la actual seccion se
observaré si un solo oscilador no lineal acoplado a la cadena lineal periddica seré

suficiente para conservar el ciclo limite, o dicho en otras palabras, si el oscilador no
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lineal es capaz de controlar la cadena lineal para llevarlo a un ciclo limite y, ademas,

sus efectos en las oscilaciones colectivas.

En los casos de los osciladores no lineales se debe exponer céomo se acoplan
los nodos. Sean los nodos j y k en las posiciones u; y uy, respectivamente, los
cuales estan conectados por un oscilador no lineal. Ya se vio anteriormente que la
matriz Laplaciana describe las conexiones entre los nodos por potenciales armoénicos
(ecuacion (2.33)). Ahora, se agrega la funcion vectorial no lineal f(u;, uy, @}, 0), por
lo que queda

U = —Lu + f(uj, ug, 0, uy). (3.7)

Primero se define al vector §; = [0,...,1,...,0] que es cero en todas las entradas
excepto en la entrada ¢ donde vale 1. Entonces f(u;, uy,;,0x) toma las siguientes

formas particulares:
w £(uy, up, 1y, ) = —€(uy — up)*(8; — O)
o f(uj, up, g, ) = €[1 — (u; — ug)?] (4;0; + 1y0)
o (0 Ty, g, ) = €(1 — 02)il;0

El primer caso introduce las oscilaciones no lineales del oscilador de Duffing (ecua-
cion (2.54)), el segundo caso las del oscilador de Van der Pol (ecuacion (2.60)) y el
tercero las de Rayleigh* (ecuacion (2.62)).

En las simulaciones se crean cadenas lineales con condiciones a la frontera perio-
dicas de N nodos. Los nodos se enumeran de 0 a N — 1 con conexiones a primeros
vecinos y por ser periddica se tiene que el nodo N es el nodo 0. En los casos del osci-
lador de Van der Pol y del oscilador de Duffing, los nodos 0 y 1 estan conectados por
las funciones no lineales respectivas del caso, mientras que en el caso de Rayleigh,
el nodo 0 es el que tiene la funcién no lineal correspondiente, esto sera importante

para las graficas mostradas mas adelante. En cada una de las siguientes Figuras se

4En el caso de Rayleigh, no se toma en cuenta la interacciéon con la velocidad del nodo 1,
porque la interaccién que se busca es con la diferencia de posiciones y no de velocidades.
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analiza a la misma red y mismas condiciones iniciales, pero con los distintos oscila-

dores: lineal, Duffing, Rayleigh y Van der Pol.

3.2.1. Cadena lineal periodica de N = [2,5,12] nodos y para-

metro no lineal ¢ = 0.1

Ahora bien, en las Figuras 3.9, 3.10 y 3.11, se muestran los desplazamientos del
nodo 0 de la cadena lineal con parametro e = 0.1 y N = [2,5, 12], respectivamente.
A partir de estas tres Figuras, se puede observar que los ciclos limites se conservan
para Rayleigh y Van der Pol. Tardan un cierto tiempo en alcanzar el ciclo limite y
oscilan al rededor de este. En el caso del oscilador de Duffing, el nodo 0 tiene un
desplazamiento parecido al nodo 0 del caso del oscilador lineal, pero no se sobrepone
por completo. La razén de esto se puede observar en sus respectivas orbitas del es-
pacio fase (Figuras 2.8 y 2.9), ya que la orbita de Duffing tiene una amplitud mayor
para la velocidad que la del oscilador armoénico, pero las amplitudes de la posicion
son las mismas, al igual que sus energias. Ademés, mientras mayor sea N, méas tarda
el sistema en alcanzar el ciclo limite en los casos de Rayleigh y Van der Pol, y se
nota en estos dos casos que los ciclos limites no oscilan necesariamente al rededor

de la posiciéon x = 0.
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Desplazamiento
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Figura 3.9: Se muestran los desplazamientos del nodo 0 en una cadena
lineal de N = 2 y con parametro ¢ = 0.1 para el caso lineal y los distintos

osciladores no lineales.
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Figura 3.10: Se muestran los desplazamientos del nodo 0 en una cadena
lineal de N = 5 y con parametro ¢ = 0.1 para el caso lineal y los distintos

osciladores no lineales.
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N=12,e=0.1
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Figura 3.11: Se muestran los desplazamientos del nodo 0 en una cadena
lineal de N = 12 y con parametro ¢ = 0.1 para el caso lineal y los distintos
osciladores no lineales.

Una vez visto el desplazamiento del nodo con oscilador no lineal, se calculan las
frecuencias intrinsecas de oscilaciéon con la transformada rapida de Fourier después
de que los sistemas alcancen el ciclo limite (Van der Pol y Rayleigh). De esta ma-
nera, se evita considerar en el analisis el periodo transitorio que le toma al sistema
acercarse hacia el ciclo limite. Se considera que el sistema llega al ciclo limite cuando
la serie de tiempo se vuelve estacionaria. Las frecuencias calculadas se sobreponen
sobre las frecuencias de un nodo de la cadena lineal peridédica con osciladores armo-

nicos para poder comparar los efectos de la no linealidad.

En las Figuras 3.12, 3.13 y 3.14, se observan las frecuencias de los dos nodos
que tiene la cadena lineal de N = 2 con los potenciales Duffing, Rayleigh y Van
der Pol, respectivamente. En el caso de Duffing, Figura 3.12, no hay ningtin cambio

observable comparando con el caso lineal.
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Figura 3.12: Se muestran las frecuencias de los nodos en el caso de Duffing
con N =2y e=0.1, no se observa ninguna diferencia sobre la lineal.

En el caso de Rayleigh, Figura 3.13, se observa un nuevo pico de intensidad.
Ambos nodos lo presentan, solo que en el nodo 1 no se aprecia tanto. Esto se debe
a que en el caso de Rayleigh solo el nodo 0 tiene el término no lineal. Esto hace ver
que este término afecta al otro nodo, aunque solo estén conectados por un potencial
armoénico. Ademas, el primer pico tiene una intensidad mayor que el pico del nodo

de la cadena de osciladores armonicos.
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Figura 3.13: Se muestran las frecuencias de los nodos en el caso de Rayleigh
con N =2y e=0.1, se observa una nueva frecuencia para los dos nodos.

En el caso de Van der Pol, Figura 3.14, se observan dos nuevos picos de inten-
sidad. El pico de los nodos con el término de Van der Pol que se sobrepone al caso
lineal tiene un ancho mayor, por lo que la intensidad es mayor. Se debe notar que
las tres frecuencias de la Figura 3.14 no son las mismas que las de la Figura 2.12.
Esto quiere decir que el oscilador lineal influye en el oscilador no lineal de Van der

Pol.
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Figura 3.14: Se muestran las frecuencias de los nodos en el caso de Van der
Pol con N =2y e = 0.1, se observan dos nuevas frecuencias que no presenta
el caso lineal.

Se nota que para pocos nodos no hay diferencia para el caso de Duffing, pero si
hay una diferencia en Rayleigh y Van der Pol. Ademas de que aparecen nuevos picos
de intensidad, se observa que la base del primer pico es mas ancha que la del caso
lineal, dando a entender que la intensidad del pico es mayor y que la oscilaciéon de
los nodos depende més de esta frecuencia. En estos primeros casos, se pudo observar

que se conservan las frecuencias del caso lineal.

En las Figuras 3.15, 3.16 y 3.17, se observan las frecuencias de los cinco nodos
que presenta la cadena lineal periédica de N = 5 a partir de que el sistema alcance
el ciclo limite para los distintos casos de no linealidad: Duffing, Rayleigh y Van der

Pol, respectivamente.

En el caso de Duffing (Figura 3.15) aparecen las mismas frecuencias que en el

caso lineal.
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Figura 3.15: Se muestran las frecuencias de los nodos en el caso de Duffing
con N =5, no se observa ninguna diferencia sobre la lineal.

En el caso de Rayleigh (Figura 3.16) aparece una nueva frecuencia. Se nota que
la segunda frecuencia tiene un pico mucho maés intenso, dando a entender que esa

frecuencia tiene un mayor peso en la dindmica del sistema al rededor del ciclo limite.
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Figura 3.16: Se muestran las frecuencias de los nodos en el caso de Rayleigh
con N =5, se observa una nueva frecuencia que no presenta el caso lineal.

En el caso de Van der Pol (Figura 3.17) aparece una nueva frecuencia por
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w =~ 5.8wy v no aparece la primera frecuencia del caso lineal. En este caso, la fre-

cuencia que esta cerca de w ~ 2w tiene una intensidad mayor que en el caso lineal.
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I
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Figura 3.17: Se muestran las frecuencias de los nodos en el caso de Van
der Pol con N = 5. Se observa una nueva frecuencia que no presenta el caso
lineal y desaparece la primera frecuencia del caso lineal.

En las Figuras 3.18, 3.19 y 3.20, se observan las frecuencias de los 12 nodos que
presenta la cadena lineal a partir de que las oscilaciones no lineales alcancen el ciclo
limite para los distintos casos de no linealidad: Duffing, Rayleigh y Van der Pol,

respectivamente.

En el caso de Duffing (primera grafica de la Figura 3.18) las frecuencias se sobre-
ponen a las del caso lineal tal como ocurrié en el caso de N = 5, esto ocurre porque
el sistema es débilmente perturbado por el valor de e = 0.1. En el panel 4) de la
Figura 2.9, se observa que las frecuencias del oscilador de Duffing dependen de la
energia del sistema. En las simulaciones se utilizan valores iniciales para la posicion
del orden de zy &~ 0.1 y al elevarlo a la cuarta se tienen valores de zj =~ 0.0001.
Observando la ecuacion (2.59) y utilizando los valores iniciales antes mencionados,
se nota que la energia del sistema depende més de la energia del oscilador lineal

que del término del potencial de Duffing (exz?/4). En la segunda grafica de la Figura
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3.18, se observan las frecuencias para condiciones iniciales de la posicion del orden

de xy ~ 1°.
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Figura 3.18: En la grafica de arriba se muestran los picos de intensidad que
marcan las frecuencias de oscilacion de los nodos en el caso de Duffing con
N =12, no se observa ninguna diferencia sobre las frecuencias del caso de la
cadena lineal peridédica con osciladores armoénicos. En la gréafica de abajo se
muestran las frecuencias con posiciones iniciales del orden xy ~ 1.

En el caso de Rayleigh (Figura 3.19) aparecen todas las frecuencias que en el

caso lineal, pero hay una frecuencia con una base ancha. Ademas, hay dos nuevas

5En las simulaciones hechas en todo este trabajo se utilizan las condiciones iniciales del orden
o =~ 0.1 para ver que, aunque la energia inicial del sistema sea bajo, la no linealidad puede afectar
al sistema, tal como en los casos de Rayleigh y Van der Pol.



tiene una intensidad baja en w =~

CAPITULO 3. RESULTADOS Y ANALISIS 61

frecuencias, donde una se encuentra en w ~ 6wy y la otra tiene una intensidad baja
en w ~ 10wy. Estas dos frecuencias nuevas no corresponden a las frecuencias del
oscilador de Rayleigh de la Figura 2.13, es decir, asi como el oscilador de Rayleigh
afecta a las oscilaciones lineales llevandolas a un ciclo limite, las oscilaciones lineales

afectan al oscilador no lineal haciendo que la dindmica ya no dependa de esas fre-

cuencias y, ademas, que son menos frecuencias.
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Figura 3.19: Se muestran las frecuencias de los nodos en el caso de Rayleigh
con N = 12, se observan dos nuevas frecuencias que no presenta el caso lineal.

En el caso de Van der Pol (Figura 3.20) aparecen menos frecuencias, algunas no

se notan porque la intensidad es baja y quedan solapadas por el pico de w ~ 1.8wy.
Ademas, hay dos nuevas frecuencias, donde una se encuentra en w = 6wy y la otra

~

10wp, que parecen ser mas o menos las mismas

que en el caso de Rayleigh con N = 12.
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Figura 3.20: Se muestran las frecuencias de los nodos en el caso de Van
der Pol con N = 12 con € = 0.1, se observan dos nuevas frecuencias que no
presenta el caso lineal y desaparecen algunas frecuencias del caso lineal o su
intensidad es muy baja para ser identificadas.

En los casos estudiados con parametro de no linealidad ¢ = 0.1 de los distintos
osciladores no lineales y con las cadenas lineales periddicas de distintas cantidades
de nodos, se observd que cuando la cadena es perturbada por la dindmica del oscila-
dor de Duffing, las frecuencias de oscilacion colectiva no presentaron una diferencia

significativa que el caso tnicamente lineal.

En los casos de Rayleigh y Van der Pol, las oscilaciones no lineales alcanzaron
un ciclo limite en todos los casos. En los casos de Rayleigh permanecieron las mis-
mas frecuencias colectivas que con los potenciales armoénicos. Mientras que con el
oscilador de Van der Pol algunas de las frecuencias de los potenciales armoénicos
desparecieron. En ambos casos aparecieron nuevas frecuencias que estaban més alla

de w = 2wy.

En el caso de las cadenas lineales con un oscilador de Rayleigh y uno de Van
der Pol, se grafican los espacios fases de todos los nodos una vez que las oscilaciones
no lineales hayan alcanzado el ciclo limite. En las Figuras 3.21 y 3.22, se pueden

ver los ciclos limites de la cadena lineal con un oscilador no lineal de Van der Pol y
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Rayleigh, respectivamente.
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Figura 3.21: Se muestra el espacio fase de los 12 nodos de la cadena lineal
con un oscilador de Van der Pol entre el nodo 0 y 1 con € = 0.1.
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Figura 3.22: Se muestra el espacio fase de los 12 nodos de la cadena lineal
con un oscilador de Rayleigh entre el nodo 0 y 1 con € = 0.1.

Se puede observar que para el caso de Van der Pol, Figura 3.21, hay aproxima-
damente tres niveles de energia (amplitudes) distintos para los 12 nodos. Los nodos

0 y 1 tienen una trayectoria ligeramente distinta a las demés, esto se debe que los



CAPITULO 3. RESULTADOS Y ANALISIS 64

dos nodos estéan acoplados por el oscilador no lineal.

En el caso de Rayleigh, Figura 3.22, se puede observar que los nodos también
tienen una cierta energia asociada. Las trayectorias para el caso de Van der Pol son
cerradas y se parecen a la curva cerrada del oscilador lineal, mientras que para las
de Rayleigh no convergen a una trayectoria, pero si se mantienen dentro de un rango

bien acotado.

Este ancho viene explicado por la cuasi-periodicidad del sistema (|36]). Una 6rbi-
ta bien delimitada es cuasi-periddica cuando no es asintoéticamente peridédica y no es
sensible a condiciones iniciales (pag. 112 [37]). Se puede observar en algunas orbitas
de la Figura 3.22 que dentro de un rango definido rellenan todo el espacio, es decir,

no tienden a un ciclo limite, ni tampoco divergen.

3.2.2. Cadena lineal periédica de N = 100 nodos y paradmetro

no lineal ¢ = 0.1

Ahora, se hace lo mismo pero para una cadena de N = 100 nodos y ¢ = 0.1.
En la Figura 3.23, se ve el desplazamiento del nodo 0 con el caso lineal y con los
distintos casos de no linealidad. En el caso de Rayleigh se tuvo que tomar una ma-
yor cantidad de tiempo para encontrar el ciclo limite y se tomé el tltimo intervalo
simulado para mostrar en la grafica. Se consider6 solamente el desplazamiento del

nodo 0 para determinar cuando los sistemas alcanzan el ciclo limite.
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Figura 3.23: Se muestran los desplazamientos del nodo 0 en una cadena
lineal de N = 100 y con una constante no lineal de ¢ = 0.1.

En las Figuras 3.24, 3.25 y 3.26, se observan los picos de intensidad (que indican
las frecuencias de oscilacion colectiva) de los nodos 0, 1, 25, 50, 75 y 99 que presenta
la cadena una vez que las oscilaciones alcanzan el ciclo limite® para los distintos

casos de no linealidad: Duffing, Rayleigh y Van der Pol, respectivamente.

En el caso de Duffing (Figura 3.24), las frecuencias se sobreponen sobre el caso
lineal al igual que en los casos mencionados anteriormente y no aparecen nuevas

frecuencias mas alla de w = 2wy.

6Se sabe que llego al ciclo limite cuando el desplazamiento del nodo oscila al rededor de una
posicion especifica y no se aleja de esta posicion.
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Figura 3.24: Se muestran las frecuencias de los nodos en el caso de Duffing
con N = 100, no se observa ninguna diferencia sobre la lineal.

En el caso de Rayleigh (Figura 3.25) se puede notar que las frecuencias del caso

lineal quedan cubiertas por las no lineales, pero se nota un pico de mayor intensidad

acercandose a w = 2wy al igual que en los otros casos. Ademas, se notan varios

grupos de frecuencias en intervalos que estan mas alla del caso lineal.
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Figura 3.25: Se grafican las intensidades contra las frecuencias de algunos
nodos de la cadena lineal N = 100 y € = 0.1 con un potencial tipo Rayleigh.
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En el caso de Van der Pol (Figura 3.26) las frecuencias lineales se sobreponen

por las frecuencias del oscilador no lineal, pero con una intensidad mas baja. Tam-

bién aparece una frecuencia por w & 2wy con una intensidad grande comparada con

las demaés. Para frecuencias mas grandes de w = 2wy aparece un pico intenso por

w = Bwy.
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Figura 3.26: Se grafican las intensidades contra las frecuencias de algunos
nodos de la red NV =100 y ¢ = 0.1 con un potencial tipo Van der Pol.

En los casos de las cadenas de N = 100 con un oscilador de Rayleigh y uno de
Van der Pol se grafican los espacios fases de algunos nodos una vez que estan en el

ciclo limite. En las Figuras 3.27 y 3.28, se pueden ver los ciclos limites de la cadena

lineal con un oscilador no lineal de Van der Pol y Rayleigh, respectivamente.

En los espacios fases en el caso de Van der Pol, Figura 3.27, se observa que hay
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dos casos. Uno es cuando las trayectorias tienen un hoyo en el centro donde |v| > 1.
El otro es cuando las trayectorias rellenan todo el intervalo de velocidades y posicio-

nes. En ambos casos se observa que los limites de las trayectorias estdn bien definidos.

Van der Pol N=100, £€=0.1, P=0
Nodo 0 Nodo 1 Nodo 2

s

Nodo 80 Nodo 90 Nodo 99

20
20
025 o0 035 obo 075 100 135 1o 17 % o35 obo o7 b 15 1o 135 % s o g

Figura 3.27: Se muestran los espacios fases de algunos nodos de la cadena
lineal con un oscilador de Van der Pol entre los nodos 0 y 1 con N = 100 y
e = 0.1. El eje X es la posicion y el eje Y la velocidad.
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Figura 3.28: Se muestran los espacios fases de algunos nodos de la cadena
lineal con un oscilador de Rayleigh en el nodo 0 con N = 100 y ¢ = 0.1. El
eje X es la posicion y el eje Y la velocidad.
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Entonces, en el caso de € = 0.1 se vio que la dinamica no lineal tipo Duffing no
es suficiente para marcar una diferencia observable de la lineal, mientras que en los
casos de Rayleigh y Van der Pol luego de un tiempo la dinamica llega a un ciclo
limite. Ademas, en los casos de Duffing y Rayleigh se recuperan todas las frecuencias
del caso lineal, mientras que para Van der Pol en algunos casos no se recupera y en

otras las intensidades son bajas comparadas con las frecuencias del caso lineal.

3.2.3. Cadena lineal periodica de N = [2,5,12] nodos y para-

metro no lineal e =1

Ahora, se utiliza ¢ = 1 y se hacen los mismos casos que con ¢ = 0.1 buscando

diferencias y similitudes para entender los efectos de los osciladores no lineales.

En las Figuras 3.29, 3.30 y 3.31, se muestran los desplazamientos del nodo 0 con
cadenas lineales con condiciones a la frontera periddicas de N = 2, 5 y 12, respecti-
vamente. Se toman en cuenta las distintas no linealidades: Duffing, Rayleigh y Van
der Pol, y la lineal para comparar, en donde en cada simulacién se empieza con las

mismas condiciones iniciales.

En la Figura 3.29, se observa que el caso lineal y el de Duffing se sobreponen.
En el caso de Van der Pol, entra en el ciclo limite y oscila de manera similar a un
oscilador lineal. En tultima, el caso de Rayleigh crece rapidamente y no se observa

que llegue a un ciclo limite con el tiempo simulado.
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Figura 3.29: Se muestran los desplazamientos del nodo 0 con N = 2 para
los casos de osciladores no lineales y el caso del oscilador armoénico con € = 1.

En las Figuras 3.30 y 3.31, se observa que los casos lineales y de Duffing se sobre-
ponen. En los casos de Van der Pol y de Rayleigh, entran en el ciclo limite y oscilan

similarmente a un oscilador lineal.

Bl

Figura 3.30: Se muestran los desplazamientos del nodo 0 con N = 5 para
los casos de osciladores no lineales y el caso del oscilador armoénico con € = 1.
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Figura 3.31: Se muestran los desplazamientos del nodo 0 con N = 12 para
los casos de osciladores no lineales y el caso del oscilador armoénico con € = 1.

En las Figuras 3.32, 3.33 y 3.34, se muestran las frecuencias de los nodos de la
cadena lineal con N = 2 para los casos de Duffing, Rayleigh y Van der Pol, respecti-
vamente, donde en cada gréafica se compara con un nodo de la cadena con potenciales

armonicos.

En la Figura 3.32, se observa la misma frecuencia para los dos nodos del caso
lineal y del de Duffing. En la Figura 3.33, no se observa ninguna frecuencia, justo

porque el sistema no entra en un estado de oscilacion y sigue creciendo.
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Figura 3.32: Se muestran las frecuencias de los nodos en el caso de Duffing

con N =2 con € = 1, se observa la misma frecuencia que con el caso lineal.
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Figura 3.33: Se muestran las frecuencias de los nodos en el caso de Rayleigh
con N =2 con € = 1, se observa que no hay picos maximos.

En el caso de Van der Pol, Figura 3.34, se observan 5 frecuencias nuevas que

estdn mas alla de w = 2wy y llegan hasta w =~ 15wy, donde cada frecuencia nueva

baja de intensidad. La frecuencia del caso lineal también aparece, siendo la de mayor
intensidad.

73
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Figura 3.34: Se muestran las frecuencias de los nodos en el caso de Van
der Pol con N = 2 con € = 1, se observan nuevas frecuencias, ademas de la
frecuencia del caso lineal.

En las Figuras 3.35, 3.36 y 3.37, se muestran las frecuencias de los nodos de la
cadena lineal con N = 5 para los casos de Duffing, Rayleigh y Van der Pol, respec-

tivamente, donde en cada grafica se compara con el nodo 0 de la cadena lineal.

En la Figura 3.35, donde se tiene el oscilador de Duffing, se observan las mismas
frecuencias para los cinco nodos. En el caso de Rayleigh, Figura 3.36, se observan
5 frecuencias nuevas que llegan hasta w ~ 13wy y aparecen las dos frecuencias del

caso lineal.
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Figura 3.35: Se muestran las frecuencias de los nodos en el caso de Duffing
con N =5 con € = 1, se observan las mismas dos frecuencias del caso lineal.
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Figura 3.36: Se muestran las frecuencias de los nodos en el caso de Rayleigh
con N = 5 con € = 1, se observan nuevas frecuencias, ademés de las dos
frecuencias del caso lineal.

En el caso de 3.37, se observan 5 frecuencias nuevas que pasan w = 2wy y llegan

hasta w =~ 21wy, donde cada frecuencia nueva baja de intensidad. En el caso de las

dos frecuencias lineales, solamente aparece la segunda con un pico de gran intensidad.
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Figura 3.37: Se muestran las frecuencias de los nodos en el caso de Van der

Pol con N = 5 con € = 1, se observan cinco nuevas frecuencias, pero solo
aparece una del caso lineal en donde esta el pico méas grande de intensidad.

En las Figuras 3.38, 3.39 y 3.40, se muestran las frecuencias de los nodos de la

cadena lineal con N = 12 para los casos de Duffing, Rayleigh y Van der Pol, respec-

tivamente, donde en cada grafica se compara con el nodo 0 de la cadena lineal.

En la Figura 3.38, se tiene el caso de Duffing y se observan las mismas frecuencias

para los cinco nodos, ademéas en este caso aparecen pequenos picos entre los méas
grandes.
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Figura 3.38: Se muestran las frecuencias de los nodos en el caso de Duffing
con N = 12 con € = 1, se observan las mismas 6 frecuencias del caso lineal y
nuevos picos de baja intensidad.

En 3.39, se tiene el caso de Rayleigh y se observan 4 frecuencias nuevas que llegan
hasta w ~ 13wy y aparecen las frecuencias de los casos lineales menos la tltima en
w = 2wyg. Ademaés, hay algunos nodos que tienen una fuerte dependencia en una sola

frecuencia, que corresponde a una de las frecuencias del caso lineal.
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Figura 3.39: Se muestran las frecuencias de los nodos en el caso de Rayleigh
con N = 12 con ¢ = 1, se observan nuevas frecuencias, pero desaparece
una de las frecuencias del caso lineal y hay una fuerte dependencia en una
frecuencia para algunos nodos.

En el caso de Van der Pol, Figura 3.40, se observan 5 frecuencias nuevas que

pasan w = 2wy y llegan hasta w ~ 21wy, donde cada frecuencia nueva baja de inten-

sidad. En el caso de las frecuencias lineales, solamente aparece la tltima con w = 2wy.
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Figura 3.40: Se muestran las frecuencias de los nodos en el caso de Van der
Pol con N = 12 con € = 1, se observan cinco nuevas frecuencias, pero solo

aparece una del caso lineal.
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Para las frecuencias en los casos de la constante no lineal ¢ = 1, se observd que
para el caso de Rayleigh y Van der Pol ocurre lo mismo que con € = 0.1. Es decir,
aparecen nuevas frecuencias méas alla de w = 2wy y en Van der Pol desaparecen

frecuencias del caso lineal, mientras que para Rayleigh se recuperan.

En la Figura 3.41, se observan los espacios fases para Van der Pol y Rayleigh
con € =1yredesde N =5y N = 12. En el caso de Rayleigh con N = 5 se puede
observar que el nodo 0 sigue de forma parecida la trayectoria del espacio fase de
Rayleigh de la Figura 2.13, mientras que los otros nodos tienen una trayectoria que
no se cierra, pero que tiene los limites bien definidos. Para N = 12 de Rayleigh se

nota lo mismo que para N = 5, la tnica diferencia es que no se observa la trayectoria

del nodo 0.
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Figura 3.41: De izquierda a derecha y de arriba a abajo: 1) Caso Rayleigh
con N = 5, se observa que el nodo 0 tiene la forma del espacio fase de
Rayleigh mientras que los otros nodos no. 2) Caso Rayleigh con N = 12, se
observa que los nodos tienen trayectorias que no se cierran. 3) Caso Van der
Pol con N =5, donde el nodo 0 y 1 tienen la trayectoria parecida al oscilador
de Van der Pol y los otros a trayectorias de oscilador arménico con distintas
amplitudes. 4) Caso Van der Pol con N = 5, donde el nodo 0 y 1 tienen
la trayectoria parecida al oscilador de Van der Pol y los otros de oscilador
armonico con distintas amplitudes.

En los casos de Van der Pol N =5y N = 12, se puede ver que los nodos 0 y 1
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siguen trayectorias parecidas al oscilador de Van der Pol, Figura 2.11. Mientras que
los otros nodos siguen trayectorias de oscilador armoénico. Para el nodo 3 con N =5

el punto rojo del centro es su trayectoria, donde pierde casi toda su energia.

3.2.4. Cadena lineal periédica de N = 100 nodos y parametro

no lineal e =1
Ahora, se hace lo mismo pero para una cadena de N = 100 nodos y € = 1. En la
Figura 3.42, se ve el desplazamiento del nodo 0. En el caso de Rayleigh se tuvo que

tomar una mayor cantidad de tiempo para encontrar el ciclo limite y se grafico so-

lamente la parte del ciclo limite para que apareciera en el mismo intervalo de tiempo.
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Figura 3.42: Se muestran los desplazamientos del nodo 0 en una cadena
lineal de N = 100 y con una constante no lineal de ¢ = 1 para los distintos
osciladores no lineales y el caso lineal.

En las Figuras 3.43, 3.44 y 3.45, se observan las frecuencias de los nodos 0, 1,
25, 50, 75 y 99 que presenta la cadena lineal a partir de que el sistema alcance el
ciclo limite para los distintos casos de no linealidad: Duffing, Rayleigh y Van der

Pol, respectivamente.
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En el caso de Duffing (Figura 3.43) queda sobre el caso lineal al igual que en los
casos mencionados anteriormente. Las frecuencias mas grandes de w = 2wy para los

nodos 0 y 1, se observa una especie de ruido que no se present6 en los otros casos

de Duffing.
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Figura 3.43: Se muestran las frecuencias de los nodos en el caso de Duffing
con N = 100, después de la tltima frecuencia de la cadena se observan
pequenas frecuencias para nodos 0 y 1.

En el caso de Rayleigh (Figura 3.44) se puede notar que las frecuencias del caso
lineal quedan cubiertas por las no lineales, pero se nota un pico de mayor intensidad

acercandose a w = 2wy al igual que en los otros casos. Ademas, se notan varios

grupos de frecuencias en intervalos que estan mas alla del caso lineal.
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Figura 3.44: Se grafican las intensidades contra las frecuencias de algunos
nodos de la cadena lineal N = 100 y ¢ = 1 con un potencial tipo Rayleigh.

En el caso de Van der Pol (Figura 3.45) se observa que ya no aparecen varias
de las frecuencias del caso lineal y que hay un pico de gran intensidad acercandose
a w = 2wq. Al igual que en el caso de Van der Pol con ¢ = 0.1 y en los casos de

Rayleigh, hay grupos de frecuencias en intervalos mas alld de w = 2wy.
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Figura 3.45: Se grafican las intensidades contra las frecuencias de algunos
nodos de la cadena lineal N = 100 y € = 1 con un potencial tipo Van der
Pol.

En el caso de las cadenas lineales de N = 100 con un oscilador de Rayleigh y
uno de Van der Pol, se puede volver a graficar el espacio fase de algunos nodos una
vez que estan en el ciclo limite. En las Figuras 3.46 y 3.47, se pueden ver los ciclos
limites de la cadena lineal con un oscilador no lineal de Van der Pol y Rayleigh,

respectivamente.



CAPITULO 3. RESULTADOS Y ANALISIS 84

Van der Pol N=100, £=1, P=0
Nodo 0 Nodo 1 Nodo 2

A 3 P 3 T 13 B of ok 0% b 1B 1l 10
Nodo 10 Nodo 20 2 Nodo 25

Nodo 50 Nodo 70

RS W 1z T
Nodo 80 Nodo 99

Figura 3.46: Se muestran los espacios fases de algunos nodos de la cadena
lineal con NV = 100 y € = 1. Hay una conexién no lineal de Van der Pol entre
los nodos 0 y 1, donde justo siguen una trayectoria de oscilador Van der Pol
en el espacio fase. El eje X es la posicion y el eje Y la velocidad.
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Figura 3.47: Se muestran los espacios fases de algunos nodos de la cadena
lineal con N = 100 y € = 1. El nodo 0 tiene el término lineal de Rayleigh,
donde justo sigue una trayectoria de oscilador Rayleigh en el espacio fase. El
eje X es la posicion y el eje Y la velocidad.

Para el caso de Rayleigh se observa que para el nodo 0 el espacio fase tiene forma

del oscilador de Rayleigh, mientras que para Van der Pol los nodos 0 y 1 siguen
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trayectorias parecidas a las del oscilador de Van der Pol.

Entonces, en el caso de € = 1 se vio que la dindmica no lineal tipo Duffing no
es suficiente para marcar una diferencia observable del caso lineal, mientras que en
los casos de Rayleigh y Van der Pol luego de un tiempo la dindmica llega a un ciclo
limite. En estos tltimos dos casos, los nodos con los términos no lineales presentan
trayectorias en los espacios formas parecidos a sus osciladores respectivos. Mientras

que los otros nodos de la cadena tienen trayectorias dentro de un intervalo bien

definido.

En la seccion [3.1], se discutieron dos formas de encontrar las frecuencias a par-
tir de la transformada réapida de Fourier, en ese caso se trabajaron con osciladores

lineales y se buscaron N = 100 frecuencias normales.

En esta seccion se trabajaron con osciladores no lineales en la cadena lineal pe-
riodica y esta no linealidad produjo mas frecuencias, desconociendo cuantas mas.
Viendo las graficas de frecuencias con N = 100 y € = 1, aparecen varios picos de
intensidad que no se puede distinguir si son ruido por el error numérico o son picos
de frecuencias normales, por lo que en esta secciéon no se pudo graficar la curva de

dispersion para los distintos casos de osciladores no lineales.

En los casos de Duffing con N = 100 nodos y € = 0.1, 1, las frecuencias son las
mismas que el caso lineal, por lo que la curva de dispersion seria la misma. En los
casos de Rayleigh con N = 100 y ¢ = 0.1, 1, se presentan las mismas frecuencias
que el caso lineal. Pasando w = 2wy aparecen nuevas frecuencias, en el intervalo de
Swy a 6wy aparecen varias frecuencias y luego en el caso € = 1 aparecen otros dos

intervalos de 8wy a 10wy y de 12wy a 13wy.

En el caso de Van der Pol con N = 100 y ¢ = 0.1, aparecen las mismas fre-
cuencias que el caso lineal y una frecuencia en w =~ 6wy. En el caso de N = 100 y

e = 1, las frecuencias del caso lineal no aparecen todas y, al igual que en Rayleigh,
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aparecen mas frecuencias méas alla de w = 2w, en intervalos. Estos estan al rededor

de w =~ 6wy, 9wy, 13wy, 17wp.

En los espacios fases de la cadena lineal periddica con un oscilador de Van der
Pol y Rayleigh, cuando se tuvieron cadenas de N = 5y N = 12, las trayectorias eran
més definidas. Mientras que los casos de N = 100 nodos, ya no tanto, si bien tienen
un intervalo definido. En los casos de e = 1 y N = 100, se puede observar que en los
nodos que estan acoplados a los osciladores no lineales aparecen las trayectorias de
los osciladores respectivos, mientras que los otros nodos tienen trayectorias con un

rango acotado.

Ademés, en el caso de Van der Pol con N = 12 y € = 1, se puede ver que los
nodos tienen trayectorias cerradas con amplitudes constantes para los que no tienen
el oscilador de Van der Pol. Si se observan las frecuencias para estos nodos, Figura
3.40, se puede notar que ya no aparecen las del caso lineal. Esto quiere decir que no
depender en las frecuencias de una cadena lineal hace que las trayectorias estén bien
definidas y sean cerradas. Ya que en el mismo caso de N = 12y € = 1 con el oscilador
de Rayleigh, Figura 3.39, los nodos si tienen como dependencia las frecuencias de la
cadena lineal con osciladores armoénicos y sus trayectorias no son tan definidas como

en el caso de Van der Pol.

3.3. Dinamica de una red Watts-Strogatz de oscila-
dores armoénicos acoplados controlados por un
oscilador no lineal

En esta secciéon se retoman las redes WS con las probabilidades de reconexion
P =0.1,0.5y 0.9, donde ahora se anade la no linealidad de Rayleigh en el nodo 0 y
la de Van der Pol entre los nodos 0 y 1 con € =1 y con redes de N = 12 nodos. En

cada red se simula con las mismas condiciones iniciales, pero con las dos distintas no
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linealidades. No se toma en cuenta la no linealidad de Duffing, porque no apareci6
distincion al caso lineal. Esto se puede observar en las graficas de la Figura 3.18, ya
que las energias iniciales de las simulaciones no son considerables para marcar un

cambio con los casos de osciladores lineales.

En las Figuras 3.48, 3.53 y 3.57, se muestran las redes con P = 0.1, 0.5 y 0.9,
respectivamente. Siempre tomando en cuenta que los nodos 0 y 1 estén conectados

para el caso de Van der Pol y que las redes sean conexas.

3.3.1. Red de Watts-Strogatz de N = 12 nodos, pardmetro no

lineal ¢ = 1 y probabilidad de reconexién P = 0.1

Figura 3.48: Red Watts-Strogatz con P = 0.1 y 12 nodos.

En las Figuras 3.49 y 3.50, estan los espacios fases de los 12 nodos con el oscilador
Van der Pol. Para los nodo 0 y 1 se observa que las trayectorias siguen la misma que
el del oscilador de Van der Pol, mientras que los otros nodos siguen érbitas parecidas
al caso del oscilador lineal. El nodo 4 tiene una trayectoria con amplitud menor a

las demés, por lo que, observando la Figura 3.50, se ve que sigue una trayectoria
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distinta a las demaés.
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Figura 3.49: Los 12 espacios fases de los nodos de la red con oscilador Van
der Pol entre un par de nodos y P = 0.1, donde los nodos 0 y 1 muestran
una trayectoria parecidas al oscilador de Van der Pol.
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Figura 3.50: Los 12 espacios fases de los nodos de la red con oscilador Van
der Pol entre un par de nodos y P = 0.1, donde los nodos 0 y 1 muestran
una trayectoria parecidas al oscilador de Van der Pol. El eje X es la posicién
y el eje Y la velocidad.

En las Figuras 3.51 y 3.52, estan los espacios fases de los 12 nodos con un oscila-
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dor de Rayleigh. Se observan nuevas trayectorias para algunos nodos, mientras que

otros nodos tienen trayectorias ya vistas anteriormente.
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Figura 3.51: Los 12 espacios fases de los nodos de la red con un oscilador
de Rayleigh y P = 0.1.
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Figura 3.52: Los 12 espacios fases de los nodos de la red con un oscilador
de Rayleigh y P = 0.1. El eje X es la posiciéon y el eje Y la velocidad.
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3.3.2. Red de Watts-Strogatz de N = 12 nodos, parametro no

lineal ¢ = 1 y probabilidad de reconexién P = 0.5

Figura 3.53: Red Watts-Strogatz con P = 0.5 y 12 nodos.

En las Figuras 3.54 y 3.55, se muestran los espacios fases para las redes con
oscilador no lineal Van der Pol y Rayleigh, respectivamente, con probabilidad de

reconexion P = 0.5.

En el caso de oscilador de Van der Pol en la red de P = 0.5, Figura 3.54, se
observa que los nodos siguen trayectorias parecidas al caso de la cadena lineal con
un oscilador de Van der Pol con N = 12 y € = 1 de la seccién anterior. Se observa

que las trayectorias de los nodos 0 y 1 son las trayectorias del oscilador de Van der

Pol.
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Figura 3.54: Los 12 espacios fases de los nodos de la red con un oscilador
de Van der Pol entre un par de nodos y P = 0.5, donde los nodos 0 y 1
muestran una trayectoria de oscilador de Van der Pol.

En el caso del oscilador de Rayleigh, se observa que algunas trayectorias son
distintas a los casos antes estudiados, mientras que otras son iguales a otros casos.
Por ejemplo, la trayectoria del nodo 10 de este caso se parece a las de los nodos 1,

3 v 10 del caso de Rayleigh con P = 0.1.
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Figura 3.55: Los 12 espacios fases de los nodos de la red con un oscilador
de Rayleigh entre un par de nodos y P = 0.5, donde el nodo 0 muestra una
trayectoria de oscilador de Rayleigh.
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Figura 3.56: Los 12 espacios fases de los nodos de la red con un oscilador
de Rayleigh un un nodo y P = 0.5. El eje X es la posicién y el eje Y la
velocidad.



CAPITULO 3. RESULTADOS Y ANALISIS 93

3.3.3. Red de Watts-Strogatz de N = 12 nodos, pardmetro no

lineal ¢ = 1 y probabilidad de reconexién P = 0.9

En el ultimo caso se tiene P = 0.9 y se puede observar que ocurre lo mismo que
en el caso de cadena lineal periodica con oscilador de Van der Pol con € = 1 y con
N = 12 nodos. Es decir, las trayectorias son cerradas y bien definidas. Ademas, los

nodos tienen distintas amplitudes.

/

Figura 3.57: Red Watts-Strogatz con P = 0.9 y 12 nodos.
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Figura 3.58: Los 12 espacios fases de los nodos de la red con Van der Pol
y P = 0.9, donde los nodos 0 y 1 muestran una trayectoria de la forma del
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Figura 3.59: Los 12 espacios fases de los nodos de la red con Rayleigh y
P = 0.9, donde el nodo 0 muestra una trayectoria de la forma del oscilador

de Rayleigh.
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En esta seccion, se observo que los osciladores no lineales de Van der Pol y Ray-

leigh en redes de Watts-Strogatz con distintas probabilidades de reconexiéon contro-

lan la dinamica de los nodos, haciendo que los nodos sigan trayectorias distintas a

las que seguirian en una cadena lineal periddica con solamente potenciales armoénicos.
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Se notd que algunos nodos tuvieron amplitudes constantes, por lo que el oscilador
no lineal, no solo absorbe o disipa energia para mantenerse en su ciclo limite, sino
que también hace que los otros nodos mantengan una energia constante. En otros
casos, los otros nodos que no estan acoplados a los osciladores no lineales no tienen
amplitudes constantes, pero si siguen trayectorias cerradas, las cuales también se

generan por el oscilador no lineal de la red.



Capitulo 4

Conclusiones

En la presente tesis se abord¢ el analisis de los fenémenos colectivos (oscilaciones
colectivas) en redes regulares y de Watts-Strogatz que emergen de la interaccion li-
neal entre sus nodos, es decir, los nodos estan conectados por osciladores armoénicos.
De particular interés fue el analisis de los efectos de oscilaciones no lineales sobre
las frecuencias de oscilacién colectiva, cuando una red de osciladores lineales esté

acoplada a dichas oscilaciones no lineales.

Se consideraron tres casos de oscilaciones no lineales, donde cada uno es definido
por un oscilador no lineal paradigmaético: el de Duffing, el de Van der Pol y el de

Rayleigh.

En [4], se estudian las frecuencias de una red de Watts-Strogatz donde los nodos
estan conectados por osciladores lineales. Se tomo6 como base este sistema para luego
anadir los osciladores no lineales mencionados anteriormente y estudiar las frecuen-

cias de los sistemas, al igual que las trayectorias en los espacios fases.

El analisis se realizé por medio de simulaciones numéricas, resolviendo las ecua-
ciones de movimiento para las posiciones y velocidades de los nodos. Con las tra-
yectorias de los nodos se calcularon las frecuencias de oscilacion colectiva por medio
de un analisis de Fourier, a decir, con la transformada rapida de Fourier. Las fre-

cuencias resultantes en el caso en los que las redes son acopladas a las oscilaciones

96
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no lineales se compararon con las frecuencias de oscilacién colectiva de las redes en

ausencia del control no lineal considerado.

En los casos de una cadena lineal periodica (red regular), con N = 100 nodos y
parametro no lineal ¢ = 1 con los osciladores no lineales tipo Duffing y Rayleigh, se
notd que en sus espectros de frecuencias se encuentran las frecuencias de la cadena
lineal armoénica periédica. Ademas, en el caso de Rayleigh se tienen otras frecuencias

nuevas que no son de la cadena lineal armoénica ni del oscilador de Rayleigh.

Para la red del oscilador de Van der Pol con N = 100 y € = 1, no se obtuvieron
todas las frecuencias de la cadena lineal periodica armoénica, pero si nuevas frecuen-

cias que tampoco estaban en el caso del oscilador de Van der Pol.

Graficando los espacios fases de los nodos con conexiéon no lineal de las cadenas
lineales peridédicas con N = 100 y € = 1, se observa que siguen trayectorias parecidas
a los osciladores respectivos. Esto da a entender que el oscilador no lineal preserva
sus caracteristicas intrinsecas, es decir, su ciclo limite y, de manera cualitativa, la
trayectoria en el espacio fase. Ademaés, los nodos oscilan al rededor de una posicion

comun que emerge del acoplamiento de la cadena con el oscilador no lineal.

Una vez anadiendo las probabilidades de reconexion a las redes con N = 12
nodos y constante no lineal ¢ = 1, se observa que los osciladores no lineales tipo
Rayleigh y Van der Pol tienen un control sobre el sistema, ya que los deméas no-
dos siguen trayectorias cerradas, en algunos casos de amplitud constante, mientras
que los nodos con oscilador no lineal siguen teniendo trayectorias de sus respectivos
osciladores, disipando o absorbiendo energia. También se encontré que algunos siste-

mas exhiben movimiento cuasi-periédico por su rango bien acotado en el espacio fase.

Se trato de encontrar las curvas de dispersion para los diferentes casos de redes
creadas con algoritmo de Watts-Strogatz y con las distintas no linealidades, pero,

al tener tantos nodos y tantas conexiones, los métodos empleados para contar los



CAPITULO 4. CONCLUSIONES 98

picos méaximos en el espectro de frecuencia falla al contarlos todos. Aun asi, se puede
observar por los espectros de frecuencias como es que la frecuencia de corte es mayor
para los casos de redes con oscilador de Van der Pol y de Rayleigh que en los casos

de cadena lineal peridédica con osciladores armoénicos entre los nodos.

En las graficas de frecuencias con la presencia de un oscilador no lineal, se obser-
van nuevas frecuencias de las que no se puede decir si es ruido o una frecuencia del
sistema. Es por esta razén que no se pudieron realizar las curvas de dispersion de
cada sistema. A futuro se pueden usar métodos como “Singular spectrum analysis”
para diferenciar entre ruido y frecuencias del sistema en las series de tiempo ([38],

[39]).

Ademas, en los casos donde la dinamica de los nodos es llevada a un ciclo limite,
casos de Rayleigh y Van der Pol, se observo que las oscilaciones de los nodos son os-
cilaciones de osciladores armonicos, esto quiere decir que tienen una fase ¢ asociada

y puede calcularse la sincronizacion entre los nodos (|17], [18], [§]).
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