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Introduccion

La teoria de la medida es una rama del analisis real que estudia funciones
llamadas medidas, dichas funciones estan definidas en familias de conjun-
tos llamadas o-algebras, y a cada uno de los elementos de esta familia se
les asocia un numero real. Un espacio que admite las propiedades anterio-
res se le denomina espacio medible. Gracias a esta rama las aplicaciones en
probabilidad, estadistica y fisica han avanzado de manera extraordinaria. A
continuacion, revisamos un fragmento de la historia acerca de la nocién de
medida hasta llegar al contexto de este trabajo.

El concepto de medida tiene una historia de mas 5000 anos, que surge del
manejo de longitudes, areas y volimenes fundamentales y su calculo. Des-
de el Papiro de Mosci (1800 A.C.) pasando por el libro de Euclides, Los
Elementos (300 A.C.) y también por los resultados de Arquimides (287-212
A.C.). Asi, se mantuvieron las cosas durante 2000 anos, hasta que en 1883
G. Cantor (1845-1918) dio la primera definicién de medida m(A), de un con-
junto acotado arbitrario, A C R".

En 1901 Lebesgue introduce su medida, que lleva su nombre. Para dicha me-
dida en R, se muestran miltiples propiedades que esta cumple, una de ellas
es que es invariante bajo traslaciones, la estructura de los reales y la defini-
cion de medida de Lebesgue, hace inmediata esta propiedad. Sin embargo, en
un curso de teoria de la medida, el estudio de medidas abstractas definidas
sobre una o-algebra no se enfoca en probar esta propiedad, esto es porque
no resulta cierto para todo espacio medible. Asi, para introducir el concepto
de "traslaciones" se requiere trabajar en espacios con mas propiedades los
cuéles son los espacios topologicos y grupos algebraicos.

Con este par de conceptos es posible introducir los grupos topologicos, esta



idea fue considerada por primera vez a finales del siglo XIX por Sophus Lie.
Los grupos topologicos introdujeron nuevas herramientas para analizar pro-
blemas historicos a principios del siglo XX, una de las conjeturas concebidas
en este periodo era la existencia de una medida invariante sobre un grupo.
Alfred Haar fue el primero en probar la existencia de una medida invariante
bajo traslaciones izquierdas en cualquier grupo compacto y separable, este
resultado fue publicado en 1933.

Debido a esto, a las medidas invariantes bajo traslaciones se les llama medi-
das de Haar, cabe destacar que en este trabajo no se mencioné la unicidad de
dicha medida, el primero en demostrar la existencia y la unicidad fue André
WEeil, cuya prueba estaba basada en el Axioma de Eleccion.

Este trabajo estd enfocado en dar una demostracion de la existencia y la
unicidad de la medida de Haar en grupos topolégicos localmente compactos,
y mas en concreto, exhibir de manera explicita la media de Haar en el grupo
especial unitario SU(2), el trabajo se divide en los tres capitulos siguientes:

Capitulo 1 (Preliminares): En este capitulo, se introducen los conceptos
topologicos mas importantes que fundamentan la existencia y unicidad de la
medida de Haar, asi como la definicién y propiedades de los grupos local-
mente compactos y de Hausdorff, que son los espacios donde desarrollamos
la teoria. Por tltimo, introducimos el concepto de medida regular de Borel
para grupos localmente compactos y de Hausdorff, y mostramos algunas de
sus propiedades.

Capitulo 2 (Existencia y Unicidad de la medida de Haar): En este
capitulo, definimos la medida de Haar para espacios localmente compactos y
de Hausdorff, damos una construccion que prueba la existencia de la medida
de Haar para dichos espacios, esta construccion se basa en los conceptos de
ser una medida de Borel regular sobre los conjuntos compactos, y se extiende
de una medida exterior a todos los conjuntos. Posteriormente, recordamos
dos resultados fundamentales como lo son el teorema de representacion de
Riesz y el teorema Fubbini para grupos localmente compactos. Utilizando
dichos resultados, mostramos la unicidad de la medida de Haar, en el sentido
de que dadas dos medidas de Haar izquierdas p y v, existe un nimero no
negativo c tal que p = cv.



Capitulo 3 (La medida de Haar en SU(2)): Para finalizar este trabajo,
estudiaremos el grupo especial unitario de grado dos ”SU(2)”, mostraremos
diversas propiedades algebraicas que dicho grupo cumple, para posteriormen-
te, darle estructura de grupo topolégico. Para esto, es necesario notar que
dicho grupo es una variedad diferenciable de dimension 3, que es difeomorfo
a la 3-esfera, y como consecuencia de esto se puede pensar en el grupo SU(2)
como un grupo topolégico compacto, con la topologia inducida por los abier-
tos en el espacio real de dimension 4. Luego, por lo mostrado en el capitulo
anterior podemos asegurar la existencia y unicidad de la medida de Haar
izquierda en SU(2). Para finalizar este capitulo, mostraremos por medio del
estudio de formas diferenciables un calculo explicito de esta medida.






Capitulo 1

Preliminares

Como mencionamos anteriormente, el proposito de este capitulo es introducir
los conceptos necesarios para dar la demostracion de la existencia de la me-
dida de Haar. Para poder introducir la medida de Haar, es necesario trabajar
con los 3 siguientes conceptos:

i) Topologia: Son 3 resultados importantes que debemos mostrar en los
espacios topologicos de Hausdorff, el primero, consta de separar con-
juntos compactos por subconjuntos compactos disjuntos. El segundo, es
mostrar que existe un conjunto compacto con interior no vacio en un es-
pacio localmente compacto, la dltima es mostrar compacidad mediante
la propiedad de interseccion finita (P.I.F.) y el teorema de Tychonoff.

ii) Grupos topoldgicos: Definimos grupo topologico y damos resultados
que destacan la importancia de los subconjuntos abiertos que contienen
al elemento neutro.

iii) Medida de Borel: Definicion de una medida en un grupo topologico
localmente compacto y de Hausdorff.

A continuacion, introducimos la notacién y convenciones que ocuparemos a
lo largo de este trabajo.

Notacién y convenciones

= Si X es un conjunto denotamos por P(X) a su conjunto potencia.

= Sean X un conjunto y ¥ C P(X). Denotaremos por o[X] a la o-algebra
generada por 2.



= Decimos que un conjunto es numerable si existe una funcién biyectiva
entre los elementos del conjunto y N. Diremos que es contable si es
finito numerable.

1.1. Algunas nociones topolégicas

La topologia es una de las ramas mas importantes de la matematica, a con-
tinuacion, revisamos algunos de los principales conceptos y resultados que
usaremos a lo largo del trabajo.

Definicion 1.1. Una topologia en un conjunto X es una coleccion T de
subconguntos de P(X) que cumple las siguientes propiedades

i) Oy X estdn contenidos 7.

it) La union de los elementos de toda subcoleccion de T estd contenida en
T.

iii) La interseccion de elementos de cada subcoleccion finita de T estd con-
tenida en T.

Un conjunto X para el que se ha especificado una topologia T se denomina
espacio topologico.

Hablando rigurosamente un espacio topolédgico es un par ordenado (X, 7),
formado por un conjunto X y una topologia 7 en X, pero a menudo se omite
la mencién especifica de 7 si no hay confusion.

Si X es un espacio topolégico con una topologia 7, decimos que un sub-
conjunto U de X es un conjunto abierto si U pertenece a la colecciéon .
Usando esta terminologia, se dice que un espacio topolégico es un conjunto
X, junto con una colecciéon de subconjuntos de P(X) llamados conjuntos
abiertos, tales que () y X son abiertos, las uniones arbitrarias y las inter-
secciones finitas de los conjuntos abiertos son abiertos. Sea (X, 7) un espacio
topologico, y A C X. Se define el interior de A denotado por A° como la
union de todos los abiertos contenidos en A.

Con la siguiente definiciéon asociamos conjuntos abiertos a cada elemento del
espacio X.



Definicion 1.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, sea U C X y sea v € X.
Se dice que U es una vecindad o vecindad abierta del elemento x si x € U y
Uer.

Del concepto de un conjunto abierto U en un espacio topologico X, se deriva-
da el concepto de conjunto cerrado, el cual se define como sigue, FF C X es
un conjunto cerrado siy solo si X — F' es un conjunto abierto. La siguiente de-
finicién permite caracterizar un conjunto formado por subconjuntos cerrados
dado cualquier subconjunto de X.

Definicion 1.3. Sea X un espacio topologico y sea A un subconjunto de X.
La interseccion de todos los subconjuntos cerrados de X que contienen a A
se llama la cerradura de A en X, y es denotado por Clx(A).

Dado un subconjunto S de un espacio topolégico (X, 7) es posible definir una
topologia en S a partir de 7, para esto es necesario introducir el concepto de
topologia relativaﬂ

Definicion 1.4. Dados un espacio topoldgico (X, T) y un subconjunto S de
X se llama topologia relativa sobre S a la topologia

s ={ANS | Aer}

Se dice que el espacio topologico (S,7)s) es un subespacio topoldgico de
(X, 7).

Mostrar de manera explicita todos los conjuntos en una topologia resulta
complicado en muchos casos, como solucién a esta problema hay dos for-
mas de generar una topologia implicitamente a partir de una colecciéon mas
pequena de subconjuntos, la siguiente definiciéon describe que debe cumplir
dicha coleccion.

Definicion 1.5. Sea X un conjunto. Una base para una topologia en X es
una coleccion B de subconjuntos de X, llamados elementos base, tales que

i) Para cada x € X, hay un elemento base B tal que x € B.

ii) S1 x pertenece a la interseccion de dos elementos bdsicos By y Bs,
entonces, hay un elemento base B tal que x € B y B C B1 N Bs.

!También es conocida como topologia inducida o heredada.



Si B es una base para una topologia en X, diremos que: Un subconjunto U
de X es abierto si para cada punto x en U, existe un elemento de base B tal
quere By BCU.

Definicion 1.6. Sea X un conjunto. Una subbase para una topologia en X
es una coleccion S de subconjuntos de X, llamados elementos de subbase, tal
que U S = X. La topologia generada por S se define como la coleccion de
todas las uniones de intersecciones finitas de conjuntos en S.

En cualquier espacio métrico, las vecindades abiertas forman una base para
una topologia en ese espacio. La topologia euclidiana en R" es entonces
simplemente la topologia generada por estas vecindades. En otras palabras,
los conjuntos abiertos de la topologia euclidiana en R" estan dadas por unio-
nes (arbitrarias) de las vecindades abiertas B,.(p) := {x € R" : d(p, x) < r},
donde 7 > 0 y p € R", dénde d es la métrica euclidiana.

Observacion 1.1. Se debe tener en cuenta también que la coleccion de todas
las intersecciones finitas de elementos en S forma una base. Esto significa
que cada subbase induce una base.

Continuamos con el tema de las funciones entre espacios topoldgicos el cual
es un tema importante y extenso, nos centraremos en la continuidad de las
funciones, veamos su definicion.

Definiciéon 1.7. Sean (X, 1), (Y, 72) espacios topoldgicos. Se dice que una
funcion f: X — Y es continua si para cada subconjunto abierto V de Y,
el conjunto f~H(V) es un subconjunto abierto de X. Se dice que f es un
homeomorfismo si f es biyectiva y f, f~* con continuas.

Nos interesa trabajar en una clase particular de espacios topolédgicos los cué-
les cumplen condiciones llamadas axiomas de separacién que a continuaciéon
enunciamos.

Definiciéon 1.8. Sea X un espacio topologico.

i) Se dice que X es Ty (y se denota por X € Ty), si para cualquier par
de elementos x,y en X distintos, existe una vecindad U tal que

card({z,y} NU) = 1.

4



it) Se dice X es Ty (y se denota por X € Ty), si para cualquier par de
elementos x,y en X distintos, existen dos vecindades U y V' de x y de
y, respectivamente, tales que U NV = ).

Un resultado tmportante de los axiomas de separacion es que son un inva-
riante topoldgico |

A los espacios 15 también se les conoce como espacios de Hausdorff, en
honor a Felix Hausdorff, quién los introdujo por primera vez.

Antes de enunciar la definiciéon de un espacio compacto, necesitamos el con-
cepto de cubiertas.

Definicion 1.9. Sea X un espacio topologico y R C X. Consideremos una
familia de subconjuntos de X dada por U = {U, | o € A}. Se dice que U es
cubierta de R si
RC | Ve
acA
St ademas cada elemento U, € U es abierto, diremos que U es una cubierta
abierta.

Por otro lado, siV = {Vs | B € B} es otra cubierta de R, diremos que V es
subcubierta de U, si V C U.

Definiciéon 1.10. Un espacio topologico X se llama compacto, si toda cu-
bierta U de X posee una subcubierta finita.

Nos centraremos en subconjuntos de R" cuyos conjuntos compactos con la
topologia euclidiana se pueden caracterizar mediante el teorema de Heine-
Borel el cual afirma que los subconjuntos compactos de R" son los cerrados
y acotados.

En el siguiente resultado, enunciamos un par de propiedades de los subcon-
juntos compactos en espacios con otras caracteristicas.

2Un invariante topologico es una propiedad del espacio que se preserva bajo homeo-
morfismos.



Proposicion 1.1. Sea X un espacio topoldgico.

i) Si X es de Hausdorff y K C X es un subconjunto compacto, entonces
K es cerrado.

it) Si X es un espacio compacto y K C X es cerrado, entonces K es
compacto.

Demostracion. Ver [2] pagina 163. O

El siguiente concepto es mas débil que la compacidad, sin embargo, sera
fundamental en este trabajo.

Definicion 1.11. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es localmen-
te compacto si cada elemento x € X tiene una vecindad abierta U cuya
cerradura Clx(U) es compacta.

Observacion 1.2. La compacidad y la compacidad local son un invariante
topoldgico.

A continuacién, mostraremos algunas propiedades de los conjuntos compac-
tos en un espacio de Hausdorff, dichos resultados serén claves en los capitulos
posteriores.

El siguiente lema, es un resultado derivado de la Proposicién 1.1 ).

Lema 1.1. Sea X un espacio de Hausdorff y K C X un subconjunto compac-
to. Entonces, para cada x € X — K existen abiertos U, U tal que {x} C U,,
KQUK yUmeK:@.

Demostracion. Ya que X es de Hausdorff, para cada k € K podemos en-
contrar abiertos disjuntos tales que {z} C U,x, {k} C Uy. Notemos que los
abiertos Uy forman una cubierta abierta de K. Como K es compacto, existe
una subcubierta abierta finita, sea Y C K un conjunto finito tal que {U, } ey
cubre a K. Definimos

U, := ﬂ Usy-

yey
Por construccién U, es abierto y disjunto de todos los Uy, por lo tanto también

de la union
UK = U Uy.
yey
Asi, U, vy Uk son los dos abiertos requeridos. O



El siguiente resultado generaliza el Lema 1.1.

Proposicion 1.2. Sean X un espacio de Hausdorff, K y L dos conjuntos
compactos ajenos. Entonces existen U,V conjuntos abiertos tales que K C U,

LCVyUNV=40.

Demostracion. Sea k € K. Como KNL =10, k¢ L.

Ya que L es compacto, por el Lema 1.1, existen abiertos Uy, V} tales que
keU, L CV,yU,NV,=0. Los conjuntos {Uy }rcx forman una cubierta
abierta de K. Por ser compacto, hay una subcubierta finita {Uy,,..., Uy, }
que lo cubre.

Ahora, para cada k; € K consideremos el correspondiente Vj,, y definimos

n

Observe que por construccion U y V son abiertos, y K C U y L C V asi,
para cada k;, Uy, NV}, = 0 por lo que UNV = 0.
O

Continuamos con la siguiente definicion.

Definicion 1.12. Sea X un espacio topologico. Para v € X, definimos la
familia de vecindades de x, denotada por N como

N, :={U C X | existe un conjunto abierto V tal que x € V C U}.

La siguiente proposicién muestra una caracteristica importante de los espa-
cios que son localmente compactos y de Hausdorff simultaneamente.

Proposicién 1.3. Sean X un espacio de Hausdorff localmente compacto y
xr € X. Entonces, para cada U € N, existe V tal que V € N, Clx(V) es
compacto y Clx (V) CU.



Demostracion. Sea U € N,. Como X es localmente compacto, por definicion,
existe un conjunto compacto K y un conjunto abierto U; tal que x € U; C K.

Sea Uy = U; NU. Entonces Uy es un conjunto abierto que contiene a x. Sea
L = K — Uy. Como X es de Hausdorff y K es compacto, se sigue por la
Proposicion 1.1 que K es cerrado. Asi, L también es cerrado y por ser un
subconjunto cerrado de un compacto también es compacto, ademés x & L.
Como X es de Hausdorff y K es compacto por la Proposiciéon 1.2, existen
dos conjuntos abiertos disjuntos Vi, V5 tales que z € V} y L C V5.

Ahora, tomemos V = Vi N Uy, entonces V € N, también V C K. Luego,
dado que VC Vi, L C Vo y V1 NV, = 0, se tiene que Clx (V)N L = (), esto
implica que Clx (V) C Uy CU.

Teniendo que V' C K y al ser K cerrado, se sigue que Clx (V) C K, la
compacidad de K implica que Clx (V) también es compacto. Por lo tanto
tenemos una vecindad V € N, tal que

Clx(V) es compacto y Clx (V) C U. O

La existencia de este conjunto compacto Clx (V') con interior no vacio en
un espacio localmente compacto y de Hausdorff sera clave para probar la
existencia de la medida de Haar. Con esta idea es posible construir un nuevo
conjunto compacto que contiene a un compacto dado.

Proposicion 1.4. Sea X un espacio localmente compacto y de Hausdorff,
K C X un subconjunto compacto y U un conjunto abierto de X tal que
K C U. Entonces existe V un conjunto abierto tal que K CV C Clx (V) CU
con Clx (V') compacto.

Demostracion. Por la Proposiciéon 1.3, dada x € K, existe V, un conjunto
abierto con cerradura compacta tal que = € V, C Clx(V,) C U. Como K
n

es compacto existen V7, .- -V, tales que K C U V;. Sea V = U V;, entonces
i=1 i=1

Clx (V') es compacto y Clx (V) C U. O

En el siguiente lema damos una idea similar que consiste en separar conjuntos
compactos que estan contenidos en la unién de dos abiertos en subconjuntos
compactos ajenos.

Lema 1.2. Sea X un espacio de Hausdorff, sea K un subconjunto compacto
de X, y sean Uy y Us subconjuntos abiertos de X tal que K C U; U Us.



Entonces, hay dos conjuntos compactos Ky y Ko de X tal que
K, CUy, Ky CUs, y K=K UK.

Demostracion. Definamos Ly = K — U,y Ly = K — U,. K es cerrado ya que
X es de Hausdorft, asi cada L; es cerrado. Dado que cada L; es un subespacio
cerrado de Ky K es compacto, se sigue que cada L; es también compacto.
Ademaés, como K C U; U Us, se sigue que L; N Ly = ().

Dado que L; y Ly son subconjuntos compactos disjuntos de un espacio de
Hausdorft, por la Proposiciéon 1.2 podemos separarlos con conjuntos abier-
tos disjuntos, digamos V; y V5 respectivamente. Definamos K; = K — V)
y Ky = K — V5. De manera similar al razonamiento anterior K; y K, son
compactos. Ahora

Ki=K-ViCK-L = K—(K-U))=KnNKnU")® = KNn(K°uU,) C U,
y

Ky=K-V, CK—Ly=K—(K-U) = KN(KNUS)® = KN(K°UU,) C Us.
Ademas, K, UKy = (K - V) U(K - Vo) =K — (V,nV,) = K. O

Dado el resultado anterior, es natural pensar que al conjunto K podemos
dividirlo en méas de dos subconjuntos compactos. Gracias al principio de
induccién matematica tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.1. Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff, K € X

un conjunto compacto y Uy, ..., U, conjuntos abiertos tales que K C U Us.
i=1

n
Entonces existen Ki,..., K, conjuntos compactos tales que K = UKi Y
i=1
K; CU; conie{l,...,n}.

Para concluir con los temas de topologia, repasaremos los conceptos de pro-
ductos de espacios topoldgicos compactos y la propiedad de interseccion finita
que sustentan gran parte de la prueba de la existencia de la medida de Haar .

Dada una coleccion {(Xa,74) | a € A} de espacios topolégicos, la topologia
producto T sobre el producto cartesiano

X:HXQ

acA

9



es la topologia que tiene como subbase S = {7, '(U) | « € A, U € 1.},
donde 7, : X — X, es la proyecciéon en la coordenada «a. La topologia pro-
ducto de estos espacios es entonces la topologia inducida por las proyecciones.

La topologia de las cajas sobre X es la topologia 75 que tiene como base de
la coleccion de los productos de la forma

y es claramente mas fina que la topologia producto, pero ambas coinciden
sobre productos con una cantidad finita de factores.

Si se quiere mostrar que un conjunto es compacto, por supuesto que se po-
dria probar directamente que cada cubierta abierta del conjunto tiene una
subcubierta finita. Sin embargo, es conveniente tener una forma alternativa
de comprobar la compacidad. A continuacién, damos tal método alternativo.

Definicion 1.13. Dada una coleccion C C P(X) diremos que C tiene la
propiedad de interseccion finita (PIF) si toda subcoleccion finita

{Cy,...,C,}

de C tiene interseccion no vacia
n
() Ci #0.
i=1

La propiedad de interseccion finita nos permite caracterizar a los conjuntos
compactos usando conjuntos cerrados como lo enuncia la siguiente proposi-
cion.

Proposicién 1.5. Sea X un espacio topoldgico. X es compacto si y solo st
para toda coleccion C de subconjuntos cerrados de X que tiene la propiedad
de interseccion finita, se cumple que NC # (.

Demostracion. Ver [2] pagina 260. O

El siguiente resultado es el iltimo y uno de los mas importantes de la seccién,
ya que nos garantiza la compacidad del producto de espacios compactos.

Teorema 1.2. (Tychonoff) Un producto es compacto si y sdlo si cada uno
de los factores es compacto.

Demostracion. Ver [2] pagina 262. O
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1.2. Grupos Topolbgicos

Comencemos con la definicién de grupo.

Definicién 1.14. Un grupo es un par ordenado (G, o), con G un conjunto no
vacio, o una funcion de G x G — G llamada operacion binaria y denotada
por o(x,y) := x oy, la cual satisface

i) La operacidn o es asociativa, es decir, xo(yoz) = (zoy)oz para todos
x,y,z2 € G.

it) Eriste e € G tal que eox = x = x oe, para todo x € G.
i) Dado x € G, existe ' € G tal que ¥’ ox =e=zo01’.

En lo que sigue, la operacion "o" la denotaremos simplemente por zoy = xy.
Si G' es un grupo que cumple que para todo z,y € G, vy = yx diremos que
el grupo G es abeliano.

En esta seccion introducimos y estudiamos una parte de la teoria de los
grupos topologicos. Estos son grupos en sentido algebraico, que han sido do-
tados de una estructura topolégica. Tener una topologia nos permite imponer
ciertas condiciones de continuidad en la operaciéon del grupo. También, nos
permite hablar sobre subconjuntos compactos y abiertos de estos grupos.
Esto tiene consecuencias interesantes, algunas seran usadas en el siguiente
capitulo.

Por tltimo, definimos y demostramos algunas propiedades de las funciones
continuas sobre grupos topolégicos. En su mayor parte estudiaremos gru-
pos topoldgicos arbitrarios, posteriormente enfocaremos nuestra atenciéon a
aquellos grupos topolodgicos cuya topologia sea localmente compacta y de
Hausdorff, los llamados grupos localmente compactos. Es sobre estas estruc-
turas que vamos a probar que existe una tnica medida de Haar.

Dado un intervalo [a,b] en R, podemos pensar en trasladarlo por una dis-
tancia x € R a la izquierda o la derecha, lo que nos da nuevos intervalos
[a —x,b— 1] o [a+ x,b+ z] cuya longitud es la misma de [a,b] . Queremos
generalizar esta idea de traslacion para un subconjunto A de un grupo G por
un elemento del mismo grupo ya sea por la derecha o la izquierda usando la
operacion definida en el grupo, lo que nos da lugar a la siguiente definicion.
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Definicion 1.15. Sean G un grupo, a € G, y A, B subconjuntos de G.
Definimos los siguientes conjuntos.

(1) aB ={abe G | b € B}.
(2) Ba={ba € G |be B}.
(3) AB={abe G |a€c Aybe B}.
(4) At ={a' € G |ac A}
Si A= A"t diremos que A es simétrico.

Comentario 1.1. De la definicion anterior, en algunos ejemplos o resultados
llamaremos a los mapeos x — xa y x — ax traslaciones por a.

Ahora, definimos las estructuras con las que trabajaremos. Es decir, los gru-
pos topologicos y los grupos localmente compactos.

Definicion 1.16. Sea G un grupo cuyo conjunto subyacente estd dotado por
una topologia. Si la funcion x — x~' es continua en la topologia sobre G, y
la operacion de grupo (x,y) — zy es continua en la topologia del producto de
G x G, entonces llamamos al conjunto G con sus estructuras asociadas un
grupo topoldgico. St un grupo topologico es Hausdorff y localmente compacto,
diremos que es un grupo localmente compacto.

A continuaciéon, damos varios ejemplos. Algunos de ellos los retomaremos
mas adelante.

Ejemplo 1.1. Sea G un grupo. Definimos la topologia discreta T como la
topologia en la que cada elemento de P(G) es un conjunto abierto. Entonces
(G, T) es un grupo localmente compacto.

Ejemplo 1.2. G = R" es un grupo topologico con la operacion suma usual y
la topologia euclidiana en R"™. Es evidente que 0 € R™ es el elemento neutro
y, —x es el inverso de x € R". En particular, este grupo es abeliano. Este
ejemplo se puede extender en el caso de que G es un espacio vectorial de
dimension finita con la topologia euclidiana.

Ejemplo 1.3. Sea RT := (0, 00) con la operacion multiplicacion, el elemento
neutro es el 1 y el inverso de x es 1/x, es inmediato que la operacion es
continua. Mds aun, este grupo es localmente compacto.
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Ejemplo 1.4. Sea G = {(3 3{)

ra de grupo con el producto usual de matrices con la topologia dada por la
identificacion de G con el conjunto de R* dado por

x>0, ye€ ]R}. Le daremos la estructu-

p:G — {(a,b) € R?a > 0}, w(ﬁ ?{)—(x,y).

x oy woz
a) Sean (0 1) Y (O 1) € G con x,w > 0 entonces

r vy w z\ frw x2+Y
(0 1)(0 1)‘(0 1 )EG

b) Sea ($ y> € G, la matriz inversa es

01
(61) - (v )=

c¢) Las operaciones producto e inversion son continuas.

d) Es localmente compacto pues la funcion

p: G — {(a,b) € R?a > 0}, go("g ?f) = (z.9)

es un homeomorfismo.
El siguiente ejemplo es clave, pues nos introduce al espacio de matrices.

Ejemplo 1.5. Denotemos al conjunto de matrices de orden n X n con coefi-
cientes en el campo F por My, (F), el campo F puede ser R ¢ C. Sabemos
que hay un isomorfismo ¢ de Mpyxn(R) ~ R"™ de espacios vectoriales que a
su vez es un homeomorfismo de espacios topoldogicos. Para un elemento

1,1 dir2 - Qi
Q21 Q22 -+ Q421

A — ' , , € Mpxn(R)
Ap1 Ap2 '+ Qpn

13



se tiene que

@11 Air2 - Aig

Q21 A22 - G271 2
@(A) =@ . . . = (a1,17 a1,2, ... 7an,n) € R™ )

Qp1 Ap2 - Qpnp

por lo que en virtud del Ejemplo 1.2 es un grupo topoldgico con la adicion,
2
y la topologia es la topologia euclidiana de R™ bajo el isomorfismo .

Extendemos el ejemplo para algunos subconjuntos de Myyxn(R) los cuales
definimos a continuacion.

i) Sea G = 9L xn(R) el conjunto de matrices de n X n no singulares,
1.e. el conjunto de matrices cuyo determinante es distinto de 0 y con
coeficientes en R. El cual forma un grupo con la operacion de multipli-
cacion de matrices. Comunmente, es llamado el grupo general lineal.
Para g € 9L nxn(R), g~ denota la matriz inversa de g y el elemento
neutro es la matriz identidad I,,y,,.

Una observacion es que 9L psn(R) C Myxn(R). La funcion determi-
nante

det : Mysn(R) — R

es continua. St escribimos
GLwinR)={A| A€ Mn(R), det(A) # 0},

podemos ver que 4L ,xn(R) es un subconjunto abierto del espacio eu-
clidiano Mypxn(R) pues es el complemento del conjunto cerrado

(2| @ € Myen(R), det(z) =0} = det"-({0}).

Ast, 9L nxn(R) es un espacio topoldgico con la topologia heredada de
Mupxn(R). Las operaciones multiplicacion e inversidn son continuas,
por lo tanto es un grupo topologico.

ii) Sea Onxn(R) el grupo de matrices ortogonales (i.e. son las matrices
con determinante 1 ¢ —1) con coeficientes en R. Ya que O,x,(R) es
un conjunto cerrado y acotado en Mpxn(R) por ser la imagen inversa
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de la funcion det™" : {—=1,1} — Mxn(R). Se sigue por el teorema
de Heine-Borel que es un conjunto compacto con la topologia heredada.
Por otro lado, es un subgrupo de 4L n«n(R) con la operacion de mul-
tiplicacion de matrices. Ast, las operaciones multiplicacion e inversion
son continuas, este grupo es conocido como el grupo ortogonal.

iii) Denotamos al grupo afin por of £, «,. Los elementos del grupo afin
son los pares ordenados (g,x) con g € 9L nxn(R) yx € R". La opera-
cion en el grupo es definida por

(91,21)(92, 22) = (9192, 122 + x1),

donde g19> es la multiplicacion de matrices en 9L pwn(R) y gr1200 + 14
es la multiplicacion de la matriz g, por xo lo que nos da un elemento
en R"™ al que le sumamos x1. El elemento neutro es (e,0) por lo que
el inverso es (g,r)"* = (¢!, —g 'x). La topologia para o/ L nxn es la
topologia producto de G L nxn(R) x R", y es un subconjunto abierto de
Mpxn(R) X R™. La continuidad de las operaciones son directas.

Los grupos de trasformaciones son estudiados en la geometria analitica, prin-
cipalmente en el plano R?, pues con estos grupos podemos describir algunas
isometrias como lo son las traslaciones, reflexiones, rotaciones alrededor de
un punto y composiciones de estas. En la siguiente figura se muestra un
rectangulo de area 1 sometido a distintas isometrias de interés.
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(a) Reflexion respecto a [ (b) Reflexion y traslacion

(¢) Rotacion de 45° alrededor del origen

Figura 1.1: Representacion geométrica de los grupos de matrices

Es facil mostrar que su area no cambia bajo estas transformaciones. Mas ade-
lante, retomaremos esta idea geométrica para motivar acciones en el grupo
de nuestro interés.

El elemento neutro e tiene un lugar muy importante en la teoria de grupos
topologicos, pues resulta de gran utilidad "trasladar" vecindades a vecinda-
des de este elemento para un analisis mas sencillo, los siguientes resultados
muestran esta propiedad.

Proposicion 1.6. Sea G un grupo topoldgico y sea a un elemento arbitrario
de G.
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i) Las funciones v +— ax,r — xa y x + x ' son homeomorfismos de G
en G.

ii) SiU es una base para la familia de vecindades de e, entonces
{aU :U e U} y{Ua : U € U} son bases para la familia de vecindades
de a.

i) Si K y L son subconjuntos compactos de G, entonces aK, Ka, KL y
K~ son subconjuntos compactos de G.

Demostracion.

i) Notemos que la operacion za : G — G dado por x — za es la compo-
sicion de los mapeos continuos G — G x G, x +— (z,a) con z fijo y
G x G — G, (v,a) — za, y tiene inversa continua (ra)~'. La prueba
para x — ax es analoga.

Ahora, el mapeo 7' : G — G dado por x — 2! es continua por
definicién y ademés es su propio inverso, por lo tanto es un homeomor-
fismo.

ii) Es inmediato de lo anterior, pues bases van a bases bajo homeomorfis-
mos.

iii) Se sigue del hecho que la imagen de un conjunto compacto bajo mapeos
continuos es compacto.

]

A continuaciéon demostraremos algunas propiedades que cumplen las vecin-
dades que resultaran de utilidad.

Proposicion 1.7. Sea G un grupo topologico, sea e el elemento neutro de G
y sea U una vecindad abierta de e.

i) Hay una vecindad abierta V de e tal que VV C U.
i1) Hay una vecindad abierta simétrica de e que estd incluida en U.

Demostracion.
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i) De la continuidad del mapeo (x,y) — xy, el conjunto W definido como
W = {(z,y) | xy € U} es un conjunto abierto de (e,e) en G x G, y
entonces hay vecindades abiertas V; y V5 de e que satisfacen V; x V5 C
W . El conjunto V' definido como V' = V| NV, es una vecindad abierta
de e que satisface VV C U.

ii) Notemos que la continuidad del mapeo x + ™ implica que si U es una
vecindad abierta de e, entonces U™! es también una vecindad abierta
de e. Asi, UN U™ es una vecindad simétrica abierta de e que esta
contenida en U.

O
Concluimos esta secciéon con el siguiente lema.

Lema 1.3. Sea G un grupo topoldgico, sea K un subconjunto compacto de
G y sea U un subconjunto abierto de G tal que K C U. Entonces hay un
congunto abierto V' que contiene al neutro tal que KV C U.

Demostracion. Para cada x € K, definamos W, = z7U. Como = € U, W,
es una vecindad abierta del neutro. En virtud de ¢) de la Proposicién 1.6
podemos tomar V, una vecindad abierta del neutro tal que V,V, C W,.

Entonces, la coleccion {zV, | z € K} es una cubierta abierta de K, asi hay

n
una coleccion finita de puntos x1,...,x, tal que K C U 2V, . Definamos
k=1

n
V= m V., ¥ sea x € K, entonces, hay algin xj tal que x € x;V;, , asi que
k=1

xV C Ve, Vo, € apyW,, = U.

Por lo tanto, KV C U. [
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1.3. Medida en espacios localmente compactos

Comenzamos introduciendo el concepto de algebra y o-dlgebra en un conjunto

X.

Definicion 1.17. Sea X un conjunto arbitrario. Una coleccion A de subcon-
juntos de X es un dlgebra sobre X si

i) X e .
it) Para cada conjunto A que pertenece a &, el conjunto A pertenece <.

iii) Para cada sucesion finita Ay, ..., A, de conjuntos que pertenecen a <,

n
el conjunto U A; pertenece a o .
i=1

iv) Para cada sucesion finita Ay, ..., A, de conjuntos que pertenecen a <,

el conjunto ﬂ A; pertenece a < .
i=1

La siguiente observacion nos permite definir un élgebra con menos condicio-
nes.

Observacion 1.3. Notemos que al utilizar el hecho
(4= (U Ag) :
i=1 i=1

se prueba que si es cerrado bajo complementos y uniones finitas implica que
es cerrado bajo intersecciones finitas. Asi, se puede definir un dlgebra usando
sdlo las condiciones i), ii), iii). Un argumento similar muestra que podriamos
haber usado sdlo las condiciones i), ii), iv).

Definicion 1.18. Sea X un conjunto arbitrario. Una coleccion de subcon-
guntos of de X es una o-dlgebra en X si

i) X e .

it) Para cada conjunto A que pertenece a <7, el conjunto A° pertenece < .
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iti) Para cada sucesion numerable {A;} de conjuntos que pertenecen a <,

el conjunto U A; pertenece a < .
i=1

iv) Para cada sucesion numerable {A;} de conjuntos que pertenecen a <,

el conjunto ﬂ A; pertenece a o .
i=1

Asi, una o-algebra de X es una familia de subconjuntos de X que contiene a
X y es cerrada bajo complementos, uniones contables, y intersecciones con-
tables.

Un argumento similar a la Observacioén 1.18 nos asegura que se puede de-
finir una o-algebra utilizando solo las condiciones 1), ii), iii), o, i), i), iv),
de la definicion.

Cada o-algebra sobre X es un algebra sobre X ya que, por ejemplo, la
union finita A, As, ..., A, es lo mismo que la unién de la sucesién infinita
Ay, As, . ... La siguiente observacion nos ofrece una alternativa para definir
los conceptos previos.

Observacion 1.4. Si X es un conjunto y &/ es una familia de subconjuntos
de P(X) que es cerrada bajo complementos, entonces X pertenece a o/ si
y solo si () pertenece a /. Asi en las definiciones de dlgebras vy o-dlgebras
dadas anteriormente, podemos reemplazar la condicion i) con el requisito de
que O pertenezca a </, ademds, si </ es una familia de subconjuntos de X
no vacio, cerrado bajo complementos y uniones finitas o contables, entonces
o/ debe contener a X, pues si A € of | se sigue que AUA° =X € of. Porlo
tanto, en nuestras definiciones de dlgebras y o-dlgebras, podemos reemplazar
la condicion i) con el requisito de que <7 debe ser no vacio.

Si &7 es una o-algebra de subconjuntos de X, a veces es conveniente llamar
a un subconjunto de X o/-medible si pertenece a <. En las o-algebras es

posible definir una funcién llamada medida como sigue.

Definicion 1.19. Sean X un conjunto, y ¥ una o-dlgebra en X . Una funcion
i cuyo dominio es la o-dlgebra X y cuyas imdgenes pertenecen a la semi recta
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extendida [0, +00], se dice que es contablemente aditiva si satisface

H (D A,;) = iﬂ(!‘li)-

Para cada sucesion infinita {A;} de conjuntos disjuntos que pertenecen a 3

(dado que p(A;) es no negativa para cada i, la suma Z w(A;) siempre eziste,
i=1

ya sea como un nimero real o como +o0c). Una medida (o una medida

contablemente aditiva) en X es una funcion p : ¥ — [0, 4+00| que satisface

(@) =0 y es contablemente aditiva.

Si X es un conjunto, ¥ es una o-dlgebra en X, y pu es una medida en X,
entonces la tripleta (X, X, 1) es a menudo llamado un espacio de medida.

En este trabajo, nos interesa estudiar medidas definidas sobre un espacio
X que sea localmente compacto y de Hausdorff. Para ello, necesitamos una
o-algebra particular que definimos a continuacion.

Definicion 1.20. Sea X un espacio topoldgico localmente compacto. Defi-
nimos la o-dlgebra de Borel como la o-dlgebra generada por los conjuntos
abiertos y la denotamos por B(X).

En esta o-algebra #(X), se pueden definir diversas medidas. Los conjuntos
de esta o-algebra pueden ser abiertos, cerrados, etc, pero los que nos interesan
son los compactos. Para estudiarlos como conjuntos medibles, es necesario
introducir una medida particular, llamada medida de Borel, la cual se
define como sigue.

Definiciéon 1.21. Una medida p en un espacio topologico X es llamada una
medida de Borel si X es de Hausdorff.

Con esto en mente, estamos en condiciones de definir un tipo particular de
medidas de Borel.

Definicion 1.22. Sea (X, X, i) un espacio de medida, donde X es localmente
compacto de Hausdorff y i una medida de Borel. Decimos que p es semi-
regular si

1) Para cualquier K C X compacto, se tiene que u(K) < oo.
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2) Para cualquier A € ¥, se tiene queﬂ

p(A) = mf{u(U) | ACU,U es abierto}.

3) Para cualquier U C X abierto, se tiene que

p(U) = sup{u(K) | K CU, K es compacto}.

Decimos que p es regular si (A) = sup{u(K) | K C A, K es compacto}ﬂ
para cada A € X.

Antes de pasar al siguiente capitulo, donde definiremos la medida de Haar,
mostraremos un par de resultados preliminares importantes.

Lema 1.4. Sea f: P(X) — P(Y) y sea E C P(Y). Entonces,

olfHE)] = [ (a[E]).
Demostracion.

i) Para demostrar que o[f*(E)] C f~(o[E)).

Mostraremos que f (c[E]) es una o-algebra contenida en f~'(E). Sea
U € f~'(F), entonces hay algin V € Etal que U = f (V) y V € E,
asi V € o[E], por lo que U € f'(o[E]), entonces f'(E) € f(o[E]).
Solo resta mostrar que f~*(o[E]) es una o-algebra. Para ello, sea

{U, | n e N} C f1(a]E)).

Para cada U,, hay algtn V,, € o[E] tal que U, = f~'(V,).

Sea
V=|JV.eoqlE],
= ) = Un € £ (olE)).

neN neN

3Esto algunas veces hace referencia a la regularidad exterior.
“Esto algunas veces hace referencia a la regularidad interior.
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i)

Por lo tanto f~'(c[E]) es cerrada bajo uniones numerables. De manera
analoga, para V.° € ¢[F] se tiene que

FHVE) = 71 (Ve)" = Uy € f(o]B]),

por lo tanto, f~*(c[E]) es cerrada bajo complementos. Por tltimo, Y €
o|E], se sigue que f1(Y) = X € f~'(c[E]). Por lo tanto, f~'(c[E])
es una o-algebra contenida en f~'(E) entonces

alfHE)] C f (o] ED).

Para demostrar que f~'(c[E]) C o[f 1 (E)].

Definamos ¥ = {U C Y | f~1(U) € o[f *(E)]}. Queremos demostrar
que que Y es una o-algebra contenida en F, entonces tendremos que
demostrar que ¢[E] C ¥. Sea U € E se sigue que f1(U) € f1(E),
por lo cual f~1(U) € o[f*(E)], por lo tanto £ C X.

Ahora, sea {U, | n € N} C ¥, entonces f~'(U,) = V, para algin
V,, € o[f'(E)], notemos que

= (U Un> U W = Ve e ol )

neN neN neN

asi, 2 es cerrada bajo uniones numerables.

Para finalizar este capitulo mostraremos el siguiente lema.

Lema 1.5. Sea (X,X, ) un espacio medible donde ¥ es una o-dlgebra de
Borel y sea f : X — X un homeomorfismo. Entonces, las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1) AeX.

2) f(A) ex.
3) fH(A) e %
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Demostracion. Sea T la topologia en X. Entonces por definicion, ¥ = o|7].
(1) = 2)) Supongamos A € . Por el Lema 1.4 tenemos que

f(A) e f(E) = flolr]) = alf(7)] = olr] = X

donde hemos usado el hecho de que f(7) = 7, esto es consecuencia de f sea
un homeomorfismo.

(2) = 3)) Supongamos f(A) € X. De manera similar al inciso anterior,
tenemos que

A€ fH(E) = o)) =olf (7] = olr] =%

Ahora, por (1) = 2)) con el homeomorfismo f~* (en lugar de f como antes),
tenemos que f~(A) € ¥.
(3) = 1)) Supongamos f'(A) € . Entonces, como antes

Ae f(X) = [flolr]) = olf(7)] = olr] = %.
[l

Con esto, hemos introducido toda la teoria necesaria para pasar a mostrar la
existencia y unicidad de la medida de Haar.
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Capitulo 2

Existencia y unicidad de la
medida de Haar

En esta seccién enunciaremos y demostraremos el primero de los dos teore-
mas centrales de este capitulo. El primero de ellos se refiere a la existencia de
una medida de Haar izquierda en cada grupo topolégico localmente com-
pacto.

Antes de abordar la prueba, repasaremos el concepto de medida exterior
para un conjunto medible, ya que es natural definir la medida exterior de un
conjunto abierto por medio de cubiertas y con ello extenderlo a los conjuntos
compactos de nuestro interés.

Definicion 2.1. Sea X un conjunto. Una medida exterior en X es una
funcion p* : P(X) — [0, 400] tal que

i) () = 0.
it) si AC B C X, entonces p*(A) < u*(B).

iii) Si {An} es una sucesion finita de subconjuntos de X, entonces
W (U An> <> H(A),

Por lo tanto, una medida exterior en X es una funcion subaditiva numerable
y mondtona de P(X) a [0,400] cuyo valor en () es 0.
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Una medida de Haar izquierda se define de tal manera que esta cumpla las
mismas propiedades que cumple la medida de Lebesgue, pero en el concepto
de grupos topologicos localmente compactos, esto es:

Definicion 2.2. Sea G un grupo topoldgico, una medida de Haar izquierda
(respectivamente derecha) en G es una medida v de Borel, reqular, no cero en
G, tal que pu(gA) = pu(A) (respectivamente u(Ag) = u(A)) para toda g € G y
todos los subconjuntos medibles A de G.

Teniendo en cuenta esta definicion pasamos a demostrar la existencia de la
medida de Haar izquierda sobre grupos topolégicos localmente compactos.

2.1. Existencia de la medida de Haar

El énfasis en medida izquierda es solo para indicar como estamos tomando
la "traslacion" de un conjunto medible, es decir, el conjunto gA. Asi, la
demostracion que daremos se centra en probar la invarianza de la medida de
Haar por la izquierda. A continuacion, daremos una prueba de la existencia
de la medida de Haar izquierda.

Teorema 2.1. Sea G un grupo localmente compacto. Entonces, existe una
medida de Haar izquierda en G.

Demostracion. Paso 1: Definir (K : V).

Sea K un subconjunto compacto de Gy sea V un subconjunto de G con
interior no vacio y e € V[} Entonces {gV° | g € G} es una cubierta abierta
de K, de la cual podemos extraer una subcubierta finita con elementos de
G, digamos ¢y, . . ., gn, tal que

KEC|JaVe
k=1
Definimos:

(K:V):min{n€N|K:UgiV°}.

i=1

'En el caso que e € V se procede de manera analoga al Lema 1.3, es decir de los
abiertos V° generamos nuevos abiertos traslados que cumplan lo requerido.
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Por convencion, diremos que () : V) = 0 para todo V' C G con interior no
vacio.

Paso 2: Definir py.

Sea K la coleccion de todos los subconjuntos compactos de G y sea U la
coleccion de todos los subconjuntos abiertos de G que contienen a e. Como
G es localmente compacto, hay un subconjunto compacto de GG con interior
no vacio, sea K, dicho subconjunto. Para cada U € U, definimos una funcion
puy KK — R dada por

(K :U)
(KO : U)

Dado que Kj es no vacio, (Ky : U) # 0 por lo que esta bien definida.

po(K) = (2.1)

Paso 3: Demostrar que 0 < uy(K) < (K : Ky).

Como (K : U) siempre es un entero no negativo, uy es claramente no nega-
tiva. Mostraremos que (K : U) < (K : Ky) (Ko : U) para K € Ky U € U.
Seanm = (K : Kog) yn=(Ko:U), g1,-..,9m € Gy hy,...,h, € G tales
que

K C ngKS
k=1

6o s
k=1

Por lo tanto,

3

Kg[]L

asi que K puede ser cubierto por mn Clasesﬂ de U, por lo que

gthU
1

(K:U)<mn=(K:Ky)(K:U).

Se sigue que
0 < pu(K) < (K : Ko).

2Las n clases hace referencia a una de las cubiertas del compacto que tiene una cantidad
n de elementos de U.
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Paso 4: Construcciéon de la medida de Haar en K.

Definimos el siguiente conjunto compacto:

X =[]0, (K : K)].

Kek

Como 0 < py(K) < (K : Ky), cada puy puede ser pensado como un "punto"
en X. Asi, para cada V € U definimos el siguiente conjunto:

C(V):=Clx{u |UeU, UCV}.

Queremos mostrar que la coleccion {C(V) | V € U} posee la propiedad de
interseccion finita. Para esto, sean V;,...,V,, € U. Entonces

HOp_, Vi € m C(‘/k)7

k=1
n

asi que ﬂ C (V) es no vacia. Por lo tanto,
k=1

{cv) [V ed;

satisface la propiedad de interseccion finita, como X es compacto, se sigue que

ﬂ C(V) es no vacia. Asi, podemos tomar un elemento en dicha interseccion,

veu
digamos

pwe ﬂ c(V).
veu
Antes de continuar con con la demostracion daremos algunas propiedades
importantes de la funciéon py las cuales nos seran de gran utilidad en el resto
de la construccion.

Lema 2.1. Sea py definida en[2.1], entonces cumple lo siguiente:

(1) Sean K1, Ky € K tal que K1 C K,, para cada U € U, se tiene que
po (K1) < p(K).

Demostracion. Ya que las cubiertas de Ky con (Ky : U) clases de U
son también cubiertas de K; con (K, : U) clases de U, se sigue que
(K;:U) < (Ky:U),ypor lo tanto puy(K7) < py(K?). O
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(2) Sean Ky, Ky € K entonces puy(K1UKs) < py(Ky)+ po(Ks), para cada
Uel.

Demostracion. Si tomamos una cubierta de K con (K : U) clases de
U junto con una cubierta de Ky con (K5 : U) clases de U generamos
una cubierta de Ky U Ky con (K; : U) 4 (K5 : U) clases de U, por lo
que (K1 UKy :U) < (K;:U)+ (Ky:U). Se sigue que

po (K U Ky) < py(Ky) + po(Ks).

(3) MU(KI U KQ) = /JJU(Kl) + /,LU(KQ), S KlUil N KQUil = @

Demostracion. Sean Kq, Ky € K tal que KU ' N KUt = (). Sean
91,y 9 donden = (K4 UKy :U) y

KUK, C |l

k=1

Si algiin ¢, U interseca a K, y K a la vez entonces g, € KiU ' NK,U ™
lo cual es una contradiccion. Asi, cada ¢,U interseca a K; o Ky pero
no a ambos. Con esto, podemos encontrar un nimero natural m que
cumple 0 < m < n y usarlo para renombrar los indices de cada gy de
tal modo que

Ky | JaU
k=1

Asi (Ky :U)+ (Ky: U) < (K1 UK, : U), combinando este resultado
con el inciso 2) se sigue que puy (K1 UKy) = up(Kq) + po(K,) para cada
Uel. O
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Paso 5: Demostrar que p*(K;) < p*(K3) si Ky C K.

Sean Ki, Ky € K tal que K; C Ko, si consideremos a los elementos de X
como funciones de I a R (proyecciones), con esta idea es posible encontrar
una funcién f € X que es la composicion resultante de restar dos proyecciones
fi(K3) — fo(Ky) en R. Esta es una composicion de funciones continuas, y por
lo tanto Continuaﬂ Este mapeo también es no negativo en cada C'(V'), como
po (K1) < py(Ky), para cada U € U por (1) del Lema 2.1 (necesitamos
continuidad para que sepamos que es no negativa en toda la cerradura.). Se
sigue que el mapeo p* es no negativo, asi que

0 < p*(Ke) — p(Ky),

ya que K; es compacto se sigue que puy(Ki) < oo para todo U € U, en
particular para p* (k1) < oo, por lo tanto

p(Ky) < pf(Ka).

Paso 6: Demostrar que p*(K; U Ks) < p*(Ky) + p*(K3).

Sean K1, Ky € K. Procediendo de manera similar al Paso , la funcion f € X
que envia a f(K;) + f(Ks) — f(K; U K3) es continta y no negativa, esto es
por (2) del Lema 2.1, esto en cada C(V), y por lo tanto es no negativa para
u* € X. Entonces

(KU Ko) < pt(Kq) + pt(Ko).

Paso 7: Demostrar que p* (K, U Ky) = p* (k1) + p* (K3) st K3 N Ky = 0.

Sean K, K, € K tal que K; N Ky = (). Entonces, podemos encontrar dos
conjuntos disjuntos U; y Us tal que K1 C Uy y Ky C Us,. Ahora, por el Lema
1.2 hay dos vecindades abiertas del neutro V; y V5 tales que K V) C Uy y
KyVy C Us,. Definimos V := V) N V,. Luego, K1V y K5V son disjuntos pues
U, v U, son disjuntos. Asi, para cada U € U con U C V!, tenemos que
KU 'N K, U™ =0, por (3) del Lema 2.1 se sigue de la continuidad del

3Los mapeos (proyecciones) fi2 : K — [0,+0c0) forman el par ordenado
(f1(K1), f2(K2)), como cada proyeccién es un ndmero real positivo podemos restar la
primera entrada de la segunda, y como K7 C K5 dicha resta es no negativa, asi el mapeo
f es continuo en cada coordenada por definicion de la topologia producto.
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mapeo de X a R que envia f € X a f(K;) + f(K2) — f(K; UKs) es 0 para
cada f € C(V). En particular, u*(K; U Ky) = p* (K1) + p*(K»)

Paso 8: Extender p* a todos los subconjuntos de G.
Para U C (G abierto, definimos
' (U) =sup{u*(K) | K CU K € K}.

Nos gustaria mostrar que si K es compacto o abierto, ambas definiciones de
p*(K) coinciden. Esto es, demostrar que

pH(K) = sup{p*(K') | K' C K,K' € K},

donde el lado izquierdo de la ecuacion es la definiciéon original de p* como un
punto en ﬂ c\U
veu

Esto se sigue, ya que
{W (K" | K'CK,K'eK} > p(K) <sup{u*(K') | K'C K,K' € K}.
Por otro lado, por el paso 5, el conjunto
(W (K') | K'C K, K' € K}
es acotado superiormente por p*(K), asi que
sup{p*(K') | K' C K,K' € K} < pu*(K).
Por lo tanto, ambas definiciones coinciden.

Una observacion, es que, esta extension aun satisface la propiedad

M*(Ul) S M*(Ug) si U1 Q UQ.

Ahora, para un subconjunto arbitrario A de GG, definimos
W (A) =mf{u*(U) | ACU, U es abierto}.
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Analogamente, al considerar la regularidad exterior de p* se deduce que es
una extension. Mas atun, por construccion, se sigue que esta extension satis-

face que
,LL*(A1> S ,LL*<A2) si Al Q AQ.

Paso 9: Mostrar que p* es una medida exterior en G.

Tenemos que, (@) = 0. Pues (0,U) = 0 para todo U € U. Para mostrar
que i* es no negativa, dadas las definiciones previas de la extension, es sufi-
ciente probar que p* es no negativa en K. Para un K fijo, el mapeo que envia
f e X a f(K) es continuo (por la misma razon de antes). Ademés, como el
mapeo es no negativo en cada py, se sigue que el mapeo es no negativo en
cada C'(V). Por lo tanto, este mapeo es no negativo en p*, asi que p*(K) > 0.

Para mostrar la o —subaditividad, primero mostraremos para cada coleccion
numerable de conjuntos abiertos {U, | n € N}, se cumple que

w (U Un> <D w(Un).

neN neN

Para esto, sea {U,, | n € N} una coleccion numerable de subconjuntos abiertos

de G. Sea K un subconjunto compacto de U U,. Entonces, K C U U; para
neN =1
algin n € N. Aplicando el Corolario 1.1 , podemos encontrar conjuntos

compactos Ky,..., K, tal que K = UKi y K; CU; para 1 < i < n. Asi,
i=1
podemos aplicar el paso 6 inductivamente, por lo que

TRSED WALOED EUAES SIlest

neN

Se sigue que

w (U Un> :sup{,u*(K) | K C U Un, K € IC} < Z,u*(Un).

neN neN neN

Ahora, sea {A,, | n € N} una coleccion arbitraria de subconjuntos de G. Si

Z w(A,) = +oo,

neN
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se sigue que
i <U An> <D (A,

neN neN
Supongamos ahora que

Z w(Ay,) < +oo.

neN
Sea ¢ > 0. Para cada n € N, consideremos un conjunto abierto U,, tal que
A CUny

* * E

p(Un) < p(An) + 5~

on’
Entonces,
i (U An> < p (U Un> < W U) <) w(An) +e ) 2%
neN neN neN neN neN
= Z p(An) +e
neN

Como ¢ > 0 es arbitrario, tenemos que

Ty (U An> <> (A

neN neN

Por lo tanto p* es una medida exterior en G.

Paso 10: Mostrar que la coleccion de conjuntos de Caratheodory medibles
contienen a los subconjuntos de Borel de G.

Para ello, basta con mostrar que todo subconjunto abierto de GG es Borel me-
dible (porque la coleccion de conjuntos Borel medibles forman una o-algebra,
si esta coleccion contiene la topologia de GG. Entonces, ciertamente contiene
la o-algebra generada por la topologia).

Sean U C G abiertoy A C U. Si p*(A) = oo, se sigue que
pHA) > p (ANU) + (AN U,

Supongamos ahora que p*(A) < ooy sea e > 0. Consideremos V' C G abierto
talque A C Vy pu*(V) < u*(A)+e. Ahora, sean K un subconjunto compacto
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de VNU tal que p*(VNU) —e < p*(K)y L un subconjunto compacto de
VNKC tal que p*(VNKY) —e < p*(L). Yaque K CUVNU® CVNK©,
entonces

(VAU —e < (VNKY) —e < p*(L).

Asi, por el paso 8, tenemos que

pw(ANU) + p (ANU®) —2e < p*(VNU)+p*(VNU®) — 2
< pi(K) + p*(L)
=p (KUL) <p (VAU)U((VNK))
<Spi (V) Spt(A) +e

Se sigue que

p(ANU) +p*(ANU°) < p(4)

y por lo tanto U es Caratheodory medible. De ello se deduce que p* se res-

tringe a una medida sobre subconjuntos Borel de GG, por lo que es una medida
de Borel.

Paso 11: Mostrar que p* es regular.

Consideremos a p* como un elemento de X. u* es finita en conjuntos com-
pactos. Ademas, por construccion

p*(A) =mf{p"(U) | ACU, U es abierto },

por lo que es evidente que p* es exterior regular. En el paso 8, vimos que am-
bas definiciones coinciden, con ello podemos inferir que p* es interior regular.

Paso 12: Mostrar que p* no es cero.

De la definicion de puy, se sigue que uy(Ky) = 1 para cada U € U, y la
funcion continua que mapea f € X a f(Kj) es la constante 1 en cada C(U),
y en particular p*(Ky) = 1, por lo tanto u* no es cero.

Paso 13: Mostrar que p* es invariante bajo traslaciones izquierdas.

Sean g € G fijo y K € K. Los elementos z1,...,x, generan una cubierta
para K siy solo si los elementos gz, ..., g, generan una cubierta de gk,
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asi que (K : U) = (¢9K : U) para cada U € U, por lo tanto uy(K) = puy(gk)
para cada U € U. Se sigue que la funcién continua que mapea f € X a
f(K) — f(gK) es 0 en cada C(U), entonces pu*(K) = p*(gK). Asi, queda
demostrado que p* es invariante bajo traslaciones izquierdas, y por lo tanto
una medida de Haar izquierda en G. [

Si el grupo topologico fuese abeliano, la equivalencia de invarianza izquierda
y derecha es inmediata, para el caso en que el grupo no sea abeliano tenemos
un resultado que afirma que se puede obtener una medida de Haar derecha
a partir de una medida de Haar izquierda y viceversa.

Proposicion 2.1. Sean G un grupo topologico, i una medida de Haar en G
y definamos 1/ (A) := u(A™1). Entonces, u es una medida de Haar izquierda
(respectivamente derecha) si y solo si p' es una medida de Haar derecha
(respectivamente izquierda) en G.

Demostracion. Supongamos que g es una medida de Haar izquierda en G,
mostraremos que 4’ es una medida de Haar derecha en G.

Paso 1: Demostrar que ' es una medida de Borel en G. Sabemos que la
inversion es un homeomorfismo en G, por el Lema 1.4, i/ esta definida
exactamente en los subconjuntos Borel de G. De manera inmediata, i’ es no
negativa y u'(0)) = 0.

Ahora, sea {A, | n € N} una coleccién de subconjuntos medibles disjuntos
dos a dos de G. Veamos que {A,;' | n € N} es también una colecciéon de
subconjuntos medibles disjuntos dos a dos. De nueva cuenta, por el Lema
1.4, estos conjuntos son medibles.

Para ver que son disjuntos, supongamos que hay algtin = € A-' N A~! para
m # n. Entonces, z = a~! = b~! para algunos a € A,, y b € A, por lo tanto
a=be A,NA,loque es una contradiccion. Asi, {A ' | n € N} es una
coleccion de subconjuntos medibles disjuntos dos a dos, por lo que

U e{(un) ) (o)

=D wA) =) i (A

neN neN
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Lo que demuestra que p’ es una medida de Borel en G.

Paso 2: Demostrar que p es regular. Sea K C G compacto. Entonces, K
también es compacto, asi

W (K) = p(K™) < 0.
Para un subconjunto U C G diremos que es abierto si satisface los siguiente.

Sea A un subconjunto medible de G. Si tenemos que A~ C U entonces U es
abierto si y sélosi A C U™' y U™! es abierto, por lo tanto

{u(U) | A1 C U, U es abierto } = {u(U™') | AC U, U es abierto }.
Entonces,

W (A) = u(A™Y) = inf{u(U) | A~' C U, U es abierto }
=mf{u(U ") | ACU, U es abierto }
=nf{y/(U) | AC U, U es abierto }.

Ahora, consideremos A abierto, se sigue que
W (A) = sup{u/(K) | K C A, K escompacto },
y por lo tanto ' es regular.

Paso 3: Demostrar que y es una medida de Haar derecha. De las propiedades
mostradas de p’ se sigue que es no es cero. También,

1'(Ag) = p((Ag)™") = ulg ' A7") = p(A™") = i/ (A).

La otra implicacion es analoga. O
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2.2. Unicidad

En esta secciéon, enunciamos y demostramos el segundo de los dos teoremas
centrales de este trabajo. Se refiere, a saber, que si u es una medida de Haar
izquierda en un grupo localmente compacto G, entonces p es tnica, salvo
miltiplos positivos. Para la demostracion de este hecho, es necesario utilizar
funciones integrables respecto a una medida. Como hemos desarrollado es-
ta teoria en espacios topologicos localmente compactos, es preciso que estas
funciones tengan caracteristicas particulares para dichos espacios. Por esta
razon, comenzamos estudiando funciones continuas con la propiedad de que
no son nulas en conjuntos compactos.

Continuaremos con algunos resultados de funciones integrables. El primero
de ellos, establece que la integral de una funciéon con respecto a una medida
de Haar izquierda es invariante bajo traslaciones izquierdas. Luego, mostra-
mos la igualdad entre las integrales iteradas con respecto a las medidas de
Borel regulares para funciones continuas con soporte compacto.

Enunciamos y demostramos un lema que afirma que, en algunos casos, la
integral con respecto a una medida de Haar izquierda debe ser distinta de cero
para dichas funciones. Finalmente establecemos, sin prueba, el teorema de
representacion de Riesz, que usaremos para probar la unicidad de la medida
de Haar izquierda.

Definicion 2.3. Sea X un espacio topologico, y sea f : X — R una funcion
continua. El soporte de [, denotado por sop(f), es la cerradura del conjunto
{z € X | f(x) #0}. Si X es localmente compacto y de Hausdorff, denotare-
mos por S(X) # 0, al conjunto de todas las funciones continuas f : X — R
cuyo soporte sea compacto.

Comentario 2.1. De de la definicion de S(X) es claro ver que es un espacio
vectorial sobre R, y cada funcion en S(X) es acotada en todo X. También
notemos que si f € S(X) y u es una medida de Borel reqular en X, entonces
f es p-integrable. Como f es continua, el Lema 1.4 implica que [ es Borel
medible. Ademds, ya que p es reqular, tenemos que p(sop(f)) < oc.

Ya que por definicion las funciones en S(X) son continuas, es valido pregun-
tarse por una condicion mas fuerte como lo es la continuidad uniforme en
grupos topolégicos.
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Definiciéon 2.4. Sea G un grupo topologico, y sea f : G — R una funcion.
St para cada € > 0 hay una vecindad abierta U de e tal que

[f(@) = fly)l <e

se cumple para cualesquiera x,y € G, y € xU, diremos que la funcion es
uniformemente continua por la izquierda. Si cambiamos la condicion de y €
xU ay € Ux, entonces la definicion se convierte en uniformemente continua
por la derecha. A continuacion, mostraremos que en un grupo localmente
compacto G, cada funcion en S(G) es uniformemente continua.

Proposicion 2.2. Sea G un grupo localmente compacto. Entonces cada fun-
cion en S(QG) es uniformemente continua por la izquierda y por la derecha.

Demostracion. Sea f € S(G), sea K = sop(f), y € > 0. Para cada = € K,
tomamos una vecindad abierta U, de e tal que

€

£(a) ~ )] <
se cumple para cualquier y € xU,. Por i) de la Proposicion 1.7 podemos
tomar una vecindad abierta V, de e tal que V,V, C U,. La coleccion

{2V, | x € K} es una cubierta abierta del conjunto compacto K, por lo que
hay una coleccion finita {x; | 1 < i < n} de elementos en K tal que tal
que la coleccion {z1V,,,...,x,V,, } cubre a K. Sea V una vecindad abierta

simétrica de e tal que V C ﬂ V.,. Este ultimo conjunto es la interseccion

i=1
finita de vecindades abiertas de e, por lo tanto, también es una vecindad
abierta de e. La existencia de V' es garantizada por por i) de la Proposicién
1.7. Demostraremos que si z,y € G e y € 2V, entonces

[f(z) = fy)l <e.

Esta desigualdad, ciertamente se cumple si ni x ni y pertenecen a K, ya que
en este caso f(z) = f(y) = 0, por definicion de K. Supongamos entonces
que z € K, y € V. En este caso, hay un indice ¢ tal que = € z;V,,. Como
2V, C Uy, y 2V C 2Vo, Vi, C Uy, se sigue que x, y pertenecen a x;U,
Asi, tenemos que

it

)= fa)l < 5
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) = )] < .

Por la desigualdad del triangulo tenemos que

[f(z) = fly)l <e.

El caso restante es cuando y € K,y € zV. Como V es simétrica, esto es
exactamente el caso donde y € K, x € yV, y se muestra de manera similar
intercambiando x por y. Por lo tanto, f es uniformemente continua por la
izquierda. La demostraciéon de la continuidad uniforme por la derecha es
analoga. O

Ahora, enunciaremos un lema donde se relaciona al conjunto S(G) y sus
integrales respecto a las medidas de Borel regulares.

Lema 2.2. Sea G un grupo localmente compacto, sea p una medida de Borel
reqular en G, y sea f € S(G). Entonces las funciones

zes /G £ (xy)dp(y)

T — /G fyz)du(y)

son continuas.

Demostracion. Sea K = sop(f), y sea zy € G. Como G es localmente com-
pacto, podemos tomar una vecindad abierta U de xy cuya cerradura sea
compacta, denotemos por W = Clg(U). La funcion y — f(yz) es continua
para toda x € U, esto se sigue ya que es la composicion de las funciones con-
tinuas y — yz v f. Ademas, se anula fuera del conjunto compacto KW ™!
Esto muestra que y — f(yx) es un elemento de S(G), y como p es una
medida de Borel regular en GG, entonces es p-integrable. Ahora, sea ¢ > 0y
tomamos ¢’ > 0 tal que
Eu(KW=1) <e.

Por la Proposiciéon 2.2, la funciéon f es uniformemente continua por la
izquierda, asi, podemos tomar una vecindad abierta V' de e tal que

[f(s) = f(B)] <€
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se cumple para cualesquiera s,t € G y s € tV. Entonces, para cada
reUnNuz,V ycaday € G, tenemos yx € yx,V, por lo tanto

/f yr)dpu(y /f yxo)du(y ‘ /If yr) — f(yzo)|du(y)

<p(Kw—1
<E.

Como ¢ es arbitrario, la demostracion esta completa.

La prueba para x — / flyx)du(y) es anéloga. O
G

A continuacién, enunciamos sin demostrar la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3. Sea G un grupo localmente compacto, y sea x € G. Si
f es una funcion no negativa y p-integrable definida en un subconjunto de
Borel en G y p es una medida de Haar izquierda en G, entonces

/G F( M) dp(t) = /G F(t)dpt)

Demostracion. Ver [6] pagina 314-315. O

El siguiente lema es de caracter topologico y de suma importancia en las
siguientes proposiciones.

Lema 2.3. Sean S y T espacios topologicos tal que T es compacto, y sea

f 9 xT — R una funcion continua. Entonces, para cada € > 0 y cada
€

so € S, hay una vecindad abierta U de sy tal que |f(s,t) — f(so,t)| < 5 se

cumple para cada s € U y cada t € T.

Demostracion. La continuidad de f implica que, para cada t € T, podemos

tomar una vecindad abierta U, de sg y V; de ¢ tal que si (s,t") € Uy x V;, se

. / € . . /

tiene que |f(s,t") — f(so,1)] < 7 Se sigue que si s € Uy y t' € V;, entonces

(s,t"), (s0,t) € Uy x V4, por lo tanto

(s, 8) = fs0, ) < [f (s, 8) = fls0, )] + | f(s0,8) = f(s0,)| < 5 +§=

Como T es compacto, podemos tomar una coleccion finita ¢y, ..., t,, de puntos
n
en T tal que la coleccion {V;,,...V;, } cubre a T'. Asi ﬂ Ui, es la vecindad

i=1
requerida de sq. O
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La siguiente definicién introduce una notaciéon importante que usaremos en
el teorema central de esta seccion.

Definicion 2.5. Sean X, Y conjuntos. Si [ es una funcion en X XY, enton-
ces las secctones f, y fY son funciones en'Y y X, respectivamente, dadas
por

fo(y) = f(z,y)

fU) = flx,y).

La importancia de las secciones radica en su uso para el intercambio del
orden de integracion, la siguiente proposicion de la cual omitiremos la prueba,
nos asegura el resultado.

Proposicion 2.4. Sean X y Y espacios localmente compactos y de Haus-
dorff, sean u y v medidas de Borel requlares en X y Y, respectivamente, y

sea f € S(X xY).

i) Para cada x € X y caday € Y, las secciones f, y fY pertenecen a
S(Y) y S(X), respectivamente.

it) Las funciones
| f.(y)dv(y)
Y

v | f (@) dp(x)

pertenecen a S(X) y S(Y'), respectivamente.

iii) La igualdad

//f:cydv )y //ffvydu )du(y)

se cumple.
Demostracion. Ver [1] paginas 148-149. O

El siguiente lema asegura que la integral respecto a una medida de Haar
izquierda de una funcién continua no cero con soporte compacto es no cero.
De este resultado, se seguira la definiciéon de un cociente en el teorema central
de la seccion.
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Lema 2.4. Sea G un grupo localmente compacto, y sea j una medida de
Haar izquierda en G. Entonces cada subconjunto abierto no vacio U de G
satisface p(U) > 0, y cada funcion no negativa f que pertenece a S(G) y no

nula, satisface
/ fdp > 0.
G

Demostracion. Como p es una medida regular y no cero, podemos escoger
un conjunto compacto K tal que u(K) > 0. Sea U un subconjunto abierto no
vacio de G. Asi la coleccion {zU | x € G'} es una cubierta abierta del conjunto
compacto K, por lo que hay una coleccion finita {x1,...z,} de elementos en
G tal que la coleccion {z1U,...z,U} cubre a K. La desigualdad

n(K) < Z (z;U)

y la invarianza de u, implica que p(K) < nu(U), por lo tanto u(U) > 0.

Supongamos ahora que f es una funcién no negativa en S(G) y no nula.
Entonces, hay un € > 0 y un conjunto abierto no vacio U tal que f > exyp.

Ya que u(U) > 0, se sigue que

/fduz/st dp = ep(U) > 0.
G G

]

El siguiente teorema es fundamental, pues nos permite relacionar funcionales
lineales a medidas tnicas de Borel, y a través de esta es que mostramos la
unicidad de la medida de Haar izquierda.

Teorema 2.2. (de Representacion de Riesz) Sea X un espacio localmen-
te compacto y de Hausdorff, y sea I un funcional lineal positivo en S(X).
Entonces hay una inica medida de Borel reqular i en X tal que

1) = [ 1
se cumple para cada f € S(X).
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Demostracion. Ver [1] pagina 193. O

Ahora, estamos en condiciones de demostrar la unicidad de la medida de
Haar izquierda.

Teorema 2.3. Sea G un grupo localmente compacto, y sean p y v medidas
de Haar izquierdas en G. Entonces, hay un nimero real positivo c¢ tal que
v = cl.

Demostracion. Sea g € S(G) una funcion no cero y no negativa, la cual sera
fija, y sea f una funcion arbitraria en S(G). Por el Lema 2.4, tenemos que

/ngu#O.

Asi, podemos definir el cociente / fdu / / g du. Mostraremos que este
G

cociente es independiente de la elecciéon de la medida de Haar izquierda p,
y s6lo depende de las funciones f y g. Ahora, si v es otra medida de Haar
izquierda, entonces

fc;fd“ _ fod’/
Jogdn  [ggdv’

/G fdv=c /G Fd = /G Fden), 1)

donde ¢ = / g dv / / g du. Observemos que la integral es un funcional
G a

o equivalentemente

lineal positivo en el espacio vectorial S(G) y la igualdad anterior se cumple
para toda f € S(G). La observacion anterior nos permite aplicar el teorema
de representacion de Riesz.

Sea f € S(G), definamos

[H:/Gfdu:%/Gfdy:/Gfd)\:JA.

La segunda igualdad se da por la ecuacion (1). Asi, por el teorema de repre-
sentacion de Riesz, se sigue que p = A, por lo tanto v = cu.
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Ahora, usando 4ii) de la Proposicién 2.4 se tiene que si h(z,y) € S(G x G),

entonces
// (x,y)dp(z)dv(y // (x,y)dv(y)du(x).

Usando la invarianza izquierda de p, v y aplicando la Proposicién 2.3,
primero reemplazamos a = con y 'z, luego invertimos el orden de integracion,
y por ultimo, remplazando y con zy, tenemos que

// (2, y)dv(y)dp(a // (2, y)dp(z)du(y) 2.1)
= [ [ r e mdntoyint)
- [ [ r e avmanta)
= [ [ r anivtyyanta).

Consideremos ahora la funcién [ : G x G — R definida por

f(x)g(yz)

Hz,y) = ng (tz)dv(t)

Asi,
flyg(x)
Jo9ty=Y)dv(t)

El Lema 2.2 implica que la funciéon z — / g(tz)dv(t) es continua, y el

Wy zy) =

Lema 2.4 nos garantiza que nunca se anulac.; Las funciones f(z) y g(xy)
también son continuas, por lo tanto I(z,y) es bien definida y continua. Ade-
mas, si K = sop(f) y L = sop(g), entonces sop(l) € K x LK~'. Por el
teorema de Tychonoff y la continuidad de z — 2! se sigue que K x LK™}
es compacto, asi sop(l) es compacto. Esto muestra que [ € S(G x G).

Ahora, retomando las integrales de h y h(y~', ry), una primera observacién
es que

v(y dv —ng Y z
/G (2, ) /fggm ) = ) E I = @)
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lo cual implica que

‘LKﬁWWMWWWW%zﬂ@- (2.2)

De un calculo similar, obtenemos que

SNyl — fly Do) v o fo
Lt = [ T Tt = o) [ i)

lo cual implica que

-1 _ fly™)
L Lt amiani = [ oan [ BErma). @)

Substituyendo (2.2) y (2.3) en (2.1) obtenemos que

/fw /gw/kﬂwlw dv(y).

Esto significa que el cociente / fdup / / g du en efecto sélo depende de f
a a
v g, pero no de pu. Asi, la prueba esta completa. ]

Antes de mostrar algunos ejemplos, es necesario mencionar que, para poder
construir la medida de Haar en un espacio G se requieren condiciones muy
exigentes como lo es

- (G admite una estructura de grupo topolédgico localmente compacto.

Si bien, la compacidad local del grupo es totalmente definida por la topologia,
lo complicado es definir la medida, pues la caracteristica de que un subcon-
junto compacto K de G tiene medida finita, frecuentemente se demuestra por
medio de la regularidad exterior, también hay que destacar que si cambiamos
la operacion que le da la estructura de grupo a nuestro conjunto G entonces
la medida puede cambiar pues esencialmente estariamos trabajando en un
nuevo espacio.

Nuestro objetivo es construir la medida de Haar izquierda en el grupo SU(2)
para ello, recurriremos a las propiedades del espacio.
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Veamos unos ejemplos de medidas de Haar en los cuales s6lo nos limitaremos
a probar la invarianza por la izquierda sin profundizar en probar la regulari-
dad de la medida salvo en algunos.

Ejemplo 2.1. Sea G un grupo localmente compacto. Definimos la medida de
conteo sobre P(G) como u(E) = card(FE) si la cardinalidad de E es finita y
pu(E) = 0o en caso contrario. Entonces,  satisface p(E) = u(xE) para toda
reX yECX.

Ejemplo 2.2. Sea G =R, como mencionamos en el Ejemplo 1.2 G con la
operacion suma es un grupo localmente compacto con la topologia euclidiana,
la medida de Lebesgue que denotaremos por A es en muchos textos la primer
medida abstracta, pues su construccion es sencilla, recordemos su definicion.
Para I C R un intervalo abierto, sea £ (I) € R = RU {oo} la longitud de
I. Sean A C R y C una coleccion de intervalos abiertos que cubren a A, la
medida de Lebesque de A es definida por

A(A) = inf {Zzu)} :

IeC

Considerando a AB(R) la o-dlgebra generada por los intervalos abiertos de
R, con esta topologia y por el teorema de Heine-Borel la medida de Lebesque
es reqular, pues los compactos son cerrados y acotados por lo que podemos
tomar una cubierta de intervalos abiertos acotada con medida de Lebesque
finita. El resultado de la invarianza para un conjunto arbitario A C B(R),
Mz + A) = ANA) es inmediata del hecho que £(x + I) = ZL(I) para todo
x € R.

Geométricamente, la suma como operacion en el grupo es una traslacion de
los conjuntos la cual se puede estudiar como una transformacion T de R en

R.

a b a4+ b+ x

Figura 2.1: Traslacion de |a, b]
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Este ejemplo se puede extender de manera andloga a R"™ con la operacion
suma de vectores, la topologia euclidiana y la respectiva medida de Lebesgue
multidimensional.

Al considerar R", es natural pensar en conjuntos con volumen a los cuales
se les asocia una medida de Lebesgue usando la integral, por lo que se usa
herramientas del célculo diferencial e integral para R". Asi, para calcular la
medida de algunos subconjuntos se recurre a los cambios de coordenadas con
su respectivo jacobiano.

Por ejemplo, en R?, queremos la medida de Lebesgue de una superficie como
la 2-esfera definida por S? = {(z,y, 2) € R® | 2° +y* + 2* = 1}, se toman las
coordenadas esféricas y la integral de area para superficies

/ dA.
S2

En el siguiente capitulo, abordamos més a fondo lo relacionado con diferencia-
bilidad e integracion, en los siguientes ejemplos nos enfocamos en conjuntos
de matrices.

Comentario 2.2. Henri Lebesgue, introdujo en 1902 lo que en la actualidad
se conoce como medida de Lebesque. Por otro lado, la definicion de medida
de Haar fue introducida 3 décadas después, es decir, ya se tenia presente
la invarianza bajo traslaciones, las numerosas propiedades que cumple R"
como espacio topologico, espacio vectorial, grupo, etc. Lo hace un espacio de
referencia para buscar medidas de Haar en espacios mds abstractos ya sea
por medio de homeomorfismos o isomorfismos.

Ejemplo 2.3. Por el Ejemplo 1.4 , sabemos que

{6 )

es un grupo localmente compacto, ademds la funcion

x>0, yER}

¢0: G — {(a,b) € R* | a > 0},

o(p 1) =t
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es un homeomorfismo.

Veamos que

Mm:/@mﬁwx

es una medida de Haar izquierda, donde A\ es la medida de Lebesgue en R.

Dado que p es una medida semi-reqular, entonces lo es en B(R?) y ¢ es un
homeomorfismo, solo resta ver que es invariante bajo traslaciones izquierdas.

Sea v = (0 1) €eGyAecABG). Entonce

f(vA) = // 2MA—//i w@_//““ ) dedy.
(vA) T (vA)

Notemos que (x,y) € p(vA) siy solo si (g ?

(5 )6 )= ) e

Por lo tanto

) € vA que es equivalente a

oty = [ [ Rl =) g,

Si hacemos el cambio de variable s = z/w yt = (y — z)/w, entonces el
Jacobiano es Js; = <1/w 0

0 1/w
se tiene que

tw? t)w?
Amm://&@gli@ﬁ://&@gji@ﬁzwﬂ
X S

El siguiente ejemplo ilustra el concepto de un espacio abstracto.

) y por el Teorema de Cambio de Variable

“Dado el homeomorfismo ¢, la integral pasa a una integral de Riemann en R?
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Ejemplo 2.4. Sea G = GL,«,(R) definido en el Ejemplo 1.4 ).

Sea A la medida de Lebesque restringida a G = GL, «xn, como lo mencionamos
antes es un subconjunto abierto de My, (R) entonces tiene una medida de
Lebesgue distinta de 0.

Definimos una integral J por

n= [ 1o

Afirmamos que J es invariante izquierda y derecha. Para mostrar esto, con-

sideremos )
-1,
Lef) = / 19 |det x)|™

con el cambio de variables y = g 'z se tiene que x = gy. Para calcular el
Jacobiano de esta transformacion (definida por g), escribimos x como un
vector columna.
T
X2 2
e R"
I?’L

donde x; es la 1-ésima columna de x y de la misma forma con y. En estd
notacion, la ecuacion x = gy se conuvierte

T g n
T2 - g Y2
Ty g Un

donde los elementos no indicados en la matriz de n* x n? son 0. Esta trans-
formacion lineal que relaciona x con y tiene determinante igual a (det(g))".
Ast, x = gy implica

dA(z) = [(det(g))"|dA(y) = [det(g)|"dA(y).

Sustituyendo esto en la expresio’n de J(Lyf) se obtiene
1y dA@) |det(g)["dA(y)
100a8) = | 167 i = [ 1O icigranty
B dA(y) _
- | 1O ~
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Por tanto, J es una integral invariante a la izquierda. Un calculo similar
(usando filas de x e y en lugar de columnas) muestra que J también es
mvariante a la derecha.

Resulta interesante pensar, si podemos dotar a un mismo espacio que cumpla
las hipotesis para tener una medida de Haar con dos estructuras de grupo
distintas, en el caso que sea posible encontrar dicho grupo, es prudente pre-
guntar si hay una relacion entre dichas medidas. En el siguiente ejemplo
mostramos como cambian radicalmente las medidas.

Ejemplo 2.5. Sea G = R™ por el Ejemplo 1.3 , sabemos que es un grupo
con la multiplicacion y es evidente que es un subconjunto abierto de R.

Si dotamos a G con la medida de Lebesque es claro que mo es invariante
por la izquierda pues para A = |a,b] y x = 2 entonces N(xA) # 2X(A),
geométricamente ya no es una traslacion si no una homotecia.

a b zTa xb

Figura 2.2: Homotecia de [a, b]

A(A
Si definimos u(A) = % ya es una medida de Haar izquierda pues para
cada y € R, tenemos que vy = A(z)y + b(z) donde A(z) = x € GL1x1(R)
y b(x) = 0. Asi, el resultado se sigue del hecho que det(A(z)) = x y el

argumento del Ejemplo 2.4.

Para finalizar esta seccién, daremos un resultado que relaciona una propiedad
del espacio a trabajar y su medida de Haar izquierda.

Proposicion 2.5. Sea G un grupo localmente compacto, y sea p una medida
de Haar izquierda en G. Entonces p es finita i.e. u(G) < oo si y sdlo si G
es compacto.

Demostracion.
Por un lado, supongamos que G es compacto. Como u es regular se sigue
que u(G) < oo. Ahora, supongamos que g es finita. Sea K un subconjunto

50



compacto no vacié de G tal que p(K) > 0. Sean zy,...,x, € G tales que
x; KK son ajenos por pares, entonces

nu(K) = ZM(%‘K) =pu (U a:iK> < u(@).

Asi, existe n € N tal que {z1K,...,2,K} son ajenos por pares, y si & # x;
para toda ¢ = 1,...,n se tiene que

(O xiK> NzK #1.
i=1
Sea x € GG, entonces
T e (Ox,K) K,
i=1
por lo tanto
G = (O JZZ-K> K1
i=1

es compacto. O]

Una conclusion es que, cada grupo compacto G tiene una medida de Haar
tal que u(G) = 1. Al tratar con grupos compactos, a menudo se supone que
la medida de Haar correspondiente se han "normalizado" de esta manera.
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Capitulo 3

Construccion de la medida de
Haar en SU(2)

En este ultimo capitulo construimos de manera explicita la medida de Haar
izquierda para el grupo unitario especial de dimension 2, el cual denotamos
como SU(2), que es el grupo de matrices de 2 x 2 unitarias con determinante
1. Para poder entender, y describir geométricamente a SU(2) son necesarios
algunos conceptos basicos del calculo diferencial e integral de varias variables,
como lo son los difeomorfismos, integracion, formas diferenciables e integra-
cién de formas diferenciales.

Posteriormente, damos el isomorfismo de SU(2) a la 3-esfera S° a la cual
le daremos una estructura de subvariedad diferenciable inmersa en R?, con
esto, motivaremos geométricamente como los "volumenes" que seran regiones
de la 3-esfera son invariantes bajo traslaciones sobre la misma 3-esfera, con
ello, se ilustrara la propiedad principal de la medida de Haar. Para esto, es
necesario introducir las definiciones de variedad diferenciable en R", formas
y las aplicaciones entre los espacios tangentes como son la de pullback y
pushforward e integracion en variedades.

3.1. Diferenciabilidad e Integracién en R"

A lo largo del trabajo hemos mostrado que R cumple con las condiciones
necesarias para definir la medida de Haar, las condiciones de topologia, alge-
bra y medida son de alguna manera més naturales de definir a comparacion

23



de otros espacios. Para construir la medida de Haar en SU(2) debemos ana-
dir los conceptos de diferenciabilidad e integraciéon para funciones de R" en
R™, omitiremos los preliminares de continuidad, los cuales pueden ser con-
sultados a detalle en [4]. Comenzamos dando la notacion de las diferenciales
y algunos resultados.

Nuestro analisis se enfocara en los dos siguientes conjuntos de funciones
i) Funciones escalares son tales que f: R" — R.

ii) Funciones vectoriales son tales que f : R" — R™, y sus funciones
componentes son f', ..., f™ tales que f(z) = (f'(z),..., f™(x)).

La notacién de derivadas es:

i) La diferencial de una funciéon f : R" — R™ en un punto a € R" es un
mapeo lineal denotado por D f(a). La matriz jacobiana asociada D f(a)
respecto a las bases candnicas de R" y R™ en a la denotamos por J(a)
y su respectivo jacobiano (determinante) |J(a)|.

)

ii) Si f es diferenciable denotamos a la funciéon :R" — R ala
Z;

derivada parcial de f respecto a la i-ésima coordenada.

Los siguiente resultados son bésicos, sin embargo, es preciso recordarlos pues
se usaran mas adelante.

Teorema 3.1. Sea f: R" — R™.

i) Si f es una transformacion lineal , entonces
Df(a) = f.
ii) f es diferenciable en a € R™ si y sdlo si cada f* lo es, y
Df(a) = (Df'(a),...,Df"(a))
Asi que, Df(a) es la matriz m x n cuya i-ésima fila es (f*) (a).

Demostracion. Ver [4] pagina 19. O
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La integral usual en R" es construida como una generalizacion de la integral
de Riemann en R, la variante de integral de superficie en R® nos permite
calcular areas de distintos subconjuntos mediante la siguiente construccion.

Sea D C R? un conjunto tal que r : D :— R3 es diferenciable con
r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)),u,v € D.
Supongamos que la superficie S = r(D), entonces

_ﬁ_%‘—F@‘—F%k &—%'+%‘+%k—
_6?u_8uZ ou ou y(%_avl 81}‘7 ov T

Ty

seran los vectores tangentes que generan al plano tangente en un punto p € S,
al estar inmersa en R*, podemos considerar el vector normal al plano dado
POT 7y X T4

3.1.1. La integral de superficie de campos escalares

Sea S una superficie dada por 7 : D — R? inyectiva y sea f : R® — R tal
que f(r(u,v)) es continua. Entonces

//Sf d5 = //Df(r(u,v)) |7y x 1| dudv.

Si f =1 el valor de la integral representa el area de la superficie S.

A://dS:// 7w X 70| dudv.
S D

Esta es la idea que nos interesa, pues "medir" regiones en conjuntos abstrac-
tos de R" es el proposito de la medida de Haar y en general de cualquier otra
medida.

La notacion de integral de volumen dV nos reduce la notacion dz; - - - dx,, ya
que para calcular un volumen de un subconjunto A C R" se reduce a integrar

la constante 1,
/1 dml---dxn:/dv.
A A

Enunciaremos una serie de resultados clasicos de integracion.
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Teorema 3.2. (Cambio de variables) Sean A y B subconjuntos abiertos
y con volumen de R" y sea g : A — B un difeomorfismo C*. Entonces, para
toda funcion integrable f : B — R, la funcion (f o g)|Jg| es integrable en

Ay
[ 1= [l

Demostracion. Ver [4] paginas 67-69. O

Como mencionamos anteriormente, las transformaciones lineales tienen dis-
tintas propiedades acerca de la"medida" de conjuntos en algunos espacios,
el siguiente resultado nos muestra como se relacionan los voliimenes de un
conjunto y su imagen bajo una transformacion lineal.

Lema 3.1. Sean L : R" — R" una transformacion lineal, y A C R"™ un
conjunto con volumen. Entonces L(A) tiene volumen y

v(L(A)) = |det(L)[v(A),

es decir,

/ ldV:/|det(L)| dv.
L(A) A
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3.1.2. Formas diferenciables e integraciéon de formas en
Rn

Sea p un punto de R*. EI conjunto de vectores {q — p | ¢ € R*} (Los que
tienen como origen en p) lo llamaremos el espacio tangente de R* en p, y lo
denotamos por Rf). Los vectores e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0),e3 = (0,0, 1) de la
base canénica de R} seran identificados con los trasladados ((e1),, (€2),, (€3),)
en el punto p, con esta identificacion, podemos argumentar que ]Rg es isomorfo
a R® y por lo tanto tienen la misma dimension.

z

€2p

€3y Y

Figura 3.1: Espacio tangente de p en R?

La base canonica tiene orientacion positiva, pues si calculamos

1 00
det(ey,eq,e3) =det |0 1 0f =1,
0 0 1
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por lo tanto R} también tiene una base orientada positiva, con este concepto

decimos que un mapeo lineal no singularﬂ T : R" — R" preserva la orien-
tacion si det(T") > 0.

Recordemos que la diferencial de un funcién vectorial f : R" — R™ en un
punto p es un mapeo lineal Df : RF — R, por lo que podemos hablar de
difeomorfismos que preservan orientacion.

Definicion 3.1. Sea {(a;), | i = 1,...,n} una base orientada positiva de R}
en un punto p y f: Ry — R, un difeomorfismo. Decimos que f preserva
la orientacion en p € R" si

{(Df)p)ai)p [ i=1,...,n}
es una base orientada positiva para R}, y det(Df(p)) > 0.

Un campo vectorial en R?, es un mapeo v que asocia a cada punto p € R?
un vector v(p) € Rg. Podemos escribir a v como

v(p) = a1(p)er + as(p)es + as(p)es,

definiendo asi tres funciones a; : R® — R,i = 1,2,3, que caracterizan al
campo vectorial v. Decimos que v es diferenciable si las funciones a; son di-
ferenciables.

A cada espacio tangente Rf; le podemos asociar su espacio dual (Ri)* el cual
es el conjunto de mapeos lineales ¢ : R; — R. El espacio dual (Rg)* es de
dimension finita (de hecho de dimension 3) y por lo tanto podemos tomar
una base (dz;),,7 = 1,2, 3, donde z; : R* — R es el mapeo que asigna a
cada punto su i-ésima coordenada. El conjunto

{(dz;), | i=1,2,3}

es en efecto la base dual de {(e;),} ya que

ox; 1, sii=j,
d i ) = — =
(dx )p(ej) oz, {O, sii .

!Se dice que un mapeo lineal T entre dos espacios vectoriales V' y W es no singular si
T mapea el vector 0 de V al vector 0 de W.
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Una vez obtenida la base del espacio dual, es posible definir objetos que nos
permitan analizar caracteristicas particulares de los espacios tangentes de
conjuntos contenidos en R". A continuacion, definimos estos objetos como
formas diferenciables.

Definicién 3.2. Un campo de formas lineales (o una forma exterior de grado
1) en R® es un mapeo w que asocia a cada punto p € R* un elemento
w(p) € (R2)*; w puede ser escrita como

w(p) = a1(p)(dz1), + az(p)(daz), + as(p)(das),
o bien
3
w= Z a;dx;,
i=1
donde a; son funciones escalares de R®. Si las funciones a; son diferenciables,
w es llamada una forma diferencial de grado 1, o 1-forma.

Ahora, sea AQ(]R}?;)* el conjunto de mapeos ¢ : Rf, X ]Rf; — R que son bilinea-
les y alternantes (i.e., ¢(vy,v2) = —p(v2,v1)). Con las operaciones usuales de
funciones el conjunto AQ(R;)’))* forma un espacio vectorial.

Cuando ¢, v @9 pertenecen a (RZ’)*, podemos obtener un elemento
p1 A ps € AR
de la siguiente manera

(1 A p2)(v1,v2) = det(pi(vy))-

Para los elementos bésicos (dz;),A(dz;), € AQ(RE?,)* se deduce que el conjunto
{(dz; A dx;),,i < j} es una base para A*(R2)* ademas,

(dCL’Z A de)p = —(dCL’J A dxz-)p, 7 7& j,

De la definicion de A de dos 1—formas, se obtiene un objeto similar el cual
se define como sigue.

2A es llamado producto cuiia o producto exterior
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Definicién 3.3. Un campo bilineal de 2-formas alternantes en R® es una
correspondencia w que asocia a cada punto p € R* un elemento
w(p) € A(RD)*; w se puede escribir como

w=Y aydr; Ndr;, i,j=123
1<j

donde a;; son funciones escalares en R3. Cuando las funciones a;; son dife-
renciables, w es una 2-forma diferenciable.

Ahora, generalizamos este concepto de formas diferenciales a R". Sea p € R",
n : Y * : k n\* .

R} es el espacio tangen‘te y (R})" su espacio dual. Sea A"(R})" el conjunto

de todos los mapeos k-lineales y alternantes.

. n DY n
@ R} X xRy — R.
Con las operaciones usuales Ak(RZ)* es un espacio vectorial.

Dados ¢1,...¢r € (R})", podemos obtener un elemento @1 A -+ A ¢y de
AF (R})" de la siguiente manera

(1 A A g (v, .. o) =det(pi(v))), ,5=1,...k

Se sigue, de las propiedades de los determinantes que 1 A- - - Ay es k-lineal y
alternante. En particular (dzq),A---A(dxy), € Ak(RZ)*, i1, . iy =1,...,n
y son una base para dicho espacio. Veamos ahora la definiciéon de una forma
multidimensional.

Definicion 3.4. Una k-forma en R" es mapeo w que asocia a cada punto
p € R" un elemento w(p) € A*(R})*; w se puede escribir como

wip)= Y aia(p)(dri, A Nday),, i€ {1, n},
11 <...<ig

donde a;, . ;, son funciones escalares en R™. Cuando las funciones a;, ;, son
diferenciables, w es una k-forma diferenciable.

Diremos que, una O-forma diferencial es una funcion escalar diferenciable
f:R" — R, con este concepto definimos

€' (R") :={f :R" — R | f es diferenciable }.
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Una de las caracteristicas mas importantes de las formas diferenciales es la
manera en que se comportan bajo mapeos diferenciables. Sea f : R" — R™
un mapeo diferenciable. Entonces f induce un mapeo llamado pullback f*
que mapea k-formas en R en k-formas de R" y se define como sigue.

Sea w una k-forma en R™. Por definicion, f*w es la k-forma en R" dada por

fro@)(v, - o) = w(f () (fe(vr), - felvr)).

Aqui, p € R", v1...v, €R),y [t Ry —> R, es la derivada del mapeo f
en p. Una convencién es que si g es una O-forma,

f(g)=gof
Enunciemos ahora algunas propiedades del pullback.

Proposicion 3.1. Sea f : R" — R"™ un mapeo diferenciable, w, @ k-formas
diferenciables en R™ y g : R™ — R wuna 0-forma en R™. Entonces

i) [flwt+e)=fwt e
i) f*(gw) = f"(9)f"(w).
iii) Si p1,..., ¢k son 1-formas en R™, entonces

frlor A ANgr) = [ (1) Ao A f5(or).

Demostracion. Ver [3] pagina 6. O

Ahora, enunciamos algunas de las propiedades del producto exterior y el
pullback.

Proposicion 3.2. Sea f: R" — R™ un mapeo diferenciable. Entonces
i) fflwne)=f"(w)A f (@), donde w y ¢ son cualquier forma en R™.
ii) (fog)'w=g"(f'w), donde g : RP — R"™ es un mapeo diferenciable.
Demostracion. Ver [3] pagina 8. O
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Para la definicién de la integral de una n-forma en R", se deben dar con-
diciones similares a las de los mapeos diferenciales de R" en R™. Para ello,
definimos el siguiente conjunto.

Sea w una forma diferenciable definida en una abierto de U C R". El soporte
K de w es la cerradura del conjunto

A={peR" | w(p) #0}.

Recordemos que un dominio de integraciéon es un subconjunto acotado de R"™
cuya frontera tiene medida n—dimensional 0. Sea D C R" un dominio de
integracion compacto, y sea w una n—forma en D. Caulquier forma se puede
escribir como

w=adx; N - Ndz,.

para una funcién escalar a en D. Definimos la integral de w sobre D como

/w:/adV
D D

Esto puede ser escrito explicitamente como

/adxl/\---/\dxn:/adxl--dxn
D D

De manera més general, sea U un conjunto abierto en R". Nos gustaria definir
la integral de cualquier n—forma con soporte compacto sobre U. Sin embargo,
dado que ni U ni el soporte de w pueden ser un dominio de integracién en
general, necesitamos el siguiente lema.

Lema 3.2. Supongamos que K C U C R", donde U es un conjunto abierto
y K compacto. Entonces hay un dominio de integracion compacto D tal que
KCDCU.

Demostracion. Ver [5] pagina 350. O

Ahora, si U C R" es un conjunto abierto y w es una n—forma con soporte
compacto K en U, definimos
U D

donde D es cualquier dominio de integracion tal que K € D C U. Esté es
una manera més facil de verificar que esta eleccion no depende de D, de
manera similar tenemos la siguiente definicion.
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Definicion 3.5. S5i V' es un subconjunto abierto del semi-espacio superior
R" que estd definido como {x € R" | x, > 0} y w es una n-forma con
soporte compacto K contenido en V', definimos

Vv DNRY

Ahora, tenemos condiciones para introducir la nocién de integracion de for-
mas, veamos un resultado clave en el que se relacionan el pullback y los
difeormorfismos que preservan la orientaciéon del cual omitiremos su demos-
tracion.

donde K C D CV.

Teorema 3.3. Sean D y E dominios de integracion compactos en R", y sea w
una n-forma en E. Si f : D — E es un mapeo diferenciable cuya restriccion
a D° es un difeomorfismo que preserva orientacion en E°, entonces

- i

Demostracion. Ver [5] pagina 352. O

De la conclusion del Teorema 3.3, notamos que el enfoque recae en dos
conjuntos abiertos, por lo que se puede pensar en formularlo para dos abiertos
cualesquiera, como lo demuestra el siguiente corolario.

Corolario 3.4. Supongamos que U,V son subconjuntos abiertos de
R", f: U — V es un difeomorfismo que preserva la orientacion, y w es
una n-forma con soporte compacto en V. Entonces

o=

Demostracion. Ver [5] pagina 352. O
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3.2. Variedades diferenciables en R"

El concepto de variedades tiene el propoésito de generalizar a las superficies de
dimension 2 contenidas en R? a conjuntos de mayor dimensién inmersas en
un R", como en el caso de las superficies, nuestro objetivo es poder "medir"
estos conjuntos y sus subconjuntos.

Definiciéon 3.6. Un subconjunto M de R" se denomina variedad k-dimensional
con k < n, si para cada punto x € M se cumple la siguiente condicion:

(M) Existe un conjunto abierto U que contiene a x, un conjunto abierto
V CR", y un difeomorfismo h : U — V tal que

AUNV)=VNR x{0}) ={z €V |24y = =2, =0}.
En otras palabras, UNM es simplemente R* x 0 salvo difeomorfismos. Si ana-
lizamos los casos extremos de la definicién, un punto en R" es una variedad 0-

dimensional, y un subconjunto abierto de R" es una variedad n-dimensional,
esto ultimo implica que R" es en si mismo una variedad n—dimensional.

z

Figura 3.2: Ejemplo de una variedad bi-dimensional en R3
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Notemos que la definiciéon menciona la existencia de un difeomorfismo, el cual
a su vez es un homeomorfismo de espacios topolégicos por lo cual las pro-
piedades topologicas quedan invariantes, con ello, se generaliza al concepto
de variedades topologicas que no estan contenidas en R" de la siguiente
manera.

Supongamos que M es un espacio topoldgico. Decimos que M es una variedad
topologica de dimension k si tiene las siguientes propiedades.

i) M es un espacio de Hausdorff

ii) M es segundo numerable, es decir, existe una base numerable para la
topologia de M.

iii) M es localmente euclidiana de dimension k. Es decir, cada punto de M
tiene un abierto homeomorfa a un subconjunto abierto de R*.

Del hecho que estamos considerando a las variedades como subconjuntos de
R"™, las primeras dos propiedades son inmediatas por la topologia hereda-
da, ya que la definicién nos habla de que para cada punto p en M existe dos
subconjuntos abiertos U y V tal que p € U y h : U — V un homeomorfismo.

Al par (U, h) se le llama carta coordenada y al conjunto de cartas coordenadas
que cubren a M se le llama atlas, dado por

A= {(Ua,ha)| UUa:M}.

acl

Veamos que la n-esfera S, definida por {x € R™"! | ||z|| = 1} es una variedad
de dimension n. Para ello, usaremos (sin demostrar) el siguiente teorema.

Teorema 3.5. Sea A C R" abierto y sea g : A — RP una funcion diferen-
ciable tal que ¢'(x) tenga rango p siempre que g(x) = 0. Entonces, g~*(0) es
una variedad de dimension (n — p) en R™.

Demostracion. Ver [4] pagina 103. O

Regresando al caso de la n-esfera, es suficiente tomar g : R"™ — R definida
por g(z) = ||z|| — 1 la cual es diferenciable, se sigue que S™ = g~*(0), por el
Teorema 3.5 es una variedad de dimension n.
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Hay otra forma de caracterizar a las variedades que se rige por coordenadas
y abiertos para cada una de estas, como lo enuncia el siguiente teorema.

Teorema 3.6. Un subcojunto M C R" es una variedad k—dimensional si
y solo si para cada elemento x € M se verifica la siguiente condicion de
coordenadas:

ziste un conjunto abierto U que contiene x, y un conjunto abierto
C) Euxist unto abierto U t1 unto abiert
W CR", y una funcion inyectiva diferenciable f: W — R" tal que

i) JW)=MnU,

i) f'(y) tiene rango k para cada y € W.

Demostracion. Ver [4] pagina 103. O

f se denomina sistema de coordenadas alrededor de a, o entorno de a.

3.2.1. Campos y formas en variedades

Sea M una variedad k-dimensional en R", y sea f : W — R" un entorno
alrededor de z = f(a). Puesto que f’(a) tiene rango k, la transformacion
lineal f, : RZ — R es inyectiva, y f.(R*) es un subespacio k-dimensional
de R?. Si g : V — R es otro sistema de coordenadas, con x = ¢(b), entonces

9:(By) = f.(f 7" 0 9)u(Ry) = fulBy).

Por tanto, el subespacio k-dimensional f,(R¥) no depende del sistema de
coordenadas f.

Este subespacio denotado por M,., y se denomina el espacio tangente de M
en x. Una consecuencia de la contencion M C R", es que, existe un producto
interior natural 7, en M, inducido por el de R, dado de la siguiente manera:
si v,w € M, se define T, (v, w) = (v, w),.
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52

Figura 3.3: Plano tangente S?

Una funcién w que asigna w(x) € AP(M,) a cada x € M se denomina una
p-forma en M. Si f: W — R es un entorno, entonces f*w es una p-forma
en W; diremos que w es diferenciable, si f*w lo es. Una p-forma w en M se
puede escribir como

w= Z Wiy, oorip Az A - AN dztr.

7:1 <7---7<ip

Aqui, las funciones wj, . ;, estdn definidas sélo en M. Frecuentemente es
necesario elegir una orientaciéon a, para cada espacio tangente M, de una
variedad M. Estas elecciones se les dice consistentes siempre que para cada
entorno f: W — R" y a,b € W la relacion

[f*((el)a)7 BRI f*((€k>a)] = Of(a)

se cumple si y s6lo si

[fel(e1)n), - - fuller)n)] = .-

Supongamos que se han elegido orientaciones «, consistentes.

Sif:W —R"ya,beW esun sistema de coordenadas tal que

[fel(e1)a)s - -5 ful(er)a)] = afa

para uno, y por tanto para cada a € W, entonces f conserva la orientacion.
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Si f no conserva la orientacion, y T : R¥ — R¥ es una transformacion lineal
con det(T) = —1, entonces foT conserva la orientacion. Por tanto existe un
entorno alrededor de cada elemento que conserva la orientacion.

Una variedad para la que se pueden elegir orientaciones consistentes «,, se
denomina orientable, y una elecciéon particular de «, se le llama una orien-
tacion o de M.

3.2.2. Integraciéon de formas en variedades

Para la integracion sobre variedades, es necesario definir el concepto de va-
riedad con frontera. Un subconjunto M de R" es una variedad con fron-
tera, si para cada punto x € M se satisface la condicion (M), o la siguiente
condicion:

(M’) Existe un conjunto abierto U que contiene a z, un conjunto abierto
V C R", y un difeomorfismo h : U — V tales que

h(UNM)=VN(R x{0})={z eV ]z">0y2"" =... = 2" = 0}.
y h(z) tiene su k-ésima componente igual a 0.

El conjunto de todos los puntos z € M para los que se satisface (M') se de-
nomina frontera de M, y se denota por M. Ahora, procederemos a definir
la integral de una n-forma en M.

Para evitar problemas de convergencia, es conveniente suponer que M es
compacto, entonces el soporte K de w es cerrado en un espacio compacto y
por lo tanto también es compacto. Para fines practicos, asumiremos que M
es orientable.

Supongamos que K esté contenido en una carta V, = f,(U,). Entonces, si
la representacion local w, de w en U, es

Wo = Ao (T1, ..., xp)dzy A ... A dxy,

/w:/ wa:/ Qg dry -+ dzy,
M (% «
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donde en el lado derecho es una integral usual en R".

De la misma manera que en el caso de las superficies, la integral nos permite
calcular su area, esta idea se generaliza para las variedades utilizando formas
diferenciables, y se construye de la siguiente manera.

Sea M una variedad k-dimensional (o variedad con frontera) en R™ con una
orientacién «. Si x € M, entonces «,, y el producto interior T}, que se defi-
ni6 anteriormente determinan un elemento de volumen w(z) € A*(M,). Se
obtiene por tanto, una k-forma w en M, no nula en ningin punto, que se de-
nomina elemento de volumen en M (determinado por «) y lo denotamos
por dV'. El volumen de M se define como dV, siempre que esta integral

M
exista, lo que ocurre siempre que M sea compacto.

Como mencionamos antes, la teoria de integracién en variedades exige condi-
ciones puntuales para su construccién, las cuales hemos omitido con la idea
de solo presentar la relacion de invarianza de volimenes bajo difeomorfismos
que preservan la orientacion, en el Teorema 3.3 lo enunciamos para el caso
de subconjuntos de R", en el siguiente teorema, se generaliza para el caso de
variedades y formas diferenciables.

Teorema 3.7. Supongamos que M y N son variedades diferenciables y orien-
tables de dimension n con o sin frontera, y w una n-formas con soporte
compacto en M. Si F': N — M es un difeomorfismo que preserva la orien-

tacion, entonces
/ W= / Frw.
M N

Demostracion. Ver [5] pagina 356. O
Con este resultado ya es posible ver la relacion con la idea de la medida de
Haar sobre la invarianza de conjuntos que son "medidos" por su volumen
bajo funciones del espacio en si mismo.

3.3. El grupo especial unitario de grado 2, SU(2)

A diferencia de los ejemplos de grupos de matrices con coeficientes en R
que hemos desarrollado anteriormente, para definir a SU(2) y en general a
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SU(n), recurrimos a los nimeros complejos para poder utilizar algunas de
las propiedades que se obtienen al trabajar con la estructura compleja. Para
ello, introducimos la siguiente notacion.

La forma cartesiana de un ntmero complejo es z = a + b donde a,b € R,
y el conjugado de z es Z = a — 1b. Otras representaciones de los ntmeros
complejos son:

i) Forma polar z = r(cos 0 + isen 6) y

ii) Forma exponencial z = re®.

Sea M, «n(C) el espacio de todas las matrices de orden n X n con coeficientes
en los complejos. De la misma manera que hacemos cuando los coeficien-
tes son reales, podemos identificar a .#,,«,(C) con (C"Q, también podemos
considerar al subconjunto de matrices con determinante distinto de 0 que
denotaremos por 4.%,,«,(C). De este subconjunto, nos interesa trabajar con
las matrices unitarias las cuales definimos a continuacion.

Definicion 3.7. Una matriz compleja A de orden nxn es llamada unitaria
st cumple
A*A=1=AA".

Aqui, A* es la adjuntcﬂ definida por
(A", = Ak,
lo anterior se puede reescribir como sigue
ATA =) (A" Aj = Gk (3.1)
j=1

De la ecuacion (3.1) podemos inferir que A es unitaria si y sélo si A* = A",
En particular, cada matriz unitaria es invertible.

Por otro lado, recordemos que (AB)* = B*A*. De esto, podemos ver que si
Ay B son unitarias, entonces

(AB)*(AB) = BFA*AB = B'A'AB = I.

3U* también es llamada la matriz Hermitiana conjugada de U.
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Lo que muestra que AB también es unitaria. Ademas, ya que
(AA™DY =T =1,
podemos ver que
lo cual muestra que
(Afl)* — (A*)fl'
Por lo tanto, si A es unitaria, tenemos que
(A—1>*A—1 — (A*)—IA—I — (AA*)—I — I,
mostrando que A~! también es unitaria.

Asi, el conjunto de matrices unitarias es un subgrupo de ¥4.%,,«,(C). Este
grupo es conocido como el grupo unitario, y es denotado por U(n).

Comentario 3.1. Una definicion equivalente es, U es unitaria si y solo si

(Uz,Uy) = (z,y)

para todo x,y € C", donde (,) : C" x C" — C es el producto interior usual

en C": .
i=1

Es decir, las matrices unitarias preservan el producto interior, por lo tanto
son isometrias.

Definicion 3.8. Definimos el grupo especial unitario de orden n X n como
el subgrupo de U(n) formado por matrices unitarias con determinante 1, y
lo denotamos por SU(n).

De la definicion de SU(2) como un subgrupo de matrices de ¢4.Z5.5(C) que
es un grupo topologico, se pueden deducir las siguientes propiedades:

i) SU(2) es un subconjunto cerrado de C* = R®,
Si identificamos .4, (C) con el espacio C" ~ R, Entonces, pode-
2 ol : n? ~ m2n? : :
mos usar la estructura topologica habitual en C" = R“""" e introducir
la nocion de convergencia: una sucesion de matrices {Ax} € A xn(C)
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converge a alguna matriz A € #,,x,(C) si y sblo si, para todo

1 <i,j <k, (Ag); converge a (A);; , es decir, las entradas de la suce-
sion { A} convergen a la entradas correspondientes de A (convergencia
estandar de nameros complejos).

En este caso, escribimos simplemente Ay — A. Ahora, si {U} es
una sucesion de matrices en SU(2), y Uy — U, entonces se puede
demostrar que U € SU(2), pues el producto interno y el determinante
son funciones continuas.

ii) SU(2) es un subconjunto acotado de C* = R®.

iii) SU(2) es un subconjunto compacto de C* = R®.
Es una implicacién directa de las dos propiedades anteriores y el teo-
rema de Heine-Borel.

La siguiente caracterizacion de los elementos de SU(2) se obtiene usando
las propiedades de las matrices complejas, y nos da una idea geométrica del

grupo.

Sea U un elemento de SU(2), dado por

()

Como cumple las ecuaciones U*U = [ = UU" y det(U) = 1 se pueden deducir
las siguientes ecuaciones:

a* + > =1, [b* +[d]* =1,
ab+cd =0, ad—bc=1

Para resolver este sistema podemos asumir en primer lugar que b = 0, se
sigue que ad = 1y ¢d = 0, implicando que ¢ =0 y U es diagonal con a = d.

cd
Ahora, si suponemos que b # 0 y usamos a = — se deduce que |b] = |c|

y |a| = |d|; entonces b # 0 < ¢ # 0, por lo tanto a = d y b = —¢. De esta
forma, podemos escribir a cualquier elemento de SU(2) como:

Ulz,y) = (fy z) , con [z + [y* = 1.
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El mapeo S* — SU(2) dado por (x,y) + U(z,y) claramente es inyectivo,
y por el analisis anterior se deduce que es biyectivo, por lo que cubre a to-

do S3. Ademés, el mapeo es diferenciable, por lo que podemos concluir que
SU(2) = S% como variedad.

Ya hemos demostrado que SU(2) es un grupo topoldgico localmente compac-
to, por lo tanto, tiene una medida de Haar. En la siguiente secciéon damos
una manera de construirla mediante la identicaficacién de SU(2) con S°.
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3.4. La medida de Haar en SU(2)

La construccion de esta medida se basa en "medir" el volumen de los sub-
conjuntos de S® vista como variedad de R*. Lamentablemente, no podemos
visualizarlo geométricamente, pero la idea se puede representar perfectamen-
te con S? y la integral de superficie de la siguiente manera, dado un subcon-
junto de S?, por ejemplo, la semi-esfera superior y rotarla respecto al origen
obteniendo la "misma" semi-esfera, sélo que en una distinta posicion.

como lo mostramos a continuacién.

Figura 3.4: Rotacién de la semi-esfera superior

o osec)

:{Mx _ [w1+ix2 x3+i:v4]

Sea

S ™

—x3 4+ 1Ty T1 — 1T

T = (‘T17:E27x37x4) € R} )

se sigue que H 22 R? via el isomorfismo de espacios vectoriales
M :R* —H, M(z)=M,. (3.2)

Comenzamos definiendo el espacio tangente a S en p € S® de la siguiente
manera

Sy = {v,ﬂ| veRY (v, p) =0}.

4Los elementos vp del espacio tangente en p € 53 pueden ser identificados por otros
vectores paralelos en R* que parten del origen, es por ello que, nos permitimos quitar el
subindice p.
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Ya que S? es compacta y orientable, podemos hablar del elemento de volumen
que es una 3-forma en S® definida por

w:'?(uP? Ups wp) = det(p, u, v, w)

para p € S® y u,, vy, w, € Sg . Con esto, estamos calculando el volumen del
paralelepipedo generado por u, v, w con

Uy v W
det(p,u,v,w) = det |us vy wy
ug vz wWs

Sabemos que, S;’ es un espacio vectorial de dimension finita, por lo que po-
demos definir una base o = {u,, v,, w,} que sea orientada positiva.

Ahora, consideremos al grupo SO(4) de las transformaciones lineales ortogo-
nales L : R* — R* con det(L) = 1, tenemos que

SO4) = {L € 9L 1,4(R) | (Lu, Lv) = (u,v), para todo u,v € R*}.

En particular, si # € S* entonces ||Lz| = ||z|| por lo tanto L € SO(4)
preserva a S°. Otra caracteristica de los elementos de SO(4) es que son
difeomorfismos que preservan la orientaciéon. En efecto son diferenciables por
el Teorema 3.1. Asi, DL(p) = L(p) y es invertible por tener determinante
distinto de 0, resta ver que preservan la orientacion, para ello, enunciamos la
siguiente proposicion.

Proposicion 3.3. Cada L € SO(4) es un difeomorfismo que preserva la
orientacion de S® C R%.

Demostracion. Como L : R* — R* es un elemento de SO(4) entonces, es
una transformacion lineal y su diferencial (DL),, : Rf) — R%p en un punto
p € S®es (DL),(uy) = (Lu)r,. Notemos ahora que

(Lu) - (Lp) = u-p =10

3
pues u, € S,.

Restringimos el dominio de L a S, los siguientes argumentos se siguen pues
cada L esta definida para todo R*. Asi, la derivada

(DL),: Sy — S}, de L: S> — &°
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también esta dada por
(DL)p(up) = (Lu)rp.

Con la base o de SS podemos dar la base correspondiente de S%p de la
siguiente manera

{(DL)p(up), (DL)p(vy), (DL)p(wp)} = {(Lw)rp, (L) 1p, (Lw)rp}

cuyo determinante es
det(Lu, Lv, Lw) = det(L)det(z,u,v,w) = det(x,u,v, w) > 0.
0

Como hemos demostrado que cada L € SO(4) es un difeomorfismo que pre-
serva la orientacion podemos aplicar el Teorema 3.6 y por lo tanto.

[re=[ 33)

para cualquier 3-forma en S°.

El resultado anterior es un ejemplo de la invarianza de los voltiimenes bajo los
elementos de un grupo de matrices. En este caso, las matrices ortogonales.
Asi, estamos dando la nocion de "traslacion" en S® que seran representados
por elementos de SO(4).

Proposicion 3.4. w es SO(4)-invariante. Esto es, L*(w) = w para cada
L e SO4).

Demostracion. Sean L € SO(4), p € S° y o la base de S7. Entonces
(L7w)p(tp, vp, wp) = wry(DL)y(up), (DL)y(vp), (DL)p(wy))
wrp((Lw) Ly, (L0) L, (Lw) 1)
= det(Lzx, Lu, Lv, Lw)
= det(L)wy(up, vp, wp)

= Wy (Up, Vp, Wy).
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Sea

v::/w>0
SB

el volumen de S°. Ahora, podemos definir una medida p en 53 dada por
R 1
i(5) = [ 1@ dut) = [ fwds, para f € 6(S).
53 UV Jg3

Notemos que /i : €(S*) — R cumple que
i) i es lineal.

ii) Si f > 0 entonces fi(f) > 0.

Por lo que cumple el Teorema 2.2 , asf existe ¢ medida regular en S con

ﬂ::/ fdp.
S3

Esta definicion de medida es s6lo para funciones escalares diferenciables y
esté bien definida. Ademas, es claro que p es normalizada ya que para f =1,

1 1
/du($):—/w:—-v:1.
53 U Jg3 v

Veamos que los elementos de SO(4) son invariantes por la izquierda bajo esta
medida.

Lema 3.3. Sea L € SO(4), entonces

f(Lz) dp(z) = | f(z) du(z)
g3 g3

Demostracion. De la proposicion anterior, como L*(w) = w obtenemos

f(1a) dute) = 3 [ (rompe =1 [ (ronw

v

- [ re

En general (fw) no es la forma de volumen, pero si es una 3 forma en S° y
por la Ecuacién (3.4) tenemos que

1/53 L (fw) = 1/ fo= [ f@) duo)

v

SS
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Identificando SU(2) con S* mediante el mapeo M : z + M,, podemos
considerar la medida p para SU(2), explicitamente como sigue

/SU(z) f(g) dulg) = /53 f(M,) du(x), para f € E(SU(2)).

Lema 3.4. p es una medida de Haar izquierda SU(2).

Demostracion. Ya tenemos que p es normalizada y por tanto regular, sélo
necesitamos mostrar que es invariante por la izquierda en SU(2).

Sea k € SU(2) y definimos el mapeo

Ly :SU(2) — SU(2), Lk(g) = kg.

Notemos que, este mapeo corresponde a la restriccion de una transformacion,
digamos L) € SO(4). En efecto, sea

Ty :HeH, Ti(q) = kq

Entonces Ly es la restriccion a SU(2) de Tj. Ahora, bajo el isomorfismo de
la Ecuacién (3.3) tenemos que T corresponde al mapeo lineal

L :R* — R L,=M"'oT,oM.
Solo necesitamos verificar que L) pertenece a SO(4) pues por el Lema 3.2
sabemos que la medida es invariante bajo subconjuntos de SO(4).

Para esto, sean z,y € R* y supongamos que L} (z) = y. Entonces tenemos
que
kM, = M, entonces, det(kMzx)= det(M,), luego
det(k)det(M,) = det(M,), por lo que
det(M,) = det(M,), se sigue que

4 4

=yl
-1 =1

(2

]

Asi, L}, es una transformacion ortogonal, solo falta comprobar que el determi-
nante es uno. Como k —» det(L;}) es continua en SU(2) y det(I = L) =1
entonces por la conexidad de SU(2) tenemos que det(L;) = 1 para cada

ke SU(2). O
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Observacion 3.1. Uno puede reemplazar el mapeo Lj. en la demostracion
anterior por una multiplicacion derecha.

Ry : SU(2) — SU(2), Ry(g) = gk.

Al igual que antes, esto corresponde a la restriccion a S° de una transfor-
macion en SO(4). Entonces, el argumento anterior también establece la pro-
piedad de invariancia por la derecha de la medida de Haar anteriormente
mencionada.

Veamos ahora una caracterizacion diferente de los elementos de SU(2) con
la cual podemos obtener una expresion de la medida de Haar en términos de
una integral en coordenadas esféricas.

Lema 3.5. Cada matriz X € SU(2) se descompone como

Y e 0 cos 0 sin 6] [e? 0
Tl0 e ™| |—sinf cosB| |0 e

donde()gﬁgg, 0<op<m, — 7Y <.

Demostracion. Sea X € SU(2),

_|a B
=[5 4
con o, € C. Sea a = re™ y f = se’ donde r,s,a,b € R, r,s > 0. Como
X € SU(2) entonces r* 4+ s> = 1. Asi, hay un tnico 6 € [0, 7] con r = cos 0
y s = sin 6.

Por otro lado, sea ) = (a +b)/2 y ¢ = (a — b)/2 con ello, podemos escribir
a=+oyb=1 0o

Entonces, tenemos que
@0 s T 0 [ pe® et
—ge W= i@t | Tl ) T | —geT® peT

__e“/’ 01[r sl[e® 0
10 e ™| |=s r| |0 e

e 0 [ cosf sind] [ 0
10 e ™| |—sinf cosB| |0 e

X =




como lo queriamos. Para completar la demostracion, resta mostrar que "re-
cuperamos" a SU(2) cuando los angulos ¢, 1) varian sobre los intervalos [0, 7]
y [—7, 7] respectivamente. Para cualquier punto (a,b) € R? se tiene que
(a + 2km, b+ 2l7) se encuentra en la imagen de [—m, 7| X [0, 7] para algunos
enteros k, [.

]

Los ntimeros 6, ¢, 1 se llaman los d4ngulos de Euler de la matriz X. Usando
esta descomposicion, podemos encontrar una féormula de integracion de la
siguiente manera.

Proposicion 3.5. Sea p la medida de Haar normalizada de SU(2) y f una
funcion integrable en SU(2). Entonces

jus

/3 o J10) o) = s / sin 20 df 0/ a6 / fo®(6,6,4) dv

0

donde ® : [0, g] x [0, 7] x [, 7] — SU(2) es el mapeo

v0.0.0 = | S| [0 f il L)

—sin 0 cos 0
Demostracion. Sea X € SU(2) donde
x [ :1314—2'@2 :L'3+z:x4}
—x3+1T4 X1 — 19
usando la descomposicion del Lema 3.5 podemos escribir
r1 = cos 6 cos s
To = coSs 0 sin s
x3 = sin 0 cos t
Ty =sin 0 sint

donde s =Y + ¢ y t =1 — ¢. Ahora, derivando tenemos que

dxy = —cos 0 sin s ds — sin 0 cos s df
dxe = cos 0 cos s ds — sin 0 sin s dO
drs = —sin 0 sin t dt + cos 6 cos t df
dxy = sin 6 cos t dt + cos 0 sin t db
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también ds = di + d¢ y dt = dip — d¢. Asi tenemos que

dry = —sin 0 cos s df — cos 0 sin s (di + do)
dry = —sin 0 sin s df + cos 6 cos s (dy + do)
dxs = cos 0 cos t df — sin 0 sin t (dip — do)
dzy = cos 0 sin t df + sin 6 cos t (dy — d¢)

y calculamos

x1 —sin 0 cos (Y + @) —cos O sin (Y + @) —cos 0 sin (Y + @)
xo —sin 0 sin (Y + @) cos O cos (Y+ @)  cos O cos (Y + ¢)
x3 cos O cos (Y—¢) —sinb sin (Y —¢@) sin 6 sin (Y — @)
xy cos O sin (Y —¢) sinbcos (Y—¢) —sin bl cos (P — @)

= —2cos 0 sin 0.

det

Asi, tenemos que |P*w| = 2cos Osin 0 dO N\ dp A\ dip = sin 20d0 N do A dip.

V3 = Ww.
g3

m U

Solo resta encontrar v3 donde

Por lo que

S —

vl

S —
vl

/ w = 3in29d6/d¢/ dip = 21? | sin 20 d
5° 0 —T
T
] a
= 272 {——cos 26} 2
2 0
= 272,
Entonces )
— =1
271'2 93 w ’
o bien



Ahora para una funcion integrable f en SU(2) y el homeomorfismo ¢ pode-
mos escribir

1 E, P
/S o T @) = 5 O/ sin 20 df 0/ do / f o ®(0,6,) di

como se deseaba. O

Para calcular la medida de un subconjunto A C SU(2) es necesario aplicar
el homeomorfismo y encontrar la medida del subconjunto en la esfera.

Comentario final:

La medida de Haar es un objeto de estudio de gran interés, pues la riqueza
de las propiedades que cumple dicha medida hace que sea de gran utilidad
en diversas areas del anélisis, es por esto que a lo largo de los afios los mate-
méticos han trabajado en ir mas all4 de tener la certeza de la existencia de
la medida de Haar.

A lo largo de este trabajo, construimos de manera explicita una expresion
para la medida de Haar en el grupo especial unitario de dimension dos, como
mostramos, dicho grupo es en esencia la 3-esfera, por lo que podemos pensar
que tiene una estructura hasta cierto punto sencilla, sin embargo, poder dar
esta expresion de la medida de Haar requirié de otras areas del conocimiento
como lo es la geometria diferencial.

Es importante mencionar esto, pues se hace notorio que aunque el grupo
sobre el que se sabe hay una medida de Haar parezca tener una estructura
sencilla, dar de manera explicita una expresién para dicha medida resulta
una tarea bastante complicada.

Con todo esto en mente, surge de manera natural preguntarse si se puede
dar una generalizacion a lo desarrollado en este trabajo, es decir, si se puede
dar de manera explicita una expresion de la medida de Haar en el grupo
topologico SU(n).

Aunque el entendimiento de este cuestionamiento resulta bastante sencillo,
dar una respuesta es bastante complicado. Ahora bien, la respuesta a este
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cuestionamiento es si, por ejemplo, en [12] puede consultarse a detalle la
construccion de dicha expresion.

Aunque el objetivo principal de este trabajo era dar la expresion de la medida
de Haar en el grupo topolégico SU(2), consideramos apropiado mencionar la
existencia de la expresion para el caso general.

Antes de pasar a enunciar dicha expresion, es necesario enunciar el siguiente
resultado

Teorema 3.8. Cualquier operador del grupo unitario U(n) se puede escribir
como

H exp(iPA)

=1

Uc =

Y

]:[ ( [T exp(iPdim) exp(zym,kAk,m)ﬂ

m=1 \k=m+1

usando n* pardmetros reales {\mrtmr=1..n tales que Ay € [0,27] para
m >k y i €1[0,5] param < k.

En este contexto, se prueba que la medida de Haar en SU(n) esta dada como
sigue

Teorema 3.9. Cualquier operador del grupo especial unitario SU(n) se puede
escribir como

H ( I exp(iZnmprim) exp(iYa, k)\mk;))] [H €$p(iZz,n)\l,l)] :
m= k=m+1 =1

usando n® — 1 pardmetros reales { Nk fmk=1,..n tales que A, i € [0,27] para
m >k, Ay € 0,5] para m <k y Ay € [0,27] para m = k.

Uc =

33
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