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«... the symbols of Logic are subject to the special law, x> = x. Let us conceive, then, of an Algebra in which the symbols

xYy,z & c. admit indifferently of the values 0 and 1 and of these values alone. The laws, the axioms and the processes of
such Algebra will be identical in their whole extent with the laws, the axioms and the processes of an Algebra of logic.
Difference of interpretation will alone divide them. »

George Boole, An investigation of the laws of thought, 1854.
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Capitulo 1

Introduccion

El presente trabajo tiene como objetivo explicar algunos aspectos matematicos del articulo, Some Mathe-
matics behind the Gene Regulatory Networks cuyos autores son M.Takane, J. Mauro-Moreno, G. Garcia-Lépez,
B. Méndez-Ambrosio y F.F de Miguel. En dicho articulo proponemos aplicar algunas ramas de las matematicas
como la logica proposicional, la teoria de graficas y el algebra lineal para un mejor entendimiento de las re-
des bioldgicas desde el enfoque que originalmente propuso Kauffman, ver por ejemplo ( , ),
usando un punto de vista booleano, es decir describiendo las interacciones biolégicas por medio de funciones
booleanas. Desde la formalidad matemdtica es claro cuantas interacciones o funciones boolenas se pueden dar
entre dos nodos o genes, por lo que en el articulo definimos todas las posibles funciones boolenas que existen
entre dos nodos o genes. Esto permite hacer nuevas hipdtesis sobre el sistema bioldgico que se esté estudiando o
notar si interacciones entre genes o nodos pudiesen faltar. Mas aun, se da un ejemplo donde se muestra su uti-
lidad para describir mejor a una red biolégica. Ademds, damos una nueva perspectiva a la dindmica de una red
booleana sincronica, llamada red booleana, desde el algebra lineal mediante la bien establecida teoria espectral
de matrices y el conocido resultado de Perron-Frobenius ( , ).

Este trabajo fue desarrollado y pensado para estudiantes y profesionales de las areas como Biologia, Medicina,
Biofisica y otras areas relacionadas o que tienen intereses en estos temas, de tal manera que puedan entender de
manera clara las ideas matematicas que proponemos. Es por eso que damos ejemplos para concretizar ideas. La
gente del area de Matematicas puede también ver lo 1til de este método y como puede aplicarse en las Ciencias
Naturales.

Este trabajo estd organizado escencialmente de la siguiente manera: En la primera parte se da la definicion
matematica formal de una red booleana sincrénica que se usara a lo largo del trabajo. Adema&s se demuestran
la existencia y unicidad de un ciclo en una digrafica definida en términos de una funcién con dominio finito,
en cada componente conexa de la digrafica. A partir de esto, damos la definicién de la digrafica de estados
asociada a una red booleana, la cual refleja su dindmica, sus atractores y las cuencas de atraccién. La segunda,
introduce los conceptos méas bésicos de la logica proposicional, asi como ejemplos que motivan un resultado
que da equivalencia entre proposiciones l6gicas y funciones booleanas de manera algoritmica. Ademés se da un
ejemplo de la utilidad de este resultado, que a su vez motiva la definicién de funcién booleana canalizada, que
refleja la existencia de genes dominantes en un sistema biolégico. La tercera parte sintetiza lo anterior desde el
punto de vista del dlgebra lineal: dada una red booleana sincrénica la dindmica de la red se ve reflejada en los
vectores propios de la matriz de estados que define la digrafica de estados de la red booleana. Todo lo anterior
se define de manera precisa y formal, ademds de dar las demostraciones correspondientes, se concluye que el
nimero de vectores propios linealmente independientes asociados al radio espectral de la matriz de estados
de la red, que es valor propio de ésta, es exactamente el nimero de componentes conexas de la digrafica de
estados, y veremos que cada componente conexa nos da un tinico vector propio (salvo miltiplos escalares) del
radio espectral. Asi mismo se dan ejemplos que resumen todo lo anteriormente mencionado. Se da un ejemplo
aplicado, tomado de una red bioldgica, que resulta de la interaccion de 5 genes durante el desarrollo embrionario
de un ratén a los 8 dias de gestacién y lo describimos con los métodos que proponemos. Y otro que corresponde a
la red neuronal que modela el nado de un molusco. Finalizamos discutiendo y conluyendo sobre algunas ventajas
que se obtienen con lo que proponemos.
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1.1. Indice de definiciones y notacion matematica.

Arbol T (pagina 10)

Atractores (pagina 10)

Ciclo dirigido o (pdgina 8)

Ciclo limite (pégina 23)

Componente conexa de una gréfica (pagina 8)
Cuenca de atraccién (pagina 10)

Didrbol é 4rbol dirigido (pdgina 10)
Digréfica (pagina 6)

Digréfica conexa (pdgina 8)

Digréfica de estados A (pagina 9)

Digrafica légica (pagina 42)

Espacio de estados (pagina 6)

Espetro de una matriz (pdgina 24)

Funcién booleana (pdgina 6)

Funcién booleana canalizada (pagina 23)
Gréfica subyacente a una digrifica (pagina 8)
Matriz de adyacencia Aa (pagina 24)

Matriz de flechas Ma (pégina 23)

Matriz invertible de M~!, de M (pagina 39)
Matriz transpuesta M1, de M (pagina 24)
Orbita de z, Q(z) (pagina 6)

Proposicién 6 proposicién légica (pagina 13)
Proposiciones equivalentes (pagina 15)

Radio espectral (pdgina 32)

Red booleana (pagina 5)

Red booleana sincrénica (pagina 6)

Vector de estados (pégina 6)

Vector propio 6 eigenvalor de una martiz M (pagina 24)
Variable logica (pdgina 13)

N, denota al conjunto de los niimeros naturales, N = {0,1,2,...}

R, es el conjunto de los niimeros reales.

C, es el conjunto de los nimeros complejos.

M xn(R), denota a el conjunto de matrices de tamano n X n, es decir de n columnas y n renglones, con
entradas reales.

V, cuantificador 1égico que significa, para todo.

3, cuantificador légico que significa, existe.

-, conector 1égico de negacién.

A, conector 1égico de conjuncién.

V, conector légico de disyunncién.

=, conector logico de implicacién.

<=, conector légico de doble implicacién.

=, simbolo que denota equivalencia.

F|s, denota que la funcién F esta restringida a un subconjunto S de su dominio.

Zs, es el conjunto {0,1} con las operaciones ® y .

B, se utiliza para indicar que la demostraciéon de una proposciéon matematica queda concluida.

C C X, inidica que C' es subconjunto de X.

| X|, denota la cardinalidad del conjunto X.

X \ A, denota el complemento del conjuto A respecto al conjunto X.

X" =X x X x---x X, es el producto cartesiano de X consigo mismo n veces.

n
/\ P,=Py N--- N P,, es la conjunciéon de n proposciones légicas.
=1
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n

\/ P, =P, V---V P,, es la disyunciéon de n proposciones légicas.
i=1

n

ﬂ X;=X1N---NX,, es la interseccién de n conjutos.
i=1

n

U X;=X1U---UX,, es la unién de n conjutos.

=1

n
@Ii =11 D D Ty, es la suma de n términos.
=1

n
®xi =T Q- - ® xy, es producto de n términos.
=1
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Capitulo 2

Modelos booleanos.

Las redes booleanas pueden ser usadas como herramientas formales para analizar la estructura y el compor-
tamiento dindmico de una red bioldgica, por ejemplo una red regulatoria genética ¢ un circuito neuronal. Un
objetivo importante de la modelacién discreta de las redes regulatorias es modelar redes bioldgicas a partir de
informacién experimental.

A continuacién se presenta la definicién matematica formal de una red booleana que usaremos en este
trabajo. La definicion estd dada en términos de un conjunto finito G y una funcién F' definida por funciones
booleanas.

Sea G = {g1, ..., gn} un conjunto finito, digamos, de n genes o nodos. Consideremos un arreglo vectorial de
n — adas como sigue:

U1
v=| ! | donde para cada i € {1,...,n}, v; € {0,1} y corresponde al valor 1 (prendido) 6 0 (apagado) del
Un

gen g;. A v se le llama vector de estados, que pertenece al producto cartesiano de {0,1} n veces, v € {0,1}".
Ademas {0,1}™ es el llamado espacio de estados.

En las redes booleanas, los componentes bioldgicos, son descritos por valores booleanos 0 y 1, como se
describi6é anteriormente. Sus interacciones, son descritas por funciones booleanas.

Las funciones booleanas, son funciones f : {0,1}" — {0,1}, si en el conjunto {0, 1} definimos las siguientes
operaciones de suma @ y producto ®

el0 1 ®|0 1
00 1 0[]0 0
11 0 10 1

Notacién. Al conjunto {0,1} con las operaciones, @, ® lo denotaremos por Zs, por lo que {0,1}" serd Z}.

Con el formalismo matematico anterior, tenemos la siguiente definicion.

Definicién. A la dupla (G, F) se le llama red booleana, donde G = {¢1,...,g,} v F : {0,1}"" — {0,1}" es
fi(v)

una funcién tal que para cada v € {0,1}", F(v) = | fi(v) | y para cada i € {1,...,n}, f; : {0,1}" — {0,1},

fulv)

es una funcién booleana.

Para modelar de manera dinamica una red booleana, se considera al tiempo ¢ de manera discreta, es decir ¢
es un numero natural, t € N. Esta perspectiva dindmica da lugar a la siguiente definicion.
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2.1. Red boolena sincronica.

Definicién. Sea F': {0,1}" — {0,1}" una funcién. Entonces para todo ¢ € N, F'* se define como sigue: si
t = 0 entonces F° = I es la funcién identidad, es decir para cada v € {0,1}", FO(v) = v = I(v) y para todo
t>1,F*=Fo---0oF denota t — veces la composicién de F.

De acuerdo con ( , ) existen tres principales formas de estudiar la transicién de estados.
En los modelos sincronicos, que se definen formalmente més adelante, todas las funciones booleanas que definen
a F' son aplicadas al mismo tiempo t, para cada tiempo t. Mientras que en los modelos asincronicos, que no
seran tema de este trabajo, sélo una funcién booleana elegida arbitrariamente o aleatoriamente, es aplicada
por cada tiempo . El modelo probabilistico tiene multiples funciones booleanas con un peso de probabilidad.
En este trabajo sélo estudiaremos la redes booleanas sincrénicas, por lo que las llamaremos simplemente redes
booleanas.

Esto motiva las siguientes definiciones.

Definicién. Sean v € {0,1}" y ¢ un ndmero natural. La transicién de estado de v, de un tiempo ¢ a un
tiempo t + 1, la denotaremos por F(v) — F'*1(v).

fi@)

?

Notemos que si F'(v) = | fi(v) | y IL; : {0,1}" — {0, 1} es tal que II;(v) = v;, la proyeccién canénica en

fa(©)
la coordenada i — ésima. Entonces (II; o F*)(v) = f!(v) y denotaremos la transicién de v respecto a f;, de un
tiempo ¢ a un tiempo t 4 1, como ff(v) = (I; o F*)(v) — fit(v) = (IL; o F*+1)(v).

Definicién. Diremos que una red booleana (G, F'), es sincrénica, si para cada i € {1,...,n} y t > 0 se tiene
que ff(v) = (T 0 F*)(v) — f{*!(v) = (II; 0 F**1)(v).

2.2. Digrafica de estados y atractores.

Una red booleana define lo que se conoce como digréfica de estados, es decir, una grafica dirigida, que muestra
la dindmica de un sistema bioldgico en el tiempo. Sus vértices son vectores con 0 y 1 en sus entradas, donde 0 se
interpreta como apagado o inactivo y 1 como prendido o activo. En particular, ésta tiene sucesiones peridédicas
de estados llamados atractores. Como es mencionado en ( , )y ( , )
los atractores reflejan el comportamiento a futuro y la estabilidad dindmica de las redes booleanas. Ademads,
éstos pueden ser interpretados como los genes que determinan los fenotipos que exhibe una red biolégica, por
lo que su andlisis en las redes booleanas es de mucho interés.

Antes de definir matematicamente qué son los atractores y la digrafica de estados daremos algunos resultados
generales que permitirdn su definicion.

Sea F' : X — X una funcién tal que X tiene cardinalidad finita, |X| = n con n > 1,n € N, es decir,
X es un conjunto finito, F' define una grafica dirigida o digrafica, A = (X, E), donde X son los vértices y
E={(z,y) € X x X : F(z) = y} el conjunto de flechas. Y si (z,y) € E, lo denotaremos como & — .

Notemos que si existe x € X tal que F(x) = z, es decir, x es un punto fijo de F, entonces (z,z) € Ey A

tiene un lazo en el vértice x.

T

Definicién. Sea x € X, consideremos el conjunto Q(x) := {F¥(z) € X : k € N}. A O(z) se le llama la
érbita de z bajo la funcién F, donde FO = I, es la funcién identidad y F¥ = Fo---o F es la composicién de la
funcién F' consigo misma k — veces.
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Observacién. Si | X| = n entonces Q(x) = {z, F(z), ..., F" ()}, esto para cualquier € X, pues como X es
finito debe suceder que, F"*1(x) = F™(z) para alguna m € {0, ...,n}.

A continuacién se presentan ejemplos.
Ejemplos. Sea X = {z1,...,z,}

1. 81 F: X — X es tal que para cada x € X, F(z) = x entonces A es la siguiente digrafica,

Y. P

Ademés Q(z;) = {F¥(z;) = z; : k € N} = {x;}, esto para cada i € {1,...,n} .

2. Sea F : X — X tal que

i1 sil<i<n
F(x;) = o .
(:) {1:1 sit=mn

Entonces A es la siguiente digréfica:

Ti+1 X2

e Ti—1

Y tiene una tnica érbita que es, Q(z;) = {F¥(z;) = 2,41 : k € N)} = X, para cada i € {1,...,n}. Pues
Fi(z,) = x;, esto para cada i € {1,...,n}.

3. Consideremos F' : X — X tal que para cada z € X, F(x;) = 21, a A la podemos representar como sigue,

donde Q(x;) = {F¥(z;) = 1 : k € N} = {x;, 21} sii € {2,..,n}, y Qz1) = {21} cuando i = 1. Ya que
F(Xl) = x.

Los ejemplos anteriores motivan las siguientes definiciones y las afirmaciones que mas adelante se hacen.
Dichas definiciones y afirmaciones son basicas de la teoria de graficas y digraficas, dado que el objetivo de este
trabajo es la aplicacién de distintas areas de las matematicas a los sistemas bioldgicos. Para mayor profundidad
en la teorfa se puede consultar ( , ).
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Definicién. Sea A una grafica dirigida. Si ocurre que la grafica subyacente, es decir, al considerar las flechas
de A como aristas, es conexa, entonces diremos que la digrafica es conexa.

Notemos que A puede ser no conexa o disconexa. En estos casos el andlisis tiene que hacerse por separado
en cada una de las llamadas componentes conexas de A, para evitar conclusiones erréneas, como las que
mencionaremos méas adelante.

Definicién. Sea C' una subgréfica dirigida de A. Diremos que C' es una componente conexa de A, si su
subgréfica subyacente es componente conexa de la grafica subyacente de A, es decir, es una subgréfica conexa
maximal de A.

Ejemplo. A es la siguiente digréafica dirigida y tiene 2 componentes conexas G y Gs.

—

G
G

A continuacién veremos la demostracién de que la digrafica de estados, mencionada anteriormente y definida
por F': X — X, tiene al menos un ciclo dirigido. Mas atin, demostraremos con la siguiente afirmacién que
existe un dnico ciclo dirigido por cada componente conexa de A.

Afirmacién 1. Sea F : X — X una funcién tal que |X| =n > 1, n € N, entonces A = (X,E) tiene (al
menos) un ciclo dirigido, o, como subgréfica.

Demostracién.

Sean z € X y Q(z) = {z, F(x), F?(2),..., F'X!(2)} la érbita de z. Si # es un punto fijo de F, es decir
F(z) = z, entonces (z) = {z} y por lo tanto A tiene un ciclo dirigido, que es un lazo en z. Si = no es punto
fijo, entonces deben existir I,m € N tales que 0 < [ < m < |X| satisfaciendo F'(x) = F™(z), pues X es un
conjuto finito y por lo tanto |Q(z)| < n, luego o : F!(x) — -+ — F™(x) es un ciclo dirigido en A. W

Dado que A puede tener varias componentes conexas y o, por ser un ciclo dirigido, es una gréfica conexa,
entonces o es subgrafica de alguna componente conexa de A.

Observaciéon. Si A es una digréafica disconexa finita definida por una funcién, entonces cada componente
conexa tiene un ciclo dirigido, pues basta hacer un razonamiento analogo al de la afirmacién anterior para
cualquier vértice de cada componente conexa.

La siguiente afirmacién que nos da una equivalencia para saber cudndo una digréfica es conexa en términos
de la funcién que la define.

Afirmacién 2. Sea A una digrafica, entonces A es conexa si y sélo si para cualquier par de vértices ¢;, ¢;
de A existen [,m € N tales que 0 < I,m y Fl(¢;) = F™(c;).

Demostracion.

Supongamos que A es conexa, lo que implica que para cualquier par de vértices ¢;,c; de A existe una
trayectoria, es decir, una sucesién finita de vértices, {¢;, ¢i41, ..., ¢; }, adyacentes, ¢; — ¢;41 — - - - — ¢;. Probaremos
la existencia de [ y m por induccién sobre el cardinal 6 nimero de elementos de la sucesién.

Base de induccién.

Supongamos que la sucesién tiene dos vértices, {c¢;, ¢;} 6 equivalentemente que tenemos un camino de longitud
uno. Entonces tenemos algunos de los siguientes casos:
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Ci —> Cj o} Ci < Cj
En cualquier caso, existen [ y m tales que F'(c;) = F™(c;), asaber [ = 1y m = 0, si ¢; — c¢;, pues
F(ci) = ¢j = F%(c;), de manera andloga para ¢; +— c;.

Hipétesis de induccion.

Supongamos que para una sucesiéon de n vértices 6 un camino de longitud n—1, {¢;, ¢i41, .., Cip(n—1)} existen
sy t tales que F*(¢;) = F'(Cij(n—1))-

Por el caso base, sabemos que existen p y ¢ ndmeros naturales, tales que FP(¢;) = F?(c;11), luego por
hipétesis de induccién existen r,s € N, tales que F"(c;41) = F*(c;), por ser un camino de longitud n. No-
temos que F"(FP(c;)) = F"(Fi(cit1)), es decir F™P(¢c;) = F™9(c;11), ademds F"9(cip1) = FIT(cipq) =
F1(F"(cit1)) = F1(F*(c;)) = F14(c;), por lo que basta tomar [ = r+py m = g+s, pues F"1P(¢;) = F15(c;).

Ahora supongamos que para cualquier par de vértices ¢;,c; de A existen [, m € N tales que F' Hej)=F " (¢5)
y demostremos que A es conexa. Para esto basta tomar la trayectoria que define la adyacencia de la siguiente
sucesion de vértices.

Sin perder generalidad empecemos por el vértice ¢;, notemos que los elementos de la siguiente sucesién son
adyacentes {c;, F(¢;), ..., F'(¢c;) = F™(¢;), F™ 1(c;), ...,cj}, pues F es funcién, entonces existe una flecha entre
Fs(e;) y F'(ci), Fo(c;) — F"(¢;),con 0<s<r<l=m. R

Si A es disconexa el andlisis se puede hacer por cada componente conexa de A. Entonces si C es una
componente conexa, existe un ciclo o como subgrafica. Mds ain demostraremos que dicho ciclo es tnico.

Afirmacién 3. Sea C una componente conexa de A entonces C tiene un unico ciclo dirigido o.
Demostracion.

Sabemos que existe o : ¢ — -+ — ¢, — ¢ ciclo dirigido en C, supongamos que existe ¢’ : 7 —
-+« — &, — 1z otro ciclo dirigido en C entonces por ser C conexa existen n, m > 0 tales que F"(c;) = F™(x1)
entonces F"(c1), F™(z1) € 0 N o’ en particular F™(z1) € o, implica que existe ¢; € o tal que F(x1) = ¢;.
Por lo tanto, ¢; = F™(21) — -+ — 1 = F¥(21) — -+ —> ¢y = F'(21) — -+ — ¢; = FI(z1) esto para
algunos 7, k,1 > 0, de manera anéloga para F"(c;) € o', por lo tanto o es tnico. B

Ahora que hemos probado la existencia y unicidad de ciclos dirigidos en cada componente conexa, de una
digrafica, definida por una funcién con dominio finito, definiremos qué es un atractor en una red booleana
sincronica. Més adelante con un enfoque del dlgebra lineal y dado que sélo existe un tunico ciclo dirigido por
componente conexa, el nimero de componentes conexas de A, es exactamente el nimero de vectores propios
linealmente independientes, asociados al valor propio 1, de la matriz de flechas, que seréd definida posteriormente.
Primero definiremos a la digrafica de estados de una red booleana.

Recordemos las hipétesis bajo las cuales estamos trabajando: G = {g1, ..., g} es un conjunto finito, digamos,

fi(v)

de n nodos y F es una funcién, F : Z% — 7%, y para cada v € Z%, F(v) = | fi(v) | tal que para cada

fn(v)

i €{l,...,n}, fi : Z§ — Zs, es una funcién booleana.

Definicién. Sea (G, F) una red booleana y consideremos el siguiente conjunto E = {(v,w) € Z§ x Z} :
F(v) = w}, entonces A = (Z%,E) es la digréfica de estados de la red booleana, donde Z% son los vértices y E
las flechas de A.

Como la grafica puede ser disconexa, el analisis debe hacerse separadamente por cada componente conexa de
la red. Esta corresponderd a la restriccién de la funcién F' sobre un subconjunto del dominio, tal que corresponda
con los vértices de la componente conexa.
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Notacién. Sea S un subconjunto de Zy, S C Z%, y F' : Z§ — Z75 una funcién. Denotaremos por
F|s : S — Z% a la restriccién de F en S. Esto es, para todo v € S, F|g(v) = F(v)

Para la siguiente definicidon consideraremos a A como una digrafica conexa definida por una funcién

fi(v)

F:7Z% — 7%, tal que para cada v € Z3, F(v) = | fi(v) | y paracadai € {1,....,n}, f; : Z§ — Zsz, es una

fn(v)

funcién booleana; ademads S es el conjunto de vértices de A, donde S C Z3.

2.3. Atractores y cuencas de atraccion.

Definicién. Sea Fl|s : S — Z5 y (G, F|s,A), donde A = (S C Zy,E = {(z,y) € Z§ x ZY : F|s(x) = y}).
Entonces existe o 1nico ciclo de A cuyo conjunto de vértices denotaremos por A, y al ciclo o lo llamaremos
ciclo atractor o ciclo limite.

Los atractores reflejan la estabilidad de la dindmica de la red, pues una vez que un vector de estado se
convierte en atractor entonces lo serd para todo tiempo posterior, al menos que una perturbacién externa
ocurra y por lo tanto no estariamos hablando del sistema biolégico original. Ver figura 2.1.

Observacién. De acuerdo con ( , ) biolégicamente existen dos tipos de atractores, los
estacionarios que se corresponden con los lazos, y los ciclos que no son lazos, Ambos los llamaremos ciclos
atractores.

La existencia de los atractores en una red booleana da origen a otro concepto biolégico conocido como
cuencas de atraccién. La importancia biolégica de las cuencas de atracciéon de acuerdo con ( ,
) es que entre mds grande sea una cuenca de atraccién es mds probable que un atractor sea bioldgicamente
interesante, pues intuitivamente cuando un atractor tiene una cuenca de atraccién grande, el fenotipo que es
interpretado con dicho atractor tiene mayor probabilidad de existir biolégicamente, que el de un atractor con
una cuenca de atraccién mas pequena. Para una referencia general de redes bioldgicas, atractores, ciclos limites
ver ( , ). Antes daremos la siguiente definicién que sera util para defninir qué es una cuenca
de atraccién.

Definicién. Un arbol es una grafica 7 conexa y sin ciclos. Entonces diremos que un diarbol es una digrafica
cuya grafica subyacente es un arbol.

Definicién. Sea (G, F|s,A) y o el ciclo dirigido de A tal que A son sus vértices. Entonces diremos que
T =S8\ A es la cuenca de atraccién de o.

La cuenca de atraccién se puede ver en la digréfica de estados, A, como los didrboles (drboles dirigidos,
como se ilustra en la figura 2.1) que apuntan a algin vértice de o.

Desde el punto de vista dindmico, todo vector de estados, en A, que no esté en el ciclo atractor después de
un tiempo ¢, terminara por pertenecer a este. Hecho que se demuestra con la siguiente afirmacion.

Afirmacién. Sea v € S\ A, es decir un vértice en la cuenca de atraccién, un elemento en el complemento
de A respecto a S. Entonces existe un inico camino dirigido P hacia el ciclo.

Como Q(v) = {v, F(v), ..., F1°!(v)} determina un tnico ciclo, consideremos P = {v, F(v), ..., F(v)!"*, Fl(v)}
tal que F' € o y F'=1 ¢ o, entonces v — F(v) — --- — F'=1(v) — F!(v) es un camino dirigido tal que
F'(v) es el tinico que satisface ser vértice de Py o, es decir estd en la interseccién, F'(v) € o N P. La unicidad
del camino dirigido P es directa, pues sélo existe una unica flecha que sale de cada vértice de P, pues F' es una
funcién.
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La siguiente figura resume todo lo visto en esta seccién. Pues probamos la existencia y unicidad de un ciclo
dirigido por cada componente conexa de una digrafica definida por una funciéon. Ademsds, para cada vértice en
su componente conexa que no esté en un ciclo dirigido, existe un dnico camino dirigido que empieza en este
vértice y termina en el ciclo dirigido de dicha componente. Entonces la Figura 2.1 ilustra las posible formas de
las componentes conexas.

Figura 2.1: Formas posibles de ciclos dirigidos o atractores en una digrafica.

Donde T es un diarbol.

pan
i

Donde Ty, 15, T, son didrboles.
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Capitulo 3

Loégica proposicional y funciones
booleanas.

Denotamos por Zs al conjunto {0, 1}, cuando definimos en dicho conjunto las operaciones @ y ®, que son
la suma y el producto repectivamente, definidas al inicio de este trabajo, (pagina 5).

Toda funcién f : Z§ — Zsy es una funcién booleana, por lo que existe una relaciéon directa con la logica
proposicional. A continuaciéon daremos algunas nociones béasicas de la logica proposicional.

En la logica proposicional existen dos conceptos primitivos que son llamados valores de verdad.

3.1. Nociones de la légica proposicional.
Los conceptos primitivos de la logica proposicional son Verdadero y Falso. Por economia se suelen
denotar por V 6 1 y F 6 0, respectivamente.

Estos conceptos primitivos no se definen, dependen del contexto de interés y dan sentido a los objetos
principales de estudio de la légica proposicional que son las relaciones entre las proposiciones. Daremos dos
definiciones, la de proposicién y variable logica.

Definicién. Una proposicién es un enunciado verdadero o falso, pero no ambos.
Ejemplo.
P : 5 es un nimero impar. La proposicién P es verdadera.

Q@ : 5 es un nimero par. La proposicién @ es falsa.

Notemos que la veracidad de un enunciado depende de su contexto, por lo que en la légica proposicional
solo se da importancia a su valor de verdad. La siguiente definicién es la abstracciéon de una proposisicién.

Definicién. Una variable légica o variable proposicional es un simbolo que puede tomar dos valores, verda-
dero (1) o falso (0), pero no ambos, es decir no puede ser 1y 0 a la vez.

Una manera de representar a estas variables proposicionales es mediante letras mayusculas P,Q, R, ...,
ademads se pueden representar en tablas, conocidas como tablas de verdad.

Ejemplo. Dada P una proposicién, entonces sélo puede tomar dos valores, 0 6 1.
P

0
1

En la légica proposicional la manera de construir nuevas proposiciones a partir de algunas ya dadas, es
utilizando conectores l6gicos.

13
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Negacion. Sea P una proposicién. La negacién de P, es la proposcién cuyo valor de verdad es el opuesto
al de P. Se denota por =P y se lee, no P.

P | -P
01
110

Conjuncién. Sean P y Q) dos proposiciones. La conjuncién de las proposiciones, es la proposicién que es
verdadera sélo si ambas lo son. Se denota por P A @, se lee, Py Q.

PlQ|PAQ
010 0
011 0
110 0
11 1

Disyuncién. Sean P y @ dos proposiciones. La disyuncién es la proposcién que sélo es falsa si ambas son
falsas. Se denota por PV @ y se lee, P 6 Q.

P|lQ|PVvQ
010 0
01 1
1[0 1
1|1 1

Implicacion. Dadas dos proposiciones P y @); la implicacién, es la proposicion que sélo es falsa si P es
verdadera y @ falsa. Se denota por P = @ y se lee, si (pasa) P entonces (pasa) Q.

P|lQ|P=Q
0 1

= =0 O

1 1
0 0
1 1

Doble implicacién. Dadas dos proposiciones P y @Q; la doble implicacion, es la proposicién que sélo es
verdadera si ambas coinciden en su valor de verdad. Se denota por P <= @ y se lee, (pasa) P si y sélo si

(pasa) Q.

P =0

—~ = o ol

Q =
0 1
1 0
0 0
1 1

Consideremos el siguiente ejemplo.

P|-P|Pv-P
01 1
1[0 1

Notemos que el valor de la proposicion PV =P siempre es verdadero, independientemente de los valores de
las proposiciones que la conforman, a este tipo de proposicién se le llama tautologia.

Definicién. Sea P una proposicién. Si en su tabla de verdad sélo tiene valores verdaderos, entonces P es
una tautologia.

Ademaés notemos que si P es una tautologia, =P tendra s6lo valores falsos en su tabla de verdad, como en
el siguiente ejemplo.

PV =P | =(PV~-P)

1 0
1 0
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Definicién. Si P es una proposicién y su tabla de verdad sélo contiene valores falsos, entonces P es una
contradiccién.

Consideremos la siguiente proposicién P A =P y su tabla de verdad.
P ‘ -P ‘ -PAP

0|1 0

110 0

Y notemos que (wP A P) <= —(PV —=P) es una tautologia.

(«PAP) | ~(PV=P) | (-+PAP) < —(PV-P)
0 0 1

0 0 1
Lo que motiva la siguiente definicién:
Definicién. Dos proposiciones P y ) son equivalentes si la proposicion P <= (@ es una tautologia. Y lo
denotaremos por P = Q.
Notemos que si P < @y Q <= R son tautologias entonces P <= R es una tautologia. Es decir que
siempre podemos intercambiar proposiciones que son equivalentes.

Daremos algunos ejemplos importantes de proposiciones equivalentes.

Ejemplos. Las siguientes proposiciones son tautologias.

1. PA\P <~ P 8. Distributividad

2.PVP < P 81 PA(QVR) — (PANQ)V(PAR)
3. Conmutatividad 82PV(QAR) < (PVQ)N(PVR)
31 PAQ <= QAP 9. Asociatividad

32PVQ@ < QVP 91 PAN(QAR) < (PAQ)AR

4. ~(PNQ) <= -PV-Q 92 PV(QVR) < (PVQ)VR

5. 7(PVQ) < —-PA-Q
6. (P < Q) < (-PVQ)AN(PA-Q)
7. 2(P <= Q) < (PA-Q)V(-PAQ)

Observaciones.

1. Para construir cualquier proposiciéon bastan los conectores 1égicos, =, V, A.

2. Dadas P, ..., P, proposiciones no equivalentes, entonces el niimero de todas las posibles combinaciones
de valores de verdad es 2".

Ejemplo. Consideremos la siguiente proposisicién, P A (Q V R), entonces las posibles combinaciones de los
valores de verdad son 23 = 8, como se muestra en la siguiente tabla.

P|Q|R|PAQVR)
000 0
0o |1 0
o110 0
01 |1 0
100 0
110 1 1
1|1 0 1
111 1

Notemos que la siguiente funcién booleana, f : Z3 — Zo tal que,
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0 0 0 0 1 1 1 1
FLOf=0,f10)=0,f{1)=0,f[{1]=0f10]=0,f|0)=LFf({1]=1f]|1]=1,
0 1 0 1 0 1 0 1

describe la tabla de verdad de la proposiciéon P A (Q V R). En general las tablas de verdad de una proposicién
se pueden ver como una funciéon booleana. Esta observacion motiva la siguiente seccién donde se vera a detalle
la relacién que hay entre ambas.

3.2. Funciones booleanas.

En esta secciéon veremos la equivalencia entre las funciones booleanas y las proposiciones l6gicas. Ademaés
recordemos que al conjunto {0,1} con las operaciones, &, ® lo estamos denotando por Zs, por lo que {0,1}"
serd Zy, donde las operaciones son las mismas que dimos en la pagina 5.

o0 1 ®[0 1
00 1 00 0
171 0 170 1

Las funciones booleanas modelan las interacciones entre los elementos o nodos de un sistema biolégico. Las
personas expertas en el tema determinan dichas interacciones a partir de la literatura o de experimentos y son
modeladas o descritas mediante variables y conectores logicos. Estas funciones pueden tener un alto grado de
complejidad dependiendo de lo que se esté modelando.

La siguiente observacién tiene el propdsito de motivar la proposicion que mas adelante se enuncia. Dicha
proposicién establece que a toda funcién booleana f : Z — Zs se le pueden asociar una proposicién légica
y un polinomio, de tal manera que f sea la tabla de dicha proposicién. Més atn, f y el polinomio definen la
misma funcién. Cabe mencionar que las proposiciones equivalentes tienen la misma funcién booleana asociada.

Observacién. Consideremos las siguientes funciones booleanas, fp : Z2 — Zs, junto con las tablas de
verdad de las proposiciones légicas P, y notemos que las imédgenes de fp coinciden con dichas tablas cuando
ambas, fp y P, coinciden en sus valores de entrada, como se muestra a continuacion.

fP(Z) 21 D 1 21 D z9 21 & z9 (Zl & (22 D 1)) ®1 (2’1 ® 22) ® [(2’1 D 1) ® (22 © 1)]
P 21 (Zl A _|ZQ) \Y (22 A _|Zl) 21 N\ 29 21 = 29 21 = 29
21 22
1 1 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Ahora estableceremos de manera formal la equivalencia mencionada.

3.3. Equivalencia entre proposiciones légicas y funciones booleanas.

Teorema. Sea P una proposicién logica, en las variables légicas z1, ..., x,. Entonces P define una funcién
booleana, fp : Z§ — Zs, de tal manera que para todo vector z € Z%, fp(z) = 1 si y sélo si P(z1,...,2,) es
1 o verdadera. De manera similar para cualquier funcién booleana f : ZJ — Zs existe una tnica proposicién
légica, Py, salvo equivalencia légica, es decir, si existe )y que satisface lo mismo que Py entonces Py <= Qy
es una tautologia, tal que su tabla de verdad y la imagen de f coinciden cuando sus valores de entrada también
coinciden.

Antes de dar la demostracién de la proposicién daremos algunos ejemplos con el propdsito de dar un poco
de intuicion.

Ejemplos.
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1. Sea f : Z3 — Zs tal que para todo 2z € Z3, f(2) = (21 ® 22) ® (23 ® 1), la siguiente tabla sintetiza el
dominio y la imagen de la funcién.

f(2) (21 ®@22) @ (230 1)

z1 Z9 z3

1 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1

Notemos que para encontrar una proposicién P; que se le pueda asociar a f, se debe satisfacer que
P(1,1,1), P(1,0,0), P(0,1,0) y P(0,0,0) sean verdaderos 6 1. Asi las proposiciones definidas como, Py 1 1)(21, 22, 23) :
(z1 =1)A(z2 =1)A (23 = 1), Po,0)(21,22,23) : (21 = 1) A =(22 = 0) A =(23 = 0), Po,1,0)(21,22,23) : 2(21 =
0) A (22 = 1) A (23 = 0), P0,0,0)(21,22,23) : 7(21 = 0) A =(22 = 0) A =(z3 = 0), lo satisfacen.

Astla proposicién, Py(z1, 22, 23) © P1,1,1)(21, 22, 23) VE(1,0,0) (21, 22, 23) VP (0,1,0) (21, 22, 23) VP(0,0,0) (21, 22, 23) =
(21 Aza Az3) V(21 A—za A—zg) V (m21 Aza A—zg) V (m21 A—zo A—zg) = [21 Aza A zg) V [(—21 V —29) A —z3)], cuya
tabla de verdad es la siguiente.

Pf [Zl N z9 N\ 2’3] V [(‘!Zl V —|22) A\ —‘23}

I
-

N
no

W
w

OO OO ===
O == OO =
—_ O OO

OO~ OO+—

0 O

Nota. La tltima equivalencia de proposiciones, se obtiene utilizando las tautologias que se mencionan en la
péagina 15.

Py es la proposicién légica asociada a f, salvo equivalencias légicas. Con un razonamiento completamente
andlogo a lo anterior, podemos calcular un polinomio gy : Z3 — Z3, tal que para todo z € Z3, qf(z) = f(2),
como se muestra a continuacién.

Observemos que ¢(1,1,1)(2) = 2182223, (1,0,0)(2) = 21®(2281)®(23B1), g(0,1,0)(2) = 22@(2151) R (2351)
Y 40,0,0(2) = (21 ©1) ® (22 ® 1) ® (23 @ 1) al evaluarlos, es decir, cuando v = z, en (1,1,1),(1,0,0),(0,1,0) y
(0,0,0) respectivamente, tienen imagen igual a 1y en (1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(0,0,0) su imagen es 0.

Entonces q¢(2) = q(1,1,1)(2) © 4(1,0,0)(2) © 9(0,1,0)(2) © q(0,0,0)(2) = (21 @22 @ 23) B [21 ® (22D 1) R (23D 1)] ©
(2200 (219 1) @ (230 D] D[(21 D) @ (22D 1) R (23B1)] = (21 @ 22) ® (23 D 1) = f(2), para todo z € Z3.

Veamos otro ejemplo.
2. Sea f : Z3 — Zy tal que para todo z € Z3, f(2) = 21 © 20 ® 23.

Para calcular la proposicién légica Py procedemos como en el ejemplo anterior y con una razonamiento
similar al usado para calcular el polinomio, es decir, encontrando las proposiciones P, tales que f(v) = 1,
exactamente en v.

Entonces Py ,0,0)(21, 22, 23) : (21 = 1)A=(22 = 0) A= (23 = 0), Po,1,0)(21, 22, 23) : ~(21 = 0)A(22 = 1)A—(23 =
0), Po,0,1)(21,22,23) : ~(21 = 0)A=(22 = 0) A (23 = 1) y P1,11)(21, 22, 23) 1 (21 = 1) A (22 = 1) A (23 = 1), luego
Py = Pq,0,0)(21,22,23) V Plo,1,0)(21, 22, 23) V Po,0,1)(21, 22, 23) V P1,1,1)(21, 22, 23) = (21 A =22 A =z3) V (221 A
29 N zg) V (mz1 A—zg A 23) V (21 A 22 A z3). Por lo tanto Py es la proposicién légica que se la asocia a f, salvo
equivalencia logica, pues la tabla de verdad y la imagen de f coiciden cuando las entradas también coinciden.
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1 0 0 1
Notemosque f [ 0| =1, f | 1| =1,f|0] =1y f|1] =1, entonces q(1,0,0)(2) = 21®(22D1) @ (23D 1),
0 0 1 1

90,1,0(2) =23 (21 @ 1)@ (23D 1), q,01)(2) =23 (21 @ 1) ® (22D 1), g1,1,1)(2) = 21 ® 22 @ 23 son tales que
al evaluarlos en (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) y (1,1,1) respectivamente, su imagen es 1 y en los demds vectores es
0, al igual que en la funcién.

Luego, qy(z) es la suma de los polinomios q(1,0,0)(2),9(0,1,0)(2), (0,0, 1)(,2)7 1 (2), 47(2) = q(1,0,0)(2)
200,1,0)(2) ©9(0,01)(2) ©q1,1,1)(?) = [1 @ (20 1) @ (23 + D] D [22@ (210 1) ® ( ®] B[ (2101)® (22
D] ® (21 ® 22 ® 23) = 21 D 22 D 23 = f(2), para todo z € Z3

=)
&)

La siguiente tabla resume los célculos.

Ip(2) 21 D 22 D 23
Py (21 A—mza A—z3) V (mz1 Azg A—zg) V(D21 A—za Azs) V(21 Az A 23)
21 zZ2 z3

OO OO ==
OO OO =
O O OO
RO RO, OO

Los ejemplos anteriores motivan la siguiente definicién y lema. El lema nos ayudara a demostrar el teorema
que enunciamos al inicio de esta seccién.

Definamos formalmente para cada vector v, su polinomio g,,.

Definicién. Sean > 1y v = (v1,...,v,) € Z%, un vector fijo. Definimos el polinomio ¢, (z1, ..., 2 ), como:

qv(zl,...,zn) = [ ® ® zz@l

7,v;=1 1,0;=

con i €{l,..,n}

Notemos que gy (21, ..., 2n) € Za|z1, ..., 22], ademds g, (21, ..., 2, ) es una funcién tal que,
Gu(21y .oy 2n) + Y —> Zg, por tanto una funcién booleana.

El siguiente lema establece que, la tabla de verdad de la proposicién légica P, asociada a q,, coincide con las
imdgenes de ¢,. Ademds v, un vector fijo, es el tinico vector de Z3 que satisface lo siguiente, P,(v) =1 = ¢, (v).

Lema. Seann > 1y v = (v1,...,v,) € Z%, un vector fijo. Entonces se tiene lo siguiente:
a) Para cada z € Z%, se tiene que ¢,(z) = 1 si y sélo si z = v.

b) La proposicién 16gica correspondiente a g, es:

Py(21, .y 2n) = [ /\ zll A [ /\ ﬂzil, con i €{l,..,n}
0

i,vi:1 i,vi:

Demostracién.

Como v € Z%, entonces para todo ¢ € {1,....,n}, v; = 1 0 v; = 0, y de la definicién de ¢,(z) se sigue que

Go(V1, ooy V) = l ® v;

1;,’07‘,:1

® ® (v; ®1)| =1, de manera similar para la proposicién légica P, se concluye

i,vi:0

que, Py, (v1,...,0p) = [ A (v = 1)] A

1,v;=1

AN\ —(v; =0)| = 1. La unicidad es directa de la construccién de la
i,UiZO
proposicién légica y el polinomio, como se muestra a continuacién.



3.3. EQUIVALENCIA ENTRE PROPOSICIONES LOGICAS Y FUNCIONES BOOLEANAS. 19

Supongamos que existe w € Z3 tal que ¢,(w) = 1 y w # v. Entonces existe j € {1,...,n} tal que w; # v;,
como v;j,w; € Zy. Por lo tanto v; =0y w; =1,6,v; =1y w; =0.

Siv; =0y w; = 1, entonces por como se define al polinomio g,(z), se tiene que,
Gz, nn) =@ (,01) @+, asl ¢(v1,..,0p) =@ V;BL)®-- =081 ®--- =1 pero
Gwi, .. wy) = Qw;®l)® - =---®@(1&1)®- - =0. Sin embargo, esto es una contradiccién que surge
de suponer que existe w € Zj tal que w # v y ¢u(v) = 1 = ¢,(w). Por lo tanto v es el tinico vector con esta
propiedad. El siguiente caso sigue un razonamiento analogo.

Siv; =1y w; =0, entonces por como se define al polinomio, ¢, (z), se tiene que, g, (z1,
asl ¢u(v1, ., Up) = @V, ® - =---®1®--- =1 pero gy(wi, ..., wp) =+ QW; @+ - =
esto es una contradiccién que surge de suponer que existe w € Z§ tal que w # vy ¢,(v)
tanto v es el Gnico vector con esta propiedad.

ey Zp) = e R2ZQ -,
- ®0®--- =0, pero
=1 = g,(w). Por lo
Para concluir lo mismo respecto a la proposicién légica P,. Es decir que v es el tinico con la propiedad,
P,(vy,...,un) = 1. Procederemos con un razonamiento exactamente igual al aplicado en el caso del polinomio.

Supongamos que existe w € Z% tal que P,(w) = 1y w # v, entonces existe j € {1,...,n} tal que w; # v;,
como vj,w; € Zy, entonces v; =0y w; =1,6,v; =1y w; =0.

Siv; =0y w; =1, entonces por como se define la proposicién 1égica, P,(z), se tiene que, P,(z1, ..., 2n) =

“A=zg A-eey ast Py(v,.,vn) = - Ay = 0)A - = - A(y; = 1) A--- = 1 pero Py(wi,...,w,) =

e A(wj =1) A=+ A(w; =0)A--- =0, pero esto es una contradiccién, que surge de suponer que existe
w € Z% tal que w # vy P,(v) = 1= P,(w), por lo tanto v es el inico vector con esta propiedad.

Siv; =1y w; =0, entonces por como se define la proposicién légica P,(z), se tiene que, P,(z1, ..., 2,) =
ANz Aoy ast Py(vr, e, v,) = - A(v; = 1) A - =1 pero Py(wi,...,wyp) = A(w; =0)A--- =0. Sin
embargo esto es una contradiccién que surge de suponer que existe w € Z% tal que w #v y P,(v) =1 = P, (w).
Por lo tanto v es el tinico vector con esta propiedad.

Sélo basta demostrar que para cada z € Z%, se satisface que P,(z) = ¢,(2), es decir la tabla de verdad de P,
coincide con las imédgenes de ¢,. Entonces sea w un vector fijo pero arbitrario de Z7, pero de la parte anterior
de la demostracién. Notemos que si w # v, entonces ¢,(w) = 0 = P,(w) y dado que P,(w), ¢,(w) € Z2 ademds
¢v(v) =1 = P,(v). Esto implica que la tabla de verdad de P, coincide con las imdgenes de g,.

Antes de dar la demostraccion del teorema que enunciamos al inicio de esta seccién, daremos un ejemplo
que ilustra de manera concreta el lema demostrado.

3. Sea f : Z% — 75 tal que para toda z € Z%, f(2) = 21 ® -+ ® 2y, es claro que f ya es un polinomio,
pues es el producto de las variables z; con 1 < i < n, pero veamos cémo escribirlo u obternerlo en términos de
polinomios, ¢,(z), tales que g,(v) =1 = f(v), con v € Zj.

® , pero f(v) =1

Q) (i +1)

’i,’L}iZO

Entonces f(z) = EB Gu(21,y -y 2n), ademds g, (21, ..., 2n) = l ® Z

vELY
fv)=1

i,vizl
n

siy sélo si v = (1,...,1), esto es, v; = 1 para todo i € {1,...,n} y v; € v, por lo tanto f(z) = ®zl y
i=1

Pp(21,.02n) = /\ Zi

Ahora demostraremos el siguiente teorema, con ayuda del lema que se demostré.

Teorema. Sea P una proposicién légica, en las variabless légicas x1, ..., z,,. Entonces P define una funcién
booleana, fp : Z% — Zo, de tal manera que para todo vector z € Z%, fp(z) = 1 si y solo si P(z1,...,2n) €s
1 o verdadera. De manera similar para cualquier funcién booleana f : Z5 — Zo existe una unica proposicién
légica Py, salvo equivalencia logica, tal que su tabla de verdad y la imagen de f coincidan cuando sus valores
de entrada también coincidan.
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Demostracion.

Sea f : Zy — Zo una funcién no constante. Consideremos entonces la siguiente proposicién y polinomio,

Py = \/ P, qr(z) = @ Gv (21, ey 2n)

vELY vELy
flv)=1 flv)=1
donde Py(21, ..., Tn) 1= [(Ts, = vi ) ANy, = Vi, NN (@i, 11 = Vip, 1) A A7 (24, = v4,)], definida en n

variables légicas, es una proposicién tal que v es un vector fijo de Zy. Ademds x;; = 1 para cada j € {1,...,m,}
y x;; = 0 para cada j € {my41,...,n}. Entonces basta probar que Vz € Z3, f(2) = q5(2).

Sea z € Z3, si f(z) = 0. Entonces gf(z) = @ Q(z) = @ 0=0= f(2) ysi f(z) =1, se sigue que

veLD veLy
fv)=1 F(v)=1
qr(2) = q:(2) ® @ w(z) =1 @ 0=1= f(z), esto por el lema que demostramos en la pagina 18.
Z#VELY Z#VELY
flv)=1 flv)=1

Por lo tanto Vz € ZY, f(z) = qr(2).

Por construccién de la proposicién Py y el polinomio gy, se sigue que la tabla de verdad de Py es exactamente
la tabla de valores de gy. Luego como f(z) = ¢(z), esto para todo z € Z%, el teorema queda demostrado. W

Dado que la demostracién es algoritmica, a continuacién daremos un ejemplo tomado de ( ,
). En dicho articulo sélo se presentan los entradas y salidas de la funcién pero no una regla de correspon-
dencia.

Ejemplo

Sean G = {g1, 92,93} v la funcién f que se define con la siguiente informacién.

1 1 0 0 0 1 1 0
{f 1] =0 f(1]=0f[1])=0f1]=0fl0]=0fl0]=1r[0]=17]0 :1}
1 0 1 0 0 1 0 1

Sabemos por el teorema anterior que basta con los vectores v € Z3 tales que f(v) = 1, entonces

1
como f [ 0] = 1 su polinomio asociado es, g(1,0,1)(91,92,93) = (91 ® g3) ® (92 © 1), de manera andloga
1
1 0
f{ 0] =1, entonces su polinomio asociado es, g(1,0,0)(91,92,93) =1 @ (g2 ® 1) ® (93@ 1)y f| 0| =1, por
0 1
lo que su polinomio asociado es, q(,0,1)(g1,92,93) = g3 @ (1 © 1) ® (g2 © 1).
g1
Entonces f : Z3 — Zs es la funcién booleana tal que Vg € Z3, f(9) = f | g2 | = (2@ 1) ®@ [(91 ® g3) @
93
(1 © (938 1)) ® (93® (91 & 1))].
0 0
Para el siguiente ejemplo s6lo cambiaremos el valor f | 0 | =0 por f [ 0] =1 de la funcién anterior. Para
0 0

evitar confusiones renombraremos a f por h. El ejemplo motivara una definicién que es de importancia bioldgica
segun ( , ), pues refleja la existencia de genes dominantes regulatorios.
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Ejemplo. Consideremos el siguiente conjunto,

1 1 0 0 0 1 1 0
{h 1|=0nl1]=0n{1]=0nr|1]=0r|0]|=1,n]0|=1r[0]=1r(0 :1}
0 1 0

1 0 1 0 1
91
Entonces h : Z3 — Zo tal que Vg € Z3, h(g) = h | g2 | = (20 1D @ [((1 @ 1) @ (g3 ® 1)) @ (91 ® g3) D
93

(91®(g391) ® (93 @ (1 ®1))].

Notemos que el nodo g determina completamente a la funcién booleana, pues h(g) = 0sigs =1y h(g) = 1si
g2 = 0, es decir la funcién no depende de los valores que tomen los genes g7 y g3. A este tipo de comportamiento
en las funciones booleanas se le conoce como canalizacion. La interpretacion biolégica que se le puede dar a este
tipo de funciones booleanas es de importancia, pues reflejan la existencia de genes dominantes. En la siguiente
seccion se da la definicién formal de una funcién booleana canalizada en un nodo.

3.4. Funcion booleana canalizada.

Definicién. Sea f : Z§ — Z,, diremos que f es una funcién booleana canalizada, si existen z; con
ief{l,..,n}, g: ngl — Zo funcién booleana y a,b € Zs tales que,

21 a siz; =b
21
Zi—1
f Zq = Zi—1 .
siz; #b
Zi4+1 g Zi4+1 ! 7&
Zn Zn
21
Retomando el ejemplo, notemos que h(z) =h [ 22 | = (228 1)@ [((2191) R (238 1)) B (21 ® 23) & (21 ®
<3

(230 1)) ® (23 @ (21 @ 1))] la podemos escribir de la siguiente manera,

z1 a=1 sizg =0 .
h zg =14 <21) Sizg£0 donde g : Z3 — 7o es tal que Vz € Z3, g(z) = g (Z;) =201
3
Como se menciona en ( , ), las funciones booleanas canalizadas se presentan en algunos

organismos biolégicos. Por ejemplo en la bacteria E. coli, el gen crp bloquea la transcripcién independientemente
de la presencia o ausencia de activadores. Mds atn, este tipo de funciones juegan un papel importante en la
estabilidad de las redes booleanas. S6lo hacemos esta observacion, pues se puede trabajar con lo que hemos
presentado.
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Capitulo 4

Atractores y ciclos limite.

Ahora veremos un enfoque de la dindmica de las redes booleanas desde la teoria espectral de matrices. Con
este enfoque los atractores de una red booleana pueden ser vistos como vectores propios de la matriz de flechas
de A, que definimos a continuacién. La matriz de flechas que se le asocia a la digrafica A es una matriz real, es
decir, sus entradas son ntmeros reales ain cuando sélo aparezcan ceros y unos.

4.1. Matriz de flechas.

Definicién. Sea A una digrifica con n vértices, entonces Ma € M, x,(R) es la matriz de flechas, donde

. . J 1 sihay una flecha v; — v; en A
Ma(j) = { 0 en otro caso

Nota. La digrafica A puede ser disconexa o no (ver pagina 8). Predecir si serd o no conexa es complicado
pues depende de las interacciones entre los nodos o genes que se estén estudiando, es decir, de las funciones
booleanas que modelan sus interacciones, como se ejemplificard al final de esta seccién. En nuestro trabajo, el
analisis serd hecho por componentes conexas. Como se menciond, lo importante en la digrafica de estados son
los atractores. Se demostré ya la existencia y unicidad de un ciclo dirigido por componente conexa, llamado
ciclo limite o ciclo atractor. Mas aun, dadas dos componentes conexas distintas, definen actividades distintas y
no relacionadas. Por lo que se deben trabajar independientemente, pues podrian provocar errores en el andlisis
biolégico, por lo que supondremos, sin perder generalidad, que A es conexa. Como un ejemplo de lo anterior, el
manejar todas las componentes juntas puede llevar a mezclar vectores propios cuyo valor propio sea el mismo
que deriva en hacer falsas algunas afirmaciones. Por ejemplo si v y w tienen como valor propio a 1, entonces
v+ w también es vector propio de 1, pero estariamos mezclando informacién biolégicamente independiente, pues
como se verda mas adelante, el vector propio asociado al valor propio 1, es inico por componente conexa, salvo
multiplos escalares. Esto es, si v y w son vectores propios con valor propio 1, entonces existe un nimero real,
llamémosle o € R, tal que w = av, ademas este vector propio definira al ciclo limite de la componente conexa,
como veremos mas adelante.

Ejemplo. Consideremos a A con su matriz de flechas asociada como sigue,

0 1 0
—e » Ma=(1 01
V3 (%) (% 0 O 0
01 0 01 0 0 2 0
AdemésnotemosqueMA—i—Mg: 1 0 1]4+]1 0 0]=1(2 0 1| =AAa, donde Ax es la matriz
0 0O 01 0 01 0

de adyacencia de la grafica subyacente en A.

Esto motiva la siguiente observacion.

23
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Observacion. Sea A una digrafica. Entonces Ma + Mg = Aa, donde Mg es la matriz traspuesta de Ma
entonces Aa es la bien conocida matriz de adyacencia de la gréafica subyacente a A. Sélo presentaremos la
definicién de la matriz de adyacencia. Para ahondar mds sobre dicha matriz se puede consultar (

, ). La entrada (i,j) — ésima, Aa(i,7), se define como:

. .| #aristasentreiyj siiF# j
Aali,g) = { 2#lazos en i sii= j

Por construccién de A, sus flechas son v — F'(v), entonces entre cada par de vértices, v;,v;, s6lo se tiene
alguna de las siguientes posibilidades,

e . W,

Vs Uy U5 Uj Uj Vi V4 Vi Uj
Ademdas M (i,j) + Ma(j,i) = Ma(5,4) + Ma(i,j), para todo i, € {1,...,n}. Entonces Ma + ML = Ax.

Como ya se menciond, sélo consideraremos a A conexa. A continuacién daremos unas nociones bésicas de
la teoria espectral de matrices y dos ejemplos de digraficas conexas, con sus respectivas matrices de flechas y
espectros que seran de utilidad para el propésito de este trabajo.

4.2. Espectro de una matriz.

El espectro de una matriz es el conjunto de sus valores y vectores propios. Dichos valores propios se obtienen
de encontrar las raices de su polinomio caracteristico. Los vectores propios se pueden calcular sabiendo cudles
son los valores propios.

Sean A, I € M,(R), donde I es la matriz identidad. Entonces:
1. p(A) = det(A — M) es el polinomio caracteristico de A.

2. Para encontrar los valores propios, se calculan las raices de p()), donde es A es valor propio de A si y sélo
si p(A) = 0.

3. Si A € C es un valor propio de A y v € C™ \ {0} son tales que Av = Av, entonces v es llamado vector
propio asociado a A.

En particular si A = Ma tenemos lo siguiente.

Sean A una digréfica conexa, Ma su matriz de flechas asociada y ppr, (A) su polinomio caracteristico.
Entonces existen A € Cy v € C™\ {0} tales que ppr,(A) = 0. Ademds Ma(v) = Av. Més adelante daremos
explicitamente el polinomio caracteristico de Ma, cuando A es la digrafica de estados asociada a una red
booleana.

Ejemplos.

1. Sea A un ciclo dirigido con n nodos y Ma su matriz de flechas asociada.

o o 0 0 01
1 0 0 0
0 1 0 0
Cit+1 C2 Ma = ..
0 0 1 0
Ci Ci—1

donde Ma € M,,«n(R). Para calcular los valores propios asociados a Ma basta calcular las raices de pas, (A),
su polinomio caracteristico.
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0—A 0 1
1 0=XA -+ 0 n
Entonces, pas, (A) = det(Ma — M) = det ) ) . . = ]:[(w,?_1 — A), donde wy, son las
. . : : b1
0 0 0—X
0 0 0 1 1 wp! 1
1 0 0 O Wi 1 W
2 2
n — raices de la unidad, con k € {1,...,n}, pues 0 1 0 0 W =] Wk | =wp ' [ Wk
: . n:—l n.— n.—l
0 -~ 0 1 0/ \wy p? wy

tal que wy = 1.
Entonces A\ = w? ! es valor propio con su vector propio asociado vg = (1, wg, ..., w? )T esto para cada
k prop prop y Wy +eny W, , p
k € {1,...,n}. Esto demuestra la siguiente afirmacién.

Afirmacidn. Si A es un ciclo dirigido con n vértices entonces los valores propios de Ma son las n — raices
. 1. . . . 2nki 2nki
de la unidad, que podemos reescribir como el siguiente conjunto {e"» € C:1 < k < n}, tal que wy =e"n |

para toda k € {1,...,n}.

2. Consideremos a T, un didrbol; una digrafica cuya gréifica subyacente es un érbol (ver pagina 11).

A continuacién daremos un algoritmo que ordena los vértices de un diarbol de tal manera que la matriz de
flechas asociada, M7, sea una matriz triangular superior estricta. Es decir, triangular superior con ceros en la
diagonal principal, lo cual implica que el tnico valor propio de M7 es el 0. Esto facilita el cdlculo de los vectores
propios. Para ello necesitamos la siguiente definicién y un lema.

Definicién. Sea A una digrafica y v un vértice de A. Diremos que v es un pozo, si todas las flechas de los
vértices adyacentes a v terminan o apuntan a v. Y diremos que v es un vértice fuente, si todas las flechas que
empiezan o salen de v apuntan hacia sus vértices vecinos.

(% v

Pozo Fuente
Lema. Sea 7 un didrbol con un nimero finito de vértices. Entonces en 7 siempre existe al menos un pozo
y una fuente. En particular un vértice aislado es un pozo y una fuente.

El lema anterior es bien conocido en la teorfa de gréficas, por ejemplo en ( , ) se exhiben
3 demostraciones, una de ellas algoritmica, la cual se presenta a continuacién.
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Demostracion.

Sea T un didrbol finito. Ademds supongamos que tiene exactamente dos vértices, v; y vy. Entonces sin
perder generalidad se tiene la siguiente configuracion,

*—0
U1 U2

y por lo tanto existe un pozo que es vo y una fuente que es v;.

Ahora supongamos que 7 tiene al menos tres vértices. Dado que T es finito podemos elegir cualquier vértice,
digamos v;. Entonces puede ocurrir que v; (sin perder generalidad) sea un pozo, de ser asf la existencia de un
pozo queda demostrada. De lo contrario como 7T es conexo, entonces existe v;11 tal que es adyacente a v;.
Nuevamente v;11 puede ser pozo o no. Si lo es, la existencia de un pozo queda demostrada. De lo contrario, se
utiliza nuevamente la hipétesis de conexidad y se asegura la existencia del vértice v;12, que puede ser pozo o no.
De no ser un pozo, se continda con este razonamiento, pero como 7T es finito, es decir tiene una cantidad finita
de vértices, debe existir un vértice vy tal que vi es un pozo. Ademds vy # v;, pues si v; = v entonces exitiria
un ciclo dirigido como subgréafica de T, pero T es un didrbol finito, es decir una digréfica aciclica y conexa. B

4.3. Algoritmo para etiquetar un diarbol.

Sea T un didrbol con n vértices, n > 1. El siguiente algoritmo etiqueta o enumera a los vétices de T, de tal
manera que la matriz de flechas associada, My, sea una matriz triangular superior estricta.

1. Localizar los pozos.

Dado que 7T es finito podemos localizar los pozos del didrbol. Supongamos que son k.

2. Etiquetar.

Etiquetamos los pozos del paso 1 con las primeras k; — etiquetas.

3. Borrar los pozos.

Borramos estos k1 pozos. La digrafica que resulta, es un didrbol o varios diarboles, entonces se repite el paso
1, se localizan los pozos, digamos que son ko y se etiquetan de k; + 1 hasta ko (paso 2). Los pasos anteriores se
repiten y el algoritmo termina pues 7 tiene un ntimero finito de vértices.

Para ver que el etiquetado que nos da el algoritmo que hace, que su matriz de flechas sea triangular superior
estricta, basta con demostrar que para %, si j € {1,..n} ademds v; — v;, entonces j > i. Pero esto es cierto
pues, si v; — v; entonces v; serd pozo en algin paso del algoritmo antes que v;. Asi, M7 es una matriz
triangular superior estricta.

Daremos un ejemplo para ilustrar lo anteriror.
Ejemplo.

1. Localizar los pozos 2. Etiquetar los primeros k — pozos, aqui k = 1.

U1
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3. Borrar los pozos 1. Localizar los pozos

-

2. Etiquetar los pozos.

3. Borrar los pozos.

TR

2. Etiquetamos los pozos.

%

Etiquetado final

-

1. Encontrar los pozos.

N\

Vg

3. Eliminamos los pozos. Us
(<] U3
V4 (%) Vg
(<] v1

Entonces la matriz de flechas asociada a la digréfica anterior es,

01 00 0 O
001100
Ma = 8 8 8 8 (1] é , que en efecto es una matriz triangular superior estricta.
000 0 0O
0 00 O0O0 O

De todo lo anterior podemos afirmar que:

27

Afirmacidén. Si A es un didrbol con n vértices entonces A = 0 es su unico valor propio, con multiplicidad

n, por lo tanto det(Ma — AI) = A". A
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Los dos ejemplos anteriores servirdn para encontrar el espectro de la matriz de flechas de una digrafica de
estados asociada a una red booleana. Como se demostrd, en una digrafica de estados, por cada componente
existe un tunico ciclo dirigido, con cuencas de atraccion, es decir con arboles dirigidos que apuntan hacia el
ciclo dirigido (ver pdgina 9). Recordemos que esto es, dado un vértice en la cuenca, existe un dnico camino
dirigido que termina en un unico vértice en el ciclo. Antes de analizar el espectro de una matriz de flechas de
una digrafica de estados, presentaremos algunos ejemplos, con la finalidad de que resulte intuitivo.

Ejemplos.

1 10
Consideremos Ma = [0 0 1] que es la matriz de flechas de la primera digréfica. Para calcular su
0 0 0

espectro, primero calcularemos su polinomio caracteristico, esto es:

k=l

p(\) = det(Ma — M) = (1—X)A\2. Luego para encontrar los valores propios basta con encontrar las rafces del
polinomio p()), es decir los valores para los cuales se satisface que p(\) = 0. Como p(A) = (1 — A)\? entonces
p(A) =0siysélosi A =16 A =0y para distinguir los valores propios los renombraremos como A; = 0, Ao = 1,
salvo multiplos escalares, respectivamente.

Para encontrar los vectores propios asociados a estos valores propios se debe cumplir que:

Mpaz1 = Mz1 y Maze = Az, ademds 21, 20 € C3\ {0}, son vectores con al menos una entrada distinta de

-1 1
cero. Entonces z; = | 1 | es el vector propio asociado al valor propio Ay =0y 22 = | 0 | es el vector propio
0 0

asociado a Ay = 1.

En este primer ejemplo daremos todas las digréficas conexas de tres vértices con un ciclo y al menos un arbol,
su matriz de flechas asociada y el espectro de ésta. Recordemos que el espectro de una matriz es el conjunto
de valores y vectores propios. Los célculos se haran sélo para un caso, pues para los deméas es completamente
analogo.

1. Sea A una digrafica, Ma es su matriz de flechas asociada y su espectro.

-1 1
)\1:072’1: 1 ;>\2:172’2: 0
0 0

V3 V2 U1
(%) V3
1 11 -1 -1 1
MA: 0 /\1:0721: 1 , 22 = 0 ;A2:1723: 0
0 0 O 0 1 0
— 0
V3 (%) V1

>

I

(an)
OO =
o = O

o
o

—
o
|
—_
|
—
—

Ma

Il
—
ja]
—
>
et
Il
P
N
A
Il
o
>
(V]
\
\
—_
o
\
—
>~
&
Il
—
N
w
Il
—
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En este segundo ejemplo se daran todas las digraficas conexas de seis vértices con un ciclo de tres vértices
y por lo tanto con al menos un didrbol.

2. Sea A una digréfica de seis vértices con un unico ciclo de tres vértices y Ma su matriz de flechas asociada.
A continuacion daremos su espectro.

2.1
(2
" 001100
100010
01000 1
Ma=10 0000 0
U3 U2 00 0O0O0 0
V6 Us 00 0 0 0 O
-1 0 0
0 -1 0
0 0 -1
/\12072’1: 0 ;)\2:0,22: 0 ;)\3:0,23: 1 ,
1 0 0
0 1 0
—1-—+/3i —14++/3i 1
—1+/3i —1—/3i 1
)\4:—%+i§7u4: 2 ,>\5=—%—i§7u5— 2 i A6 = 1ug = :
0 0 0
0 0 0
0 0 0
2.2
Ve Vs
Vg
001100
10000 0
010000
% Ma=10 000 1 1
000000
000000
V3 Vg

o O oo

0
0
-1
M =02 = 1 ;A2 =0,20 = ;
0 -1
0 1
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2.3

2.4

U3
)\1 :0,’01 =
)\2:—%+Z

7/\4:—%—2
Ma =

0

0

O )

1

0

7)\4__%_
Ma =

;A3 =—% —i

[l eNall =)
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4.3. ALGORITMO PARA ETIQUETAR UN DIARBOL.

2.5
Ve V4 Vs
001111
100 000
01 0000
% Ma=1o 000 0 0
000000
000000
V3 (%]
0 0 0
0 0 0
M =02 = _11 A2 =0,20 = _01 iA3 =0,23 = _01
0 1 0
0 0 1
—1—+/3i —1+/3i 1
—14++/3i —1—+/3i 1
. 2 2 1
/\4=—%+Z§7u4— 0 ,)\5_—%—223,%— 0 P Ae = L,ug = 0
0 0 0
0 0 0
2.6
(2 Vs
001110
1000 0 1
01 0000
% Ma=10 000 0 0
000000
< - ) 000000
V3 V2 Ve
2.6
-1 0 0
0 0 0
M =0,z = 8 1A =0,20 = 711 ;A3 =0,23 = Bl
0 1 1
1 0 0
—1—+/3i —1++/3i 1
—1+4++/3i —1—+/3i 1
. 2 ) 2 1
)\4:7%4»2@7114: 0 ;>\5:*%*Z 23"“5— 0 ;/\6:1711‘6: 0
0 0 0
0 0 0

Los ejemplos anteriores ilustran que si A es una digréfica de estados conexa, el espectro de su matriz de
flechas asociada, Ma, refleja la estructura de la digréfica, pues los vectores propios de Ma se corresponden,
con los vectores propios de los dos tipos de subgraficas que la conforman, un nico ciclo dirigido y didrboles
apuntando hacia el ciclo.
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Para facilitar los cédlculos del espectro de una matriz de flechas asociada a una digrafica de estados conexa,
daremos un algoritmo de etiquetado que lo facilitard. Pero antes hagamos las siguientes observaciones.

Notemos que si A es un ciclo dirigido de un sélo vértice, es decir un lazo, entonces Ma = [1] y por lo tanto su
valor propio es A = 1, con vector propio v = (1). En el caso que A sea un ciclo dirigido con al menos dos vértices,
como ya vimos, se tiene que A\ = w}fl es valor propio con su vector propio asociado vy = (1, wg, ..., wzfl)T

donde wy, son las n—raices de la unidad, con k € {1,...,n} y w} = 1.

b

Entonces el siguiente algoritmo de etiquetado, es para una digrafica conexa, A, con al menos dos vértices y
un diarbol.

4.4. Algoritmo de etiquetado de una digrafica conexa con un tnico
ciclo dirigido y diarboles.

Sea A una digréfica de estados conexa, con n vértices.

1. Etiquetamos el ciclo dirigido, o de A, con las primeras k — etiquetas, {1, ..., k}, de manera sucesiva, esto
€s, Vg, — VUgy — =+ — Vg, — Vs, l0 cual nos ayudard a etiquetar los vértices restantes, es decir los
vértices de los diarboles.

Como estamos suponiendo que existe al menos un didrbol, 7 de A, entonces existe un dnico vértice de T
que también es vértice de o, v,,, ademéds tal vértice es un pozo de 7.

2. Sea v,, € T No, tal que i € {1,...,k}, si sucediera que T es el dnico didrbol de A, entonces lo etiquetamos
con las n — k etiquetas restantes a 7 con el algoritmo para etiquetar diarboles.

De haber més de un didrbol en A, les daremos un orden para etiquetarlos, esto es, 7, serd el didarbol cuyo
unico pozo, v,,, estd ya etiquetado con alguna de las primeras k—etiquetas, es decir i € {1,...,k} y vy, € 007:,%_ ,
de tal manera que si existen r didrboles en A, 7, ,..., T, , se debe satisfacer que i; < i3 < --- < 4., con

i1 i

ij€{L,.,k}yje{l,....r}h
Asi cada didrbol, 7,

asignado, es decir, a T, le corresponderan las etiquetas {k+1,...,1}, y a 7,, le corresponderan las etiquetas
i1 i

, es etiquetado con el algoritmo de etiquetado de didrboles, respetando el orden

o'ij

{l+1,.,1+m,, }, tal quel =k+m,, ,donde m,, representa el nimero de vértices de 7T,  ademds
] 11 7/j 1]'

I €{k+1,..,n}. El algoritmo termina a lo més en n pasos.

4.5. Espectro de la matriz de flechas de una digrafica de estados.

Como se menciond, los dos algoritmos presentados para etiquetar los vértices de una digrafica de estados,
A, facilitan el calculo de los valores y vectores propios de la matriz de flechas asociada, Ma, pues presenta la
siguiente estructura con dichos etiquetados,

e[ 4]

O Mr,

donde M, es la matriz de flechas asociada al ciclo dirigido de A, visto como subgrifica de A de tamafio k X k
O es la matriz de ceros de tamafno (n — k) X k, My, es una matriz triangular superior estricta de tamano
(n—k)x (n—k)y M es una matriz de tamano k x (n — k) que expresa las flechas de los didrboles que apuntan
al ciclo dirigido o. Entonces se tiene la siguiente afirmacién.

Afirmacion. Sea Ma la matriz de flechas asociada a una digréfica de estados. Entonces su polinomio
caracteristico estd dado por p(A\) = det(Ma — M) = det(M, — \},)det(Mgy — AL, _x) = (1 — A\F)(=\)"~*.

Esta tdltima afirmacién nos permite hacer la siguiente proposicién que sintetiza todo lo desarrollado hasta
ahora.
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Proposicion. Sean A una red de estados, o el ciclo dirigido de A con k vértices y Ma su matriz de flechas
asociada. Entonces:

1. El polinomio caracteristico de Ma es p(A\) = det(Ma — M) = det(Ma — M) = det(M, — M} )det(Mpy —
M,_g) = (1= AF)(=A)nk,

2. Sea ppr, = maz{|A| € R : Mavy = Avy}, el maximo de los médulos de los valores propios asociados a
Ma. A tal maximo se le llama el radio espectral de la matriz.
. . 2wki
Entonces en nuestro caso, dado que los valores propios asociados a Ma son {0,e"» € C:1 < k < n},

ademas |627'rTICi| = 1, para todo k € {1, ....,n}, se sigue que el radio espectral de Ma es ppr, = 1.
Z1
3. Ademds pys, es valor propio de Ma, pues el vector v, = | 2 |, es tal que z; = 1 para todo i € {1, ..., k}
Zn

y z; = 0 para todo i € {k + 1,...,n}, es el vector propio asociado a par,, MAV, = pravp = Up.

De la proposicién anterior podemos concluir que en el vector propio asociado al radio espectral, v,, de la
matriz de flechas Ma, sus entradas distintas de cero representan los vértices del ciclo limite de la digréfica de
estados, A, de una red booleana, (G, F).

Ahora daremos dos ejemplos que sintetizan toda la teoria desarrollada. Més atn, éstos ejemplificardan lo
dificil que es predecir la dindmica de una red booleana, es decir, cémo serd su digrafica de estados asociada,
s6lo conociendo a priori las funciones booleanas que modelan las interacciones entre sus nodos o genes. Ademas
se vera lo sensibles que son ante una perturbacion, esto es, cémo cambia la digrafica de estados cambiando una
interaccion, es decir, una funcién booleana.

Ejemplos.
f1(2)
1. Sean G = {g1, 92,93} un conjunto de nodos o genes, F : Z3 — Z3 la funcién tal que, F(z) = | f2(2) |,
f3(2)
cuyas funciones booleanas son: fi : Z3 — Za, fi1(2) = z3; fo : Z3 — Za, fo(2) = 2z3; f3 : Z3 — Za,
f3(2) = 21 ® (23 @ 1), esto para cada z € Z3, entonces (G, F) es una red booleana.

0 1 0 0 1
Ahora veamos cudl es su dinamica. Como el espacio de estados es Z3:{ O), (o0}, 11],({0], 1],
0 0 0 1 0

1 0 1
O, 11},1(1 } entonces, la digrafica de estados A, tiene como vértices a los vectores de Z3 y como aristas
1 1 1

dirigidas o flechas, v — F(v), para cada v € Z3. A continuacién calcularemos las érbitas que define la funcién
F, Q(v) = {F*(v) € Z3 : k € N}, (ver pagina 6).

0

fil0

0
0 0 0 0 0 0

Fl0]=F|f[0 = 10(0+1)| = |0]. Luego para todo tiempo t € N, F* [0 ] = | 0]. Por lo

0 0 0 0 0 0

0

310

0

0
tanto la érbita Q( [ 0
0

S—

Il
——
oS O O
——
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1 1 1 1
Ahora calculemos las siguientes 6rbitas ( (1) )y (1) ), donde Q( (1)) = {Fk (1) €7Z3:keN}, de
0 1 0 0

igual manera Q(

).

I
v

1 0
|l fill
0 1
1 1 0 0 1 1 0 0
ComoF (1] =F|fl1]]|=10+1) 1. 21 =For |1 =F[1]=F|p(1]]=
0 0 1 1 0 0 1 1
1 0
3|1 f3 |1
0 1
1
filo
1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
o1+ | = (o], m|1]) =Flo] =F|plo]| =(ta+n] = (o], P [{1] = F[o] =
1 1 0 1 1 0 0 0 0
1
3 (0
1
1 0
fil0 il
0 0
1 0 0 1 0 0 0 0
Flrlo)l|=(1wo+n)]=1].m|1)|=F(1]=F||1]]|=00+1)]|=]0],
0 0 0 0 0 0 1 1
1 0
f3 10 f3 |1
0 0

0
filo
1
1 0 0 1 1 1
li|=rlo]=F|plo]|=(oa+n|=[0]=rF |1
0 1 1 0 0 0
0
f310
1
1 1 0 1 1 0 0
oo Q<(1)>{ (1) (1) ). (O) <1) (0) !
0 0 1 1 1 0 1

1 1 1 1 0 0
De manera totalmente andloga se calcula £( (1) )—{ (1) , (0) , (0) , (1) , (0) }, pero notemos que
1 1 1 0 0 1

1 0 0
los vectores | 0], [ 1], [ O], forman un ciclo dirigido y como se demostré que sélo existe un ciclo por cada
0 0 1

0
componente conexa, entonces A tiene al menos dos componentes conexas, la que define Q( (0) ) que llamaremos
0
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1 1
Ag, y dado que Q([ 1 |)NQ([1]) # 0, es decir, tiene interseccién no vacfa, ambas drbitas estdn contenidas
0 1

en la misma componente conexa, que llamaremos A; e ilustramos a continuacion.

(111)

(011) (110)

(001) (010)

Dado que todo vector pertenece a una érbita, y como todos los vectores de Z3 estdn en una 6rbita, la
digrafica de estados, A, tiene exactamente dos componentes conexas como se ilustra a continuacion.

(111)

(011) (110)
(101)

(001) (010)

Como cada componente conexa de A se debe analizar por separado, empezaremos por ver las propiedades
de A;. Siguiendo los algoritmos de etiquetado propuestos, un posible etiquetado de A; es el siguiente:

g

Us V6
V4

U1

U3 V2

entonces Ma, = es la matriz de flechas asociada a A1, con radio espectral

[Nl Nl o)
S oo o~ OO
SO OO OO
OO OO OO
SO O = OOOo
SO OO OO
SO OoO RO OO
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p1 = pm,, = 1 cuyo vector propio es v,, =

OO O = = =

0

Ahora tomamos a Ag, a cuyo vértice le corresponde la etiqueta vs. Ademds Ma, = [1] con radio espectral
po = 1y vector propio v,, = (1).

Como A = AgU A, entonces Ma = = {MAl

0 MAJ , es la matriz de flechas

[N eNeleoNeoNBel S =
OO O OO+ OO
OO O OO OO
OO O OO OO
OO OO OOoOO
S OO, OO OoOo
[N Noll =Rl
O OO oo oo

de la unién de las dos componentes conexas.

Notemos que z,, = también son vectores propios de A, es decir al considerar a las matrices

Y Zpo =

SO OO ==
S OO OO OO

0 1
de flechas de las componentes conexas como submatrices de la matriz de flechas de A, podemos completar o

agregar ceros a los vectores propios de las matrices de flechas de las componentes conexas, hasta completar la
1 0

dimensién de Ma, para que estos sean vectores propios de Ma. Asi 0,, 1= z,, = Y Vp, = Zpy = , son

=Neleleolel S -
(==l el en Il an B an B e @)

vectores propios asociados al valor propio pas, = 1.

Para el siguiente ejemplo sélo cambiaremos la funcién booleana, fi : Z3 — Za, f1(2) = 23 por fi(2) = 29,
para cada z € Zy y veremos que esta perturbaciéon cambia por completo la dindmica de la red booleana.

fi(2)

2. Sean G = {g1, g2, 93} un conjunto de nodos o genes, F : Z3 — Z3 una funcién tal que, F(z) = | f2(2) |,

f3(2)
donde f1 : Z3 — Za, fi(2) = 225 fo 1 L3 — Lo, fa(z) = 23 f3 : L3 —> L2, f3(2) = 21 @ (23 @ 1), esto para
cada z € Z3, entonces (G, F') es una red booleana.

Con un procedimiento completamente analogo tenemos las siguientes érbitas.

}

Q(

—oo ooo
~—

\ |
/_/H
—oo oo

S O O
—
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1 1 1 1 0
Q1 ):{ 1),(1}),10],10 }
0 0 1 1 0
1 1 0 1 0
Q(fo ):{ of,(1],10],10 }
0 0 0 1 0
0 0 1 0
Q1 ):{ 11,10}, 10 }
1 1 1 0
Por lo que la digréfica de estados A de la red boolena es conexa y su unico ciclo dirigido es un lazo en el
0
vector v = O) como se muestra en la siguiente digréfica.
0
(110)
(011)

(001)
(100)

Un posible etiquetado para A siguiendo los algoritmos propuestos es el siguiente.

U8

on Ve

U3 Us v

Luego Ma = es la matriz de flechas de digrafica de estados A, con radio

OO O, OO OO
SO, OO O oo

OO O OO OO
OO OO OO O
OO DD OO OO
OO O OO+ OO
OO O OO+ OOo
[=eeleNoll O =Rl

espectral ppr, = 1y con vector propio asociado z, =

[N elololoNolNoll S
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4.6. Aplicaciones

Ahora aplicaremos la teoria desarrollada a dos ejemplos, el primero relacionado al desarrollo de la corteza
cerebral en un mamifero.

El siguiente ejemplo fue tomado de ( , ).

La corteza cerebral es una parte del cerebro que estd dividida en diferentes areas especializadas en cierta
funcién. Como se menciona en ( , ), durante el desarrollo de la corteza cerebral,
los genes que se encargan del desarrollo de las distintas areas corticales, interactiian entre si, de tal manera que
se regulan unos con otros y determinan qué tanto se expresan.

Interacciones biolégicas o funciones booleanas.

Como hemos mencionado, las interacciones bioldgicas entre genes pueden ser descritas mediante funciones
booleanas. A continuacién daremos las funciones booleanas que presentan en ( ,
) y las traduciremos al lenguaje presentado en este trabajo.

Lo siguiente estd tomado directamente del articulo y es la interaccion de 5 genes que han sido identificados
experimentalmente en el desarrollo embrionario de un ratén a los 8 dias de su gestacién.

El morfogen Fgf8 se expresa en el polo anterior del telecéfalo en desarrollo. Inmediatamente después de
la expresién de Fgf8 en el ratén, cuatro factores de transcripcién (TF’s), Emax2, Pax6, Coup — tfiy Sp8 se
expresan en gradientes a lo largo de la corteza. Un gran nimero de experimentos han dado lugar a una red
hipotetica de interacciones reguladoras entre estos 5 genes, sin embargo sélo una de estas interaciones se ha
demostrado empiricamente.

(*) El autor expresa las interacciones bioldgicas con las siguientes funciones booleanas, con f = Fgf8,
e =Emz2, p = Pax6, c = Coup —tfiy s = Sp8 y al conector l6gico A como &. Mas adelante expresaremos lo
mismo que el autor pero usando la notacién de nuestro trabajo.

Ft+1)=f(t) & NOT e(t) & s(t)

e(t+1)=NOT f(t) & NOT p(t) & c(t) & NOT s(t)
p(t+1) = NOT e(t) & NOT c(t) & s(t)
c(t+1)=NOT f(t) & NOT s(t)

st+1)=f(t) & NOT e(t)

Nota. Aunque el articulo original usa el paradigma asincrénico o su modelo de aproximacion es por medio
de una red booleana asincrénica, nuestra aproximacién tiene los mismos atractores o estados estacionarios, pues
el autor menciona lo siguiente.

«Los estados estacionarios deseados en los compartimientos anterior y posterior (dreas de la corteza cerebral),
en el modelo booleano discreto son: en el polo anterior los genes F'gf8, Pax6y Sp8 estan activos, mientras que
Emz2y Coup—tfi estan inactivos. En el polo posterior, Emx2 y Coup —t fi estan activos, mientras que Fgf8,
Pax6 y Sp8 estan inactivor.

Para nuestro analisis le daremos un orden a los genes. Hay que hacer notar que cualquier orden que se dé,
nos dard los mismos resultados, pues basta renombrar o reetiquetar a los genes en un orden deseado.

Sea G = {¢g1 = Fgf8,9o0 = Ema2,g35 = Pax6,g4 = Coup — tfi,g5 = Sp8}. Siguiendo a (*) definimos
lo siguiente, sea F' : Z5 — 73, la funcién que define a la red regulatoria, donde la i — ésima cordenada de

1
I2
2 = (21, 22, 23, 24, 25) L € 73, corresponde al gen g;. Sea F | f3 | tal que f; : Z3 — Zy con i € {1,2,3,4,5}, son
Ja
fs
21
Z2
las siguientes funciones booleas: para cada z = | 23 | € Z3, f1(2) = 21 A 22 A z5, fa(2) = =21 A =23 A 24 A —z5,
24
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f3(2) = m29 A —zy A 25, fa(2) = 221 A —zs, f5(2) = 21 A 2.

La digrafica légica es la representacién de las interacciones biolégicas entre genes o nodos, 6 las relaciones
por medio de operaciones l4gicas entre estos, en un sistema biolgico modelado por una red booleana, (G, F).
En este caso particular la digrafica légica es la siguiente :

(Fgfs8 Sp8

Coup — tfa

Sea A la digréfica de estados de (G, F) obtenida de manera sincrénica, es decir para cada i € {1,2,3,4,5}
y para todo tiempo t > 0 se tiene una transicién de estado, esto es, fi(z) = (I; o F*)(z) — fit1(z) =
(IT; o F'*1)(2), donde I1; : Z5 — Z% es 11;(2) = z;, la proyeccién canénica en la coordenada i — ésima.

A continuacién daremos la digrafica de estados, A, asociada a la red booleana (G, F'), que es la unién de dos

componentes conexas, A = Ag U Aj.

(01101)

(11001)
(00111)

(01011)

(11110)

°
(11101)

(01111)
(11111)

(11100)

° -0 ©(01001)
(10000)  (00011) (00000)
(00101)  (10010)
(01100) ¢
(00110)
((1000)e (00010) (00100 £ (00001) ®(10110)
(01110)  ZO1010)  g(11000)  @(10100)

Ao
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(10111)
(10l01)

40

Ay

Ahora daremos las matrices de flechas M, y Ma, asociadas a las componentes Ay y A; respectivamente,

asi como su radio espectral.

1 000O0OOO0OO0OOOOOOOOOOOOOOOOOOTO0OOQO

1

1

1000O0O0O1O0O0OO0OO0OO0OO0OOOOOOO0O®O0OTO0

1
0o 0000O0OO0OO0OOODOOOOOSOOSOOOOOOOOOOSOOOGO0DO

0 00 1 11

0o 0o000O0O0O0OO0OOODOOOOOOSOOSOOOOOOOOOOOTGO0ODO®O

0o oo0oo0O0O0OO0OO0OOOOOOOOOOOOOOSOOOSOOSOOO0OSO0OS®O0OOQO0ODOQO

0o oo000O0OO0OO0OOOO0OOOOOOOOSOSOOOSOOSOOSOOSO0OSO0OS®O0ODOQO0ODOQO

0o 00000O0OO0O11O0O0OO0OO0OO0OOOSOOOOOOOOOOSOOO0OTG 0O

0o 0000O0O0OO0OOOOOOOOSOOSOOOOOOOOSOOO0OTGO0DO®O

0 000O0O0OO0OTO0OTO0O0T1

1 1000O0O0OO0OOOOOO0OO0OOOO0OOQO

0o o0oo00O0O0OO0OO0OOOOOO0OO0OOOO0OOOO0OOOOSOOO0OSOOOSO0OO0OSO0OS®O0ODOQO0ODOQO

0o oo0o0O0O0OO0OO0OOOO0OO0OSO0OSOOO0OOOO0OSOOOSOOSOOSOOO0OSO0OS®O0ODOQO0ODOQO

0o 0000OO0OO0OOODOOOOOOSOOSOOOOO0OOSO0OO0OOOO0OTO 0DO

1

111 11

11 1
0o 000O0OO0OO0OOODOOOOOOOSOOSOOOOOOOOOOO0OTGO0DO®O

0 000O0OO0OO0OO0OO0OO0OOO0OO0OO0OT1IT1TOQ01

0o 0o000O0O0OO0OO0ODOO0OO0OO0OOOOTI1IO0OOOOOOOSOOSOTGO0ODO®O

o o0oo0o0O0O0OO0OO0OOOO0OO0OO0OOOO0OOOO0OSOOOSOOO0OSOOSOOSO0OSO0OS®O0ODOQO0OOQO

0o 0000O0OO0OO0OOOOOOOSOOSOOOOOOSOOOOO0OTGO0DO

0o 0000O0OO0OO0OOOOOOOSOSOSOOOOOOOOOOO0OTG 0O

0o 0o000O0O0O0OO0OOOOOOOOSOOSOOOOOOOOSOOOTGO0ODO

0o 0o000O0OO0OO0OOODOOOOOSOOSOOOOOOOOSOOOTGO0DO®O

o o0oo0oo0O0O0OO0OO0OOOO0OO0OSO0OSOOO0OOOO0OSOOOSOOOSOOSOOO0OSO0OS®O0ODOQO0ODOQO

0o oo0o0O0O0OO0OO0OOOO0OO0OSOOOOOOOSOOOSOOSOOSOOSO0OSO0OS®O0ODOQO0ODOQO

0o 0000O0OO0OO0OOOOOOOSOOSOOOOOOSOOOOO0OTGO0DO
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De manera andloga calculamos el radio espectral de Ma,.

o - O O

o - O O

— o O O

— O O O

Ma, = |:
(1 = A)(—X)3, asf su radio espectral es p; = 1 y su vector propio es, z,,

— O O O

Recordemos que el nimero de vectores propios linealmente independientes asociados al valor propio 1 es

exactamente el nimero de componentes conexas. Finalmente daremos la matriz de flechas de la digrafica de

estados, A

Entonces det(Ma, — AI)

Ag U A7, y su radio espectral.
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1 con vectores propios, z,,,A,

Por lo tanto det(Ma — M) = det(Ma, — Aag)det(Ma, — A\y)

por lo que su radio espectral es pa
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Z1
i€{2,...,32}, y Zpaa, = | 2 |, conzg9 =1y z =0 para todo i € {1,...,32} \ {29}.

227

Como mencionamos al inicio de esta seccién, obtuvimos los mismos atractores que en el articulo del cual
tomamos el ejemplo, ( , ), pero usando nuestra aproximacién sincrénica (pagina
6). A saber, los ciclos atractores son lazos en (0,1,0,1,0) y (1,0,1,0,1). Estos se traducen a nuestra aproximacién
desde la teoria espectral de matrices, como los dos vectores propios linealmente independientes, 2,, Ay ¥ Zpa,A1>
asociados al radio espectral pa = 1 de la matriz de flechas Ma. El hecho que tanto z,, A, como z,, A, tengan
una tnica coordenada distinta de cero, indica que en la digréfica de estados A, en los vértices (0,1,0,1,0) y
(1,0,1,0,1) hay un ciclo limite en cada uno de ellos, ademds es un lazo.

El ejemplo anterior sintetiza la teoria desarrollada en todo este trabajo. El siguiente ejemplo tomado de
( , ), que corresponde a la red que regula el nado del molusco Tritonia. Este ejemplo
pone de manifiesto la importancia de considerar todas las posibles funciones booleanas (pagina 16) que existen
entre dos nodos o genes, pues al considerarlas hay una mejor descripcién o modelamiento de la red regulatoria.
Antes de dar el ejemplo, daremos unas tablas que resumen todas las posibles relaciones 16gicas que hay entre
dos nodos o genes, pero como lo demostramos antes, ésto es equivalente a dar todas las funciones boolenas,
f : Z3 — Zs, por lo que tenemos un total de 16 posibles funciones booleanas o relaciones légicas como se
muestra a continuacién.

En las siguientes tablas se describen todas las posibles funciones booleanas de dos variables, f : Z2 — Zs.
Desde el punto de vista matemético como proposiciones 16gicas y polinomios en dos varibles, Zs|x,y], desde
una perspectiva biolégica, como conectivos bioldgicos. Los mas usados en la literatura son el de inhibicién
y excitacién, ver por ejemplo ( , ), que también estdn incluidos. Recordemos que estamos
considerando a Zs con las siguientes operaciones ® y @ (pagina 5). En la primera fila de cada tabla se da la
proposicién légica, salvo equivalencia légica, asociada a las variables légicas x, y, en la segunda, el polinomio
correspondiente a dicha proposicién légica y en la tercera fila, el conectivo biolégico entre y y x, interpretados
como nodos de una red.

Contradiccion | Tautologia T Y Proposicion logica
0 1 q(z,y) =2 | q(z,y) =y Funcién booleana
T Yy - T C y | ==3y | ==y | Conectivo bioldgico de x a y
1 1 0 1 1 1
1 0 0 1 1 0
0 1 0 1 0 1
0 0 0 1 0 0
x Vy (Exitacion) —(z Vy) -z Ay (Inhibicién)
4(,y) =0y @ (z0y) | ¢lz,y) =0 1)@ | ¢ry) = (1) Oy
xr Yy T—>1y r——>y r——Yy
1 1 1 0 0
10 1 0 0
0 1 1 0 1
0 0 0 1 0
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TV -y TAY —(zAy)
gy =@y ool | qry) =20y |qry) =@y el
Ty r—— -y / N
\ 7/ N
7/ AN
/ \
xz Yy x Yy
1 1 1 1 0
1 0 1 0 1
0 1 0 0 1
0 O 1 0 1
T=y —(r =1y) T =y
g,y =@e)® @y | gy =281y | 9=y =20y &1
ry =y r==>y x%‘y
1 1 1 1 0
1 0 1 0 1
0 1 0 0 1
0 O 1 0 1
(x Ay V(y A—z) - -y
qg(z,y) =28y gz, y) =z®1 g(z,y) =yl
z Yy
VEERN VRN VRN
7/ AN / AN / AN
7/ AN / AN / AN
/ \ / \ / \
r—y = r———-=-- -y
1 1 0 0 0
1 0 1 0 1
0 1 1 1 0
0 O 0 1 1

Entonces , o y indica que x activa a y, por lo que y pasa de 0 a 1, cuando = esta activado 6 es 1. Si
sucede que x es 1 6 esta activado al igual que y, ademés x inhibeay , , Y Y cambia su valor a 0 6 se

inhibe. Aunque la exitacién y la inhibicién son ampliamente utilizados para modelar redes booleanas y han dado
buenos resultados, quedan cortos, pues puede suceder que un nodo, digamos y queda invariante 6 su estado
booleano no cambia atin cuando tenga relaciéon con otro nodo que se activa, digamos x. Claramente esto no
puede ser modelado por la exitacién o la inhibicién, pero si puede modelar con , =—2 y » COMO lo muestran

las tablas. Para enfatizar lo anteriormente mencionado, revisaremos el nado de la Tritonia.
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Nado de Tritonia.

El nado de este molusco se produce por la contraccién de sus musculos dorsales y ventrales, de manera alter-
nante y ciclica. Cuatro neuronas de tipo central controlan el nado. A continuacién tomamos de (
, ) la digrafica 16gica del nado de Tritonia, donde unicamente se utilizan los contectores biolégicos
de exitacién e inhibicién.

LT_.“@J

La digrafica de estados que resulta de usar la digrafica lgica presentada anteriormente es la siguiente.

(111) @ ® (010)

(000)

(011)

Ahora presentaremos una descripcién del nado del molusco, que el propio autor narra en (
, ), v la digrafica de estados o red regulatoria que personalmente nos dié. En dicha descripcién que
a continuacion presentamos, es clara la necesidad de utilizar otros conectores biolégicos ademas de la exitacién
e inhibicién.

El ciclo completo del nado se inicia con la despolarizacién de la neurona ID. Esto ocasiona la inhibicién
de las neuronas IV y la exitacién de la neurona C2. Cuando la neurona C2 llegan a su umbral, las neuronas
IV y C2 estan activas durante un periodo corto. Durante este tiempo las neuronas IV reciben inhibicién de la
neurona ID y simultaneamente, ecxitacion de la neuronas C2, lo que ocasiona que eventualmente las neuronas
IV se activen. La activacién de las neuronas IV inhibe a su vez tanto a la neurona ID como a la C2. En este
momento, las neuronas IV dejan de recibir ecxitacion de la neurona C2, por lo que su frecuencia de actividad
declina conforme se disipa la ecxitacién. El decremento de la acividad de las neuronas IV, libera a la neurona
ID gradualmente de la inhibicién completando el ciclo.
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(000)

100) (101)

(110) (001)

(010) (011)

Comparando ambas redes regulatorias, vemos que los conectores biolégicos excitacion e inhibicién son insufi-
cientes para describir el nado de Tritonia. Al tomar esta 1ltima red regulatoria obtenemos la siguiente digréfica
légica.

Este ejemplo, también nos muestra que una digrafica de estados no siempre usa a todos los vectores de Z7,
con n el namero de neuronas, genes o nodos del sistema biolégico. Este hecho si lo tomamos en cuenta en el
articulo de investigacién, en el que se basa este trabajo.

Estas dos aplicaciones de la teoria desarrollada a lo largo de este trabajo, muestran por un lado, una nueva
perspectiva a la dindmica de una red booleana, desde la teoria espectral de matrices y por otro, la ventaja que
se obtiene de dar una equivalencia entre funciones boolenas y proposiciones légicas, ya que al ser exhaustivos
en los calculos de dichas funciones, se tiene visualmente cémo actia cada nodo (gen o célula) de un sistema
biolégico en los demés, a través de su digréfica légica, que da la ventaja, como vimos en los ejemplos 1 y 2 de
las paginas 34 — 37, de poder experimentar con cambios directos entre cada dos genes. O también experimentar
en su red regulatoria y algoritmicamente construir la digréafica légica y la nueva red regulatoria correspondiente.
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Discusion y conclusiones

Como se menciond en la introduccién, el objetivo de este trabajo es explicar algunos aspectos matematicos del
articulo Some Mathematics behind Gene Regulatory Networks, utilizando algunas ramas de las matematicas, las
cuales son la 1égica proposicional, la teoria de gréficas y el algebra lineal. Utilizamos la logica proposicional para
establecer una equivalencia entre éstas y las funciones boolenas, pues como mencionamos, son utilizadas para
modelar las interacciones biolégicas. Teniendo asi a manera de resumen, la siguiente equivalencia: proposiciones
légicas «+— funcién boolena +— polinomio con coeficientes en Zs. La equivalencia se demostré de manera
algoritmica, lo que permite encontrar la regla de correspondencia de cualquier funcién booleana, definida en
todo el espacio de estados, Z5, s6lo sabiendo las imagénes de dichos estados, como se mostré en un ejemplo.

Junto con lo anterior, el estudiar distintas redes regulatorias, su digrafica excitacién-inhibicién asociada y el
hecho de que muy a menudo no reflejan la misma actividad biolégica, como lo vimos en la red regulatoria del
nado de la Tritonia, nos llevé a proponer nuevos conectivos biolégicos, cuya ventaja es que se ven explicitamente
las acciones que un gen, célula o nodo tiene sobre si mismo y los demés. En este aspecto, cabe mencionar que
se han hecho distintos intentos de dar digraficas 16gicas, como el utilizar diagramas 16gicos eléctricos, pero éstos
no muestran las interacciones entre cada dos genes. Luego dimos una nueva perspectiva para estudiar una red
regulatoria, que llamamos digrafica de estados, de un sistema biolégico por medio de la teoria espectral de las
matrices de flechas, que nos dan la dindmica de la red, ademéas de que hay paquetes excelentes y amigables
para el estudio de matrices. Y algo esencial, es que el espectro de las matrices de flechas nos dan una manera
de encontrar los ciclos atractores o ciclos limite que, por ejemplo, en los sistemas genotipo-fenotipo nos dan las
caracteristicas que tendra el fenotipo del sistema.

Aunque sélo tratamos uno de los tres principales paradigmas de las redes booleanas, el sincrénico, dejando
el probabilistico y asincrénico de lado, fue suficiente para proponer nuevas maneras de entender a las redes
biolégicas. Esto lo justificamos presentado aplicaciones o ejemplos biolégicos, esperando que sea de utilidad
para los y las interesadas en este tema.

Y finalmente, mencionaremos que el método presentado tiene una ventaja importante, el que se puede
experimentar con posibles cambios en las redes regulatorias por medio de agregar nodos y nuevas interacciones
biolégicas, que pueden usarse para hacer distintas hipétesis, como la falta de algiin nodo o sustancia que podria
ser parte del sistema biolégico que no esté tomado en cuenta.
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