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Resumen

En este trabajo se estudio el efecto del mecanismo de relajacion cinematico generalizado,
A, en las propiedades de flujo de un fluido viscoelastico lineal, el cual fue descrito y
analizado por medio de tres ecuaciones constitutivas: el modelo de Maxwell, el modelo
de Jeffreys (interaccion polimero — solvente) y el modelo de Burgers (interaccion
polimero — polimero), en estado no estacionario con un gradiente de presion pulsatil a
través de una geometria cilindrica. El proceso se lleva a cabo bajo condiciones isotérmicas
y el liquido se supone incompresible. Asumiendo que el flujo es unidireccional, y que
existe simetria cilindrica en el sistema, se obtiene una ecuacion diferencial parcial lineal
que describe los cambios de la componente axial del vector velocidad en funcion del
gradiente de presion pulsatil y de los mecanismos viscoelasticos del sistema (parametros
reoldgicos). Mediante la transformada de Fourier, la ecuacion diferencial parcial lineal se
convierte a una ecuacién diferencial ordinaria de Bessel no homogénea, y se obtienen
expresiones analiticas para la velocidad, el flujo volumétrico, el esfuerzo en la pared, y
se propone un analisis de la dispersion de las ondas viscosa y elastica, lo anterior en
términos de las funciones de Bessel de orden cero y orden uno, de primera y segunda
especie. A partir del flujo volumétrico se construye la funcion de transferencia compleja
(FTC). Finalmente, se analiza el efecto del tiempo de relajacién cinematico A en las

propiedades del proceso.

Se llegd a la conclusiéon de que, dadas unas condiciones de proceso y dados unos
parametros materiales, si A = 0.5 s, se maximizan varias propiedades de flujo a una
frecuencia critica w,, es decir, existe un efecto resonante. Adicionalmente, se demostro
que si A = 0.5 s,en concordancia con la teoria de ondas, a una frecuencia de oscilacion
especifica, el medio minimiza la dispersion de las ondas de la velocidad de grupo y la

velocidad de fase.



1 Introduccion

La descripcidn de procesos en la industria quimica, en los cuales intervienen al menos
dos fendmenos de transporte, en la actualidad presentan un reto tanto del punto de vista
numérico como desde el punto de vista del analisis matematico [1-4]. El acoplamiento de
2 0 mas fendbmenos de transporte necesariamente implica el acoplamiento de las
ecuaciones generales de balance de masa, balance de momentum y balance de energia [4,
5]. El acoplamiento de las ecuaciones de balance, por lo general, se hace a través del
vector velocidad v generando un sistema de ecuaciones diferenciales parciales no lineales
los cuales, en muchos casos, es imposible encontrar una solucion analitica y los métodos
numéricos mas comunes empleados para la resolucion de este tipo de ecuaciones poseen
una gran inestabilidad si no se conoce una solucién aproximada [6]. En este trabajo se
propone una funcion lineal de la velocidad que acopla la transferencia de momentum con
otro fenomeno de transporte, manifestando un tiempo de relajacion cinematico 1 en

funcion de una velocidad de referencia v,. Se llevara a cabo el estudio analitico del flujo

no estacionario en una tuberia cilindrica rigida por la cual fluye un material viscoelastico
lineal descrito por tres modelos constitutivos diferentes: modelo de Maxwell, modelo de
Jeffreys y modelo de Burgers con la finalidad de analizar y comprar el efecto de la
presencia de un solvente newtoniano y la presencia de otro polimero en las propiedades
de proceso, ademas, a este sistema le es aplicado un mecanismo de relajacion cinematico,
debido al acoplamiento de otro fendmeno de transporte, manifestando una interdifusion
de momentum. Al ser un sistema dinamico, la velocidad axial, el flujo volumétrico, la
funcion de transferencia y el esfuerzo en la pared dependeran del tiempo. A través del
formalismo de Fourier se expresara el dominio temporal al dominio de las frecuencias

(iw) con el fin de obtener una expresién analitica general en la que se involucre tanto el



tiempo de relajacién del polimero, polimero-solvente y polimero-polimero como el

tiempo de relajacion cinematico-general.

Hipotesis

Si el mecanismo de relajacién cinematico manifestado a través de la interdifusion de
momentum, por el acoplamiento con algun otro fenémeno de transporte (energia, masa,
carga), se manifiesta durante el flujo de un material viscoelastico lineal en una tuberia
cilindrica rigida entonces se observara un aumento o disminucion en las propiedades de
flujo debido al efecto resonante que este pueda crear, i.e. en el perfil de velocidades, en
el flujo volumétrico y en el esfuerzo en la pared. Ademas, el efecto resonante sera mayor
0 menor debido a la interaccion polimero-solvente y polimero-polimero que se

manifestaran a través de las ecuaciones constitutivas reoldgicas.

Objetivos

Objetivo general

Deducir las ecuaciones del perfil de velocidades, del flujo volumétrico, de la funcion de
transferencia compleja y del esfuerzo en la pared de un flujo de un material viscoelastico
lineal de tres modelos constitutivos diferentes en una tuberia cilindrica rigida horizontal
sometido a un gradiente de presion pulsatil junto con un mecanismo de relajacion

cinematico lineal el cual genera una interdifusion de momentum.

Objetivos particulares
1. A partir de las ecuaciones generales de balance, deducir las ecuaciones de balance

aplicables al sistema.

2. Resolver la ecuacion diferencial parcial lineal involucrada, por medio de una
transformada de Fourier, para obtener las propiedades de flujo para cada una de

las ecuaciones constitutivas reologicas.



Calcular el flujo volumétrico para obtener la funcién de transferencia compleja.

Obtener la expresion para calcular el esfuerzo en la pared de la tuberia.

Calcular la velocidad de fase y la velocidad de grupo del sistema, y obtener un

parametro de dispersion.

Realizar simulaciones numéricas en Wolfram Mathematica para indagar el efecto
del tiempo de relajacion cinematico, y del efecto solvente-polimero y polimero-

polimero.



2 Marco Teorico

2.1 Reologia
La reologia se ha definido como el estudio del flujo y la deformacion de los materiales,

haciendo hincapié en el primero [1, 4, 7-10].

El objetivo de la Reologia versa en la observacion del comportamiento de materiales
sometidos a deformaciones muy sencillas, desarrollando posteriormente un modelo
matematico que permita obtener las propiedades reologicas del material (propiedades
materiales). Ejemplos cotidianos de interés para la reologia son la mayonesa, yogurt,

pinturas, asfalto, sangre y muchos mas [1].

Uno de los parametros reoldgicos mas importantes es la viscosidad a bajas rapidez de
deformacion (n,) la cual es interpretada como la resistencia que ofrecen los fluidos a ser
deformados cuando son sometidos a un esfuerzo y su estructura intermolecular no se
alinea con el flujo [7]. Por otro lado, otro pardmetro reoldgico de interés, relacionado con
la tendencia de ciertos materiales a sufrir deformaciones reversibles, es el modulo elastico
de corte (G,). En general, aquellos fluidos que exhiben una viscosidad dependiente de la
deformaciéon son llamados no fluidos newtonianos y, a los fluidos que exhiben

caracteristicas viscosas y elasticas se les llama viscoelasticos [7, 8].

La Figura 2-1 muestra una clasificacion sencilla de los fluidos en funcién de la respuesta
que exhiben a la deformacioén [11]. Los gases se deforman continua e irreversiblemente

de manera instantanea; los liquidos newtonianos se deforman irreversiblemente con una
. . . . . S d . .
viscosidad independiente de la rapidez de deformacion y = d—’t', en cambio, los fluidos no

newtonianos poseen propiedades reologicas dependientes de la deformacion y y de y, en
particular, los fluidos no newtonianos inelasticos no poseen elasticidad y su viscosidad

depende del tiempo y de y, asimismo, existen dos tipos de fluidos viscoelasticos: los



fluidos viscoelasticos lineales y los fluidos viscoelasticos no lineales, los primeros se
caracterizan por relacionar el esfuerzo con la deformacion de manera lineal mediante
derivadas temporales con coeficientes constantes del esfuerzo y la deformacién, en los
segundos, el esfuerzo y la deformacion se relacionan de maneras muy complicadas [4].
En este trabajo se empleardn ecuaciones constitutivas aplicables a fluidos viscoelasticos

lineales las cuales son validas siempre que las deformaciones sean pequefias [12, 13].

No ideales

Ideales

Dependientes del Reopéctico

tiem| RIS
Newtonianos PO TL‘(O[{OP!LO

Pseudoplastico

Engrosante

Independientes del Esf. de cedencia ->
tiempo Newtonioano

Esf. de cedencia ->
No newtonioano

Liquidos No newtonianos

Lincales

—> C Gel débil o gel fuerte

No lineales (visco-
elasto-plasticos)

Figura 2-1. Clasificacion de los fluidos segln la reologia [11].

2.1.1 Fluido no newtoniano
La Ec. (2-1) a menudo se denomina ley de viscosidad de Newton y establece que la fuerza

cortante por area unitaria es proporcional al negativo de la rapidez de deformacion:

Tyx = —HY (2-1)

Se ha encontrado que la resistencia a fluir de todos los gases y liquidos con peso molecular

< 5000 Da esta descrita por dicha ley, y tales fluidos se denominan fluidos newtonianos.



Los liquidos poliméricos -suspensiones, pastas, lechadas (lodos) y otros fluidos
complejos- no son descritos por la Ec. (2-1) y se denominan fluidos no newtonianos [2,

3, 14].

2.1.2 Fluido viscoelastico lineal

En todos los liquidos estructurados existe un estado de reposo natural de la
microestructura que representa un estado de energia minima [8]. Cuando estos liquidos
se deforman, las fuerzas termodinamicas comienzan inmediatamente a operar para
restaurar este estado de reposo, al igual que un resorte estirado siempre buscara volver a
su forma natural. También como un muelle, el movimiento desde el estado de reposo
representa un almacenamiento de energia, que se manifiesta como una fuerza elastica que
intenta reproducir el statu quo estatico. Este tipo de energia es el origen de la elasticidad
en los liquidos estructurados [4]. Se dice que un solido eléstico lineal tiene memoria
perfecta debido a que, si este es deformado, al cesar el esfuerzo, recupera su forma
original, conversamente, cuando a un liquido se le aplica un esfuerzo se deformara

continua e irreversiblemente.

Como se ilustra en la Figura 2-2, cuando un liquido polimérico se somete a un aumento
escalonado de la deformacién, el esfuerzo se relaja de forma exponencial. Si se somete
un liquido puramente viscoso a la misma deformacion, el esfuerzo se relaja
instantaneamente hasta llegar a cero en cuanto la deformacién se hace constante. Un

solido elastico no mostraria ninguna relajacion [4].
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Figura 2-2. Respuesta del esfuerzo en funcion del tiempo para una unidad de paso en el

esfuerzo [4].

Una de las formas mas sencillas de entender el tema es recurrir a modelos mecanicos
sencillos. Estos consisten en combinaciones de elementos elasticos lineales y viscosos

que visualizan los conceptos mediante resortes y pistones, respectivamente [7].

Un resorte es una representacion de un elemento elastico lineal que obedece a la ley de
Hooke, es decir, la deformacidn es proporcional al esfuerzo aplicado. En una deformacion
generada por un esfuerzo cortante simple, la constante de proporcionalidad es el médulo

elastico cortante G, [7, 8].

Del mismo modo, la respuesta viscosa se puede modelar utilizando un pistén con un

liquido newtoniano. EI émbolo se mueve a través del liquido y lo representa fisicamente

[71.

En la Figura 2-3 se muestran los 3 modelos mecanicos mas empleados en la
representacion de materiales viscoelasticos lineales: el modelo de Maxwell, el modelo de

Kelvin-Voigt y el modelo de cuatro elementos, mejor conocido como el modelo de



Burgers [4]. En el modelo de Maxwell un piston, que representa la viscosidad newtoniana
del sistema, es conectado en serie a un resorte, el cual representa la parte elastica lineal
del fluido; la deformacion total del modelo de Maxwell es la suma de la deformacion del
resorte mas la deformacion del piston; en el modelo de Kelvin-Voigt la deformacién total
es igual a la del resorte y a del piston, a este modelo se le asocian caracteristicas elasto-
plasticas debido a que la deformacidn de este sistema esta controlada por el resorte;
finalmente, en el modelo de Burgers se conectan en serie un modelo de Maxwell y un
modelo de Kelvin-Voigt, es decir, la deformacion total del sistema es la deformacion del

modelo de Maxwell méas la deformacién del modelo de Kelvin-Voigt.

G
o G T]
n
Maxwell + Kelvin-Voigt = Burgers

Figura 2-3. Los modelos de Maxwell, Kelvin-Voigt y Burgers [8].

2.1.2.1 Modelo de maxwell

El primer intento para obtener una ecuacion constitutiva viscoelastica parece haber sido
el modelo de Maxwell, este modelo consiste en conectar un resorte y un piston en serie
(véase la Figura 2-4). Maxwell propuso que los fluidos con caracteristicas viscoelasticas

podian describirse mediante la Ec. (2-2) [7]:



no 92

10 _=_ 2-2
g+GO T 27702 (2-2)

Para flujos en estado estacionario, la Ec. (2-2) se simplifica al fluido newtoniano con
viscosidad n,. Para cambios bruscos de esfuerzo, el término de la derivada del tiempo
domina el lado izquierdo de la ecuacidn, y entonces la integracion con respecto al tiempo
devuelve la ley del solido de Hooke con modulo elastico G,. La Ec. (2-2) es la expresion

mas simple para la descripcién del tensor de esfuerzos viscoelasticos en el balance de

momentum siempre que las deformaciones sean pequefias. La cantidad % se le conoce
0

como tiempo de relajacion de Maxwell o tiempo de relajacion de esfuerzos A, el cual
mide la competencia de los mecanismos viscosos del material con los mecanismos
elasticos del mismo [1]. EI modelo de Maxwell representa razonablemente bien polimeros

fundidos sometidos a bajas frecuencias [4].

t VWA ]] o
Go Mo

Figura 2-4. Modelo viscoelastico de Maxwell [4].

2.1.2.2 Modelo de Jeffreys

Para representar el modelo de Jeffreys, se conecta en paralelo un modelo de Maxwell
(polimero, en azul) con un pistén (solvente newtoniano, en verde) tal y como se puede
observar en la Figura 2-5. Matematicamente, el modelo de Jeffreys se puede expresar
como [11]:

d
ot

)

0

IS

Donde 4, es el tiempo de relajacion de Jeffreys (o del solvente).
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La Ec. (2-3) describe la variacién del esfuerzo con la deformacion de un sistema que

consta de un polimero disuelto en un solvente newtoniano.

—i—iy
N ©
|
n,
n,
L 2 -
oft)

Figura 2-5. Modelo mecanico de Jeffreys [11].

2.1.2.3 Modelo de Burgers
El modelo de Burgers proviene de combinar un modelo de Maxwell y un modelo de

Kelvin-Voigt en serie, y es nombrado en honor del fisico holandés homénimo [7].

Dicho modelo permite representar el comportamiento de, por ejemplo, un polimero
dentro de un solvente; ya que, de acuerdo a Barnes (2000) [7] el modelo de Maxwell
representa a un material viscoelastico liquido; mientras que el modelo de Kelvin-Voigt

(resorte y pistdn en paralelo) representa, a un material viscoelastico sélido.

Las contribuciones individuales del modelo son mostradas en la Figura 2-6. A tiempos
cortos (frecuencias altas) la deformacidn del modelo de Burgers esta dada por el resorte
del modelo de Maxwell, a tiempos largos (frecuencias bajas), la deformacién sera
dominada por el resorte del modelo de Kelvin-Voigt. Finalmente, a tiempos los
suficientemente largos (frecuencias cortas), la viscosidad del modelo de Maxwell dictara

la deformacion total del sistema.

11



La ecuacion constitutiva reoldgica del modelo de Burgers tiene la siguiente forma:

da d%a
g + (Ao1 + 2o2) 6_? + Ao1402 a_t;

= (Mo1 + M02)7 + Mo120z + No2201) a]"

Donde 1y, Y 11 €s el tiempo caracteristico y la viscosidad del modelo de Maxwell, A,,

Y no2 €S el tiempo caracteristico y la viscosidad del modelo de Kelvin-Voigt.

-
=
=
8
]
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Figura 2-6. Modelo de Burgers en detalle [7].

2.2 Teoria de Ondas

Una onda consiste en la propagacién de una perturbacion de alguna propiedad del espacio.

El espacio perturbado puede contener materia 0 no. La teoria de ondas es una rama de la

fisica que se ocupa de las propiedades de los fendbmenos ondulatorios independientemente

de cual sea su origen fisico [15, 16].

2.2.1 Velocidad de fase

Una combinacién particular de la ecuacion de onda resulta en la siguiente expresion [17]:

¥(x,t) = Aetwt=Fk0) (2-5)
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La variable k es la llamada constante de propagacion o numero de onda.

La Ec. (2-5) describe la propagacion hacia la derecha (x creciente) de una onda que posee
una pulsacion bien definida con una frecuencia w. Una funcion de onda como la descrita
en la Ec. (2-5) puede servir para describir con mucha aproximacion determinados casos
reales, como son la propagacion por el espacio de una onda luminosa monocromatica o

la de una onda sinusoidal a lo largo de una cuerda muy larga [17].

Si el argumento de la exponencial de la Ec. (2-5) permanece constante, entonces la
funcién de onda ¥(x,t) permanecerd tambien constante. Este argumento recibe el

nombre de fase ¢ de la onda que se expresa por medio de la Ec. (2-6).
¢ = wt — kx (2-6)

Si trasladamos nuestro punto de observacion a lo largo del eje x a tal velocidad que la
fase sea la misma en todos los puntos, veremos siempre una onda estacionaria de la misma
forma. Esta velocidad a la que debemos trasladarnos es la llamada velocidad de fase (V)
de la onda y corresponde a la velocidad a la que se propaga el contorno de la onda. Para

que ¢ = cte., se verifica que:

d¢ =0 (2-7)
O sea
wdt =kdx (2-8)
De donde
dx w
= — = 2-9
=%V (2:9)
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So6lo puede hablarse de velocidad de fase cuando la funcién de onda tenga la misma forma
a lo largo de toda su longitud. Esta condicidén debe cumplirse necesariamente para que
nos sea posible medir la longitud de onda tomando la distancia entre dos crestas sucesivas

cualesquiera de la onda [17].

2.2.2 Velocidad de grupo
La velocidad de grupo (U) a la que se propagan las modulaciones (o grupos de ondas)

vendra dada por la condicion de que la fase del término de amplitud sea constante. Asi

Vo

% (2-10)

U=

Donde el subindice cero significa que k y w poseen valores constantes ky, Y wy,

respectivamente.

El concepto de velocidad de grupo sélo es aplicable a aquellos casos representables
mediante un paquete de ondas; o sea, a funciones de onda que contienen un pequefio

intervalo (0 banda) de pulsaciones [17].

2.2.3 Dispersién
Cuando un conjunto de ondas pasa oblicuamente de un medio a otro, el conjunto de ondas
cambia de direccidn, separandose y tomando una direccion particular cada una, en base a

su frecuencia [17].

En un medio no dispersivo se tiene que Aw/Ak =V, por lo que las velocidades de grupo

y de fase seran iguales. Sin embargo, cuando haya dispersién, U y V seran distintas [17].

Cuando se presenta el caso en que la velocidad de fase es funcién del nimero de onda;
6sea, que V es dependiente de la pulsacion (V = V(k)), en un medio dado, se dice que

ese medio es dispersivo y que la onda presenta dispersion. Un prisma éptico simple
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constituye el ejemplo méas conocido de este fendmeno. El indice de refraccion del prisma
depende de la longitud de onda de la luz incidente y, cuando ésta lo atraviesa, la luz se
descompone en un espectro de longitudes de onda (dispersion) [17]. En este trabajo, la
dispersion se expresa de una manera sencilla (ver Ec. (2-11)):

Dispersion =V — U (2-11)
Si ladispersiénes 0, V = U, si la dispersion es diferente de 0, implica que las velocidades

de fase y de grupo son diferentes.

2.3 Funcion de transferencia

La funcion de transferencia relaciona una variable de entrada y una variable de salida en
un estado dinamico [11] de un proceso de interés. Comunmente, el dominio de una
funcién de transferencia se genera por medio de una transformacién matematica como en
el espacio de Laplace, Fourier, Laguerre, etc. En la Figura 2-7 se muestra un esquema
tipico de una funcion de transferencia durante el flujo de un material viscoelastico a través
de una tuberia cilindrica [17]; la variable de entrada es el gradiente de presién pulsatil
que, por medio de una funcion de transferencia, genera una variable de salida que es el
flujo volumétrico, nbtese que estas tres cantidades se encuentran en el espacio de la

transformada de Fourier.

VB, (iw)
T* (iw) -
O(iw)

Figura 2-7. Representacion grafica de la funcion de transferencia [11].

La ventaja del formalismo de Fourier es la de generalizar la funcion de transferencia para

cualquier modelo viscoso-inercia y viscoelastico-inercia [11].
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2.4 Tiempo de relajacién cinematico

El tiempo de relajacion cinematico, representado por la letra griega 4, se propone para la
representacion de un tiempo de relajacion de algin fenémeno de transporte diferente al
de momentum (transferencia de energia, transferencia de masa, transferencia de carga,
etc.). Dado que el acoplamiento de las ecuaciones de balance se da en torno al vector
velocidad v, como primera aproximacion se propone que A sea una constante y, ademas,
la interdifusion de momentum se genera por medio de una fuerza directora que depende
de v de manera lineal, se utiliza tal aproximacion para obtener una solucion analitica de

las ecuaciones aplicables al sistema.

El tiempo de relajacion cinematico, A, es una constante la cual nos permite, de manera
aproximada y rapida, obtener los resultados de un andlisis del flujo de un material
viscoelastico en el que se involucra un fenémeno de transporte distinto sin la necesidad
de resolver simultaneamente las ecuaciones acopladas. Como ejemplo de un fenémeno
de este tipo se tiene al tiempo en que se logra alcanzar el equilibrio en la difusion de una

bolsa de té dentro de una taza llena de agua hirviendo que se encuentra en agitacion.

2.4.1 Difusion de propiedades de transporte en interfases
Para entender de una mejor la interdifusion de momentum que se propone en este trabajo

de tesis, hablaremos de la transferencia de masa en una interfase.

Para caracterizar la transferencia de masa de una fase a otra, de manera sencilla, se utiliza
el concepto del coeficiente de transferencia de masa k. [2, 3, 5, 14, 18], que postula la
teoria de doble capa de Lewis-Whitman, tal que:

Naxlx=0 = Nai = kc(Cai — Ca) (2-12)
Donde N4y |x=o €S el flux de masa del componente A a través de la interfase liquido-gas

(véase Figura 2-8), k. es el coeficiente de transferencia de masa que depende de las
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condiciones de proceso, de las propiedades geométricas del volumen de control, de las
propiedades fisico-quimicas de los fluidos involucrados, etc. , y Cy4; €s la concentracion
del componente A en la interfase que se asume en equilibrio termodindmico, C, es la

concentracion del componente A en el seno del fluido.

X=0

Figura 2-8. Transferencia de masa en una interfase liquida-gas.

Otra propiedad de transporte que tiene similitud con la anterior es la transferencia de
energia en una interfase [14, 19]; la cual, para caracterizar dicha transferencia de una fase

a otra, se utiliza el concepto de coeficiente de transferencia de calor, h, tal que:

Axlx=0 = qi = —h(T; = T) (2-13)

—#

X=0

Figura 2-9. Transferencia de calor en una interfase sélido-gas.
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Parece razonable pensar que, para caracterizar la transferencia de momentum de una fase
a otra, o bien, entre una sola fase (interdifusion), se puede usar un concepto analogo a los

anteriores (véase la Ec. (2-16)).

densidad de flujo de momentum

_ P _
(interdifusion) =) (2-14)

Donde v, es una velocidad caracteristica de la interdifusion.

2.5 Nuomeros adimensionales
Se propone el uso de distintos nimeros adimensionales que seran usados en las
expresiones obtenidas a partir de las ecuaciones de balance. Lo anterior con la finalidad

de escalar las ecuaciones de balance aplicables al sistema.

2.5.1 NUmero de Deborah
Al nimero de Deborah se le fue atribuido dicho nombre por el profesor Markus Reiner y
proviene del canto de Débora tras su victoria sobre los filisteos “hasta las montafias

fluyeron ante el Sefor”, Jueces 5:5 [8].

El nimero de Deborah es la relacion entre el tiempo de relajacion de esfuerzos del

material y el tiempo de observacion o experimental [11].

o~

pe=te_to_;
e=~="2=120 (2-15)

te
Donde w es la frecuencia de oscilacion en el espacio de Fourier.

Si De — 0 el material se comportara como un liquido newtoniano, si De = 1 el material
exhibird un comportamiento viscoelastico y si De — oo entonces el material tendra un

comportamiento de sélido elastico [4, 11].
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2.5.2 Numero de Womersley

El nimero de Womersley surge al resolver las ecuaciones linealizadas de Navier Stokes
para un flujo oscilatorio en un cilindro. Expresa la relacion entre el mecanismo oscilatorio
y la fuerza de corte dado por la viscosidad; al igual que es utilizado para determinar el
grosor de la capa limite para ver si los efectos de entrada pueden ser ignorados [3, 11].

pw _ pwR?

Wo? =
ul=2 g

(2-16)

Cuando Wo < 1, la frecuencia de pulsaciones es lo suficientemente baja como para que
un perfil de velocidad parabolica tenga tiempo para desarrollarse durante cada ciclo, y el
flujo estara casi en fase con el gradiente de presion (flujo de Hagen-Poiseuille). Cuando
Wo > 10 la frecuencia de pulsaciones es lo suficientemente grande como para que el
perfil de velocidad sea relativamente plano o parecido a un flujo tapoén, y el flujo

promedio se retrasa en el gradiente de presion unos 90 grados [3, 11].

2.5.3 Numero de Mach

El nimero de Mach fue Ilamado asi en honor al fisico austriaco Ernst Mach [11]. Este
numero relaciona dos rapideces caracteristicas del sistema y ha sido utilizado para
describir el comportamiento de membranas flexo-eléctricas en medios newtonianos y no
newtonianos, en particular, en medios viscoelasticos lineales (Maxwell, Jeffreys, Burgers,

etc.)[11-13, 20, 21].

__ pR?> Fuerzasinerciales  pR* 1

Ma (2-17)

An,  Fuerzas elasticas  AyGy De

2.5.4 Numero de Jeffreys
El nimero de Jeffreys relaciona el tiempo de relajacion del solvente con el tiempo de

relajacion del polimero.
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Je = A; _ tiempo carécteristico del solvente o de Jef freys (2-18)
© =2~ tiempo caracteristico del polimero o de Maxwell

Si Je < 1, el tiempo caracteristico del polimero dominar el proceso de flujo. Si resulta
que Je > 1 entonces el tiempo caracteristico que dominara seré el del solvente, este caso
no posee interpretacion fisica y no es Gtil en el analisis de resultados de este trabajo. Y en
el Gltimo caso donde Je = 1, lo cual implica que 4, = 4;, por lo cual se esta tratando del

modelo de Maxwell.

2.5.5 NUmero de Burgers 1
El primer nimero de Burgers (Bry) relaciona los tiempos de relajacion de del polimero

de Maxwell y del polimero de Kelvin-Voigt.

Ao1  tiempo caracteristico del modelo de Maxwell

BT'1 = (2'19)

/1_02 "~ tiempo caracteristico del modelo de K —V

2.5.6 Numero de Burgers 2

El segundo numero de Burgers (Br,) reporta la aportacién elastica del modelo de
Maxwell al modelo completo, cuyo valor no debe superar la unidad debido a que careceria
de todo sentido fisico. Si 0.5 < Br, < 1, entonces el modelo viscoelastico lineal de
Maxwell aporta la mayor elasticidad en el modelo de Burgers. Caso contrario, donde 0 <

Br, < 0.5, la aportacion de elasticidad, del modelo de Kelvin-Voigt, serd menor.

Goy _ elasticidad del modelo de Maxwell

Br, (2-20)

- Goy + Gop  elasticidad del modelo de Burgers

2.5.7 Numero de Burgers 3
El nimero de Burgers 3 (Brs) describe la aportacion de la elasticidad del modelo de

Kelvin-Voigt al modelo de Burgers.
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Go, _ elasticidad del modelo de Kelvin — Voigt

Br, = =
"2 Goq + Goo elasticidad del modelo de Burgers

(2-21)

Es similar a Br,; donde Si 0.5 < Bry < 1, entonces la elasticidad del modelo elasto-
plasto dominara en el modelo de Burgers. Si 0 < Bry; < 0.5, la aportacion de elasticidad

serd menor.

2.5.8 NUmero adimensional 1
El siguiente nimero adimensional fue resultado de la deduccion de las ecuaciones en este
trabajo y el cual se denominara como N,. Este nimero relaciona el tiempo caracteristico

de Maxwell con el tiempo de relajacion cinematico.

Ao pR? Tiempo caracteristico de esfuerzos
N, === =— ———— (2-22)
A nod  Tiempo caracteristico cinematico

Si N; < 1; el tiempo de relajacion del material regird. Si N; = 1, los dos tiempos son

iguales. Si N; > 1, el tiempo de relajacion cinematico dictara las propiedades de flujo.

2.6 Flujo de un fluido newtoniano en un cilindro rigido horizontal debido a un
gradiente de presion constante

A continuacion, se mostrara el procedimiento para obtener el flujo volumétrico en estado

estacionario de un fluido newtoniano incompresible que fluye a través de un cilindro

horizontal por medio de un gradiente de presion constante. La metodologia empleada en

esta seccion sera fundamental para cumplir con los objetivos establecidos.

2.6.1 Esquema de proceso

En la Figura 2-10 se aprecia el esquema de flujo de un fluido newtoniano a travées de una
tuberia rigida horizontal. La presion en el punto P; es mayor a la presion en el punto P,,
es decir, AP < 0, provocando que el fluido viaje de izquierda a derecha. El perfil de

velocidades v es parabolico y unidireccional, ademas, el radio del cilindro es mucho
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menor a la longitud del mismo r «< L. En las paredes del cilindro el fluido permanece
estatico (condicién de no deslizamiento). A la expresion del flujo volumétrico de este
sistema se le conoce como ecuacion de Hagen-Poiseuille [2].

Eh r=R—-v,=0
e
A

Figura 2-10. Esquema del proceso para la deduccion de la ecuacion de Hagen-Poiseuille.

2.6.2 Andlisis de proceso
Para resolver las ecuaciones de balance aplicables al sistema de la Figura 2-10, se deben
realizar simplificaciones. A continuacion, se enlistan las condiciones a las que se lleva a

cabo el proceso.

El sistema de coordenadas se expresara en coordenadas cilindricas (r,6,z) y el

origen es colocado en el centro de la cara izquierda del tubo.

e Fluido incompresible (p(r, 0, z,t) = cte).

e Fluido newtoniano.

e Flujo axial (unidireccional), es decir, el vector velocidad depende solamente de la
coordenada radial v = (0,0, v,(r)) ya que se supone una simetria angular.

e Flujo estacionario.

¢ No hay reaccién quimica.
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e Flujo en régimen laminar (el término no lineal del balance de momentum se
desprecia Re — 0).

e Fluido isotrépico (las propiedades fisicas (materiales) no dependen del espacio).

e Flujo isotérmico (el balance de energia no es aplicable).

e Lasfuerzas gravitacionales son despreciables (a causa de la orientacion horizontal

de la tuberia).
La ecuacion de balance de masa en forma tensorial se expresa de la siguiente manera:
V-v=0 (2-23)

Por otra parte, la ecuacion de balance de momentum es:

Jov
p(a—;+y-Vg)=—VP+V-g+pg (2-24)

Al expresar la Ec. (2-23) en coordenadas cilindricas [2] y al aplicar las simplificaciones

previamente mencionadas, se tiene lo siguiente.

10 av 10v av. av.
10 0v\ 1ov, 0vy_ vz _ 995
ar(rar) 70 Tz 07 Y (2-25)

r
La Ec. (2-25) muestra que la velocidad en direccion axial no depende de la coordenada
axial. Posteriormente, al expresar la Ec. (2-24) en coordenadas cilindricas y tomando en

cuenta solo la componente axial de la velocidad usando la ecuacion constitutiva del fluido

newtoniano, se obtiene la siguiente ecuacion diferencial parcial no lineal:

av, v, vgdv, avz)
PGt ot

(2-26)

6p+ 10( avz)+ 162vZ+62vZ N
az T M\Far\" or r2 0602 = 0z2 PYz
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Dadas las condiciones del proceso, la Ec. (2-26) se reduce a la siguiente ecuacion

diferencial parcial.

ap 1 d [ dv,
— 7z 2-27
0 62 ror ( or ) ( )

Dado que el gradiente de presion es pulsatil, la Ec. (2-27) se transforma en una ecuacion
diferencial ordinaria de variables separables cuya solucion general tiene la siguiente

forma [11]:

10p ,
v, = EO_T +c¢Inr+c, (2-28)

Dado que v, requiere ser finita en r = 0, la c; debe ser igual a 0. Por otra parte, dada la

condicién de no deslizamiento, donde v, = 0 en r = R, se tiene:

1 dp
2-29
2= 4;1 0z PP ( )

Se sustituye c, en la Ec. (2-28) para obtener el perfil de velocidades.

1op , 10p
2-30
Ve = 4/,tazr +4,uaz (2-30)
Con el fin de obtener el flujo volumétrico se reescribira la Ec. (2-30).
1
v,(r) =—V,pri+c, (2-31)

4u

2.6.3 Flujo volumétrico
Para calcular el flujo volumétrico se resuelve una integral de superficie del perfil de

velocidades a través de la seccion transversal de area del cilindro, por lo que [11]:
o= v (2-32)
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En coordenadas cilindricas, el vector diferencial de superficie, dS, tiene la forma [2, 11]:

2T R

Q= ffg-cﬁ =f f(O,O,vZ)-(O,O,l)I]Idr de (2-33)

0 0

En la Ec. (2-33), e, es un vector unitario en la direccién normal de la superficie, |]| es la
magnitud del jacobiano de la transformacion de coordenadas rectangulares a cilindricas,

i.e., |J| = r.Porloque, la Ec. (2-33) toma la forma [11].

2T R

Q =f fvz(r)rdr do (2-34)
0 0

Notese que la Ec. (2-34) es general para un sistema de coordenadas cilindrico y no

depende de la frecuencia. Al sustituir la Ec. (2-31) en la Ec. (2-34), se tiene lo siguiente:

21

R
1
Q= f f (4—Vzp r? + cz) rdr do (2-35)
0 0 K
Finalmente, al realizar las integraciones en la Ec. (2-35) se obtiene [3]:

RZ
Q = nR? <@ V,p + cz> (2-36)

La Ec. (2-36) representa el flujo volumétrico de un fluido newtoniano en una tuberia 'y es
conocido como la ecuacion de Hagen-Poiseuille, esta ecuacion describe la relacion entre

el gradiente de presion y el flujo volumétrico [11].
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3 Metodologia

En la Figura 3-1 se puede apreciar el diagrama de flujo que representa las actividades mas importantes realizadas en este trabajo.
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Ecuacion de energia

T

No

éProceso
jsotérmico?

Ecuacion diferencial
ordinaria lineal no

Solucién
homogénea: 4
g. A » Solucion dela |
Ecuacion < B an <
diferencial de
Bessel ¢
Solucién
particular:

Coeficientes
indeterminados

Definicion de B({w)

Y

Perfil de
velocidades

Ecuacion
diferencial parcial
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Qfw)
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Funcién de
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I

Vz(r,w)

Y
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Q(w)

r'Y
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Gradiente de
presiéon

Constante

no lineal de para
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Ve(r, 1)

Ecuacion de Analisis de . e i
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Si—| i > P (axial) que depende de
Ecuacién de (coordenadas .
. la coordenada radial
momentum cilindricas)
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diferencial parcial . L
Transformada de . Viscoeldstico g
) - nolinealde (& = Tipo de fluido
Fourier:t > w lineal
segundo orden
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Ecuacién
P Valor 6ptimo de A P | Adimensionalizacion diferencial parcial
no lineal de
'y primer orden
para V(r,t)
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A 4

pared oy, |r-a(r,w)

Y

Calculo de velocidad
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Valor de A a la cual
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Figura 3-1. Diagrama de flujo para la obtencion de las propiedades de flujo de un material viscoelastico fluyendo a través de una tuberia horizontal.

26



4  Problema fisico

4.1 Diagrama de proceso

En la Figura 4-1 se muestra el esquema de proceso que se analizara en esta tesis de
licenciatura. Por un lado, el fluido viscoelastico lineal se mueve en direccion axial (en el
eje z), la fuerza motriz que deforma continua e irreversiblemente al fluido es un gradiente
de presion pulsatil que se manifiesta en direccion axial, la longitud del tubo es L, no hay
deslizamiento en las paredes y las paredes del tubo son rigidas.

Eh r=R—-v,=0
e
A

Figura 4-1. Esquema del proceso.

4.2 Analisis de proceso
Se proponen las siguientes condiciones de proceso para modelar matematicamente el
flujo de un fluido viscoelastico lineal en donde se manifiesta un fendmeno de relajacion

arbitrario provocado por otro fenémeno de transporte diferente al de momentum.

e El sistema geométrico se expresara en coordenadas cilindricas (r, 6, z) y el origen
es colocado en el centro del tubo a la izquierda.

e Fluido incompresible (p(r, 6, z, t) = cte).

e Fluido viscoelastico lineal representado por tres ecuaciones constitutivas: modelo

de Maxwell, modelo de Jeffreys y modelo de Burgers.
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e Flujo no estacionario.

e Flujo axial (unidireccional), es decir, el vector velocidad depende solamente de la
coordenada radial v = (0,0, v,(r, t)) ya que se supone una simetria angular.

e No hay reaccion quimica.

e Flujo en régimen laminar (el término no lineal se desprecia Wo — 0).

e Fluido isotropico (las propiedades fisicas (materiales) no tienen una direccion
preferencial).

e La funcion de relajacion general es lineal.

e Las fuerzas gravitacionales son despreciables (a causa de la orientacion horizontal
de la tuberia).

e El fluido es deformado continua e irreversiblemente por un gradiente de presion

constante.

4.3 Ecuacion de balance de momentum (o segunda ley del movimiento de Cauchy)
La aportacion de la interdifusion al balance de momentum se considerard como una fuerza
volumeétrica. A la Ec. (2-26) se le suma al lado izquierdo la densidad de flujo de

momentum (ver Ec. (4-1)).

dv V=1
=iy, Z 20\ _ _ : 4-1
p(at+g Vv + 7 ) Vp+V-g (4-1)

Donde, v es el vector velocidad, v, es una velocidad caracteristica del proceso de

interdifusion, A es el tiempo de relajacion cinematico o general, p es la densidad del

fluido, t es el tiempo de proceso, p es la presion y T es el tensor de esfuerzos totales.

La derivada parcial del vector velocidad con respecto al tiempo se puede representar

mediante un vector columna.
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av,

ot
ov_| ave
ot | ot

\2)

(4-2)

Dado que el vector velocidad v es unidireccional, la Ec. (4-2) se puede expresar como:

0
dv [0
at | 0

at

(4-3)

El gradiente del vector velocidad Vv se puede expresar como una matriz de 3x3 [2].

(Vo). (Vo) , (W),
vw=| (), ), (v,

(Vo) . (V»), (Vv)

(4-4)

Cada gradiente, en coordenadas cilindricas, se expresa como derivada parcial y otros

términos [2].

29

(4-5)

(4-6)

(4-7)

(4-8)

(4-9)

(4-10)



(V2),, =5, =0 (@4-11)
6179

(V0),g=—=0 (4-12)
v, i

(Vv),, =5, =0 (4-13)

av,
0 0 —/—
=, ¥ (4-14)
0 0 O
Se opera el termino v - Vv:
0 0 av, 0
0
vVe=r ve vl o =l 5, (4-15)
00 0 o

Al realizar la divergencia del tensor de esfuerzos totales se obtiene lo siguiente:
VI=V(-pl+g)=-1'Vp+V:g (+-16)

Donde I es la matriz identidad y o es el tensor de esfuerzos viscoelasticos. El término [ -

Vp se opera de la siguiente forma:

dp dp
ar or 0
1 0 O
19p 1 dp 0
[‘Vp=(0 1 0)'|-——==|=|-=|= 4-17
=P (0 0 1) rdo r 00 a_p ( )
w | \w | \o
0z 0z

Y la divergencia del tensor de esfuerzos V - g resulta como:
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(V-a),
vV-g=|(V-9),

(v-a),

Donde cada componente, en coordenadas cilindricas se representa como [2]

1 00}9 090 L d0;,

(V'g)r ( Orr) + or r 0z
(V ) . 1 60'99 aO'rg 2 60'92
2)e=r 90 " a o0 T 52
10 100,y 100y, OJd0,,
(V g)z Cror (row) + r or r 06 0z

(4-18)

(4-19)

(4-20)

(4-21)

Al aplicar las condiciones de proceso, el inico componente que resulta de la divergencia

es el siguiente:

(V : g)z = ai (roy,)

Al sustituir las Ecs. (4-22)-(4-24) en la Ec. (4-18) se obtiene:

1
T

(4-22)

(4-23)

(4-24)

(4-25)

EnlaEc. (4-1) se sustituyen las Ecs. (4-2), (4-15), (4-17) y (4-25) para obtener la siguiente

ecuacion.
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dp (4-26)

1 dp 0
- |+

r 060 li
a_p ror
0z

(roy,)

El término Uzﬁ se considera despreciable ya que el flujo se encuentra en régimen

laminar; entonces la Ec. (4-26) se reduce a:

0 0 0 0
0 o \|_ (o 0

PN av, | T \v.—v ]| = lap|T|10 (o) (4-27)
dt A 0z ror " 0Tz

Entonces, el perfil de velocidades v, de la Ec. (4-27) se puede reescribir como:

v, v, — vo) 00, Opy,
—_— = — —_— 4-28
p ( 7t V,p + + (4-28)

Multiplicamos por % a la Ec. (4-28)

(4-29)

0%v, 10w, aV,p 8 (d0.,\ 100,
p( >=— Py (ar)+— o

9z T2 oc at | ar\ ot r ot

. . . . a (0 .
Donde se intercambio las derivadas parciales de E(%)’ con el fin de agregar la

aportacion al tensor de esfuerzos viscoelasticos del modelo reoldgico.

4.3.1 Ecuacién constitutiva reoldgica: modelo de Maxwell

Se considera a a,, como una contribucién de un polimero de Maxwell.
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oz + Ao o ~ Mg (4-30)
Al despejar a,.,.
do,, dav,
Ao 6—; =10 =~ Orz (4-31)

Luego, se multiplica la Ec. (4-29) por A,.

0%v, 10v, ov,p 0 do,.,\ 1. 0o,
%) _ 2 - 4-32
’1°p<at2+zat> do5it 500 () + (4-32)

Donde la Ec. (4-31) se sustituye en la Ec. (4-32)[22].

aV,p(t) 0%v, 0oy, N M0V, Or;

= - - —— 4-33
A ot Mo 5,2 or r or r (4-33)
Se agrupan los términos de la Ec. (4-33) y se tiene que:
0%v, Agp 0vy,
PP G T e
(4-34)

- T TGt

or?2 r or r

avzp(t)+ 0%v, 10v,\ 0d0,, 0,
o dar r

Los términos restantes que involucran al esfuerzo cortante pueden ser reemplazados al

despejar la Ec. (4-28) y multiplicarla por -1.

v, v,— 170) do,, Oy,
— = — -z 4-35
p < vap or r (4-35)

0%v, v, (A
% ()
AoP 52 at (A *
_ dv,p Vzp>
0%v, 10v, v, — U,
+’7°<ar2 T 6r>_p 7
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Se puede reducir el término de la viscosidad con la regla de la cadena.

0%, 19v,\ 19 (9
( Z4c vz)— —(r52) (4-37)

ar2 "ror) ror

10 v
—(r== 4-38
Mo r or (r or ) ( )

Es posible integrar el operador viscosidad, 0, (D), el cual generaliza varios modelos

viscoelasticos, en nuestro caso el modelo de Maxwell se expresa mediante la siguiente

ecuacion:

0, (D) = m (4-39)
Y se despeja a la viscosidad.
0,(D)(1 + 2oDt) =1, (4-40)
Se integra la Ec. (4-40) a la Ec. (4-38).
10/ 0y,
- 4-41
0y (D) (1 + Ao Dt) ——— (r - ) (4-41)
En términos del operador viscosidad, la Ec. (4-32) puede expresarse como:
0%v, v, (Ao
on 3 +o gt (7 +1)
av,p(t)  V,p(0)
=— 4-42
Ao < T + 1 (4-42)
10/ dv, v, — 1,
+0n(Dt)(1+/10Dt);E(Ta—r) —p 71

4.3.1.1 Transformada de Fourier
Dado que la Ec. (4-42) es una ecuacion diferencial parcial lineal que depende del tiempo

y de la coordenada radial, se aplicara la transformada de Fourier para convertirla a una
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ecuacion diferencial ordinaria lineal. Ahora transformamos cada término de la Ec. (4-42)

al dominio de las frecuencias.

F {/10.0 %} = Aop(iw)?v,(r, w) (4-43)
F {p Ovza(:, 2 (% + 1)} =p (% + 1) (iw)v,(r, w) (4-44)

g-" {—10 <6V22(t) N VZZ)(t)>}

F {On (Dt)(1 + A Dt) %% (r M)}

- ((iw)VZp(w) + VZI;—S”) (4-45)

or
(4-46)
= On(iw)(l + /10(1'0))) %;_‘r <r w>

Agrupando términos:

Aop(iw)?v,(r,w) + p (% + 1) (iw)v,(r, w)

= —Vzp(a))(l + /10(1'0)))

d?v,(r,w) N 1dv,(r, ) (4-48)
dr? r dr

+ On(iw)(l + /10(1'0))) <

v,(r,w) — v,
A
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pv,(r, w) ()Lo(iw)z + (% + 1))

= —Vzp(a))(l + /’lo(iw))
(4-49)

d?v,(r, ) N 1dv,(r,w)
dr? r dr

+ O,I(iw)(l + /’lo(iw)) <

v,(r,w) pvy
A A

Se tiene una ecuacion diferencial ordinaria lineal de Bessel no homogénea [23].

4.3.2 Funcién de Bessel
Ahora es necesario que la Ec. (4-49) tenga la misma forma que la funcion de Bessel [23];

por lo que, se debe multiplicar dicha ecuacion por 72 y se agrupan términos:

r2pv, </10(ia))2 + (% + 1))

= —r2V,p(w) (1 + Ao (iw))

22 14 (4-50)
2 , , Uz =+ Uz 2 2
+r 0,7(10))(1 +/10(lw)) (drz +r dr) TP
r2pv,
T

Se separa el término del operador viscosidad.
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r2pv,(r, w) (Ao(iw)z + (% + 1) (iw) )

= —r2V,p(0)(1 + 2, (iw))

d?v,(r,w)
. . 2 VA )
+ 0,1(10))(1 + /’lo(la))) <r —gz ) (4-51)
d , )
+ OW(iw)(l + Ao (iw)) (r %) —72p UZ(; ©)
2 pvy
A
Se juntan los términos de v, y se reordena la Ec. (4-51) recordando que i2 = —1.
. . dzvz i i dUZ
On(lw)(l + Ao (iw)) (7,2 W) + 0,7(10))(1 + Ao(iw)) (r = )
Ao 1
—1r2py, (—/10(1)2 + (7 + 1) (iw) + Z) (4-52)
ripvy, .
=-— +r VZp(a))(l + Ao(lw))
Y se divide la Ec. (4-52) por 0, (iw)(1 + A, (iw)).
200 (=202 + (224 1) (i) + £
Ld?, dv, T PVz 0w +| =+ (la))+/1
+ —_
"z T ar 0, (i) (1 + 20 (iw))
(4-53)

_ r2pv, 72V, p(w)
20,1+ (i) Op(iw)

Para obtener el perfil de velocidades, se propone que la solucion general sea resultado de

la solucion de la parte homogénea y de la solucion particular [23].
v,(r, ) = v, (r,w) + v, (r, w) (4-54)

4.3.2.1 Solucion de la parte homogénea

La Ec. (4-53) se iguala a 0:
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, A?v,(r, w) dv,(r, w)

dr? i
(4-55)
rip (—/10(»2 + (% + 1) (iw) + %)
— v,(r,w) =0
On(ia))(l + /10(1'0))) (7, @)
Se sustituye 0, (iw) por 1:’51&) en la Ec. (4-55).
2 r2p (—Aowz + (k + 1> (iw) + 1)
rzd vZ+rde— A A v =0 (4-56)
dr? dr o z
Se juntan las constantes en un solo parametro 52.
A ) . 1)
2 0
— - 1 —
ﬁz:_p( Jow? + (% +1) (i) + 5 wsn
Mo
Se sustituye la Ec. (4-57) en la Ec. (4-56).
d?v,(r, dv,(r,
L, d%v,(r, w) L (r, w) B2y () = 0 (4-58)

dr? r dr

La Ec. (4-58) tiene la forma de funcion de Bessel de orden cero, la cual tiene como

solucion [23]:
vy, = cJo(Br) + c Yo (Br) (4-59)

Donde J, y Y, son las funciones de Bessel de orden cero de primera y segunda clase, y

tienen valores establecidos en tablas [23].

4.3.2.2 Solucién particular
Para la solucion particular se aplica el método de coeficientes indeterminados, la Ec.

(4-53) puede expresarse como:

v,, = A;AeR (4-60)
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Para facilitar los calculos, la Ec. (4-53) se reescribe.

d? d
{rz +ra+ﬁ2r2} v,(r, w)

dr?
(4-61)
r2pvy04 (iw)
=r?v Oy4(iw) —
rVp(0)0(iw) A1 + 2o (iw))
Donde 0,4 (iw) = 1/0,(iw). Se sustituye la Ec. (4-60) en la Ec. (4-61).
r2pvo04(iw)
2,2 = 2y 0.(iw) — 4-62
B r r zp(w) ¢(l(‘)) A(l_l_/.lo(iw)) ( )
Se despeja A.
V., p(w)0,(iw) 1,04 (iw)
b, = 4 =000 PHoTe I (4-63)
B B2A(1 + A (iw))
4.3.3 Perfil de velocidades
Se sustituye las Ecs. (4-63) y (4-59) en la Ec. (4-54).
V,p(w)0y(iw)
v,(r, ) = c1Jo(Br) + 2 Yo (Br) + — 52 ?
(4-64)

_ P04 (iw)
B2A(1 + Ao (iw))

Para resolver la ecuacién, se toma en cuenta las siguientes condiciones de frontera: en
r=0— v, = finita & en r =R — v, = 0. Se aplica la primera condicion a la Ec.
(4-64).

Vop(w)0g(iw) — pvg0(iw)
B? B2A(1 + A (iw))

finita = ¢1J,(0) + ¢, Y, (0) + (4-65)

Donde J,(0) = 1y Y,(0) = —oo.

39



Vzp(a))Od,(iw)_ pro0g(iw)
B? B2A(1 + 2o (iw))

finita = ¢;(1) + ¢;(—) + (4-66)

vy . = Cp(—0) (4-67)

La igualdad de la Ec. (4-67) nos indica que la velocidad en el centro del tubo es infinita,
lo cual no tiene sentido fisico. Para evitar dicha inconsistencia, la constante c, debe ser

cero.
;=0 (4-68)

Para obtener la variable ¢4, se aplica la condicién de no deslizamiento y la variable c, de

la Ec. (4-68) a la Ec. (4-64).

V,p(w)0y(iw) pro0g(iw)

0 =ci/o(BR) + 52 W DICESRTD) (4-69)
Se despeja la variable c;.
_ pe04(in) . 1 V,.p(w)0g(iw) . 1
T 51+ A (i) Jo(BR) 2 w0

Luego, se sustituye las constantes (c; Y ¢,) en la Ec. (4-64) y se factoriza la ecuacion

resultante para obtener el perfil de velocidades correspondiente al modelo de Maxwell.

o (@) = pro0g (iw) (]o(ﬁr) B 1)
o BZA(1 + idow) \Jo(BR)
(4-71)
 Tp@)0,(i0) < b (ﬁr))
B? Jo(BR)

4.3.4 Flujo volumétrico y funcion de transferencia
Para calcular el flujo volumétrico en geometria cilindrica, se debe integrar la siguiente

ecuacion [11].
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2w R
Q= f f v, (r,w)r dr do (4-72)
0 0
Antes de sustituir, se puede integrar con respecto al eje 6.
R
Q= an v,(r,w)r dr do (4-73)
0

Se sustituye el perfil de velocidades (véase la Ec. (4-71)), y se procede a integrar con

respecto r.

_ [ pvo fo(ﬂr)_
Q‘Z”fo lﬁzlno<]o(ﬁR) 1)

(4-74)
dP [1+ 2,(
+—[ ZO(lw)]<1—]O(ﬁr)>lrdr
dz B<no Jo(BR)
Para facilitar el calculo, se aplicara la propiedad de linealidad a la integral.
R
_ Zﬂpvof (]0(,37”) _ 1> .7 dr
B%Ang o Jo(BR)
(4-75)
R
dP 2m[1 + Ay (iw)] Jo(BT)
+— 5 f *x1r dr
dz B*no . dJo(BR)
Es necesario definir un par de variables adimensionales.
r
pr=prR ; r=5 (4-76)

Ahora multiplicamos la Ec. (4-75) por R?/R?, acotamos los limites de la integral

multiplicandolos por 1/R; al igual que multiplicamos las funciones de Bessel por R/R.
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/
_ 2mpuoR* RfR o (BR ) T
o Bane Jo \ Jo(BR) R"R

(4-77)
R/R
+d_P2T[[1+/10(ia))]R2J' 1 ]O(.B ) zdz
dz B*no dJo(BR) |R "R
2mpvyR? : (B*r*)
_ 0 0 _ * dr
F2n, Of <]o(ﬁ*) 1>r "
(4-78)
1
dP 2m[1 + Ay (iw)]R? < LB ))
Tz B Of aoy) "
Para no extender la Ec. (4-78), se separara en dos ecuaciones.
Q(w) = Q1(w) + Qz(w) (4-79)
Donde:
1
2mpv,oR? (]o(ﬁ*r*) >
= - *dr* 4-80
= g, j W@y )T (450
1
dP 2m[1 + Ay (iw)]R? ( Jo(B*r >
* 4-81
TR N Of 4o ) oD
Primero se analizara a Q; (w); y se desarrolla la integral.
2mpvoR? | [ Jo(B'T7) g
TPV, oSBT
= *dr* * dr* -
4= g, [ 0@y Ofr ’w (+82)
1
_ 2mpuoR? | (Jo(B'r) 1 ]
Vg () Ry T z] 53
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B

%2
= por la Ec. (4-83), acotamos nuevamente los limites de la

*

Después, se multiplica

integral multiplicandolos por S* y se hace un cambio de variable con u = g*r*.

B*
_ 2mpuoR? | [ Jo(BT) BT

1
_ e 2 4-84
U= |) Ry 7 P 2 (+-84)
2mpvyR? 1 . 1
TpVg
_ cudu—= 4-85
“ =gz, ]o(ﬁ*)ﬁ*zof]‘)(u) wdu =3 (4-89)

Ahora es necesario utilizar una de las varias propiedades de las funciones de Bessel, las
relaciones de recurrencia [23]. Aplicando dicha relacién con nuestra funcion de Bessel,

se obtiene la Ec. (4-86).

wJolut) = 5o [uJy )] (4-86)

Se sustituye la Ec. (4-86) en la Ec. (4-85).

B*
_ 2mpv,R? 1 d 1 ]
%= g ]o(ﬁ*)ﬁ*zof g R0l (487
2mpvyR? 1 A 1
= 0 —= 4-88
LB |Jo(BB J d ()] 2 (4-88)

_ 2mpvoR?*[ 1(BY) 1 )
o= ] 59

Con la Ec. (4-89) la variable Q; estd resuelta; a continuacion, se aplica el mismo

procedimiento para obtener Q, de la Ec. (4-81).
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_ dP2n1 + A,(iw)]R? <1 (B ) (4-90)

=0T fne 2 B 1B

Se agrupan las Ecs. (4-89) y (4-90), después, para adimensionar a 8 es necesario

multiplicar la ecuacion resultante por R?/R?.

_ 2mpvoR*
B**2m,

B Jo(B*) 2

J1(BY) 1]

(4-91)

d_P27T[1 + Ao (iw)]R* F _ J1(B")
dz B**no 2 B Jo(BY)

La Ec. (4-91) representa el flujo volumétrico para el modelo de Maxwell; para nuestro

caso, se ordenara la ecuacion para agregar la funcion de transferencia; por lo que, se

multiplica la Ec. (4-91) por :—2 Recordar que 04 (iw) = Hﬁ‘;ﬂ
o="R v 80,0 [ L) |
8 A1+ AGw)] gt | B Jo(B)]
(4-92)
B nR4d_P8i20¢(ia)) ‘1 . JACOR
8 dz p* | B* Jo(B*)]
Ahora se define la funcion de transferencia [11].
- 8i%04(iw) J1(8¥) l
=—* “l1-2—2L - 4-93
T(iw) 57 [1 25 B (4-93)

La forma adimensional de la funcién de transferencia se obtiene como el producto de la

viscosidad a bajas deformaciones y la funcién de transferencia.

T(w)no = T"(w) =

w[ h&) (4-94)

— 2 [ S —
B+* B* Jo(B*)
Se sustituye la Ec. (4-93) en la Ec. (4-92) para obtener el flujo volumétrico en términos

de la funcién de transferencia.
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0@) =" 1) (L - 9P

[1+2,Gw)] dz (4-95)

4.3.5 Esfuerzo en la pared
La Ec. (4-96) representa el esfuerzo que se genera en la pared durante el flujo en una

tuberia horizontal [11].

Grp(@) = 0, (i) W (4-96)

Se deriva parcialmente la Ec. (4-71) con respecto a r.

orz(w) =

PVo i _ﬁh(ﬁr) _l_Vzp(w)i Bl (Br)
B2A(1 + idgw) Or Jo(BR) Bz  or\ Jo(BR)

> (4-97)

Para operar la funcion matematica se llevara a cabo una derivada de una composicion de

funciones y las propiedades de derivadas de la funcion de Bessel de orden cero [23].

d d d
]‘)a(fr) = < a] Eo(ci;)>< (air)> = —aJ,(ar) (4-98)

Dando como resultado a la Ec. (4-99).

orz(w) =

PVo < .3]1(,37”)) N V.p(w) <,3]1(,37”)

B+ i)\ 18R ) T T B ]o(ﬁR)> (4-99)

Para analizar el efecto del material viscoelastico sobre la pared del tubo, se lleva a cabo

la Ec. (4-100).

oy (W) = 0y, (W) =g (4-100)

Y se obtiene el esfuerzo en la pared en la Ec. (4-101).

oy (w) =

PVy <_ ﬁh(ﬁR)) n V.p(w) (ﬁh(ﬁR)
L2A(1 + idow) Jo(BR) B2 Jo(BR)

) (4-101)
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4.3.6 Velocidad de fase, velocidad de grupo y dispersion
Para conocer la dispersion que se genera dentro del material viscoelastico el cual se rige
por el modelo de Maxwell es necesario conocer la velocidad de fase (Ec. (2-9)) y la

velocidad de grupo (Ec. (2-10)).

(4-102)
4.3.6.1 Analisisde g
En este trabajo se llevara a cabo un analisis correspondiente a la variable g de la cual

resultan varios nimeros adimensionales de suma importancia. Con el fin de identificar

dichos numeros, se desarrolla la Ec. (4-57).

, _ Phw® p P(UU)(AO )
= - - —+1 (4-103)
B Mo Ang Mo A
Se despeja la potencia cuadrada.
5 .
g = prow?  p  pliw) (@ N 1) (4-104)
Mo Ang Mo \A

De acuerdo a la Ec. (4-76), la variable 8 adimensional resulta en la Ec. (4-105):

Aow?2R2 R2 w)R? /A
pr=p = PP _pUOR (Do y) (4-105)
No AN Mo A

A continuacion, se definen los nimeros adimensionales que estan involucrados.

De = Ay (4-106)
RZ
wo? =2 (:7’ (4-107)
0
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=—=— 4-108
Ma Any  De ( )
Ao
=— 4-109
M=~ ( )
0g =100¢ =1+ Ap(iw) (4-110)

Donde w es el inverso del tiempo de observacion y G, = ny/A,. Se sustituyen las Ecs.

(4-106)-(4-109) en la Ec. (4-105).

B*(Wo,De,N;,Ma) = \/Wo2(De + (N; + 1)i) — Ma (4-111)

4.3.7 Ecuacion constitutiva reologica: modelo de Jeffreys y modelo de Burgers

Con el fin de comparar los resultados del modelo de Maxwell obtenidos a partir de las
simulaciones realizadas en el programa Wolfram Mathematica; se recurriran a los
modelos de Jeffreys y de Burgers. Se presenta la Tabla 4-1 [11]; la cual expresa el
operador viscosidad para ambos modelos y se presenta un procedimiento mas simple que

el presentado en la seccion 4.3 para obtener las propiedades de flujo.

Tabla 4-1. Operador viscosidad para diferentes modelos constitutivos reolégicos en el

dominio de Fourier [11].

Jeffreys Burgers

n0(1 + Aiw) (o1 + Mo2) + iw (101402 + Mo2401)
1+ Agiw 1+ (A1 + Ag2)iw — Agqdgrw?

Para obtener las expresiones para realizar las simulaciones del perfil de velocidades (Ec.
(4-133)), el flujo volumétrico (Ec. (4-143)) y el esfuerzo en la pared (Ec. (4-148))
correspondientes a los modelos de Jeffreys y Burgers se deberan sustituir los operadores

de viscosidad correspondientes indicadas en la Tabla 4-1 y en la seccion 4.3.7.6.
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La componente “z” de la ecuacion de movimiento en coordenadas cilindricas, tomando

en cuenta los mecanismos inerciales, tiene la siguiente forma:

av,

p et p () = P20 (s, (@-112)
Donde o,, = 0,(D;) %.
Ahora se reordena la Ec. (4-113).

El operador viscosidad pasa al lado izquierdo de la Ec. (4-114) y se factoriza. Se define

el operador fluidez como 04(Dt) = 1/0,(D,).

0y00) (52221

A
(4-115)
10/, 0 d 04(De)p
= [;a(ra) =00 5 = =5
Para cambiar el dominio del tiempo se aplica la transformada de Fourier.
-~ [9p(w) pvg
O (i) ( oz A
(4-116)
19/ 0 _ , 04 (iw)p
=1, l;g(?”a) — 0y (iw)p(iw) — —

Se reorganiza la Ec. (4-116).
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=, [1 g (rai) + 204 (iw)p (lw — l)] (4-117)

r or

o (2222

Posteriormente, se factorizan las constantes.

a?(w) = i?04(iw)p (iw - %) (4-118)

La constante a?(w) serd analizada mas a fondo en la seccion. Se tiene finalmente

obtenemos una ecuacién diferencial ordinaria lineal de Bessel no homogeénea:

op(w) pvy
ror\ o0

0¢,(iw)< pra e el [1 g (ri> +a2(w)] (4-119)

4.3.7.1 Perfil de velocidades
La solucidn general se puede dividir en términos de solucién homogénea y particular.

v,(r, w) = v, (r,w) + v, (r, w) (4-120)

4.3.7.2 Solucion de la parte homogénea

Para la ecuacion diferencial homogénea se reescribe la Ec. (4-119) igualando a cero.

v,(r, ) [ ( ) + az(a))] =0 (4-121)

Para resolver la Ec. (4-121) se aplica la regla de la cadena a la derivada y luego se

multiplica por r2.

0° 0
v,(r, w) Irz 52 + ew + az(a))rzl =0 (4-122)

La Ec. (4-122) tiene la forma de una funcion de Bessel de orden O, por lo que, su solucién

ya esta dada.

v, (r, w) = ciJo(ar) + ¢, Yy (ar) (4-123)
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4.3.7.2.1 Solucién particular

La solucidn particular se puede expresar como:
vp(rw)=4 5 A€ER (4-124)
Al sustituir la Ec. (4-124) en Ec. (4-119).

04 (iw) (6}96(20)) _ %) = a%(w)A (4-125)

Se despeja a A de la Ec. (4-125).

04(iw) (dp(w) pv
Yy p _ PV )
A= a?(w) < 0z A (4-126)
Y revisitando la Ec. (4-124).
0y (iw) (dp(w) pvy
v, (1, w) = 22(0) ( 3, 1 (4-127)
4.3.7.3 Solucion general
La solucidn general resulta en:
04(iw) (Op(w) pv
v,(r,w) = cifo(ar) + ¢, Yy (ar) + ad;(a)) ( Fra )LO> (4-128)
Se sustituye la C.F. 1 en la Ec. (4-128); donde /,(0) = 1y Y,(0) = —oo:
0y (iw) (Op(w) pv
Vipgs = €1+ Ca(—0) + 5 ( R (+-129)

Para evitar la inconsistencia fisica referente a c,(—o0) se debe igualar a cero dicho

termino, se modifica la Ec. (4-129).

(4-130)

v,(r, w) = cijo(ar) + 0p iw) (ap(a)) _ on>

a?(w) 0z A
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Se aplica la C.F. 2 ala Ec. (4-130).

0y (iw) (9p(w)  pvy
Se despeja a c;.
1 Oy(iw) (op(w) pvy
%= @R a2 () < 0z A (4-132)
Ahora se sustituye la c; en la ec general, para obtener el perfil de velocidades.
0¢(iw) op(w) pv, Jo(ar)
v,(r,w) = 22(@) < 37 1 )[1 ~ o (aR) (4-133)

4.3.7.4 Flujo volumétrico

Como punto de partida se tomara la Ec. (4-73) y se sustituira en ella la Ec. (4-130).

R

0y (iw) (Ip(w)  pvy
= — 4-134
Q(w) 2ﬂfcl(w)]o(ar)+ 22(0) ( e P rdr (4-134)
0
Al aplicar la propiedad de linealidad a la integral, se obtiene.
R
Q(w) = 2mcy(w) f JoCar) r ar

0

(4-135)

04 (iw) (ap(w) pvy ‘
2m az(w)< 9z A )bfrdr

Se define las siguientes variables adimensionalesu = r/R, B = aR 'y z = Sr; por lo que,

la Ec. (4-135) es modificada.
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B
2
0w) = %cl(w) [ 2n@a
’ (4-136)

1
0y (iw) (9p(w) pvy
+ 2mR* 52(0) < 3~ )Judu

0

Dichas variables nos permiten integrar las funciones de Bessel de manera mas sencilla,

con la propiedad de recurrencia.

d
P [z]J1(2)] = z ] (2) (4-137)
Q(w) = 7R* Oﬁ";((;w)) <0pa(zw) _P ;’0) + 2nR%, ()" 123 ) s
Se sustituye la ¢, de la Ec. (4-132).
L, 0y(iw) (ap(w)  pvy
Q@) =mR g2t ( 9z 1 )
(4-139)

— 2R

) O(p(iw) <ap(w) _ PV0> J1(B)
a?(w) \ 0z A )BJo(B)

Se multiplica la Ec. (4-139) por R?/R? para adimensionar a @ cdmo se realizo en la Ec.

(4-136) y se factoriza.

4 0pG@) (0p(w)  pro\[, . (B _
Q(w) = R 32(w) < 3 2 )[1 2,8]0([3) (4-140)
Ahora se multiplica por —8/—8y se modifica la Ec. (4-140).
Q(w) = mR? 870, (i) <§pv° — 561@@) [1 —2 LB). (4-141)
4 pHw) \2 4 2 oz Blo(B)

La funcion de transferencia tiene la siguiente forma.
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, 0g(iw) J1(B") l
T(w) = 8i2 2|1 - 2222 2 4-142
@) =8 ) B (B*) (4142
Y se sustituye en la Ec. (4-141) para obtener el flujo volumétrico.
_ mR? Rpv, RIp(w)
Qw) == Tw) <E 72 oz ) (#143)

4.3.7.5 Esfuerzo en la pared
Para la ecuacion respectiva a a,, se aplica la Ec. (4-96); no obstante, el perfil que serd

derivado con respecto a r sera la Ec. (4-130).

d d 04 (i 0 d
ov; _ . AUot@n) | 0p(iw) (9p(@) _pvo) 0 (4-144)
or or a? 0z A Jor
Al aplicar la propiedad de la Ec. (4-98), se obtiene la Ec. (4-145).
av,
— = ¢ (—aji(an) (4-145)
or
La Ec. (4-145) se sustituye en la Ec. (4-96).
or,(w) = 0, (iw)cl(—a 1 (ar)) (4-146)

La constante c;ya ha sido previamente calculada, Ec. (4-132), y se sustituye en la Ec.

(4-146).

Oy (W) = (4-147)

Jilar) (9p(w) pvo
aJo(aR)\ 0z A

De acuerdo a la Ec. (4-100), el esfuerzo en la pared que se genera a consecuencia del flujo

del material viscoelastico analizado a través del modelo de Jeffreys y de Burgers se

representa de la siguiente forma.
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_ Ji(aR) (dp(w) pvy
W= @\ oz A (4-148)
4.3.7.6 Analisis de la variable adimensional a
Se desarrolla la Ec. (4-118); al igual que se despeja la potencia.
alw) = [i3p0y(iw)w + p0O (ia))1 (4-149)
¢ ¢ 2
Y en su forma adimensional se tiene la siguiente ecuacion:
R2p0,4(iw)
aR = B* = \/R2i3p0¢,(iw)w + % (4-150)

La variable a(w) y B* sera modificada al momento de seleccionar algin modelo
viscoelastico, como se presentard a continuacion, pero primero se definiran un par de

variables adimensionales.
W= ww, (4-151)

Donde w, = 1/4,; dicha variable serd& modificada a conveniencia de modelos

especificos.

04 (iw) = 904" (iw) (4-152)
Donde ¢ = i; en el cual la variable n, puede variar dependiendo el modelo planteado
(en especifico el modelo de Burgers).

Se sustituye las Ecs. (4-151) y (4-152) en la Ec. (4-150).

2 * .
R2pp0y (iw) (4-153)

B* = \/R2i3p(p0¢*(iw)w*a)c + 2
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4.3.7.7 Modelo de Jeffreys
Para observar el comportamiento de un material viscoelastico de Jeffreys, el operador

fluidez tomara la siguiente expresion:

0 (i) = ——20® 4-154
w) =—F——— -
¢ 770(1 + i/lja)) ( )
Y su forma adimensional es producto de la Ec. (4-153) donde:
1+i(2 — A) (l) W + Aok, (“)—*)2
Y 0 I\ 0\ 2
0y (iw) = — (4-155)
2 (W
1+ Aj (Z)
Aqui se define un nimero adimensional, el nimero de Jeffreys.
Aj
Je =— (4-156)
Ao
Al reescribir la Ec. (4-155) en términos de Je.
1+i(1—Je)w* +Je w*?
04" (iw) = -Je) J (4-157)

1+ Jelw*?
Por lo tanto, la variable 8* para el modelo de Jeffreys tendria la siguiente forma.

g

= (4-158)

R2i3p@ (1+i(1 —Je)w* + Je w*? R?2pp1+i(l—Je)w* +Jew
= 2 w* + 2
Ao 1+ Je?w* A 1+ Je?w*

Aplicando la definicion de numero de Deborah y N, se puede acortar la ecuacion anterior.

B

\[ (1 +i(1—Je)w* +Je w*2> <1 +i(1-Je)w* +Je w*Z) (4-159)
De 2 w* + N; >
1+]ez(1)* 1_|_]ezw*
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4.3.7.8 Modelo de Burgers
Para observar el comportamiento de un material viscoelastico de Burgers, el operador

fluidez tomara la siguiente expresion:

04(iw) = . (4-160)
¢ (Mo1 + Mo2) Mo1402 + No2Ao1)iw
Y su forma adimensional es producto de la Ec. (4-153) donde w, = T
01 02
1+w?(B—A)+i[w*(1-B)+w?AB
04" (iw) = ( ) + il - ) | (4-161)
1+ B%w*
Donde
A= ! 4-162
_B‘r1+2+Br1_1 (4-162)
1

(4-163)

B = —
BryBr, + 1+ Br; "Brs

Aqui se definen tres numeros adimensionales de Burgers. Al incorporar la Ec. (4-161) en

la Ec. (4-153) se obtiene el siguiente termino para el modelo de Burgers.

14+ w*?(B—A) + i[w*(1 — B) + w*34B]
eor 1+ B2 wrt
g* = , _ , (4-164)
1+ w*3(B—A) + i[w*(1 - B) + w**AB]|
Nl 2, %2
1+ B*w

Donde el nimero adimensional De es un caso especial.

Dew. = R%p (@1 + 902)
Br Ao1 + Aoz

(4-165)
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4.4 Unidades de las variables y funciones del sistema
En esta seccion se analizard dimensionalmente, en el sistema MKS, las ecuaciones
generadas en este trabajo; primordialmente las referentes al perfil de velocidades, él flujo

volumétrico y él esfuerzo en la pared.

Tabla 4-2. Variables del proceso con su respectiva unidad.

Variable Unidad Variable Unidad Variable Unidad Variable Unidad

Kg Kg . ms

- ) - 04(iw) -_—

p m3 n S UO ms ¢ kg
m 1 Kg

U,V 5 0] 5 V,P 7 R m

SegUn la Ec. (4-57) y con la Tabla 4-2 la variable 52 para el modelo de Maxwell tendra
como unidad a m~2 en el sistema MKS; al mismo tiempo, para los modelos de Jeffreys y
Burgers la variable a2, segln la Ec. (4-118), tendra las mismas unidades. Considerando

el anterior argumento, las variables B y a tienen como unidad a m™1.

4.5 Perfil de velocidades
El perfil de velocidad para Maxwell, Ec. (4-71), de acuerdo a la Tabla 4-2 se obtiene la

unidad correspondiente a la velocidad:

kgm*s kgm3s m
UZ(T', (U) [=] kg m3 52 + kg m2 SZ [=] ? (4-166)

Mientras que para los modelos de Jeffreys y Burgers se analizara la Ec. (4-133); y se

obtiene la misma unidad.

vZ(r,w)[=]m3s< kg kg m>[ m

kg \m?s? m3s? =I5 (4-167)
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4.5.1 Flujo volumétrico
En esta seccion, el caso del flujo volumétrico se analizard dimensionalmente, sin

embargo, primero se debe de considerar las dimensiones de T(w), Ecs. (4-93) y (4-142).

ms

T(w)[=] E

Y luego el flujo volumétrico referente al modelo de Maxwell, Ec. (4-95).

si{rgﬂ) =] -

m®s
Q=17

En el caso de Jeffreys y Burgers, Ec. (4-143), se obtiene la misma unidad.

Q(w)[=]

m4s<kgm2 kgm>[ m3
s

kg \ m3s2 m?s? =I5 (4-168)

4.5.2 Esfuerzo en la pared

Para el modelo de Maxwell, Ec. (4-101), la unidad obtenida es referente a la presion.

_kgm? 1\ kgm? 1\ - kg ]
owl=] m3 s2 (E) + m2s? (n_l) =] m s? [=]Pa (4-169)

Al igual que para el Maxwell, se obtiene Pascales para Jeffreys y Burgers, Ec. (4-170).

kg kgm kg
m2s2 m3 52) =] ms? [=]Pa (4-170)

UW[=]m<
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5 Resultados y analisis

5.1 Perfil de velocidades a 4 y w constante

Establecidos los parametros materiales en esta seccion se reportaran las simulaciones del
perfil de velocidades V, en funcion de la coordenada radial r del modelo de Maxwell
(Figura 5-1), del modelo de Jeffreys (Figura 5-2) y del modelo de Burgers (Figura 5-3);
a un tiempo de relajacion cinematico A constante de 0.1 s y a una frecuencia de oscilacién
o constante de 1 Hz. La parte real de V, representa la parte elastica del material y la parte
imaginaria representa la parte viscosa y el médulo complejo de V,, |V, |, representa el perfil

de velocidades observado macroscopicamente.

En la Figura 5-1 se aprecia una |V,|,,q, de 0.75 ? cuando r = 0, dicha velocidad

disminuye a medida que r — R generando un perfil parabdlico achatado. En el caso de la

parte real (elastica) de 1, V,

. m .
may €S POSItiva con un valor de 0.6 < cuando r = 0; en

cambio, la parte imaginaria (viscosa) genero una velocidad negativa menor hasta alcanzar

un maximo de 0.45 % lo anterior se puede interpretar como que la parte eléstica del

material aporta mas a la velocidad macroscopica |V,| que la parte viscosa. Lo anterior
puede deberse al efecto resonante que genera A la cual es mas intensa en la parte elastica

a las condiciones dadas en la Figura 5-1.
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Perfiles de velocidad

— Re{Vz(w,r)}‘

Im{V,(w,n)} -

04r

0.0

Velocidad axial, V- (w,r) [m/s]

|
<
(38}
T

-04r

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Coordenada radial, r [m]

Figura 5-1. Mddulo, parte real e imaginaria del perfil de velocidades en direccion axial

aA=0.1syw = 1Hzcon el modelo de Maxwell.
Asimismo, en la Figura 5-2 también se aprecia un perfil parabdlico de |V;| alcanzado un
maximo de 2.7% en r = 0. En el caso de la parte imaginaria, no se presenta un perfil

parabolico, ya que existen dos V,,,,,, de 0.5 ? cuando r = £+ —con una velocidad nula en

N | D

el centro del tubo, lo anterior probablemente se deba a efectos de resonancia por las

funciones de Bessel y los valores de los pardmetros reologicos. Y la V., de la parte

imaginaria se observa el perfil parabélico con una V,,,,4, = 2.7%. El efecto del solvente

en el perfil de velocidades del polimero genera un efecto de resonancia con el polimero
debido a las propiedades reolégicas cambiando la forma de los perfiles de velocidades

completamente al comprarlo con la Figura 5-1.
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Perfiles de velocidad

w
T

— l-\;e{\}z(a;‘ n}

— Im{Vz(w,n)} -

|Vz(w.)l

Velocidad axial, V- (w,r) [m/s]

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Coordenada radial, r [m]

Figura 5-2. Mddulo, parte real e imaginaria del perfil de velocidades en direccion axial

aA=0.1 s y =1 Hz a partir del modelo de Jeffreys.

Y en la Figura 5-3 es apreciable el mismo perfil parabélico en el médulo complejo con

una vy, = 2.7?, diferentes a las reportadas en las Figura 5-3. En comparacion del
modelo de Jeffreys, el modelo de Burgers presenta el mismo perfil parabdlico en la parte
real e imaginaria. La parte real presenta una v,,s, = 1.85 % cuando r = 0. Mientras la
parte imaginaria tiene una v, = —2 % En este caso no se observa un cambio

apreciable en el perfil de velocidades en comparacion con el generado por modelo de
Maxwell, en otras palabras, la interaccién polimero-polimero (modelo de Burgers) genera

un perfil de velocidades parecido al generado por el polimero solo (modelo de Maxwell).
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Perfiles de velocidad

— Re{V,(w,r)}

— Im{V,(w,r)} -

58]
T

|Vz(w,r)|

Velocidad axial, V- (w,r) [m/s]

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Coordenada radial, r [m]

Figura 5-3. Modulo, parte real e imaginaria del perfil de velocidades en direccién axial

aA=0.1 sy =1 Hz a partir del modelo de Burgers.

5.1.1 Perfil de velocidades a distintas 4 y @ constante.
En las Figura 5-4 -Figura 5-6 estan presentes |V,| del modelo de Maxwell, del modelo de
Jeffreys y del modelo de Burgers, respectivamente, todas en funcion de la coordenada

radial r a distintos valores de Ay a una w constante de 1 Hz.

En la Figura 5-4 se presentan dos tipos de perfiles: el parabélico y uno con forma de

tapén. El valor de A que genera el perfil de tapon es el de 0.01 sy su v,,,4, Se presenta en
. 3R 3R m

la coordenada radial en el rango de r = - hasta r = ~ con un valor de 0.72 -

aproximadamente. Adicionalmente, cuando A > 0.01s, la v,,4,., de acuerdo a la
simulacidn, se logra obtener cuando A = 0.1 s y presenta un perfil parabolico con un valor

en r =0 de 0.75?. Es decir, cuando A = 0.1s se genera un efecto de resonancia

maximizando |V,].
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Modulo de velocidad

0.6

~
T

o
T

Velocidad axial, V- (w,r) [m/s]

0.01

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Coordenada radial, r [m]

Figura 5-4. Mddulo complejo del perfil de velocidades en direccién axial a distintas A y

w =1 Hz con el modelo de Maxwell.

Asimismo, en la Figura 5-5 se puede apreciar que para A = 0.01 s se presentan 2

o 3R ;- .
maximos enr = £~y dos minimos en r = + - lo cual revela un efecto de resonancia

R
-2
con las propiedades reoldgicas del polimero con las del solvente. En la Figura 5-5 |V, |4
se obtiene a A = 0.1 s generando un valor de 2.7%. El efecto que genera la presencia de

un solvente newtoniano aumenta |V, |4, Siendo mayor que la generada por el modelo de
Maxwell. Lo anterior probablemente se deba a la combinacion de efectos de resonancia

del polimero, del solvente y del tiempo de relajacion cinematico.
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Modulo de velocidad

1.0

Velocidad axial, V- (w,r) [m/s]

0.51

0.0r

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Coordenada radial, r [m]

Figura 5-5. Médulo complejo del perfil de velocidades en direccién axial a distintas A y

w =1 Hz a partir del modelo de Jeffreys.

Aparte, en la Figura 5-6 también se observa un perfil con maximos y minimos cuando
o 3R

A =0.1s; en este caso hay 2 maximos presentes cuando r = +-- con el valor de

Vo lmax = 1.4 % Al igual que con el modelo de Maxwell y con el modelo de Jeffreys, se

obtiene una |V, |, €nr = 0 cuando A = 0.1 s. La interaccion polimero-polimero genera
efectos muy parecidos a la interaccion polimero-solvente si se comparan las Figura 5-5

yFigura 5-6.
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Modulo de velocidad

2.5F

0.5

Velocidad axial, V- (w,r) [m/s]

0.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Coordenada radial, r [m]

Figura 5-6. Modulo complejo del perfil de velocidades en direccion axial con distintas A

y w =1 Hz a partir del modelo de Burgers.

5.1.2 Perfil de velocidades en el centro del tubo a distintas 4
A continuacion se presenta |V,| cuando » = 0 en funcion de w a distintas A, se simul6 con
el modelo de Maxwell (Figura 5-7), con el modelo de Jeffreys (Figura 5-8) y con el

modelo de Burgers (Figura 5-9).

Al analizar la Figura 5-4, |V, | 4, S€ Obtuvo cuando w = 1 Hzy A = 0.1 s, sin embargo,
en la Figura 5-7 se puede observar un comportamiento oscilatorio que se amortigua
conforme o — co. L0os maximos que se observaron en la Figura 5-7 son producto de un
fendmeno de resonancia los cuales se presentan cuando w = {2.5,5.5,8.7} Hz para
valores de A > 1 s. Los picos maximos podrian ser indicativos de distintas frecuencias de
resonancia con los dos fendmenos analizados en este trabajo los cuales son: tiempo
caracteristico de Maxwell 1, y tiempo de relajacion cinematico A. A valores de A muy
pequefios no se observa este efecto debido a que el fendmeno de relajacion cinematico

dicta completamente el valor de |V,| y no genera resonancia con otros efectos.
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Modulo de velocidad

— Als] 001

1.5F Als]=0.1 -

— Als]=5
Als]= 10

— AJs]= 100

_Noo

Velocidad axial, V- (w,r) [m/s]
B 5
/

Frecuencia de oscilacion, w [Hz]

Figura 5-7. Modulo complejo del perfil de velocidades en direccion axial cuando r = 0

en funcion de o a distintas A a partir del modelo de Maxwell.

En el caso del modelo Jeffreys, mostrado en la Figura 5-8, el efecto de resonancia de |V |
es conseguido cuando A < 1 s contrastando con la Figura 5-7 ya que presenta 2 maximos
y efecto de resonanciaad = 0.01sa w =30HzyenA =0.1sa w = 10 Hz. Esdecir,
la presencia del solvente genera efectos contrarios de |V,| en comparacion con el modelo

de Maxwell. Cabe resaltar que este analisis se lleva a cabo en el centro de la tuberia.
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Moédulo de velocidad

— A[s] =0.01
A[s]= 0.1

o — Alsl=5
Als]= 10

— A[s]=100 |

— Als]= 1000

Velocidad axial, V(w,r) [m/s]
N

K_ e

0 20 40 60 80 100

Frecuencia de oscilacion, w [Hz]

Figura 5-8. Modulo complejo del perfil de velocidades en direccion axial cuando r = 0

con Ay o variables a partir del modelo de Jeffreys.

Ademas, en la Figura 5-9, el valor méximo |V}, se logra con una A > 1 s debido a un
efecto de resonancia, como ya se habia indicado. Notese que a4 =0.1s |V, | se indetermina
cuando w — 0 lo cual no tiene significado fisico. El efecto de las interacciones solvente-
polimero en |V, | propicia un efecto resonante mayor que el observado en las interacciones

polimero-polimero.
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Modulo de velocidad

— Als]=0.01
10 bl
Als]= 0.1
T o — Als]=5
3 Alsl= 10
S|
3 — Alsl=100
R — A[s]= 1000
N
N\
or ] - | | | T
0 2 4 6 8 10

Frecuencia de oscilacion, w [Hz]

Figura 5-9. Modulo complejo del perfil de velocidades en direccion axial cuando r = 0

en funcién de o a distintos A con el modelo de Burgers.

5.2  Flujo volumétrico a distintas 4 y w variable
En las Figura 5-10, 5-11 y 5-12 se presenta el modulo del flujo volumétrico |Q| de los 3

modelos constitutivos en funcion de o a distintas A.

En la Figura 5-10 se observa un maximo de flujo volumétrico, |Q|,,qx, CUando A < 1s
a o muy bajas lo cual revela un efecto de resonancia a tiempos de relajacion largos
probablemente debido a las propiedades reologicas, cuando ® — oo (tiempos de relajacion
largos) se pierde dicho el efecto de resonancia. Cuando la frecuencia alcanza valores
mayores a 1, las gréficas con 4 < 1 s desarrollan menor flujo volumétrico; caso contrario,
el flujo aumenta para A > 1 s hasta un maximo en w = 2. A 1 = 0.01 s se observa un

aumento del flujo volumétrico a tiempos cortos.
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Médulo de Q(w)
25k | | —/\[s]=0.01‘,
Als]=0.1

— Als]=5
Als] = 10
— Al[s] =100

1.0 — A[s]=1000 |

Flujo volumétrico, Q(w) [m3/s]

0.5 B

0.0r i

0 2 4 6 8 10

Frecuencia de oscilacion, w [Hz]

Figura 5-10. Modulo complejo del flujo volumétrico en direccion axial en funcién de w

a distintas A con el modelo de Maxwell.

En la Figura 5-12 se observa un |Q|,,4, @ Una A = 0.1 s a bajas frecuencias, para 1 =
0.01 s exhibe un |Q| casi constante con ®. Para 1 = 0.1s se observan maximos y
minimos, de hecho, existe resonancia a w = 8.5 posteriormente |Q| disminuye
gradualmente conforme w — oo. El efecto de la presencia del solvente es importante para

A = 0.1 s atiempos cortos siendo mayor que el reportado en la Figura 5-11.
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Moédulo de Q(w)

— A[s]=0.01

Als] = 0.1

4l — Als]=5 |

Als] =10
NN —
— Als] =100

[38)
T

Als] = 1000 |

Flujo volumétrico, Q(w) [m3/s]

10 15 20

(=]
W

Frecuencia de oscilacion, w [Hz]

Figura 5-12. Mddulo complejo del flujo volumétrico en direccion axial en funcién de o

a distintos valores de A a partir del modelo de Jeffreys.

Con el modelo de Burgers (véase Figura 5-13) el cambio en el flujo es mas notorio ya
que el |Q|;ax S€ Obtiene a 4 = 0.1 s. Para este caso, si A > 1 s se detectd un efecto de
resonanciaa w =~ 4.7s. Dicho maximo se recorre hacia la izquierda y hacia abajo conforme

A aumenta. En general, si A disminuye las interacciones polimero-polimero aumenta el

flujo volumétrico del sistema.
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Modulo de Q(w)

15+ — A[s]=0.01 |

Als]=0.1
o — Als]=5
3 10} B 8
S Als] =10
2 — Als] =100
3 . — A[s]=1000 |
£

0 2 4 6 8 10

Frecuencia de oscilacion, w [Hz]

Figura 5-13. Mddulo complejo del flujo volumétrico en direccion axial en funcién de o

a distintas A con el modelo de Burgers.

5.3 Funciodn de transferencia a w variable y A diferentes
En esta seccidn se muestran los resultados obtenidos de las simulaciones realizadas de la
funcion de transferencia, la cual depende de w, a diferentes valores de A para las tres

ecuaciones constitutivas estudiadas.

En la Figura 5-14, la funcién de transferencia, |T(w)|, en el modelo de Maxwell tiene
mayores valores cuando se presenta una A > 1 s generando un fendmeno de resonancia
a® =175 Hzy, cuando ® — oo, |T(w)| comienza a disminuir presentando pequefias
resonancias hasta alcanzar un valor constante pequefio. En el caso en que 4 = 0.01 s, la
funcion de transferencia produce valores tan infimos que se podria decir que no tiene
aportaciones en el flujo volumétrico (véase la Figura 5-10), en otras palabras, la
frecuencia de oscilacion es tan alta que el material viscoelastico no es capaz de responder

a la variable de entrada y el sistema no fluye.
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Moédulo de T(w)

— A[s]=0.01

Als] = 0.1

]

— Als]=5
Als] =10
— Als] =100

— Als] = 1000

Funcion de transferencia, T(w) [—

0 2 4 6 8 10

Frecuencia de oscilacion, w [Hz]

Figura 5-14. M6dulo complejo de la funcion de transferencia en funcion de o a distintos

valores de A con el modelo de Maxwell.

En la Figura 5-16 (modelo de Jeffreys) se aprecia el mismo comportamiento para A =
0.01 s que el observado en la Figura 5-14. Cuando w — 0, la funcion de transferencia
aumenta es maxima a A = 0.1 s pero disminuye a medida que aumenta gradualmente el
valor de A. Cuando w > 1, la funcién de transferencia tendra valores mayores si se
presenta una A > 1's; de hecho, se presenta una resonancia cuando se alcanza una w =
2.5Hz. El mé&ximo logrado es conseguido con una A = 5 s. La presencia del solvente en
el material viscoelastico no tiene repercusiones importantes en la funcién de transferencia

del sistema en comparacion a los observado en la Figura 5-15.
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Modulo de T(w)

— A[s]=0.01

Als] = 0.1
— Als]=5
Als] =10

— Als] =100

[38)
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Als] = 1000

Funcion de transferencia, T(w) [—]

0 2 4 6 8 10

Frecuencia de oscilacion, w [Hz]

Figura 5-16. M6dulo complejo de la funcion de transferencia en funcion de o a distintos

A con el modelo de Jeffreys.

Para el modelo de Burgers (véase la Figura 5-17) también se observa el fendmeno de
resonancia a un valor cercano de o reportado en la Figura 5-16, sin embargo, se presentan
otros maximos a frecuencias mayores: este comportamiento se amortigua cuando ® — .

La resonancia mas importante se generaen A =5sy w = 5 Hz.

Modulo de T(w)

o — Als]=0.01

Als]=0.1
— Als]=5
Als]=10

— Als]=100

w
T

Als] = 1000

Funcion de transferencia, T(w) [—]

0 5 10 15 20

Frecuencia de oscilacion, w [Hz]

Figura 5-17. Mddulo complejo de la funcion de transferencia en funcion de o a

distintas A con el modelo de Burgers.
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5.4  Esfuerzo en la pared del tubo a w variable y a A distintas

El esfuerzo en la pared es una variable de flujo importante a tomar en cuenta en el proceso,
ya que puede generar perturbaciones en el material donde se confina el flujo del fluido,
fracturas en el equipo, entre otras consecuencias [5, 18, 24]. El esfuerzo en la pared puede
ser medido experimentalmente. En las Figura 5-18 - Figura 5-20 se presentan el mddulo
complejo del esfuerzo en la pared, |o,, |, para las tres ecuaciones constitutivas reportadas

en este trabajo.

En la Figura 5-18, el maximo de |, | se obtiene cuando ® — 0y 4 = 0.01 s; el cual

disminuye a medida que la frecuencia aumenta. En cambio, si 1 > 1s, |a,,| €s minimo.

Moédulo de ow(w)
) e B

— A=0.01s

6 A=10s

— A=100s

4t i
— A=1000s

Esfuerzo en la pared, o, (w) [Pa]

Frecuencia de oscilacion, w [Hz]

Figura 5-18. Mddulo complejo del esfuerzo generado en la pared del tubo en funcion de

o a distintos A con el modelo de Maxwell.

Por otro lado, el modelo de Jeffreys (véase Figura 5-19) presenta un maximo de |a,,| a
A =0.01s cuando w — 0 para, inmediatamente, disminuir a medida que la frecuencia
aumenta. El efecto del solvente en el polimero genera un pico de resonancia muy notable

aunvalorde w =~ 1 Hz.
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Modulo de ow(w)

Esfuerzo en la pared, o (w) [Pa]

—/\=0.01s‘
A=01s -

— A=5s
A=10s

— A=100s

A=1000s

0 10 20

Frecuencia de oscilacion, w [Hz]

30 40

Figura 5-19. Médulo complejo del esfuerzo generado en la pared del tubo en funcion de

o a distintos 4 a partir del modelo de Jeffreys.

Asimismo, para el caso del modelo de Burgers (véase Figura 5-20), |o,,| aumenta

gradualmente con ® a un valor de A = 0.01s hasta alcanzar un méximo indefinido. En

cambio, si A > 1 s, el esfuerzo es demasiado pequefio comparado con el que se logra con

una A = 0.1s.

Modulo de ow(w)

400
300
200

100 -

Esfuerzo en la pared, o, (w) [Pa]

A=10s

— A=100s -

— A=1000s

(=}
e}

4 6

Frecuencia de oscilacion, w [Hz]

Figura 5-20. Modulo complejo del esfuerzo generado en la pared del tubo en funcién de

o a distintos valores de 1 con el modelo de Burgers.
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5.5 Longitud caracteristica adimensional con w variable y a distintas 4
Las aproximaciones referentes a f* que se obtienen durante el proceso se presentan

gréficamente de la Figura 5-21 a la Figura 5-23.

Se aprecio que la 8* del modelo de Maxwell (Figura 5-21) fue en aumento a medida que
law* — oo, donde f,4, Se consiguio en A = 0.01 s. La 8* se mantuvo con un incremento
diminuto constante cuando w — co. Cuando A > 1 s, la §* tiene el mismo valor. La S,
se obtuvo a valores de 4 > 1 s, los cuales mantuvieron un mismo valor sin importar la

magnitud de A.

Modulo de S(w)

100 E
T
s
g 10 — A=5s
5 A=10s
é
s — A=100s
2 L i
g — A=1000s
B 0.1F .
S

0 2 4 6 8 10

Frecuencia de oscilacion adimensional, w* [—]

Figura 5-21. Modulo complejo de la longitud caracteristica adimensional en funcion de

o a distintas A con el modelo de Maxwell.

El modelo de Jeffreys (Figura 5-22) present6 el mismo comportamiento que el modelo
de Maxwell (Figura 5-21) con la Unica diferencia en que presenta una magnitud menor.

La 3,4, Se obtuvoaun A = 0.01 s.
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Modulo de B(w)
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Frecuencia de oscilacion adimensional, w* [—]
Figura 5-22. Mddulo complejo de la longitud caracteristica adimensional en funcion de

o a distintas A con el modelo de Jeffreys.

Respecto al modelo de Burgers (Figura 5-23), tambien se presentd un comportamiento
muy similar al de Jeffreys (Figura 5-22), incluso se podra decir que es idéntico. La 3,4,

se logro cuando A tiene como valor 0.01 s.

Modulo de S(w)
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Frecuencia de oscilacion adimensional, w* [—]

Figura 5-23. Mddulo complejo de la longitud caracteristica adimensional en funcion de

o a distintas A con el modelo de Burgers.
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5.6 Velocidad de fase y de grupo a distintas 4y a w variable

La velocidad de fase y la velocidad de grupo del modelo de Maxwell se muestra en la
Figura 5-24. Se observé que la velocidad de fase es superior a la velocidad de grupo con
un maximo en la frecuencia adimensional de 1.5. En este caso las velocidades disminuyen
a partir de una w de 1.5; la cual puede ser generada por alguna propiedad del material

polimérico, de acuerdo al modelo de Maxwell.

Moédulo de v*(w)

0.30F ]
0.29F 1

0.28f 1

0.26F 1

— Veloci de fase

025}
: — Velocidad de gripe

Modulo de la velocidad adimensional, [v*(w)| [—]
(=)
ol
~l
:
|

[ 38}

4 6 8 10

Frecuencia de oscilacion adimensional, w* [—]

Figura 5-24. Modulo complejo de la velocidad de fase y de grupo en funciéon de o a

distintas A con el modelo de Maxwell.



En cambio, el modelo de Jeffreys (véase la Figura 5-25) nos presenta que la velocidad
de fase es menor con respecto a la de grupo; y en el cual ambos aumentan de manera

potencial.

Moédulo de v (w)

Modulo de la velocidad adimensional, [v*(w)| [—]

— Velocidad de grupo |

0.2=

0.61
04l / — Velocidad de fase
2

4 6 8 10

Frecuencia de oscilacion adimensional, w* [—-]

Figura 5-25. Modulo complejo de la velocidad de fase y de grupo en funciéon de o a

distintas A con el modelo de Jeffreys.

Y de acuerdo al material descrito por el modelo de Burgers (véase Figura 5-26) la
velocidad de grupo serd mayor y presentara un maximo al momento de que la frecuencia

adimensional alcance un valor de 1.5; el mismo valor donde se obtiene maximo en el
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modelo de Maxwell; dando a entender que la interaccion polimero-polimero dispersa la

onda viscoelastica de la misma manera a como si el polimero se encontrara solo.

Moédulo de v (w)

=N
T

~
T

)
T

=)
T
1

0
T

0.6 — Velocidad de fase

Modulo de la velocidad adimensional, [v*(w)| [—]

— Velocidad de grupo

~
T

4 6 8 10

[\e}

Frecuencia de oscilacion adimensional, w* [—]

Figura 5-26. Modulo complejo de la velocidad de fase y de grupo en funcién de o a

distintas A con el modelo de Burgers.

5.7 Dispersion de ondas a distintas w y 4
Los siguientes resultados son mostrados en graficas semi-logaritmicas. Se observaron las
distintas dispersiones generadas a partir del modelo de Maxwell (Figura 5-27), del

modelo de Jeffreys (Figura 5-28) y del modelo de Burgers (Figura 5-29).

Para el modelo de Maxwell se entiende que si el proceso tiene una A < 1 s presentard una
dispersion relativamente nula sin importar la frecuencia que se presente. Con lo anterior
se puede afirmar que, si el proceso de relajacion cinemético domina las propiedades de

flujo, el fendbmeno de dispersion no se presenta.
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Moédulo de la Dispersion adimensional
T T

— A=0.01s
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Moédulo de la dispersion adimensional, [v, —vg| [—]
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2 4 6 8 10

Frecuencia de oscilacion adimensional, w* [—]

Figura 5-27. Mddulo complejo de la dispersion en funcion de o a distintas A con el

modelo de Maxwell.

Para el modelo de Jeffreys, a cualquier valor de 4, se present6 una dispersion muy baja
en comparacion con el modelo de Maxwell, en especial a A muy bajas (la méas baja se
manifiesta cuando 4 = 0.01 s). Nétese que la dispersién permanece constante con w a
partir de tiempos largos a excepcion de las respuestas de 4 = 5y 10 s donde se presenta
un maximo de dispersion a una frecuencia critica que se desplaza hacia arriba y a la

derecha conforme A diminuye. La presencia del solvente hace que exista menos
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dispersion de las ondas de velocidad de fase y velocidad de grupo, lo cual es un resultado

interesante.

Moddulo de la Dispersion adimensional
10F T T T T

—~ — A=001s

p? A=01s
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Moédulo de la dispersion adimensional, [v, —vg| [~]
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Frecuencia de oscilacion adimensional, w* [—]

Figura 5-28. Modulo complejo de la dispersion en funcion de o a distintas A con el

modelo de Jeffreys.

Y para el modelo de Burgers, se presenta el mismo caso que para Jeffreys donde a
frecuencias bajas la dispersion mas baja se logré conseguir cuando A = 0.01 pero a
medida que la frecuencia va aumentando, la dispersion mas baja se obtiene tambiéna A =
0.1 s. El efecto del polimero del modelo de Burgers hace que la dispersién del sistema
disminuya, i.e. el polimero evita que las ondas de velocidad de fase y velocidad de grupo
se separen, haciendo que la respuesta del material se deba a la combinacion de ambas

propiedades. Numéricamente la dispersion que genera el modelo de Burgers es menor a
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la dispersion del modelo de Jeffreys, esto es, las interacciones polimero-polimero

minimizan el efecto de la dispersion.

Moddulo de la Dispersion adimensional
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Frecuencia de oscilacion adimensional, w* [—]

Figura 5-29. Modulo complejo de la dispersion en funcion de o a distintas A con el

modelo de Burgers.
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6 Conclusiones
El perfil de velocidades que se genera en los tres modelos reoldgicos, en la mayoria de
los casos estudiados, tiene forma parabolica; casos especiales se dan a valores de A

especificos (flujo tapdn, flujo con méximo y minimos simétricos).

El médulo complejo de la velocidad axial en el centro del tubo, |v,|,=g, del modelo de
Maxwell presentd curvas resonantes cuando 4 > 1 s a medida que se incrementa w, la
cual fue provocada por alguna resonancia entre alguna propiedad del material
viscoelastico con alguna variable del proceso. Asimismo, el modelo Jeffreys presentd un
méaximo a cualquier valor de A a una frecuencia caracteristica (w.), dicho maximo puede
deberse a un efecto resonante en la interaccién polimero-solvente (p — s); y con respecto
al modelo de Burgers, la respuesta exhibida fue parecido al modelo de Maxwell ya que
presenta las mismas curvas resonantes en el mismo rango de frecuencias indicando que
|v,|,-=g del polimero solo y de la interaccién polimero-polimero el material presentan

efectos resonantes parecido.

Por otro lado, en los tres modelos constitutivos reolégicos estudiados en este trabajo, se
observo un méximo en la funcién de transferencia compleja (FTC a una frecuencia
caracteristica (w,) para valores de 2 > 1 s, de hecho, este efecto también se observo en
el médulo del flujo volumétrico, |Q|. Adicionalmente, para valores inferioresde 1 < 1's

la FTC no tendré influencia alguna en el médulo del flujo volumétrico.

La B* que se gener( tanto en el modelo de Maxwell, Jeffreys y Burgers tienen una
respuesta similar, cuya longitud maxima se da cuando A = 0.01s, es decir, las
interacciones polimero-solvente y polimero-polimero no tienen una influencia remarcable

en B* pero si lo tienen las propiedades de proceso, lo cual es un resultado interesante.
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Ademas, la velocidad de fase no presenté cambios apreciables entre los modelos
reoldgicos analizados. Sin embargo, la velocidad de grupo es distinta a medida que el
modelo considere mas de una interaccion dentro del material (polimero-solvente,
polimero-polimero, etc.); al mismo tiempo, las diferentes interacciones ocasionan
pequefios incrementos en dicha velocidad. La dispersion mantiene un valor constante al
momento de alcanzar una frecuencia en especifico para cualquier magnitud de A con
respecto a los tres modelos reoldgicos; en contraste, el menor valor de dispersion se logra

cuando A < 0.5 s.

La interaccion entre dos materiales (polimero-solvente, polimero-polimero) descritos
mediante modelos reoldgicos viscoelasticos lineales donde se involucre el A generan la
presencia de resonancias las cuales se presentan en forma de oscilaciones o de picos

méaximos 0 minimos en las propiedades de flujo.

Para todo flujo de un liquido viscoelastico lineal, existe un valor critico de 2 y una
frecuencia caracteristica que maximiza las propiedades de flujo, es decir, genera un efecto

de resonancia.
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