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The moon is no door. It is a face in its own right,
White as a knuckle and terribly upset.

It drags the sea after it like a dark crime; it is quiet
With the O-gape of complete despair. I live here.
Twice on Sunday, the bells startle the sky —

Eight great tongues affirming the Resurrection

At the end, they soberly bong out their names.

-Sylvia Plath
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Introduccion

El polinomio de independencia de una grafica ha sido ampliamente estudiado en
diversos campos como biologia, quimica, y hasta en mtsica. En otros trabajos se
han calculado férmulas para los polinomios de independencia de algunas familias
de graficas circulantes y una posible aplicacién en la construccién de acordes de

la escala musical de doce tonos [1].

El presente trabajo de tesis comprende los aspectos anteriores de la
siguiente forma: en el primer capitulo de esta tesis empezamos por definir los
conceptos y teoremas esenciales de la teoria de graficas. Luego nos enfocamos

en familias de graficas circulantes y algunas de sus propiedades [2], 9], ¥ [3]-

En el segundo capitulo ahondamos en el concepto de independencia,
como el numero de Fibonacci de una grafica y el polinomio de independencia;
vemos como usarlos en las familias de graficas circulantes y sus complementos [7],
[4]. Usamos sucesiones de diferencia y sucesiones [ —construibles para determinar
el polinomio de independencia de familias de gréficas circulantes de salto

consecutivo [11].

Finalmente, en el tercer capitulo, describimos conceptos musicales de
occidente [6] y hacemos una analogia entre las escalas musicales n — tet y
familias de gréficas circulantes de orden n. Asi, podemos calcular el polinomio

de independencia de estas graficas que modelen restricciones de acordes.



1 Preliminares

1.1 Graficas y subgraficas

A continuacién hablaremos de las nociones basicas de la teoria de graficas. Los
origenes los podemos rastrear en el siglo XVIII, gracias a Euler y el problema de
los puentes de Konigsberg, en el cual ahondaremos mas adelante. Después, en
el siglo XIX se exploraron mas conceptos como el de grafica hamiltoniana. En
general, los problemas que ayudaron a desarrollar la teoria de gréaficas trataban
de modelar relaciones entre objetos, desde lo mas simple como el concepto de
linea y punto. Con el paso del tiempo se formalizé lo suficiente para proporcionar

los conceptos de una forma amigable, como la que presentaremos.

Una grdfica simple es un par ordenado G = (V, E) donde V es un
conjunto de objetos no vacio (posiblemente infinito) y E es un conjunto de
pares no ordenados de elementos distintos de V. A V lo llamamos el conjunto
de vértices de G y a E el conjunto de aristas de GG, también se denotan por
V(G) y E(G), respectivamente. Para fines précticos, dados u, v vértices de G
denotaremos a la arista {u,v} en G por uv, y diremos que esta incide en los
vértices u y v, a los que también llamamos extremos de uv. Decimos que u y
v son adyacentes o vecinos. En este caso, cabe notar que dada la definicién en
una grafica G' no hay aristas distintas con los mismos extremos, ni tampoco hay

aristas con ambos extremos en el mismo vértice.



Decimos que una gréfica G tiene orden n si la cardinalidad del conjunto
de los vértices de G es n y que tiene tamano m si la cardinalidad del conjunto
de las aristas de G es m. Ademds, se define el grado de u, vértice en G, como
el nimero de aristas que inciden en u y este es denotado por dg(u) = k. Si
conocemos la grafica en la que estamos trabajando basta denotar el grado del

vértice por d(u) = k.

Fig. 1: Ejemplo de una grafica con orden 4 y tamano 6

Definimos la vecindad de un vértice v en G como el conjunto
Ng(w) = {u € V(G) : w € E(G)}. La vecindad cerrada de v en G es el
conjunto Ng[v] = Ng(v) U{v}. Se sigue de la definicién de grafica simple que

da(v) = [N (v)].

En matematicas siempre es de utilidad definir subestructuras de las
graficas, como hacemos a continuacién. Dada G una gréfica, H es una subgrdfica
de G si es una grafica tal que V(H) C V(G) vy E(H) C E(G). Existen ademds
algunos tipos de subgraficas, por ejemplo, decimos que una subgrafica H de G
es una subgrdfica generadora si V(H) = V(G). En particular, si w € V(G),

e € E(G) y U C V(G) usamos la notacién dada por G — w = G[V(G) — {w}],



— ®
4 3 4 3

Fig. 2: Ejemplo de una subgrafica generadora
Una subgréfica H de G, es una subgrdfica inducida por vértices si existe

S C V(G) no vacio, tal que V(H) = S y si uv € E(G) con u,v € S, entonces

wv € E(H).

Fig. 3: Ejemplo de una subgréfica inducida por vértices

1.2 Tipos de graficas y operaciones

En esta seccion revisamos algunas familias de graficas de acuerdo a algunas de

sus propiedades y cémo crear nuevas graficas a partir de operaciones.



Describimos algunas de las més conocidas; decimos que una grafica G con orden
n es completa si dg(v) = n—1, para cualquier v € V(G). A una grifica completa

de orden n la denotamos por K.

4 3

Fig. 4: Ejemplo de una grafica completa K5

Una grifica G es bipartita, si existe una particién de V(G), en conjuntos
V1 y V5 tal que cualquier arista de G tiene un extremo en Vj y el otro en V5.
Una grafica G, es bipartita completa si todo vértice de V; es adyacente a todo

vértice de Va. Esta gréfica se denota por Ky, ., con n = |Vi| y m = |Va].

Fig. 5: Ejemplo de una gréafica bipartita con particién el conjunto de vértices

morados y el conjunto de vértices rosas

Particularmente, a una gréfica bipartita completa K; ,_1 se le llama

estrella y se le denota por S,,.



Dada una grafica G = (V, E) un apareamiento M en G es un conjunto
de aristas que no comparten ninguin vértice entre si. Decimos que una grafica
es k — regular si todos sus vértices tienen el mismo grado. Un k — factor de
una grafica G es una subgréfica generadora k — regular. Una k—factorizacion

es una particién de las aristas de una grafica en k — factores ajenos.

Fig. 6: Ejemplo de un apareamiento

La trayectoria de orden n es la grafica P, con conjunto de vértices
V(P,) = {v1,...,vn} y conjunto de aristas E(P,,) = {viviy+1: i € {1,....,n—1}}.
El ciclo de orden n es la grafica C,, con conjunto de vértices V(Cy,) = {v1, ..., vn }

y conjunto de aristas E(C,) = {v;v;11 : i € {1l,....,n—=1}} U {viv,}.

m

v1 V2 3 vy

Ty o @ @ | ] Cs

Fig. 7: Ejemplos de trayectoria y ciclo



Otras gréaficas que nos son utiles son las que se obtienen de hacer
operaciones con graficas. Algunas de estas operaciones tienen su origen en las
operaciones con conjuntos. En este trabajo mencionamos algunas operaciones

fundamentales.

Se define al complemento de una grafica GG, como aquella grafica G¢

con conjunto de vértices V(G¢) = V(G) y tal que uwv € E(G¢) si y solo si

O K

G

uwv ¢ E(G).

Fig. 8: Ejemplos de una grafica y su complemento

Consideremos dos gréficas ajenas en vértices G y H; la union GU H

es la grafica tal que V(GUH) =V(G)UV(H) y E(GUH) = E(G)U E(H).

1 4 5
o0 . 4 5
@
2 2
e o o o
3 6 7 3 6 7
(a) G (b) H (c) GUH

Fig. 9: Ejemplo de la unién de dos gréaficas



Se define la suma de las graficas G y H como la grafica G + H con
conjunto de vértices y aristas, respectivamente V(G + H) = V(G) UV (H) y

E(G+H)=EG)UEH)U{uww : ueV(G)yveV(H)}.

El producto cartesiano GUOH de las graficas G y H es la grafica con
V(GOH) = V(G) x V(H) y tal que (ug,us)(v1,v2) € E(GOH) si y solo si

up =01y ugvy € E(H) 0 ug =g y urvy € E(G).

El producto lexicogrdfico o composicion de dos graficas G y H es la
grafica que denotaremos por G[H| con V(G[H]) = V(G) x V(H) y tal que
cualesquiera dos vértices (g,h) y (¢',h') en G[H] son adyacentes si y solo si

g9 € E(G)og=g' y hh' € E(H).

u@®
a b C
G H @ L L
V@
(u,a) (u,c) (u,c)
G[H]
(v,a) (v,b) (v,c)

Fig. 10: Ejemplo de composicién de gréficas



La grdfica de lineas de G, denotada por L(G), es la grafica cuyo
conjunto de vértices es el conjunto de aristas de G, y dos vértices son adyacentes

si como aristas en G comparten un extremo.

G1

Fig. 11: G5 es la gréafica de lineas de Gy

Proposicion 1.1. No toda grifica es la grdfica de lineas de alguna grdfica.

Demostracion. De ser asi existirfan graficas con mas de dos aristas
incidiendo en el mismo vértice. Como contraejemplo, si consideramos a K 3, la
grafica de la cual se obtendria como gréfica de lineas tendria que cumplir que

tres de sus aristas inciden en un vértice, lo cual no pasa. [

a

K3

Fig. 12: K 3 no es gréfica de lineas de ninguna grafica



Sean G y H graficas de orden n y k respectivamente. Definimos a la
corona GO H como la grafica obtenida de tomar una copia de G y n copias de H,
uniendo el i-ésimo vértice de G con cada vértice de la i—ésima copia de H. Es
decir, si Hy, Ho, ..., H,, son las copias de la grafica H con conjuntos de vértices
V(H;) = {v;: 1<i<n,1<j<k}. Entonces V(G ® H) = V(G)U ‘[]1 V(H,)

1=

yE(GoH) = \J E(H;) UE(G) U {uv;, - 1<i<n1<j<k}.
=1

H

GoOH
o—©O

-

Fig. 13: Ejemplo de la corona de dos graficas

1.3 Caminos y distancias

Los caminos y distancias son muy utiles en la teoria de graficas, muchos de los
problemas que inspiraron al desarrollo de la teoria de gréficas involucran estos

conceptos. Por ejemplo, el famoso problema de los siete puentes de Koénigsberg
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que mencionamos anteriormente resuelto por Euler. El problema consistia en
recorrer las 4 regiones de tierra rodeadas por un rio, en la pequena ciudad de
Konigsberg, situada en la antigua Prusia; pasando una sola vez por cada uno de
los siete puentes de tal modo que se termine el recorrido en el punto de partida.
Euler también resolvié usando recorridos el problema del caballo, que consiste
en encontrar la forma de que dicha pieza de ajedrez, el caballo, pase por todas
las casillas de un tablero de ajedrez utilizando los movimientos validos para
esta pieza. En este sentido, la nocién de caminar sobre una gréafica se define a

continuacién.

Un camino W = (u = wug,u1,...,ux, = v) en una grafica G es una
sucesion de  vértices tal  que  {wg,u1,...,ur} - V(G) vy
uiui+1 € E(G) para todo i € {0,...,k — 1}; donde k es la longitud de W,
la cual denotaremos por {(W). También podemos llamar a W un wv-camino
en G. Dado un camino W = (ug,u1,...,u) definimos a su camino inverso
como W=t = (ug,ug_1,...,us,up). Dados dos caminos Wy = (ug,u1, ..., u) y
Wy = (v, v1, ..., 1), St up = vo, la concatenacion de Wy con Wy es el camino
definido como Wj - Wy = (ug,u1,...,ux = vg,01,...,v;). Claramente,
(W - Wa) = I(Wy) + [(W3). Decimos que un camino W = (ug,uq, ..., ug)
es abierto si ug # uy y en otro caso que es cerrado. El camino Wu;u;] denota

la subsucesién de W que va de u; a u; con 4,5 € {0,...,k} i < j.

Un paseo P en una grafica G es un camino que no repite aristas. Un

camino que no repite vértices es una trayectoria. Un ciclo C es un camino

11



cerrado de longitud al menos 3 que no repite vértices, excepto por el vértice

inicial y el vértice final.

Teorema 1.1. Siu yv son vértices distintos en G, entonces cualquier uv— camino

contiene una uv-trayectoria.

Demostracion. Procedemos por induccién fuerte sobre la longitud del
camino. Sea W un wv—camino. Como u # v, tenemos que (W) > 1. Si
(W) = 1, entonces W = (u,v), que ya es una trayectoria. Supongamos que
para todo uv—camino W, tal que 1 < I(w) < k, W contiene una uv—trayectoria.
Sea W un wv—camino de longitud k. Si W = (u = ug, uq, ..., ux, = v) no repite
vértices ya es una trayectoria. Supongamos que existen u; y u; con ¢ < j,
en W tales que u; = u;, consideremos al camino Wiug, u; — 1] - Wlu;, ug) que
resulta de eliminar el subcamino Wu;,u;] de W. Asi, (W') < (W) =k y
por hipétesis inductiva tenemos que W’ contiene una uv—trayectoria, y por lo

tanto, W también. [J

1

[ X

Fig. 14: El camino (1,2, 3,4,5,3) contiene a la trayectoria (1,2, 3)

Decimos que una grafica G es coneza si para cualesquiera u,v € V(G)

existe un uv — camino (uv — trayectoria) en G. En otro caso diremos que G es

12



IMCONETa 0 NO CONExa.

Decimos que una subgrafica C' de G es una componente conexa de G
si esta es maxima por contencién con la propiedad de ser conexa, es decir, para

cualesquiera u,v € V(C) existe W = (u = ug, u1, ..., ux, = v) camino en V(C).

Coloquialmente hablando, a una grafica conexa la podemos visualizar
como una grafica que podemos dibujar sin tener que despegar la pluma de
la hoja. Ahora, teniendo la definiciéon de grafica conexa, podemos definir la
distancia entre dos vértices, y veremos que a partir de dicha definicién podemos
ver el conjunto de vértices como un espacio métrico. Recordemos qué es un

espacio métrico.

Una métrica en un conjunto X es una funcién llamada distancia d :

X x X — R, tal que satisface las siguientes propiedades:

1. d(z,y) > 0 para cualesquiera x,y en X

2. d(z,y) =0siysolosiz=y

3. d(z,y) = d(y, z) para todo z,y € X

4. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) para todo z,y,z € X

La distancia geodésica entre dos vértices u y v en una grafica conexa

G la definimos como sigue:

de(u,v) = min{l(T) : T es una uv-trayectoria}.

13



Si I(T) = dg(u,v) decimos que T es una uv—geodésica.

Proposicion 1.2. La distancia geodésica es una métrica.

Demostracion. La longitud de cualquier trayectoria es en efecto por lo
menos 0. Ademas, d(u,u) = 0y si d(u,v) = 0, entonces u = v. Consideremos
una uv—geodésica T, entonces T~ ! es también una trayectoria de longitud
minima, pues de lo contrario existirfa 7" con I(T") = d(u,v) < I[(T~1), en cuyo
caso (T~1)~! serfa de longitud menor a T lo cual es una contradiccién, por lo
que la simetria en efecto se cumple. También pasa que d(z,y) < d(z, z)+d(z,y)
pues al tomar una xz-geodésica P y una zy-geodésica () podemos construir un

zy-camino C' = P - @), el cual contiene una xy—trayectoria T por el Teorema

Ast que, d(z,y) < U(T) <I(C)=1(P)+1(Q)) =d(z,z) + d(z,y). O

La distancia detour entre dos vértices w y v en una grifica G la

definimos como sigue:
D(u,v) = maz{l(T) : T es una uv-trayectoria}.

Proposicion 1.3. La distancia detour es una métrica.

Demostracion. La longitud de cualquier trayectoria es por lo menos
es 0. Ademas, si el méximo de las longitudes es 0 entonces estamos hablando
del mismo vértice. La simetria se sigue de que considerando una trayectoria T'
de longitud méaxima, T~! es también una trayectoria de longitud maxima, en
caso contrario tendriamos que existe 7" con [(T") > I(T~1), es decir, (T'1)~!

tendria longitud mayor a 7', lo cual no es posible. Ahora, para ver que se cumple

14



la desigualdad del tridngulo, tomamos 3 vértices u,v, y w, y consideramos T'
una trayectoria de longitud méxima entre u y v. Si w estd en T, entonces
D(u,v) < {(T[u,w]) + {(T]w,v]) < D(u,w)+ D(w,v). Por otro lado, si w
no estda en T entonces tomamos una trayectoria P que vaya de w a cualquier
vértice de T', mas ain una que solo tenga un vértice de T', a saber x. Hacemos
Ty = T[u,z] - Plx,w] y similarmente obtenemos una wv—trayectoria T5. De lo
anterior se sigue que D(u,v) < I(Th) + I(T2) < D(u,w) + D(w,v). O

1 3 5 7

Fig. 15: Ejemplo de grafica en la que d(1,7) = 3 pero D(1,7) =6

La distancia circular entre dos vértices u y v en una grafica G la

definimos como sigue:

cir(u,v) = d(u,v) + D(u,v).

Proposicion 1.4. La distancia circular es una métrica.

Demostracion. Se sigue de que las distancias geodésica y detour son

métricas. [J

15



1.4 Graficas isomorfas

Muchas veces trabajamos con descripciones distintas de una misma estructura.
En estos casos resulta redundante estudiar las propiedades de cada una de
sus descripciones. Por ello, nos interesa identificar cudndo dos graficas son

esencialmente la misma; ya que esto nos permite trabajarlas como una sola.

Dos graficas G y H son isomorfas si existe una funciéon biyectiva
f:V(G) — V(H) de forma que wv € E(G) si y solo si f(u)f(v) € E(H).

En este caso lo denotamos por G = H.

Se deduce que el isomorfismo de gréficas es una relacién de equivalencia.
Basta considerar la funcién identidad, la inversa de un isomorfismo y finalmente
la composicion de isomorfismos, para verificar la reflexividad, la simetria y la

transitividad, respectivamente.

(5] a

Uus Uug ¢ d

m U3 e b

Fig. 16: Ejemplo de dos graficas que son isomorfas

El siguiente teorema es conocido como el primer teorema de la teoria

16



de gréficas.

Teorema 1.2. (ler Teorema de la teoria de grdficas) En cualquier grdfica de

orden n y tamano m sucede que

Demostracion. Como cada arista tiene exactamente dos extremos al

sumar los grados estamos contando dos veces cada arista en G. [

Como consecuencia del Teorema [1.2| podemos ver que el isomorfismo

de gréficas, de hecho preserva orden, tamano y grado de los vértices.

Proposicién 1.5. Si las grificas G y H son isomorfas, entonces sucede que

[V(G)| =|V(H)|, |E(G)| =|E(H)|, y los grados de los vértices se preservan.

Demostracion. Como G = H entonces existe una funcién biyectiva
f: V(G) —» V(H), entonces |[V(G)| = |V(H)|. Ademds, si u € V(G), para
cualquier w € Ng(u) sucede que f(u)f(w) € E(H). Por lo anterior,
f(w) € Ng(f(u)) y de hecho son todos sus elementos. Asi, tenemos que
|[Ng(uw)| = |[Np(f(u))|. Por otro lado,

2AB(G)| = Y dw)= Y df(v)=2E(H),

veV(Q) f(v)EV(H)

de lo que se sigue inmediatamente que |E(G)| = |E(H)|.O

Cabe observar que los isomorfismos preservan caminos y ciclos de la

misma longitud que la gréfica tenga, ya que dado un camino W de longitud &k

17



en G con W = (ug, u1, ..., u) se puede construir un camino W’ = (vg, vy, ..., vg)

en H tomando v; = f(u;) para 0 <i < k.

Notemos que ademas el reciproco de la Proposicién [1.5| no siempre se
cumple, es decir, existen graficas Gy H con |V(G)| = |V(H)|, |E(G)| = |E(H)|,
y una funcién biyectiva entre sus vértices que preserva grados, pero G y H no

son isomorfas.

G H

Fig. 17: Ejemplo de que el reciproco de es falso

En la grafica G hay ciclos de orden 3, mientras que en H no hay por
lo que no son isomorfas. Sin embargo, es posible dar una funcién que preserve

orden, tamano, y grados de los vértices.

1.5 Circulantes

Como hemos visto previamente, suele ser de utilidad estudiar ciertos conjuntos
de graficas pues estas comparten caracteristicas y pueden servir para modelar

ciertas relaciones entre objetos. A continuacién estudiaremos la familia de
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graficas circulantes, pieza fundamental para modelar acordes musicales més

adelante.

Sean n y si, 82, ..., 5 enteros positivos con s; # s; para toda i # j
circulante, definimos a la grafica circulante C31-¢ con saltos {s1, $2,..., Sk }
como la grafica con vértices 1,...,n donde cada vértice i es adyacente a 2k
vértices: i £ s1,...,4 + s, (m6d n). Decimos que es una circulante de salto

consecutivo si s1, Sa, ..., S son enteros consecutivos modulo n.

1

1,3
07

Fig. 18: Ejemplo de una grafica circulante

Cabe notar que cualquier ciclo es de hecho una grafica circulante de
salto consecutivo 1, es decir, que C,, ~ C}. Una propiedad que tienen las
graficas circulantes es que son 2k—factorizables ya que cada salto genera un
factor. Ademds, son vértice-transitivas, esto es, dados vértices u,v € V(Q),

existe un isomorfismo f : V(G) — V(G) tal que f(u) =v.
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2 Independencia

En este capitulo se muestran conceptos sobre conjuntos independientes para asi
poder definir y calcular el polinomio de independencia para ciertas familias de

graficas.

Dada G una gréfica y S C V(G), decimos que S es un conjunto
independiente de G si para cualesquiera u,v € S, estos no son adyacentes en G.

El nimero de independencia de una grafica G es

a(G) = maz{|S| : S es independiente}.

El polinomio de independencia de una grifica G con n vértices es
Pg(z) = >} _yikz", donde iy es el nimero de conjuntos independientes de
cardinalidad k¥ en G. Notemos que i = 0 para toda k > a(G), e ip = 1 en
cualquier grafica G. El grado del polinomio de independencia no es n, sino el

nimero de independencia, a(G) < n.

Proposicién 2.1. (Gutman y Harari, 1983) Para cualesquiera dos grdficas G
y H, se tiene que

PGUH(I) = Pg(x) PH(IE)

Demostracion. Sean Gy H dos graficas que no comparten vértices.
Un conjunto independiente de cardinalidad k& en G U H se obtiene de tomar un

conjunto independiente de cardinalidad ¢ de G y un conjunto independiente de
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cardinalidad j en H de forma que i + j = k. Esto ya que cualquier conjunto
independiente S en la unién tiene como particién los conjuntos S; = SNV (G) y
Sy = SNV (H), los cuales son independientes en sus respectivas gréficas. Dados
dos conjuntos independientes S y Sz, en Gy H respectivamente, como Gy H
no comparten vértices, S; N Sy = (). También pasa que S; U S es un conjunto
independiente en G U H pues ninguna arista tiene un extremo en Sy y el otro

en Ss..

Ahora, denotemos el nuimero de conjuntos independientes de
cardinalidad k en G por ay y de H por by, entonces el coeficiente en el término

2 en Pgug(x) denotado por ¢y estd dado por anzo A bk —m. Asi,

a(G)+a(H) k
PGUH(x) - Z Z ambk—mxk
k=0 m=0

(@) a(H)

(Z akxk)(z bkxk)
k=0 k=0

= Pg(z) - Py(x).

Por lo tanto, Poup(x) = Pg(z) - Py (x). O

El resultado anterior se puede generalizar a la unién finita de graficas

ajenas por pares.

Corolario 2.1. Sean Gi,...,G; grdficas ajenas dos a dos. Si H = Ui’:o G;

entonces
l
Py(z) =[] P, ().
j=1
Demostracion. Por induccién sobre [, si [ = 2, se cumple por la
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proposicién anterior. Ahora suponemos que para algin [ € N, [ > 2, el corolario
se cumple. Sean G4, ..., Gi4+1 graficas ajenas dos a dos. Si H = Uézl G; entonces
Uﬁ:} G; = H U Gy41 y por hipétesis inductiva y el teorema anterior tenemos

que

l I+1
P16, (%) = Puva,, () = [[ Pou(@) - P, (@) = [ ] Pa.(@).
=1 =1

i=1 Tt

Por el corolario anterior es facil notar que, si C1,Cs, ..., C; son todas

las componentes conexas de una grafica G, entonces Pg(x) = Hé:l Pe, ().

Proposicién 2.2. (Gutman y Harari, 1983) Para cualesquiera grdficas G y H
pasa que

Pg+H($) = Pg(x) + PH(I) —1.

Demostracion. Basta notar que cualquier vértice v de G y v de H
son adyacentes en G + H, por lo que no existe ningin conjunto independiente
que contenga tanto vértices de G como de H. Sin embargo, cada conjunto
independiente de ambas gréficas sigue siéndolo en la suma. Si denotamos el
nimero de conjuntos independientes de cardinalidad k£ en G por a; y de H por
by, entonces para k > 0 el coeficiente ¢ en G + H esta dado por ¢, = ay + by,
sin embargo, cg = 1 = ag + bp — 1 pues solo el vacio tiene tamano 0. Asi,

Poim(x) = Po(z)+ Py(x)—1. O

Las siguientes proposiciones nos hablan de los polinomios de independencia

de algunas familias de graficas de suma importancia en la teoria de graficas.
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Proposicién 2.3. (Gutman y Harari, 1983) Para cualquier n € ZT, sucede

que Pk, (z) =1+ nz.

Demostracion. Como cualesquiera dos vértices son adyacentes en una
grafica completa, tenemos que solo los conjuntos unitarios de los vértices y
el vacio son conjuntos independientes en esta. Si denotamos el nimero de
conjuntos independientes de cardinalidad k en K, por ix, tenemos que ig = 1
y que i; = nzx, tenemos que para cualquier i, con k > 1, i = 0. Asi,

Pk, (z)=1+nz. O

Proposicién 2.4. (Gutman y Harari, 1983) Para cualquier n € Z7T,

Ps (z) =2+ (1 +z)" L

Demostracion. Sea c el vértice de S, con grado n — 1, es decir, para
cualquier otro vértice u € V(S,,), cu € E(S,), dado que los vértices terminales
en la estrella no son adyacentes entre si, tenemos que cualquier conjunto de
vértices es de hecho, un conjunto independiente, mientras que el tinico conjunto
independiente de S,, que contiene a ¢ es {c}. Tenemos que si i es el niimero de
conjuntos independientes de tamano k # 1 en S,,, pasa que iy, = (n;l)7 mientras
que para los conjuntos independientes de cardinalidad 1, i; = (”;1) + 1. Asi,

obtenemos por la expresion binomial correspondiente que

Ps, (z) = (z_: <n ; 1>xk) +l=a+ (1 +2)" "
k=0
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o

K3

Fig. 19: Estrella con polinomio de independencia Ps,(z) = 1 + 4z + 322 + 2®

El principio de inclusién y exclusién da pie a las ideas para el siguiente
teorema pues analizar qué sucede eliminando ciertos conjuntos es una préctica

comun en la teoria de graficas.

Teorema 2.2. (Hoede y Li, 1983 y 1994) Sea G = (V,E) una grdfica,
u,v,w €V, uww € E yU CV tales que la subgrifica inducida por U es una

subgrdfica completa de G. Se cumple

1. Pg(x) = Pg_w(z) + 2Pg_ N (2).
2. Pg(z) = Pg—e(z) — 2* Po_ N(w)un () (2)-

3. Pg(l') = PG,U({E) + xZueU PG—N[u] (1’)

Demostracion. Para la primer afirmacion, sea G una grafica, y w un
vértice de esta. Separamos los conjuntos independientes de G en dos. En la
primera parte, consideramos los conjuntos independientes que no incluyan a
w. En la segunda, a los que si tienen a w. Notamos que esto nos genera
una particién de los conjuntos independientes de G. El polinomio Pg_.,(x)
cuenta los conjuntos independientes de G que no tienen a w. El polinomio

Pg_njw)(z) cuenta a los conjuntos independientes que no incluyen a w ni a
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su vecindad, para recuperar a los conjuntos independientes que incluyen a w
basta tomar conjuntos independientes de G — N[w] y agregar w a estos, es
decir, multiplicar por = cada elemento del polinomio de G — N|[w]; esto es, es
agregar un elemento a cada conjunto independiente, asi, podemos concluir que

PG([E) = PG—w(x) + zPN[w] (I)

Para la segunda afirmacion, probaremos equivalentemente que
Pgs_. = Pg(z) + szg_N(u)UN(U)(x), donde uv = e. Para esto, notamos que
cualquier conjunto independiente S de G — e con e = uv cumple que {u,v} C S
o {u,v} € S. Si {u,v} C S, entonces S no es independiente en G, més atin,
tenemos que S—{u, v} es independiente en G— (N (u)UN (v)), es decir, si S—{u}
0 S — {v} es un conjunto independiente de tamafio k en G — (N(u) U N(v)),
entonces S es independiente de tamano k + 1 en G — e; por lo que para cada
elemento del polinomio estamos multiplicando por 2. Si {u,v} Z S, de hecho
sucede que S es independiente en G, asi que es contado en Pg(x). Asi, tenemos
que Pg_(z) = Pg(z) + 2> Pg_N@wun () (), es decir, que Pg(z) = Po_o(z) —

2% PG N (w)unN (v) ()

Para la tercera parte. Sea U = {uq,...,u,} en G tal que la subgrafica
inducida por U es completa. Consideremos S un conjunto independiente de
tamafio k en G. Si para todo u € U sucede que u ¢ S, tenemos que S es

independiente en G — U, asi que S es contado en iy, el k—ésimo coeficiente de

Pg_u(x).

Por otro lado, si para algin u € U pasa que u € S, entonces tenemos
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que U —{u} C N(u) € S, de modo que S — {u} es un independiente de tamaio
k—1en G — N[u] y por ende es contado en i;_1, el k — 1-ésimo término de
Pg_npy)(x). Como esto pasa para cada u € U, entonces hay tantos conjuntos

independientes en G que tienen algtin elemento de u como los hay en la suma

ZueU PG—N[u] (17)

Finalmente, multiplicamos cada término por x pues al agregar el vértice
u a cada conjunto independiente, estamos obteniendo un conjunto independiente
S de tamafio k para G. Por lo tanto, Pg(z) = Po_u(z) + ),y Pa—npw (@)

O

Sea G una grafica simple, se define el nimero de Fibonacci de G como
el nimero total de conjuntos independientes de vértices de G y se denota por

F(G) 13-
Observacién 2.3. Notemos que F(G) puede obtenerse de Pg(x) al evaluar este

enx =1.

Demostracion. Basta notar que F(G) = ZZ(:C(;)) ir, donde i es el

k—ésimo coeficiente de Pg(z). O

uy us Uy

Vo

Uz

Fig. 20: G con F(G) =2+4+1=7y con Pg(z) =22> + 4z + 1
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Teorema 2.4. (Helmut y Tichy, 1982) Si G y H son grdficas tales que

V(G)NV(H) =0, entonces

F(GUH) =F(G) - F(H).

Demostracion. De la Observacién 23] y la Proposicién 2.1 como
Fe = Pg(1), pasa que F(GUH) = Pgup(1l) = Ps(1) - Py(1) = F(G) - F(H).

O

Teorema 2.5. (Helmut y Tichy, 1982) Para cualquier grdfica G y u € V(QG)
se tiene que

F(G) = F(G — u) + F(G — N[u)).

Demostracion. De la Observacion y la Proposicién 2.2, sucede que

F(G) = Pg(1) = Pa—u(1) + PNy (1) = F(G —u) + F(G — N[u]).O

Decimos que S C V(G) es independiente mdximo, si |S| > |R| para
cualquier R C V(G) conjunto independiente de G. Decimos que es mazimal si

para cualquier u € V(G) — S, S U {u} no es independiente.

Cabe notar que no todo conjunto independiente maximal es méaximo.

o ® o
1 2 3 4 5

Fig. 21: El conjunto S = {2,4} es independiente maximal y V\S es

independiente méaximo

Decimos que una grafica G esta bien cubierta si todo conjunto independiente
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maximal de G es también un conjunto independiente maximo. La grafica G esté
muy bien cubierta o completamente cubierta si estd bien cubierta, no contiene

vértices aislados, y |[V(G)| = 2a(G).

SiG = (V,E), V ={v;: 1 <i<n}. Definimos G* como la gréfica

obtenida de G al agregarle una arista a cada vértice de G como sigue:

G*=VU{u :1<i<n}, EU{uw; :1<i<n}).

Observemos que G* se puede ver como la G ® Kj;.

Proposicién 2.5. (Levit y Mandrescu, 2009) La grdfica G* estd bien cubierta,

mds aun, estd completamente cubierta.

Demostracion. Notamos que U = {u1,...,u,} es el dnico conjunto
independiente maximo de G*, al agregarle cualquier vértice deja de ser independiente,
y cualquier otro independiente contenido en este no es maximal. U tiene tamano

V(G*)
2

, por lo que, G* estd bien cubierta y su orden es en efecto 2a(G*). O

Sean GG una grafica con n vértices y my el nimero de apareamientos

con k — aristas. El polinomio de apareamiento de G es

ma(x) = Z mya”.

k>0

Cabe notar que los apareamientos de tamano k en G inducen conjuntos

independientes de tamafio k en L(G). Més atin, sucede que mg(z) = Pr(g)(z).

Decimos que una sucesién finita de nimeros reales (ag, a1, ...,a,) es
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unimodal si existe k € {0,1,...,n}, donde ay, es llamado el modo de la sucesién,

tal que a9 < ... < ag—1 < ar > agt1... > Gn, €l modo es tnico si

ap_1 < ap > ap + 1.

Las siguientes sucesiones son unimodales:

a) la sucesion 1,2,3,3,4,2,1,1 es unimodal con modo 4, de modo tnico,

b) la sucesién 1,1,1,1,1,1,1,1,1 es unimodal, con modo 1 no tnico,

¢) la sucesion 8,9,9,9,8,7,6,5 es unimodal, de modo 9 y tampoco es unico,

d) la sucesién 1,5,8,16,16,12,0,0,0,0,0,0 es unimodal, de modo 16 que

tampoco es unico.

Teorema 2.6. (Brown y Hoshino, 2008) Si ay, denota el nimero de apareamientos

de tamano k en una grdfica, entonces la sucesion de estos numeros es unimodal.

Demostracion. Denotamos a a;(G) como el nimero de apareamientos
de tamano ¢ aristas en G. Sea m la cardinalidad de un apareamiento méximo
en G. Denotamos por r = r(G) al subindice més pequefio tal que a, > a;
con j € {1,...,k} Por definicién de m se cumple que es el mayor entero tal que
a,m # 0. Probaremos las siguientes afirmaciones por induccién fuerte sobre el

orden de G-

a) ag < a1 < ... < Gp > Apg1 > ooe > iy

b) r(G) —r(G—-v)=067(G)—r(G—v)=1.
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Cuando G tiene un solo vértice entonces es trivial que es unimodal y

se cumple por vacuidad la diferencia de los modos.

Supongamos que para toda grafica G con orden menor a n, la sucesién
de coeficientes de sus apareamientos es unimodal y cumple a) y b). Ahora
veamos que se cumple para n. Sea u un vértice en G, y consideremos N (u).
Cualquier apareamiento M de tamano ¢ cumple con alguna de estas opciones, o
no tiene ninguna arista que incide en u, esto es, es un apareamiento en G — {u}
(la cual cumple la hipétesis inductiva), o en otro caso existe v € N(u) tal que
M — uv es un apareamiento de tamafio i — 1 en G — {u, v}. Asf tendrfamos que

a;(G) = a;(G — u) + Z a;—1(G — {u,v}).

vEN (u)

Sea r = r(G — u), por la hipétesis inductiva, para cualquier v € N (u),
r(G—u)—r(G—{u,v}) es 0 0 1. Asi, para cada i < r sabemos por la hipdtesis
inductiva que a;(G — u) < a;4+1(G —u) y que a;—1(G — {u,v}) < a;(G — {u,v})
por lo que al sumar estas desigualdades resulta que a;(G) < a;4+1(G) para los
i < r. Similarmente, para i > r, tenemos que a;(G — u) > a;41(G —u) y
a;—1(G — {u,v}) > a;(G — {u,v}) y como la primer desigualdad es estricta al

sumarlas también lo es, asi que a;(G) < a;11(G) para los i > r.

Ahora, si a,(G) < ar4+1(G), entonces r(G) = r(G —u) + 1 o a,(G)

> ar4+1(G) en cuyo caso 7(G) = (G — u). Cumpliendo tanto a) como b). O

En la Figura 22, en GG, podemos notar que el inico apareamiento de

tamartio 0, es el conjunto @), los apareamientos de tamano 1 son {a}, {b}, {c},
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G Gy
\ a b
e d
Fig. 22: Gy conap =1,a1 =5,a2 =3,a3 =0y G conap=1,a; =6,a: =3

{d}, y {e}, por lo que hay 5, y los apareamientos de tamafio 2 son {a,d}, {b,e},

y {e,d}, es decir, 3 en total. Para toda k > 3 hay 0 apareamientos de tamano

k.

Es decir, si ap = {M C E(G) : M es un apareamiento y |M| = k}|,
tenemos una sucesion de la siguiente forma, ag = 1,a; = 5,a2 = 3,a3 = 0.
En la grafica G2, pasa algo parecido, pues podemos obtener por la cantidad de

apareamientos de distintos tamanos la sucesiéon 1,6, 3, 0.

Gs Gy

Fig. 23: G con ag = 1, a3 = 10, ag = 15, a3 =0y G4 con a9 = 1, a; = 4,

a2:18,a3:6,a4:0

Finalmente, al tomar las graficas G5 y G4 en la Figura 23, es facil
verificar que al contar los apareamientos de todos los tamafnos también generamos

las sucesiones 1,10,15,0 y 1,4, 18,6, 0; respectivamente.

Un polinomio P(z) es llamado unimodal si la sucesién de sus coeficientes

es unimodal.
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Teorema 2.7. (Brown y Hoshino, 2008) El polinomio de independencia de la

grdfica de lineas de cualquier grdfica es un polinomio unimodal.

Demostracion. Notemos que Pp(¢)(z) es el polinomio de apareamiento
de G. Por el Teorema@los coeficientes de Pp ) forman una sucesién unimodal,

asi que es un polinomio unimodal. [J

Los conceptos anteriores son de gran ayuda cuando se trata de obtener
el polinomio de independencia para ciertas graficas y sus complementos, como
Levit y Mandrescu [10] demostraron en varios de sus textos y como trataremos

de senalar en la seccién posterior.

2.1 Polinomio de independencia de C¢

Recordemos que C31%2%  la grafica circulante con saltos s1, so, ..., Sk, €s la
grafica con vértices 1, ..., n tal que el vértice i es adyacente al vértice i+ s; (méd
n) con 1 < j < k. La d—ésima potencia de una grafica G, denotada por G¢,
con V(G) = V(G?) y para cualesquiera u,v € V(G?%), uv € E(G?) si y solo si

d(u,v) <d.

En la circulante C}2-4 dos vértices son adyacentes si y solo si su
distancia geodésica es a lo més d, esto es, uv es una arista si y solo si d(u,v) < d.
En este sentido, las gréficas circulantes de salto consecutivo coinciden con C¢.

Para facilitar la escritura, adoptaremos la notaciéon de potencia para referirnos

a estas graficas circulantes de salto consecutivo 1,2, ...,d, ya que son estas las

32



graficas que estaremos trabajando.

Fig. 24: C3,

En esta seccién, se tratard de determinar el polinomio Ped (z), para
todo n > 1. Cabe notar que cuando n < 2d + 1, sucede que Cff es de hecho la

grifica completa Ky, es decir, que Poa(z) = P, (v) = 1 + na.

Ya conocemos el polinomio de independencia cuando n < 2d + 1. A

continuacién se considera el caso en el cual n > 2d + 2.

Teorema 2.8. (Brown y Hoshino, 2008) Sea d > 1. Se cumple que

Poa(x) = Poa_ (x) + - Poa_ (x) para todo n > 2d + 2.

Demostracion. Como n > 2d + 2, pasa que a(C%) > 2, pues existen al
menos dos vértices u y v tales que d(u,v) > d, es decir, que no son adyacentes.

Para facilitar la notacién, a partir de ahora denotamos el coeficiente para el
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término 2 en un polinomio P(z) por [2F]P(x). Sucede que

[2°]Pea(z) = [2°]Ppa (z) + [2°](2 - Pea

) . _(@)) pues tinicamente el conjunto
e G

() es independiente de tamafio 0 en las graficas C¢ y C¢_,, lo cual quiere decir
(@) = 0.

() pues

que [2°]Ppa(z) = 1 = [xO]Pcd71($)7 ademds de que [2°](z - Poa_,

También se cumple que [2']Pea(z) = [xl]PCgil(z) + [z (= - Poa_
[z Pca(x) = n, [;vl]PCd_l(x) =n—1ycomoenx- Py (x) el coeficiente

)(z) = 1. Mostremos ahora

)(@)-

de x! es [z0]Pc,_,_, (), entonces [z!](x - Poa_,

fijando k > 2, que [2*]Pca(x) = [2¥]Poa (2) + [2¥](2 - Poa_

n—1 n—d—1

Sea {v1,vg, ..., v} } un conjunto independiente de cardinalidad k en C2.
Notamos que 0 < v; < v < ... < vy < n — 1 pues un conjunto de vértices de
tamafio n no es independiente. Para cualesquiera dos vértices v; y v; que no
sean adyacentes en C%, sucede que |v;—v;| > d. Asi, tenemos para 1l <i < k—1,

que:

1. v —v; >d.
2. n+ (v1 —wvg) > d.
Ahora, si S* es el conjunto de todos los conjuntos independientes de
tamafio k en C?, lo podemos separar de la siguiente manera:
Sy = {{v1,v2,...,u} es independiente en C¢ : vy, —v_1 =d+ 1}y
Sy = {{v1,v2, ..., v} es independiente en C% : vy —vp_y > d + 1}.

Claramente, S¥* = S; U Sy y S; NSy = 0, por lo que se tiene que
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[2F]Pea = |S1] + [Sal.

Afirmacién 1: Pasa que |S;| = [xkil]PCd,d,l'

Creemos una funcién biyectiva ¢ entre S; y los conjuntos independientes

en C?_, | detamafo k — 1. Esto probard la igualdad deseada.

Para cada elemento de S, asignamos a {vq,vs,...,v;} el conjunto

{Ul, V2, ...,Uk_l}.

Como vy, = vi—1+(d+1), sucede que ¢ es inyectiva. Ahora construimos
C! obtenida de CZ al contraer algunos vértices de la siguiente manera, si v en
{vr — d, ..., v;}, entonces v es enviado a v + d + 1 (mdéd n). Ahora observamos

lo siguiente.

Observacién 2.9. Primero, C), tiene n —d — 1 vértices.

Esto sucede ya que {vg — d, ..., v} tiene cardinalidad d 4+ 1 y son los
vértices que ya no estan en Cj,. Si renombramos los vértices, primero v; = u;
para j < k y a partir de vi1 de manera que los recorramos d + 1 lugares, es
decir, v; = u;_q—1 cuando j > k+1 (méd n —d — 1). Cabe notar que después
de la contraccion, los vértices desde vy —d hasta v no se encuentran en la nueva

grafica, asi que a la hora de regresarlos pasa que j > k+d+ 1.
Observacién 2.10. Ademds, los vértices u; y u; son adyacentes si y solo si
itj<d.

Consideremos dos vértices u; y u; con u; adyacente a u; y veamos los
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siguientes casos:

Si i =1, u;, entonces se cumple que v;44+1 = v1 (mdéd n). En este
caso, cumple las adyacencias de v;, como v;4+441 en la contracciéon ya no es
adyacente a aquellos vértices menores a v, pasa que u; tiene solo las adyacencias
correspondientes a v1. Por otro lado, puede suceder que 7,5 < k, en este caso

ambos son v; y v; respectivamente, los cuales ya eran adyacentes.

Supongamos entonces que i > k, en este caso u; viene de v; 4441 y este
vértice cumple ser adyacente a v; solosii+d+1—d—1=1lo era en Cd, es
decir, cuando i £ j < d. Sii > k y j > k entonces ambos vienen de v;1441 y
v;+a+1 Tespectivamente, y estos son adyacentes si y solo si ya lo eran en C¢. Lo
anterior da pie a que CJ, es isomorfo con C’fL 4—1- Lo que hicimos fue de hecho

definir la funcién 1 de la siguiente manera:

Y:V(CI_, ) — V(C)) tal que

n

¢(Ui) =u;sii<k
Y(v;) =
1,[)('01) = Uj+d+1 sii Z k.
Para ver que ¢ es un isomorfismo basta ver que vecindades van a dar
a vecindades, es decir, para cualquier v € V(C?_, ), sucede que si u € N(u),

n

entonces ¥ (u) € N(¢(u)).

Notamos que los vértices que tienen distancia menor o igual a d, de
hecho son adyacentes en ambas graficas, més atn, si dos vértices no son vecinos

en la imagen, pasa que a la hora de ser regresados en la circulante original,
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estos no podrian ser adyacentes por la observacién anterior. De lo contrario,
existirfan dos vértices v; y v;, cuya distancia es menor o igual a d. Asi, en la
grafica obtenida después de hacer la contraccién existen v,u con d(u,v) < d,
pero esto no es posible. Lo anterior prueba que de hecho, C/ puede ser vista
como la gréfica circulante de orden n —d —1 con salto consecutivo hasta d. Asi,

/ : d
C}, es isomorfo a C_,_;.

. . . / .
Afirmamos que ¢(vy,vs, ..., v) es un conjunto independiente de C,? si

y solo si {v1,va,...,vp — 1} es un elemento de Sj.

1

Tenemos que ¢(vy,va,...,v;) es un conjunto independiente de C,

d i v solo si
Cf_ 41 siy solo si

1. g1 —v;>dparal <i < k—2.

2. (n—d—1)4+v; —vp_1 > 2.

También, {v1,va, ..., v} es un elemento de Sy si y solo si

1. vi+1—vi>dpara1§i§k—2.
2. v —Up_1 =d+ 1.

3. n4+wv; — v >d.

La condicién v;41 —v; > d para 1 < i < k — 2 es claramente cierta en

ambos casos.
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Si ¢(vy, v, ..., v) = {v1,v2, ..., 05—1} €s un conjunto independiente de

/
cy,

entonces (n —d — 1) + v; — vp—1 > d. Sea vy = vi—1 + (d + 1). Entonces,
{v1,v2,...,v5-1,v5} es un conjunto independiente en CJ  pues
(n—d—1)4v; — (v — (d+ 1)) > d, es decir, n + v1 — vy > d. Por lo tanto,

{v1,v2, ..., Up_1, U } estd en Sy.

Ahora probemos el regreso. Si {vy, v, ..., U5—1, Uk} estd en Sy, entonces
v —Ug—1 =d+1yn+wv —vg >d Asi, (vp —vgp—1) + (n+v1 —vg) >2d+ 1,
es decir, (n —d — 1) +v; — vg—1 > d. Asi, ¢(v1,v2,...,v;) es independiente
en C). Por lo anterior, hemos establecido que ¢ es una biyeccién entre los
conjuntos en S; y los conjuntos independientes de cardinalidad k — 1 en C!, que

es isomorfa a C¢_, . Finalmente, |S;| = [zF~1]Po Con esto concluimos

n—d—1"

la demostracién de la Afirmacién 1.

Afirmacion 2: Sucede que |Sz| = [z¥]Pga_ .

Ahora daremos una biyeccién ¢ entre S5 y los conjuntos independientes
de tamafio k en C?_,. Para cada elemento (v1,vs,...,v;) de So, definimos

q{)(vl,vz, ...7’Uk) = {1}1,’[}2, ceny Uk — 1}.

Observamos que esta funcién es inyectiva ya que vp — 1 no causa
problemas, pues la distancia entre vy_; y vi es mayor a 1. Construimos la

7 "d o
grafica C,,* contrayendo el vértice vy a v — 1.

1 . , .
C,% es isomorfa a C?_; pues los vértices que eran adyacentes a vj, son

ahora adyacentes a vi_1. Es decir, que si v, estd a salto d o menor de otro
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vértice, vy — 1 estd a salto d — 1 o menor de ese mismo vértice, y a la hora de
contraer, los vértices a salto d con v, ahora estan a distancia d de vi_q por
lo que sigue siendo la gréfica circulante de salto consecutivo hasta d también

cuando se contrae.
En este caso el isomorfismo entre las dos gréficas es el siguiente:

¢:V(Cd ) — (C,l;d) tal que

oplv))=u;sii<k—1y
p(vi) =

¢<Ui) =wu;_1 sii<k.

Ademsds, afirmamos que ¢(vy,vs, ..., v) es un conjunto independiente

de C;:d si y solo si {v1,va,...,v;} es un elemento de Ss.
Primero notamos que ¢(v1,ve, ..., vg) es un conjunto independiente en
Cl'd siy solo si
1. vjp1—v; >dparal <i <k —2.
2. (vg—1) —vp—1 >d.

3. (n—1)+1}1—(1};€—1)>d.

También {vy,vs, ..., 5} estd en Sy siy solo si

1. vjgg—v; >dparal <i<k—2.
2. v —Vg_1 >d+ 1.

39



3. n4+wv; — v >d.

Los dos conjuntos de condiciones son equivalentes claramente. Asi
que la biyeccién se da, por lo que |So| = [2F]Pqa - Més atin, como ambas

afirmaciones se cumplen, tenemos que Ppa(v) = Poe  (z) + 2 Poa — (z) . O

n—1

d—1

Aun no sabemos que sucede cuando n < 2d + 1, el siguiente teorema

nos proporciona una férmula para el caso en el que n > d + 1.

Teorema 2.11. (Hoshino y Brown, 2008) Sea n > d + 1. Entonces,

l7%1)

n n — dk
Pog@) = > n—dk( i >=””'“~

k=0

Demostracion. Por el Teorema [2.8] cuando n > 2d + 2 tenemos que

Pea(z) = Poa (v)+2:Pga_ (z). Para calcular el polinomio de independencia

n—1 n—d—

cuando n < 2d 4+ 1 haremos uso de funciones generadoras.

Sea

Pea(z) paran > d+1
fn = lparal <n<d

d+ 1 paran = 0.

Notamos que cada f, es un polinomio en zx.

Verifiquemos f, = fn_1+ - fn_q_1 para todon > d+ 1.

Cuando n > 2d + 2, por el Teorema se cumple. Cuando

d+2<n<2d+ 1, la grafica es la completa de orden n, en cuyo caso:
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fao=l4nz=0+n-1)z)+2-1=fo1+2 frn_a-1-
Finalmente, cuando n = d + 1, la grafica es la completa de orden n,
far1=1+({d+ Dz =fa+x- fo.

Asi, f, = fao_1 + 2 fn_a—1, para n > d + 1. Sea ahora

F(z,y) = Z;O:O fpy?P. A continuacién veremos que para cada n > d+ 1,

[zFy" F(a,y) = ("3%) +d (0 = 22 (00,

Como f, = fn—1+ - fn_d—1, para cualquier n > d + 1, tenemos

Syt =Y fay"+x Y facaay™ (1)

n=d-+1 n=d-+1 n=d-+1

Notamos que podemos ver a > -, 41 fny" de la siguiente manera

s} d
S hayt=Flay) = > fay" (2)
n=0

n=d-+1

Por otro lado,

o0 o0 oo
Soofayh = D> oy =y ( fn_ly"_1> ;
n d

n=d+1 n=d+1
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mas aun,

[e%S) d—1
Z fnflyn =Y (F(.’lﬁ,y) - Z fnyn> : (3)

n=d+1

De manera similar, se tiene

o0 oo oo
Z frn—a—1y" = Z frmaay™Thy T =yt Z fr—aay" 4

n=d-+1 n=d+1 n=d+1
oo
=y > facay" T =y T (2, y). (4)
n—d—1=0

Asi, sustituyendo , y en obtenemos:

Z fnyn: Z fnflyn'*'x' Z fnfdflyna

n=d+1 n=d+1 n=d+1

lo que se convierte en

d d—1
Fz,y) =Y fay" =y <F(fv,y) -> fny"> +ay™ F(z, y)
n=0 n=0

y factorizando llegamos a que

d d—1
Fz, )1 —y—ay™) = fo+ iy + > fay" — foy = Y fay™ !

n=2 n=1

d d
Fz,y)(1—y—ay™) = fo+ fry+ D> fat" = foy = Y fa1y™
n=2

n=2

Notamos que ademés
d d d
Sy =)y =Y faay”
n=2 n=2 n=2
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por como fue definida f,, ya que f,, =1 con 1 < n < d. Més ain, tenemos que

fo=d+1, y en particular que f; = 1. Asi, al sustituir obtenemos la igualdad

F(:c,y)(lfyf:cyd“) =d+)+y—(d+)y=d+14+y—dy—y=d+1—dy;

es decir,

F(z,y)=(d+1—dy)(1—y—ay*)!

d+1—dy

R )

Réapidamente recordamos que la serie leio ar® converge y su suma es

1= Lo anterior resulta en que

—

F(z,y)=(d+1—dy) Zera:de dJrlfdyZ 1+ zy?)
t=0 t=0

y factorizando

F(z,y) =(d+1—dy) ZytlJr:ry
t=0

Ahora, para cada t € Z7T, sucede que y*(1 + zy?)* se puede ver como

S0 o (Datyttde | correspondiente a:

y' (14 ay') = Z ( ) i <i) ztyttde,

Asi



Ahora, queremos extraer [z¥Fy"|F(z,y). Para esto notemos que el

coeficiente se puede separar en las dos partes anteriores:

1) = ety ) S ()t ety 3 (g

t,u=0 t,u=0

Si obtenemos los coeficientes binomiales correspondientes en ambos

polinomios, tenemos que

[z"y")(d + 1) i (i) 2y — (4 41) (n —kdk>

t,u=0
ya que en la suma, al tener el termino con z* y querer y™ pasa que u = k y que

t 4+ dk = n, por lo cual n — dk = t.

Por otro lado, [xky"]dzzzzo (yauyttdutl = d("_‘ik_l) ya que en

este caso k = u hace que t + du + 1 = n, es decir, que t = n — dk — 1.

Los dos coeficientes resultan en:

yires) =@ (") -a(" T,

Al distribuir, obtenemos

n —dk n—dk—1
1 — =
aen () ()
n — dk n —dk n—dk—1
() ) -7 0
Ahora, recordemos la siguiente identidad de Pascal:
n—1 n n—1\ (n
k k—1) \k)’
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que

de este modo,
n—1\ (n _ n—1
k—1) \k k

entonces podemos aplicarla y de lo anterior, tendriamos especificamente

n —dk B n—dk—1\ (n—dk-1
k k N kE—1
sustituyendo (),
() I = () = () A
Desarrollando, resulta que

n—dk n—dk—1\ __ n—dk)! kd(n—dk—1)!
(") Hd(M ) = k!((nfdkfk) + k!((nfdkfk))!

_ (n—dk)!+kd(n—dk—1)!
= El(n—dk—k)!

(n—dk—1)![n—dk+dk]
Rl (n—dk—Fk)!

n(n—dk—1)!
k!(n—dk—k)!

(n—=dk) n(n—dk—1)!
n—dk  kl(n—dk—k)!

_ n (n—dk)(n—dk—1)
n—dk kl(n—dk—k)!

=tk (n;dk)'

De esta manera,

[#41Peg(@) = [*y" P y) = —— (n _k:dk>.
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Observamos que el coeficiente no es cero (por las combinaciones) cuando
n —dk > k, es decir, n > dk + k = k(d + 1), que equivale a que k < 747~ Lo

anterior determina el grado del polinomio, el cual serfa | 7% |.

, . sl _
Asi, podemos concluir que en efecto, Pra(z) = ,ch{f (" kdk)xk.[]
n - -

Hasta el momento, hemos encontrado una férmula para el polinomio

de independencia de graficas de salto consecutivo C2.

Ahora, daremos una férmula para Pcfg(x), el polinomio de independencia

del complemento de CZ.

2.2 Polinomio de independencia de C’_,‘Zf

2.2.1 Casos particulares n =2d+2, n=2d+3y n>3d+1

A continuacién nos enfocamos en obtener el polinomio de independencia del
complemento de circulantes de salto consecutivo. En esta seccién, analizaremos
los siguientes casos: cuando n = 2d + 2, n = 2d+ 3, n > 3d + 1,. El caso en
el que 2d + 4 < n < 3d, sera resuelto en la siguiente seccién, mediante el caso
general n > 2d+2. Aunque el caso general también incluye los primeros 3 casos,
los analizaremos por separado ya que son casos interesantes dada la forma en

que podemos expresar su polinomio de independencia.
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2.2.1.1 Cason=2d+2

Notamos que cuando n = 2d + 2, pasa que CT% es la unién ajena de d + 1 copias
de K>, ya que la cantidad de vértices es par, y los vértices que no tienen saltos
son aquellos opuestos entre si, es decir, los vértices i,j tales que i +j =d + 1
(méd n), forman una arista en C’ig. Asi, por el corolario de la Proposicién

tenemos que

Per(w) = T2} Prcy () = (P, ()1 = (14 22)471,

2.2.1.2 Cason=2d+3

Ahora, si n = 2d + 3, entonces C’iff es simplemente el ciclo Cy443. Para ver lo
anterior, basta notar que el vértice i serd adyacente al vértice i + (d + 1) y al
vértice i — (d + 1), pues —(d + 1) 2 d + 2 (mdd 2d + 3). De hecho, el ciclo que

se forma con todos los vértices de la grafica se puede ver como
1,d+2,2d+3,d+1,2d +2,d,2d + 1,d — 1,2d,...,2,d + 3, 1.

Asi, por el Teorema [2.11] el polinomio de independencia es Pc,, ().

2.2.1.3 Cason>3d+1

Basta ver a Cd como una gréfica circulante con saltos d + 1,..., % |. Primero

notamos que en la grafica C¢

no

ningin vértice ¢ es adyacente a los vértices i +

d+1,i+d+2,....,i+n —d, por lo que en el complemento, estas adyacencias
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suceden. Esto es, la grafica del complemento de hecho puede verse como una

grafica circulante también. Lo anterior da pie al siguiente teorema.

Teorema 2.12. (Hoshino, 2007) Sea n > 3d + 1, pasa que Cd = C’:H’M’ng Yy

Pez(r) =1+ nz(1 + r)?.

n

Demostracion. La grafica tiene vértices 1, 2, ..., n en la cual cada vértice
i es adyacente a los vértices i + (d+ 1), + (d + 2),...,i + (n —d + 1) (mdd n).
El vértice i estd presente en (kil) subconjuntos independientes de tamano k
con (k > 1) del subconjunto de vértices {i,7 + 1,...,7 + d} con los vértices
considerados moédulo n, esto es, pues el conjunto i+ 1, ...,7 + d, tiene tamano d.
Notemos que para los conjuntos independientes que tienen a i y algtin vértice de
je{i—1,i1—2,...,i—d}, basta considerar los (kﬂl) subconjuntos independientes

del conjunto {j +1,...,5 + d} que tienen a j.

Conforme i corre por cada uno de los n vértices, contamos cada conjunto

independiente de tamano k una vez exactamente. Asi
[xk]Pcn(d) (x)=n (kfl) para k > 1y de eso se sigue que
Pea(z) =1+ Yjoin (1) e =1+ nYh 1o (1)) 2"t =
1+ 2271:0 n (kil) gkl =
Lt ne(Yh o (171) @71 = 1+ na(l+2)

Pe(z) = 1+ nz(X0,) () 2! =1+ nz(1 +2)%

n
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Por lo tanto, Pzz(z) = 14 na(1 + z)%. O

2.2.2 Caso general n > 2d + 2

2.2.2.1 Herramientas para la demostracién del caso en el que 2d+4 <

n < 3d

Los siguientes conceptos abonaran a la resolucion del teorema que trata de los
complementos de las graficas circulantes de salto consecutivo, cuando 2d 4+ 4 <
n < 3d. Estudiaremos la estructura de ciertas sucesiones y la relacién que
tienen con los conjuntos independientes para facilitar el cdlculo del polinomio

de independencia de estas familias de gréficas.

2.2.2.2 Sucesiones de diferencia y sucesiones validas

Para cada {v1,vs,...,v;} subconjunto de vértices de la gréifica G de orden n,

donde los vértices son 1 < vy < vg < ... < v < n, la sucesion de diferencia es
(dy,da,....dy) = (v2 — v1,v3 — Vo, ..., Uk — Vp—1, 1 + V1 — V).

Notemos que los d; representan la distancia entre los indices de los

vértices correspondientes.

Observacién 2.13. Zle d; =n pues (vg —v1) + (v3 —v2) + ...+ (vp —vp—1) +

(n+vi—vg) =1 —vi)+(v2—v2)+...+n=04+0+...+n=n.
Observacién 2.14. Sucede que v; = v1 + 23;11 d; para cada 1 < j < k pues
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v + Zf;ll di =v1+ (v —v1) + (v3—v2) + ... + (v —vj_1) = (1 +v2+ ... +

Uj_l) — (Ul + v+ ...+ ’Uj_1) +v; =v;.

Sean i, j enteros 1 < 4,j < k. La subsucesion ciclica de la sucesion de

diferencia D del término ¢ al término j es

(di7di+17 "'7dj717dj) con 4 S]
Dij =

s

(di7di+17 vy d,dy, dso, ...,dj) coni>j

6 5

Fig. 25: En, Cé’z la sucesion de diferencia dada por I = {1,2,9} es D; = (1,7,1)

En la Figura 25 sucede que Dy 1 = (7,1,1) y D32 = (1,1,7), D1 = (1)

y D12 = (1,7) son algunas subsucesiones ciclicas de Dy.

La sucesién de diferencia D = (dy,ds, ...,d;) de la gréfica circulante

d+1,d+2,.‘.7L%J

Ch es vdlida si no hay subsucesion ciclica de d; consecutivos cuya

suma sea un elemento en {d+1,d+2,...,[5]}.

En la Figura la sucesién dada por I = {1,2,3} es vélida,

Dy = (1,1,7) pues las posibles sumas de subsucesiones son 1,2, 7, 8,9 mientras
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(a) I =41,2,3} (b) S =1{1,5,6}

Fig. 26: O30

que en la sucesién dada por S = {1,5,6} no es valida, pues Dg = (4,1,4)
tiene la suma del primer término igual a 4, que es de hecho L%J

Teorema 2.15. (Brown y Hoshino, 2008) Sea I = {v1,va, ..., 05} con sucesion

Lolg)

d
de diferencia Dy = (dy,da,...,dy). I es independiente en Cn+ sty solo

st Dy es vdlida.

Demostracion. Supongamos primero que I es independiente, esto
significa, que por pares, los indices de los vértices de I estan a una distancia o
menor que d + 1, o mayor an —d — 1, es decir, d; <d+1,0d; >n—(d+1).
Asi, la suma de los elementos de la sucesién correspondiente, nunca resulta ser

un elemento de {d +1,d+2,..., | 5]}.

Sea Dy = (dy,da, ..., di) la sucesion, dada por I. Siesta no fuese vélida,
podriamos encontrar una subsucesion ciclica de términos consecutivos tal que

su suma estd en {d+1,d+2,...|5]}. Consideramos {v;, vit1,...,vj_1,v;} dicha
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subsucesién, tal que ¢ < j y sea (d;, diy1, ..., d;) su sucesién de diferencia.

Caso 1. Si j = k entonces

di+ ...+ di—1+di = (Vig1 —vi) + .+ (v — Vk—1) + (R +v1 — k)

n -+ vy — Vg

pero n+uv; —vg ¢ {d+1,d+2,...[ 5|} pues por hipdtesis vivy ¢ E(CZH’”"EJ).

Caso 2. Si j < k, entonces
di +dis1 + ..+ dj—1 + dj = (vier — i) + (Vig2 = Vig1) (V41 — V)
= Vj41 — Vi,

d+1,...,|2
pero v;y1—v; & {d+1,d+2,...[ 5|} ya que por hipdtesis v 1v; ¢ E(C’nJr1 LZJ),

Supongamos entonces que ¢ > j, asi que la sucesién de diferencia es

(di,dit1,...,dx, d1,da, ..., d;), con lo cual la suma es

di+ .. +di+di+ ... +dj = (Vig1 —vi) + .. + (n+ 01 —vg) + (v2 —v1)
+ (v3 = v2) + oo + (vj41 — vy)
= 0+ (Vig1 + -+ vp) — (Vi1 + o + Vi)
+n4(vi+ ot vy) = (v 4 vy) Fvia
= v +n+vj41

=n+ (vj41 = vi)

pero I es independiente, asi que n + (vj41 —v;) € {d+1,d+2,...|5]}

A+l g
pues v;41v; ¢ E(CnJrl L2J).
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Asi, queda demostrado que D; es vélida.

Para el reciproco, si Dy es véalida, para cualquier par de vértices ¢ < j

en I, podemos considerar la subsucesién dada por estos sin contar a d;, entonces

> di=di+digy+ .. +dj

i<I<j

= (Ui+1 — Ui) + (’Ui+2 — viJrl) + ...+ (’Uj — Ujfl)

con, v; — v; + + vl €es decir, que €S en erecto 1mmdependilente
v 7 ¢{d 1?d 27 I_TQLJL d.7q I ftdp d't;

lo que finaliza la prueba. [

2.2.2.3 Resultado sobre combinaciones

Para poder obtener una férmula en el cuarto caso vamos a usar un lema sobre
combinaciones. Este consiste en contar m—tuplas (Q1, Q2, ...Q.,) con una suma
que tenga un total de ¢ elementos distintos al cero en los @Q;, y donde @Q; sea

una sucesion (posiblemente vacia) de nimeros naturales.

Lema 2.15.1. Sea aq,as,...,a, y k enteros no negativos tales que Z;il a; = k.

k

T) m—tuplas (Q1,Q2,...,Qm) que contienen un total de t

Hay exactamente (
elementos diferentes a 0 en los Q; donde cada Q; es una sucesion (posiblemente

vacta) de enteros positivos cuya suma es a lo mds a;.

Para ilustrar la demostraciéon, usemos como ejemplo el caso en que

(a1,a2,a3) = (5,6,4),m =3,k =15,t = 6.
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Escribimos primero una sucesion de 15 unos, y ponemos 2 barras entre
estos unos para crear una particién correspondiente a la 3—tupla (5,6, 4). Ahora

elegimos cualesquiera 6 de los 15 unos. Claramente, existen (15

6) maneras de

elegir exactamente 6 unos de esta sucesion.

1,1,1,1,1(1,1,1,1,1,1[1,1,1,1
———

a1:5 a2:6 a3:4

Ahora, queremos enviar cada seleccién a una 3—tupla tinica (Q1, Q2, Q3)
que contenga un total de 6 elementos diferentes al 0 en @)1, Q2 y @3, para que
Y Q1+ > Q2+ > Q3 < 6. Para cada Q;, 7; es el j—ésimo uno en la particién
del Q; elegido. Q; = (ro — 71,73 — 712, ....;Tp —Tp_1,a; +1—1rp) parai € {1,2,3}.
Es decir, en Q1 tenemos que 11 =2y ro =4, en Qs pasaquer; =1, r =2,y

r3 = 6 y finalmente en Q3 resulta que r; = 2.

Es importante notar que para cada i € {1,2,3} la forma en que
definimos @; se parece a como definimos una sucesion de diferencia, sin embargo,
en el ultimo término, en vez de utilizar r; utilizamos un 1. Lo anterior se hace
para que podamos calcular a partir de los @; los valores en cada sucesién dada

por los a;.

Denotamos por Q;(j) el j—ésimo elemento de la sucesiéon @Q;. Si
Q1 = {2,2}, podemos ver que Q1(2) = a1 + 1 — 79, es decir, 2 = 5+ 1 — o,
entonces 1o =54+ 1—2=4, y como Q1(1) =re — ry, entonces 1y =4 —2 = 2.
Similarmente de Q2 y @3 podemos obtener los valores correspondientes de los

r;. Notemos que a cada sucesiéon @Q; podemos asociarle una circulante de orden
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;.

1
6 2
5
2
5 3
3 4
(a) C§‘3 asociada a Q1 (b) C} asociada a Q2
1 2
[ J o
[ ]
3 4

(c) Ci asociada a Q3

Fig. 27: Definimos en (a) para los vértices 2y 4 Q1 = (4—2,5+1—4) = (2,2),
en (b) para los vértices 1,2y 6 Q2 = (2—1,6—-2,64+1—-6) = (1,4,1) y en (c¢)

para el vértice 2 Q3 = (4+ 1 —2) = (3).
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Especificamente,

Q1:{272} Q2:{1,471} QS:{?)}
Y Qi=4<5=ar Y Q:=6<6=a » Q3=3<4=ay

" _n " _n " _n
a; = 2,4 ay =1,2,6 a3 =2

Demostracion. En general, escribimos primero una sucesion de k unos,
y ponemos m—1 barras entre esos unos para crear una particién correspondiente
alam—tupla(ay, ag, ..., a;, ). Ahora elegimos cualesquiera t de los k unos. Claramente,

existen (’z) maneras de elegir exactamente ¢ unos de esta sucesién.

Cada seleccion la enviamos a una m—tupla tnica (Q1, Q2, - . ., @m) que
contiene un total de ¢ elementos diferentes al 0 en los @Q;, asi, la suma de los

elementos en cada @); es a lo mas a;.

Consideramos la subsucesién de a; unos en la particion i—ésima Si
no hay elementos seleccionados en esta subsucesion, entonces hacemos @; = 0.

Notamos que 7;; es el j—ésimo uno elegido en la parte a; Definimos
Qi = (Tiz — Ti1, 743 — Ti2y ooy Tip — Tip—1, G + 1 —13p).
En otras palabras, cada ; se puede pensar como algo parecido a la

sucesion de diferencia de los p vértices elegidos en una circulante de orden a;.

Notamos que para cada i, »_ Q; = a; + 1 —r1; < a;. Esta construccién

. k . s
nos garantiza que cada una de las ( t) selecciones nos genera una m—tupla tnica

Q1,Q2, ..., Qm con un total de ¢ elementos distintos a 0. Asi >~ Q; < a;.
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Por otro lado, para cada a; podemos determinar de manera tinica los ¢
unos que fueron seleccionados de dicha sucesién. De la definicién de @; podemos
determinar las posiciones de los r;; empezando por 7y, luego de 7,; podemos
obtener r,_1;, de este podemos obtener a r,_9;, y seguir hasta que tengamos
los valores de todos los ;. Hacemos eso para todos los i. Asi, la seleccién de
la m—tupla (Q1, Q2, ..., @m) genera a una seleccién dnica de ¢ elementos de una
sucesion de k unos. De esto podemos concluir que la construccién es biyectiva

y la prueba queda completa. [

2.2.2.4 Sucesiones [-construibles

Ahora queremos definir ciertos tipos de sucesiones que posteriormente ayuden
a contar los conjuntos independientes en las graficas que estamos trabajando.
Estas sucesiones ademads tienen sus andlogos con las sucesiones validas que ya

definimos previamente.

Sea D una sucesién de diferencia de C4

n?

donde n > 2d + 2. Se cumple

que para el entero [ > 0, D es [-construible si

D = Q1,p1,Q2,p2, ..., Q2141, 2141

cumple con las siguientes propiedades:

1. Cada p; es un entero con p; > n — 2d.

2. Cada @Q; es una sucesién de enteros, posiblemente vacia.
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3. Si S es una subsucesién, posiblemente ciclica, de términos en D tal que S

contiene a lo més [ de los p;, entonces >, S < d. Sino, >S5 >n—d.

Ahora probemos que cada sucesion de diferencia valida se puede expresar
de manera tinica como una sucesion de diferencia [-construible para exactamente

[>0.

Primero notamos que como el complemento de cualquier subsucesion
consecutiva de D es también una subsucesién consecutiva de D, entonces existe
una subsucesién de términos consecutivos con suma ¢t si y solo si existe una

subsucesién de términos consecutivos con suma n — t.

Lo anterior quiere decir que de hecho D es vélida si y solo si no hay
subsucesién de términos consecutivos que sumen a un elemento en el intervalo

discreto [d 4+ 1,n —d — 1].

Ahora, por la tercer propiedad en la definicién de [—construible, cada
sucesién [—construible es vélida. Lo anterior sucede ya que cualquier subsucesion

de términos consecutivos tiene suma a lo mas d y por lo menos n — d.

Probemos que cada sucesién de diferencia vélida es [—construible, para
exactamente un [ > 0. Primero, construimos un [ que satisface las condiciones

y que ningin otro numero es suficiente.

Lema 2.15.2. (Brown y Hoshino, 2008) Sea D wuna sucesién de diferencia
valida de Cg. Existe un entero I > 0 tal que D es l— construible. Para

este entero I, D es l—construible de manera inica sin contar las permutacines
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ciclicas.

Primero mostremos con un ejemplo la idea para la prueba. Consideremos
el caso en que n = 89 y d = 40. La sucesién de diferencia en este caso es
D =1(9,1,9,2,9,20,10,19,2,9), la cual es vélida pues ninguna subsucesién tiene
su suma en el intervalo cerrado [41,48]. Empecemos construyendo una sucesién
Rit1 Rots...Rrt7 que serd la base para construir una sucesién Qqp1...Q21+1P2i+1
que cumpla la definicion. Notemos que n — 2d = 9. Como no importa si
hacemos permutacién ciclica, tomamos t; = 20. En este caso, Ry = 0, to = 10,
Ry = 0,t3 = 19,Ry = {2},t4 = 9,Rs = 0,t5 = 9,Rs = {1},t6 = 9, Ry =

{1},t; =9, y Ry = 0. Es decir, tenemos que

D=20,10, 19, 2, 9, 9, 1, 9, 1, 9.
NN N S M A A
ti ts ts Rg ta ts Rg te¢ Ry U7

Sea [ > 0 el entero mas grande tal que para cualquier subsucesién X
de términos consecutivos de D, > X < d, X incluye a lo més [ de los ¢;. En
nuestro ejemplo, [ < 3 porque si tomamos a X = {20, 10, 19}, este incluye tres
de los t; y > X =49, pero 49 > d. Se puede ver que de hecho | = 2 pues por

pares la suma nunca es mayor a 40.

Para este [ veamos que D es [—construible, y que ademads la asignacién

de ;s y p;s es Unica sin contar permutaciones ciclicas.

En principio notamos que 7, cumple que 7 > 2l = 2(2)+1 =441 =>5.
En este caso, los p; se asignan del conjunto de ¢;, mientras que los @); los vamos a

tomar de los R; y de los t; que sobren. Por la definicién del indice [ > 0, hay una
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subsucesién X que contiene [+1 de los ;s tal que su suma se pasa de d. Como D
es valida, no hay subsucesién de términos consecutivos que esté en el intervalo
cerrado [d+1,n—d—1], por lo que esta suma es mayor que n—d— 1, es decir, que
> X >n—d=49. Lo que hacemos es permutar los elementos de D, de forma
que

X = {20,10,19} aparezca en frente de D, o en otras palabras, redefinimos

los R; y los t; para que tengamos que

t1+ZR2+t2+...+ZRl+1 + 1141 > 49

ZX249

20410+ 19 =49 > 49.

Hacemos p; = t; para 1 <i<l+1y Q; = R; para 2 <14 <[+ 1. Es decir, en

este ejemplo tenemos que
X = {207 107 19}ap1 = 207@2 = (2)7292 = 103@3 = w Yy p3 = 19.

Es importante que ninguno de los ); contenga un término ¢;, de lo contrario

pasaria que X tiene a lo mas [ = 2 de los p;, pero su suma se pasaria de d = 49.

Ahora, si D es [—construible, necesitamos que los p; y @Q; elegidos

cumplan que

ZQZ +p2+~-~+ZQl+1 +pl+1+ZQl+2 < d = 40.
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Como lo anterior ya contiene 2 de los p; agregarle p; o cambia la desigualdad a

S Qetpt o+ Quatpai+ Y Qo+ paa >n—d=89— 40 = 49,

204+10+194+24+9=60>n—d =389 —40 = 49.
Lo cual tiene sentido pues esta subsucesién contiene [ + 1 = 3 de los p;.

Sea ahora T = > Q2 +pa+ ... + > Qi+1 + pi41 = 10+ 19 = 29. Se
tiene que > Q12 <d—T =40—29 = 11. Ademds > Q1o +pi42 >n—d—T,
conn—d—T =89 — 40— 29 = 20, es decir, > Q2 + pi2 > 20. De las dos
desigualdades anteriores podemos asegurar que de hecho @Q;12 fue elegido de
manera Unica, pues es menor o igual a 11 y mayor o igual a 10. Notamos que
para algin k > 0, pasa que @42 estd formado por primeros k elementos de la

sucesién que resta, asi que podemos hacer
X/ = RZ+Qa tl+27 RZ+Sa tl+3; ceey Rma tma Rl = 27 97 97 13 95 17 9.

M4s atin, p;4o = 9 tendria que ser el siguiente término, es decir, el (k4 1)-ésimo
término de X’. De hecho, afirmamos que k es el entero mas grande tal que
los primeros k términos en X’ sumen a lo més a d — T = 11. Esta eleccién es
Unica porque si k no es el mayor entonces > Q12 + pi42 < d—T =11, lo que
contradice la desigualdad que tenfamos de que > Q2 + pi42 > 20. En este
ejemplo, T'= 29, X’ = {2,9,9,1,9,1,9}, Q4 = {2,9}, y ps = 9. Consideremos
la suma T + > Q42 + pi42 > d = 40. Por como elegimos a k esta suma si es
mayor a 40. Como ademas D es valida, esta suma se pasa de 48, porque este

total representa la suma de una subsucesion de términos consecutivos de D.
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Lo anterior nos dice que > Qi12+pit2 > n—d—T = 89—40—29 = 20.
Asi, la forma en que elegimos p; y @; para todo 2 < ¢ < [ 4 1 nos genera de

manera unica los Q12 y pi+2 que satisfacen la [—constructibilidad.

Ademsds, p;1o debe satisfacer que pj1o > n—2d porque T+>_ Q142 < d
v T+Qi+2+pi+2 > n—d. Con ese mismo argumento cualquier p; > n—2d, lo que
prueba que cada uno fue de hecho elegido de los t; como queriamos. De hecho,
todos los términos hasta los correspondientes a 2 + 1 ya estan elegidos, por lo

que los que restan van a dar a Q1. Con la construccién anterior tendriamos que

D=1,9, 20, 10, 19, 2,9, 9, 1, 9.
N
Qi pP1 P2 P3 Qi ps Qs P5

Demostracion. En general, primero definimos D = Ryt Rato...Rintm
donde cada t; > n — 2d y cada R; va a ser una sucesién de términos tal que
> R; < m—2d. Asi cada sucesién D tiene una representaciéon unica salvo

permutacién ciclica de los elementos.

Sea [ > 0 el mayor entero tal que cualquier subsucesién X de términos
consecutivos de D, sucede que > X < dsi X incluye a lo més [ de los t;s. Para
este [ > 0 probaremos que D es [—construible. Mas atn, la forma de asignar los
Q; y pis es uUnica (sin contar las permutaciones ciclicas). Primero, suponemos
que m < 2l. Ry +t1 + Ry +ta+ ... + R; + t; < d porque esta sucesiéon contiene
exactamente [ de los t;s y por como elegimos a [. Andlogamente se tiene que
Rip1 +ti41 + ... + Rop + to; < d. Al suponer que m < 2[ pasaria que sumando

lo anterior, Y D < 2d < n, lo cual es una contradiccién. Asi, m > 21 + 1.
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Sim = 2] + 1, podemos hacer Q; = R; y p; = t; para todo i. En este
caso cada D es [—construible pues Y D < d cuando D tiene a lo més [ de los p;s,
ysino », D >n—d. Ahora, suponemos que m > 2[ + 1. En este caso, vamos
a asignar a los p; como alguno de los ¢;, mientras que los @Q; los sacamos tanto
de los R; como de los t; que no ocupemos para los p;. Por como definimos [,
tiene que haber una subsucesion X que tenga [+ 1 de los ¢; y cuya suma exceda
a d. Como tenemos que D es valida, no hay ninguna subsucesiéon que sume al
intervalo [d+1,n —d —1]. Esto es, > X > n —d. Ahora, vamos a permutar los

elementos de D tal que X aparezca al principio de D, es decir, tendriamos que
t1+> Ro+to+...+> R+t >n—d

Hacemos para p; = t; para 1 < i <[+ 1, también hacemos Q; = R;
para 2 < i <[+ 1. Cabe notar que esta seleccion sirve para que ; no contenga
ningin término ¢; pues de lo contrario X tendria a lo més I de los p; pero su

suma seria mayor a d. Luego,

D Qotpat ot Quatpi+Y Qo <d,

pues ahi hay [ de los p; y

ZQQ +p2+...+ZQl+1 + Pi+1 +ZQZ+2 +piy2 > n—d,
pues ahi hay [ 4+ 1 de los p;.
SeaT =>Qa+ps+ ...+ > Qrr1 + pi+1- Entonces > Q10 <d—-T

Y Y. Qir2+piye > n—d—T. Como cada p; y Q; ya fueron asignados para

2 < i <Il+1, tenemos que T es un entero fijo. Asi, tenemos que dada la eleccién
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de [, resulta que Q42 es unico con la propiedad de que n —d — T — pjyo <

Q2 <d-T.

Notamos que para algin k > 0, @2 consta de los primeros k elementos
de la sucesién X' = Ryqoti1o+ Riyo +tipo + ... + Ryt R1. Més atin, pyyo es el

(k 4+ 1)-ésimo término de X'.

Afirmamos que k es de hecho el entero mas grande tal que los primeros
k términos de X’ sumen a lo més d — T. Esta eleccién es unica porque si k no
fuera el entero méds grande que lo cumple, entonces > Q12 + pi42 < d—T lo
cual es una contradiccién con que Y Qiy2 + pry2 > n —d —T. Es decir, como
k lo conseguimos de forma tnica, ;42 representa los primeros k elementos de
X' para que D sea [—construible. Si consideramos T + Y Qjy2 + pi12 > d,
por cémo elegimos a k, esta suma excede d. Como d es valida, esa suma debe
ser por lo menos n —d. As{ > Q12+ piy2 > n—d—T. Por la construccién
que acabamos de dar, una vez que fijamos a p; v @; para 2 < i < [+ 1,
entonces Q12 y pi+2 quedan determinados y satisfacen las propiedades de
{—constructibilidad. También pasa que pjy2 > n—2d pues T+ > Q12 < dy
T+> Q42+ pi+2 = n—d. Con el mismo argumento se prueba que p; > n—2d.

Es decir, que cada p; fue en efecto elegido de los ¢;.

Similarmente Q; y p; se determinan cuando i =i + 2,7 = [ + 2 hasta
i = 2l + 1. Una vez que quedan elegidos Q2;+1 ¥ pai+1 nos quedan términos

sueltos los cuales asignamos a Q1. [
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A continuacién, comprobamos que este [ es tnico.

Lema 2.15.3. (Brown y Hoshino, 2008) Si D es l—construible, entonces para

cualquier I # 1, D no es I'—construible.

Demostracion. Suponemos que D es [—construible y I’—construible.

Supongamos que I’ < I. Asi, D se puede expresar como sigue,
D = Qlapla QQa sy Q2l+17p2l+la

/ / / / ! /
D= Qlapla Q2ap2a ooy Q21+17p21+17

de forma que:

1. Cada p;,p} es un entero con p;,p; > n — 2d.
2. Cada Q;, Q) es una sucesién de enteros, posiblemente vacia.

3. Si S es una subsucesion, posiblemente ciclica, de términos en D tal que S

contiene a lo més I de los p;,p}, entonces Y, S <d. Sino, Y S >n—d.

Para cada 1 < j < 20/ + 1, definimos X; la subsucesién
Xj=0},Q 1, D)1y s Q;+l,,p;.+l,, con los indices vistos médulo (21'41). Como
X contiene exactamente !’ + 1 de los p}s, > X; > n — d. Esta sucesién X es
una subsucesién de términos consecutivos en D = Q1,p1, Q2, P2, s Q2141, P21+1,
esto es, pues D solo esta reorganizada respecto a como veiamos la sucesién dada
por I’. Como )" X; > n —d, entonces X; debe tener al menos (I +1) de los p;s

porque D es [—construible. Ahora, para cada 1 < 7 < 2I’ + 1, definimos U(Q;)
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el niimero de p;s que aparecen en @Q’, y definimos o(p}) = 1 si pj = p; para
algin p;, y si no lo hacemos 0. Cabe notar que cada X; contiene al menos [ + 1

de los p;s, pues si visualizamos cada X; se ven como sigue:

/ ! / !
X1 = p}, @y, Py Q1/+2

’ / / /
X2 = P2, Q37 "'apl’+2a Ql/+3

/ / / /
Xl = pl’7Ql/+27 <y Poyrs Q2l’+1

/ / / /
Xl+1 =DPrii1s Ql’+27 < D1 Ql

/ / / / / /
Xor = Poyrs Qapry1:P15 Qs s Py Qu

/ ! / ! / / /
X2[’+1 = p2l’+1a Qlapla Q27p27 Q37 "'7pl’+1a Ql’-‘rQ

o(p;) +0(Q)ry) +o(pjr1) + .. +0(Qjyp) +o(jyy) 21+ 1.

Sumando sobre todos los 1 < j < 2l + 1, tenemos que como cada (@) lo

contamos [" veces y a cada o(p;) lo contamos I’ + 1 veces, pasa que

Vo
'Y o@)+ 1 +1) Z 1+ 1) +1).

Lo anterior lo podemos reescribir y queda que

241 (+DEFD) -+ )2 o)

> 0@ = 7 =
j=1
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Para cada 1 < j < 20’ + 1 definimos Y; como la subsucesién

_ !/ / / / ! / !
Y; = Qj?pj7 Qj+17pj+17 D) Qj+l/717pj+l’717 QjJrl’v

con indices médulo (20" +1). > Y; < d, pues Y contiene a lo més [ de los p;s

vy D es [—construible. Asi, tenemos que

o(Q5) + o)) + o(Qjr1) + o (Plr) + - + 0 (Plyr—1) + (@) < L.

Sumando sobre todos los 1 < j < 2I’, tenemos que

21 +1 20 +1

U+1) > a@)+1 ) alp)) <12 +1).
j=1

j=1

Esta desigualdad la podemos reescribir de la siguiente forma

QZM @) < D=V o)
o(&;) = .
et U +1

Asi, tenemos dos desigualdades en términos de ZZl + a(Q})y Z?l 41”1 a(p}). De
estas dos desigualdades obtenemos que

I+ 1)U +1)— (' +1) zjl o) B 120 +1) =1 221 o))
U - U/+1 ’

I 21 +1

I+ + 1)@ +1) = (1" +1)? o(p)) W@ +1) =17 o(p)l’

J

[ )
+
—

Il
N

20 +1
' + DI+ +1) =N <A =17 +2+1) > o(pf)

N
N
=

™

o) > W +1+1+1=1

Roo
S
t —

o(pf) =1+1+1

IR
+ L
t

o(pj) > 2" +1 (esto porque I > I').

.
Il
_



Ahora, debe pasar que J(p;.) > 1 para algin indice j. Sin embargo,
cada a(p;-) < 1 lo cual nos genera una contradiccién y ya podemos concluir que

[ es tnico para la [—constructibilidad.[d

2.2.3 Demostracion del caso general n > 2d + 2

Finalmente, podemos obtener una férmula para obtener Pgz(x) utilizando las

herramientas anteriores.

Teorema 2.16. (Brown y Hoshino, 2008) Sea (n,d) un par ordenado con
n > 2d+2 an:?g y fijamos r =n — 2d — 2 > 0. Entonces

d
7550 . e .
Pp,(x) =1+ 3,87 g8 (1)) a2 (1 + z)d- 1042,

Cabe notar el Teorema P.12] es resultado directo de esta afirmacion.

Especificamente, cuando [ = 0, pasa que

LT%J d—1
U T RS ] d—1(r+2
P, (z)=1+ ; 2ln+1( o] )x 1 +2) (r+2)

=1+22'(1+a)*

=1+nz(1+42)%

Demostracion. Por la definicién de [—construible, dada una sucesién
de este tipo, cada subsucesién de términos consecutivos de esta tiene una suma

fuera del intervalo cerrado [d + 1,n — d — 1]. Asi, cada sucesién [—construible

es valida en C¢ para cada [ > 0. Por los Lemas [2.15.1] y [2.15.3 (que dicen que
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para cada sucesién l-construible hay una sucesién de diferencia valida para este
1), podemos afirmar que existe una biyeccién entre las sucesiones de diferencia
vélidas en C¢ y la unién de todas las sucesiones [—construibles para [ > 0. Cada
sucesion de diferencia valida D corresponde a una sucesién [—construible tinica,

para exactamente un [ > 0.

Si queremos determinar el niumero de sucesiones de diferencia validas

en C¢

n?

es suficiente determinar el niimero de sucesiones [—construibles para cada
[ > 0 y enumerar su uniéon. Sea D una sucesién [—construible, para algin [ > 0
fijo. Asi, D es vélida en @. Por definicién, cualquier subsucesién de términos
consecutivos que contengan [ de los p; debe sumar a lo méas d. Consideramos una
sucesiéon [—construible D = Q1p1Q2ps....Q214+1P21+1. Enumeramos las sucesiones
l— construibles posibles para este [ > 0 fijo. Mostraremos que cada sucesion

[—construible D se genera de la siguiente forma:

1. Primero escogemos una tupla ordenada (a1, as, ..., as;+1) de tamatio 20+ 1

de enteros no negativos cuya suma sea k = (2 4+ 1)d — In.

2. Luego, seleccionamos Q1, Q2, ..., Q241 de maneraque > Q; < aj4;41 para
cada 1 < j < 20+ 1. Notamos que para j > [+ 1 el indice j + 1+ 1 se

reduce médulo (21 + 1).

3. Ahora, cada p; queda determinado de forma unica y satisface que

p; > n — 2d.

4. La sucesién D = Q1p1Q2p2...Qa1+1P21+1 €s —construible.
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Los pasos anteriores nos ayudan a contar el niimero total de sucesiones

de diferencia [—contruibles.

Definimos X; = Q;,pj,...; Qjti—1,Pj+1—1 para cada 1 < j < 20 41,
donde los indices los tomamos médulo (21 4+ 1). Como X; contiene [ de los
pis, entonces y_ Xj < d. Sea a; el entero tal que Y X; = d — a;. Entonces
cada a; > 0. Sea X} = X;,Q;+1. Entonces ) X! < d porque de nuevo, X
contiene solo [ de los p;s. Asi, Zle => X, + > Qit+; <d, lo que implica que
> Quyj <ajyaque ) X = X;+> Qir;. Estose cumple para todos los j, asi
que agregandole [ + 1 a ambos indices y reduciéndolos médulo (21 + 1) queda

que Y Q; < ajii+1. Notamos que

> Qi+pi=n—(Qjr1+ -+ Qupitt) — (Qji1 + +o + Qjyar +pyya)
=n- Z Xjy1 — ZXJ+I+1
=n—(d—aj41) = (d—aj4i41)

=n—2d+ Qi1+ Qjpiya-

Como ) Q; < ajyi41, tenemos que p; > n—2d+a;11 > n—2d, lo que
es consistente con la definicién de [—constructibilidad. También se debe cumplir
que k =Y a;. Ademds, tenemos > X, = d — a; para cada j. Agregando 2/ +1

sumas. Tenemos In = (2l +1)d —k o k= (21 + 1)d — In > 0 con k fijo.

Por otro lado, observemos que para cualquier par de enteros n y k,

, k
el nimero de k—tuplas (a1,as,...,ar) con ar > 0 tal que Y . jar = n es
(”‘}:Il) Por lo que como los a;s son enteros no negativos con suma k, podemos
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afirmar por el Lema [2.15.3| que hay (k;lzl) maneras de escoger la (21 4+ 1) -

tupla (a1,aq,...,a2:41). Para cada una de las tuplas seleccionamos los @;s
para que Y. Q; < ajqi41. Por el Lema si nuestros @);s tienen un total
de t elementos distintos al cero, nuestra seleccién de @;s se puede hacer de
(%) maneras. Esta sucesién {—construible D contiene un total de 20 + ¢ + 1
términos, con t de estos obtenidos de la unién de los @;s y uno para cada p; con
1 <47 <20+ 1. Tenemos (k;fl) (]z) posibles sucesiones [—construibles con

2l + ¢t + 1 términos.

k+2l) (k

Por lo tanto, existen (“37) (}

) sucesiones de diferencia validas con
21+t +1 términos. Notamos que algunas de estas sucesiones son permutaciones

ciclicas de otras, y notamos que hay que tomar esto en cuenta cuando determinemos

el nimero de conjuntos independientes con 2] + ¢ + 1 vértices.

Sea 1) el conjunto de pares (v, D), donde v es un vértice de C¢ y D es

k+2l) (k

cualquiera de las ( . l) sucesiones [—construibles con 2] + ¢ + 1 elementos.

Tenemos para cada uno de los (k;rfl) (];) pares en ¥ que corresponderd a un

conjunto independiente I con 2 + ¢ + 1 vértices:

I={v,v+di,v+di+da,..;v+dy +do+ ...+ doyys, }
donde los elementos estan reducidos médulo n y acomodados de forma creciente.
Ahora justificamos que cada conjunto independiente I aparece exactamente
(21 4+ 1) veces por esta construccién. Para esto, la clave es que cada D es
una sucesion [—construible, con la forma: D = Q1,p1,Q2,p2, s Qo21+1,P21+1-

Es decir, hay exactamente (2] 4+ 1) permutaciones ciclicas de D tal que esta
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tenga la forma de una sucesién [—construible: para cada permutacién ciclica,
la sucesién comienza cn @;, para algin 1 < ¢ < 2] + 1. Asi, debemos dividir el
numero total de conjuntos independientes entre (2! 4 1), esto es, ya que cada
uno se repite esa cantidad de veces. En otras palabras, hay 21L+1 (k;fl) (];)

conjuntos independientes con 2] 4+t + 1 vértices. Como esto es cierto para cada

[>0y0<t<k=(2l4+1)d— In, se sigue que
Peg(w) = 1+ Eizo Xico oz (V37) (1)1
=1+ leo #—&-1 (k;lzl) Zf:l p20+1 (lz)xt
= 1+ Sipo g (5) #2101 + 2"
=1+ leo ﬁrl ((21+1)d27ll(n72)) le“(l +x>(2l+1)d—ln.

Notamos que se requiere que k = (2] 4+ 1)d — In > 0 para que existan
conjuntos independientes. Asi, sucede quel < ﬁ. Dejando que r = n—2d—2,

concluimos que

) e .
Pea(r) =14+ 3257 o4 (1507) (1 )d -l ),
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3 Aplicacién a la musica

Los conceptos musicales son amplios y han ido cambiando a lo largo de la
historia, ademds de que varian de cultura a cultura, por lo que es dificil definir
algunos. En este capitulo hablaremos de algunos de los més utilizados en
occidente. También mostraremos una aplicaciéon de los conjuntos independientes

en este ambito.

Primero que nada, la maisica, aunque definida de muchas formas, es
esencialmente el arte de ordenar los sonidos con el fin de evocar ciertas emociones
en el oyente. Para escribir musica normalmente se utiliza el pentagrama, el cual
estd representado por cinco lineas horizontales equidistantes entre si. También
se usan claves, que son signos que definen las notas escritas en el pentagrama.

Las claves més usadas son de sol y fa.

(&
|l

Fig. 28: La clave de sol en el pentagrama superior y la de fa en el inferior

La escala musical estandar empleada en la musica occidental consta de
7 notas, do-re-mi-fa-sol-la-si las cuales estdn dispuestas en 12 semitonos C, C#,
D, D#, E, F, F#, G, G#, A, A#,y B, donde las letras representan las notas
musicales C' =do, D =re, E = mi, F = fa, G =sol, A=la,y B=si,y#

llamado sostenido, el cual significa medio tono por encima de la nota en la que
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se indique. Estas notas tienen una cualidad llamada altura, la cual determina

si cada nota es grave o aguda.

Un intervalo simple lo definimos como la distancia en semitonos entre
dos notas musicales. Si la distancia entre dos notas equivale a dos semitonos, le
llamamos un tono y lo denotamos por T, y a los semitonos los denotamos por
st. A continuacién presentaremos una tabla con los intervalos simples; aquellos

que no excedan una octava.

Distancia
Tipo de intervalo Notacién

en T y st
Unisono 0 -
Segunda menor 1 st 2m
Segunda mayor o tercera disminuida 1T 2M
Tercera menor o segunda aumentada 1T+ 1st 3m
Tercera mayor o cuarta disminuida 2T 3M
Cuarta justa o tercera aumentada 2T 4+ 1st 4]
Cuarta aumentada o quinta disminuida (tritono) | 3 T 4A
Quinta justa o sexta disminuida 3T 4+ 1 st 5J
Sexta menor o quinta aumentada 4T 6m
Sexta mayor o séptima disminuida 4T + 1 st 6M
Séptima menor o sexta aumentada 5T Tm
Séptima mayor 5T + 1st ™
Octava justa 6T 8J
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A la escala musical también se le conoce como la escala tet (12-tone
equal temperament), de temperamento igual, o escala templada, lo cual hace

referencia a la divisién en doce partes iguales de los tonos.

Una tonalidad puede tener varios modos, cominmente mayor o menor.
Llamamos escala de un tono a una sucesiéon de notas, ya sea ascendente o
descendente (en términos de altura). Al tono inicial de la sucesién le llamamos la
nota fundamental. Decimos que la escala es mayor si esta formada de modo que
los intervalos de una nota consecutiva tienen la estructura T-T-st-T-T-T-st. La
escala mayor mas conocida es la de do mayor. Esta escala estd compuesta por las
8 notas naturales (sin alteraciones, es decir, sin sostenidos) CDEFGABC'. Las
escalas menores de una nota estan dadas por la estructura de intervalos T-st-T-
T-st-T-T. La escala menor natural mas conocida es la de la menor, compuesta

por las notas naturales BACDEFGB.

Cada nota es identificada con su clase de tonos correspondiente, es
decir, cada C se refiere a la misma nota, sin importar su octava, por ejemplo,

la clase de tonos de do esta compuesta por todos los do de todas las octavas.

C/IDIE|F|IG|A|B|C|DIE|F|G|A|B|C|D|E|F|G|A|B

Fig. 29: Ejemplo de un piano con 3 octavas empezando en do
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Cabe notar que las clases de tonos son el andlogo musical a clases de

equivalencia.

El compds lo consideramos como la unidad de tiempo en la que se
divide una obra musical. También decimos que dos sonidos son enarmonicos
cuando tienen distinto nombre, pero igual sonido. La disonancia la definimos
como la cercania entre dos notas. Los intervalos que consideraremos disonantes
seran los tritonos, segunda mayor, y séptima mayor. Finalmente, un acorde

vamos a considerarlo como un conjunto de dos o méas notas musicales.

Supongamos que queremos tocar un acorde que consiste en k > 3
diferentes clases de tonos de esta escala. Claramente, el nimero de posibilidades
distintas es (1k2). Pero si definimos intervalos prohibidos y le ponemos restricciones
a los acordes que podemos tocar, entonces usando polinomios de independencia
podriamos calcular los acordes disponibles. En particular, si los intervalos
prohibidos corresponden a clases de tono que estdn cerca (y por lo tanto son
disonantes porque sus notas chocan) podemos analizar esta situacién con un

polinomio de independencia Pga ().

Como ejemplo simple, supongamos que no podemos incluir ningin
acorde con dos clases de tonos separadas por un semitono o tono, es decir,
que no tenga segundas menores ni mayores (por ejemplo, C,C# o G y A).
En otras palabras, si consideramos una grafica con estas doce clases de tonos
como nuestros vértices y consideramos las aristas dadas por los vértices que

se encuentran a una distancia d < 2, entonces basta analizar sus conjuntos
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independientes.

\.
‘\\./%

Fig. 30: C%, representa todos los posibles acordes que admiten segundas menores

A D+

y mayores, esto es, tonos con 1 st o 1 T de distancia son adyacentes

Ahora podemos preguntar cudntos acordes posibles se pueden tocar

con esa restriccién. La respuesta estd dada por Pz ().

Matematicamente, esto equivale a evaluar el polinomio de independencia
Pcflz2 (2), y sustituir x = 1 para determinar nuestra respuesta. En otras palabras,
cada acorde posible es un conjunto independiente de tamafno al menos 3 en la
circulante C%,. Como cada par de clases de tonos en un conjunto independiente

estd separado por al menos una tercera menor (3 semitonos), por el Teorema

[2.17] tenemos que
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Pez (v) = Zi:o 2 (12.7F) 2% = 1+ 122 + 4222 + 4023 + 324,

Asf, Ppz (1) = 98. Concluimos que hay 98 — (14 12+42) = 43 acordes
posibles que se pueden tocar, excluyendo 55 acordes triviales de menos de tres
clases de tonos, esto es, los 55 conjuntos independientes de tamano a lo més
2 en C%,. Podemos observar, por ejemplo, que el niimero de todos los acordes

posibles con exactamente 3 notas estd dado por [#%]Pgz () = 40.

Cabe notar que se ha escrito miusica en escalas n—tet para otros valores
de n. Por ejemplo, pasa que los instrumentos tradicionales tailandeses, que
incluyen algunos xil6fonos de madera conocidos como pong lang y ranat ek, se

ajustan a una escala que es aproximadamente 7—tet.

Vale la pena generalizar la octava de 12-semitonos a la octava de
n—semitonos para conocer los acordes en estas escalas musicales. Como en
el de 12-semitonos, la octava de n—semitonos se divide en n tonos igualmente

templados, cada uno formado al multiplicar la frecuencia por 2%,

En una escala n—tet, la razoén entre dos semitonos es constante. Como
las notas con frecuencias suficientemente cercanas suenan disonantes, es decir,
el choque entre dos o més notas cuando se tocan juntas. Por lo anterior, en este
caso requerimos que ningun acorde tenga dos clases de tonos separadas por d
semitonos o menos, para algin entero d > 1. Sea f(n,d) el numero de acordes

posibles no triviales que se pueden tocar con esta restriccién. Por el Teorema

la respuesta es
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que se obtiene de evaluar Pgz (z) en = 1, y restarle el ntimero de
acordes triviales con menos de tres clases de tonos. Esto nos da la férmula para

el nimero 6ptimo de acordes.

También podemos determinar el niimero de acordes para los cuales
cada par de notas suena disonante, es decir, cada par de clases de tonos quede

separada por a lo més d semitonos.

Esto se calcula determinando Pgz~(x). Si g(n,d) es el nidmero de
12
acordes posibles que son disonantes, hacemos r = n — 2d — 2 > 0. Por el

Teorema la respuesta es simplemente

L+

n d— kr
d) =1 — 24=k(rt2),
9(n, d) +kz_32k:+1< 2% )

Este método lo podemos extender a subdivisiones que estén separadas
uniformemente de octavas modificadas, donde la razén entre las frecuencias

superior e inferior es mayor o menor a 2, respectivamente.
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4 Conclusiones

Definiendo desde los conceptos mas basicos de la teoria de graficas como vértices
y aristas hasta el de polinomio de independencia de una grafica se calculé el
polinomio de independencia para ciertos tipos de graficas. Usamos sucesiones
de diferencia y sucesiones [—construibles para poder determinar el polinomio
de independencia de familias de graficas circulantes de salto consecutivo y sus
complementos. Especificamente, que para n > d + 1 tenemos que

L7+
n n —dk
Poa(x) =Y n_dk< i )xk.

y que si (n,d) es un par ordenado con n > 2d + 2 y B, = Ciff y fijamos

r=mn—2d — 2 > 0, entonces

! d—Ir
Py (z) =1+ Z 2111( y )m21+1(1+x)d—l(r+2)_
También se planteé la analogia entre las escalas musicales n — tet
y familias de gréaficas circulantes de orden n. Asi, calcular el polinomio de
independencia de estas gréaficas que modelen restricciones de acordes como
los disonantes, equivale a determinar todos los acordes posibles vélidos bajo
esas restricciones. Esto se podria calcular en otro trabajo para mas sistemas

musicales distintos al occidental.
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