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Abstract

Conservative dynamics of a polariton dimer with PT-symmetry

[saac Jesan Veldzquez Reséndiz, Bachelor’s thesis

Computing is one of the most important tools in humanity now days, and the related
energy consumption has to be analyzed and attacked in the best way to mitigate the
climate change. One of the most interesting technologies allowing substantial reduction in
time and energy demands is quantum computing, which also offers solutions to problems
that are impossible to tackle with classical computers. This proposal requires the unit called
a quantum bit (qubit) to work and make the necessary operations. The quibits can be built
using superconducting circuits, trapped ions, solid state spins, and other systems. Recently,
there is increasing interest in the exciton-polariton (polariton) condensates to perform the
qubit operations, because of the existence of scalable manufacturing methods and reliable
condensate control [1]. In addition, it has been shown that the trapped polariton condensates
possess record energy consumption to switch bewtween two polarization (spin) states, with
the switch energy of the order of sub-femtojoules [2].

In this thesis, the conservative dynamics of a key element for the computing, a polarito-
nic dimer, is considered in conditions of Parity-Time (P7) symmetry. The system consists
of a polariton condensate having two circular polarization states with both coherent Jo-
sephson and dissipative coupling between them, and in the presence of polariton-polariton
repulsion. Coherent Josephson coupling leads to the splitting € between X and Y linearly
polarized states. Dissipative coupling with the rate + consists of equal pump and decay of
some other two states of the polariton dimer. For a noninteracting dimer, the P7T-symmetry
is unbroken, the semicassical trajectories are closed, and the energies are real for the weak
coupling case, when v < €, while for v > & the PT-symmetry is broken, which is manifested



VII

by complex energies, disclosed semiclassical trajectories, and prevents qubit operations.

We show that the polariton-polariton interaction can make the P7T-symmetry unbroken
even in the strong pump-dissipation case (large values of gain-loss parameter «), in condi-
tions when pump and dissipation happens for diagonal (D) and antidiagonal (A) linearly
polarized states. The exact solutions for the trajectories and the fixed points for different
domains are obtained. For weak gain-loss, when v < €, the trajectories are residing on an
elipsoid and there could be either two or four fixed points. Meanwhile, for a strong gain-loss
case, i.e., when v > ¢, the trajectories are residing on a hyperboloid with either one or
three fixed points. The semiclassical trajectories are closed and the dynamics is pseudo-
conservative in both cases. This indicates the perspective of this system for possible qubit
operations.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Historia de la computacién clasica

La evolucién es un aspecto inherente de la humanidad. La incesante necesidad de reso-
lucién de problemas y el constante apetito por respuestas a preguntas que no tienen una,
son las principales razones. Para satisfacer este apetito siempre se recurre a la revolucion
tecnologica. En la época prehistorica se solian construir armas de caza con la propia mano
del hombre, y el acto de hallar a la presa para poder cenar podia tardar horas o incluso
dias. Hoy en dia existen industrias con maquinaria que convierten a animales en comida en
cuestion de horas. Lo tinico que tienes que hacer para conseguir comida es ir a un super-
mercado, tomar el alimento, pagarlo y volver a tu casa. La computacién y el procesamiento
de informacién no es la excepciéon. Alan Turing construyé la famosa maquina de Turing en
1936 [3], la cual ayudo a desencriptar mensajes en la Segunda Guerra Mundial. Gracias a
esta nueva tecnologia se sentaron las bases para la evoluciéon de la computacion.

En 1944, la empresa IBM construye la Mark I, una computadora electromecéanica que
poseia 760 mil ruedas y 800 kilometros de cable [4]. Méas tarde, en 1946, gracias a esfuerzos
de un equipo de investigaciéon en la Universidad de Pensilvania liderado por John Presper
Eckert y John William Mauchly, se pone en funcionamiento la Flectronic Numerical Inte-
grator And Computer (ENIAC, por sus siglas en inglés) [5], la cual es considerada como la
primer computadora electrénica.

Una de las innovaciones mas importantes en la computaciéon fue el transistor. Es un
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dispositivo electréonico de estado sélido de tres terminales, en las cuales se puede contro-
lar el voltaje o corriente en dos de ellas mediante la aplicaciéon de voltaje o corriente a la
tercera. Otra innovacién que vale la pena destacar son los circuitos integrados que son un
conjunto de circuitos electrénicos ubicados en un chip de material semiconductor con la
ventaja del ahorro de espacio comparado con una configuracién independiente de los com-
ponentes. Este tipo de circuitos contienen cantidades enormes de transistores que ayudan
al procesamiento de la informacion; en 2016 NVIDIA lanz6 un circuito integrado con 25
millones de transistores por mm? [6].

Figura 1.1: Foto que muestra a Glen Beck (al fondo) y Betty Snyder (en frente) programando
la ENITAC en el Ballistic Research Laboratory (BRL). Tomada de [5]

Gracias a los circuitos integrados y transistores, la innovacién de las computadoras fue
més sencilla. La construccion de computadoras de escritorio para trabajar en una oficina
fue factible y, tiempo después, las laptops y tabletas comenzaron a introducirse en el mer-
cado para aquellas personas en movilidad constante. El mundo comenz6 a tener un nuevo
objeto de atenciéon que podia considerarse un bien preciado: la informacién. Hoy en dia
es utilizado por empresas para construir una campana publicitaria, o atacar a sectores de
clientes especificos; también es utilizado por universidades para mejorar el nivel académico,
entre otras aplicaciones. De esta manera, fue necesario la creaciéon de lugares en los cuales
se pudiera almacenar la informacién mundial, surgiendo finalmente las supercomputadoras
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y los centros de datos.

1.2. Consumo energético de la computaciéon clasica

El consumo energético de las computadoras puede relacionarse con la irreversibilidad.

El principio de Landauer establece un minimo de consumo energético para el cambio de

un bit, y aparece porque la pérdida en informacién en el sistema fisico se convierte en

calor, impidiendo la extraccion de informacion tutil del mismo. En otras palabras, entre mas

informacién se pierda en el proceso, mas energia se requiere. El limite de Landauer esta
dado por

Er, = kT In(2), (1.1)

donde EY, es la energia de Landauer, kg = 1.38 x 10723.J/K es la constante de Boltzman, T
es temperatura en grados Kelvin y In(2) es el logaritmo natural de los dos estados posibles
que puede tomar un bit (0 6 1).

Las innovaciones como el transistor o los circuitos integrados han permitido tener una
computacion mas eficiente y rapida. Ademas, permiten la portabilidad de computadoras
con grandes capacidades de procesamiento. Sin embargo, las computadoras portatiles y de
escritorio no son suficiente para almacenar la informacién que se genera en el mundo. Para
esto tenemos a los centros de datos.

Hay dos tipos de bases de datos: tradicionales y de hiper escala. Los tradicionales se
caracterizan por almacenar la informacion de manera fisica en supercomputadoras (que
manejan, por ejemplo, las universidades). Las de hiper-escala (hyperscale, en inglés) son
bases de datos tradicionales pero a gran escala para almacenar cantidades de informacion
enormes (estos bases manejan las empresas multinacionales de tecnologia).

Debido a la importancia que toman los centros de datos, su consumo energético se
tiene que considerar. Segun datos de la International Energy Agency (IEA) 7], el consumo
energético de los centros de datos y las redes de transimision de informacién en el ano 2021
fue entre 220 y 320 TWh, lo que equivale al 0.9-1.3 % de la energia mundial consumida ese
mismo ano. Este consumo energético no incluye la tecnologia de mineria de criptomonedas.
Las emisiones de estas tecnologias fueron de 300 MT (mega toneladas, donde una tonelada
son 1000 kg) de CO4 en 2020, que tiene un equivalente al 0.6 % de las emisiones de gases
del efecto invernadero (GEI) mundiales en ese mismo ano.

Uno de los principales problemas que se tiene en los centros de datos es la refrigeracion,
que puede llegar a consumir entre 35-55 % de la energia total consumida. Esta rama es lo
que consume mayor energia en esta tecnologia. Debido a esto, en el Proyecto Natick de
Microsoft se sumergit el Nothern Isles datacenter a 37 metros de profundidad en las islas
Orkney, Escocia, en 2018 durante dos anos [9]. Se demostro que este tipo de construcciones
para centros de datos son factibles. Asimismo, la energia consumida por el centro de datos
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Figura 1.2: Emisiones de COy anuales de algunos paises. Tomada de [3]

era de origen solar y eélica. De esta manera se demuestra que las innovaciones tecnologicas
pueden ser energéticamente eficientes si se hace el analisis y el estudio correctos.

Los efectos del cambio climatico no se tomaban en cuenta anos atras, se decia que no
existia y que solo eran inventos de empresas, politicos y cientificos. Recientemente se ha
demostrado lo contrario, los efectos del cambio climético se han visto en primera fila con
el aumento de la temperatura. Este incremento no solo altera los ecosistemas del planeta
afectando a las especies de los mismos, sino también a la salud humana. En 2022 se registro
la mayor ola de calor en Reino Unido que matd a més de 2800 personas mayores a 65
anos [10].

Las emisiones de C'Os anuales de algunos paises se pueden ver en la figura 1.2. Este
gas es uno de los causantes del conocido efecto invernadero. China es el mayor emisor de
CO5 mundial, en 2021 tuvo emisiones de 11.47 billones de toneladas, mientras que Estados
Unidos emiti6 5.01 billones de toneladas, menos de la mitad de China. Si analizamos a
México, la cantidad de C'O5 que se despide a la atmosfera son 407.21 millones de toneladas.

Ahora bien, una de las aplicaciones més importantes del computo actual es la inteligencia
artificial, que tiene como una de sus ramas al machine learning. Las emisiones de CO9
en algoritmos de aprendizaje profundo se tomaron en cuenta en [11], arrojando resultados
sorprendentes. El método Tensor2Tensor con una Neural Architecture Search (Arquitectura
de Busqueda Neuronal, en espaniol), aplicada en [12], presenta las mayores emisiones con
142 toneladas de C'Os en un tiempo de entrenamiento de 274 120 horas. Por su parte, la
arquitectura de Tensor2Tensor base tiene 65M de parametros y su entrenamiento tomé tan
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Figura 1.3: Anomalias de temperatura en el ano 2019. Tomada de [3]

solo 12 horas con 6 kilogramos de C'O2 emitidos a la atmoésfera.

La factorizaciéon de nimeros enteros tiene su importancia en la criptografia, ya que
es utilizada en la encriptacién de transmision de datos y firmas digitales. Los niimeros
RSA son semiprimos y fueron parte del RSA Factoring Challenge organizado por RSA
Laboratories en marzo de 1991, los cuales son utlizados para la encriptaciéon de datos. En
2020, Fabrice Boudot et al |13] publicaron un trabajo en el cual factorizan los niimeros
RSA-240 y RSA-250. Las simulaciones se llevaron a cabo en los procesadores Intel Xeon
Gold 6130 at 2.10GHz.

El namero RSA-240 tomdé un tiempo de 953 anos-core (los anos-core es la medida de
tiempo en anos que le toma a una sola unidad core en resolver el problema). El namero
RSA-250 tomo6 un tiempo de 2700 anos-core, lo que lo hace el niimero primo mas grande en
ser factorizado al momento de escribir este trabajo. En este mismo estudio se estima que
un namero con 1024-bits (o digitos) tardaria 500 veces el tiempo requerido para uno con
240-bits (RSA-240) con los mismos procesadores.

En 1995 Peter Shor publicé su algoritmo cuéntico que reduce el tiempo de compilacion
para la factorizacion [15]. El algoritmo de Shor tiene la gran ventaja de disminuir el tiempo
de compilacién de t, = ¢'”* hacia una descripcién polinomial de forma ts = d, ver figura
1.4. Lo cual es una amenaza para la encriptacién actual pero una mejora para demostrar
que la computacién cuéntica puede ser de gran ayuda en un futuro.

Los problemas de buisqueda son uno de los retos mas complicados que tiene la compu-
tacion clésica, ya que se tienen que realizar como minimo N/2 intentos o, en el peor de los
casos, IV intentos para encontrar la respuesta deseada (siendo N el namero de datos). En
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Figura 1.4: Factorizacién de niimeros enteros por métodos clésicos y cuantico, siendo esta
tltima la version de este algoritmo creada por Alexey Kitaev. Tomada de [14]

la computacién cuéntica se tiene el algoritmo de Grover, que fue introducido por Lov K.
Grover en 1996 [16], que reduce el nimero de intentos a tan solo v/ N. Reduciendo asi no
sblo el tiempo de compilacién, sino también la energia consumida.

1.3. Computacién cuantica

Hemos visto que la computaciéon clasica tiene desventajas cuando se trata de resolver
problemas complejos, ya que les llevaria un tiempo de miles de afios. Por esta razom, las
nuevas tecnologias, en este caso la computaciéon cuéntica, son una herramienta de interés
mundial en la mayoria de las ramas de la ciencia. Esta idea fue por primera vez introducida
al mundo por Richard Feynman en 1981 [17]. Una de las propiedades mas importantes de la
luz es la polarizacion. Esta propiedad fue la que utilizé6 Feynman en su analogia para crear
sistemas cuanticos de dos estados para sustituir el procesamiento de informacion clésico: el
bit. Esta idea iba encaminada a simular la fisica cuantica con una méquina cuantica que
utilizara estos principios, ya que si una computadora clasica trata de simular un sistema
cuéntico se tienen que introducir modelos muy parecidos a los clasicos que eliminan las
maravillosas propiedades de la cuantica.

La arquitectura de una computadora cuéntica es totalmente diferente a la de una compu-
tadora clasica. Esta construccién debe aislar al sistema cuéntico completamente del resto
del universo, ya que cualquier interaccién con él se ilustrard en errores posteriores. Los
errores que se presentan en una computadora cuantica son gracias al ruido coherente o
decoherente, a la medicion, a la preparacion de estados (SPAM, por sus siglas en inglés) y
a la rotacion de estados. Para reducir estos errores se tiene técnicas de correccion de errores
cuanticos (Quantum Error Correction. QEC, en inglés) que pueden ser de caréacter fisico en
el hardware o pueden ser algoritmos que se implementan en el cédigo y la programacion.
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Uno de los requerimientos en arquitectura mas importantes es mantener la temperatura
muy baja, del orden de mili Kelvin, generando un gran consumo energético.

Figura 1.5: Computadora cuantica de la empresa IBM. Tomada de [18]

La unidad de procesamiento de una computadora cuéntica se denomina cubit (quantum
bit o qubit, en inglés), utiliza las propiedades cuénticas de la superposicion y entrelazamiento
cuéntico. Su representacion grafica es mediante la esfera de Bloch, donde el polo norte de
la esfera es el estado |0) y el polo sur es el estado |1), que son parecidos a los estados 1 y 0
del bit clasico. En otras palabras, el sistema del cabit se puede ver graficamente como un
vector espin en un espacio tridimensional.

Hoy en dia existen varios tipos de cubits: fotonicos (fotones individuales de la luz),
iones atrapados (dtomos cargados suspendidos en un campo electromagnéticos), circuitos
superconductores (condensados de pares de Cooper que tienen en su circuito una uniéon de
Josephson), etcétera. Estos ultimos son los de mayor importancia debido a su escalabili-
dad. Nuevas investigaciones han mostrado interés en la implementaciéon de condensados de
exciton-polaritones debido a que presenta ventajas como operacién a temperatura ambiente
(atacando la problematica de la necesidad de tener temperaturas cercanas a los mili Kelvin),
alta velocidad dinamica, facilidad en el manejo y control, y hay técnicas existentes para
su fabricacion [1]. Ademéas de sus aplicaciones computacionales, también hay investigacion
en fenémenos cuénticos coherentes y no-lineales en materia condensada, éptica cuéntica
y atomica, fluidos de espin y microcavidades [19-23|, entre otras. Aun asi, la mayoria de
la investigacién de los exciton-polaritones va dirigida a la fisica semi-clasica, lo que quiere
decir que el nimero de particulas en condensado es grande, tales como condensados de
Bose-Einstein y laseres de polaritones [24], fluidos cuéanticos y solitones [25], y polaritones
topologicos [26]. Sin embargo, el exciton-polaritéon es una particula cuéntica, por lo que
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tedricamente puede tener la propiedad de entrelazamiento cuéntico que utiliza el sistema
de los cubits. De esta manera, la investigacion ha volteado hacia la direcciéon de la compu-
tacion cuantica y sus aplicaciones [2,27,28|. En afiadidura, el consumo energético promete
ser menor ya que se ha demostrado que el spin-switch se realizé con energias menores a 0.5
femto-Joules [2].

Aunque todavia no existe una métrica para evaluar el consumo energético de la compu-
tacion cuantica, Michael James Martin et al [29] realizaron un analisis para mostrar que el
uso eficiente de la energia en la computacién cuantica es posible y debe tomarse en cuenta.

1.4. Exciton-Polariton

1.4.1. Microcavidades

Las microcavidades (MC) o micro-resonadores, son dispositivos que permiten almacenar
la luz en voliimenes muy pequeios, idealmente de una sola frecuencia y por tiempos grandes.
En la realidad, la luz almacenada tiene un ancho de linea en su frecuencia y un escape hacia
el entorno. Debido a esto, se introduce el factor de calidad (Q). Esta variable es la medida
del confinamiento 6ptico y estd determinada por la relacion entre la frecuencia del foton
almacenado y la tasa de escape de la microcavidad. Por lo que entre mayor sea el valor de
@, mas calidad tendra la microcavidad. Por consiguiente, se tiene que Q! es la medida de
las pérdidas de energia.

La investigacién de microcavidades semiconductoras ha tenido gran interés en los 1l-
timos afios debido a acoplamiento fuerte de la luz con con la materia. Existen dos aco-
plamientos en las microcavidades: débil y fuerte. El primero da lugar al efecto Purcell, en
el que se amplifica la emisiéon de la region activa de la cavidad. El acoplamiento fuerte
da lugar a un tipo de cuasi-particula: polaritéon (este concepto se explicara en la siguiente
seccion). Existen varias construcciones para el confinamiento en una MC, uno de ellos es
la microcavidad en pilar, figura 1.6(a). Esta configuraciéon ofrece volumenes pequenos y
valores de () del orden de 103, tienen un patrén de emisiéon adecuado para el acoplamiento
y manipulacién de los fotones emitidos. También pueden incorporar puntos cuanticos como
emisores.

Las microcavidades esféricas controlan los modos de los fotones incidentes mediante
el confinamiento de la luz en dos de sus tres direcciones espaciales. Los espejos utilizados
tienen una reflectividad de R > 0.9999984, dando lugar a microcavidades de 40pum con @
del orden de 108. Los modos whispering-gallery pueden ser utilizados en microcavidades
con reflectores de alta eficiencia sin tener que depender del material o las propiedades de
multicapa. Estos modos se muestran cuando la luz incide en una interfaz plana de un alto
indice de reflexiéon a un medio con menor indice de reflexiéon. Un tipo de microcavidad que



1.4 Excitéon-Polariton 9

Photon

Silica toroid

Optical wave

Quantum dot

Silicon post

e

Fibre-taper
waveguide
— l42.5 um

(a) Tipo Pilar (b) Tipo toroide

Figura 1.6: Microcavidad de tipo pilar (a) y tipo toroide (b). Tomadas de [30]

utiliza este principio es el resonador microtoroide [31], arrojando valores de @ del orden de
108, ver figura 1.6(b).

1.4.2. Polaritones y excitones

En los materiales semiconductores existe lo que se conoce como brecha de energia (band-
gap, en inglés), que es la energia que necesita superar un electrén para ser excitado y pasar
de la banda de valencia a la banda de conduccién. Si un fotén incide en un electréon con la
suficiente energia hf que sea superior a la brecha de energia prohibida, el electron pasara a
la banda de conduccién dejando una carga positiva denominada hueco, ver figura 1.7. Este
electron con carga negativa y el hueco con carga positiva pueden formar un estado ligado
de electron-hueco debido a la atraccion de Coulomb, la cual reduce la energia del par. Este
estado ligado esté llamado un excitéon, y tiene energia menor de la brecha de semiconductor.

El concepto del excitéon fue introducido por primera vez en 1931 por Y. Frenkel [32].
Este estado de electrén y hueco ligado no tiene carga eléctrica, asi que transporta energia
sin transferencia de carga; se dice que es un estado ligado en virtud de que el electron
se encuentra en el orbital con ocupaciéon mas baja y el hueco se encuentra en el orbital
de ocupacién mas alta. Su tiempo de vida es del orden de nanosegundos, al transcurrir
este tiempo se emite un fotéon o unos fonones. Generalmente, los estados de excitén son
controlados mediante pozos cudnticos artificiales y barreras de potencial.

Un polaritén es una cuasi-particula, parcialmente un fotén y parcialmente una excita-
cion de materia. En el caso del acoplamiento fuerte entre un fotén y un exciton, donde
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Figura 1.7: Diagrama cualitativo de un electron (esfera roja) siendo excitado por un fotén
(esfera azul) con la suficiente energia para superar la brecha de energia prohibida y pasar
de la banda de valencia hacia la banda de conduccion, dejando un hueco (esfera gris) y
formando un par electréon-hueco.

la velocidad de intercambio de energia es mayor que la tasa de desintegracién, se generan
nuevos estados propios y una superposicion entre el fotén y el electron denominada polari-
ton. Los tipos de estas cuasi-particulas se dividen segtun el acoplamiento: fonén-polariton,
excitéon-polariton, plasmon-polairitéon, entre otros. Si existen varias cuasi-particulas de este
tipo, se pueden condensar en un solo estado cuéntico ya que son bosones. En consecuen-
cia, pueden formar estados coherentes en microcavidades semiconductoras, permitiendo el
desarrollo de laseres de polaritones, fabricados por primera vez en el inicio del siglo XX [33].

El exciton-polariton tiene propiedad de polarizacion, que resultan en formaciéon de con-
densados polaritéonicos caracterizados con espin. Estos condensados también pueden ser con-
siderados como condensados con dos posibles estados, o dimeros polariténicos. Ellos tienen
varias propiedades importantes, como formacion espontanea de polarizacion circular |2,34],
dinamica de ciclo limitado llevando a emisiones de peines de frecuencias |35, 36| y posible
comportamiento caodtico [37]. Como ya hemos hablado, los dimeros de exciton-polaritones
pueden tener aplicaciones para el computo cudntico pero también para el computo anélo-
go [38]. Ademas, recientemente se ha demostrado tedrica y experimentalmente su uso en
redes neuronales [39].
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1.5. Organizaciéon de la tesis

El objetivo general del presente trabajo es realizar el estudio teérico de la dinamica
conservativa de un dimero polariténico con simetria Paridad-Tiempo ( simetria P7T ) para
su uso en computacién cuéntica y simulaciones.

El primer objetivo especifico es estudiar los puntos fijos del espin del condensado. Para
esto es importante considerar dos casos:

s Cuando el pardmetro de acoplamiento disipativo del sistema es bajo, 0 < v < ¢,
donde ¢ es el acoplamiento coherente que escribe el efecto de Josephson entre dos
polarizaciones circulares del condensado.

= Cuando el parametro de acoplamiento disipativo del sistema es alto: v > €.

El segundo objetivo especifico es encontrar las soluciones exactas para las trayecto-
rias semi-clésicas y demostrar que son conservativas, por lo que es necesario resolver las
ecuaciones diferenciales de movimiento de las componentes del espin y establecer que las
trayectorias son cerradas.

En base a los objetivos, la tesis se estructura de la siguiente manera. En el capitulo 2 se
obtienen los puntos fijos para los dos casos antes mencionados, introduciendo el modelo del
dimero de Bose-Hubbard con simetria P7. Ademas se obtienen las condiciones para cada
caso y se obtiene de manera grafica la dindmica conservativa. En el capitulo 3 se presenta la
dindmica conservativa mediante las soluciones de las ecuaciones diferenciales que describen
el movimiento del espin del condensado con simetria P7 . Finalmente, en el ultimo capitulo
se presentan las conclusiones del trabajo. Ademas, se tienen apéndices que explican la
derivacion de la ecuacion para la evolucion de la dindmica del espin para Hamiltonianos no
hermitianos (apéndice A), el calculo de la longitud critica del espin (apéndice B), algunas
caracteristicas de las funciones elipticas de Jacobi (apéndice C) y el radio cruzado (apéndice
D).



Capitulo 2

Puntos fijos de un dimero
polaritonico con simetria P7T

En este capitulo se presentard el modelo de Bose-Hubbard para la descripcién de un
dimero polariténico. En este analisis se introducira el dimero con las pérdidas y ganancias
que tienen la simetria de Paridad-Tiempo. Estudiaremos los cambios cualitativos y bifur-
caciones en el comportamiento del sistema, obtendremos las trayectorias del sistema y los
puntos fijos del espin.

2.1. Simetria Paridad-Tiempo

En el nivel més introductorio de la mecanica cuantica, dos de sus condiciones son que
el espectro de energias sea real y que la teoria debe ser unitaria (conservacion de la pro-
babilidad en la evolucién en el tiempo). Para que estas dos condiciones se cumplan, los
Hamiltonianos que describen a los sistemas deben ser Hermitianos, en otras palabras, el
adjunto del Hamiltoniano debe ser igual a él mismo H = HT. Esto dejoé de ser completa-
mente correcto, ya que Carl M. Bender y Stefan Boettcher demostraron que los sistemas con
Hamiltonianos no-Hermitianos (H # ’HT), pero que conservan la simetria Paridad-Tiempo,
también pueden tener un espectro real de energias [10].

Un sistema cerrado, o aislado, es aquel que no tiene interacciones con el medio que
lo rodea. Estos sistemas se describen con Hamiltonianos Hermitianos y poseen valores de
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energia reales y la probabilidad se conserva en la evolucion del tiempo (evolucion unitaria).
Este tipo de analisis puede considerarse ideal porque la evolucién en el tiempo no es afectada
por las interacciones con el medio. Un sistema abierto, o no aislado, se refiere a aquel en
el cual las interacciones con el medio se toman en cuenta. Un sistema abierto puede tener
ganancia con un flujo de corriente de probabilidades hacia adentro o pérdida mediante
un flujo de corriente de probabilidades hacia afuera (figura 2.1(a)). Estos dos sistemas
por separado no estan en equilibrio. Para producir un cuasi-equilibrio, se consideran dos
sistemas acoplados abiertos, en los cuales el flujo neto de probabilidades es cero. El sistema
con ganancia se conecta con el de pérdida. De esta manera, las pérdidas de un sistema se
compensan por las ganancias del otro, como demuestra la figura 2.1(b) [41].

GANANCIA

PERDIDA

PERDIDA

ACOPLAMIENTO

(a) Dos sistemas abiertos en desequilibrio (b) Dos sistemas acopladas abiertos, una con
por ganancia o pérdida con el medio. ganancia y otra con pérdida, pero con flujo
neto de probabilidad igual a cero.

Figura 2.1: Sistemas abiertos en desequilibrio (a) y en cuasi-equilibrio (b).

En el sistema acoplado se dice que hay un equilibrio dinamico ya que el flujo de pro-
babilidades de ganancia fluye del sistema de pérdidas. Cuando existe este balance se tiene
una fase de simetria P7T no rota (unbroken PT -symmetric phase). Por su parte, si existe
un desequilibrio dindmico se tiene una fase de simetria PT rota (broken PT -symmetric
phase).

Un sistema con simetria P7 no rota es similar a un sistema cerrado porque esta en
cuasi-equilibrio y esta descrito con el espectro real de energias. Cuando se tiene un sistema
con simetria PT rota, se tienen similitudes con un sistema abierto con la diferencia de que el
flujo neto de probabilidades se desvance y las energias del sistema tienen valores complejos.
De esta manera, se puede pensar que los sistemas con simetria P7T estan en medio de los
sistemas abiertos y cerrados. La transiciéon de fase P77 describe el momento cuando se pasa
del desequilibrio al equilibrio, o viceversa, y solo ocurre en un punto critico en especifico
(punto de transicion).

ntes de poner un ejemplo, tenemos que explicar qué accién realizan los operadores
Antes d lo, t 1 | 1 d
de paridad P y de tiempo T . Para sistemas de bosones, que nos interesan aqui, existe la
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base donde el operador de inversion del tiempo T se reduce a la operacion del complejo
conjugado, tal como explico Eugene Wigner en los anos 30s. De otro lado, el operador de
paridad P intercambia el lugar de dos estados ortogonales y esta expresado por la matriz

ﬁ=G b:at (2.1)

(aqui y en lo que sigue oy, 0, y 0. son matrices de Pauli). Entonces, el operador de
inversion del tiempo cambia las pérdidas por las ganancias, y viceversa, y el operador de
paridad intercambia los sistemas. Pongamos un ejemplo.

Supongamos que tenemos el Hamiltoniano H= i7v/2, que no es Hermitiano. El sistema
fisico descrito no tiene dependencia espacial, asi que se puede pensar como una region
confinada del espacio. La solucién a la ecuacién de Schrodinger de este Hamiltoniano es
Y(t) = Ce/?, donde C es una constante. La probabilidad es

ool 2 vt
P=4™=|C]%e",
la cual crece exponencialmente con el paso del tiempo, describiendo un sistema abierto con
ganancia y que no tiene simetria PT.

Para que el sistema tenga simetria P7T tenemos que combinar H con su contraparte
invertida en el tiempo HY=THT ' Con H' = —i7/2 se comprueba que el operador de in-
version temporal cambia la ganancia por la pérdida, ya que la solucién de este Hamiltoniano
es 1h(t) = Ce~ /2 y la probabilidad es

P =4y =[C]Pe,
la cual decae conforme el paso del tiempo, describiendo un sistema con pérdidas.
Combinando los dos Hamiltonianos llegamos a
- 1y 0
=—= . 2.2
H 2 [0 —w} (2.2)

que es diagonal debido a que no estdn acoplados. Este Hamiltoniano no es Hermitiano,
describe un sistema fuera del equilibrio y tiene simetria P7T:

PTHPT) " =,
Todavia los eigenvalores de la matriz (2.2) son imaginarios y por lo tanto tenemos el caso
de simetria PT rota. Pero podemos considerar un Hamiltoniano mas interesante introdu-
ciendo un acoplamiento entre los dos estados. Este sistema no esta en equilibrio ya que la

probabilidad de un sistema crece con el tiempo y la del otro decae. Por esto, se inserta un
parametro de acoplamiento € en los elementos fuera de la diagonal

1y e 1 .
U ) =—=(co, ). 2.
H 5 (5 —W) 5 (o + o) (2.3)
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Este Hamiltoniano de nuevo no es Hermitiano pero si tiene simetria P7 . Para obtener las
energias en este caso, resolvemos el determinante de la ecuacion secular

det(Hq — EI) = B> + i (v* - €%) =0,
donde I es la matriz de identidad. Resolviendo esta ecuacion para E se obtiene
Ey = i%m. (2.4)
Vemos que si € es lo suficientemente grande, €2 > 2, los valores de energfa son reales, y

obtenemos el caso de la simetria P7 no rota. En otras palabras, si el acoplamiento es lo
suficientemente fuerte, la energia tendra valores reales, ve la Figura 2.2.

Et
Simetria rota Simetria/no rota Simetria rota
1 L
Punto de bifurcacién Punto de bifurcacion
N .
-2 1o A 2
y \
Re[E]
2L

Figura 2.2: Eigenvalores E4 (2.4) de los Hamiltonianos H, (2.3) y Hs (2.5), calculados con
¢ = 1. Los valores estdn en funcién del parametro de disipacion ~. Las partes reales se
muestran con lineas discontinuas azules. Las energias son reales cuando —1 < v < 1 (region
de simetria P7T no rota), y son imaginarias cuando v > 1y v < —1 (regién de simetria PT
rota). Los puntos de bifurcacion ocurren cuando v = +1 (puntos rojos).

Existe otra manera de introducir pérdidas y ganancias en el sistema, la cual serd im-
portante para la presente tesis. Consideremos el Hamiltoniano

_ 10 ety _ 1 ,
Hs = 2<5_ry 0 )— 2(5%—1—27%), (2.5)

que de nuevo no es Hermitiano, pero presenta simetria P7T y el mismo espectro de energias
(2.4), que el Hamiltoniano anterior. El analisis general de las posibles matrices 2 X 2 no-
Hermitianas, pero con la simetria PT y el espectro real de eigenvalores se encuentra en

Ref. [12].
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2.1.1. Polaritones y simetria Paridad-Tiempo

Una de las aplicaciones mas interesantes de los polaritones son los laseres. En esta to-
pico se ha analizado que a temperatura ambiente, si el acoplamiento fuerte se sostiene, la
relajacion de polaritones y fonones aciisticos puede ser mas eficiente que con temperaturas
bajas [13]. Para la formacion de este tipo de laseres son necesarias microcavidades, princi-
palmente de espejos de Bragg, de diferentes materiales que presentan distintas propiedades.
Las microcavidades de nitruro de galio (GaN) parece que son las mas eficientes, llamando la
atencion para realizar multiples investigaciones [44,45]. Aunque también han surgido otro
tipo de microcavidades orgénicas [16—48] o microcavidades metal/aire [19].

Recientemente se ha analizado el dimero polariténico con simetria Paridad-Tiempo [50]
que puede utilizarse en computacién cuantica. El problema con esta propuesta es que las
no linealidades de las interacciones polaritén-polariton rompen la simetria P7T y conse-
cuentemente se destruye la operabilidad del sistema con gran ntmero de ocupaciones. El
alcance de sistemas con simetria P7T se demostrd de manera teérica en el mismo trabajo.
El resultado fue que la dindmica de un tipico sistema aislado puede ser reproducida con
un sistema con disipaciéon compuesto de dos estados cuanticos caracterizados por factores
de ganancia y pérdida, combinando simetria P7 pasiva y un mecanismo especifico de sa-
turacion de ganancia. De esta manera, el fenémeno aqui demostrado se puede utilizar para
laseres polariténicos.

La importancia de los sistemas con simetria P7T es que puede modelar sistemas con
disipaciéon abierta que presentan dindmicas oscilatorias parecidas a sistemas conservativos.
En contraste con las soluciones ciclicas limite de sistemas no lineales, las oscilaciones de la
simetria P77 forman un continuo de 6rbitas no aisladas. La principal problematica es que
los potenciales y el perfil de ganancia-pérdida requeridos para establecer la simetria P7T son
muy dificiles de construir. Un ejemplo de esta problemética es la relajacién en la dindmica
que presentan los laseres, por lo que no pueden producir estos sistemas.

El analisis de la dinamica de Rabi [51] y el efecto de Josephson [52] es importante debido
a que tiene aplicaciones en los polaritones (fotonica), informacion cuéntica, nano electronica,
entre otras areas. En 2010 se realizo un trabajo experimental en el que se demostro el efecto
bosoénico interno de Josephson en un condensado de Bose-Einstein de espinor de rubidio [53],
concluyendo que este tipo de sistemas puedan utilzarse para el entrelazamiento cuéntico.
En 2013, Flach, Barashenkov y Jackson [54], analizaron un acoplamiento activo en un par
de ondas guiadas con simetria P7T. Se mostré que aunque el régimen blow-up es estable
en el par de ondas, es inestable y no es observable o controlable en el acoplamiento activo
del dimero. En otro estudio [55] se demostr6 que el regimen permanente de oscilaciones de
Rabi se puede realizar arribar del umbral de bombeo en el cual la simetria Paridad-Tiempo
del sistema acoplado excitén-foton se alcanza.

En un estudio reciente del ano 2021 realizado por Kalozoumis y Petrosyan [50], se
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obtuvo que cuando el bombeo de excitones es mayor al valor del umbral para la formaciéon
de un condensado de polaritones, la poblaciéon de excitones satisface la condicion de simetria
PT para la formacién de un condensado polariténico. Aunque este trabajo fue teérico y no
experimental, se tomaron en cuenta las fluctuaciones de fase que se presentan en un sistema
realista, demostrando el decaimiento de la poblacién de polaritones.

Otro estudio ha ayudado al mejor entendimiento de las bifurcaciones que ocurren en este
tipo de sistemas, ya que la estabilidad de los condensados esté influenciada por ello [57].
Probaron un punto excepcional de quinto orden en un condensado de Bose-Einstein dipolar.
Un punto excepcional se refiere a la fusiéon de dos o méas estados en el mismo punto del
espacio; estos puntos son caracteristicas importantes en los sistemas no conservativos con
intercambio de energia. También se han hecho estudios en materia de sistemas de muchas
particulas [58].

En [59] se estudi6é un acoplamiento no lineal con simetria P77 de un sistema de ondas
guiadas acopladas para lograr un trasporte de la luz unidireccional. Se demostré que la
luz puede localizarse completamente en una de estas dos ondas y que se pueden controlar
respuestas blow-up. Las aplicaciones de estos resultados pueden caer en la construccion
de nuevos diodos 6pticos o aislantes 6pticos. La posibilidad de construcciéon de nuevos
dispositivos para amplificacién 6ptica o para aplicaciones de baja potencia se demostrd
gracias al estudio realizado en [60]. Otro estudio importante fue [61], el cual concluye que
todas las extensiones con simetria P7 de los sistemas conservativos no lineales de dimeros
de Schrodinger permanecen completamente integrables. En el aspecto fisico, se tiene que
hay una variedad de clases de dimeros con simetria P7T que tienen trayectorias conservativas
sin importar el parametro de ganancia-pérdida, teniendo aplicaciones en 6ptica integrada.

También se ha demostrado de forma experimental un sistema a temperatura ambiente
de polaritones con simetria P7T y transicion de fase desde la fase de simetria no rota hasta
la simetria rota. Los experimentos se hicieron en una microcavidad semiconductora hexago-
nal que genera modos de whispering gallery. De esta manera se demostré un nuevo método
para mejorar los grados de libertad desde el punto de vista de integracién y construccion
para un sistema de acoplamiento de bosones con pérdida-ganancia [62]. En [63] se demostro
que cerca de los puntos excepcionales que presentan los condensados de polaritones, puede
exisitir un control del mismo mediante el bombeo de un laser externo que necesita mucha
menos potencia que si se trata de controlar el sistema directamente. La extension del estu-
dio en configuraciones méas complejas promete panoramas factibles para investigaciones de
puntos excepcionales de mayor orden y fotonica topolégica no Hermitiana en sistemas en
desequilibrio de muchos cuerpos.
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2.2. Modelo de Hubbard

Hasta ahora se tiene el modelo estandar que junta las tres fuerzas fundamentales del
Universo en una sola ecuacion. La gravedad es excluida debido a su naturaleza misteriosa; sin
embargo, la teoria de cuerdas y la gravedad cuantica de bucles investigan como incorporar
esta fuerza en una ecuacién que contenga las cuatro fuerzas. Cuando aparecié la mecanica
cuantica, las explicaciones a fendmenos de la materia condensada eran necesarias. Una de
ellas es el modelo de Hubbard, el cual fue introducido por Martin Gutzwiller [64], Junjito
Kanamori [65] y John Hubbard [66]. El objetivo de este modelo fue explicar las correlaciones
de los electrones en sé6lidos. Estas particulas se encuentran en una red en la cual dan saltos
de un sitio a otro. Teniendo en cuenta que la probabilidad del salto de un electrén cae
exponencialmente, lo mas simple es considerar que solo existen saltos en los vecinos més
cercanos. La energia cinética de cada salto es la misma.

Muiltiples aplicaciones han surgido para este modelo en campos como la superconduc-
tividad, transiciones en metales aislantes, ferromagnetismo, atomos frios, entre otras. Esta
ultima demostré como una red de dtomos bosénicos muestra una transicion de superfluido
a un aislante de Mott [67], que ya se habia previsto en el modelo Bose-Hubbard (modelo
de Hubbard para bosones).

2.2.1. Hamiltoniano de Bose-Hubbard simple

El modelo Bose-Hubbard, introducido por Gersch y Knollman [68|, tiene la misma
descripcion que el modelo de Hubbard con la diferencia que aqui se analizan bosones. De
esta manera, un nimero arbitrario de bosones pueden ocupar el mismo sitio y es posible
obtener la energia del estado base. La correlaciones que captura este modelo son las que
surgen cuando hay interacciones fuertes entre las particulas. El Hamiltoniano de Bose-
Hubbard viene dado entonces como

N
H= 3 (300 0j) + § Y0 >

)

donde @ZAJJ y ; son los operadores de creacion y aniquilacion de bosones en el sitio i, respec-
tivamente. La suma en el primer término toma los sitios mas cercados (ij). El operador de
namero (operador que mide el nimero de particulas del sitio) viene dado por 7; = 1/33 1/31 El
parametro e describe los saltos coherentes o el efecto tunel entre los vecinos més cercanos
(también llamado acoplamiento coherente), indicando la energia cinética del sistema. El
pardametro « expone la interaccién local entre particulas del mismo sitio, donde si a@ > 0
la interacién es respulsiva y si a < 0, es atractiva. El conmutador de los operadores de
creacién y aniquilacion tiene las propiedades de

WM;;] = WZ} - 1#;% = 0i5; [i, 4] =[], 9] = 0. (2.7)
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2.2.2. El dimero de Bose-Hubbard con simetria Paridad-Tiempo

Cuando se introduce la simetria P7 en un sistema cuantico, entonces se toman en
cuenta las pérdidas y ganancias del sistema mediante un parametro que denotamos . Los
condensados polaritonicos en dos sitios (los dimeros polariténicos) se realizan en microca-
vidades semiconductoras, en donde un sitio se puede considerar como polarizacién circular
positiva, y el otro como polarizaciéon circular negativa de polaritones. Las microcavidades
semiconductoras naturalmente presentan el fenémeno del dicroisimo entre las polarizacio-
nes lineales, que es caracterizado por el parametro de separacidon € entre las energias de
los fotones con polarizaciones lineales X (horizontal) y Y (vertical), definidas por los ejes
cristalograficos [110] y [110]. Este fenomeno también se puede considerar como el efecto
tanel entre polarizaciones circulares. La separacion es de alrededor de decenas de peV y
puede ser controlado mediante la aplicacion de un campo eléctrico [2]. Para lograr una
buena simetria PT se puede utilizar una microcavidad rayada a lo largo de la direccion
diagonal o antidiagonal (en la direccion [100] o en [010]). De esta manera, se introduce un
cambio en el tiempo de vida de los polaritones con polarizaciéon diagonal y antidiagonal,
caracterizado por el pardmetro . Este mismo parametro define la ganancia-pérdida que
se comentd anteriormente, y lo referimos también como acoplamiento disipativo. Como re-
sultado, cuando el bombeo externo del condensado iguala a la disipacién promedio de la
cavidad, el condensado es descrito por un Hamiltoniano con simetria P7T que se define como

Hpr = _% (@2}3—17&71 + @ZJT_MH) + % (@ZJT_MH - @2111/371) + % <|1/3+1|4 + |7Z’fl|4) , (2.8)

donde ¥41 y ©¥_1 aniquilan polaritones con polarizaciones circulares derechas y izquierdas,
respectivamente.

En al caso de un solo polariton, el altimo término en (2.8) desaparece y los primeros dos
términos definen una matriz 2 x 2, que es igual al Hamiltoniano L, analizado arriba, ver la
ecuacion (2.5). Entonces para un solo polariton, la simetria P7T se rompe para v > €. La
meta principal de nuestro estudio es demostrar que en el caso de muchos polaritones con
interaccion, la simetria P7T no esta rota para todos los valores de «y. Para eso consideramos
la dindmica semi-clasica del Hamiltoniano (2.8) y mostramos que es la dindmica pseudo-
conservativa, con todas las trayectorias cerradas.

2.3. Dinamica de un dimero Bose-Hubbard con simetria P7T

Un condensado de Bose-Einstein (conocido como dimero BEC o unién de Jospehson
bosonico) en una trampa 6ptica de doble pozo que se utiliza para el estudio de la coherencia.
Es muy ttil para comprender el efecto ttinel, predice el auto atrapamiento macroscépico, el
colapso y las oscilaciones de Rabi. En particular, el dimero de condensados excitén-polaritéon
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se crea con una alta precision [69] y presenta entrelazamiento cuantico [53,70,71|. E1 BEC
también tiene interesantes aplicaciones en la rama de la materia oscura ultra ligera, ya que
este tipo de materia oscura estéd compuesta por bosones de masas entre mc? < eV y forman
condensados de Bose-Einstein o superfluidos a escalas galacticas [72].

La importancia de la simetria P7T se ha comentado en la anterior seccién, teniendo
aplicaciones teoricas y experimentales. Pai-Yen Chen [73| propuso y validé una técnica
telemétrica de alto orden con simetria P7T, la cual aumenta la sensibilidad y el factor de
calidad @ de un sensor inductor-capacitor (L (') pasivo inalambrico, usado para aplicaciones
médicas e industriales. Otra aplicacién interesante es el analisis de la molécula de hidrégeno
con interacciones de ganancia-pérdida balanceada con el ambiente [74].

El control no coherente de un dimero Bose-Hubbard con hamiltoniano no hermitiano
demostr6 que la tnica energia real aparece cuando las fuertes interacciones y la no hermi-
cidad estan balanceadas, lo cual indica que un sistema abierto de muchos cuerpos puede
existir [75]. En otro estudio [76], se analiz6 el modelo Bose-Hubbard de doble pozo. En
este caso, a la parte dependiente dle tiempo se agregd una parte imaginaria (no hermi-
tiana) dependiente del tiempo, aumentando el efecto tunel en las regiones caoticas. Muy
recientemente se ha estudiado la dindmica disipativa en una dimensién en términos del mo-
delo Bose-Hubbard de dos partes con ganancia-pérdida alternada [77]. El sistema muestra
simetria P7T bajo ciertas condiciones y muestra una transiciéon en esta misma que es carac-
terizada por un pardmetro de ordenamiento. Se encontré que modulando periédicamente el
acoplamiento disipativo el régimen de simetria se conserva y no hay riesgo de ruptura.

En el limite semi-clasico, el Hamiltoniano del dimero Bose-Hubbard con simetria P7T
se define como

H= = (vt + 80 0) + 5 (W0 = ¥hv) + 7 (Wl + leal!) . (29)

donde 111 se toman como ntmeros complejos que indican la polarizacién circular a la dere-
cha (+1) y a la izquierda (-1). Esto debido a que es un analisis semi-clasico, correspondiente
a un sistema con gran ntmero de bosones. El pardmetro £ describe el acoplamiento cohe-
rente (acoplamiento de Josephson), mientras que el pardmetro « describe las interacciones
polariton-polariton (también llamadas no linealidades de Kerr). El pardmetro « indica la
diferencia de vida de los polaritones con polarizacién diagonal y antidiagonal; en otras
palabras, es el pardmetro de ganancia-pérdida que introduce la simetria P7. También se
define como el acoplamiento disipativo. Los parametros tienen dimensionalidad de energia
y haciendo h = 1 se tienen también las unidades de frecuencia.

Si usamos la representacion de Heisenberg de manera clasica (con ntimeros complejos
en lugar de operadores), la evolucion de la polarizacion esta dada por

d 1
Pl (o) Y + Sl P (210)

?
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Para el analisis del dimero bosénico con simetria PT es de utilidad introducir el espin,
el cual esta definido como

1
S= Vol (2.11)

donde ¥ = (¢41, 1/1_1)T es el espinor y o es el vector de Pauli con sus respectivas compo-
nentes matriciales (n =0, x,y, 2)

01 0 — 1 0 10
ax—<1 0), Uy_<i O)’ UZ—<0 _1>, cro—<0 1). (2.12)

Ahora podemos encontrar las componentes del vector de espin. De esta manera tenemos
que las componentes son

S = gWoL ¥ = o (51 60 ) (2.13a)
Sy = g oy = & (U7 — U5) (2.130)

5o = g0l = L (Wl — joa?) (2.13¢)
Sp=8= %\II*UQ\P = % ([ + [-1]?) - (2.13d)

Las componentes presentadas en el conjunto de ecuaciones (2.13) satisfacen las relaciones
de conmutacion conocidas [S),, Sj] = ihe,;;S;, donde €, es el simbolo de Levi-Civita. Se
observa que en el limite clasico se tiene la relacion S% = S2 + Sg + 2.

En este punto se puede reescribir el Hamiltoniano (2.9) en términos de las componentes
del espin como

H=—cS, + %Sﬁ + % (5% = 8) —inS,, (2.14)
siendo
H = Hy+iH], (2.15a)
Hy = % (S2 - S) — S, + %53, (2.15b)
Hy = —vS,. (2.15¢)

La parte hermitiana de Hamiltoniano (2.15b) corresponde al modelo de Lipkin-Meshkov-
Glick (LMG) introducido en 1965 78], mientras la parte anti-hermitiana (2.15c) satisface la
simetria P7T . Cuando se tiene que v # 0, entonces obtenemos el modelo LMG con simetria
PT. En otras palabras, se toma en cuenta la ganancia-pérdida del sistema con el ambiente.
El modelo LMG se ha utilizado para el analisis de d4tomos ultrafrios y microcavidades |79—



2.3 Dinamica de un dimero Bose-Hubbard con simetria P7T 22

82], termodinémica de sistemas de polaritones [33], entrelazamiento cuantico [34], efecto de
Josephson [85], entre otros campos. El Hamiltoniano H; hace que perdamos la hermeticidad
pero obtengamos la simetria Paridad-Tiempo, y puede ser introducido de varias maneras.
Por ejemplo, en [54] fue introducido como H; = —~v.S,, mostrando una simetria P7 rota
con cualquier valor del pardmetro ~.

Para encontrar la evolucién en el tiempo de las componentes del espin podemos sus-
tituir la ecuacion (2.10) en las componentes del espin (2.13). Para el caso general de los
Hamiltonianos no-hermitianos H = H(S) = Hy(S) + iH;(S) derivamos estas ecuaciones en

el apéndice A:
dS  [dHj dH,
dt_[dS xS}+SdS. (2.16)

De esta manera obtenemos

dsS; .
s, .
ds., .
i S, = —e8y, (2.17¢)
ds dH, .

Se puede ver que la longitud del espin no es constante, sino que depende del parametro
de acoplamiento disipativo y de la componente del eje y del espin.

En lo que sigue, s6lo se tomaran en cuenta los valores positivos de los parametros del
sistema (o > 0, ¢ > 0, v > 0). Si tenemos la atraccion de particulas, es decir a < 0, la
ecuacion (2.17a) cambiaria de signo, al igual que el tercer término de la ecuacion (2.17b).
Si intercambiamos S, — —S5;, los signos vuelven a cambiar y el sistema queda intacto. De
esta manera solo es suficiente tomar en cuenta la repulsion de los polaritones (o > 0). Si
e < 0, entonces el segundo término de la ecuacion (2.17b) cambia de signo al igual que la
ecuacion (2.17c). Si intercambiamos S, — =S, y S, = —S,, el sistema no cambia. De esta
manera, sélo se toma en cuenta valores positivos de €. Si v < 0, el primer término de la
ecuacion (2.17b) cambia de signo, y la ecuacion (2.17d) también. Al intercambiar S, — —S,
y S — —S;, el sistema no cambia por lo que so6lo es necesario analizar valores positivos
del acoplamiento disipativo.



2.4 Ecuaciones reducidas 23

2.4. Ecuaciones reducidas

Se tomara un tiempo adimensional ¢’ = ¢, un parametro de ganancia-pérdida v = /e
y un parametro de interaccion o/ = a//e, obteniendo
as,

ds
T =0 SyS.z, y t}’ = 'S+ 5.d'8.5,,

s,
dt’

= _8,.

En lo que sigue omitimos las primas, que es equivalente a usar las unidades de energia en
donde € = 1. Ademas, escalamos la longitud del espin y definimos nuevas variables

s:i x:& :i z:SZ. (2.18)

\/a? ﬂ? y ﬁ7 \/a
Para estas variables tenemos las ecuaciones equivalentes al fijar « = 1 y ¢ = 1 en las
ecuaciones (2.17):

d
d% =& =—yz, (2.19a)
dy .
g = U=s +z+ xz, (2.19b)
d
déz ==y, (2.19¢)
ds
S _ e 2.19d
i el (2.19d)

En el caso de la simetria P7T se tienen tres casos de interés:

= 0 <7 < 1: El caso del acoplamiento disipativo débil.
s v = 1: El caso de acoplamiento disipativo critico.

= v > 1: El caso del acoplamiento disipativo fuerte.

Cuando el valor de 7 es cercano a 1 (cercano al valor del acoplamiento coherente), es
donde deberfa existir un punto de bifurcacién entre simetria rota y no rota. Sin embargo,
en este caso en particular, se tiene una transicion que conserva la simetria P7T y lo tnico
que se ve afectado es la geometria y la cantidad de puntos fijos que se encuentran sobre el
espin.
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2.4.1. Puntos fijos y trayectorias

Para obtener el valor de los puntos fijos se tienen que tomar en cuenta las ecuaciones

(2.19) y la propiedad

§* = a2 +y? + 22, (2.20)

de esta manera si analizamos las ecuaciones (2.19¢) y (2.19d) para obtener una constante

de movimiento tenemos que

¥E=s5= —y+y
= 0’

teniendo entonces como constante de movimiento a la ecuacién
s—yz=p, (2.21)

donde p es una constante del movimiento.
Por otro lado, tenemos la condicién de conservacién de la combinacién
L,
-+ 5% = E, (2.22)

donde E es una otra constante del movimiento, que en el caso del modelo LMG ordinario
es la energia. Las dos ecuaciones (2.21) y (2.22) definen por completo las trayectorias en el
espacio del espin de tres dimensiones.

Antes de analizar las posibles trayectorias, buscaremos posibles puntos fijos no triviales
del espin. El punto fijo trivial x = y = z = s = 0 corresponde al condensado vacio y no
tiene interés practico.

La condicién que se tiene que cumplir para los puntos fijos es que la evolucién en el
tiempo de las componentes del espin sea constante (& = ¢ = 2 = 0). De la ecuacion (2.19¢)
obtenemos que el valor de la componente y del espin para los puntos fijos debe ser cero,

y=0. (2.23)

La ecuacion (2.23) ya satisface que & = 0, por lo que si ahora tomamos a la ecuacion (2.19b)
para g tenemos
(14+z)z—vs=0. (2.24)

Tomando en cuenta la propiedad (2.20) y que el valor de y = 0, la ecuacion (2.24) se

convierte en .
Vg2 1ra) (2.25)
Y
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en donde si se sustituye en la constante de movimiento (2.21) se obtiene que el valor para el
punto fijo de la componente z, en términos de la componente z y el acoplamiento disipativo,

es
P

= — 2.26
1—72+x (2.26)

Este valor puede ser introducido dentro de la ecuacion (2.24) y haciendo un poco de

algebra se obtiene que
P w O\
e — S 2
[a2rgt TH=0 (1—72+9«“> o

= (1—-7+2)%2*—p* (1+2)>—+%) =0. (2.27)

la cual se tiene que resolver para encontrar los posibles valores de la componente z en los
puntos fijos.

Primero observamos que esta ecuacién siempre tiene al menos dos raices reales. Con-
siderando el lado izquierdo de la ecuacion (2.27) como una funciéon de z, f(z), vemos que
por grandes valores de |z| esta funcion es positiva;

f(z = fo0) ~ z* > 0.

Por otro lado, esta funcién también toma valores negativos. En el caso 0 < vy < 1 tenemos
f(0) = —p?(1 —+%) < 0, y en el caso v > 1 tenemos f(y? — 1) = —p?>+%(7? — 1) < 0. De
esta manera se tiene que la funcién cambia continuamente de valores negativos a valores
positivos y hay al menos una raiz real de la ecuacion (2.27), donde la funcion es cero. Las
raices reales deben aparecer o desaparecer en pares, por lo que siempre tendremos al menos
dos raices.

Considerando que f(x) un polinomio de orden cuatro, el méaximo namero de raices es
cuatro también. El deterinante de la ecuaciéon viene dado por la expresion

Ap = 16p"*y [(p2 O 2772p4} - (2.28)

Este discriminante tiene dos caracteristicas para el niimero de raices reales de la ecuaciéon
(2.27), que son
Ay <0, 2 raices, 0<p<pe (2.29a)

Ap >0, 4 raices, P> pe; (2.29b)

en donde p, es el punto critico donde existe una bifurcacioén, y pasa cuando el discriminante
es igual a cero.
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Entonces, obtenemos p. de la ecuacion A; = 0. Cuando se analiza 16p*y? se llega a la
conclusiéon que se tiene la solucién trivial de p = 0, por lo que la verdadera ecuacién que se
tiene que analizar es la que esta dentro de los corchetes,

3
[P* = (1 =% —279°p" =0, (2.30)

que tiene un discriminante

Ay =317 [2-301=7") + (1=

(2.31)

El discriminante de la ecuacion (2.31) es menor que cero, Ay < 0, lo cual significa
que solo hay una solucion real para la ecuacion (2.30). Indicando la existencia de un solo
punto critico donde existe la bifurcacién, teniendo como consecuencia que superado un valor
critico no se puede volver a tener dos puntos fijos. En otras palabras, cuando se pasa de
tener dos puntos fijos a tener cuatro, siempre se tendran estos tltimos al ir aumentando p.

La ecuacion (2.30) se tiene que resolver para encontrar el valor del punto critico. Para
resolver esta ecuacion ciibica por respeto al p? utilizamos el método de Cardano (publicada
por Gerolamo Cardano en su Ars Magna [36]) y un método equivalente a las sustituciones
de Vieta [87]. El proceso para encontrar a p. se puede ver en el apéndice B. De esta manera
obtenemos que el punto de bifurcaciéon en términos de ~:

=142+ 431 +292)95 + (2 + 72)73} . (2.32)

Caso del acoplamiento disipativo débil, 0 <y <1

Cuando se tiene un acoplamiento disipativo débil (menor al acoplamiento coherente), las
trayectorias del dimero yacen sobre la superficie de una elipsoide de rotacién. Considerando
la ecuacion (2.21) podemos ver que el parametro p, que define el tamano del elipsoide, no
puede ser negativo, y los elipsoides estéan definidos por

2
p o= P

2 2 2 2
1— — = — = —
" +y +( 7)(2 ZO) 1_727 1_727

p > 0. (2.33)
Los elipsoides se prolongan a lo largo del eje z y su forma depende directamente del pa-
rametro v: la excentricidad es igual a . Cuando el parametro p tiene un valor pequetio y
no se supera el valor critico p., se obtienen dos puntos fijos de tipo foco (figura 2.3(a)).
Por otro lado, para elipsoides grandes, definidos por p > p., se obtienen cuatro puntos fijos
(figura 2.3(b)). Se tiene que tres de ellos son de tipo foco y uno es de tipo silla. En este
altimo caso, los dos puntos de foco que ya se tenian antes conservan sus propiedades, solo
aparecen dos puntos fijos mas, un foco y uno de silla.
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10

(a) y=0.7,p=36 (b) v =07, p=4.3

Figura 2.3: Trayectorias del espin de un dimero polariténico con simetria P7T en el caso
conservativo. Con el valor de v = 0.7 se tiene un punto critico donde se da la bifurcacion
de p. = 3.741. En la figura (a) se tiene un valor de longitud del espin de p = 3.6, el cual es
menor al punto critico, por lo que se tienen dos puntos fijos de tipo foco (puntos azules). En
la figura (b) se tiene un valor de p = 4.3 que excede el valor del punto critico, en consecuencia
se tienen cuatro puntos fijos de los cuales tres son focos (puntos azules) y solo uno es de tipo
silla (punto rojo), en donde la trayectoria roja indica una trayectoria con periodo infinito
correspondiente al punto de silla. Las trayectorias azules indican trayectorias alrededor de
los puntos fijos de tipo foco

En este punto cabe resaltar que aunque se introduzca el bombeo y disipacién con la
simetria P7T en el sistema, se conservan las trayectorias cerradas, similares cualitativamente
con las trayectorias del dimero conservativo (v = 0), y solo cambia la superficie en que yacen.
Como se dijo antes, el parametro v es el que controla la forma del elipsoide. Cuando su
valor tiende a cero, el elipsoide tiende a una esfera. Mientras que cuando su valor crece la
elipse se hace mas larga en el eje z.
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Caso del acoplamiento disipativo critico, 7y =1

En el caso cuando el valor del acoplamiento disipativo tiende al valor del acoplamiento
coherente, las superficies definidas por el pardmetro p cambian dréasticamente. Ahora ya no
tendremos elipsoides, tendremos paraboloides definidos por

p 2 +y

z2=—=-4

2.34
>t 2, (2.34)

El parametro critico en este caso es p. = v/27, pero hay un cambio en el nimero de puntos
fijos en los paraboloides. Tenemos

p < V27T, 1 raiz; (2.35a)
p> V2T, 3 raices. (2.35b)

El cambio en el nimero de raices se debe a que si v = 1 la ecuacién para los puntos
fijos de la componente z (2.27) se convierte en una ecuacion cubica

3 — plx —2p° = 0.

Caso del acoplamiento disipativo fuerte, v > 1

Cuando se supera el valor de transicion, se tiene un acoplamiento disipativo fuerte que
supera al acoplamiento coherente. En este caso, se esperaria que la simetria P7 se rompiera.
Sin embargo, se tiene una conservacion de ésta y lo inico que cambia es la superficie en
que yacen las trayectorias y los puntos fijos. Los elipsoides se convierten en hiperboloides.
En este caso se tiene que si el valor de p no excede la longitud critica, existe un punto fijo
de tipo foco (figura 2.4(a)) y un punto ficticio que no yace sobre la superficie. Por su parte,
cuando se supera la longitud critica existen tres puntos fijos de los cuales dos son focos,
solo uno es de silla (figura 2.4(b)) y uno es ficticio que no yace en la superficie.

En este capitulo se analizaron los puntos fijos y se obtuvieron las expresiones analiticas
para examinar cada uno de los casos de interés. En el siguiente capitulo se analizara la
dindmica y se obtendran las soluciones exactas para demostrar que se tiene una dinédmica
conservativa del espin.
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(a) y=1.6, p=28.5 (b) y=1.6, p=10.7

Figura 2.4: Trayectorias del espin de un dimero polariténico con simetria P7T en el caso
conservativo. Con el valor de v = 1.6 se tiene un punto critico donde se da la bifurcacion
de p. = 8.729. En la figura (a) se tiene un valor de longitud del espin de p = 8.5, el cual es
menor al punto critico, por lo que se tienen un punto fijo de tipo foco (punto azul). En la
figura (b) se tiene un valor de p = 10.7 que excede el valor del punto critico, en consecuencia
se tienen tres puntos fijos de los cuales dos son focos (puntos azules) y solo uno es de tipo
silla (punto rojo), en donde la trayectoria roja indica una trayectoria con periodo infinito
correspondiente al punto de silla. Las trayectorias azules indican trayectorias alrededor de
los puntos fijos de tipo foco



Capitulo 3

Dinamica conservativa de un dimero
polaritonico con simetria P7T

En este capitulo se presentan las soluciones exactas de las ecuaciones de movimiento
del espin para demostrar que su dindmica es conservativa. Para esto, se toma en cuenta el
parametro de acoplamiento disipativo que introduce la simetria Paridad-Tiempo.

Trayectorias generales y soluciones exactas

3.1.
Para obtener las trayectorias para cada componente del espin, primero se tiene que
recordar que las ecuaciones de movimiento estan definidas como
dx
—_— = = — 27 318,
7 y (3.1a)
d
& =y =—ys+z+xz, (3.1b)
dt
dz
— =3=—y, 3.1c
7 y (3.1c)
d



3.1 Trayectorias generales y soluciones exactas 31

y también la conservacién de energia

1
—z+ 52«2 =F, (3.2)
en donde también es donde yacen las trayectorias. Ademas, es importante recordar la con-

dicién de constante de movimiento
S — ’}/Z = p7 (33)
en donde la longitud del espin esta definida por la propiedad

s =\a?+y%+ 22 (3.4)

Con todo esto dicho, elevamos al cuadrado la ecuacion (3.1c) y utilizamos la propiedad
(3.4) y (3.3) para obtener el valor de la componente y elevada al cuadrado y obtenemos que

2
<Z§) = () =y’ = (p+72)" —a® = 2% (3.5)

Ahora, para dejar solo una variable en esta ecuacion diferencial podemos utilizar la
constante de energia (3.2) para obtener el valor de la componente z del espin. De esta
manera tenemos que

- (‘flt) P = (ot - (57 E) e (36)

De esta manera tenemos una ecuacion diferencial no lineal que se puede resolver me-
diante funciones elipticas de Jacobi (ver apéndice C para las caracteristicas de este tipo de
funciones). Para esto, primero expandimos la ecuacion y agrupamos los términos segtn su
potencia

2
1
<f;> =17 =2 (1= E—9?) + 2072+ (0 — ). (3.7)

La ecuacion (3.7) es una ecuacion diferencial no lineal la cual tiene un polinomio de
orden cuarto. Para resolver este tipo de ecuaciones, tomamos el método presentado en [38]
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para reducir esta ecuacion diferencial en términos de funciones elipticas de Jacobi. Este
método asume que las raices del polinomio de cuarto orden son reales, sin embargo, también
describen a dos pares de raices con su complejo conjugado e, incluso, coeficientes complejos.
Introducimos la variable

w=P211 (3.8)

rz+uv’

de manera que su derivada tiene la forma

dw\ _ po-ar (dz
dt ) (rz+v)? \ dt
dw\? (pv — qr)? (dz 2
( dt ) (rz+wv)* \ dt (39)
La variable w es una funcion eliptica de Jacobi que satisface

dw’ 202 (2 2 2 2
(dt) =—k°3 (w —wa) (w —wb), (3.10)
donde las variables +w, y wj, son las raices de la ecuacién cuartica para w. Por su parte,
k? es el modulo eliptico. Estas tienen los valores de

K2 -1

- (3.11)

w, =1, wi =

La ecuacion (3.7) se puede escribir en términos de sus raices de la siguiente manera

dz\?
(dt> =ttt et g =ca(z—21) (2 — 2) (2 — 23)(2 — 21), (3.12)
en donde en nuestro caso ¢4 < 0 (¢4 = —1/4). Cabe resaltar que este polinomio puede tener
cuatro raices reales, dos reales y dos complejas, y cero raices reales y todas complejas. Esta
dltima opcién indica que no habré trayectorias.

Comparando las ecuaciones (3.7) y (3.10), podemos realizar el radio cruzado (las carac-
teristicas del radio cruzado se pueden ver en el Apéndice D). En este punto se tienen seis
arreglos (gracias al grupo de Klein) que pueden utilizarse para obtener las soluciones. De
manera general se tiene el radio cruzado

’%(Za 22423, Z4) = K‘(wa w2, w3, 'LU4),
o de manera explicita se tiene

(2 —22)(23 —24) _ (w— wy)(ws —wa)

(z —za)(23 — 22) (W —wa)(ws —wa)
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El mapeo de este tipo de radio cruzado es

Z =z mapeo a w = W con k=0,
z = z3 mapeo a w = ws con k=1,
z =2z mapeo a W = Wy con K = 00.

3.1.1. Caso con cuatro raices reales

Para este caso, las raices del polinomio (3.12) son tales que 21 < z3 < 23 < 24 y para
w se tiene que son bicuadraticas, +w, y twy. El arreglo utilizado, tomando en cuenta las
condiciones del mapeo general (0 < k < 1), para realizar el radio cruzado tiene la forma

K(z, 24, 22, 23) = K(w, wWg, —wWp, Wp), (3.14)
o de manera explicita se tiene que

(z — 2z4) (22 — 23) _ (w—wg) —2wp

. 3.15
(z—23)(22 —24) (W —wp) we + wp (3.15)
Introduciendo el valor z = 27 y w = —w, obtenemos
— — 4
(21 —23)(22 —21) (w2 —wy)
O bien, haciendo un poco de algebra
| — ko = (21 — 22)(23 — 21) (3.17)

(21— 23)(22 — 21)

De esta manera, podemos mapear la ecuacion (3.12) en (3.10), tomando a w como un
coseno eliptico de Jacobi, w = cn(wt, k%), ya que los signos de los coeficientes indican esta
forma. Asi pues, tomando el radio cruzado (3.17) se convierte en

2
1— & . Jwqwy (wg — wb)2 (k - Vk? - 1)
_ 0 pu— —_ p— p—

(wa +wp)?  (wa + wp)? (k+\/ﬁ)2'

Obtenemos la raiz cuadrada de este término y nombramos a una nueva variable de manera
que

- /1_P0: k—Vk*—1 :\/(21_22)(z3_z4) (318)

E+vVk2—1 (21 — 23)(22 — 24)
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Resolviendo esta ecuaciéon para encontrar el valor del médulo eliptico se obtiene que

k2 . (1+0')2
- g

: (3.19)

teniendo como caracteristica que k* > 1. Podemos reescribir los valores de las raices del
polinomio de cuarto orden de la variable w 3.10 si jugamos un poco con las definiciones de

o y el modulo eliptico
1-0

we AL wp=Eq (3:20)
Recordando la ecuacion para la variable w (3.8), tenemos que
(pv — qr)? (ds.\? dw\?  (pv —qr)’cs
rz+o)t Vat )~ \at :W(z —21)(2 — 22)(2 — 23) (2 — 24)
== 3% (w® = wg) (w* —wy), (3.21)

De esta manera, si comparamos los términos de las ecuaciones, podemos obtener el valor
de la variable S en su forma
2
2 (pv —qr)“cy
=0 3.22
b —k2(rz +v)* (3.22)

Para encontrar los valores de las variables p, ¢, 7 y v, tenemos que utilizar el radio
cruzado (3.15) y resolver para w de manera que sea posible igualar este valor con la ecuacion
(3.8) y comparar sus términos.

Sustituyendo los valores de w, y wp dentro de la ecuacion del radio cruzado 3.15 tenemos
que

(z-z)(z2—2)  (w—1) (2“T>

(z — 23) (22 — 24) B (w ERV/EE R \/kz—l

k
(w— 1)k ( 2VE? — 1 )
(wk_m) k+vVE2—1)

(3.23)

Realizando un poco de algebra, podemos llegar a una expresiéon en la que es posible
comparar los términos obtenidos con la ecuacién para la variable w. Por lo tanto se obtiene
que si resolvemos la ecuaciéon 3.23 para w tenemos que el numerador y denominador son

N = [\/ k2 —1(z9 — 23) — 2k k? — 1(22 — z4)} z,
— V% —1(22 — 23)24 + 2kV k? — 1(22 — 24) 23 (3.24a)
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D= [(k + VK2 — 1) (29 — 23) — 2k k2 — 1(29 — 24)] 2
- (k + VK2 — 1) (22 — 23)24 + 2k k% — 1(22 — 24)23, (3.24D)

respectivamente. De esta manera, la ecuaciéon 3.8 para la variable introducida w se puede
escribir también como

N
= —. 2
W= (3.25)
Finalmente se tiene que los valores de las variables p, ¢, r v v se pueden escrbir como
2(1 —
p= (i T a(;Q) [(22 = 23) + 023 — 24)], (3.26a)
2(1 —
q= m [—0 (22 — 24)23 — (23 — 24)29] , (3.26b)
= 2oz~ 2a) + (25— )] (3260
T_l—I-U (AW zZ4 z3 Z4)], .z0C
= 2 [0~ 2a)2s — (25— 24)) (3.260)
U_1+UUZ2 Z4)23 z3 Z4 )22 . .

Antes de obtener el valor de [, definimos nuevas variables para poder reescribir de
manera mas elegante las variables importantes del analisis

v =(21—2) (21— 23),  va=+/(23— 24)(22 — ). (3.27)
Por lo que podemos escribir a la variable sigma de diferente modo

_ (a1 — =) (z3—2)
Vivy

. (3.28)

Ahora, podemos obtener el valor de § no sin antes renombrarla por motivos de conven-
cion. El resultado es

1
B=w= 5 VY14 (3.29)
En donde tenemos la condicién
4 _ 2
w = (C4V11/4) Z 0. (3.30)

Como o* = %, tenemos que el moédulo
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3.1.2. Caso con un par de raices complejas

Cuando el polinomio de la ecuacion diferencial (3.12) tiene solo dos raices reales y
dos complejas, se obtiene que {z1, z4}€R siendo z; < z4. Las otras dos raices tienen la
caracteristica de ser complejo conjugado una de otra z3 = z3. En consecuencia se tiene que
weR y

. * * * * *
wy =ilwp|,  wy=-wp, P =-p, ¢ =—q, rt=-r, v =-u
Para esto caso también se cumple la condicion (3.30). En los dos casos analizados se tiene
que los valores de v1, v4 vy m = k? siempre son reales.

3.1.3. Soluciones

Finalmente, habiendo obtenido los valores de las variables necesarias hacemos uso de la
ecuacion (3.8) y resolvemos para z. De esta manera se obtiene la ecuacion de las trayectorias
en esta componente del espin

v1z4 [1 £ en(wt,m)] + vgz1 [1 F en(wt, m)]

T UL+ on(wt,m)] + va[l Fen(wt,m)] (3:31a)

~ vizg [1 4+ en(wt, m)] + vaz1 [1 — en(wt, m)]
T v1 [1+ en(wt,m)] + vg [1 — en(wt, m)] (3:31b)
L _nA [1 — cn(wt, m)] + vaz1 [1 4 en(wt, m)] (3.310)
_ ol ] :

1 — en(wt, m)] + vyq [1 + cn(wt, m)]

donde t es el tiempo y m = k2. Las trayectorias de la componente z son descritas por la
ecuaciéon de conservacion de energia, en términos de la componente z

1
v=12op (3.32)

Por su parte, las trayectorias de la componente y son la derivada temporal de las de z de
acuerdo con la ecuacion (3.1c). Por lo tanto se obtiene que

8w3(z4 — z1)dn(wt, m)sn(wt, m)
(v1 [1 £ en(wt, m)] + vy [1 F en(wt, m)])?

y = , (3.33)

donde el signo de la funcién eliptica de Jacobi en x y y no tiene importancia ya que esté
elevado al cuadrado.

El periodo méximo, por definiciéon, de las funciones elipticas de Jacobi es
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Trayectorias
o
Trayectorias

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 0 5 10 15

Periodo Periodo
* X y z * X y z
(a) Trayectoria de foco con F =5 (b) Trayectoria de silla con E = 3.958

Figura 3.1: Soluciones exactas de las trayectorias en términos de las funciones elipticas de
Jacobi con valores p = 4.3 y v = 0.7 (acoplamiento disipativo débil). En (a) se presentan
las soluciones graficas de una trayectoria de foco. En (b) se muestra una trayectoria de silla.
Los dos casos presentan una dindmica conservativa.

4K m<1;
t = 1 3.34
mas =\ HG) sy 834

Analizando el caso del acoplamiento disipatico débil con valores de p = 4.3 y v = 0.7
podemos analizar una trayectoria de foco (figura 3.1(a)) y otra de silla (figura 3.1(b)). La
trayectoria de foco con energia E = 5 tiene un periodo de valor pequenio t,,q, = 2.47. La
trayectoria de silla tiene energia ' = 3.958 y un periodo de t,q. = 19.59 el cual, como se
esperaba, es muy grande. En los dos casos se muestra una dindmica conservativa.

En caso del acoplamiento disipativo critico se esperaria que el periodo no fuera finito,
va que lo que se espera es que la simetria se rompa. Sin embargo, en este caso de analisis se
tiene una conservacion de la simetria atin con el acoplamiento disipativo critico, mostrando
periodos finitos para las soluciones. Para valores de p = 5.5 y v = 1 se tiene que con una
energfa ' = 7 se tiene una trayectoria de foco, presentando un periodo finito de valor
tmae = 1.941 (figura 3.2(a)). Para una energia F = 4.833 se tiene una trayectoria de silla
que presenta un periodo muy grande valor tp., = 8.312 (figura 3.2(b)). Los dos casos
muestran dindmica conservativa.

Para el acoplamiento disipativo fuerte con valores v = 1.6 y p = 10.7 se tiene que
con energia E = 12 se presenta una trayectoria de foco con e, = 1.533 (figura 3.3(a)).
Mientras que con una energia F = 9.226 se tiene una trayectoria de silla con un periodo muy
grande de valor t,,q, = 5.231 (figura 3.3(b)). Los dos casos presentan dinamica conservativa.
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8 s
g g
3 8 off
£ g |
(S =
)
0.0 0.5 1.0 15 70 2 4 6 8
Periodo Periodo
* X y V4 * X y . Z
(a) Trayectoria de foco con E =7 (b) Trayectoria de silla con £ = 4.833

Figura 3.2: Soluciones exactas de las trayectorias en términos de las funciones elipticas de
Jacobi con valores p = 5.5 y v = 1 (acoplamiento disipativo critico). En (a) se presentan las
soluciones gréficas de una trayectoria de foco. En (b) se muestra una trayectoria de silla.
Los dos casos presentan una dindmica conservativa.

(2} 12}
£ 8
S S
° °
[ o
> >
g g
= =
-20 . . ool
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14 0 1 2 3 4 5
Periodo Periodo
° X y °z X y ¢« z
(a) Trayectoria de foco con E = 12 (b) Trayectoria de silla con E = 9.226

Figura 3.3: Soluciones exactas de las trayectorias en términos de las funciones elipticas de
Jacobi con valores p = 10.7 y v = 1.6 (acoplamiento disipativo fuerte). En (a) se presentan
las soluciones graficas de una trayectoria de foco. En (b) se muestra una trayectoria de silla.
Los dos casos presentan una dindmica conservativa.

En anadidura, se tiene lo que se coment6é anteriormente. En todos los casos, para todos
los valores de los parametros, el médulo eliptico y la variables w, v y v4 son reales.

Para el caso donde las raices del polinomio son reales, se tiene que el signo positivo
(ecuacion (3.31b)) arroja soluciones que oscilan entre z4 y z3, mientras que si se tiene el
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signo negativo ((3.31c)) arroja soluciones que oscilan entre z; y zo. El médulo k2 > 1y
podemos utilizar que

1
cn(wt, k?) = dn (kwt, /€2> ,

l1—0c

por lo que cn(wt, k?) oscila entre w, = 1y wy, = Ire.

Por otro lado, cuando z9 = 23 los signos dan las mismas soluciones pero desplazadas en
el tiempo y oscilando entre 21 y z4. Entonces, w = +cn(wt, k?) oscila entre w, = £1 ya que
0<k?<1.

3.1.4. Valores de la constante de movimiento

Los valores de p pueden ser tanto positivos como negativos, dejando intactas a las
soluciones y demostrando siempre trayectorias conservativas. Los cambios son sobre las
raices del polinomio (3.12) de manera que

21 — —24, Z4 — —21, z9 — —25, z3 — —23, (3.35)
Sin embargo, en este punto surgen dos casos a analizar:

» Casocon 0 <y <1

s Caso con v > 1

Constante de movimiento con 0 <~y <1
Recordando por la ecuacion para la constante de movimiento esté definida como
s—vz=V12+ 22— vz =p, (3.36)

siendo el valor de p positivo siempre ya que el valor de la raiz cuadrado siempre serd més
grande que el valor lineal de z cuando v = 0 6 v = 1, atn con z < 0. Cuando se tiene
0 < v < 1 podemos fijar el valor de = 0 y obtener

‘Z‘ — Y2 =P,

lo cual es mayor que cero atin con z < 0. Esto da como resultado que cuando 0 < v <1
el valor de la constante de movimiento siempre sea positivo. Este caso lo podemos apreciar
en las figuras anteriores 3.1, 3.2 y 3.3 demostrando trayectorias conservativas.
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Constante de movimiento con v > 1

Ahora bien, cuando v > 1, tenemos que la ecuacion (3.36) puede tener un valor negativo
o positivo. Si tomamos x = 0,
‘Z‘ — Y2 =P,
surgen dos casos. El primero es cuando z < 0, en el cual obtenemos que p > 0. El segundo

caso es cuando z > 0, arrojando el resultado de p < 0. Este caso se aprecia en las figuras
3.4, demostrando trayectorias conservativas.

1si\ 15t
10f \ 10F
sf 5
of
sF

oS

-10F -10F

Trayectorias

Trayectorias
]

-151 -151
0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 0.0 05 1.0 15 20 25 3.0

Periodo Periodo

* X y z * X y z

(a) Trayectorias de las tres componentes con (b) Trayectorias de las tres componentes con
p=10 p=-—10

Figura 3.4: Soluciones exactas de las trayectorias en términos de las funciones elipticas de
Jacobi con valores p = £10, v = 1.2 y F = 7. En (a) se presentan el caso con p = 10.
Mientras que en (b) se muestra el caso cuando p = —10. Se tiene como ty,q,; = 3.2035 y
como modulo eliptico m = 0.804

En este capitulo se ha demostrado que la dindmica es conservativa para todos los valores
del sistema. En el siguiente capitulo se enlistaran las conclusiones del trabajo.



Capitulo 4

Conclusiones

En el presente trabajo hacemos una propuesta de fabricaciéon de un dimero polariténico
para fines de la computacién cuéntica. La idea principal es introducir el acoplamiento di-
sipativo 7 y coherente € en una forma especial que preserva la simetria P7. Demostramos
que este dimero tiene una dinamica conservativa para cualquier valor de los parametros del
sistema. Se ha encontrado que las soluciones para las trayectorias generales de cada una de
las componentes del espin tienen un periodo finito para cualquier valor del parametro de
acoplamiento disipativo, indicando conservacién de la simetria aiin teniendo un acoplamien-
to disipativo mayor al coherente. A continuacién se enumeran las conclusiones del trabajo
con mas detalle.

1) Para los puntos fijos se analizaron las ecuaciones de movimiento del espin, obteniendo
las expresiones generales que nos indican la cantidad y tipo de puntos fijos del sistema. El
punto fijo de la componente y tiene un valor constante de y = 0 para todos los casos
analizados. También se encontré que el nimero de puntos fijos depende del tamano del
espin, teniendo una longitud critica en donde el niimero de puntos fijos cambia. En el caso
del acoplamiento disipativo débil, v < ¢, las trayectorias yacen sobre una elipsoide. Para
elipsoides que no superan la longitud critica hay dos puntos fijos, ambos de tipo foco.
Mientras que si se supera el valor de la longitud critica, aparecen otros dos otros puntos
fijos, uno de tipo foco y uno de tipo de punto silla, obteniendo un total de tres focos y uno
de silla.

En el caso del acoplamiento critico, cuando v = ¢, la morfologia del sistema cambia y
la elipsoide se convierte en una paraboloide donde yacen las trayectorias. La cantidad de
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puntos fijos se reduce a solo tener uno de tipo foco, si no se supera la la longitud critica, o
tres, si se supera la longitud critica, teniendo dos de tipo foco y uno de tipo silla.

Cuando se tiene un acoplamiento disipativo fuerte con v > ¢ las trayectorias yacen en
una hiperboloide pero siguen siendo cerradas en nuestro modelo del dimero. Por lo tanto,
la simetria P77 no se rompe para todos los posibles valores del acoplamiento disipativo. En
este caso, si no se supera la longitud critica, se obtiene un punto critico de tipo foco y uno
ficticio que no yace en la superficie; mientras que si se supera la longitud critica, se obtienen
dos puntos fijos de tipo foco, uno de tipo silla y uno ficticio que no yace en la superficie.

2) Las trayectorias generales de nuestro modelo se obtuvieron mediante la resolucion de
las ecuaciones diferenciales de movimiento del espin, obteniendo expresiones en términos de
las funciones elipticas de Jacobi, lo cual permite estudiar la dindmica lenta del espin cerca
de las trayectorias de silla, que es de utulidad en aplicaciones de scrambling. Se mostréd
que para los tres casos analizados de disipacion (acoplamiento disipativo débil, critico y
fuerte) el periodo de las trayectorias generales siempre es finito, mostrando asi una dinamica
conservativa para cualquier valor de los parametros del sistema.

La importancia de nuestro analisis yace en la posibilidad de la construcciéon de nuevos
tipos de cubits que, ademas de poseer escalabilidad en su construccién, tengan un bajo
consumo energético durante las operaciones. Ademas de también ofrecer buen desempeno,
fiabilidad y operacion a temperatura ambiente. Cabe resaltar que las razones no sélo son
tecnologicas y energéticas, sino también sociales y de salud. La computacién cuantica pro-
mete revolucionar el campo de la quimica, medicina, fisica, economia, entre otros. Teniendo
una de sus aplicaciones méas importantes a la simulacién de moléculas y disefio de drogas,
las cuales pueden ayudar al descubrimiento de curas para enfermedades autoinmunes o que
no tienen cura actualmente.

Finalmente, se concluye que este anélisis demuestra un nuevo tipo de sistema que posee
una dinamica conservativa y en el cual la simetria Paridad-Tiempo no se rompe con ningin
valor del pardmetro de acoplamiento disipativo. Por lo que su uso en computaciéon cuantica
es posible.



Apéndice A

Dinamica del espin

Aqui derivamos la ecuacion para la dinamica del vector del espin S = {5;, Sy, S.} que
corresponde a un espinor de dos componentes W,

_1 % _ TP+1
S=Wol, U= (dm)’ (A1)

en condiciones cuando la evolucién de componentes ¥4 estd dada por la ecuacion de Schro-
dinger no-lineal (en unidades con h = 1)

dyprr  OH
= . A2
Tar oy, (4.2)
Cabe resaltar que la longitud del espin estd dad por
S|> = 8% =52+ 5, + 52 (A.3)

Aqui consideramos el caso general del Hamiltoniano complejo H = Hy + iH; con Hy; =
Hg,, tal que

aV _ OH _ 0y  OHy AV _ OM _ 0H, , OH,

@ - Tou 90+ 9 @& ow  aw T au-

Considerando que Hy 1 son funciones del vector real S, tenemos para las derivadas en estas

(A4)

ecuaciones

OHy dH, 0S  OH, dH, 08

9%~ ds o 00— dS 9% (A-5)
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Por otro lado, usando la definicion del espin (A.1) en términos de las matrices de Pauli,
obtenemos

s 14 1, d¥
a2 a TV Ty
i (0Hy 0OH, i (0H, OH
_2<ax1; _laxy)ﬂ'—fy"(aqj T ow

_ ¢ @_'@ @ \I;_iq;* 8H0+'8H1 .dS
“2\\as "'as ) av )% T2 9\ as TVas ) aur

Si la ecuacién de las componentes del espin la derivamos con respecto al espinor tenemos

que
ds 1 ds 1
— = -0 =—oV
av — 2 7 que 2%
por lo que la evolucién temporal del espin es
as i OHy .0H; . T, 0Hy .0H;

Con este resultado podemos analizar cada una de las tres componentes del espin para
obtener el resultado. Empezamos con la componente x

dS Z dHO * 2 2 l dHO *
dtw = 145, U*(oz — o)V + Zd—Sy\I} (0yoz — 0z0y) ¥+
idHy _, 1dH
1 de‘ll (0,00 — 0,0,)¥ + 1 dS; T* (02 + 02)W
1dH 1dH
+ ZW;\P*(UZJUQC + 0,0y)¥ + 1 dSZl U* (0,0, + 0,0,)V
Recordando las propiedades de las matrices de Pauli que dicen [0},0,] = 00, — 0p0; =

2iejp07 (donde €, es el simbolo de Levi-Civita), 0,05 + 00, = 2000,; y que las compo-
nentes del espin estan definidas por la ecuacion (A.1) obtenemos

dHq

o (A7)

dS,  dHp dH, dHy ¢ _ [dHO

S, Sy + s, K

dt  ds,””  ds. XSLjLS

Las otras dos componentes del espin se obtienen mediante las permutaciones ciclicas. De
esta manera podemos concluir que la ecuacién para la dindmica del espin en el limite clasico
cuando se tiene el Hamiltoniano con una parte imaginaria es

dS _ dH() dHl




Apéndice B

Calculo de la longitud critica p,

La ecuacién que describe los puntos fijos de la componente z del espin es
(1=~ +2)%? = p* (1 +2)* =4%) =0, (B.1)

de la cual se obtiene el discriminante que describe la cantidad de puntos fijos que se tiene,
y como ya sabemos siempre tendremos dos o cuatro. Este discriminante tiene la forma
siguiente

A1 = 16p*y? [(02 O 277204} - (B.2)
Como vimos en el capitulo 2, se tiene que existe un punto critico en el cual se pasa de tener
dos puntos fijos a cuatro. Esto pasa cuando

(0* — (1—%)2)° —219%p* = 0, (B.3)

de manera que se puede obtener otro discriminante en funcién de p para encontrar el punto
critico. Con este pensamiento, se obtiene que

Ay =—3(1 -0 [2-3(1 -7 + (1 -7, (B.4)

el cual indica que solo se tiene un valor de real para el valor critico p. en donde se obtienen
cuatro puntos fijos en vez de dos cuando se supera este valor.

Para resolver la ecuacion (B.3) y encontrar el valor de p., primero expandimos sus
términos

P =3p[9-9(1 —7*) + (1 =7*)*] +3p*(1 =) = (1 =4*)° =0 (B.5)
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Para resolver esta ecuacion utilizamos el método de Cardano (publicada por Gerolamo
Cardano en su Ars Magna [36]). Sea

az=-3[9-91-)+(1 -2, a=31-9)" a=-1-7*)°% (B.6)
podemos insertar una nueva variable g para reducir la ecuacién de tercer orden de manera
_2_*
g=r 3
=¢*+Pg=0Q (B.7)

3a1—a? 9 —27ag—2a3 . S
donde P’ = % yQ = M22—7a°a? En este punto se podrian hacer las sustituciones

con las relaciones de Vieta, sin embargo, vamos a tratar de factorizar la ecuacién de manera
que nos quede un término de forma (g — B). Para esto definimos

3a; — a? 9aiay — 27ag — 2a2
R (B
por lo que la ecuacion (B.7) se convierte en
g®+39Q — 2R = 0. (B.9)

Para factorizar la ecuacion (B.9) tenemos que introducir un factor C' de manera que la
ecuacion tenga una factorizacion de la forma

(¢*-B*)+C(9g—B)=(9—B) [¢*+9B+ (B*+C)] =0, (B.10)
en donde se tiene que

C =3Q, B3+ BC = B*+3BQ = 2R. (B.11)

Ahora bien, si encontramos el valor de B, la ecuacion se puede reducir a un orden
cuadrético. Milagrosamente tenemos que

B= (R+ V@3 + R2>;’ + (R V@ + R2)§’ , B3= -3QB+2R,  (B.12)

comprobando la relacion de B en (B.11). Para encontrar el factor C' introducimos su valor
de la ecuacion (B.11) dentro de la parte derecha dentro de los corchetes de la ecuacion
(B.10) de manera que

P+ 9B+ (B*+0C) = ¢®>+gB+ (B>+3Q) =0,

de donde se pueden obtener las soluciones para f resolviendo la ecuacién cuadratica. Por
lo tanto se tiene que

1.1
g=-5B+ 5\/52;4, (B.13)
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donde A = B? + 4(Q. Para encontrar el valor del punto critico, se tienen que definir nuevas
variables de manera que

SIS

1
D =@+ R v=(r+vD)",  T=(R-VD)’, (B.14)
ya que la solucién que nos interesa tiene la forma

1
p? = —ga2+ (U+T). (B.15)

Realizando el algebra necearia en Mathematica y recordando los cambios de variable
hechos a lo largo de este proceso, se tiene que el punto critico depende del pardmetro del
acoplamiento disipativo de manera

PE=1+T2 47 +3[(1+292)75 + (2+ 4273 (B.16)




Apéndice C

Funciones elipticas de Jacobi

Las funciones elitpicas de Jacobi fueron introducidas por Carl Gustav Jakob Jacobi en
1829 [89], teniendo como caracteristica méas importante el intercambio de la descripcion en
un circulo, utilizada por las funciones trigonométricas ordinarias, por una elipse. Este tipo
de funciones satisfacen ecuaciones diferenciales no lineales que suelen aparecer en aplicacio-
nes fisicas como péndulos y potenciales cuanticos. Estas funciones estén definidas por dos
parametros importantes: el médulo y el angulo. El modulo k es el que define la forma de la
elipse, y esta definido como

A2 _ 2
k= —7— C.1
- (1)
en donde si k = 0 se tiene un circulo, si 0 < k < 1 se tiene una elipse y si k > 1 se tiene
una parabola. De esta manera se tiene que las funciones elitpicas de Jacobi estan definidas

como

sn(u, k) = %, en(u, k) = %, dn(u, k) = % (C.2)

las cuales cumplen con la identidad trigonométrica sn? + cn? = 1.

El periodo de las funciones sn y c¢n es 4K, mientras que dn tiene un periodo de 2K.
La funcion K = K (k) es una integral eliptica incompleta de primer orden que esta definida
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Ccomo

@ ]
u:/ rd9:K(k:):/ @
0 0 vV1—msin26

donde m = k? y ¢ es la amplitud de Jacobi definida como am(u,m) = ¢. Este tipo de

funciones se pueden reducir a

sn(u,0) = sin u, cn(u,0) = cosu, dn(u,0) =1,

<

n;
=

.’—‘ 1'-\
wdn(ek) 5N

YR R ;
/; r/ 7 ,“' ""' 3 . k
- sy 10 e
- X J k!
5

sn(u, k)

-10

en(u,k)',

(a) Elipse con semieje mayor A, semi- (b) Forma cualitativa de las funciones
eje menor a y la semidistancia focal c. sn, ¢n y dn en funcion del argumento

Donde r es la distancia desde el centro u. Tomada de [88]
de la elipse hacia un punto cualquier de
la misma

(C.3)

(C.4)

Figura C.1: Graficas cualitativas de las funciones elipticas de Jacobi. En (a) se muestra una
elipse con sus ejes indicados. En (b) se muestra una grafica cualtativa de las funciones cn,

sny dn

También se tienen las siguientes propiedades
sn?(u) + cn?(u) =1
dn?(u) — k%en®(u) = 1 — k?
en’(u) + (1- k2) sn?(u) = dn?(u)

Las derivadas que son importantes describir son las siguientes

dsn(u)
—, = n(wdn(w)
den(u)
— = —sn(u)dn(u)
ddn(u) _ —k?sn(u)en(u)

du

(C.5a)
(C.5b)

(C.5¢)
(C.6a)

(C.6b)

(C.6¢)



Apéndice D

Radio cruzado

La razén anarmoénica, también conocida como radio cruzado o radio doble, es el ntimero
asociado a una lista de cuatro puntos colineales proyectados en una linea. Dados los puntos
A, B, C'y D, el radio cruzado esta definido como

AC -BD
ABC D)= —— D.1
( Y Y J ) BC . AD ( )
en donde el signo de cada distancia entre los puntos estara determinado por la orientacién
de la linea, y esta distancia est4 medida en el espacio euclidiano. Este radio es conservado

por las transformaciones lineales fraccionarias.

La razén anarmoénica es la tnica proyeccién invariante de cuatro puntos colineales, lo
cual es de suma importancia en geometria proyectiva. Esto quiere decir que si cuatro puntos
yacen sobre una linea recta de dos dimensiones, su radio cruzado esta bien definido sea cual
sea el punto de origen elegido. En anadidura, si cuatro lineas que yacen en el mismo plano
y pasan por el mismo punto @), se tiene que cualquier linea que no pase por () intersecta
a las cuatro lineas anteriores en cuatro puntos distintos. Resultando que el valor del radio
cruzado no depende de la eleccién de la linea que no cruza en (; en otras palabras, es
invariante.

Este concepto se trato de manera equivalente por Pappus de Alexandria en su libro
Collection: Book VII. Su modernizacién comenzé con Lazare Carnot en 1803 con el libro
titulado Géométrie de Position y el término por el que se conoce mas: cross ratio en inglés,
se introdujo en 1878 por William Kingdon Clifford. Aunque el radio cruzado fue estudiado
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C o
Figura D.1: Los puntos A, B, C, D y A’ B’, C”, D’ tienen el mismo valor de su radio
cruzado debido a que estan relacionados mediante su transformacién en la proyeccién.

ampliamente en el siglo XIX, todavia era insatisfactoria debido a que dependia de la dis-
tancia euclidiana. Sin embargo, en 1847 Karl G. C. von Staudt mostré las consecuencias de
separar estos dos conceptos. En menos de 30 afnos, Felix Klein mostré que los conceptos de
la distancia y 4ngulo euclidiano podia definirse en términos del radio cruzado propuesto en
1847 por von Staudt.

Para cuantro nimeros complejos a1, as, as y aq4, el radio cruzado esta definido por

(a1 — as)(az — aq)
(a1 — aq)(az — as)

(D.2)

cross ratiolay, as; ag,ai] =

Ahora bien, para cuatro puntos se tienen 4! = 24 posibles arreglos, pero solo seis de
ellos sin diferentes gracias al subgrupo de cuatro permutaciones (grupo de Klein) generadas
por

a]; — ag, as — ai, asz — a4, a4, — a3
a]; — as, as — a4, az — ay, aqs — ag

obteniendo % = 6 arreglos posibles.
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