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Introduccion

Una de las metas mds importantes de las matematicas es encontrar teoremas de clasificacién. Esencialmente,
la finalidad de cualquier clasificacién matemdtica es construir un sistema que distingue cualesquiera dos
objetos no equivalentes de la coleccion bajo consideracion. Las herramientas principales de estos sistemas
son los invariantes. Uno de los objetivos principales de la tesis es demostrar que una propiedad de grupos
llamada tipo F'P, es invariante bajo una equivalencia de grupos llamada cuasi-isometria.

La propiedad de grupos llamada tipo F'P, estia definida a partir de una propiedad de médulos que
tiene el mismo nombre. Para entender nuestro interés, supongamos que M es un R-médulo donde R es
un anillo asociativo con unidad. En la Proposicién 2.1.4 se demuestra que M es finitamente generado (cf.
Definicién B.1.14) si y sélo si existe una sucesion exacta (cf. Definicién 2.1.1) de homomorfismos de R-médulos

F—— M ——0

donde F' es un R-mddulo libre (cf. Definicién B.1.14) finitamente generado. Mds atin, en la Proposicién 2.1.5
se demuestra que M es finitamente presentado (cf. Definicién B.2.4) si y sélo si existe una sucesién exacta
de homomorfismos de R-médulos

) F, M 0

donde Fy y Fy son R-médulos libres finitamente generados. Esto motiva la siguiente definicién. Supongamos
que M es un R-médulo y que n € Z>g es fijo. Decimos que M es de tipo F'P, si existe una sucesién exacta
de homomorfismos

F, e Foy M 0

donde todo F; es libre y finitamente generado.

Ahora bien, supongamos que G es un grupo. Si ZG es el anillo de grupos de G (cf. Definicién C.2.1)
y “ -7 es la G-accién trivial de G en Z, entonces (por la Observacién C.2.2) “ -7 se puede extender para
obtener una operacién escalar ZG x Z — Z de manera que (Z,+, - ) es un ZG-médulo’. Si consideramos a
Z con esta estructura de ZG-médulo, lo denotamos por Zg. En la Proposicién 2.2.2 se demuestra que G es
finitamente generado si y sélo si Zg es de tipo F'P;. Mas aun, en la Proposicién 2.2.3 se demuestra que si
G es finitamente presentado, entonces Zg es de tipo F'P,. Sin embargo, durante muchos anos se desconocio
la veracidad de la implicacién conversa. En este periodo, los matematicos Robert Bieri, Ralph Strebel, y
Ulrich Stuhler encontraron condiciones suficientes para que se satisficiera esta implicacién (cf. [3] pp. 184, [5]
pp. 197). Sin embargo, en el articulo Morse theory and finiteness properties of groups, los autores Bestvina
y Brady encontraron un grupo de tipo F'F, para todo n € Z>¢ que no es finitamente presentado. Por lo
tanto (a diferencia del caso de médulos) esta implicacién no se satisface. De cualquier manera, esto motiva
la siguiente definicién.

Supongamos que G es un grupo y que n € Zxq es fijo. Decimos que G es de tipo F'P, si Zg es de
tipo F'P,. En el Ejemplo 2.2.6 se demuestra que si m € Z>; es fijo, entonces Z™ es de tipo F P, para todo
n € Z>o. En la Proposicién 2.2.8 se demuestra que si G es un grupo finito, entonces G es de tipo F'P, para
todo n € Z>o. En el Ejemplo 2.2.7 definimos para cada n € Z>( un grupo A,, que es de tipo F'P, pero no es
de tipo F'P,11. Cabe recalcar que las demostraciones de que un grupo es (o no es) de tipo F'P, suelen ser
muy complicadas y/o requerir herramientas mateméticas que desafortunadamente exceden los objetivos de
la presente tesis.

1La suma de este ZG-médulo es la suma usual de Z y la multiplicacién escalar es (Z;’;O nigi) -n = (Z;’;O nl) n.



La equivalencia de grupos llamada cuasi-isometria es un caso particular de una equivalencia de espacios
métricos que tiene el mismo nombre. Como era de esperar, el concepto de cuasi-isometria es una debilitacién
del concepto de isometria. Recordemos que intuitivamente, dos espacios métricos son isométricos si y sélo
si “se ven iguales” (los ejemplos canénicos de isometrias entre espacios euclidianos son las traslaciones,
rotaciones, y reflexiones). En la Proposicién 3.2.15 veremos que intuitivamente dos espacios métricos son
cuasi-isométricos st y solo st “se ven iguales desde lejos™.

En la Proposicién 3.2.18 se demuestra que cualesquiera dos espacios métricos con didmetro finito son
cuasi-isométricos. Esto es porque “desde lejos” un espacio métrico con didmetro finito se “ve” como un solo
punto y por lo tanto, cualesquiera dos espacios métricos con didmetro finito se “ven iguales desde lejos”. En
el Ejemplo 3.2.8 se demuestra que Z y R (con sus métricas usuales) son cuasi-isométricos. Esto es porque
“desde lejos”, ambos espacios métricos se “ven” como una linea recta. Cabe recalcar que el argumento dado
para demostrar esto se puede (I) generalizar para obtener que Z" y R™ son cuasi-isométricos para todo
n € Z>1 y (II) modificar para obtener que 2Z y Z son cuasi-isométricos.

Ahora bien, supongamos que G es un grupo y que S es un subconjunto generador finito de G. Denotamos
por Cay(G,S) a la grifica de Cayley de G con respecto a S (cf. Definicién 3.1.5) y denotamos por dg a la
métrica de las palabras inducida por S (cf. Definicién 3.1.16). Informalmente, pensamos que el espacio métrico
(G,dg) se “ve” como Cay(G,S). En el Corolario 3.2.22 veremos el siguiente resultado. Supongamos que G,
G’ son grupos y que S C G, 8" C G’ son subconjuntos generadores finitos. Si G y G' son isomorfos, entonces
(G,ds) y (G',ds:) son cuasi-isométricos. En particular, G y G’ no son isomorfos si existen subconjuntos
generadores finitos S C G y S" C G’ tales que (G,dg) y (G',dg/) no son cuasi-isométricos.

Esta nocién de equivalencia es tan importante que le ponemos nombre. Supongamos que G'y G’ son
grupos finitamente generados. Decimos que G y G’ son cuasi-isométricos y escribimos G ~q1 G’ si existen
subconjuntos generadores finitos S C G y S’ C G’ tales que los espacios métricos (G,dg) y (G',ds/) son
cuasi-isométricos. Cabe recalcar que en la Proposicién 3.2.19 se demuestra si G es un grupo y S1 y Ss
son subconjuntos generadores finitos, entonces (G,ds,) vy (G,ds,) son isométricos. Usando esto se puede
demostrar que la cuasi-isometria de grupos es una relacién de equivalencia.

Aparte de ser invariante bajo isomorfismos de grupos, el concepto de cuasi-isometria de grupos también
nos interesa porque nos permite considerar a un grupo finitamente generado como un objeto geométrico;
recordemos que informalmente, pensamos que el espacio métrico (G,dg) se “ve” como Cay(G,.S). Juntando
esto con nuestro entendimiento intuitivo de las cuasi-isometrias entre espacios métricos, obtenemos que G
y G’ son cuasi-isométricos si y sdlo si existen subconjuntos generadores finitos S C G y S’ C G’ tales que
Cay(G,S) y Cay(G',S") “se ven iguales desde lejos”.

En el Ejemplo 3.2.23 demostramos que Z y Z x Z/2 son cuasi-isométricos; esto es porque “desde lejos”,
Cay(Z,{1}) y Cay(Z x Z5,{(1,0),(0,1)}) se “ven” como una linea recta.

-1 (o,7) (1,7)

n-1%1 n-1 n n+I n+2 (-1,5) (0,3) (1,9)
(a) Cay(Z,{1}) (b) Cay(Z x Z2,{(1,0), (0, 1)})

En el primer parrafo de esta introduccién mencionamos que “uno de los objetivos principales de la tesis
es demostrar que una propiedad de grupos llamada tipo F' P, es invariante bajo una equivalencia de grupos
llamada cuasi-isometria”. Ahora que conocemos los conceptos involucrados, podemos enunciar formalmente
esta invarianza.

Teorema Principal. (Invarianza cuasi-isométrica de propiedades de finitud)
Supongamos que G y G’ son grupos finitamente generados. Si G y G’ son cuasi-isométricos, entonces para
todon € Z>s

G es de tipo FP, siy solosi G’ es de tipo F'P,.



Este resultado fue originalmente demostrado por Juan M. Alonso en el articulo Finiteness conditions on
groups and quasi-isometries (cf. [1]). El objetivo principal de la presente tesis es dar un camino casi auto
contenido cuyo destino es este resultado. Para justificar nuestro interés, enunciamos dos aplicaciones.

» Como Z~q1Z xZyy Z es de tipo FP, para todo n € Z>, entonces (por el teorema principal) Z x Z
también es de tipo F'P,, para todo n € Z>.

= Recordemos que para cada n € Zx( existe un grupo A, que es de tipo F'P,, pero no es de tipo F'Pp41.
Entonces (por el teorema principal) A, no es cuasi-isométrico a A,+1 y en general, que A, no es
cuasi-isométrico a Ay, sim #n.

Una de las caracteristicas principales de la tesis es que genuinamente es casi auto contenida. Hay muy
pocas afirmaciones sin demostracion y esto es el caso solo cuando presentar el material necesario para la
demostracion excederia los objetivos de la tesis. De hecho, solo asumimos familiaridad con conceptos basicos
de teoria de grupos, acciones, y espacios métricos. Mds aun, procuramos que el resto del material necesario
tenga una demostracién o una referencia. Este tipo de exposicién tiene ventajas como el no tener que buscar
en algun otro lugar la veracidad de la gran mayoria de las afirmaciones, pero también tiene desventajas como
el abuso de hipervinculos (el cual ya se hizo manifiesto en esta misma introduccién).

La tesis estd organizada en cuatro capitulos y tres apéndices. En el Capitulo 1 estudiaremos las herra-
mientas de topologfa algebraica necesarias para demostrar del teorema principal (el material de los apéndices
Ay C.1 es necesario para poder leer este capitulo). En el Capitulo 2 estudiaremos los conceptos de médu-
lo de tipo F'P, y de grupo de tipo F'P, (el material de los apéndices B y C es necesario para poder leer
este capitulo). En el Capitulo 3 estudiaremos el concepto de cuasi-isometria. Finalmente, en el Capitulo 4
demostraremos el teorema principal.
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Capitulo 1

Herramientas de topologia algebraica

La demostracién del teorema principal hace uso de un resultado conocido como el Criterio de Brown
(cf. Teorema 4.2.16). Este da una caracterizacién de la propiedad de grupos llamada tipo F'P, en términos
de conceptos de topologia algebraica (e.g. complejos simpliciales, realizaciones geométricas, y homologia
singular). El objetivo principal de este capitulo es definir y estudiar las herramientas de topologia algebraica
necesarias para enunciar (y ser capaces de usar) el Criterio de Brown.

1.1. Notacion de topologias y algunas definiciones basicas

Notacién 1.1.1

» Supongamos que (X, 7T) es un espacio topoldgico. Si Y es un subconjunto de X, denotamos por Ty x
a la topologia subespacio sobre Y inducida por X (cf. Definicién A.1.6).

» Supongamos que (X,d) es un espacio métrico. Denotamos por Ty a la topologia métrica sobre X
inducida por d (cf. Definicién A.3.3).

= Supongamos que X y Y son espacios topoldgicos. Denotamos por Tx xy a la topologia caja sobre X xY
(cf. Definicién A.4.1), y denotamos por mx y my a las proyecciones candnicas (cf. Proposicién A.4.2).

= Supongamos que X es un conjunto arbitrario y que il es una familia de subconjuntos de X. Si tiene
sentido, denotamos por T () a la topologia débil sobre X inducida por $1 (cf. Definicién A.5.1).

= Supongamos que (X, T) es un espacio topolégico y que i es una familia de subespacios de X tales que
T (Y) tiene sentido. Si T = T (L), decimos que T es coherente con 4l (cf. Definicién A.5.8).

Notacién 1.1.2 (Base estandar de R™)
Supongamos que n € Z>1. Para todo ¢ € {0,...,n — 1} denotamos

el =(0,...,0, 1 ,0,...,0) € R™.
~~

(i 4+ 1)-ésimo lugar

En palabras, el es el elemento de R™ tal que su (i + 1)-ésima entrada es 1 y todas sus otras entradas son 0.
Decimos que ef, ..., en_; es la base estandar de R™.

Definicién 1.1.3 (Conjunto convexo)
Supongamos que n € Z>; y que S es un subconjunto de R™. Decimos que S es convezo si

tx + (1 —t)y € S para todo z,y € S y para todo t € [0, 1].
Equivalentemente, S es convexo si
Ty C S para todo z,y € S

donde Ty es el segmento de recta en R™ con extremos z y y.



1.2. Simplejos euclidianos

El objetivo de esta seccion es definir y estudiar el concepto de simplejo euclidiano. Intuitivamente, un
n-simplejo euclidiano (con n € Z>¢) es la figura geométrica de dimensién n més sencilla que tiene lados/caras
“planas”. Por ejemplo, veremos que

= Un 0-simplejo euclidiano es un punto.

= Un 1-simplejo euclidiano es un segmento de recta.
= Un 2-simplejo euclidiano es un tridngulo.

= Un 3-simplejo euclidiano es un tetraedro.

Referencias: Las definiciones en esta seccién son originalmente del libro Convex Optimization de Stephen
Boyd y Lieven Vandenberghe (cf. [4], pp. 21, 34).

Lema 1.2.1
Supongamos que vg, v1,v2 € R?. Entonces

Vg, V1, U2 son colineales <= v; — vy, v2 — vy son linealmente dependientes.

Demostracion.
=) Supongamos que vp,v1,v2 son colineales. Entonces vy pertenece a la linea que pasa por vy y vi.
Equivalentemente,

vy = vy + t(v1 — vg) para algin t € R.
Entonces,
—t(vy —wvg) + 1(va —vg) =0

y por lo tanto, v1 — vy, v2 — vg son linealmente dependientes.
<=) Supongamos que v; — vg, V2 — vp son linealmente dependientes. Entonces existen r, s € R no ambos
cero tales que

r(v1 —vg) + s(ve —vg) =0
Supongamos que 1 # 0 (el otro caso es andlogo). Entonces
S
v =vg — —(v2 — v
1 0 r( 2 0)
y en particular vy pertenece a la recta que pasa por vy y ve. Por lo tanto, vy, v1,v2 son colineales. O

Observacion 1.2.2
Supongamos que vg, v1,v2 € R2. Como

Vg, U1, V2 NO son colineales <= vy, v1,v2 son los vértices de un triangulo,
entonces el Lema 1.2.1 implica que
Vg, V1, U2 son los vértices de un tridngulo <= v; — vy, v2 — v son linealmente independientes.  (1.1)
Anélogamente, para todo vy, vy, v2,v3 € R3

Vg, U1, V2, U3 son los vértices de un tetraedro <

vl — Vg, Vg — Vg, V3 — vy son linealmente independientes. (1.2)

En lo que sigue, veremos que el lado derecho de las equivalencias (1.1) y (1.2) es independiente de v (el
primer vector de la lista).



Lema 1.2.3

Supongamos que n,m € Zx son tales que m > n. Si vp, ..., v, € R™, entonces para todo i € {0,...,n}
v1 — Vg, V2 — Vg, ..., Unp — Vg son linealmente independientes <=
{vj—vi|j€{0,...,n}\ {i}} es un conjunto linealmente independiente.

Demostracion. Por simplicidad, solo veremos que

v1 — Vg, Uz — Vg, ..., Up — Vg son linealmente independientes <=

v9 — V1, VU2 — V1, ..., U, — 01 son linealmente independientes. (1.3)
La demostracién del caso general es completamente andloga. Primero, notemos que

v1 — Vg, Uz — Vg, ..., Up — Vg son linealmente independientes <=

V)\l,...,)\n6R(()\l(vl—vo)—l—)\g(vg—vo)—i—n-—i—)\n(vn—vo):O) = )\; = 0 para todo z) —

V)\l,...,)\neR((—()\1+~-~+>\n)vo+)\1v1+~--+>\nvn:0) — )\izoparatodoi>

(1.4)
Ahora si, veamos la demostracién de la equivalencia (1.3).
=) Supongamos que 1, ..., i, € R son tales que
0= pi(vo — 1) + pa(ve —v1) + - + pp(vy — v1).
Entonces
0=p1vo — (1 4+ -+ )1 + pove + -+ + fpvp. (1.5)

Por otro lado, si definimos Ay = —(u1 + -+ + ) ¥ A = p; para todo i € {2,...,n}, entonces

,()\1+...+/\n)1}0+>\1”01+"'+)\nvn:
_(_(ul_|_..._|_,un)+u2+-~-,un)vg—(/L1+-"+,Un)vl+"'+/$nvn:
ILl,l’Uof(,U1+"'+,Uzn)vl+"'+,uﬂvn:O

donde la dltima igualdad es (1.5). Por lo tanto, (1.4) implica que A; = 0 para todo ¢ € {1,...,n}. Usando

esto y la definicién de las A; obtenemos que p; = 0 para todo i € {1,...,n}. Por lo tanto,
vg — V1, Vg — U1, ..., Up — v son linealmente independientes.
<) Es consecuencia inmediata de la implicacién “=": solo hay que invertir los roles de vy y v;. O

Definicién 1.2.4 (Vectores afinmente independientes)
Supongamos que n,m € Z>o son tales que m > n y que vp,...,v, € R™. Decimos que vy,...,v, son
afinmente independientes si

v1 — Vg, Vg — Vg, ..., Up — Vg son linealmente independientes.

Por el Lema 1.2.3, la definicién anterior no depende del orden de los vectores vy, ..., v, y podemos reescribir
la Observacién 1.2.2 de la siguiente manera: Si vg, vi, v2 € R?, entonces

Vg, V1, U2 son los vértices de un tridngulo <= wvg,v1, v2 son afinmente independientes.
Analogamente, si vy, v1,v2,v3 € R?, entonces

Vg, V1, V2, V3 son los vértices de un tetraedro <= vy, v1, v2,v3 son afinmente independientes.



Definicién 1.2.5 (El n-simplejo en R™ determinado por v, ..., vy,)
Supongamos que n,m € Zx>o son tales que m > n y que vg,...,v, € R™ son afinmente independientes.
Definimos

[vo, -« vn|™ ::ﬂ{SC R™ | S es convexo y vg,...,v, € S}

y decimos que |vg, ..., v,|"" es el n-simplejo en R™ determinado por vo, . ..,v,. Si egﬂ, ...,e"1 es la base
estandar de R**!, denotamos

n._ | n+l n+1lin+1
A" = lef ,en

PR

y decimos que A™ es el n-simplejo estandar. En dimensiones bajas, los simplejos estandar se ven asi:

i
3
) ‘\ 7
f . » . ¢
9/10 €o A €0 X 12
1
! e
0 1 7 3
A A A A
Por otro lado, para todo |vg, ..., v,|" vy todo i € {0,...,n} definimos
~ m o, m
|’Uo,...,’l)i,...,1)n| = |v0,...,vi,1,vi+1,...,vn
. ~ m . s m
y decimos que |vg, ..., 05, ..., 05| esla i-ésima cara de |vg, ..., v,]
Lema 1.2.6
Supongamos que n,m € Z>( son tales que m > n y que vy,...,v, € R™ son afinmente independientes. Si S
es un subconjunto convexo de R™ que contiene a vy, ..., v,, entonces

tovo + -+ +tpv, €85
para todo tg,...,t, € R>q tales que Y .- t; = 1.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre n. El paso base n = 1 es consecuencia inmediata de que S es
convexo. Por eso, supongamos que n > 1 y que el resultado se cumple se cumple para n — 1. Especificamente,
supongamos que si ug, - - ., U,_1 € R™ son afinmente independientes y A es un conjunto convexo que contiene
aug,...,Un—1, entonces rog + - - +rp_1Un—1 € A para todo rg,...,r,—1 € R>¢ tales que Z?:_Ol r; = 1. Con
esto en mente, veamos que el resultado se cumple para n. Supongamos que v, ..., v, € R™ son afinmente
independientes y que S es un subconjunto convexo de R™ que contiene a vy, ...,v,. Si tg,...,t, € R>o son
tales que tg + - -- +t, = 1, entonces

tO tn—l

e =1. 1.6
1—1t, Tt 1—1t, (16)
Como el resultado se cumple para n — 1, lo anterior implica que
lo 3] n—1
. IR
T, 0T Ty
Por otro lado, notemos que
tOUO + -+ thv, = tnvn + (tOUO +--- 4+ tnflvnfl)
to 21 ln—1
=t 1-—-t cee 1] €8s
ntn + ( n)<1_tnvo+1_tnv1+ t g n 1)
donde la pertenencia se cumple por (1.6) y porque S es convexo. O



Proposiciéon 1.2.7

Supongamos que n,m € Z>( son tales que m > n. Si vy, ..., v, € R™ son afinmente independientes, entonces
n

[0, -+, vn]™ = S tovg + - - + tyuy | Vi (t; > 0) Z (1.7)
i=0

En particular,
A" = (to, ... t,) | Vi (t; > 0) Ztlfl
1=0

Demostracion.
C) Veamos que {tovo +o v, [ Vi >0) y Yot = 1} es convexo. Supongamos que

agUg + -+ + apUn, bovo + - -+ bpvy € < tovg + - F tpun | Vi(t; > 0) y Zfizl

Entonces para todo r € [0, 1]

n

r(agvo + -+ + apvy) + (1 —7) (bovo + - -+ + bpvy) = Z(rai + (1 —7r)by)v;

1=0

S t01)0++tnvn|VZ(t120)th1:1

=0

donde la pertenencia se cumple porque

n n

Z(TaZ (1—7r)b; —rZaZ +(1-r Zbi:r—&—(l—r):l.

i=0 i=0

\1’_/ e
Por lo tanto,
tovo + - - - + tyv, | Vi (; > 0) Ztlfl
=0

es convexo. Por otro lado, notemos que (por definicién) |vg,...,v,|"" estd contenido en todo subconjunto

convexo de R™ que contenga a vy, ..., v,. Usando esto y lo anterior obtenemos lo deseado.
D) El Lema 1.2.6 implica que

tovo + -+ tyun | Vi(t; > 0) y Zti:l cS

para todo S C R™ convexo que contiene a vy, ..., v,. En particular,

n

tovg + -+ tpvn | Vi(t; > 0) y Ztizl Cﬂ{SCRm|Sesconvexoyvo,...,vn65}

- |U07 cee 7Un|m'



Definicién 1.2.8 (El homeomorfismo natural entre A™ y |vg, ..., v,|™)
Supongamos que n,m € Zx>o son tales que m > n y que vg,...,v, € R™ son afinmente independientes.
Definimos
olve, .. o)™ A™ = Jug, .o
(to,...,tn) — tovg + -+ - + vy

y decimos que @[vg, . .., v,]|™ es el homeomorfismo natural entre A™ y |vg, ..., v,|™. Usando solo definiciones
se puede demostrar que @[vy, ..., v,]™ es en efecto un homeomorfismo y que satisface
el ™ v v; para todo i € {0,...,n}.

Observacion 1.2.9
Supongamos que n € Z>(. Veamos que A" es cerrado en R™*!. Supongamos que f : R"™' — R es tal que

(toy - tn) = >t
i=0
Entonces f es continua y
_ n+1 n
FHH) N (Re0)™ =A™

+1 . D
son cerrados, la igualdad anterior implica lo deseado.

Como f~1({1}) y (RZO)n

1.3. Complejos simpliciales

El objetivo de esta seccién es definir y estudiar una abstracciéon de “dibujos compuestos por simplejos
euclidianos”. Esta abstraccién se olvidara de los detalles geométricos del dibujo (e.g. 4ngulos y distancias) y
se concentrard en su “estructura combinatérica”. Por ejemplo, desde el punto de vista de esta abstraccion,
los siguientes tres dibujos seran equivalentes:

£ &y

Cabe recalcar que los resultados mas importantes de esta seccion son: la Proposicién 1.3.48 y la Proposi-
cién 1.3.49. El material de los Apéndices A.4 y A.5 serd necesario.

Referencias: El material en esta seccién estd basado en la Seccién 3.1 del libro Algebraic Topology de
Edwin H. Spanier (cf. [13]).

Definicién 1.3.1 (Complejo simplicial)

Decimos que K es un complejo simplicial si K es una familia de subconjuntos finitos no vacios tal que si
s € K ys' Cs, entonces s’ € K. En otras palabras, un complejo simplicial es una familia de subconjuntos
finitos no vacios que es cerrada bajo toma de subconjuntos no vacios.

Definicién 1.3.2 (Subcomplejo, simplejo, vértice)

Supongamos que K es un complejo simplicial. Si L es un subconjunto de K que también es un un complejo
simplicial, decimos que L es un subcomplejo de K. Si s € K es tal que |s| = ¢+ 1 (¢ € Z>0), decimos que s
es un g-simplejo o que s tiene dimension q y escribimos dims =¢. Si s € K y s’ C s, decimos que s’ es una
cara de s. Definimos

V(K) =K

y decimos que V(K) es el conjunto de vértices de K. Cabe recalcar que (por definicién) v € V(K) si y solo
si existe s € K tal que v € s.
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Ejemplo 1.3.3
Los siguientes conjuntos son ejemplos de complejos simpliciales:

1. Para cualquier conjunto A, la familia de subconjuntos finitos no vacios de A es un complejo simplicial.
En particular, si A es finito, y P(A) es el conjunto potencia de A, entonces P(A) \ {&} es un complejo
simplicial.

2. La unién de dos complejos simpliciales es un complejo simplicial.
3. Supongamos que K es un complejo simplicial. Para todo g € Z>( definimos
K%:={s € K| s es un p-simplejo con p < ¢}
y decimos que K7 es el g-esqueleto de K.
4. Supongamos que K es un complejo simplicial. Para todo s € K definimos
s={s’eK|s Cs}={s €K|s esuna cara de s}

5 ={s' € K|s'Gs}={s € K|s esuna cara propia de s}

Definicién 1.3.4 (Funcién simplicial)
Supongamos que K, K’ son complejos simpliciales y que f : V(K) — V(K’) es una funcién. Decimos que f
es una funcidn simplicial de K a K' si

f(s) € K’ para todo s € K.

En otras palabras, una funcién simplicial de K a K’ es una funcién de V(K) a V(K') que manda simplejos
a simplejos. Si no hay ambigiiedad respecto a los complejos simpliciales, simplemente decimos que f es
simplicial. Sin embargo, hay que tener cuidado con esta abreviacién porque puede lo siguiente. Supongamos
que K, K', K" son complejos simpliciales. Si V(K’) = V(K"), entonces puede suceder que existe una funcién
fde V(K)aV(K') =V (K") tal que

f(s) € K’ para todo s € K
pero
dsp € K tal que f(so) € K.

Es decir, f es una funcién simplicial de K a K’ pero no es una funcién simplicial de K a K. Por eso,
no siempre es buena idea simplemente decir que “f es una funcién simplicial” sin especificar los complejos
simpliciales. En el siguiente ejemplo veremos un caso especifico de esta situacion.

Ejemplo 1.3.5

= Supongamos que K, K’ son complejos simpliciales. Entonces cualquier funcién constante de V(K) a
V(K') es una funcién simplicial de K a K'.

» Supongamos que A, A’ son conjuntos arbitrarios y que
K ={SC A|S es finito no vacio} y K’'={8 c A’"| S’ es finito no vacio}.
Entonces cualquier funcién de V(K) a V(K’) es una funcién simplicial.
= Supongamos que ug, 41 y Vg, U1, V2 son elementos arbitrarios distintos, que K = P({ug,u1}) \ &, y que
K" = {{vo}, {v1}, {va}, {vo,v1}} \ {&}.

Usando solo definiciones se puede demostrar que K y K’ son complejos simpliciales tales que V(K) =
{ug,u1} y V(K’) = {vg,v1,v2}. Supongamos que f : V(K) — V(K') es tal que ug — vg y u3 — va.
Entonces f({ug,u1}) = {vo,v2} & K’ pero {up,u1} € K, y por lo tanto f no es una funcién simplicial
de K a K'. En contraste, si K" = P ({’Uo,Ul,UQ}) \ {2}, entonces (por el inciso anterior) f es una
funcién simplicial de K a K.
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En lo que sigue, veremos que a todo complejo simplicial le podemos asociar un espacio topolégico que
formaliza y justifica la siguiente afirmacion: el concepto de complejo simplicial es una abstraccion de dibujos
compuestos por simplejos euclidianos. Para esto, usaremos la siguiente notacién: Supongamos que A es un
conjunto arbitrario y que f: A — R es una funcién. Definimos

supp(f) = {a € A| f(a) # 0}
y decimos que supp(f) es el soporte de f.

Definicién 1.3.6
Supongamos que K es un complejo simplicial. Definimos

K= a: V) = 0,1][spp@) € K v Y a@) =1
veV(K)
Cabe recalcar que la suma ZveV(K) a(v) tiene sentido (es decir, es finita) porque supp(«a) € K implica que
a(v) = 0 para casi todo v € V(K).
Notacion 1.3.7
Supongamos que K es un complejo simplicial, que {vy,...,vq} € K (con los v; distintos), y que to,...,tq €

[0,1] son tales que to + --- + t, = 1. Denotamos por tovg + - - - + t4v, a la funcién de V(K) en [0,1] que
satisface (I) v; — t; para todo i € {0,...,q} y (II) v = 0 si v € V(K) \ s. Veamos que

q

K| = tovg + -+ + tgvg | {vo, ... v} € K, Vi(t; >0), y Y t;=1. (1.8)

i=0
D) Supongamos que to, . .. tg € [0,1] son tales que to + -+« + ty = 1. Entonces tyvg + --- + 404 €s una
funcién de V(K) a [0,1] cuyo soporte estd contenido en {vg,...,v,} y por lo tanto tenemos la primera de

las siguientes igualdades

n

> (tovo+ - Ftqvg) () =Y (tovo + -+ +tgvg) (v) = Y ti=1.
=0

veV(K) i=0

Por lo tanto, to + - - - + t4 € | K.
C) Supongamos que « € |K|y que supp(a) = {vo,...,vs} con los v; distintos. Entonces

n
a=oa(vo)vg+ - +a(v)vy ¥ a(v;) = 1.
i=0
Usando esto obtenemos lo deseado.
Observacién 1.3.8
Supongamos que K es un complejo simplicial y que vy € V(K) es fijo. Si a : V(K) — [0,1] es tal que
a(v) = 0 para todo v # vy y a(vg) = 1, entonces a € |K| y usando la Notacién 1.3.7, podemos escribir
a = lvg. Por brevedad, en este caso escribimos o = 1lvg = vg y hacemos la siguiente identificacion

V(IK)={ve|K||veV(K)}.

Por otro lado, cabe recalcar que a pesar de que estamos ocupando el simbolo “+”, no vamos a definir una
suma entre elementos de |K|. Pronto se volverd evidente nuestra motivacién para escoger esta notacién.

Definicién 1.3.9 (Simplejo cerrado)
Supongamos que K es un complejo simplicial y que s € K. Si s = {vy,...,vq}, definimos el simplejo cerrado
generado por s, denotado por |s|, como el conjunto de todos los elementos de |K| que son de la forma

tovo + - - - + tqug con to, ..., tq € [0,1].
Sin ocupar la Notacién 1.3.7 podemos describir |s| como el conjunto de las funciones de o : V(K) — [0,1]

tales que (I) a(v) = 0 para todo v € V(K) \ s y (II) > a(v;) = 1.
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Observacién 1.3.10
Supongamos que K es un complejo simplicial. Para todo s € K

|s| = {a € |K| | supp(a) C s} .

Demostracion. Denotemos s = {vg,...,v4}.

C) Supongamos que « € |s|. Como a(v) = 0 para todo v € V(K) \ s, entonces supp(a) C s y como « € |K]|
(pues |s| C |K|), entonces obtenemos lo deseado.

D) Supongamos que « € |K| es tal que supp(a) C s = {vo, ..., v4}. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que supp(e) = {wo,...,v,} con p < ¢g. Entonces a = a(vp)vp + - - - + a(vp)vp € |8]. O

Corolario 1.3.11
Supongamos que K es un complejo simplicial. Para todo s1,s2 € K

‘81 N 82| = |S1| N |32|
Demostracion. Supongamos que s, s2 € K. Entonces para todo « € |K|

a € |s1 N sy| <= supp(a) C s1N s
<= supp(a) C 51y supp(a) C sz
= a€|s1|y a€lsql
= a € [s1] N szl

Por lo tanto, |s1 N s2| = [s1| N |sa]. O

Definicién 1.3.12
Supongamos que K es un complejo simplicial. Definimos

di(e.8):= | 3 (a(v) - B(v))” para todo a, § € |K].

veV(K)

Usando solo definiciones se puede demostrar que dg es una métrica sobre |K]|.

Observacién 1.3.13
Supongamos que K es un complejo simplicial y que s € K es fijo. Como « € |s| implica que a(v) = 0 para
todo v € V(K) \ s, entonces

dg (o, 8) = Z (a(v) — B(v))2 para todo «, 3 € |s|.

vES

Més ain, si s = {v,...,vq} € K, entonces para todo Y ¢_,tv;, >ty tiv; € ||,

(1.9)

a q
!
dr E tiUmE v | =
i=0 i=0
Q

En lo que sigue, siempre que consideremos a |s| como un espacio topolégico (e.g. Lema 1.3.14, Lema 1.3.15,
Lema 1.3.16, Definicién 1.3.17), lo consideramos con la topologia inducida por la restriccién de dx a |s| x |s],
es decir, lo consideramos con la topologia 7q, De hecho, por brevedad denotamos

[s|x|s]”

Ts = 7711{[

lslx|s]®
M4s atin si denotamos por Ty, a la topologia sobre |K| inducida por dg, entonces (por la Proposicién A.3.7)

T. = (Ta), (1.10)

s|CIK]

En palabras, siempre consideramos a |s| como un subespacio de (|K|, Ta )-
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Lema 1.3.14
Supongamos que K es un complejo simplicial. Si s € K es un ¢g-simplejo, entonces |s| es homeomorfo a A%.

Demostracion. Supongamos que s = {vo, e 7vq} y que eq,...,eq €s la base estdndar de R*!, Definimos
©s ¢ |s] = A7 por

to’l]o—l—"'—l—to’l)q'—>t060+'~'—|—tq€q:(to,...,tq)

Usando (1.7) y (1.8) se puede demostrar que ¢, estd bien definida y que es biyectiva. Resta probar que ¢,

es continua. Para esto, supongamos que Y 7/_, t;v;, > 1o tiv; € |s|. Entonces

q q
dra+1 | @s Zti’ui , Ps Zt;vi = dRe+1 ((to,...,tﬂ,(té,...,t;))
=0 1=0

Usando esto y el Criterio € — § obtenemos lo deseado. O

Lema 1.3.15
Supongamos que K es un complejo simplicial. Entonces |s| es cerrado en (| K|, Ty, ) para todo s € K. En
particular (por la Proposicién A.1.7),si s € K y s’ C s, entonces |s'| es cerrado en |s|.

Demostracidn. Supongamos que s € K y que {ay, }nez., €s una sucesién en |s| que converge a a € |K|. Por
definicién,

Ve > 03N € Z>o Vn > N (di (an, a) <e). (1.11)
Por otro lado, para todo v € V(K)

dic(an,a) = | Y (an(v) = a()? = V() = a(v))? = |an(v) — a(v)] (1.12)

veV(K)

Juntando (1.11) y (1.12) obtenemos que para todo v € V(K)
Ve > 03N € Z>o Vn > N (Jan(v) — a(v)| < ).
Equivalentemente, para todo v € V(K)
lim ay,(v) = a(v). (1.13)

n—oo

En lo que sigue, demostraremos que supp(a) C |s|. Supongamos que v € supp(«). Entonces (por definicién),
a(v) # 0. Juntando esto con (1.13) obtenemos que

lim ay,(v) # 0.

n— oo

En particular, existe ng € Z>¢ tal que ay,(v) # 0. Es decir,

v € supp(ap,) (1.14)
Mis atin, como {ay, fnez., €s una sucesion en |s|, entonces ay, € [s| o equivalentemente,

supp(an,) C s. (1.15)

Juntando (1.14) y (1.15) obtenemos que v € s. Por lo tanto, supp(a) C |s| o equivalentemente, « € |s|.
En resumen, el limite de toda sucesién convergente en |s| es un elemento de |s| y por lo tanto, |s| es
cerrado en (| K|, Ta,)- O
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Lema 1.3.16
Supongamos que K es un complejo simplicial, que Tg,. es la topologia sobre |K| inducida por dg (cf.
Definicién 1.3.12), y consideremos a la siguiente familia de subespacios de (|K|, Ta, )-

= {(|s|,7;)|8€K}

Entonces 4 satisface la condicién (2) de la Definicién A.5.1 y en particular, (por el Corolario A.5.7) la
topologia débil T (1) estd bien definida en |K|. Cabe recalcar que, a pesar de que

(T(w) =Ts = (Tax)

Is|CIK| ls|ClK]|?

la topologia débil T () no necesariamente coincide con la topologia métrica T4, (cf. Corolario A.5.7)
Demostracion. Usando el Corolario 1.3.11 y el Lema 1.3.15, obtenemos que para todo s1,s2 € K,

|si] N |s2| es cerrado en |s1| y |s2].
Por lo tanto, 4 satisface la condicién (2) de la Definicién A.5.1. O

Definicién 1.3.17 (La realizacién geométrica de un complejo simplicial)
Supongamos que K es un complejo simplicial. La realizacidn geométrica de K es el espacio topoldgico (| K|, T)
donde T es la topologia débil inducida por

U={(|s],75) | se K}.
Recordemos que por definicién
U es abierto (cerrado) en (|K|, T (4)) <= Vs € K (U N |s| es abierto (cerrado) en (|s],7;)) .

En lo que sigue, siempre consideramos a |K| con esta topologfa'. Por eso, a veces decimos que esta es la
topologia usual de | K| y denotamos

Tk = T({|s| CIK]||se K}) .
Recordemos que por definicién,
(TK)|s|c\K\ =T,. (cf. Proposicién A.5.3)

Observacién 1.3.18
Si K es un complejo simplicial, entonces | K| satisface las siguientes propiedades.

» Hay un subespacio de |K| que identificamos naturalmente con V(K). Es decir, consideramos a V (K)
como un subconjunto de |K| (cf. Observacién 1.3.8)

» Para cada n-simplejo {vy, . ..,v,} € K hay un subespacio de | K| homeomorfo a A™ y el homeomorfismo
satisface el ™! > v; (cf. Lema 1.3.14).

i

Por ejemplo, si vg,...,vs son 9 elementos arbitrarios y

K == {P({vo, v1,v2,v3}), {va}, {vs}, {vo, va}, {vo, vs}, {va, vs}, P({ve, vr, vs}) } \ {@},

entonces podemos dibujar a |K| de la siguiente manera:

V3 Y
Uy ’UB

V,

1Hay que tener cuidado de no confundir esta topologia con Tay » 1a topologia métrica inducida por dg .
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Corolario 1.3.19
Supongamos que n € Z>g y que v, . . . , U, son elementos arbitrarios distintos. Si K =P ({vo, . ,vn}) \{o},
entonces |K| es homeomorfo a A™.

Demostracion. Consideremos el simplejo cerrado ’{vo, cee vn}| C |K|. Entonces
|{vo,...,vn}| = {a € |K||supp(a) C {vo,...,vn}} (por definicién de simplejo cerrado)
= {a € |K||supp(a) C V(K)} (pues V(K) = {vg,...,v,})
= |K|. (pues supp(a) C V(K) para todo a € |K])
Usando esto y el Lema 1.3.14 obtenemos lo deseado. O

Proposicién 1.3.20
Supongamos que K es un complejo simplicial y que X es un espacio topoldgico. Si f : |[K| — X es una
funcién, entonces

f es continua <= f|5 : (|s],7s) = X es continua para todo s € K.
Demostracion. Este es un caso particular de la Proposicion A.5.4. O

Proposicion 1.3.21
Supongamos que K, K’ son complejos simpliciales y que f : |K| — |K’| es una funcién. Si para todo s € K
existe s’ € K’ tal que f(|s|) C |s'|, entonces

es continua <= fli4 : (|s|, 7s) = (|s’|, Ts") es continua para todo s € K.
||

En particular (por el Criterio € — §), f es continua si y solo si para todo s € K y todo a € |s] se satisface la
siguiente condicién.

Ve>036 > 0V5 € s (dK(a,B) <6 = dir (fla), £(B)) < e) . (1.16)
Demostracion. Este es un caso particular de la Proposicion A.5.5. O

Observacién 1.3.22
Supongamos que K, K’ son complejos simpliciales, que f : |K| — |K’| es continua, y que para todo s € K
existe s’ € K’ tal que f(|s|) C |s’|. Entonces

f(a) € || para todo « € s
o equivalentemente,
supp (f(a)) C s’ para todo a € [s|. (1.17)
Por lo tanto, para todo «, 8 € |s|

di (f(0), fB) = | Y. (f@)) = f(B())

Vv EV(K")

Y (F@)) = f(B) )

v’'Es’

? (por definicién)

? (por (1.17))

Por otro lado, como para todo v’ € s’

F@)@) ~ 1)) =y (F@)) — F@@) < [ 3 (F)w) — 1(8)w))*
v’ Es’
entonces (1.16) implica que para todo s € K y todo « € |s| se satisface la siguiente condicién.
Ve>035>0V8 € s (d(a,ﬁ) <8 = [f(a)®)) = F(B)(®')| < € para todo v’ € s') .

Esto sera muy 1til en la demostracion de uno de los resultados mas importantes de esta seccion.

16



Definicién 1.3.23 (Simplejo abierto)
Supongamos que K es un complejo simplicial. Para todo s € K definimos

(s) ={a € |K||supp(a) = s}
y decimos que (s) es el simplejo abierto generado por s.

Observacién 1.3.24
Supongamos que K es un complejo simplicial y que s € K. De manera andloga a el Lema 1.3.14, se puede
demostrar que si s es un g-simplejo, entonces (s) es homeomorfo a int(A?).

Por otro lado, si 5 = {s’ € K | s’ G s} (cf. Ejemplo 1.3.3), entonces se puede demostrar que [3| es
homeomorfo a O(A?) y que

(s) = Is| = 3].

Cabe recalcar que podemos describir a (s) como el conjunto de las funciones de todos los elementos de |K]|
que son de la forma

tovg + - -+ + g con to, ..., t, € (0,1].

En palabras, ninguno de los coeficientes es 0. En contraste, podemos describir a |$| como el como el conjunto
de las funciones de todos los elementos de |K| que son de la forma

tovo + -+ - + tyug con to, ..., t, € [0,1] y t; = 0 para algin i € {0, ..., q}.

Observacién 1.3.25
Supongamos que K es un complejo simplicial.

= Por definicién, a € (supp(a)) para todo « € |K|. Usando esto se puede demostrar que todo elemento
de | K| pertenece a un unico simplejo abierto en |K|. Por lo tanto, los simplejos abiertos en |K| forman
una particion de |K|, es decir, |K| es igual a la unién disjunta de los simplejos abiertos en | K|.

= Supongamos que s € K. Como |$| es cerrado en |s| (cf. Lema 1.3.15) y (s) = |s| — |$|, entonces (s) es
abierto en [s|.

En contraste, veamos que (s) no necesariamente es abierto en |K|. Supongamos que vg, v1, vo son tres
elementos arbitrarios y distintos, que K = P ({vo,v1,v2}) \ @, y que s = {vg, v1}. Veamos que (s) no
es abierto en |K|. Especificamente, veamos que existe s* € K tal que (s) N |s*| no es abierto en |s*|.
Consideremos s* := {vg, v1,v2}. Entonces,

|s*| = {a € |K| | supp(a) C {vo,v1,v2}} = |K]|

y por lo tanto, (s) C |s*| o equivalentemente, (s) N |s*| = (s). Por eso, en lo que sigue veremos que (s)
no es abierto en |s*|. Consideremos

1 +1 € (s)
a-—QUO 2?]1 S).

Veamos que B (a) ¢ (s) para todo € € (0, @) Supongamos que € € (0, @) y denotemos

0=(a-a) e (aoaa) e (ag) ) oo
Como vy € supp(B), entonces 5 ¢ (s) y usando (1.9) se puede demostrar que
2 2 2 2
o= (57) + (i) ++ () - o(a) -+

Por lo tanto, Bx (o) ¢ (s) para todo € € (0, @) Como BYx (z) C BIx(z) sir < s, lo anterior implica
que Bix () ¢ (s) para todo € > 0 y por lo tanto, (s) no es abierto en |K]|.
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El objetivo del material a continuacién es demostrar la Proposicién 1.3.36. Por eso, algunos de los resul-
tados a continuacion podrian parecer desmotivados o fuera de lugar.

Lema 1.3.26
Supongamos que K es un complejo simplicial y que A es un subconjunto de |K|. Para todo s € K tal que
AN (s) # & escojamos una Unica ag € AN {(s). Si

D(A) = {astanisyzo
entonces D (A) es discreto en |K| (cf. Definicién A.1.2).

Demostracion. Primero, veamos que D(A) N |s| es finito para todo s € K. Supongamos que s € K. Como
as € (s), entonces s = supp(a;) y por lo tanto, para todo s,s" € K

as € |s'| <= supp(ay) C s’ < sCs'. (1.18)

Como todo s’ € K es finito, (1.18) implica que cualquier simplejo cerrado contiene a lo més una cantidad
finita de «’s. En particular, D(A) N |s| es finito.

Ahora si, veamos que D(A) es discreto en |K|. Especificamente, veamos que todo subconjunto de D (A)
es cerrado en | K|. Supongamos que B C D(A). Como D(A)N|s| es finito para todo s € K, entonces BN|s| es
finito para todo s € K. Ademds, como (I) |s| es homeomorfo a A4™* (cf. Lema 1.3.14) y (II) los subconjuntos
finitos son cerrados en A C RIT! (cf. Corolario A.3.10), entonces lo anterior implica que B N |s| es cerrado
en |s| para todo s € K o equivalentemente, que B es cerrado en |K]. O

Lema 1.3.27
Supongamos que K es un complejo simplicial. Entonces todo subconjunto compacto de | K| estd contenido
en una unién finita de simplejos abiertos.

Demostracion. Supongamos que C' C |K| es compacto. Como los conjuntos compactos no contienen ningun
subconjunto discreto infinito (cf. Proposicién A.1.5) entonces el Lema 1.3.26 implica que ®(C) es finito.
Usando esto y la definicién de ®(C) se puede demostrar que solo hay una cantidad finita de simplejos abiertos
que intersectan a C. Como los simplejos abiertos forman una particién de |K| (cf. Observacién 1.3.25), lo
anterior implica lo deseado. O

Definicién 1.3.28
Supongamos que K es un complejo simplicial. Para todo subconjunto A de K definimos

|A|k = {a € |[K| | supp(a) € A}.

Si A es un subcomplejo de K, se puede demostrar que |A|x (con la topologia subespacio inducida por |K|)
es homeomorfo a |A|, la realizacién geométrica de A.

Proposicién 1.3.29
Supongamos que K es un complejo simplicial. Si {Lj }j ¢y €S una familia de subcomplejos de K, entonces

Ulzilx = U L vy ()Ll =) Ly

jeJ jeJ K jeJ jeJ K

Demostracion. Veamos que J
a € | K|, entonces

ier|Lilx = |Ujes Lilk, la demostracién de la otra igualdad es andloga. Si

ac|JILjlxk < FjeJ(a€el|lilx) < FjeJ(supp(a) € L;) <= supp(e) € | JL; < ac||J L,

JjeJ jeJ JjeJ K

Por lo tanto, U;¢ s [Ljlx = ‘Uje] Lj‘K' -
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Proposiciéon 1.3.30

Supongamos que K es un complejo simplicial. Si L es un subcomplejo de K, entonces |L|k es un subconjunto
cerrado de |K|. En particular (por la Proposicién A.1.7), si L, L' son subcomplejos de K tales que L' C L,
entonces |L'|k es cerrado en |L|k.

Demostracion. Recordemos que |L|x es cerrado en |K| si y solo si |L|x N |s] es cerrado en |s| para todo
s € K. Por eso, supongamos que s € K es fijo y que {a, }nez., es una sucesién en |L|x N |s| que converge
a a € |s|. Entonces

Ve > 03N €Z>oVn >N (di (an,a) <e). (1.19)
Por otro lado, para todo v € V(K)

dic (ama) = 3 (an() — a(©)? > /(an(®) - a(v))? = |an(v) — a(v)| (1.20)

veV(K)

Juntando (1.19) y (1.20) obtenemos que para todo v € V(K)
Ve > 03N € Z>o Vn > N (Jan(v) — a(v)| < ).
Equivalentemente, para todo v € V(K)

lim ay,(v) = a(v). (1.21)

n—oo

En lo que sigue, veremos que supp(a) € L. Supongamos que v € supp(«). Entonces a(v) # 0 y por lo tanto,
(1.21) implica que existe N, € Z>¢ tal que oy, (v) # 0 para todo n > N,. Equivalentemente,

v € supp(ay,) para todo n > N,,. (1.22)
Como supp(«) es finito, entonces el nimero

N, = max N,

vEsupp(a)

estd bien definido y en particular (por (1.22)), v € supp(an, ).
Como v es un elemento arbitrario de supp(«), acabamos de demostrar que

supp(«) C supp(an,,) (1.23)

Maés ain, como {ap}nez., €s una sucesién en |L|x N |s|, entonces (en particular) an, € |L|x o equivalen-
temente, supp(ay, ) € L. Juntando esto con (1.23) (y el hecho de que L es un subcomplejo) obtenemos que
supp(a) € L o equivalentemente, que o € |L|g; y como ya sabfamos que « € |s| (por hipdtesis), entonces
a € |L|g Ns|.

En resumen, el limite de toda sucesién convergente en |L|x N |s| pertenece a |L|x N |s| y por lo tanto,
|L|x N |s| es cerrado en |s| (cf. Proposicién A.3.9). O

Corolario 1.3.31
Supongamos que K es un complejo simplicial, que T es la topologia usual sobre |K|, y consideremos a la
siguiente familia de subespacios de (| K|, Tk ).

U= {(|LK7 (TK)\LIKCIKI) | L es un subcomplejo finito de K}

Entonces 4 satisface la condicién (2) de la Definicién A.5.1 y en particular, (por el Corolario A.5.7) la
topologia débil T (U) estd bien definida en |K|.

Demostracion. Usando las Proposiciones 1.3.29 y 1.3.30, obtenemos que para cualesquiera L1, Ly subcom-
plejos finitos de K,

|L1|k N |La|k es cerrado en |Ly|k y |La| k-

Por lo tanto, 4 satisface la condicién (2) de la Definicién A.5.1. O
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Lema 1.3.32
Supongamos que K es un complejo simplicial. Para todo B subconjunto compacto de |K| existe un Lp
subcomplejo finito de K tal que B C |Lp|k.

Demostracion. Supongamos que B es un subconjunto compacto de |K|. Por el Lema 1.3.27, B esté& contenido
en una unién finita de simplejos abiertos. Es decir, existen s1,...,s, € K tales que B C |J]_, (s;). Definimos
Lp :=J!_, s (cf. Ejemplo 1.3.3). Entonces

n

Bc | s cUle=|Us| =ILsl (1.24)
=1 =1 =1 K

donde la segunda inclusién se cumple porque (s) C |3|x para todo s € K y la primera igualdad se cumple
por la Proposicién 1.3.29. Como § es un subcomplejo finito para todo s € K, entonces Lp es finito y por lo
tanto, (1.24) implica lo deseado. O

Notacién 1.3.33
Denotamos por I al intervalo cerrado de R que tiene extremos 0 y 1. Especificamente, I :=[0,1] C R. En lo
que sigue, siempre consideramos a I como subespacio de R con su topologia usual.

Lema 1.3.34
Supongamos que K es un complejo simplicial. Para todo C subconjunto compacto de |K| x I existe un
subcomplejo finito L de K tal que C C |L|g x I.

Demostracion. Supongamos que C' C |K| x I es compacto y que 7 : |K| x I — |K]| es tal que (a,t) — «a.
Entonces C C 7(C) x I y w(C) es compacto porque es la imagen de un compacto bajo una funcién continua
(cf. Proposicién A.4.2). Si usamos la notacion del Lema 1.3.32 y definimos L := L (¢, entonces por definicién
de LB

7(C) x I C ‘Lw(c)’K ¥ I=|L|x % I.

Juntando esto con la inclusién C C 7(C') x I obtenemos
C C|L|g x 1. (1.25)
Como el producto de compactos es compacto (cf. Lema A.4.5), entonces (1.25) implica lo deseado. O

Lema 1.3.35
Supongamos que K es un complejo simplicial. Entonces |K| x I es compactamente generado (cf. Defini-
cién A.6.3).

Demostracion. Primero veamos que |K| es localmente compacto (cf. Definicién A.6.1). Notemos que
a € |supp(«)| C |K| para todo « € |K]. (1.26)

Como |supp(a)| es homeomorfo a AdmsuPP(@) (cf, Lema 1.3.14) y A™ es compacto (por el teorema de
Heine-Borel), entonces (1.26) implica que todo elemento de |K| pertenece a un compacto en |K|, es decir,
| K| es localmente compacto. Ademds, como (I) I es localmente compacto, (II) el producto de dos espacios
topoldgicos localmente compactos es localmente compacto (cf. Lema A.6.2), y (III) localmente compacto
implica localmente generado (cf. Lema A.6.4), entonces lo anterior implica lo deseado. O

Proposiciéon 1.3.36
Supongamos que K es un complejo simplicial, que 7/x|x; es la topologia caja sobre |K| x I (estamos
considerando a |K| con la topologia Tx y a I con la topologia subespacio inducida por R), y consideremos

la siguiente familia de subespacios de (|K| x I, 7\-K\><I)-

Y = { <|L|K x I, (’T|K|X1> ) | L es un subcomplejo finito de K} .
|L|g XIC|K|xI
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Entonces U satisface la condicién (2) de la Definicién A.5.1 y en particular, (por el Corolario A.5.7) la
topologia débil T () esta bien definida en |K| x I. Més atn, T/ |x; = T (0), es decir, T|k|x1 es coherente

con *J.

Demostracion. Juntando el Corolario 1.3.31 y la Proposicion A.5.11 obtenemos que U satisface la condicién
(2) de la Definicién A.5.1. Veamos que 7|k|xs es coherente con . Por la Proposicion A.5.10 basta probar
que para todo A C |K| x I

AN (|L|x x I) es cerrado en |L|g x I, para todo L subcomplejo finito de K
= A es cerrado en | K| x I. (1.27)

Més atin, como | K| x I es compactamente generado, (1.27) es equivalente a

AN (|L|g x I) es cerrado en |L|x x I, para todo L subcomplejo finito de K
= ANC es cerrado en C para todo C' compacto en | K| x I.

Por eso, supongamos que A C |K| x I es tal que AN (|L|K X I) es cerrado en |L|g x I para todo L
subcomplejo finito de K y supongamos que C' es compacto en |K| x I. Queremos ver que A N C es cerrado
en C. Equivalentemente (como C' tiene la topologia subespacio inducida por X), queremos encontrar un
subconjunto cerrado B de |K| x I tal que ANC =BnNC.

Para esto, recordemos que como C es compacto, entonces (por el Lema 1.3.34) C estd contenido en
un |Le|x x I para algin Lo subcomplejo finito. Veamos que B = AN (|LC|K X I) cumple lo deseado.
Por hipétesis AN (|Le|x % I) es cerrado en |Le|x % I, y como |Le|k % I es cerrado en |K| x I, entonces
AN (|L|k x I) también es cerrado en |K| x I (cf. Proposicién A.1.7). Finalmente, notemos que

AmO:Am<(|LC|K><I)mC) = (Am(|LC|K><I))ﬂO:BmC.

donde la primera igualdad es consecuencia de que C' C |L¢|g x I. Por lo tanto, AN C es cerrado en C' para
todo C' compacto en |K| x I. O

Proposiciéon 1.3.37
Supongamos que K es un complejo simplicial, que Tk |x; es la topologia caja sobre |K| x I (estamos
considerando a | K| con la topologia Tx y a I con la topologia subespacio inducida por R), y consideremos

la siguiente familia de subespacios de (|K| x I, 'ﬁK‘XI).

20 = {(|5| x I, (ﬁK|X1)s|><Ic|K><I) |s€ K}-

Entonces 20 satisface la condicién (2) de la Definicién A.5.1 y en particular, (por el Corolario A.5.7) la
topologia débil T (20) estd bien definida en |K| x I. M&s ain, si denotamos U de la misma manera que en la
Proposicién 1.3.36, entonces T (20) = 7 (0) y por lo tanto, (por la Proposicién 1.3.36) Tk« es coherente
con 20.

Demostracion. Juntando el Lema 1.3.16 y y la Proposicién A.5.11 obtenemos que *U satisface la condicién
(2) de la Definicién A.5.1. Para demostrar 7 (20) = 7 (), veamos que para todo A C |K| x I

AN (|L|K X I) es cerrado en |L|x x I para todo L subcomplejo finito <=
AN (|s| x I) es cerrado en |s| x I para todo s € K (1.28)

—) Supongamos el lado izquierdo de (1.28). Mds auin, supongamos que s € K y consideremos el siguiente
subcomplejo finito de K

s={seK|s Cs} (cf. Ejemplo 1.3.3)
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Entonces para todo « € | K|
o € [§|g <= supp(a) €5 < supp(a) Cs < a € [s|.

Por lo tanto [S|x = [s|. Mds atn, por la hipétesis, A N (|S|x x I) es cerrado en [S|x x I. Sustituyendo
S|k = |s| en la oracién anterior, obtenemos que AN (|s| x I) es cerrado en |s| x I.

<) Supongamos el lado derecho de (1.28). Mds atin, supongamos que L es un subcomplejo finito de K y
denotemos L = {s1,...,5,}. Veamos que

Ll = [ Isil. (1.29)
=1

C) Supongamos que « € |L|x. Entonces supp(a) € L. En particular, supp(a) = s; para algin j € {1,...,n}
y por lo tanto « € |s;].
D) Supongamos que « € [ JI_; |s;|, Entonces 3j = 1,...,n tal que supp(r) C s; € L. Como L es subcomplejo,
lo anterior implica que supp(a) € L. Es decir, a € |L| k. Por lo tanto, |L|x = U] |si|-

Ahora si, veamos que AN (|L|x x I) es cerrado en |L|g x I. Usando (1.29) obtenemos

An(Lix x ) =An [ [Ulsil | x 1| =an [ (sil x 1) :U(Aﬂ(|s,;|><l)). (1.30)
i=1 i=1 i=1
Por otro lado, supongamos que i € {1,...,n}. Como (por hipétesis) AN (|s;| x I) es cerrado en |s;| x I'y

(se puede demostrar)’ que |s;| x I es cerrado en |L|x x I, entonces AN (|s;| x I) es cerrado en |L|x x I.
Usando esto y (1.30) obtenemos que AN (|L|x x I) es cerrado en |L|g x I.
Por lo tanto, acabamos de demostrar (1.28) o equivalentemente, T (20) = T (0). O

Corolario 1.3.38
Supongamos que K, K’ son complejos simpliciales y que f : |K| x I — |K’| es una funcién.

1. Para todo s € K consideremos la siguiente métrica sobre |K| x I.
djsjx1 (1), (B.7)) = dic (e, ) + [t — 7| para todo (a,1), (B,7) € |s| x I.

Entonces para todo s € K

(7TK\><I> =T 1
[s|xIC|K|xI
2. Si para todo s € K existe s’ € K tal que f(|s| x I) C |s'|, entonces
fes continua <= flaxs: (Is| < I, Tq,,,,) = (|s'], Ts) es continua para todo s € K.

En particular, por el Criterio € — d, f es continua si y solo si para todo s € K y todo (a,t) € |s| X I se
satisface la siguiente condicion.

Ve> 030> 0Y(8,7) € [s| x I (der (1), (B7)) <6 = dicr (F(o,0), (B,7)) <€)

Demostracion.

1. Denotemos por 7|4« a la topologia caja sobre |s|x I donde estamos considerando a |s| como subespacio
de |K], es decir, con la topologia 7. Es decir, U € T4« si y solo si

VueU IV, €T, W, €Ti(ueVy, x W, CU).

2Usando (I) que |s| es cerrado en |K| para todo s € K, (II) que |L|x es cerrado en |K| para todo L subcomplejo de K y
(III) la Proposicién A.1.7.
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Entonces, por la Proposicion A.4.7

(7-\K|><I) :ﬁs|xl- (1'31)
[s|xIC|K|xI
Por otro lado, como |s| e I son espacios métricos, en la Proposicién A.4.6 demostramos que la métrica
dada por

d|s\><[ ((avt)a (ﬂar)) = dK(aaﬁ) + |t - 7”‘ para todo (aat)a (677') € |S| x I
es tal que

771\3|><I :ﬂS‘XI' (132)
Juntando (1.31) y (1.32) obtenemos lo deseado.

2. Como T|k|x1 es coherente con

{ <|s| x I, (7TK|“>»|><IC|KxI) | s € K} (cf. Proposicién 1.3.37)

y (T‘Klﬂ)l xICIK I = 771‘““ por el inciso anterior, entonces este es un caso particular de la Propo-
S| X
sicién A.5.5.

O

Definicién 1.3.39 (La realizacién geométrica de una funcién simplicial)
Supongamos que K, K’ son complejos simpliciales y que f es una funcién simplicial de K a K’. Definimos

|1+ K] — K|
ars [ o 9, Z a(v)
vef~1(v’")

y decimos que |f| es la realizacidn geométrica de f. Usando la Notacién 1.3.7, también podemos escribir

@)= > Y a) .

v eV(K') \vef-1(v')

Observacién 1.3.40
Antes de empezar, recordemos que si K es un complejo simplicial, hacemos la identificacion

V(K) = {ve |K| | v € V(K)}
donde v € | K] es la funcién de V(K) en [0, 1] que manda v al 1 y todo lo demds al 0, es decir,
v(v)=1 'y wv(w)=0 para todo w # v.

Ahora si, supongamos que K, K’ son complejos simpliciales, que f : V(K) — V(K’) es una funcién simplicial
de K a K', y consideremos |f| la realizacién geométrica de f. Veamos que la restriccién de |f| a V(K) es
simplemente f, es decir,

Lfl Tvigy= [

Por definicién,

(/1) (F) = > ulw)=1 (1.33)
vef~1(f(u)
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donde la tltima igualdad se cumple porque u € f~1(f(u)), u(u) = 1, y u(v) = 0 para todo v # u. Por otro
lado, si v' # f(u), entonces

(/1) ()= > u()=0 (1.34)

,Uef—l(,u/)

donde la tltima igualdad se cumple porque u &€ f~1(v') (pues v’ # f(u)) y u(v) = 0 para todo v # w.
Juntando (1.33) y (1.34) obtenemos que |f|(u) = f(u) para todo u € V(K), es decir, |f| [vx)= f.

Ejemplo 1.3.41
Supongamos que K es un complejo simplicial. Entonces

= Por definicién,

idse [+ [K] — | K]

idg |(a
o — ’U/ ,w) § Oé('U)
Pero Ccomo ld Kl ('U/) = {’Ul}7 entonces

ind;(1 (v")

y por lo tanto, |idg | = id|x|. En otras palabras, la realizacion geométrica de la identidad es la identidad
de la realizacion geométrica.

= Supongamos que f : V(K) — V(K') es constante y que f(z) = yo (con yo fijo). Por definicién,

11K — | K|

a | [£](e) Z a(v)

vef=1(v)
Pero como
K siv =
) = o
@ siv #y
entonces

Z av) = {ZveKa(v) =1 siv =y

. / )
el T (v 0 si v’ # yo

y por lo tanto, |f| = yo € |K|. En otras palabras, la realizacion geométrica de una funcidn constante
es una funcion constante.

» Supongamos que f: V(K) — V(K') es una funcién simplicial de K a K’ y que {vg,...,v4} € K. Si f
es inyectiva, entonces

|f] (tovo + -+ - + tqug) = tof(vo) + -+ + tqf (vq) para todo tovg + - - - + tqvg € |5].

Si f no es inyectiva, la situacién es un poco més complicada. Por ejemplo, supongamos que f(v;) = f(v;)
con i # j pero que el resto de las f(vy) son distintas. Entonces

tof(vo) + -+ + taf (vg) = (ti + ;) f(vi) + > tif (vk).

k#i,j

24



Proposiciéon 1.3.42
Supongamos que K, K’, K" son complejos simpliciales. Si f es una funcién simplicial de K a K’ y g es una
funcién simplicial de K’ a K", entonces

lgo fI = lglo|fI-
Demostracidn. Supongamos que « € |K|y v € V(K'). Entonces

(Iglo [fl(@) @) =" > Ifl@))

,Uleg—l(vll)

2 | X e

v'eg—1(v”) \wvef-1(v')

>, aW

vE(gof) =1 (v")

(Ig o fl(@)) (@").

Donde la tercera igualdad se cumple porque para todo v € V(K) y v” € V(K")

veE(go f) W) = I e V(K (v ef W) y v e g_l(v”)) .

O

Lema 1.3.43
Supongamos que K, K’ son complejos simpliciales y que f es una funcién simplicial de K a K'. Si « € | K|,
entonces

supp(|f[()) C f(supp(a)).

Demostracion. Supongamos que v’ € V(K'). Entonces

o esupp(|fl(@) = D alv) =[fl(@)() #0
vef~1(v')
— a(v) # 0 para algin v € f~1(v')
— v € supp(a) para algtin v € f~1(v')

= v/ = f(v) € f (supp(e)) .
Es decir, supp(|f|(a)) C f(supp(e)). O

Lema 1.3.44
Supongamos que K, K’ son complejos simpliciales y que f es una funcién simplicial de K a K'. Si s € K,
entonces

[F1(sl) < [f(s)]-

Demostracion. Supongamos que S € |f|(|s]). Entonces 8 = |f|(«) para algin « € |s|. Queremos ver que
B € |f(s)|- Equivalentemente, queremos ver que supp(3) C f(s). Por eso, supongamos que v’ € supp(3), es
decir, B(v") # 0. Como B(v") = | f[(a)(v') = 3, ep-1(,r) @(v), entonces existe v € () tal que a(v) # 0. Es
decir, v es tal que f(v) =v" € supp(f) v a(v) # 0. Sin embargo, « € |s| por hipétesis, es decir, supp(a) C s.
Por lo tanto, v es tal que f(v) =v' y v € s. En particular, v’ € f(s). O

Notacién 1.3.45

En lo que sigue, denotamos por card(A) la cardinalidad de un conjunto A. Hacemos esto porque en algunos
argumentos consideraremos la cardinalidad de un simplejo, y la notacién usual, |A| podria causar confusién
con el simplejo cerrado.
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Proposiciéon 1.3.46
Supongamos que K, K’ son complejos simpliciales y que f es una funcién simplicial de K a K’. Entonces la
realizacién geométrica |f] : |[K| — |K’| es continua.

Demostracion. Juntando el Lema 1.3.44 y la Proposicién 1.3.21 obtenemos que |f| es continua si y solo si
para todo s € K y todo « € |s]| se satisface la siguiente condicién.

Ve> 035>0V € ls| (dr(a,B) <6 = die (If1(a),11(8)) <e).
Por eso, supongamos que s € K, a € |s|, y € > 0 son fijos. Definimos
€

card(s)’

Si 8 € |s| es tal que di (o, B) < 6, entonces se puede demostrar que
|a(v) — B(v)| < d§ para todo v € V(K).

Por otro lado,

dicr (If1(), 171(8)) (1F1(@) () = 1 £1(8)(v"))*

Vv EV(K')
S (@) = [£1(8) ()
v Ef(s)

’

=1 > Yo oaw ]| Y B

v'€f(s) vef1(v') veEf1(v')

= > Y (av) = B)

v'€f(s) \vef~t(v)

<> > Jelw) = Bv)|
v'ef(s) \vef—t(v')
< S jew-sw)
v'Ef(s) \vef1(v))
= > ) - B)|
v'Eef(s) \vef-1(v')
- > Jew) - B)] (1.35)
v'ef(s) \vef—1(v)Ns
= la(v) = B()]| (1.36)
vES
<Y 6

= _c
v card(s)

= €.
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(1.35) se cumple porque si |a(v) — B(v)| # 0, entonces a(v) # 0 0 B(v) # 0, es decir, v € supp(a) Usupp(3),
pero como «, 3 € |s| por hipétesis, entonces supp(a) Usupp() C s y por lo tanto v € s.
(1.36) se cumple porque s es la unién disjunta de todos los f~1(v') N's con v’ € f(s). En efecto,

s = |_| fves]| flv)y=1"}= |_| ) ns.
v'€f(s) v'ef(s)

En resumen, acabamos de demostrar que para todo s € K y todo « € |s| se satisface la siguiente condicién.

Ye>036>0V8 € |s| (dK(a,ﬁ) <6 = di (f(a), f(B)) < e) :

Por lo tanto, |f| es continua. O

Observacién 1.3.47

Supongamos que K, K’ son complejos simpliciales, que f es una funcién simplicial de K a K, y que s € K.
Como |f| : |K| — |K'| es continua y para todo s € K existe s’ € K’ tal que |f|(|s|) C |s'| (nos referimos
a s’ = f(s)), entonces la Observacién 1.3.22 implica que para todo s € K y todo a € |s| se satisface la
siguiente condicion.

Ve>035>0V8 € s (d(a,@) <& = [|fl(a)®') = |£I(B)(v")] < € para todo v’ € V(f(s))) .

Proposiciéon 1.3.48
Supongamos que f,g: V(K) — V(K') son funciones simpliciales de K a K’. Si f(s) U g(s) € K’ para todo
s € K, entonces |f| y |g| son homotépicas.

Demostracion. Sea
H:|K|xI— |K|
(a,t) = (1 =)|f(e) +t[g](c)

Es claro que para todo o € | K|, H(«,0) = |f|(a) y H(cr, 1) = |g|(c). Resta probar que H estd bien definida
y que es continua.

H estd bien definida.

Veamos que H(a,t) € |K'| para todo t € [0,1] y a € |K]|. Es decir, veamos que supp(H («a,t)) € K’ y que
>wevrn Hlo,t)(v) =1 para todo t € [0,1] y o € |K|. Por eso, supongamos que ¢ € [0,1] y « € |K].

Para ver que supp(H («,t)) € K’, notemos que si v’ € supp(H(a,t)), entonces

(1= If () () + tlg| (@) (v") # 0. (1.37)

En particular, |f|(a)(v') # 0 o |g](a)(v') # 0. Es decir, v’ € supp (| f|(«)) o v € supp (|g|(c)). Por lo tanto,
acabamos de demostrar que para todo ¢t € [0,1] y « € |K]|

supp(H («, 1)) C supp(| f[()) U supp(|g[(e))- (1.38)
Més atin, como
supp(|f|(e)) C f(supp(a)) y supp(|gl(e)) C g(supp(a)). (cf. Lema 1.3.43)
entonces
supp(H (a,t)) C f(supp(a)) U g(supp(a)). (1.39)

Ademas, como supp(a) € K (por definicién de o € |K|) y f(s) Ug(s) € K’ para todo s € K (por hipdtesis),
entonces f(supp(a))Ug(supp(a)) € K'. Como K’ es simplejo, esto y (1.39) implican que supp(H (a,t)) € K.
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Para ver que ¢y (s H(, t)(v) = 1 consideremos las siguientes igualdades:

Yo Hat)w)= Y (A=0lfl(a)+tlgl(a)) (v)

v EV(K') v EV(K')
= > (1=Dlfl(@)) + tlgl()(v)
v eV (K')
= > 0= > a@|+t[ D aW
v eV (K'") vef-1(v) veg—1(v’)
=(1-1¢) Z Z av) | +t Z Z a(v)
v eV (K') \vef-1(v") v eV (K’) \veg—1(v")
=(1-1t) Y a@+t > o
veEV(K) veEV(K)
=1

Donde la pentiltima igualdad se cumple porque V (K) es la unién disjunta de todos los f~1(v') conv’ € V(K').
En efecto,

viK)y= | {elveren}= | re).

v eV (K VeV (K

Cabe recalcar que esto es consecuencia unicamente de que f es una funcién de V(K) en V(K).
En resumen, supp(H (e, t)) € K"y 3,/ cy gy H(a,1)(v) = 1 para todo t € [0,1] y a € |K|. Es decir, H esta
bien definida.

H es continua.
Antes de empezar, veamos que para todo s € K

H([s| x I) C |f(s) Ug(s)l- (1.40)

Supongamos que (o, t) € |s| x I. En particular, a € |s| o equivalentemente, supp(«) C s. Entonces (1.39)
implica

supp(H (o, t)) C f(s) U g(s),

o equivalentemente, H(«, t) € | f(s)Ug(s)|. Ahora si, veamos que H es continua. Juntando (1.40) con el inciso
(2) del Corolario 1.3.38, obtenemos que H es continua si y solo si para todo s € K y todo (a,t) € |s| x I se
satisface la siguiente condicion.

Ve>036 > 0V(B,r) € |s| x I (d,sw ((a,1),(8,71)) <6 = dio (H(a,t), H(B, 1)) < e)
donde
dis|x1 ((a,t)7 (ﬂ,r)) =dgi(a, ) + |t — r| para todo (a,t),(B,r) € |s|] x I.
Por eso, supongamos que (a,t) € |s| x I es fijo y que € > 0 es arbitrario. Denotamos
T, = f() Ug(s)

Por el Observacion 1.3.47, existe §; > 0 tal que

€

d(a, ) <01 = ||fl(a) () = [£I(B)()| < 5 emd(T)

para todo v' € f(s). (1.41)
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Anélogamente, existe do > 0 tal que

€

d(a,B) <0, = d(|gl(a),|g](8)) < ——=== para todo v' € f(s). (1.42)
5+/card(Zy)
Ahora si, sea
§ =min{ 5y, 8, — o
b 5+/card(Zy)

y supongamos que (3,7) € |s| x I es tal que

djsjxr ((a,t), (B,7)) <.

d(e,B)+t—r|

Entonces
dla, ) <d y |Jt—r|<é (1.43)

y por lo tanto tenemos la siguiente cadena de desigualdades.

(dr (H(o 1), H(B.1)) " =

S (HaHW) - HB,r)()’ = (1.44)
v eV (K’)
> (H(a, (@)~ HB.n)())" =
v €Ly
> (1=l @)@) + tgl(@)@) = (1 = MIFB) W) = rlgl(B) () =
v' €L,
> (IF@) ) = (@) + gl (@) = [F1B)) +rIFI(B) (W) = rlgl(B)() =
v €L

>~ (10 = 1)) + @) = ) + KA = el () +
T (@)~ rfl@))) + (el ()0 ~ tal(B))) =

> ((\f’l(a)(’v’)—lfl(s )()) + @) (W) (r =)+

2

T (@) = gl B)) + r (F1B)) — F1@) (@) + gl (B) (W)t~ 1)) < (1.45)
> (1@ = 1B + |11 - )] +
v/ EeL,

+|Ig|(b’)(v’)(t—r)l) < (146)

]t(|g|<a><v )~ 19l(B) ()

> (1)) = 1B + [ =] +
v €Ly
](|g|<a><v>—|g|( )W)+ (A3 = If1(@) )

+ )r (I£18)(") = 1£1(@) (@)

+ }(t—r)|> < (1.47)

v;g (5\/card(IS) - 5/card(Z;) - 5/card(Z;) * 5/card(Z;) * 5\/card(Is)> B
2

€
v;s card(Z,)

€.
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(1.14) se cumple porque supp