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INTRODUGCION

E1l objeto del presente trobajo es el de hacer un andlisis de
los métodos aue se lLan usado nara determinar la masa y la distribg
cién de mase en las gelexics de tino espirsl.

Aungue las eenzciones fundementeles de la dindmica estelar se
corniocen desde hzce mucho tiempo, su eplicacidén directa pars deter-
ninnr le mesa de ung gelaxia es hesta la fecha un problema no re-
suelto.

Cmm g 3 . isle-eis SE eouTTe-na
“Fimétoldo mes simdie s 56 ocurre-pera-dcterminer la.mese de

uns grlexia es atraves de la relacién M/L, medisnte un estudio de
“1r. luminosidad. Sin embgfgo, para noder user esta relacidnves ne-
cessrio sunoner que 1z eficiencia luminosa es constonte; lo cual
en general no es cierto,

‘ ’?or io tento, si oueremos ssber algo sobre la distribucidn de
le densiced en une galaxizs, debemos conocér en detelle el campo gra
viteeionel de la misma, »szra lo cual es necesario usar un subaisfe-
mz de le galoxis como "cuerpo de vrueba" y observar la aceleracidn
de'éste, para de zh{ inferir el campo gravitacional.

T 3in emhargd, o8 aceleraciones'nohse pueden medir diréctamente
en una golaxia, se dehen deducir del cempo de velocidades en un mo~
mento. dedo, lo cual nos obligé a liniternos 21 caso estaclonéri&.
.or otra’wcrté, 1a ‘espesificacidn del campo de velocidades requie'g
fé de ia ﬂeterminnci6nvde une funcién vectorizl V(T) del vector de

poricidr, lo curl es observncionazlmenie imposible excepto. vara una

{operte uy limiteds de nuestre selexias En todos los demds casos so-

16 podemos obgservar la velocidad radial, ¥ avin éste. éSté promédia&a

e 1o 1ar§o de e lfnea visuel.
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De este modo vemns ane no solo nos tenenogs que limiter o con-
sideror acuellas grloxics cue jodenns suroner rrzonablemente en cs—
tado estacionerio, sino ademds uruellas en las nue exista algln ti-
po de simetrfa pera poder generalizar los datos del campo de veloci
dades. Sin embargo hay muchas razones parz suponer que el estado es
tacionario se encuentra ligado siempre z cierto zrado de simetria.
Por supuesto las galaxias sumamente irregulares vresentan un proble
mﬁ muy diffcil de resolver.

Zn generel, el tino de materipl observacional del que se dis -
none  »nzre obtener el camno de velocidades consiste eimejor de
ylos_EESEE:AEEAEQR;;‘;;fi as direct~s, nne coleccidn de velocidedes ra:
dizles obtenidas a partir del perfil de lcs lfneas en enisién del
"espectro 6ot1co, un peqpeuo seygmento de 1a curva de rotzcidn en el
centro de la golaxia obtenida de las lineas en absorcidn, y en algu
nos cesos dellancho de estas linecs nodemos obtener slrguna informa-
‘cidn sobre le dispersidn de velocidedes de las éstrellaé y del gas.

v En el caso varticuler de nnestrs gelnxie, se vuecde Aisponer de
més material, sin embargo'las distancics relatives son bostante di-
ficiles de deteminar.

“n resdmen, si fuera nosible la resolucidn 'simulténece de 1§ o=
cuncidn de Toisnon r las scuaciones hidrodindnices o la ecreidn de
Roltzme enn, el rrohlens de la deterninacidn e lo nasrs serisycsﬂi~i§
rediato, ouew los datos nbservacinnales se Jodrfen narr ara sdan-
tar los »erdnentros de un modelo tedrico jenercl, 3in ewbrrgo, nof
ahora estr no es rosible excerho nara‘el erso de las goloxins esfé-

riczs o elinticos may

or 1o tentn  hey que
recurrir 1 método de penssr en modnlos o ariari, estos reosultan en:

Gen "1 wurdos 1 soco soroximcdos ¢ lu wealilad, ‘ﬂrv10n1"r1nnte cn‘
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el caso de log galavies esnirclae on qoe ce toms cn cuents erolnaia
voriente 1z velocidcd de rotreidn.
in el presente trebojo se discutird 1o -necesided de tomcr en

uenta lo dispersidn de velocidades en lus galexias esirales,




CAPITUIO T
LAS SCUACIONIS FUFDAMENTALES DI LA DINAVICA BESTELAR.
31 objeto de este capftulo es el de presentar la base matemdti-
ca cue utilizeremos en el presente trabajo.
Todos lus comenterios referentes a este material (sobre su de-
sarrollo histérico, sobre la solucién general de las ecuaciones, so-
tre su solucién en casos particulares, etc.)se harén en el capftulo

II. Aquf nos limitaremos a dar algunas definiciones y a partir de e-

1las. derivaremos las ecuaciones fundamgntglge de la dinémica egfe}a:.
) Debido a las cuyacteristicas esnecizles de los movimientos en
: uﬁ sistema estelar, nos encontraremos con dos tivos de ecuaciones:
- hidrodiﬁémices hd estadisﬁicaa. TLae primeras corresponden a nropleda-
‘ des de continuidzd del medio y las segundas & propledades de discon-
ﬁinuidad.

En el capftulo JI analizaremos la aplicacidn de estos dos ti -
pos-de ecuaciones y los distintos enfoques posibles al prébléma “de

le dinémica estelar.

1).~ La funcién de densidad de fase.

Consideremos un sistems estelar como un sistema de particﬁlaé
de iguel masaj en estas condiciones existe una funcién de distribu-
cién que define completamente el estado del sistems estelar. Eéta ’
funéidn es: la densidsd de fase.

Para definir esta funeién vamos a coneidérar un elemento ma -
croscépico de voldmen en el éistemﬁ, que llamaremos Jﬂﬂ; Porféjem %
'.‘nlo; un paralelepfnedo rectanguler con centro en (X,¥,z) ¥ bordeslpéf

ralelos a los ejes coor&enados. Zate elemento de volumen deﬁe éumv;

plir ‘dos. condiciones: ~or un lado debe ser pequefio en compaiaéidﬁ 8



con les dimensiones del sistemn estelar, 7 vor otro lado debe contg
ner las suficientes estrellss cowo pora que se puedan aplicar méto-
dos =stadfsticos. De este modo, pare escojer un elemento

de voldmen adecuado, debemos tomar en cuente las ccracteristi-
cag de czda sistema estelar er nerticuler.

Ahora bien, sea dV el mimero de estrelles en este elemento de
voldmen; evidentemente aN/d serf 1z densidad estelar, que debe ser

" (dentro de ciertos 1imites) estedfsticemente independiente de la for

ma ¥y tamafio de dey . or lo tanto tenﬂremos~ ar(x,v, =)= LV (x,v,2)dw.

El coeficiente de nroworcionalidad,)), es la funcidn de densidad eg
telar.

Ahora generalicemos estos conceptos 2 un espacio fase, esto es,
un espacio de seis dimensiones. E1l centro del elemento de voldmen
que  ahora .llamaremos dJ].seré el punto de coordenadas (x,v,z,u,v,w)}
u,v,w.son las componentes de la velocidad de une estrélla dentro
dgl elemento de voldmen en el espacio fase.

5i dv representa el mimero de nuntos que hay en dII tendremos-

dlr_t(xvzuvw)dﬂ

7

Analogamente a lz definicidn de densidad estelar, el coeficien .

te de vwronorcionzlidad f , serd la funcidn de densided de fose.

Escribiendo en forma abreviedsz "q" -~ara las coordenadas de nosi

cién y "p" nere las coordenadas de velocided, nodemos ver fécilmente

:que la siguiente relacidn debe cumplirse: Y (q)= jl¥(q,p)dp, don -
- de la integracién se extiende sobre todo el esnncio de las veloci-.

dades.

) - La funcién de distrlbucidn de las velocidades.

A »artir de la funcidn de densidad de fase nodemos obtener o -

tra funeidn de distribucidn de muche importencia en 1la dlnémica es— :

\telnr- 1a funcidn de distr*buﬂidn de velocidedes.
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TLa funcién de distribucién de velocidades nos da le distribu -

cidn en magnitud y direccidn, de las velocidedes de las estrellas en

un punto particular del sistema estelar.

En cada nunto (x,v,2z) del esnacio de coordenadas podemos cons-
truir un sisteme de coordenadas (u,v,w) que defina un espacio de ve

locidades. Si tomomos en este espacio un elemento macroscénico de vo

' 1ldmen, el rdmero de puntos dn en este volumen serd evidentemente:

dn=lf(.q,p)dp
sistema estelar estdn limitadas en magnitud, y después de cier -
to 1imite la funcldnl9 debe ser cero. Por lo tanto debemos suponer
prlori que esta funcién debe ser no negativa para todos los valo-
res de su argumento, y que conforme- cualquier componente de la velo
cidad tiende a infinito, la funcién tiende 2 cero mas répidamente
aue cualquier votencia de p. O sea: p]ir:t“pmlp(q.p): 0, m>0.

También supondremos que existen todas les derivadas parciales de

le funcidn, que sean necesarias vara los cdlculos.

La ecuacidn (P(q,p) =C, donde C es unaconstante vositiva, de~
fine, n»ara un sistema de coordenadas x,y,z dado, una superficie de

nivel de la funcidn de distribucién de velocldades. Tomando todos

‘los valores posibles de C, obtenemos une familia de superficies de

nivel que nos da la forma y tamafic del conjunto ‘de. puntos en el es-

pacio de velocidades, de la misma menera como 1ss superficies de ni

vel de la funcién de densidad esteler nos darfsn la forma y tamafio

del sistema estelar mismo.

En el caso mes simple, las superficies de nivel de la fﬁncidn
de distribucién de velocidades son esferas o elipsoides concéntri-
cos. Tn general una ley elipsoidal estd dada por: {P(q,p):fq)(T),‘

dondekp es unz funcidén erbitraria de %, y T es la funcidn cuadré- -

Pn la prcctica las velocidades de las estrelles dentro-dewn. .



tica nositiva mre reneral de lrs velocideies
A nuz-l- v 2.(.. oW 2+ 2fuw o 7huv 420V 4+ pU +qQV p "W S
Los coeficientes 2,b,c¢,...,8 son funciones de lss coordenades, v en
el caso mas generzl del tiemno tambiédn.
8i la forma cuadrdtica T es homogénea, teﬂemos:ﬁ? (q,m) = (QFd),
donde Q es o%re forma cuadrética, que referida a ejes nrincinales es
R hv'(u - u.,)"‘+1‘: (v = vo, + 1 (v - vr,)
Y ¢ es una funcidn de las coordenadas. U,,Ve,%, '~n las comvonen -
tes de la velocidad media de una estrells (la cual defiriremos mas

adelante).

El ceso perticular mas importante de la ley elipsoidal es la
ley de Schwarzschild:
o @ (a)= (8D
Mas adelante volveremos a ocuparnos de esta ley de distribu -
cidn,
S8i la distribucidn es esférica el caso particular mas impdrtan—;.
" te es le ley de Maxwell, guc de hecho se nuede considerar como Vun

caso particular de la ley de Schwarzschild.

3)e~ Ta ecuacidn de Boltzmarmen coordenadas cartesianas,

En el inciso 1) de este capituio hemos defj;ido 1z funcidn.dé
densidad de fase‘¥ , funcién de las coordenadzs de posicidn q, de 
las coordenadas de velocidad p, v hey que menclonar que en el éaso
mas general puede depender también del tiempo. Ahore veremos cual
es la ecuacidn que satisface esta fun016n. Veremos qpe se trata de
una ecuacldn diferencial parcial lineal, y bajo ciertas considera- :-
ciones homogénea. ' “

Las ecuscinnes de movimiento de las estre11ﬂs dentro del ele-

mﬂntf chroscdn1c" de volimen del espacio f&se dx ‘dx oo, GX SONS




X,z Xy X = %, X=X
Xu= Bo{x,,%,,%,) )'cg: F, (%, vx,4%5) Xe = Falx, ,%,,%y)

donde F ,F,,F,, denotan las comvonentes de la fuerze gravitacio -
nal por unided de masa. Conforme una estrella se mueve en el espa-
cio, su punto "imégen" se mueve en el espacio fase.

Ahora vamos a encontrer el flujo de puntos fase a traves de un
elemento de voldmen 4L supuesto fijo en el espacio fase. E1 nimero

de puntos que entran al voldmen por la cara del varalelepipedo per—~

_-‘“‘emcmm:JW- siompe 4t es "i“-e'( xe}af2/dx)at. Bl

i

,mimero de ovuntos que salen vor le cars onuesta, de coordenada x‘qndx{'

es iﬁ(x{}-dx&)(dﬂ/dxﬁ)dfb. Por lo tanto, el movimiento & traves de

éstas disninuve el mimero de nuntos del elemento ‘de voldmen 4dL

nor ,‘i& ['(?():_U- dxt) -f(x“)] (d.ﬂ/dxﬁ)dt, é ;ci(@f/gx yaQuds.
Surizndo sobre k =1,2,...,6 obienemos la pérdida de puntos fase

del voldmen d Llen el tiempo dt, debida 2 la accidn de las fuerzas

Ja.Atf_‘ a{-’

fiet

En'general, sin embargo, temblén se pierden puntos por la ac -

sravitecionsales

¢ién de fuerzes irregulares, i.e. por los encuentros entre las egtre’
11nss. Sers esta pérdida de puntos fzse por unidad de voltimen vy - de’
tiemno ~( 3?/81:) . La pérdida de puntos del voldmen dflen el tiem
po dt serd -(ap/gt) aflat.

Sumando estes dos expresiones obtenemos la pérdide. total de

~ntos fese del ‘:/ol\imen afden el tiemmn dt:

5 ) Taadt
GK ot el

Esta Dérdldﬂ se puede escribir también como - =( 9"/ gt)dﬂdt.‘
Iguelendo estes dos formes y ce.ncelando términos obtenemos final -

B4

mente:
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Ahore bien, el término de la derechn, es el que nos da la ac -

of - (a F)
aF % X& gxﬂ‘_ ( 1-1)

cidn de las fuerzes irresulares; este término es generalmente muy
complejo. Aunque no se daréd aqui una justificacidén, es muy acepta-
ble considerar que en un sistema dinAmico tal como una galexia, po-
demos des~reciar casi por comsleto el efecto de los encuentros es -
tel res. Si considersmos este casn, el término de la derecha en la
ec. (I-1) se hace cero v obtenemos ung ecuacién diferencial nar -

clal:lineel de nrimer érden y ademds homogénea.’

) . gra—.
.9.1?4—[)’(- ?_.’Ezo (1-2)
1) A L @X&
“Esta ecuscuidn, obtenide fundementalmente u partir de consideQ
racioneé»de tipo estadistico, es una de las ecuacionés fundémen -

Y teles de la dindmica estelar cldsica (en la que se desprecisn ios e

fectos de las fuerzas irreguleres). La ecuamcién (I-2) se conoce con
el nombre de ecuacidén de Boltzmann.

Escribiéndola exolfcitamente:

5;t QX f Y Zae ( 1-3)

Donde X, Y vy % son las componentes de la fuerza gravitacional. .

4).- Teorema de Jeans y teorema de Liouville.

Congideremos un punto er el esnecio fage, arb:frario excepto
~or-el hecho de que sus coordenadrs representen valores que- Bea po-

1b1e tener. en la préctice. Invﬂlnemos ahora una estrella que. en
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el tiem1o t tenge las coordenades de este »unto fese. Cualouier

funcidn de estes coordensdas v del tiempo ane permengncs constzite
durante el movimiento de la estrella, la llamaremos una integral de
movimiento. La propiedad caracteristics de todas las integrales de
movimiento es que su derivads total con respecto 2l tiempo es ce~
ro{

Ahora bien, podemos ver facilmente que 1la ec.,(I—3) se puede
escribir en forma abreviesda de la siguiente manera: Df/Dt:: 0.

Esto es una menerz de exnresar el Teorema de Jeans: Para cual-

© quier movimiento que se considere dentro de un sistema estelsr, la

dengidad de frse es una integral de movimiento.

Por medio de este teoremz nodemos probar (lo cual nn se hard

aqui) otro teorema miy im-ortante, el Teorema de Liouville: Fn el

movimiento de un sigtema estelar, cualouier voldmen del esracio fa-

- se permanece constante.

De hecho los dos teoremzs son complementarios, vy cualquiera de

vlos dos se puede tomar como una consecuencia del otro. En fisice es

tadistiCu el Teorema de Liouville es de mucha importancia y por lo

J

general se demuestra primero. Sin embargo, psra la dinfimica este -

lar el teorema de Jeans es mas importante pues nos conduce g la fog

ma”de la solucidn genersl de la ec. de Boltzmann.

~Para resolver la ecuacién de Boltzmenn, que es una ecuacién 11"
~neel y homogénea en f, escribiremos las correspondientes ecuaciones -

"de T.agrenge:

de.du.di dh . dY _dw it
WY T W T aux ouy supy T T

Donde U es una funcidn notencial.

1-4):

En el cago mas general la solucidn de lg ecua cidn es.una f‘un -

cidn artitraric de integrales indenendientes del slstemo (I 4 . bl :

e e e e e
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" ipunlemos sucesivamente ceda miembro de (I-4) con el ¥ltimo, obte~
nemos seis ecuaciones indenendientes que no son otra cosa que las e
cuaciones de movimiento de una estrella bajo la accidn de fuerzas
gravitacionales. Por lo tento las integrales del sistema (I-4) gon
integrales de movimiento.

La integracién del sistema da, en general, seis integrales de
movimiento: Ik(t,x,y,z,u,v,w) =0 3 k=1,2,...,6

Bgtas ecuaciones determinan completamente, en principio, el mo
vimiento de cuamlguier estrella si se conocen sus coordenadas inicig
les en el tidho t, o Al substituir los valores iniciales en les in
: tegrales podemos determinar el walog de la constante arbitrai'ia Gk,
y resolviendo el sistema de ecuaciones . podemos encontrar

X,¥,%,2,v ¥ w como funciones de t y de las seia constantes arbitra-’k

rias, Asf tendremos, en general:

p: Iy 515, 0051¢) .
Donde F denota una funcidn arbitraria. Durante todo el movimiento
las cantidades I,, Ij,...,I, permanecen, por definicién,constantes.
Por lo tanto la densidzd de fagse permanece también ‘.co'nst‘a‘.r'xrte,‘ i.e.
es una integral de movimiento, en completa concordancia con el Teo-
rema de Jeans. .
En el canitulo II nos ocuparemos con mas detalle de estas in-

tegrales. Por ahora es importante dejer sentado lo que en adelante

1lamaremos el problema de Jeens; el problema de Jeens consiste en.
encontrar .f.’a partir de U.
5).~ La ecuacién de Poisson.

funeidn de
Existe otra ecuaccidn cue relacionz la.

furicidn potencial, esta es la ecuacién de‘ Poisson: ‘



o
e -unGm[ fioyammiwl du drdw (15

Este ecuacidn se puede escribir también en forma dil 'Tenciel.
Sunongzmos que les estrelles se mueven bajo la accidn de un cam-

no de fuerza dado nor el potencial —(b. La ecuacién de Poisson se-

0,30, 36 - vip- =4nGp
oxt ay 33

4

(1-6)

Donde P es la densided de masa total del sistema.

De este modo vemos que sl satisfacerse la ec. de Poisson, se
satisféce la condicidn de que la fuerza gravifacibngl sea la pro -
ducida por la iotalidad de materia (eetrellas y gas) del sistema
estelar.

La ecuacidén de Poisson es otra de las ecuaciones fundaments —

les de la dinAmica estelar.
6).- Centroides. E1 camvo diferencial e velocidades.

E1 concepto de centroide es de suma importancia envla deserip-
,cidn‘de sistemas esteleres. Lo podemos definir de la siguiente ma -
nera: el centroide es un punto gue se encuentra en renoso con res'—
pecto al elemento macwroscépico de volumen al que pertenece. En otras
ﬁaiabras, el centroide es un punto que, en un momento dado, se hueie‘

- con la velocidad media de todes las estrellas de un elemento macros-
cévico de voldmen dado. 11 otritneidn de
1(? es la funcldn de/velocidad del elemento de voldmen consi—'

derpdo, entonces 123 ecuaciones
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M’l'l)‘ g,&k({)c‘ﬂ Y- %XUQPJ O W= Tl)- '{w(PJQ (-7
nos dan la velocidad del centroide y sus componentes a lo largo de-
los ejes coordenzdios. El centroide coincide con el centro esfédia -
tico de la distribucidn de velocidades en el elemento de voliumen.
Por ejemplo, en el caso de una ley elipsoidal las componentes de la
velocidad del centroide son u,,V,,%,; estas componentes son las mig
mes que mencionamos en 1la pg. 4.

A 1la diferencia (vectorial) entre 18 velocidad de una estrelle
¥ la del centroide del elemento de voldmen al que pertenece, la 1la

maremos velocidad residual de la estrella. Tendremos que:

Ve Y+

M= Mot 4! V=2VUeeV! w= M/-fu)'

(1-8)

donde“{ vV son la velocidad de la estrella y del: centroide respec-
tivemente y W' es la velocided residual. u v,w;u,,v,,w,,u,v,w’ scn
sus respectivas componentes. No es diffcil ver de (I-T) y (I-B)
we LV'=0; | weo Lw=0 L w:o. o
De todo esto resulta evidente que la funcidn de distrtbucidp de
velocidedes definida en el iﬂciso 2), nos da lavdistribucidn de velg
cidades residuales y no la de velocidades totales. }
Ahora'vamos a considerer la otra componenté de 1la velocidad dé
una estrella, le velocidad del centroide. Esta velocidad estd rela-
cionada con el movimiento interno ordenado de los sistem'as‘esteléges.
Yor ejemplo, consideremos la rotacién de una galaxia alrededor de hn:
eje. El movimiento circular alrededor del eje estd relacionado a 105
centroides ¥y no a las estrellas individualmente, pues éstas pueden
describir 4rbitas éumamente complejes que no guarden ningunalrela -

c¢idn con la rotacidn del sistema estelar como un todo..
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En general la velocidad del centroide es una funcidn continua

de le posicidn. Sunondrewns que los componentes de este velocided o
lo large de los ejes de un sistema de coordenadas fijo tienen deri-
vadas narciales continuas de -rimer y sezundo drden. Como en adelnn
te no nos ocuparemos mas de las velocidedes individuales de las es-
‘trellas denotaremos por \Y la velocidad de un centroide cuﬁlquieré;
V:W (R) donde R es el radio vector de un punto en el sistema.
sea Yo=V (R,) la velocidad del centroide del observador. El
vector ¥ -V, serd la velocidad relativa del centroide que estamos
esfudiando con respecto 2 la velocidad del centrolde del observe -~
. dor.

' Mientras que la distribucidn de las velocidedes residuales
‘nos den un patrén estadistico del movimiento, él campo de velocida
des de los centraides nos presenta el aspecto hidrodindmico de los
"movimientos estelares en un sistemz. En la dindmica estelar es de

muche importancia el nroblema de la distribucidén de 1<.s velocidades
de‘hcentro:.dea en una pequefia regién alrededor de un cierto punto, es
vto es, el campo locsl o diferencial de velocidades del centroide. Es
'to se debe a que en un oprincipio el estudio de nuestra galaxia empe~
z"d con la investigecidén de una pequefia regidén alrededor del sol, es-
ta regién es el punto de partida de todos nuestros conocimientos a-
cerca ‘de las regiéneS‘ mas din/sta.ntes de la galaxia., Las expresio~

nes obtenidas en este iréciso serfn aplicadas en el canitulo III.

C(;quxyz)
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Zn la figwn 1, ¢ es un centroide arbitrarin v @ el centroide

del observador. Bl sistema de coordensdas ;,"], { 28t4 £1jo en la pa-
laxie. E1 campo de velocidades del centroide se s>uede eccribir:
VaVCR) = V(1,80 = V(i x, My, T+ 2)
51 sunonemos que el veetor A (x,v,z) es pequedio en comparacién
con R » podemos expender la funcién \f (R) en notencias de Xy¥,2

¥y tomando solo los términos de primer 4rden:

v=y. +(@\V) ’”‘(g\n(l)‘l +(-§~\§!)“Z

done ¥, -V(“?o) =V( o,"\,,f,) es la velocidad del centroide del ob-

- servader y las derivadas se toman-en el punto C ({ ’V\ )Y
3 o

Como }= {«n—x ="y ’SX’*_Z_

-y tEnemos V Yo (_—“ " +( ) (_%\:/é_)oz (I~9)’;

_ Esta es la forma vectorial del campo diferencial de velocidades
“i'del centroide.
Sean u,v,w las componentes de lz velocidnd del centroide C y

Ugy Vg1 We las componentes de la velocidad del centroide Cor. (1-9) se

~ puede escribir: U Ug 4 U X +uvy +u,7

VoV b VXV YV 2

Y oz (1-10)
WV WX WY 4,2

~donde ux’uy'“z’ ceesW, denotan les derivadas vearciales respectivas}

en el céntroide del observador. Las férmulas (1-10) nos dan _él cam . '

‘\jo diferencial de velocidades del centroide en coordenades rectnn‘-
’gulares; ' :
: !Iaciendollg' analogia con la mecénica de flufdos UgyVay¥g SON

"'135"componentes de la veloocidad de traslecién y los otros términos



¥
son las comoonentes de la velocidad relativa de desvlezamiento den=-

tro de la regién. Tos coeficientes de estos términos formen la ma-

triz de desplazamiento:

Mx My Mg
B . D = 'U.X rU')' ’U.E
Wy Wy wi

Substituyendo en (I-9) 6 (I1-10):
V= V+ Do (1-12)
Ahora vamos 2 ver cucl es el significado de lm dantidad,'ﬂ)-v .

Para esto vemos a escribir la metriz ID v~io la suma de dos ma-
trices, una simétrica $=h@+De) v une entisimétrice A=%2 (ID- ID:)
* donde IDQ es la matriz conjugada de D .  Substituyendo 9:‘1,(1'-11):,

V=V +Sr + A v (1w

Sabemos del cdleculo tensori..l que la matriz de desplazamiérﬁtoID

: y :su conjugadaw 8e pueden escribir. como ]D d%\v i ID ?‘lﬂv

»_oor lo tanto, Ai‘/ +‘k’1m‘l\\/) (d\‘l C"!a.dV)

ConSideremos ahora el significado mecé.nico de las ,ca.ntidadea A‘W

¥ §-¥ cuya suma, de acuerdo con (I-12),‘v’nos da el 6ampo:f:§ifg
rencial relativo de las velocidades del centroide.ancribiendo ‘e‘xpl‘!

citamente la matriz B tenemos:
MxA h (uy"' ) (uz-ﬁ Wx)
§ = [hlusiny YV Ve (Vyewp)|
% (w, +M3) ‘/z (wys Uyg) Wy
Dsta matriz simétrica se lleme tensor de deformacién local. =

T‘scribiendo explicitemente Iﬂ tenemos: '

0 Yeluy-T)  Yeldg-Wx) o '_w3 wz
R lhtn-ny  ©  elg-wp)l - w © _w,
Yz (We-bt) - Yo (Wy-ve) 0 -w, CU' of




Teos centidedes W, w, W3 que a-arecen.en la matriz antisimétrica ‘
gson las componente's del vector QW ="i gt \V que es la velocidad
angular instenténea pare una rotzcidén rigida de la pequefia regidn._
Se sabe que A-\Y:&DX\Y' por lo tanto A se puede lla.mai' el -tensor
de rotecién local.

La férmula (I-12) es el teorema de Helmholtz para oistemas es-
telares: En una pequefia regidn alrededor de cualquier punto en un '
sistema estelar, las velocidades de los centroides son la suma det
(1) la velocidad Vb de traslacidn rfgida de la regidn, (2) la velo-
‘cidad A-iY de rotacitn rigida de la regién con velocidad engular ihg
tenténea 9= RtV , (3) 1a velocidad §+¥ de deformscién de la re
gién. '

La fdrmul_a (1—12) se puede expresar de una manera todavia mas
clara si pensamos en. que las componentes del vector S-V se pueden'
representar en términos de -las derivadas parciales‘ de 1a funcidn
cuadrétlca F--'N S , de tal modo que (S\Vx~g/ax (S’V)y %’
(S W) DF/SZ . Asi ‘el teorema de Helmholtz se puede escribir comos:

V=V + qudr +wry e

7) .~ Bcuaciones hidrodinémicas del movimiento del centroide; .

en coordenadas cilindrices, nara un. snstema estacionario ¥y con: si—

metria rotacional.

La ecuacién de Boltzmann(ec. (I<3)) en coordenadas cilindri -

'éas 5),@,} ess ’a{-’ -”-g‘c+_Q_ 9-9 Z

" e e
(QU @)9"».? Loy ﬂ@)’c)f au ai’ @i
9w W/ \w e =0

9% 33 3z’
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Para obtener las ecusciones de movimiento del centroide & par-

tir de esta ecumcidn defemos "promediar® (intesrar) 1z ecuacién so-
bre todo el espacio de velocidades. Al hacer esto debemos recordar
1la condicién de que en cualquier sistema estelar real, las velocida
des de les estrellas estédn limitedes por la velocidad de escrpe., Eg

ta condicidén la podemos escribir de la siguiente monecre: 1in1\/"?r: 0

Vs o0
m > 0. Bn particular se usa »9ara las integraciones el hecho de que
1n {: 0 unV {:0 un V2P0 (1-15)
V> 00 Ny o V- o0

Para obtener las ecusciones hidrodindmicas en el caso general,
se multiolica la ecuaciédn (I-14) vor el elemento de voldmen (en el
espacib de velocidades) df) - dTd@d Z y luego se integra sobre [T,@
v 2. ' o

‘ Antes = de entrar en el célculo de les ecusciones en nuestro ca
,éd particular eacribiremos algunas relaciones generales que simpli-
ficen las integraciones. v

éea/\ cualquiera de las tres compohentéé de le velopidad en

coofdenadés cilindricas y BE(M,¥) una funcidn integrable cunalquiera

"k,de las otras dos componentes M y N. Usando la condicién (I—lS) y las

définigidnes de densided estelar (inciso 1) y‘de’velocidad del cen- -

.

fktrdide (inoiso 6), tendremos:

(o=
ala-A

U ke e
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Ahora blen, en nudtro caso particular (estado estacionsrio y si

netria rotaeional) la ecuacidén de Boltzmam toma la forma: .
i? (au @jaf 199 aval.o @an
93 oo mlow B e 93 CE:

: La densidad de fase es en este caso (como veremoa en el capitu-
, : 1o II) una funcidn de la integral de energfa y de la integral dq,é.-
| f- [[mi@uz22U(63,30]  cas
Para derivar nuestras ecuaciones multiplicamos (I-17) porn,@
y Z sucesivamenté e integramos sobre todo el espacio de veloéidadea.
De (I-18) y (I-15) se sigue que la primeyra y tercera integracidn nos
' dan identidades. De (I-18) vemos que | es una func:l6n par de'ny de

Foor e seofizllo-o 5 free (Fe)d--fnzlda <o

Usando estas relaciones y las férmulas (¥+16) obtenemos, de la ter-
cera y cuarta integraciones, las ecuaclones:

Q(Dﬁl) ( QU Ué)*‘é‘vﬁz:O

YY) Yok &

(1429)"
T W |
93 TP
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De la simetria de _( con resvectc o 'ﬁ v o 7 se sigue que

il____ﬁ?— v haclendo
f’:‘[\'\lhﬂwﬁz:u? 3:§®ZMQ=U@Z
obtenemos de (I-19) las ecuaciones:

9P, P-9 W

Py N -20)
20 O3 aw@j:v&o_u')

23 675-

Estas ecuaclones fueron derivadas por orimera vez en 1922 501‘
Jeans y a menudo s8e las llzma "ecuaciones hidrodinémicas", pero de
hecho son ecuaciones de transferencia., Pars obtener las ecuaciones
hidrodinémicas debemos introducir la velocided del centroide.

‘Se puede demostrar que para un sistema estacionarlo con sime -
tri{a rotacionsl, los centroides describen circulos. Osea que
Te20 @-@G3)

3’ vor lo tantc en este caso =1 2"2‘ @_: ®°+®' .

v ﬁz=ﬁ'-l=VcT§ EL'-':ET;:V:; @l=@;+®lz:@3*‘“}a,
donde V’?; q_; ‘I_@-l son les varianzas de las velocidades en las di .- )
recciones correspondientes. De las rehciones anteriores nodemos ver
we P= DT = m-3 9: L@ v 0Ts

‘las cantidades VEV, ¥ T3 caracterizan la distribucidn de velocidades
residuales en el plano meridiano, ¥ V@ en la direccidn nerpendicular
a este plano. Por 1lo que podemos-llamar r.V& (6 TB) la va.rie.nza
radial v a Vg' la variaenza transversal. _

Substituyendo en les ecuaciolies (1-20) obtenemos finalmente
,las‘ para un sistema estacionsrio con simetrfa rotacional:

2 : 2 2 (2 ‘

M+V(T§J’%'):,D%+u%% c

Ry w : (1-21) .




o ,
9(u¢£\_l)9,()_ .
53 94

Les cantidades Uy P se relaclonﬂ.n mediante la ecuacidn de

Poisson (inciso 5) que en coordenadas c11£ndricas, con U indepen -
diente de Q) es:

i QU Y1 :

L2 (52w Y _nGam
donde G es la constante gravitacional y m la masa promedioi de una
egtrelle.
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CAPITULO IX

SOZRE LA SOLUCION DE LAS ICUACICEDS FUITDANIZITALIED

DX LA DINANMIZA ESTELAR.

1) .= Lo solucidn de 1o ecuncidn de Roltnmona.

lemos visto en el inciso 4 el enpftulo I aque 1n solucidn mes
senersl de 1o ecuseidn de Joltzmn es une funcidn arbitreria de 6
integreles de novimiento, -F: F(II'I’:"":\[S)’ ¥ e el eucontrar
éstas inte»cles 7 por lo tratn 1o denzidcd de frse conctiture lo
nue hemos 1llracdo el oroblemn de Je-us.

Sin eabzrgo estn es sulo une solucidn forwtl del wablenn,
puesto oue en la préciicn no es 0sible determiner lo fowns exgli—l
citz de las scis intesriler cn ¢l caso zenercl, por lo aue trate -

remos agul solo casos perticulares.

A zentinnecidn considerzrenios solo casog en los que cl siste —

-ma sea estacionario, o sea que ni lz enerzls potencial U ni le den~
sidad de fase g,dépenden del tiemiso., Dor e¢ste hecho el ndmero de

integreles de movimiento independientes se reduce a cinco.
7. a).- Distribucidén de mnse crbitrarin.

Zn este coso no exishe ningunc restriccidn sobre U y podremos
encortrar solo uns srimers intesrul, lc intsgrai de energia. Esta
- integral se obtiene de lar ecusciones (I-4) combinando el pfimerp

y,duarto, gegqundo y quinto y tercefo ¥ sexto miembros (y tomando en

cuenta el hecho de que el tiemno ya no aparéce exvlicitamente en las

derivedes de U). Asi obtenemos: . ) :
Andu= (9UfaN)dx wrdr= QUMY w‘.Jw=(9U/a.3)d>3’-
o 4Cueviewd = dU s

. . 2 . . .
:ngmm;:L=d+vﬁMﬁ_zu=C. Il:V—ZU:C|w

d@ndé V es la magnitud de la velocidad. .
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De manera gue si no se toma una cierts distribucién de masa de~

finida para el sistemes, no podemos obtener mas que la integral de e-

e 0001 < (et ioad

ILas componentes u,v,w aparecen simétricamente sn la expresién de ‘: )
por lo tanto los puntos tienen, en el espacio dev vélocidades,
la simetria mas alta nosible: simetrfa esférica. Veremos que en ge-
neral cusnto meyor see la simetria en la distribuciédn de la masa ,
m:»?.:s noinftrica gerd le distribucidn de velocidades y viceversa.

b) .~ Simetria rotacional.

51 el eje de simetrfa es el eje z, entonces U =U.(Ri,z) . En
este caso podemos encontrar, ademas de la integral de'- energia Il'
otra integral independiente: la integrzl de 4rea o integrél de.inomeg_z
to ahguiar. Bote integrel es (tomando las ecuaciones (I-4)'y la ‘ex- ‘
presidn para U) I,=xv-yu=0,. ' '

Bscribiendo las integrales Il y 12 en coordenadas cil:{ndriqa‘sz :

I.»'-‘ 'r|'2+ @lizi_ZU:Cl Izé('b'@:Cz-
tendrenos wie c: f(nl‘* @1"' ZI-')-U) "I’@) .

De agf vemos que 4es simétrica con res-ecto a las componentes .
de lg velocidnd TT y 2, de modo que en el espacio de velocidades 165
_mntos fase tienen simetris rotacional alrededor del eje @.

¢)..~ Simetric esférics.

E . Puesto ‘que en es~

Zn este caso U=Y(r) donde r=4x2+ y2+z
¢ coso cuelesquiera tres ejes mutuomente perpendiculares .son ejes
de ‘simetris; poderos escribir tres intesrales de momento .angular al-

 rodedor de los tres ejes: ], = Yyw- @V =C,

I,czw-xw=gy Iy=xveymn=zcg, -
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De modo que en este caso . c =p (11,12,13,14) .

Las cantidades 12,13,14 son las comvonentes del vector o de
momento angular total [ = ¥ xY: donde ¥ es el radio vector v \yla
velocidad total. Se »iede demostrar aue si escribimos 12 Ig 134-14 ,
entonces r: .I.‘(Il,Iz) .

Usendo coordenadas esféricas: L= = ,Yz(®1+ o

I':er&-@"-&-@l“"ZUf‘()
'[) c{Q-IW@‘ @1 Y_U(V) _v.l_(®1 z)}

Vemos que la funcidn .‘:’ es simétrica en las componentes @ 'yé.
0 sea que para una distribucifn de masa con simetria esférice, los

‘puntos fase oresentan, en el espacio de velocidades, simetria rota-

-clonal slrededor de un eje paralelo al radio vector del punto con -

siderado.

Hemos visto que en ninguno de estos casos es nosible encontrar
las cinco integrales de movimiento que nos dan la solucién del nro-
‘blema para el caso estacionario.

‘ A orimera vista nodrla narecer que la ausencia de algunes de‘
las cinco integrales en. los argzumentos de la densidad de fase, se .
debe simplemente a que son desconocidas, esto és, 5 nuestra inhabi-
lidad para determinerlas. Sin embargo, si esto fuera wsf, existirle

" .. bstéculos insuperables para constmir unz teoria dindmica complete
;d* los‘sistem&s estelares, puesto nue- tendrfamos que determiner tagv
to el potencial como la densided de [nse ‘ an realids~d le situacidn:
no es tan diffeil, -ues existe una condicidn mes que dehen satisfa-
.éer les integrales qie aoprecen en el srsumento de la densidad de
fase{ deben ser univeluadas, Zsbo, dete ser osi wor el hecho de Qe

1e. densidad de fase, 7Jor su sirmifiendn fisico, fohe Ser. f‘Jnr-Jdn C
v - y S




undvalundea,

Gi la dencsidrd de fase solo puede tener integrales univaluadas
fe movimiento coro arsumento, el nroblema se reduce a determiner el
nfmero fe estas intesrnles aure cade sistema., Existen varios argumen
tos, funeue no uns cruoha rigurosa, en favor de la hipdtesis de que
1rs iantesrales clésiers, i.e. ncuellas que se oueden encontrar me -
diznte ol teorems de Jeans, son las \nicas integrales univaluadas.
“n otras palebras, de oue las integreles que no aparecen como argu-
mentos en 1z densided de fase, no son univeluadas.

Sgte situacidn es enteromente anflcge a le que se presenta en
1n f{sica estadistice, donde para poder establecer una teoria esta-
dfstica de los estedos de equilibrio de los sistemass, es necesario
introducir la hindtesis ergddica, de acuerdo con la cuel la densi -
dod de fase debende s6lo de la integral de energfa. Para cualquier
sistema ergbdico la integral de energia es la dnica integral de mow-
viniento univaluada. »

Por aﬁalbgia con la fisica estadistica podemos 1ntro&uc1r_e1
térhino "euasi-ergbddico” pars describir un sistema -estelar para’el
que las dnicas integrales de movimiento univaluadas sean las integrgf'
les clésicas, i.e. las que se obtienen mediante el teoiemavdeiieahe.
En particular para el ceso de sistemzs con simetria rotacional (ga~
lexins), "la propiedad cuasi-ergédica significa que la densidad de.
fruge denende solo de dos intesrales indevendientes: la integral de
energia y le integral de momento angular,

‘ Las discreponciss entre el elipsoide de velocidades obéervadq
v los resultzdos e 1z teorfa elivsoidal para una galéxia en esteado
¢gtreionnrio (1o desvireidn del vértice, la desigualdad-de log ejes,":

ete.), hon conshituido un continuo estfmulo para tratar de generali=
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a1 ?on copnec -

3
2
3
b

e ey - 2 % v e P
vrl peneralisceidn es poaitle

: '£05; 31 primers consighe en rhzrdoner el renteriiento de cotrbilidsad,

;ya‘sea n nivel galéetico o cono un problems de inest-bilided locnl.
Zxiste o este resnectc unz gren contided de lit*errtny inicinds oor
‘Chandrasekhar, o comentcremos anul este trihr jo, o orsue no velpn
la nena sino poroue en el sresente trabajo nos ocuncremos sdlo de
sistemas en estzdo estacionario, lo justificrcidn de esto se durd
mas adelante.

La segunda posibilided consiste en conserver lo ostobilidad y
pensaxr que existe, ademszs de las integrales de energfs » de momento
angular, una tercers integral. Kientrazs que lz propiednd euasi-ergé-
dies permanesca como hipétesis, la bisqueda de una terceva integral
'és totalmente legitima. La literstura =zl respecto cs trmbhidn muy ex
'tensa; varios aﬁtores, entre ellos Chandrasekhsr, Heckmonr y Strassl,
Pricke, Camm y en oarticular Yuzmin y Contonoulos, han definido una
- tercera integral de diferentes maneras ussndo métodos matemdticos
bastante abstractos, nor ejemslo, imvoniendo la condicidn de‘qué la
tercera integral sea cuadrdtice en las comvwonentes de la velocidad,
de que la mecsa del sistems ses finita, ete.

A pertir de esto hey doz cemninos posibles £ sejuir. Uno es el
de deterﬁinar, mediante las itres inte;ralés, 21l potenciel gravite-
cionzl del sistema y por lo tonto la distribtucidn de l: densided es
teler. Esto se puede cnmpsrar con el resultazdo de l=s observaciones.

Tl otro enfoque consiste en tomar la tercers intesyal sdlo co;
mo uns cuasinintegral de movimiento, uns funcidn de las codrdenu -

"das v veiocidades que cea localmente constaﬁte, i.e. alie permonenca
avroximadamente constante, bhajo ciertas ennticiones eonocidcs, eﬁ

ung regidn relstivanente zronde de la pelrxin,
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Bl problema de las cuasi-integrales fué considerado, en gene =

ral, sor vrimere vez nor Fuzmin., Histéricamente, le srimera cuasi -
integral fué useda nor Oort nera estudisr la distribucidén de la den
sidzd estelar = diferentes distancies del nleno geldctico. De ésto
nos ocunaremos con mas detzlle en el capnftulo IIIX.

In resumen “odemos decir que ellnroblema de Jeans no tiene une

solucidn genercl.

2).~ H1 sroblemz de Jeens inverso.

La ecuncidn fundsmental de la dindmica esteler (la ecuacidn de
Poltzmann) se vuede. considersr no solo como una ecuacién para deter
niner la densidad de fese & ’srtir de un cierto potencial dado (prg
hlema de Jerns), sino tombién como una ecuacién para detérminar~e1
notencial 2 partir de una cierte densidad de fase daday en esto con-
giste el nroblema de Jeans inverso.

Zste probleme es, de hecho, un problema matemético mas que fiei
co. Con respecto a la astronomfa, ocor lo tznto, el Problema inverso
es mucho menos prometedor que el problema directo, sin émbaigo ha
jugzdo un papel importente en el desarrollo histérico de la dindmica
estelar. Este problema ha sido objeto de trabajos notables realiza-
dos vor Eddington, Oort y otros; esta 1lfnea de investigacidn ha cul-
ninado en las investigaciones de Chandrasekhar,

_‘Una de las razones nrinciveles que llevd o la consideracidn.
del nroblema de Jeans inverso es la dificulted de resolver elyprq-
blema directo. Entre 1910 y 1930 1la consideracién del problematin-l
verso resultaba une etana netural en el'desarrolld de 1la dinémicé»dé;

sigtemas ~ctelares, nuesto que los Unicos datos observacionales que

se tentan provenien de une. pequefia regidn en la vecindad dgl-éol, o
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que se extendia 2 no mes de unos cuantos cientos de parsecs. BEstn in

formacidn concerniente a lz distribucidn loczl de les estrellrs no
permitfa una extrapolacidn confisble el resto de lec geleoxie, y mi-
cho menos a ofras galaxias. Por lo tanto es muy rezonable y 1lézico,
en estas circumstanciss, tratar de determinrr indirectsmente la dis-
tribucidn de le masa en la gelaxia o partir de 1= distribucidn local
(conocida) de las velocidades estelnres.

En el probleme de Jeans inverso la densided de fase, o 20T lo
menos la funcidn de distribucidn de velocidndes se suone conocida,
¥ se requiere encontrer una exoresién nera el notencial, o 2l menos
noder conocer sus nrooiedndes de simetria.

Como hemos visto anteriormente, las observociones nos indiemn
que le distribucidn de les velocidides residurles en lo vecindad del
s0l estZ dzda con bastante vpresicidn por lz ley de Schwarzschild,

_T R I
p,- ) , donde T ec la funcidn cusdrf£ticaz pogitiva y definido mes

" generzl de les componentes u, vy w ée lo velocld d. Fl procedimien—

to usual para resolver el problens de Jeens inverso consiste en subs
tituir 1la expresidn para T en la ecuacidn de Boltzmann. Zn el poli-
nomio cdhico resultente los coeficientes do los Aistintss notencine
de u,v, ¥ w se iguclen a cero, nsl se obtienen veinite cennciones di-
ferenciales ﬁarciales nara determiner los coeficientes de la formé
cusdrética T.

Yo es diffecil ver que las aroniedsdes del ﬁotonciai'que se
obtiene al resolver la ecuzcidn de Zoltamenn son indenendientes de
la manera como f denenda de T, de manera que podenos resolver el
problema'de Jeans inverso = pertir de la forme genersl de la ley
elipsoidal f;.p(T).

Bs importante wmencionar en este puntd cue-en muches ocaciones.
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es neceserio consideror un sistemz estelar como formado »or varios

subsistemcs, cada uno de los cuales estd descrito por su nropia fug
cidn de distribuciédn. lo existe ningune dificultzd formasl al consi-
derar un sistema esteler como la superposicidn de dos o mas siste -
mas, v desde el punto de vista fisico nos brinda la oportunidad de

tener cierta libertad ol internretar el materlal observacional,
3).~ (Consistencia con la ecuacidén de Poisson.

En el desarrollo de la teorla de la dindmica estelar hasta 1940
se hizo unz omisidn imnortente en lo que se refiere al uso de la e~
cuacidn de Poisson, que relacionn el rotencial gravitacional‘con la
distribucién de densided rue 4dste »voduce. Esto no fud un olvido, se
debidé el hecho de qpe la distribucidén de velocidades no es la misma

' para todos los tivos de estrellas. Sin emhaigo, mas adelante se en-
contré la manera de formular el problema de tal modo qﬁa la ecuacidén
de Poisson se pueda aplicar.

51 la funcidn-? se define de tal mndo que fdxdydzdudvdw sea
1a mese total de estrellas que en el tiempo. t estédn en el elemento
de é&spacio Tase dxdyvdazdudvdw, entonces £ sotisfece le misma ecuacidén
Ae Poltzmenn y edemés la intesral de f sobre todas las velocidades
es la densidad de msee oue 42 lusar o1 notencial gravitacional U-
cue cosrece en lp ecuzcién de Toisson (inciso 5, casftulo II).

s muy intef05$mte mue tres investigaciongs realizades indepen;
dientemente ¥ cosi gimulténermente (Canm 1941-1950, Pricke 1951 Yy

. Kufth 1949) hzyen dodo un creciente énfrsin 21 uso de le ecuacidn
de ioisson. Los tres coiznciden en que es necesgario que el modélq
rstemftico deun sistewr estelir gen finito. Camm he encontrado so-‘

luciones (pura el cneo - cstacionsrin) con radios finitos, bastante
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egeeptables.  Sin embri ;o 82 hn domostrado (Oowm, 1941) oue la dis-
tribucidn elinsoic-1 (nera el crso estzeion~rin) ne ovucde satisfn -
cer lz ecuzcidn de .oisson. lorz el erso no estreioncrio no se ha

encontrado ningunz solucidn satisfoctoric.
4) ,- Tstado estacionsrio v simebvfr -~xisl.

Al finzl del incisc 3 del canftulo I, hemos usedo ¢l hecho de

que lz nceidn de las fuerzng irremnlrres (2guellrs gie »roducen en—
cuentros carcanog entwe lus ectrellos) es desorecicble. Hi bien co-
mo dijimos santes el drr unr srdlic justificreidn Ae ento cueda fue-—
re del mcrco del wresente trabsjo, es im-ortinte mencionoer slmos
§untos sobre 1o cue se entiende nor estszdo estocionzrio ye cue -en
‘el oresente trehoje oo reoiond wnon Tentro de este coso siempre.

Si en un sistema ewtelor todos los parémetros fisicos tnles
como forma, tamafio y distribucidn de nosa permenecen constontes, asi
como la meturaleza de los movinientos esteleares en el wsisteme, dire-
mos que éste sistemn se encuentrs en estedo de equilibrio dindmico.
Suponzznog n sistiemz estelnr en este estedo de equilibrio dindmi-
‘¢6: Tn el transcurso del. tiemio 1r reeidn Az log fuermac irremla-
-res, or sernela e geu, tenderd o dostrir aeta eoiliteia, ?ués—
to cne los excuentros onn mur rrros, lrs estrellre mue - Aquiersn

)

grandes velocicdndes debido o

~hendonsrén el

aérdids credual

_.sistena. De ests mezerp el cistens

de mese lo mue provecsa cierts redistribucidn internz, de wodo que el

‘estzdo »revio’ de ecuililrio e Jductruye. Hin embargo, si el efecto.
acumulativo de les fuerzrs irrezulores es suficientemcnte neruetio,
puede suceder que el siztens rdouiers r erdn instrnte un estrdo de

ilibrio dinfnico. A este estedo. del sistena, trl ane en CﬁdﬂjinSJ )
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tente se encuentra en squilibrio dindmico, pero este eguilibrio es-

4 cambiendo continusmente, se le llama estedo cussi-estacionario.

Fn mecdnice se considers ¢ menudo el estedo estacionario de un
sicdensz, sin emharzo, de lo dicho anteriormente se deduce‘que un sis-
tens ecteler no nuede adgnirir munce un estado estrictemente estacio-
nario, "or lo que'el concento de estrdo cussi-estacionario substitu-
ve, en este cnso, al de sistema estacinnzrio.

31 efecto de les fuerzcs irresulares en los sistemas estelares
tiene dos efectos o uestos; nor un lzdo, czusen encuentros individug
les evtre les estrelles lo cusl destruye el equilibrio dinfmico del
515tema. Por otro lsdo tienden 2 sugvizer la distribucién de veloci-

cdes vesidunles de las cstrellas, tendiendo & establecer un estado
de equilibfio estadistico. ‘

T8 cvidente de le presencis de una estructura espiral que nues— -
tre grlexia, por ejemnlo, no tiene simetria axial ¥y no ha plcanzado
el estedo estacionario. Sin‘embérvo, el gos interestelar ¥ las estre,
1lzs jdvenes muy brillentes que 8¢ encuentren en las nartea mas nro-
‘ninentes de los brzzos esnlrales, cueden renresentar solo una peqpee’

g froceidn de 1o mosa total del sistema, el grueso de la cual. proba

ente consiste rfe estrellas mes viejas, o és una mala anroxima—
cién el considernr que estzs estrellss mas viejse tienen una distri; .
bucidn oxicimente simétrice, ¥y en. pyimera aproximecidn podemos con- -

siderar que el sistema es estocionario.

5) .~ Imvortancia del concepto de centroide.

La dimnortencie del concento de centroide (4inciso 6, epitulo I)
en.ls dindmicn estelar estriba en. que nos dﬂ la nosibllidﬂd de, hacer

nna fr9n51c*6n de un sistema estelsr con31der9do cono un - medlo diq—
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creto = un medio contfnuo. Sin el uso de centroides, la intervre ~

tacidn de los movimienios internos en los sistemns estelrres no es
vosihle. Consideremos como un ejemnlo el movimiento de la galaxia
alrededor de su eje. El movimiento circular alrcdedor del eje se des-
cribe mediante el uso de centroides, no mediente los movimientos in-
dividuales de las estrellas. Las &rbitas que éetzs describen pueden
ser muy comdlejas y guerdar muy noca relacién con la rotecidn del
sistema como un todo.

Bsto es anflogo a lo aue ocurre en la mecénice de flufdos. En
este ceso los movimientos térmicos de les moléculss hacen ¢ie éstas
se muevan en cualquier dirececidn dentro del flu{do, v el movimiento

bdel flufdo como un todo sdlbfsefpuede describir mediznte un concepto
"enteramente cnélogo al del centvide en dindmica estelar. Por supues-
to existe una diferencia fundamental entré un fluffo ordinario y un
medio éltamente rerificado como es el medio de un sistema esteler,
En un flufdo, la frayectoria libre mediz de las moléenles es mucho
menor que el - didmetro del elemento de voldmin que se tome. Zh el
cego. de uh sistema estelnr la trayectoria 1libre media es mucho mavor

que les Adimenciones del elemento de voldmen.,

6) .- Acerce de las ecuzciones hidrodindmicas.

De las ecuaciones (I-21) y la ecuacidn de Poisson vemos que te-
nemos sold tres ecusciones pare determinar & inc6gnitas:v_[],‘ 55ﬁ%
y(E;, por lo que el droblema de encontrer una solpcidn general para
las ecunaciones hidrodindmices- estd indeterminado. Esta indgterming—
éiéﬁ,sé debe a un hecﬁo muy. imnortante: ademaside lra contidedes hi-
'diodiﬁémicas V, U }r()o! eﬁ las eéuaciones sharecen tambiéﬁ‘doé;

. 1 k3
cantidades esencialmente,estadisticas:‘ﬁ; 1rU;'
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"lemos visto que un enfoque puramente hidrodinémico no es sufi-

ciente varz resolver por comnleto el problema de la dinémica estelar.
Sin embargo, haciendo ciertas consideraciones, nodemos obtener una
relacibén sumemente interesente.

Fensemos en le zceleracidn cinemftice cue sufren los centroides
en un sistema con simetrfa rotacional. La velocidad G.del centrolide
anarece solo en lz primera de las ecuaciones hidrodindmicas; en es-
ta ecuacidn substituimos, en luger de le derivada del ﬁotencial,su

exoresidén en términos de la velocidad circular @c de una particula

& una. distancia gj @ QU/Q o= - @67./‘3,

26 &

A 2
entonces: @c [ (UO") g‘a —0'9
' (11-1)

Estn derivecién es vélida si la poblacidn estelar en el siste~ .
me se considere uniforme, si no es asf, la asceleracidn cinemdtica
()o@ seréd distinta para cada subsistema con diferente dispersién
de velocidades residnzles.

En nuestra gelaxia, »ar -ejemnlo, los centroidés de cada siubsig-

. "
teme se desHlzzem entre si a lo largo de" "eje de esimetrfa. Sea ‘A'U"

1o diferencir:.fen lz velocideé  solar para cacda subsistemg, entonces

donde Q’zes lg varisnza de la velocidad residual pera un sisfema da-
do, ¥y c¢ ¥ d son dos constentes (obtenidas obselfvacioné,]mente por‘
Strombers). ‘
Si se considera que 1o distribucidn de velocidades obedece ';la‘
loy de Schwerssehild, entonces ln relecidn (II-1) nos quedsn de 14 si

ciente moners:
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Q-6 = & fg——%ﬁ— - (11-2)

[ ﬂzco w

donde az"-' (a/")z—l

nes M y 2 y € en 1n direccidn @ .

. & dencta el semicje en les Aireccio -

La relacidn (I1I-2) es mmy interesante noues nog velreions une se
rie de cantidedes las cuales, s excepcidn de V1e densided estelsr,
se n~ueden determinsr todas (sl menos en arineipio) observacional -

nente,
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CAPLRULO 11T
LA EIB2ILEACION DE LA MASA INT HUBSTRA GADAXIA.

fnaue nuestra saoloxia es ung gelexia de tipo espiral, como to
dns las demns aue tretrrenos en este tynbajo, la vemos a considerar
socrte va gue es un coso oearticulasr, Particuler en el sentido de

e evidentenente lo ermtided Ae dotos observacionales que podemos

tener sohre nuestrc orovia sslexie es mucho mry¥or que en el casgo de

Zeto he mermitido 1o construccidn de muchos tinos de

“rodelos cue no se Mmefen arlicar s otras poleoxies por el tipe de

rerimetros que guedin libres nare determinzr observacionalmente.

X1 trabajo que se haz hecho s este respecto es muy extenso ¥y
'.;uo;lari' fueva del merco del presente trabajo el hacer un estudio
detaliado de todos y cado uno de los modelos que se han prbpuesto
pare déterﬁinar la masa de la galexia. En la tebla I resumiremos
los resultados qué se ‘hen obtenido y a continuaéidn haremos hlgunos‘
comentarios sobre estos resultados.

Veremos que el tivo de modelos se puede dividir én dos gran -
des. grunos: los w}imeros modéios que se bassan en unp clerta distriﬁ
bucidén de velocidades y modelos baszdos en leyes de distribucidn de-
densidnd

Ne hecho esto correswnde & los dos nroblemas gue hemos anali-

zedo cnter10rnente~-el wrohlema de Jeans inverso y el problema direc

to respectivemente. 3Sin embargo, debido a que la teoria de la'es -

“truchure y dinémica geléctica no es todavia completa como tal (cé—,

‘mo teorfa), no se puede aplicer directamente; por lo que se recurre

2 la conetruceién de modelos.

Fl procedimiento general consis*e en construir un esquema
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aas ofaenos natural de lz estructura de ls gelexia con parémetros e

detorminar ‘e los datos observescionzles. lientras mevor seas la con-
cordancia entre la distribucidn de masn resultente de la anlicacidn
del modelo ¥ 1los resultados de las observaciones resnecto de 1a

distribucidn de mesz y la ley de rotocién de 1n melnvis,. mes satig

faetorio sers el esnquema el cue se nertid.

TABLA I
Gq o 9 I?l
Ho. Lutor } (wpe) (1m/seg) (10 lie)
1 Idlis (1957) 7.2 233 1.0
: 0.8
2 Lohmann (1953) N 8.7 o oe82 2.0
3 Tuamin (1956) T a1 S L.04
4 Tohmenn (1956) IR 21 2.50
5. Tohmenn (1056) 8.5 Coem 2
6 Ploskett y Pearce 10.0 215, -v’, l.§5
7 éi?iil (1942) 8.5 a0 2.5
8  ten Brugrencate (1943) 10.0- 300 .68
g Oort (1941) SRERURREY: s AR 275 LT
10 Safronov (1952) 7.2 233 } g
‘ ‘ 8.0 250 ,
11 Jenék (1958) a2 26 0.8
12 Bucerius (1934) w.0 218 24
13 Canm (1930) , 9.8 195 1,77
14 ¥uzmin (1952) R I )
15 ¥iledze(1952) 8.2   216 - 1.0
16 Prendt (1960) SRR Y S ST 1.8
17 Terek (1951) T . T.A .. 260 0.

18 - sehnidt (1956) 8.2 . M6 0,70
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(contindn) a')O @0 :4 v
Mo, Autor (xpe) (xm/seg) (10 11110)
19 Perek (1954) 8.0 — 1.1
200 Takase (1955) 8.2 216 0.68
21 Yasuda (1958) 8.2 ’ 216 0.73

22 Perek (1959) , 8.0 216 0.82

El- pionero en el estudio de lz determinacidén de la masa de nugg
tra golaxia fue Oﬁrt, quien atacd el problema inmediatamente después
de deserrollar su teoria de la rotacién galéctica (que resulta esen
cialmente de la aplicacién de los conceptos del inciso 6 del c'ap:(tuu-
1<; 1). “Su primera publicacidn al respecto aparecién en 1932, desdq
ehténces ha hecho varies modificaciones a su modelo original. .

A partir de la solucidn de Oort existen otros modelos, como el
modelo 1 en la tablaI(Idlis).

La solucién de Oort requiere que las disversiones en la dirée-)
cidn & vy z -sean igusles. S5i introducimos el hecho dé que las veid—
ciﬁa.des cuadredas mediss son constantes y que la distribucidn es.éag
ssisna en las ecuaciones (I-21) e integramos desde (0,0) haste (ﬁ‘)‘,jz}, :
obtenemos: ’

@, O SOV §
oo (@13) - g 0929 2 + 2.~ L Moo -T1(5) ]
introduciendo los paré.met}ros de Oort
(&-29) &
& e
y 1a rglf,cidn _[.‘3 . i('-’- o Q_Qc)
: o

2

22 Q. 98

L 2 2 . . e e R
dnale 'h™ v ¥ gon los coeficientes de los términos de segundo grado: " - <.
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oue sparecen en ln forms enrdrftics 9 (dnecizo 2, ernfinlo I) oue se

usz vers definir 1o ley elisgoidal de Adstribucidn de velocidrdes.

Ohtenen
enemnos Cr; ) B
% A-B

51 los norfmetros A y B se deriven cara un subsistens que se
mueva en Srbites cesl circulares, nodemos substituir la velocidad
circular Ot por la velocidad (:L v nediente la relncidn

@Ez_Q&

podermos deriver la siguiente expresidn pera A

& (-2 aqy

Qs déd

‘lag dos fdrmulés resultantes
43 . _ (p-p?
JQB - (A-B)(34+B)

‘se. introducen en leg ecuhcidﬂ de Poisson nara obtener-

z(gz_Bz) an = =4 GF

- Aplicando esto & la vec1nd“d del sol obtenemos un:- relnc1dn en--
tre la pendiente de la ntraccidn en la direccidn z y la densidad en
esta vecindad del sol.

Ex1sten algunas diserepancies importantes entre la qolucidn de -
Oort y las observaciones { fundementalmente en cusnto a la desviacién"
del vérticé),-sin embargo su enfoque es muy interesente ya que ‘en cgi
9i todos los demds modélos‘ni siguiera se tomon en cuente los movi—
‘mientos en la direccién z. ’

En 1947 Parenago introdnjo‘ln hindtesis de;qué 12 curva de rotaﬂ

cidn debe resentar dos n4 ximos- el nrlmero corresnonde e - ‘-nobla— -



1 fuerszas Q"' : G,CT)
. w -

4o
¢ién II vy el segundo 2 lz pobleeidn I. Asf el primer méximo corres-

nonde o la férmula
"o
QQ . G w (111-1)

vl
¢ +Cw

con constantes parc la poblacién II. En esta férmula las constantes

L1y Gy ¥ Cy fueron derivades por Parenago del movimiento de las ce-

feidas.
Considerando la fuerza de etraceién en el plano de simetria y
nediante le aplicacidn de la férmula  (III-1l) y la ecuacidn de

Paisson, Parenago obtiene un modelo de la distribucién de la densi~

» ded en nustra galaxia.

El modelo de Idlis resulta de una modificacién al de Parenago

‘que viene de introducir el hecho de que en algunes regiones fuera

del »lzno galdctico la densidad es cero y de que el votencial debe
w .

tender a cero como 1/¢) a grandes distencias.

' los dos valores que anarecen en la tebla vienen de considerar

le determinncidn de la masa vara dos cazsos extrmo$: una esfera .y unm

"disco 1leno respectivamente. .

31 modelo ndriero 2 estd bzsedo en en la ley de Bottlinger pars

~ (I11-2)
I+ bad
Ista ley tiene un comporteniento odecundo 2 grandes distencias,
c¢oss, .que no sucede con 1o ley de Ooxt.

A zrondes disteneizs la £férmuls de Bottlinger es proporcional

E (=] p &
s ) . . ' ,
PV—Q/BQ)% uesto que 2 grandes distencics la atraccién se aproxima

£ le.de un ounto mesa, TGM/ZUﬁ 1n mege total serd:
M= —I:—“— (111-3)

Lohmenn uso entn lev wre deterwiner 1o nagz de la aiguienté'

RIBLIOTECA CENTRAL
U, N. A, M,
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‘ézn,se obbiene de 1~ curve e rotncidn g

Iruel = Qm: a. & é
T *
‘esta veloeidnd se elesnze en (. - 3 2 , o
; o veloclidnd se alecanse en (Wue= \ 2= |
| | b R
substituyendo las constantes Ay é de (I11-3) obtenemnos: i
. 2 4
M = 2 Qmwm (113-4)

31 modelo nidimero 3 estf busrdo en la introduccidn de wna terce-
ra integral (2 1o que nos henwos referido en ¢l ineiso 1 del canftulo
II).

In los modelos 4 y 5 se considers ln aoroxinzeidn de un nunto oo

mase.  En el modelo 4 e aplica lr vorovimecién Yepleriana sesin la

cuael lo mase es't?é ded nor: M: C‘L")Qé (111-5)

vor supusto esta es une aproximseidn mur burda. MHes zdelente (en el
cepitulo IV¥) veremos aque este anroximreidn se ha emplesdo pera de-

terminer le mesa de alsunes ecelcxins de los que no se hon nodido ob--

tener nayores dntos.

7l modelo 5 ge baso en el teorema Virial: 27+ £)=0 , dnnde T

es lg enefgia cindtica total y-fles 1z enerpin wotendi%l. Enfé mnéto-
do tiene el inconveniente de aue si bien nos -uede dor la mrsa total, -
no nos osuede dzr le distribucidn de 1z dengided.

Los nndelos 6 ¥ 7 consisten en renresenter la rrlaxia como. una

sunerpnsicidn -de un sunto maga v un esferoide homordneo. or suiuss-
to:ambos estén basados en el modelo orizinzl-de Cort (1927). Oort ..

.proyuso este modelo en el que la streceién tiene dos compnnentesé
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Q- Q,#-Oz '

donde'Ql es la debida ol punto masa y Q2 al esferoide homogéneo,

62: fJéb-l (? = 365

Bste modelo fue construido con los datos de la vecindad del
sol, vor lo que la validez de su extrapolacién a grandes distencias
no estd justificeda. Por otro lado la atreccidn es demagiado grande
cerca del centro y aumenta como W a grendes distancies, lo cual no
es nosible.

Los modelos 8, 9, 10 y 11 consisten en la surerposicién de 2
o mas cuernos elementales., Se han construido un gran nmimero de mo-
delos combinendo verios cuerpos elementales: puntos masa, esferol-
deg homogéneos y esferoides inhomogéneos}

' Fl modelp de ten Bruggencete consiste en un punto masa y un die-
co pleno {czso 1lfmite de dos esferoides homogéneos).

De una discusién muy detalleda de las densidades en la direceién
z, resultd el modelo de Cort de 1941. Este modelo consiste‘enfun
sunto masa, un esferoide interior y once esferoides exteriores.

‘ Safronov {modelo 10 ) cbnserva 1oé esferoides éxteriores de Qorxrt
rero considera cinco interiores.

liediante el modelo de Jendk se rérresente el cuerno princival
de. 1o gelexin mediente un esfernide v el halo mediente una esfera.
Asf el disco estd inmerso en ung esfers de beja densidad.

%n los modelos 12,‘15, 14, 15 y 16 se éonsidera aue’ el cuerpo
princinal de lan gzalaxia es un disco. Es interessnte notar Qneflos'
modeios bzosdos en un disco se construyenron antes que los modelos
e usen esferoides hetero:éneos, nvn cusndo 1aé‘matemétiéas que se

ien}leun en los modelos de Adisco son mucho mas complicrdas. -

.01 primer modelo de disco fne dado por 3Sucerius y consiste en-
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1 superponicidn de tras ouernogs:

1, 31 micleo eon formi dc un esferoide homogénéo con uns relszcidn a—
wiel de 1:2 ¥y un senieje meyor de 2,5 e,
2+ Un disco de radio a 15 %pe. y con unr abruzta. Adisninucidn de
- le densided en lp direccidn =z
3. El naterial difuso se renresenta mediante un disco homogéneo de
200 pc. de ancho,
Un disco »lsno se nuede considerry como el caso limite de un
e«feroide, de este modo se ovuede determinar el potencial interior
¥y exterior ¢ un disco »leno homogéneo. ¥n 1942 ilyse v ¥eyell derive
‘ron la atraccidn debida a un esferoide heterogéneo, y como caso limi‘
lg debida & un disco heterogéneo descomponiéndolo en discos elemen~
tales homogéneons y desarrollando la densided en serie.
Parayla construceidén del modelo 13 Camm usé ei término linesl
de. esta expansidn. Usd. también un punto mesa y el radio del disco
igual a 15 kpe,
V De la geometria de los esferoides se obtiene le siguiente

~ ecuacidn

N o
sz: =411 cos (/) o | prlddun. (T-&)
JAUO At sad YO o

donde CAn.=c059L, ¢ y @ son los semlejes mavor y menox del esferoide

respectivamente. m es un parémetrovadimensional, en el plano de si- -
lmetriam. a}/a_y en el eje de rotacibn sz . m, -CE/CL

' . Kuzmin (1952) fué el primero en notar que esta ecuac16n se pue-.
de .reducir -2 una ecuscién integral del tipo de Abel si el. esferoi-r.'

de estd totelmente aplanedo, sen §, = 1.
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Yuzmin extrzpold hscia ambas direcciones una curva de rotacidﬁ
empirica determinada parz les estrellas cefeidas hasta una disten -
ciz de 2.5 kpc 2 ambos lodos del sol, y mediente una integracidén nw
mérica obtienc 2 nartir de su ecuscidn integral la densidad.

Tste mismo nrocedimiento fue usado nor iladze (modelo 15) pero
usando lz curva de rotzeidn a )ariir del hidrégeno.

En el modelo de Brendt se usa tembién la ecuacidn (III-6) pero
combineda con la ley de Bottlinger,

Los modelos 17 al 22 usan esferoides heterogéneos.

La briméra aplicacién de eaferoides heterogéneoe,a modelos ga-

‘14cticos Tfué heche por Perek (1948, 1951) usendo la ley de dengidad

P= P Q-emd)”

se hen construido modelos pera distintos valores de n, el que apa. -~
rece en 1o tabla corresvonde a n =¥ Z.ﬁ; ¥ diuﬁb se determinan me-
disnte las constantes de Oort. v
‘1 modelo de Schmidt (modelo 18) es uno de los mas completos
junto con el modelo 22 que dkscribiremos al final. La ley de deﬁsi—
dnd introducida por Schmidt es la siguiente: ‘
cunque la densided es infinita en el centro, }a mesa totel es,fini-
Ctas
M= §ra’f, eos
- donde fles 12 densided en mv=1/2.

" Tn su-trzbajo Schmidt describe tres modelos distintos: él prife—
|..ro, el mss simple, consiste en un solo esferoide. El‘segundp'consis-,i
' te de tres esfeioides inhomogéneos; el priméro representa_ldsvébjgtés

de‘la Pﬁblacién 1, el sesundo la moblacidn de entfellgs F —}ﬁ y él“ :
" tercero objetos desconocidos, Se denuestra aie dste modelo probqble-'

" mente no satiefrce les condiciones de continuidad y equilibrio. Bl
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tercer modelo consiste de cuntro esferoides no homogéneos, el mos

mesivo de los curles corresnnde £ objetos desconocidos nore noder
exylicar la atreccidn en el sol., Como en el sezundo modelo, el nri-
mer esferoide renresenta lo noblneidn I el segundo lo noblzeidn de
estrellas F M, nero este esfer ide no nuede nlcenzer mas 2114 de
ze0.72 kpe. nor lo aue se introduce un tercer esferoide que vepre-
senta la poblacién de estrellss con zltas velocidades en z. E1 cusr-
to esferoide es el de los objetos descomocidos. Para obiener el mode
lo finel, Schmidt agrega 2 estos cuatro esferoides otros nueve medien
te lo cual se elimina le desviacidn de una disminuciédn perfectomen-
te lineal de la fuerza central.

‘ En 1954 Perek propuso el uso de una funcién gausiene como ley'
de: densidad. ) k

El modelo ndmero 20 se basa en esta ley y el uso de dos esgev—
roideé heterogéneos.

Yasuda usé esta misme ley v cuatro esferoides heterogéneos.

Fn el modelo de Perek de 1959 (modelo 22) nc. se introduce un
esferoide narz objetos desconocidos, sino oue se sudone que elleééso
de mesz se debe 2 un eﬁbso en les poblaciones conocidas o que egté

" distribuido en todas elles. :

De este modelo se deduce gue ln poblacién II no es de ninguna
manera despreciasble a gran escala, puesto_qde es reshonsable de un
13"4 a 204 de la etraccién en el sol, A la di‘stancia del sol, conclu~
e Perek, del 3% 2l 5% de la meso es debids e poblacidn TI. Por o-
tro lado la poblzcién mas importante es la del disco, que renresen-—
té 3orylo”menqs les dos terceras vartes de 1a masa total de la valé;;
Xia. - k

Decir cucl es el mejor nodelo osre renresenbtrr 1o prloxie no
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cs f£eil; ends uno de ellos tiene zlguns ventaja sobre los demés ¥y

su nolicocidn se justifice en la medida de lo imvortancin que se le
cgirmme & los distintos tinos de observaciones.

Como un ejennlo del noco sentido que tiene continuar eleboresn~
do modelos mas y mns comnlicodos morn determiner la mesa de la galo-
xia mientras no se eveance psrnlelénente en otros sentidos, compare-
mos los modelos 1 y 10 de la tabla., Usando los mismos valores (62512,
90 = 239 obtencmos nediente la aproximecién de un disco plano (apro -~
ximecidn muy burde por cierto) exactamente la misma masa que emplean
do un elaborado modelo de 16 esferoides.

Bs interesante trmbién comparer distintas curvas de rotacidng
le curva de Wyaze v Hayail sisue muy de cerca las observaciones de
3abcock, lo mismo que le curve de Schwarzschild sigue las observa -
cioﬁes de ‘radio. Las de Lohmenn, Takase y Schwarzschild pasen atra-
ves de puntos normales~f6rmados mediante diferentes procedimientos
é partir de las velocidades radiales de Mayall., ZFs imposible decir
cual de los modelos se ajusta mejor a las obsefvaciones. ¥ tiéne

» muy. noco sentido seguir construyendo modelos mientras no mejoren Yy
aumenten los datos observacionales.

" Desde el punto de vista de la construckién de modelos basados

“en una cierta distribucidén de velocidades, es evidente que se re-
‘ qﬁiere un mejor conocimiento de.la forma de esfa distribucidn‘antes
de seguif adelente. »

Para la determingcidn directe de la densidad es muy nesesario
un eriterio confiasble vara la clasificacidn de las estrelles énkpo—
blociones. Son indispensables datos muy sresisos de la veciﬁdad‘ad—7
lex, nxesto aue es un »unto mwv importante nara checar.

Hzy una gren cantided de modelos hasﬂdos en leyes especiales de

‘den31dadvnara las cucles se conoce le expresién del-potencial.'Sin
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emborso, es vosible aue sle nuevas obscrvecinnes surje le necesidnd
de estudiar otras leyes de densidzd qne haste 'ehorg no hen reeibi-

do atencidn.
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CAPITUIO IV

SOBHE LA DETSRMINACION DB TA HASA E' OTRAS GALAXIAS
LSP1RALES

Algunos de los modelos descritos en el capftulo IIL han sido u
szdos por diferentes autores pcra determinar la mesa de distintas
;selexins esoirales. Como se ha dicho antes, los modelos que se‘pue-
den emvlear en este cnso son bastente burdos” - .ebido o la eg--
cesn informeeidn chservecional ene se tiéne en comperacién con el
crgo ﬁe nuestra gelaxia.

En un nrincinio la ctencidén se concentrd en las galexias mas
cercenas 431 y ¥33. A continuecidn resumimos los resultados obfengx_

dos en el estudio de estas dos grlexiss en las tables II y T1I1 res-

pectivemente.
TABLA II
Las determinaciones de lz masa de X31.
11[-‘1 - o -
Autor d (kpe){10- " @) Modelo
Babeock (1939) 460 1.02 ‘esferoide homogéneo
dyse ¥y Wayell 210 0.95 g disco‘plano'

(1942) : .
Lohmenn (1954) 460 3.3 ley de Bottlinger
Schverzschild 460 1.4 ! disco plemo, ¥/L T cte:

(1954) ' o T ,
Behoidt (1957). 630 3.7%8 ' esferoides homogéneos
Tolagse (1957) 540 2.0 U esferoides heterogéneos.
Poveda (1958) 500 2.0 estimacidn basada en
o S ; simetria esférica
Yrendt (1960) 600 3.7 disco plano

referencir.~ Advences in Astronowy snd Astrophysics Vol. I, 1962

T.Perek-Nistribution on mrss in oblate stellar sip= i Y

~tems.
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TABLA 111

Las determinaciones de le masz de 133,

A
Autor \a (kee) (107 ng) Modelo
“Aller (1942) 220 1.8 disco plano
Viyse ¥y Méyall 220 1.7 disco pleno
~ (1942) »
Lohmenn (1954) 440 10.0 ley de Bottlinger
Schwaraschild 420 5.0 disco 1lrno, M/TLicte.
(1954) :
Takase (1057) 540 4.4 esferoide heterngé-
. : : : neo.

Selts = 1la viste,de :mbvsvtablas,ln nmbi:iledad de les deter—
mineéiones. Tor ejemnlo, eé el! erso de los meens feteriincdas por
Tovede y Takase (L31) con disteneirs serecides, se obitienen resul-
tedos izueles con modéelos diferentes.

Si bien desde entonces alzunos zutores han estudicdo otras za-

lexies aplicendo distintos modelos, eon este trébajo a0e limitare=

mos ‘a discutir el extenso trabajo reslizndo al respecto nor G. K.
Burbidge et 21, mie es sin aude el mes completo reslizedo haste 1z
fecha., k

Tos trchaios mubliesdoc aor ellos detan /e 1759 v ol fltimo he

"gido nuhlicado en 1763. Aberesn un totil de treints pelaxics esnira.

les (¥ espirales en barra). En la table IV resumimos los resultrdﬁs
'>obtenidos‘y a continuacién orsmmos el anédlisis de eﬁtoé resultados.
Las golaxics estén numeradzs en el drden cronoldgico de la pﬁf
- blicacidén correspondiente. ' ‘ v
Zn le cuérta columng se dr lo distancirs en se;jundos de-arco
(desde el centro) hagta la aie se eitiende 1z, curve de.rotncidn ob=

' ﬁenida»dé las observaciones espeétroscdpicas. Lea séétima_columna



59

nos indicn hasts que’ distancia (tembién desde el centro) se ha eal-
culado la masa en el caso de que la mase celculada no se considere
la mese total de la galaxia. La relacién M/L de la octava columna
estéd en unidades solares y de refiere a magnitudes fotogréficas. Ias
adelante haremos elgunos comentarios sobre 1o gquinta columna gue nos

da la distancia = 1= golexia (en Mpe.) v sobre le Wltima columne.

TABLA IV .
Resimen de los resultzdos obtenidos ror Turbid;e et nl en

el estudio de treinta goloxics de tivo esirel,

“No. ~ HGC tipo - dist. d en Hasa hesta M/L £TUnO
R S curva l'pc. en ‘i donde
L i0cs Sh 30" ¥ 27 x0® 30" 2 ryL
- 2 1.+ xi0® 3 _
2 26 Sap  Ho" 1.2 x10° ToTAL L
10.3 2.6 x10® " 2 —
3. 5055  gLjs. o ¢ sexad 28 a
4 356 Se om0t w3 Ax0® v gy I
s 135 SBO — 200 @f-zax0 moEd o — I
6 Ip93 SBO — el og-psax® " — I
o . ¢ : 10 , 55 .
7 gw3 Bhe yy 1q* 22)::?0"‘ oM 4 T
WM SBe %0 351 papxig® BeeRA T R
. P . ToTAL SRA S
i " q x1p? S :
T Bk g 193 0F

2.5 xigh  NUCLED




To.

rGe

tijo  dist. 4 en’ Masa hasta M/L grupo
curva pc. en Mg donde
L, 6% xi0®  gs" 4.1 e
o so0s  Sb gs5"  [AA 139x10" g7 ke 82 EXTRAPOL.
1.0S x10° 10,5 fpe €3 "
o 3623 Sufsh 30" 43 iMxo' 126" —_ u
R 346 S — S4F atwe’ sshe  — s
13 5% S 20" 235¢ ¢xi0°  ToTAL (.9 I
M 4336 Sbo 180" 10% a2gx0® 657 - L
-5 xi10? NUCLED
15 5248 Se - 15.4 ;_;:To"" Sp-55* 24 Y‘q - E;m
b o253 S 20 AT DML acr 49 mI
. _ 9 NUCLED C
#5333 S8 6ov 316 XXl semn T -
5 1084 S 55" 122 1L6x10° - TomL 0.8 I
19 7969 -Sewear 360ge (23 11X10° seope  — I
' 220 Fhpe g3 '
458 S twe MY gSpol o sos T
0503 Se 5 13 X100t — I
3521 Sh e gy % xio® 30" 3y I.
1392 SBe o 3.8 L% x10™ | ToThL { T
63 Sp. w20 gxi0%  Notg0 o —— . O
. " gxi0" 1437 ;
’7‘33] SL ‘ ILB . /-qq L4 10" TOTAL 2 EXTRIM
C4g6 Sboafe §F g atke 4T
68l Sa 575'0,\:. 23 19xip 5250 e 34 I ,
6181 Sc  ss0ee 327  Hgxi0” 22 o JU
932 Sk 36" a1 9Fw0® 36" 12 I
308 Sbwo" jo . 23wQ® I

rarRL- 2.
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Todna les distancics, excepto amuellas mercedes con un asteris
co, son las que se deriven del valor 75 Xm/seg para la constante de
Pubble (Sendrge 1950). %1 hecho de no convertir las distenciss bo-
séndose en el valor reciente es intencionsl wera nrdnositos de comw
nerzeidn. Boto misne medide he sido 2dontade por Burbidge et z2l.

Lo Ultinn columns de la tabld se refiere ol tiwo de modelo que
se ‘ho nscdo nvara determiner la nesa. Log modelos se pueden dividir
en tres zruros:

I Lop superficies ecuidenscs son esferoides oblatos de eccen--

‘fricidad constente,

II Lz gsalaxia se revresente mediante un esferoide homogéneo.

II1 Aproximacidn Kefleriana.

Describiremos reswnidamente el procedimiento empleado para de-
ferminar 1z masz con el modelo I. :

Fn el nrimero de sus trabajos (Ap. J. 130-739) Burbidge et al
demueétron que nrrtiendo de las eéuaciones hidrodinémicas (defivadas

- en el arimer cuoitﬁlo de este trzbajo), si se cunsidera que la fuer
7z sravitecionsl  sobre un elemento de masa debe estar balanceéda
nor la fuerzs centrifuga debide = la rotecidn, i.e., Vz/&'J = -FM
o sex cue se Cespreciz el término de le presién debido a movimientos
-.no. eirculares, entonces la velocidad de rotacién (real) V() se fg

lgciora con 1la distribucidn de densidad atraves de la ecuzciédn inte

~

& ,

() i th Pl da
M - 1“ - ]

V(w) "G O k) A (a"-,,_ sz)/z

gral:

(1Iv-1)
Aonde P@i)es le densidad Ae unc cane esferoidal de semieje meyor 4,
senieje menor ¢ ¥ eccentricided k .

Dstn ecureidn no "uefe rasolverse-en forma -anslftica para f%a)v
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vor . lo me se hnce Lo i miente: se shotituren lre exdensionca en

S

serie e r"f'vlor

-

~1 - m

V@ o Z o™ v p@=) pd

m
Ms 0O MzD

cvose igualtn aoteuncics de w 1 resolver =1 conjunto vesultante de

‘ecucciones lineales se obtienen 1L:SP , tue se nsueden cscrihir de 1s
. m ‘ :

forma
P. ‘ —_'(_M_"'i— 'Um (Lv=2)
m 4G (1- 1) "2 Amsz) ‘ i

donde las An soh coeficientes mxméricos cures. expresionas. psra valo
cres pares e impares de n se dan en &ste vrimer trzbsjo.
Lo mros totel interior ol nunto nas lejeno hrater el ane se exe
tiende 1z curve de rotccidn (Aictrneis ardel centro) estd dsda nor
o Mme3 '
V/]
MzamG-®)2 T o G
mip. M m+3
e
(xan a5
Gm me3 A0 |
Debe ‘de tomerse siemr)re en cuenta aue la velocidsd de rotacidn

eal V(G5) en cuclomier omnto de lr zelexic eath relacion:‘?da con 1o
velocided de rotseidn observeds T () asdicnte la ecureidn
VI(G) secD = V(D)

donde@ es el énpulo entre el nlono de rotacidn y 1z 1linea v1r=uz=1.
Se demuestra rue este factor se nuede tonrr en cuentn. el final del ..
~1os céleulos multi=licondo 12 mes2 vy le digtrimeidn Ae la dénsided
nor sec” 9. .

v ‘n 1= ’)I"‘Ctlc‘,. el vrocediniento e se sisue ©s el a3 .r;l,li‘ente:

'Ta curve de rotecidn ohservrde @sts forands Mor uan seric de munton
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cue nor lo sentersl resrasenton ol aromedic de g o -

2 ohigervacin-

neg 7 tng; lo me se brece eo odandzr wliconios de Ta foraa

N
~ ~ M
W Z b, W
Mm30

a esta curva mediante el método de minimos cusdrndos, para esto se
construyen soluciones con 3, 4, 5, G ¥y en ocaciones hesta 7 pardme~
tros y se toma el que mejos se ajusta ‘a la curva observocional. Des
pués este polinomio se eleve =l cuadredo para determinar las Um.

e los coeficientes Yo se obtienen los PM nediente la ecuacidn
(IV-2). Los valores oue se tomem pers o/q, ven de 1/2 a 1/15,

Le densided ohtenida medisnte este método denende del valr del
parfmetro It, que es muy Aiffcil de estimor » menow cne 1r golaxia es
t& cnsi de canto, ¥ si er*e es el ceso, lr.velocidfq de rotecidn a-
narente nuede estor fzlsecds debido a 1o ahsorcién ¥eo oue nodemos
ester observando sdlo una narte del rerfil reol de ir linen.

Oste.nétodo tiene al unos incon&enientes; si 1lv curve de rote-
cidn dbsérvada es muy irregular (en elgunos casos presentc interva-
los veclos) el método de zjuste de 1la curva medirnte mfuimos olge-

redos puede ser wiy engeloso., Dz distribucidn de 1z de.sidzd puede
no eétar nuy bien renresenteda nediente esfenenides de ceeentricided
constente, sin enbrrio, este es un mnodelo fazonaole ¢ [olfe de np=
Yor inforﬁncidn. Se dsbe tener ~resente (cste ot un wmbo muy “inpor |
" tente comn verewos mes sdalrnte) one lr ecuacidn (IV—l) no toma_en'
" cuents el efecto de los movimientos no ecircul-res.
Lo aue en la tnbia IV se indice conmo extrrw5lucj6n,conisto:en

su‘o1cr cue 1z fensidud en el g mas lejeno orre el curl 'se ha

eoleulazdo 1o mzse interior se mantiene constante hrgts otro manto

’s lejeno (del centro) hiuis el aie se extreanla el valor de’ 13 ma
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‘Hgﬁidfs ¢ los movinmientos cirenl-ros,
i ,La aororivreidn Keosleriene (modelo III) consiste, como ya he~-
‘mos‘visto, en suwwoner cue tods 1o tarse  se puede concentrar en un
muato en el centro ¥y entonces considerar la atraccién Kepleriana de
ese yuato mesa. o une ciertn distancia. La mesa estard dada en este
¢ngo Nor 2
~
M - _‘}’é_\é ' (ec. III-5)
donde V es le velocidrd de rotrcidn medidn o una distencia &5 del
centrp.

Lo cue ce heee eg tomeor 1o mayor distencia del centro a la que
se mede medir 21 menos une velocidad de rotecidn para un punto ¥y
de estes meners ge calcula la nnsa interior a eme vunto.

Os importante en este punto, por a2lzo que veremos'mas-adelante,
ha@cr notar lo siguiente: si bien a grendes distancias de la galaxia
la atraccidn debe tender a la Kepleriana, si se considersa un punto
interior a la gelaxia (lo cusl sucede en la mayorla de los casos
va duevla saloxia se extiende, vor lo' general, mes e114 del punto
en el que se mide la velocidad de rotacidn) se estari estimando siem
'pre unA mesa rnenor.

llemos toﬁsdo dds galexias de la dabla IV, ¥GG5005 y NGC5055
ssra hocer un endlisis mds detallado de la comperaecidn entre varios
modelos. V

Tn zimbos casos se ha trazado 1z curve de rotacidn oue se obten

"@drfa si le mcor esgtuviers distribuida de ucderdo con lz ley de Bo'w

cttlinzer (modelo 2 de le tabla I, capitulo»III)}’00m0~hemoé viéto

estr. ley de fuerze tiene un comvortammiento muy parecido a la.de Oort

pere pequetics diotricizs vy o diferencis. de ésta 2 grnndes_distanciagf,"

tiene un comsortamicento enlerieno.
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81 suconenos cue. lu prleoxis se ouede reoresentar mediante un
¢0io esfcroide de denvided uniforme (modelo I1) la mesa esterd de-

de por la expresién (Ap. J. 130-31) :
M=aV
aG

donde CL .3 o [ _a'f_._ _ cos”’ (S-) -<
ST gt (o*- c;)'lz a a
es el semieje mayor, V es la velocidad de rotacidn real (correg;
Az wor un factor de orientacidn) en el extremo mas exterior de Ay
s es 1la nendiente de le curva de rotecidn,

fna menerzs muy simnle de determinar la orientacidn es sunoner
mie el cuerpo »rincinal de la galexies es circular en el nleno-de . la
znloxia; entonces la relecidn observeda entre los ejes mayor y menor
nos da la relsecidn entre el fngulo E y la velocidad de rotacidn veg
dzders, V. Tsta o su vez nos de le relacidn con la velocidad obser
vads U, medisnte la ecuueidn U = Veosec g .

Zste modelo es uns adroximecidn beostente burda, yo que el supg‘
ner cue une geloxic es gn esferoide de densidad constante implica
mjé 1c curva de rotacidn debe ser completzmente lineal. ELl modelo ha
sido emmlendo, on le,mﬂyoria de los casos, cuando la curvé de rota-

’ ‘cién no ge tiene mrs gne prre los regiones centrales de la galaxie
:y sélo se miede deterniner la mese del micleo. Por otro lado, es 8§ 
1o en este regién en ie la curve es (2l menns anroximademente) li-
nezl,

Tricten otras dos dificultndes; no existe unc menera obvia y
perfectrmente determin-ds (win embigiededes) de obtener la relacién
: é/cp ,‘&or otro lado lrs. pendiextes de 1z curve, de rotacidn oﬁtgni#y

dos en eudn ledo del ceﬁtro ro son exachanente iguales. En este -

modelo, como en el arterior, sdlo se tomen en cuenta las: fuerzas.
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A ardir fe lef ecuceioncn (ITI-0) v (ITI=<I) = ar lrs oo

b
-
ho
L
[l
1

1

siones‘par:(lm( tredendo an eonbio e notreldo Llomorenos i lo

sucesivo V)

\& o= 312
\/mm= ()y"-xgé DOpn v Wi \I};

Lohmann encuentre lo simmiente exnrasidn

W/ wmn d-é . V=3
_L____._,/Z Vi (17-3)
Dq.z(a»QuNDJ
Tomendo aMM' V directomente de los dotos obscrvacionnles en
que se he trezsdo, medisnte lo e\)rn916n (1IV-3) 1z curva correspon-

_diente a lez ley de Bottlinuer.

In las gréficas T ¥ II estas curvis estén morcedes con el ndmg.
o 2. Las curvas morcades con el némero 1 son les adaptedes a los ‘ o !
'détos observacionales bor Burbidge et al mediznte el ﬁétodo éescrifo ‘ ‘
en el modelo I, ‘
- En el céso defNGCSOOSVIas eurvas 1.y 2 no Aifieren demasiado,

‘zunque es evidente oue en smbos casns (mas tedavie esn el.ceso de

-¥GC5055) la ley de Bottlinger corresponde s inz concentracidn de
mesa menor en el centro, oue se va extendiendo mas sucvemente hecia
afuerz.

‘A »dartir de 1la ex-residn (I111-4) hemds caleuledo 1n naon. de

embes galaxias (es decir, usando la ley de Bottlinger).

T a).- NGG5005.

Para esta galexia se ohtzene, mediente la ley de Bottlinger b

low valores V.= 280 km/seg yw 52", une mese de
: " ,

129.5%x2010 g (1)
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Burtidge et a1l obtienen une mase de M =6.95% 1010 M g para la dis-
tenein méxima del centro hasta lo que se extiende la curva de rota-
cidn (5.95 kne.). Sin embargo, extrapolando (oajo la suncsicidn de .
e le densidad en un punto = esta éistanci'* de 5.95kpe. se mantie-
ne congtante) hnst-v una disteneia de 12.67 kpe. se obtiene una masa
de M=1. 30 xlﬁ11 M@ . Este valor lo consideran como un 1fmite supea
rior ya que de hecho le densided debe 1r disminuvendd. Como el va-

1oy mag 'robehle de 1l mesr total se da
me1.05 %10t g (2)

que: corresiyonde a une distencie de 10.5 Ine.

Le concordsncia entre los valoi'es (1) v (2) es acep'bg.b'le‘, hastarv
cierto punto, como lo es la concordencia entr ambas cufvéé en. egte ’
c:-:s;), 116r lo que hemos extrapolade la curva 2 (ya que la 1'no ég éﬁg
de) pare propdsitos de comparacidn con la curva:3 (Kepleriana). Se »
observa que la concentracién de mase mayor hacia el CEntro que se de
‘c’;uce de Burbidge et al, se compensa, hesta cierto punto, mas edelen
te con le movor cantided de masa aue nos da la curte de. Bottlingér
21 glejarnos del centro. ‘

Ta curva 3 esté besads en la straccidn Kejlerieila (tomahd.o_ia’
nesa ‘de 6,95 xlﬂlo !g reducide a nunto masa en el centro), se ha
ltrazado 2o modo de cp'nj.)aracidn g6lo 2 grandes distahcias, y. como 8"
de cé;mrurée ( o que re sresenta un 1fmite inferior) é'sté- por‘debia- :
- jo de leg curve de Bottlinger, ¥y presurhiblémente quedaria‘ debajo de -
1o otra también si ésta se pudiera extrapoler. La siﬁnacidn e‘é ¢dn-_— .
i"g;ru‘ente con el - hecho de que esta no es.la mase total. ~ 5
‘La comperzcién con la curvr culerian'l es mlcho nas 1nterescnte

&1t el cesy de T (105055 v la trztorenos con mas detalle: para obtener'




" resultcdos mes si mifdicibivos, 62

b) .- 1IGL5055

Pere estn grloxie se ohtiene, me:

snte lo ley de Zottlinzer ¥
los valores de V =23 33km/ses ¥ &5,,2100", wnp mese do

tr=0,9x10'0 g

Hsta nasa es considercblemente zror r curleuiern de las dns
mesas que den Furbidge et o1 como totrles:

n=7.6 100

@ "oro une distsacic de 10.3 pe..
10, s . "
1=5.5 X10 mo pore una diztoneis de 7.4 e

vor otro lado lss discrepsncics ertre las enrves son considers’

blenente mnyores en este caso. e observe e 1o curve de Zurbid;
et 2l cruza & la curve l’enlerlune v sizue un seaquello trozo nor debe
;]o.

"'Se hen tomado varios valores pogibles de @ ¥ V¥, ¥ se ha encon--

_tredo que para @W=90" ¥ ¥ =232 m/seg 1o sproximecidn Kewlerinna

da la misma masa eencontrade vor los Turbidge (H-'I 6x10%0 ?19)

¥
2

e

5]

como. masa total -nedlﬂnte el ~oRelo T, I =e i este m.sa estu~

. viera. concentrada en un “unto en el contro Ag. o “"l’wio, 2 ngrtir’
de 90" 1la curve de ctrsccidn deberfr de ser 1déntic~ 4 .1la resultan ‘
~te de una ntroeeidn Keoslerisne. Bn le gnréfics 2 obsérvcmo*‘ me - la -

"‘curvc 1 cruzs = lz curve 3 (como y& se ho ¢ l"'ho) v flosnuf‘-m enﬂren‘re

mente tlende a ba ajar, lo cusl no °ur'ede con 19 curva; derivad-ﬁ de 1a‘

1ey de Eottlinger que sigue tendiendo suesvemente a la I eolerln_nn.
~Del recho de que 1n curva baje bruqce"\ente Burnmc'e et ,.1 deﬂu

~‘cen oue la mesa eplculgda nor nllos como intemor N0 es onroy A

"‘ﬂmad mente 'L'v mase fotnl. .,sta ronolusidn nuede" se




"centro-

<3
“2s ountos, excento el ltimo, (enr ag ol cue huce bojer mre 1o cur
oY oo el resultedo del aronedio de cuatre obussrvaciones distinir

o

Je rrere aque 1o bajoda aede mer el nroducte de wuns fluctirecidn es
trdfstice. ‘

Yor otro lado no tendris sentido [fsicemente si lo curve 1 si-
suiere bajendo desmués de haber cruzrdo 2 le 3, ¥a cue como hemos di

cho anteriormente la curva 3 representa un limite inferior.

Asf eue din osiow

wade ©une uibnseidn wpenl, el

debe. espernr ane se de w) minimo ¥ ls curve vuelve ~ subir, y este

R

‘es un "unto-crucicl 2el cue nrriirermos sare oire tiso de discusidn

.mne ~delante.

Tis un hecho mue lr ;ren masoris de les curvas de rotacidn no

“son suaves, sino -que yresentzn 2-6 nss méximos y minimes y-en ‘gere-

"réi,‘fluctuaciones. sto sucede en el ccso de J'GC5055, pero el mé-

todo  de Burbidge et &l tiende o suavizar las curvas ain con poli—v"
nomios hasta de 7. términos.. »
‘ En 1960 3randt éesrrrolld un método pora deterﬂlnqr la ma sa

que evita este. problema. nrsndt denuestra que en el caso 1imite en

‘oue c/a /tiende a cero (1o cual no es una mals ‘eproximecidn oar les

" malexiss esnireles), s nuece Te nlver 1n s1pu1ente ecuvc:ﬁn Jnte——

gral par“ obtener la masa interior a un nunto a'una distnnciaco delf"




; o4

Esta es una ecuacidn de forma abeliana que se ouede resolver
numéricamente.

Mediante el uso de esta exoresién podemos calenlar la densi--
dad "guoserficial®™ (en el sentido de densidad por unided de super-
fieie, vr que le golexie se considera eplrmoda) como funcidn del
redio veétor psre cualquier curva de rotocidn dada sin tener que

forzar les observeciones o una expresién analftica. De este modo el

“efecto de las fluctuociones no se cencela sino que al contrario, se
exhibe 7lenemente.

™n 1962 Trendt ¥ icheel onliceron este método a ¥GCH055 y ob-
tuvieron unz mess .de ":l.leﬂl,’ointerior 2l ounto d'= 19b".

“esta mase es nuevamente mayor que la obtenoda por Turbidge ed
al‘(7.6x1ﬂ10 Kg) f se scerca mas a la que hemos obtenido medien-
te le ley de Tottlinger (9.9%10'0 fg). De todo lo enterior se
deduce e Purbidge et al hen dejrdo masa fuern; el enflisis de laa
_curvas es bastsnte cloro, mero veamos con mzs detalle porqué la so-

Iucidn de Srondt de tanmbién mes mese.
Hemos mencionadu ya la crigtencis de fluctuaciones en muchas

de . 1lzs curves de rotacidn de L1:g mrlrving (wmny notoriamenté‘bor e-
Jjemilo, en luu goloxics nos..3,4,7,l3,16,20,etc. de la taﬁla'lV);egb
~tas fluctusciones jueden ser debidaes o ¢rToTes sisteméficos o acei~
dentoles, pero tembién vueden ser; sor lo menos en parte,«yrodﬁci&as
nor fenbmenos inherentes & la dindmica de la gélaxia. En 1965 . .F;

Migmis he projuesto que este fendmeno puede explicarae fisica -

mente erxtendiendo & las nubes interestelares nuestro concepto ac- e

tugi gobre lng noblaciones estelpres..De acnerdo con cste concepto,':'b
1+ 1rs regiones.on donde 1r veloeidsd de rotecién disminuve, 1a con‘v

tvlbu01dn oc - deba drincinglnente e las nnbes con caractetisticas de ,

*oblccldn 71..71 cpannuo de tales nubes -que 1ndiv1dualmnnte}dess-f .

criben drhitos exaéntricng e inclinedns a1 “lano’ galfctico- musse
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tre nan veloeidd o rotecidn mus lentr éue el conjunto de les nu-‘
tes pertenscientes o los hrazos esnirales. Nstes wltimas describen
Srhitess ersi circulores dentro del »lano galéetico y muestran poca |
disnersidn de velocidades a mayor ranidez de une rotacidn de con--
‘junto.

Debido a esto se propone la existencla de nubes de alta veloci
ded, necesaria para la interpretaei&n propuesta arriba. La existen-
cig de tales nubes encuentrs apoyo observnciohﬁl tanto por métodos
dticos como. radioastrondmicos.

3e ho mencionado tembién anteriormente el hecho de que el métg

~do emnleado Dor Burbidge'et al tiende e suavizar las curvas de modo
: éué se ignoran estas fluétuaciones. Un ceso muy iluétfafivo esiél de

1601808 (vublicado en enero de 1968).

NGC 1908

T T T

200 |

100 +

‘Velocidad (km/seg) ..

*® N ¢ Ha K
i [ND) ares4B,65863
5 . o [sm) Ar6717,6731

—— L 1 1 1 1 i

o 20 30 40 50 .60 7.
“Distancia del cenpro (segs.

Zn 1a.gréfica Il se renroduce la curve ajusteda jor Burbidge et o
1:&1 (1inea.cdntinua) ¥ se muestrs 1l tendencia real‘del1a'éupva*(iiﬁwv j'
maa. interrumpidal. o =
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Oira mauera, izé mre necertoda de oviter leg fluetneociones se
rin tonsr lo envo“reuw -
Pox otir wrde hwoun Yoot aeter v o IR IR AL TR PR <)

los nodelos uszlog sor Burbidge et al se tome en cuentsz lao “residn
ejercida »or ls dispersidn de velocidades.

Hay un solo caso, el de I'tC2146, en el oune se hace une sproxi-
macidn para aprecisr oue tonto sumentc le maso si se tome en cuente
la dispersién de velocidedes en el mficleo. Deccribiremo: brevemente
en que consiste esta sproximecidén.

L2 ecuncidn de movinmiente del ges en-la grleoxic es
¢ é

&t = ot 9 g s

~donde @Wos 1o distoncie del eje de simetria, (Pes el notencial .;ra-"
“Fitecions <1, 91‘- densidad ¥ Pla nresidén. Con las su ‘osiciones usug
lés de la dinfmice estelsr se nuede deriver una ecuzcidn hidrodini-
) _d@vivadas emal
m.ca smilar nare el movimiento de los estrelleas (cao:{tulo I, ‘inciso
: 7), sin embargo los datos de aue se dispone. se relacionsn golo al
'gas ya que tanto la curve de rotacidn como le kpresidn e sacen del
g‘estudlo de lae lineas especfi‘ales Py 111,

Se. sujone que (u ) es la veloecided cuadreda medin "de turbu-=
;lenc:L'*" del ges en 1a regidn considereds ¥y que 1z presuﬁn e,]erc:.da
_debido 2 eote movimiento rleantorio es 1/3€<u . ~mtonces la ecua~:

~eidén del novimiento nara el £as se nueﬁn ggseribir

..»_\g-fﬁ - cymup - & ook (o< )

Si se sisone oue V es anroximzdamente lineal cerc deL centro
e-inde_),endiente de la distancia z del plzno ecu torial y due y(u2>'
_-es constante ‘sobre la regién considerada, la ecuzcin anterior se’

"puede inte*rar vers obtener




6?

. a(y- 3d 5t
P:(]DMP ((p ILPG) + d’w
<> <7
dondedles 1= pendiente de l» curva de rotacidén. Cerca del centro el
potenc1a1 es, anroximadamente, '
¥
Y-, v Ha nGet vt
donde P es una especie de densidad oromedic total (estrellas yvgaa)
sobre la regién considerada. La desviacién media de la di<t sribucidn

del ges (que es g ausiana) en la direccién Q)es A ,y 8e obtiene Qe

= g s'ne (“ <,A<L?)

~ Una vez obtenida P*se puede calcular An mcdiante la relacién
Aut fi‘(——)M
CEL resultado que Se obtlene de aplicar esta correcidn es insig
b.nificante por lo que se refiere e la masa, pero 1o asi ‘por 10 qne :
resoecta a la distribucidn de la densidad. Hay que tener en- cuenta :
m1e la dlsuersidn de velocidedes se ha considerado solo en 1a regidn;
cenfral ¥ e con este arocedimiento se narte de la curva ye "euavi .
“zada". v S
) Un caso mas drdstico, nor lo oue ilustra mejor la situacién,bes‘
‘el déﬁ%ésa estqdiado:woz"P. ?igmig en 1965; Pigmii 9arté de la"

curva no susvizade cue reoroducimos en la gréfida ,Iﬂﬁ yvaplicando"‘

el nétodo de Brandt antes descrito obtiene 1r . . curva de diS' '

tribucidn de la densidad que se muestra en:la L,rMim Y. ‘Se de :
muestra pdemés en ese trnbejo que las fluctunciones nO‘pueden ser o
.mgeien aor s vr r1~016n de 1n donqldﬂﬁ dentro de lg ga 1axia, nues

1r henser verincidn P“‘C\l°”” [ “’"4”58 no es. compatlble con 1a vu-“~”
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rizcidn observeds en su luminocids?, ZZgte imnlice mie 1r sunpeicidn

orineinel eu cue se hren ol cflenlo Re 1o deoneidrd no es correcta,
es -decir, me 1rg comonontes en lns Jireccliones mninl ¥ nervendi-

son rarocinblee. Di-

cular del cemno de veldcidedes on uns. ol
clo de otro modo, le digiersida de velocidedes o es Adesnrecisble en
todos los nuntos de uns geloxin esnivel,
Por udltimo esregaremos que ni siquiera el hecho e lo curve

de rotacidén sea suave (directemente de los detos observecionales)
nes garantiza cue no- exista dispersién, pres detapudoera ser'unifog
me en toda la galaxiz v por lo tanto produciria ﬁn despiazamiento
parejo de lz curve de rotacidn hecie abajo.

1‘~-Gon‘esto termincmos elhenﬁlisis de los casos que noé han 9are;
cido mas interesentes de la tabla IV ¥ suncue ye hemos sacado varias.
cdncluéiones'dé este andlisis, dejeremos zlgunos coﬁentarios mAsco -

mo ‘conclusiones genergles.




CO¥CLUSION

fh zgbe trabhejo homos trotado de hacei un resimen. de los di-
ferentes srocedimientos que sc hen empleado pora estimer la mesa
de les gelovies edpireles. Cesi todos estos procedimientos hacen
uso. sélo del subsistemz de noblacién I extreme, i.e., los brazos

ves)irples. mato se debe fundementalmente al hecho de que las 11-
.nens mas cecesibles vara medir las velocidades radiales son las
‘lfnecs en emisién de las regiones HII.
o 71 problema de obtener la distribucién de la densidad en. ge-
: nerol perg una. gran extehsidn, requiere de la solucidn simulfé ;_
nc~ de 1&5 ecuaciones hidrodindmices y la de Poisson. Aparte de

dlflcult“des mnéliticas que existen puse le sutucidr de estaa
,,ecugciones, nuestro conocimiento de los parémetros obsé:vacionalas:
—es afn muy pobre; la velocidad radiai es tan solo una éomponen ;
te -del cempo de velocid-des en uﬁﬁ gelexia e inclusive eh'hheﬁra‘
”qlﬂy £ estomos lejos de conocer el cempo de velocidades satisface
fori“ﬂ"ntu. k v

T dietridueidn dn 10 1um1no"nﬂnd enarente mede servir paré
cg;inr Iz mese gl ce conose la relreidn /L, vero ha que tener p
'wvc"cnfe que ls 1un3no s1dnd ‘oncrente en un ﬂunto es. una: cantidud
“inhesrade o 1o lerio ﬂe 1o lirea visucl v aue ésta puede v;riar

-dentro de le go i‘, aor lo aue su utilided es.bastante rastrin,:

51 bien todos los modelos trotodos comprenden.una'gran'vajie“ ;
T A srlexing,  lr sctitud convencionzl en:todos:los casos-es la -

‘e daspreciar 1o Jispercién. de velocidades. Tn otras.pelabras, jge.




supone e los umovimientos on wwr gelexic

e consichon nmre
mente en unz rotseidn.

3in embargo, oo {luctunclones en loz curves de velocided en
un sren mimero de les galexiss estudindaes nor Burbidse ef el v 1o
intervretacidn de estas fluctucciones propuesta »ror Pi§miq, sefia—
lan nue el efecto de la dignersidn de velocidcdes es apreciable
cuando menos en clertas regiones de las galaoxias.

La disnersién de velocidades se conoce sdlo pars 1z veein -
dad solar en nuestra galaxia, no se conoce su variacién a lo lar-
go de la galaxia. Para el caso de otras galaxias espirales en ge~
neral no se ha hecho ain ningin esfuerzo para determinar la dis -

persidn de velocidadades en cada runto en donde se mide la veldci—

dad radial; mucho menos se sabe si ésta es constante a lo largo de

1a galaxia.

Para concluir qperemos sefielar que el hacer un estudio de la

vériacidn de la dispersién de velocidades a -lo largo de una gala-

‘xia serd de suma utilidad para mejorér coneidercblémente les es -
‘timaciones de lo masa, Este estudio se nodrd hacer en un futuro

vprdximd medisnte la aVuda‘de 1n fdrwulm'(II-D) ﬂnriV9dq'ni finﬁlv

‘del segundo cavitulo, e Nnes: relﬂcionh 1a Vclocid“d cjrculﬂr con’

la velocidad de dispersién en egds sunto . a lo largo de‘ung.gzlsx“

7
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