
O/, 'J/-G-3-3G 3 '7 

SOBRE LA DETERMINACION DE LA 
MASA EN GALAXIAS ESPIRALES 

TESIS PROFESIONAL 

DEBORAH DULTZIN KESSLER 

Méltico, D. F. 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



A lr!IS P.\D?,;:.; 

A J.1I A3TJBLITC 

A Jfü'. .. 'AP.lJC 



--------~--"--'--'~ 

A la me:cori:i de .Ji.tlius Fllcick 

y el Che Guevara. 

A todos los hombres que mueren. 

por la aleffl'Ía. 



Deseo manifestar mi mes ~rofundo agradecimiento a 

la Dra. Paris .?i~mi~, por todas sus atenciones, ou a~ 

da, paciencia y dedicación durante la ela~oración ñel 

··-·presen-t;e trabajo¡··así como-··no-r-mrs-var1os6s conseJoe. 

· Deseo agradecer también aJ. Dr. Guillermo liara, d~ 

rector del Observatorio Astronómico Nacional, la ayuda, 

la confianza y el estímllD que siempre me ha brindado. 



CONTEHDO 

IWl.'!WDUCCION. 

I LAS ECUACIONES FUNDA!.lENTALES DE LA DINAMICA 

ESTELAR. 

II SOBRE LA SOLU(ffON DE LAS-ECUACIONES FUN -

DAMENTALES DE LADrNAMICA·ESTELAR. 

III LA DETERMINACION DE LA MASA DE NUESTRA 

GALAXIA. 

IV SOBRE LA DETERMINACION DE LA 11'1'.ASA EN' OTRAS 

GALAXIAS ESPIRALES, 

CONCLUSION. 

BIBLIOGRAFIA. 



Il!TRODUCCION 

:rn objeto del Dresente trnbajo es el de hacer un fU'Jt.Hisis de 

los métodos Q.Ue se J,on usado :iara deterriinar lo masa y la distrib~ 

ción de fü1su e::1 los ¡;ds;ric.s de ti'JO espir?.l. 

Aunq_ue 1E1s eciu:ciones .fundcment8les do la t1inL'llica estelar se 

coliocen desde lwce mucho tiempo, su aplicación directa para deter­

oinnr lo. m2.sr. <le unu galaxia es h2.stf:'. la fecha un problema no re­

snel to. 

unn ,¡2.l?xin es atraves ele la relación M/L, mediante un estudio de 

lr. lll'ninosidad. Sin embareo, para :ioder usar esta relación es ne­

ces::;.rio su ,oner o_11.e l::'. eficiencie luminosa es constc..'1te; lo cuol 

en eenerol no es cierto. 

:?or lo ten to, si c:ueremos seber algo sobre la distribución de 

le:. denDi•'C>.d en une golrocia, debemos conocer en detalle el campo gr!?: 

vi ti:.ciom·l de la mismn, ::ir-.ra lo cual es necesario usar un subeis·te­

m::>. de ln calroci::'. como "cuerpo de !Jrueba" y observar la aceleracidn 

de áGte, pnra de Ghí inferir el campo gravitacional. 

:Jin emhf:rc;o, les nceleraciones no se pueden medir directamente 

en uno ga.lxda, se rler•E'!l deducir del ccmpo de velocidades en un mo­

mento de.do, lo cunl nos obliga n li·nitl"rnos e.l caso estacionario. 

'1or otrE: •1crte, ln eDriesificnci6n del c2mpo de velocidades requie -

re de ln i'etermim•ción. ile unE función vectorisl V(r) del vector de 

por:ici6n, lo ctwl es ohservr.:cionr.lmente imposible excepto ne.ra una 

p1,rte 'JUY lini t:;id'.• de nuestr:;. .::r.lr.xia¡ En todos los dem1fa cnsos so­

lo podemos observ::ir la velocidcd mdio.l, y e.ún ésta está promediada 

e. lo largo O.e lr: linee. visur.l. 



~ 
De este ::1000 vni1ns m1e no ~olo 11os t.e!lcnoo o.ne li:~ik:r o eon-

siderpr ::i r_nel lns c:--.l~.:drs oue ,1odenris OU')oncr r:izonnblcn1e1Tte en es-

tF.do estacion::.rio, sino 11C'.ep1(s :lr.uellus en le.s nue cxistu alo,'11n ti­

po de simetría pera poder r.enerelizr.r los dt?.tos del campo de veloc;!; 

dades. Sin embargo hay muchas razones parEi suponer q_ue el estado es 

tacionario se encuentra ligedo siempre a cierto ¿;rrrdo de simetría. 

Por supuesto las galaxias sumamente irreeulares presentan un nrobl!:_ 

mn muy difícil de resolver. 

?,n eeneral, el ti'lo de '.llnteri::>l observacional clel riue se rlis -

los C2.sos, de fotocrnffr.s direct 0 s, •ma colecci6n i'e velocidprles ra 

di::.les obtenidas a partir a·el perfil r1e lc-.s líneas en emisión del 

esvectro 6;.itico, w1 pe¡;ueiio se¿1~ento de la curva de rotación en el 

centro de la galaxia obtenida de las líneas en absorción, y en al~ 

nos casos del ancho de estns líneas ~odeMos obtener alr,una informa-

ción sobre le. dispersión de velocidr:.rles de las estrelfas y del t;as. 

En sl caso pe.rticuler '"º :11rnstre. ge.lnxir., se !lllcf.c ilj s;1oncr r1e 

mes materinl, sin e'.nber:::o le.s MstMcic.s rcle.tjv~··s non brstt"11te di-

fíciles de ñete:rninnr. 

:!'Jn remfoen, si fuera :iosiblc l~. resolución "s:i!ijul.t~nee. :'\FO le. c­

cur.ción de Toisnon :r bs e01.wc;ones M.c:1ror1:!nmici>.s o lP. cc"r.ción lle 

:?ol tzmp.nn, el 1r~hlen0 rlc J.n dcterr:linaci6n ,-~e 12. r..ns~ seríri Cf-f:!~ ·in 

11ediuto, 1ues los :tatos 0 bserv~.c~ nnnlcs se ,ní!r:f rn H:J!:'" r :12ra rd2TJ-

tnr lon .•J2r:foentroo de un :ioilelo teórico ;;encrr.l. :3in r?rr.lY rso, '1rJr 

ahore. eot··· no· es iosible excc 1to '1".l'::. el C'.'<,O rle le.o ;[..'.'.lc:dns esfé-

recurrir r.l :n6tocl.o c1c penm::r en morfo loo r:. .n:inri, est1Js ros11l t::u1 en 
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3n el present.e t:i:e.bc.jo ce dit:.cutir:5 le ·nt'ccoi1.'..:.r1_ de to:nr.r en 

cucntr, 12 dis[)ersi6n de velocid:;:r1es en ln.s r;ulo:ias es 1irnles, 

+ 
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CAPITULO I 

LA3 3Cl:ACIOl!::S FUJ.'.DAiJfillTALES D3 LA DI'.1.A:·'ICA ESTELAR. 

El objeto de este cnp!tulo es el de presentar la base matemáti-

ca ci_ue utiliza.remos en el 9resente trabajo. 

Todos loa comentar1os referentes a este material (sobr~ su de­

sarrollo hist6rico, sobre la solución general de las ecuaciones, so­

bre su soluci6n en casos particulares, etc.)ee harán en el capítulo 

II. Aquí nos limitaremos a dar algunas definiciones y a p~tir de e­

lles derivaremos las ecuaciones fundamentales de la dinámica estelar. 

ileb1 do a las cb::·acter!sticas eaTJec5 :.lea de los movimientos en 

un sistema estelar, nos encontraremos con dos tiuos de ecuaciones: 

hidrodinámices ~' eatnd!sticaa. Las primeras corresponden a nropieda­

dea de continuidad del medio y las segundas a propiedades de discon­

tinuidad. 

En el capítulo JI analizaremos la aplicaci6n de estos dos ti -

pos de ecuaciones y los distintos enfoques posibles al problema 

la dinámica estelar. 

1).- La funci6n de densidad de fase. 

de 

Consideremos un sistema estelar como un sistema de partículas 

de i¡;uel masa; en estas.condiciones existe una funoi6n de distribu­

ci6n· que define complete.mente el estado del sistema estelar. Esta 

función es la densidad de fase. 

Para definir esta funoi6n vamos a considerar un elemento ma -

croac6pico de volúmen en el sistema, que llamaremos dw. Por ejem 

Jlo, un paralelepí'?edo rectangular con. centro en (x,y, z) y bordea· P,!! 

ralelos a los ejes coordenados. 3ste elemento de volúmen debe cum··.;. 

plir dos condicior.es: ·ior un lado debe ser pequei'Io .en comparación 

i 
1 
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con lE:s dimensiones del sistemn estelr,r, ;r por otro lr.do del1e conte 

ner las suficientes estrelles co;c,o p~rn que se puednn arlicnr méto­

dos -?sted:!sticos. De este modo, p:;rP. esco,ier un elemento 

de voldmen adecundo, debemos toJiar en cuenta las ccrncter!ati-

ces de ceda sistemn estelar en ~~rtjculPr. 

Ahora bien, sea dN el ndmero de estrelles en este elemento de 

volúmen; evidentemente dN/dW será ia densidad estelar, <!Ue debe ser 

(dentro de ciertos límites) estadísticamente indepen~iente de la far 

ma y tamnflo de dW. ~or lo tanto tenrlremos: U:T(x,y,r:)= V (x,v,z)<'w. 

El coeficiente de nro.,orcionalidnd, lJ, es le. función de densidad es 

telar. 

Atora genernlice·mos estos conceptos a un espacio fase, esto es, 

un espacio de seis dimensiones. El centro del elemento de voldmen 

que ahora llamaremos d1l,.será el punto de coordenados (x,~r,:;i,u,v,w); 

u,v;w son las componentes de la velocidad de una estrella 

del elemento de voldmen en el espacio fase. 

dentro 

Si dN representa el ndmero de puntos que ha~r en a.O., tendremos: 

dl!: ~ (x,y,z,u,v,w)dfl 
, 

Analogamente a la definición de densidad estelar, el coeficie~ 

te de nronorcionelide.d t, será la funci6n de densidf'd de fase. 

Escribiendo en forma abrevie.da "q" -.a·ra las coordenadas de nosi 

ci6n y "p" ~are las coordenadas de velocid<d, nademos ver fácilmente 

que la siguiente relacjón debe cumplirse: lJ ( q) = J t ( q, ?) dp, don -

de la integración se extiende sobre todo el esryacio de les veloci-. 

dades. 

2).- La funci6n de distribución de las velocidades. 

A ~artir de la función de densidad de fase ~ademas obtener o -

tra función de distribución de mucha imnortancie en la dinlimice. es­

telar: la función de dintribu,~16n de velocidades. 
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T,a funci6n de distribuci6n de velocidades nos da la distribu -

ci6n en ma¡;nitud :r dirección, de las velocidades de las estrellas en 

un ;mnto particular del sistem11 estelar. 

En cada nunto (x,y,z) del es,ncio de coordenadas podemos cons­

truir un sisteme de coorden?.das (u,v,w) que defina un espacio de ve 

locidndes. ~i tomamos en este espacio un elemento macrosc6~ico de v2 

ldmen, el r.l[~ero de puntos dn en este voldmen será evidentemente: 

dn==-'f(q,p)dp 

P.n la prfotica las ve~o_ciia~es d¡¡_la¡¡_e_strel_las_dantro_rls-1.!!L-------
~----- .. -

sistema estelar están limitadas en magnitud, y despuás de cier -

to límite la funci6n~ debe ser cero. Por lo tanto debemos suponer 

a priori que esta funci6n debe ser no negativa para todos loa valo­

res de su argumento, y que conforme· cualquier componente de la vel2 

cidad tiende a infinito, la funci6n tiende a cero mas rápidamente 

que cualquier notencia de p. O sea: Plim+ pmlO (q,p): O, m>o. -+-- 'l 
T11.mbién supondremos qiie existen todas les derivadas parciales de 

la funci6n, a_ue sean necesarias nara los cálculos. 

La ecuaci6n ~( q,p) ::C, donde e es unaconstante positiva, de­

fj.ne, ryara un sistema de coordenadas x,y,z dado, una superficie de 

nivel de la fUnci6n de distribuci6n de velocidades. Tomando todos 

los vnlores posibles de e, obtenemos una familia de superficies de 

nivel que nos da la forma y tamaño del _conjunto de puntos en eJ. es-

pacio de velocidades, de la misma manera como ias superficies de n~ 

vel de la funci6n de densidad estelar nos darían la forma y tamaño 

del sistema estelar mismo. 

En el caso me.e simple, las superficies de nivel de la funci6n 

de distri.bucj6n de velocidades son esferas o elipsoides concéntri­

cos. ;;:n e;eneral una ley elipsoirlnl está dada por: lp(q,p)=lp(T), 

donde~ es una funci6n arbitraria de T, y T es la funci6n ouadrá..,. 



ticn :iositiva n•.E c;eiwrR1 i!e lrs ve1ocirlr"les: 

"' 2 • i 2. ? 
·. : 1111 +- IJV .¡. cw + _fuw +"huv +2,''.\·m +pu+ qv +~w+ s 

Los coeficientes e, b, c, •.• , s son f>mciones <le lr:s coorrlenades, '' en 

el caso mas general del ticm•o ta~hjén. 

Si la forma cuadrática T es homogénea, te~:emos: <f ( q, 1>} = ( Q,+IT), 

donde Q es 07.ra forma cuadr~tica, que referida a ejes ~rinci~ales es 
2 'l. 2 2. 2 l ti::r..(u-u 0 ) +k(v-v

0
)+l(v1-w0 ) 

y q- es una funci6n de las coordenadas. u 0 , v0 , l"o • ··n le.e cor.manen -

tes de la velocidad media de una estrellr-> (la cual defir:iremos mas 

adelante), 

El caso particular mas importante <le la ley elipsoidal es la 

ley de Schwarzschild: 

<p (q,p): e-(Q+o:r) 

Mas adelante volveremos a ocuparnos de esta ley de distribu -

ci6n. 

Si la distribuci6n es esférica el caso particular mas iml)ortan-

te es la ley de Maxwell, que de hecho se nuede considerar como un 

caso particular de la ley de Schwarzschild. 

3).- La ecuaci6n de Boltzmar.nen coordenadas cartesianas, 

En el inciso 1) de este capítulo hemos deffrido la funci6n de 

densidad de fase t , funci6n de las coordenadas de posici6n q, de 

las coordenadas de velocidad p, y hay que mencionar que en el caso 

mas general puede depender trunbién del tiempo. Ahora veremos cual 

es la ecuaci6n que satisface esta funci6n. Veremos que se trata de 

una ecuaci6n diferencial parcial lineal, y bajo ciertas consirlera­

ciones homogénea. 

I1as ecuaci0nes de movimiento de lus estrel.11'\s !lentro del ele-

'llantr mncrosc6°icc de volúmen del esnecio fese dx dx ••• ,ax son: 
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x,:: x'I x3 : XG. 

~'I"° F
1 

(x
1 
,x2 ,x3 ) ic, = F3 (x1 ,xi ,x3) 

donde F, ,Fa,F3 , denota.~ las componentes de la fuerza gravitacio -

nal por unidi:d de masa. Conforme una estrella se mueve en el espa­

cio, su punto "imágen" se mueve en el espacio fase. 

Ahora v~~os a encontrar el flujo de puntos fase a traves de un 

elemento de volúmen d.0.. supuesto fijo en el espacio fase. El número 

de puntos que entrf\Il al volúmen por la cara del paralelepípedo per­

pemn:mñ:a:x ú aje "" , ¿;¡ e: -tt.:::r-p:: .2:t., ·"~ _.;.i_r.(x~)( d.!l/dx) dt. El 

número de puntos que salen por la cara onuesta, de coordenada ir¡_+dx-t. 

es i._(xi+-dx.¡_)(d.fi/dx-l)dt. Por lo tanto, el movimiento a traves de 

éstas dis'."dnu~re el mimero de '1untos del elemento de volúmen d.!l. 

''ºr xt[f<xi.+ax.4) -f (x,,>] (d.n/dxt_)dt, 6 xl(Q>f/~x )dfidt. 

Sunc11do sobre k-::1,2, ••• ,6 obtenemos la pérdida de puntos fase 

del volúmen d !len el tiempo dt, debida a la acción de las fuerzas 

(o '@~ 
d.n,dt L X-l é)X 

6,cl i 

¡iravitacionEcles 

En.general, sin embargo, ta~bién se pierden puntos por la ac -

ción de fuerze.s irregulares, i.e. por los encuentros entre las estre· 

llns, Sea esta 9érdida de puntos fase ;ior unidnd de volúmen y de 

tie!:l:io -(élf /9t)¡; La pérdida de puntos del volúmen d.0.en el tiem 

po dt sern -(é)f/dt)¡dlldt. 

Sumando estas dos exnres~ones obtenemos la pérdida total de 

"1mtos fase del volúmen d.fl en el tiem.,n dt: 

[ " . gt (~) 1 ¡ Xi ei<l - é);t ;. dild :f-
Esta uérdidn se puede e8cribir también como -( ~f / Qt) d!ldt. 

Igualando estas dos formes y cencelando términos obtenemos final -

mente: 
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( 1-1 ) 

Ahora bien, el témino i\e la derecha, es el que nos da la ac -

ci6n de lr..s fuerze.s irre.~lares; este témino es generalmente muy 

complejo. Auncrie no se dará aquí una justj ficaci6:t;1., es muy acepta­

ble considerar que en un sistema dinámico tal como una galaxia, po­

demos des ireciar casj. por coM1leto el efecto de los encuentros es -

tel~res. Si consider8mos este caoo, el térMino de la derecha en la 

ec. (I-1) se hace cero y obtenemos una ecuación diferencial nar -

cial Hneel ele 'lrimer 6rden y además homogénea.· 

( !-2 ) 

Esta ecuacui6n, obtenida fundamentalmente ~ partir de conside­

raciones de tipo estadístico, es una de las ecuaciones fundamen -

teles de la dinámica estelar clásica (en la que se desprecian los e 

feotas de las fuerzas irregulares). La ecuación (l-2) se conoce con 

el nombre de ecuación de Boltzmann. 

Escribiéndola exyl{citomente: 

Donde X, Y y 6 son las cofllponentes de la fuerza gravitacional. 

4).- Teorema de Jeans y teorema de Liouville. 

Consideremos un punto er. el esnacio fase, arbitrario excepto 

-,or el hecho de que sus coordenadrs representen valorea que sea P!?, 

sible tener en la [lrácMca. 1naginemos ahora una estrella que en 
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el tienno t ten¡:;r. lns conrdeno<los de estn mnto fesc. Cnnlm1ier 

función de esfa.s coordenr-dr.s !' del tie,npo eme ¡ier'1R~e:;c-: consk.1te 

durante el ::iovb1iento de la estrnlla, la llamaremos una integral rle 

movimiento. Ln propiednd característica de todas las integrales de 

movimiento es que su derivada total con respecto al tiempo es ce-

ro, 

Ahora bien, podemos ver facilmente que la ec. (I-3) se puede 

escribir en forma abrevia.da de la siguiente manera: nf/nt= o. 

Esto es una manera de expresar el Teorema de Jenns: Para cual-

qllier movimiento que se considere dentro de un si ¡item~ estelar, .la 

densidad de fe.se es una integral de 11ovi mi.en to. 

?or medio de este teore~~ nademos probar llo cual no se hará 

aqu:!) otro teorema muy im ·ortante, el Teorema de Liouville: F.n el 

movimiento de un si stemn eotelar, c•.t::!lQ_uier volúmen del espacio fe.-

se permanece constante. 

De hecho los dos teoremas son complementarios, y cualquiera de 

los dos se puede tomar como una consecuencia del otro. En física es 

tad:!stica el Teorema de Liouville es de mucha importancia y por lo 

general se demuestra primero. Sin embargo, pc.ra la dinrunica este -

lar el teorema de Jerois es m?.s importante .pues nos conduce a la far 

ma de la soluci6n general de la ec. de Boltzmann. 

~ara resolver la ecuaci.6n de Boltzrne.nn, que es una ec1w.ci6n li 

ner?-1 y homogénea en f, escribiremós las correspondientes ecuaciones 

de r.agre.nge: 

Donde U es una funci6n potencial. 

dí 
1 

, J-4 ) 

En el caGo mns general la solución de le. ecuaci6n es una fun -

ci6n arl;i traria de integrales inde~iendientes del sistema. (I-4). Si ;,1 
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i¡:;ualamos i;:11ces1vnmenh ce.iJ.R miembro de 0-4) con el rl.ltimo, obte-

nemas seis ecuaciones inde!>endientes que no son otra cosa que las ~ 

cuaciones de movimie;1to de una estrella bajo la acci6n de fuerzas 

grRvitacionales. Por lo tanto las integrales del sistema (I-4) son -

integrales de movimiento. 

r.a integración del sistema da, en general, seis integrales de 

movimiento: Ik(t,x,y,z,u,v,w) = Ck; k: 1,2,. •• ,6 

Estas ecuaciones determinan completamente, en principio, el mo 

vimiento de cual~1ier estrella si ae conocen sus coordenadas inicia 

les en el tié"po t • Al substituir los valores iniciales en las in o -
tegrales podemos dete1·minar el ...a.102 de la constante arbitraria Ck' 

y resolviendo el sistema· de ecuaciones podemos encontrar 

x,y,z,u,v y w como funciones de t y de las seis constantea arbitra;., 

rias. Así tendremos, en general: 

f = F(I1 ,~~,. .. ,I") 

Donde F denota una función arbitraria. Durante todo el movimiento 

las cantidades I1 , Ia, ••• ,I6 permanecen, por definici6n1 constantes~ 

Por lo tanto la densidad de fase permanece tambián constante, i.e. 

es una integral de movimiento, en completa concordancia con el Teo­

rema de Jeans. 

En el oa9ítulo II nos ocupa1:emos con mas detalle de estas in­

tegrales. Por ahora es importante dejar sentado lo que en adelante 

llamaremos el oroblema de Jeans; el problema de Jeans consiste en 

encontrar t a partir de U. 

5).- I,a ecuaci6n de Poiseon. ··:'.~-
f11nci6n ele distribuci¿~/ 

Existe otra ecuaci6n que re lacionc la con ia· _ 
funci6n potencial, esta es la ecuación de Poisson: 



óU = -•nG .. 11 r f (x, y,}011,v, .,) J,. Jir d"' ( I-5 ) 

-oo ·oa-1111 
Este. ecuación se puede escribir también en forma diJ ·rencie.l. 

Sunong~mos que les PStrelle.s se mueven bajo la acción de un cam­

no de fuerza dado nor el potencial -cj>. La ecuación de Poisson se-

rá: 

( I-6 ) 

Donde p es la uensidad de masa total del sistema. 

De este modo vemos que al satisfacerse la ec. de Poisson, se 

sat.isfe.ce la condición el.e que la fuerza gravi tacional sea la pro 

ducitla por la totalidad de materia (estrellas y gas) del sistema 

eetelar. 

La ecuación de Poiseon es otra de las ecuaciones fundamenta -

lee de la dinámica estelar. 

6) .- Centroides. El Caml)O cl.iferencial :.e velocicl.adee. 

El concepto de centroide es de suma importancia en la descrip­

ción de sistemas estelr.c:::'e;;. Lo podemos definir d1:1 la siguiente ma -

nera: el centroide es un punto que se encuentra en re;>oso con res -

pecto al elemento macroscópico de volúmen al que pertenece. En otras 

pal.abre.e, el centroide ee un punto que, en un momento dado, ee mueve 

con la velocidad media de todas las estrellas de un elemento macros-

cónico de volilinen dado. 
rlj o tri htción de 

:Ji <p ee la función de/velocidP.d i!.el elemento de volúmen consi.,. 

derP..do, entonces les ecuaciones 

v :r i7 J ~<pd.n 



l+ 

(I-7) 

nos dan la velocidad del centroide y sus componentes a lo largo de· 

los ejes coordenaJoe. El centroide coincide con el centro estadía -

tico de la distribuci6n de velocidades en el elemento de voliimen. 

Por ejemplo, en el caso de una ley elipsoidal las componentes de la 

velocidad del centroide son u0 , v0 ,w0 ; aetas componen te e son las mis 

mas q_ue mencionamos en la pg. 4, 

A la diferencia {vectorial) entre la'velooidad de una estrella 

y la del centroide del elemento de voldmen al que pertenece, la 11~ 

maremos velocidad residual de la estrella. Tendremos que: 

).).. = .u.+.u.• (I-8) 

donde 'o/ y'Vc, son la velocidad de la estrella y del centroide respec­

tivamente y V' ea la velocidad residual. u,v,w¡u0 ,v0 ,w.; ;u',v~w' ecm 

sus respectivas componentes. No es difícil ver de {I-7) y (I-8) 

que L ~ 1 = O ; t JJ..} : o [ 1J" 1
=0 L W' ::o 

ne todo esto resulta evidente que la función de distr±bución de 

velocidades definida en el inciso 2), nos da la distribución de vel2 

cidndes residuales y no la de velocidades totales. 

Ahora v~mos a considerar la otra com?onente de la velocidad de 

una estrella, la. velocidzd del centroide. Esta velocidad está re.la­

cionr.da con el movimiento interno ordenado de los sistemas estelares. 

?or ejemplo, consideremos la rotación de una galaxia alrededor de un 

eje. El movimiento circular alrededor.del eje ·está relacionado a los 

centroides y no a las estrellas individualmente, pues ástas pueden 

describir 6rbi tns sumomente complej2.s que no guarden ninguna rela 

ci6n con la rotnci6n del sistema estelar como un todo, 
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En eeneral la velocL;nr1 del centroide es un::\ funcjÓ!l continua 

de la nosición. su~ondrecr.ns q_ue las componentes de esta veloctfü1t1. "· 

lo largo de los ejes de un aj.stema de coordeniJ.das fi,jo tienen deri­

vadas ·1arc:inles continuas de ·1rimer y segundo 6rden. Como en adelfl!:! 

te no nos ocuparemos mris de las velocidades individuales de las es­

trellas denotaremos por V la velocidad de un centroide cur.lquierrq 

'o/: 'o/ ( IR.l donde i es el radio vector de un punto en el sistema. 

Sea ~o= V (~) la velocidad del centroide del observador. El 

vector V - ~o será la velocidad relativa del centroide que estamos 

estudiando con respecto a la velocidad del centroide del observa -

dar. 

Mientras que la distribución de las velocifü1des residuales 

nos dan un patr6n estadístico del movimiento, el campo de velocid~ 

des de los centroide~ nos presenta el aspecto hidrodin~mico de los 

movimientos estelares en un sistema. En la dinámica estelar es de 

mucha im'1ortancia el nroblema de la cUstribuci6n de les velocidades 
los 

de1 centroideS en una pequeña región alrededor de un cierto punto, e!! 

to es, el campo local o diferencial de velocidades del centroide, Es 

to se debe a que en un 9rincipio el estudio de nuestra galaxia emoe­

zó con la investigación de una pequeña región alrededor del sol, es­

ta regi6n es el punto de partida de todos nuestros conocimientos a­

cerca de las regiones· mas di~tantes de la gala..xir, Las expresio­

nes obtenidas en este inciso ser61 aplicadas er: el capítulo III. 
t ¡ C(fhJf XY1) 

1 



'" 3n la fi¡~1rn 1, O es un ccntroide arbitrnrin ~r O el centroide 

de)_ olisern.dor. Bl siste:na ele c'.lortlenr.dtls ~ •1• ~está fi,jo en ln en­
laxie. El campo ele veloci<iG.rles del centroide se 'Uede e::aribir: 

V: 'VCll) = V ( t "'J, ~) = o/ Cfo+ )() "'\o+ y l )., + 1) 
Si su:ionemos que el vector 'lr(x,;1, :;) ea ,1er1ue~o en comparnci6n 

con IR. , podemos expender la funci6n ~ (IR) ci1 potencias de x,y, z 

y tomando solo los Mrminos de primer 6rden: 

V=Vo+(;ttxi-(;~t~ +(fftl 
donde Vo ='V(lRo) ='V (to;v\o¡ ~ .) os la velocidad del centroide del ob­

servador y las derivadas se tomen en el punto e ( t "" r). 
0 'ºl lo> lo 

Como t=t+x 'i=1tY )=t+c 
:;i'Vdf º~o/~)( ~..,/ó>rv¡ = ';JV/j;:;y ~'f;;>) = ~'l'h~ 

y tenemos : (',)~) (~) (Qo/) (I-g) 
V= Wo + Q'X º l( + 9Y ºy + ~ / 

Esta es la forma vectorial del campo diferencial de velocidades 

del centroide. 

Sean u,v,w las componentes de la velocidad del centroide C y 

u
11
,v0 ,w

0 
las componentes de la velocidad del ce!ltrnide 00 • (I-9) se 

puede escribir: u~ u0 +u x +u y +u z } · X J' Z 

v -~v0 + vxx+ vys +vzz 

IV 'Wo+WxX+VlyY+Wzz 

(I-10) 

- donde u ,u ,u , ••• ,w denotan las derivadas narciales respectivas 
X y Z Z -

en el centroide del observndor. Las f6rmulas (I-10) !!OS dan el C8!!! 

po diferencial de velocidades del centroide en coordenadas rectrai -

gulares. 

!!aciendo' 1a analoeín con la mecánicR de fluí<los u 0 , v 0, w0 son 

las com9onentes de la velocidad de trasle.ci6n y los otros términos 
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son las CO!ll~onentes de la velocid!1d relntivn de desplazamiento den'-

tro de la región, r,os coefj.cj_entes de estos términos formen la ma­

triz de des:ila.zamiento: l 1 . .llx ..U.y ..ul 
1D : '\Jx 'lly 'Ir~ 

w,, V/y \)Jt 

Substitu;Ienclo en (I-9) 6 (I-10): 

V=Vo+ID·iY (I-11) 

Ahora vamos e. ver cucl es el significado de la cantidad ·fj). "\Y" , 

Para esto vamos n escribir la matriz ID 1:'; r,o la suma de dos ma­

trices, una simétrj ~9 $ =Yi(II>r!Dc.) ~r une. antisimétricP.. A= V1. (ID- IDc) 

donde tDc. es la matriz conjugada de ID • Substituyendo en (l~ll): 

( I-12) 

Sabemos del cálculo tensorial que la matriz de desplazamientolD 

y.:su conj°ugada ll>c se pueden escribir corno ID:d)Y.¡iY j í4.=~'V 

por lo tanto, 'S=t(j~ +~V) IA=-i(~! -°f'1'1\/}' .. 
Consideremos ahora el significado mecánico de las cantidadeá AJ.¡y 

y f·'Y cuya suma, de acuerdo con (I-12), nos da el oampo':dif~ 

rencial relativo de las velocidades del centroide. Escribiendo expl~ 

ci tamente la matriz S tenemos: 

Yi(.u..~+wJj 
IJ¡ ('\Jl;+Wy) 

Wx 

Esta matriz simétrica se llr:me tensor de deformacidn local. 

Escribiendo expl:!cite:nente JI tenemos: 

~o Y.C"-v- ir,¡ 
Y. (.u,-W,,)] 

fº 
-Wa 

-~ 11\ i('V,, -AJ.y) o 1/1. (Vl-Wy) = úJ3 o 
1. (Wic-.Oi} '/2(Wy-V'l.) O "'h (AJ 1 
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fa1s ce.ntifü~dcs W, Wz w 3 que a ·arecen .en la matriz anti simétrica 

son la's cor.iponentes del vector <l.AJI =-!¡: nq\' V que es la velocidad 

angular instenténea para una rotaci6n rígida de la pequefla región. 

Se sabe que ~.,y= IWX~ por lo tanto ~ se puede llami el .tensor. 

de rote.ci6n local. 

La f6rmula (I-12) es el teorema de Helmholtz para sistemas es­

telares: En una· pequefia regi6n alrededor de cualquier punto en un :. 

sistema estelar, las velocidades de los centroides son la suma des 

( 1) la velocidad Vo de traslaci6n rígida de la regi6n, ( 2) la velo­

cidad J..rr de rotac:l6n rígida de la regi6n con velocidad angular in!! 

tenté.nea IW=1 Jloto/ , (3) la velocidad S•-V- de deformaci6n de lar!! 

gi6n. 

La f6rmula (I-12) se puede exoresar de una manera todavía mas 

clara si pensamos en que las componentes del vector $· ~ se pueden 

representar en términos de las derivadas parciales de la .f'un.oidn 

cuadrática F:i'W· <S ·'Yf' , de tal modo que ($·'\\')~ = d)á)C (S.'\Y)y=% 
($·~){~%e . Así el teorema de Helmholtz se pu6de escribir comos 

(I-13) 

7) .- Ecuaciones h'idrodinronicas del movimiento del centroide, 

en coordenadas cilíndricas, :iara un. si.eterna estacionario y con . si-
' metría rotacional. 

La ecuaci6n de Eoltzmann(ec. (I-3)) en coordenadas cil:!ndri -

cas w,'fl,} es: '¡:;)~ 17~~ +.e. _'d.P + 
<Jk + dw w ace 

+ (;)~ + ~1)~f -t- l~ dU _ ]l@)°df + é)U 
Clw w dTT \-w -;;ig w ~ 9 él ~ 

(I-:14) 
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Para obtener las ecuaciones de movimiento del centroide e par-

tir de esta ecuación detemos "promediar" ( inter;rnr) lé ecuación so­

bre todo el espacio de velocidades. Al hacer esto debemos recordar 

la condición de que en cualQuier sistema estelar real, las velocid~ 

des de le.s estrellas están limi tedas por la velocidad ne escm:ie. E~ 

ta condición la podemos escribir de la siguiente m:mcrn: !.im V1 :. O 
v~ O<) 

In >O. :c:n particular se usa 'Jara las integracif'lnes el hecho de que 

um.f::o limY~~c ljm\/lf:o (J-15) 
y_,, oo v ..... O<I v~"" 

Para obtener las ecuaciones hidrodinámicos en el caso general, 

se mul ti9lica la ecuaci6n ( I-14) 9or el elemento de volúmen (en el 

espacio de velocidades) dn = dnJ®d l y luego se integra sobre rr, 9 
y t.. 

Antes de entrar en el cálculo de las ecuaciones en nuestro CJ:! 

so particular escribiremos algunas relaciones generales que simpli­

fican las integracion'es. 

Sea/\ cualquiera de las tres componentes de le. velocidad en 

coordenadas cilíndricas y E(M,1!) una función integrable cualquiera 

de las otras dos componentes M y M. Usando la condición ( I-15) y las 

definiciones de densidad estelar (inciso 1) y de velocidad del cen­

troide (inciso 6), tendremos: 

J~Jn =lJ 

JA f di1 ~ !\º 
Je}/J~ l dil: J l t ]~O{jd M JN =o (r-16) 

fA(;)Y1dA) Jn º f [[A[JHJN - Iv di\ J11JN, ~¡) 
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)t:fd.n = ut 

~~ ~~/\)J.o ~JE( f}~00j MdN =o 

Jt/\(~~!\\L<l= lEL~A1~~dNJN- ~E~JAJHdN~-lJE 
) E /\1 

( ~!\ Jd il 7: l t (~N1~) HJN -1 ~E/\~cl/\JMJN '.: -2Vt/\ 

Ahora bien, en nuéstro caso particular (estado estacionario y s! 

me tría rotacional) la ecuación de Bol tzmDilll toma la forma: 

TI ~~ + l ~r -\o (~u + G!>1\ ~R _ ~ d~ + illd @ f = 0 
QG) ~b :aU'.J Gl Jcirr UJ ól® °'a élt . 

(I-17) 

La densidad de fase ee en este caso (como veremos en el cap:1tu­

.lo II) una función de la integral de energía y de la integral de á-

rea: \:: f [n'+@\ Z1.-iU(w,J), w®l (1..,10) 

Para derivar nuestras ecuaciones multiplicamos (I-17) porTl,(ti) 

y t sucesivamente e integramos sobre todo el eapaoio de velocidades. 

De (1-18) y (1-15) se sigue que la primera y tercera integracidn nos 

dnn identidades •. De (I-18) vemos que f ea una función par de TI y de 

i. por lo tcntojnz~d.Q~o j Jn@~(dh®)J.Q=-Jnz~J.n=o 
Usando estas relaciones y las f6rmulae {J...16) obtenemos, de la ter-

cera y cuarta integraciones, las ecuaciones: 

( 
~u 1 -) , -

lJ - + - lJ í8J + - lJ ílz O c;>w a; cu = 
(l.:.J.9) 



De la 
ZI 

simetrín de .r con res;iect~ e f¡ :f n 't se si¡,'1.le que 

obtenemos 

" haciendo 

de (I-19) las ecuaciones: 

,;)u 
-:: JJ éJw (I-20) 

Estas ecuaciones fueron derivadas por primera vez en 1922 ~or 

Jeans y a menudo se las llama "ecuaciones hidrodinámicas", pero de 

hecho son ecuaciones de transferencia. Para obtener las ecuaciones 

hidrodinámicas debemos introducir la velocidad del centroide. 

Se puede demostrar que para un sistema estacionario con sime -

tría rotacional, los centroides describen círculos. Osea que 

ffo" to=O @).: @o(w, ~) 
y J:)Or lo ta>ito en este caso TI: ff 1 t"l' @=®o+®' 

n2 nl2. \T l -;z.. __ -,1l" ...-..; I'.".'\[ G'\t f,";\11. r.;..l l"i'" l. 
Y • 1 ': V W L "t. _ "-

0 
1.1:!/ : -t!.Jo + \!:!.) : l.!:!Je1 +- ~C\) 

donde V~ V~ ir~ son las varianzas de las velocidades en las di -

recciones correspondientes. De las relaciones anteriores node~oe ver 
1. 2 /.C\2 1. 

que f' :. J.JVcJ = jJ v-3 ~ :. J.; \Clc. +- .LJ \f<t> 
las cantidades ~ 1.y ~i carnet.erizan la distribuci6n de vel.ocidades 

. ¡ 
residuales en el plano meridiano, y 'iT~ en la dirección perpendicular 

l. '2. 
a este plano. Por lo que podemos llamar r. ~ ( 6 "fa) la va.rienza 

'2. 
radial y a ~ la varianza transversal. 

Substitu¡rendo en las ecuacioI1es (I-20) obtenemos finalmente 

las para un sistema estacionario con simetría rotacional: 

(I-21) 



1.1. 

d(U Q""~) _ J.; ~ 
e> a - 8J 

Les cantidades U y µ se relacionan mediante la ecuaci6n de 

~oisson (inciso 5) que en coordenados cilíndricas, con U indepen -

diente de <() es: 

donde G es la constante gravitacional y ro la masa promedio de una 

estrelle.. 

·.· -:--~-
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GAPITULO II 

SOBRE LA SOLU:.!IO!T DE L;\;) ~cir: .. cror;,;::; P'j:mAJ.::::T.41JG 

DE LA DI'.lA!U·'.:A ESTELAR. 

1) .- Lr solución de 12. ec1.1P.C': 611 de l'ol t:~:%J:11, 

lle::ios visto en el inciso 4 <'.el c,-,.ryftulo I qne lr-. solucj 6n :3t>,i3 

.:-;enercl de l~. ec1L·c:i.6n do :Jol tsr.t:11 es unr fnnei6n Dl'hi trcrio de G 

inte¿;re.lcn 1le ::1ovi:~iento, t = P(Il'I ~· .. ·~é), ;.· r11oJ el e~:co:·ii:r::'.r 
est~~s i·.:tr.:.~~~-:.iec :·por lo t~11~0 J.-:- <"'e11z:!_.-~:-<1 . ..!.~.e fr.~.;8 r.01~ctib.:1.7 .. e lo 

puesto o_ue en la ;1r{cticn r,o 0s 1osible dete:::-~linr·r lC'. í'or:'L' e;q>lí-

ci t::.. de las seis inte:_:rt..loC cr~ e:!. CDSO gencrcl, por lo ,,_He trate~ -

remos e.qui solo cr,sos pert:'..cttlo·es. 

A :?t:nti:'1't~1,_:'.ón considere.rer:oc solo ce.ooo en los que el siote -

rna sea estacionario, o se2 qne ni l<-. enor¡~:l'.ri po tencbl U i:i la den­

sidad de fase ~ dependen del tier.1 JO. I1or este hecho el m~mero de 

inteGrales de moirimiento independientes oe reduce a cinco. 

a).- :Jistribución de mnse rrbi tr:c.rjr., 

:Sn este cnso no exi.ste nh1r:1n~c :-cstriccj_ó::. zobre U ~; ·.Jodremos 

encor,tra.r solo um .. 1rimer::'. inte;;ral, lr i:1te,:::;rnl de energía. Esta 

integral se obtiene de laF. ecuaciones (I-4) combin<-.ndo el primero 

y cuarto, se¿_:;tmdo y c;.uinto y tercero y sexto :niembros (y tome.nc1o en 

cuenta el hecho de que el tiem:)o :ra no aparece exolíci ta.-nente en las 

derivadas de U). Así obtenemos: 
.M.dAA: (~v/a'lt) d )( } 1rd 1J" = e~ U/';Jy) dy wcl \1/ = (ólU/;;¡J)d J 

:. fd(M.z+v2+ w-i):: Ju 
integreJJdO: I, = .u.1 .¡-tr2 tw2 - 2u=e1 I 1 = V'- 2 u= e, 
donde V es la magnitud de l~ veloci de.d. 



-... Z<i. 
De manera que si no se toma una cierta distribución de masa de-

finida para el sistema, no podemos obtener mas que la integral de e-

nerg:!u. f:: f(I,): ~ (.tl+1í1i-W1-1u) 

Lns com,:ionentes u, v, w F.tpr>.rcr:c,.,, simétrica'llente en la expresicln de t > 

por lo tanto los puntos tienen, en el espacio de velocidades, 

ln simetría mas alta nosible: simetría esférica, Veremos que en ge­

neral cu::.nto mayor see. la simetría en la distribución de la masa , 

mas ~,,,~ -,~.,,,,1 C" será la distribución de veloeidades y viceversa, 

b) .- Simetría rotacional. 

Si el eje de simetría es el eje z, entonces U= U~l(; ,z). En 

este caso 9odemos encontrar, ademas de la integral de· energía Il' 

otra inte~ral independiente: la inte¡;ral de área o integral de.mome!!; 

to an¿,'lllar. Este. inte¡¡re.l es (tomando las ecuaciones (I•4)· y la ex­

presión para U) I 2= xv - yu = c2 • 

Escribiendo lns integrales I 1 y I 2 en coordenadas cilíndricas: 

I,:: TI 2+- 9 1 4-°l 1 -2U:: C, I~ = w @=Ci. 

trm<lrem·JG r":.e ~ : f (TI\ G)\ t- 2U1 w GJ) 
·De ,,:¡i.::r vemos que fes sim6trl.cn con res >ecto a las componentes 

el.e lr velocidnc1 TT y Z, de :nodo r¡ue en el espacio de velocidades los 

·mntos fcse tienen simetría rotacional alrededor del eje @, 
c) .- Simetrín esf6rice.. 

3n este caGo U :u( r) donde r = Jx 2+. y 2+. z2 • Puesto que en es­

t,'; c::>so cuelesc¡uiera t1·es ejes mutuamente perpendiculares son ejes 

c'lc sbmtr:b., podenos escribir tres tnte:;rnles d~ momento angular al­
; 

ro1fodor rle loo treo ejes: Ti.= yw-1:V:C.,_ 



De modo que en este C>.so. r = t (Il'I2,L;,I4). 

Las cantidndes I 2,I3 ,r4 ann l11s cornuonentes nel vector de 

momento angul8r total ll:: '°)(.y, donde "( es el rodj o vector y 'Y la 

velocidad total. Se mede de:nostrar n•.te sj escribimos I~ I~+I~+-I¡ 

entonces f: + (Il'I 2), 

Usando coordenadas esféricas: 

1, = R.1+ 9i..¡.. ~l. -2 U(Y) 

y f: f {Q'- + @~ -t- ¿p-i - 7..U(v-) 
1 

-y't (@1+ «il>i.) J 

Vemos que -·la ~unción t es simétrica en las componentes @ y~. 
O sea que para una distribución de masa con simetría esférica, los 

puntos fase 9resentan, en el espacio de velocidades, simetría rota­

cional alrededor de un eje paralelo al radio vector del punto con • 

siderado. 

Hemos visto que en nin~tno de estos casos es aosible encontrar 

las cinco integrales de movimiento que nos dan la soluci6n del r¡ro­

blema para el caso estacionario. 

A ,rimera vista :;>odría r¡arecer que ln ausencia de A.lgunas de 

las cinco integrales en los nr¡,imentos de la densidad de fase, se 

debe simplemente a que son desconocidE1s, esto es, r .. nuestra inhabi­

lidad para deterruinarlus. Sin embargo, si esto fuera tcsí, existir:fon 

, bstáculos jnsupernbles para constrnir :mrr teoría dinrunicn co:npletn 

· d · los sisterms estelares, puesto n_ue tenclríamos que determiner ta!; 

to el potenc~al como la densidLñ de f::oe. ::n realifü.n le sHunci6n 

no es tan c1ifíci 1, ,ues existe unR. crrn~ici6n mr.s que dehen sr.tisfa­

cer las inte¿~rales <:pe n-Jr.recen en el r.r.:o:>Jmcnto rle ln clensiilnd rle 

fase: deben ser unl.vr:l'JP.das. :Ssto r1eh;; ser ::'SÍ 'lOr el llr:c!;o de que 

la riensidad ñ.e facc, 1or su sii)JÍ f':i c:'.í~0 físico, r:? c1~e ser u:1:::. f1Jncj ón 



::i ln i!em:ickr1 r1e fase nolo puede tener intet;rl".les univaluadas 

(e 'lJovimiento 00110 FJrr;uciento, el 'Jroblema se reduce a determinar el 

n•hicro i'e eotr;s inte;.:rr.les ,1ere. 02.ck sh:te:nn. Existen varios argume!! 

t<rn, ~nnr·ue l'º nnc. ·:ri101.,, ri,;urosn, en favor de la hipótesis de que 

ln: tnte~;r[:les cl~,;;icr.s, i.e, rrn>tellas c:.ue se 1ueden encontrar me -

di.m1te nl teorc•n2. de Jee.ns, son 12.s 1lnicas integrales univaluadas. 

:·:n otras pal[,,brm:;, de q_:.te L'-º intecrr..lcs que no aparecen como argu­

mentos en le rhmGidr.d de fnse, no son univaluadas. 

3sk si tuaci6n es enterumente análcga n la que se presenta en 

l"'- física estadístice., donde parro. poder establecer una teoría esta­

dística de los estados de equilibrio de los sistemas, es necesariO 

:introducir la lli;J6tesis erg6dica, de acuerdo con la cual la densi -

dnd rle fase depende sólo de la integral de energía. Para cualquier 

sistema erg6dico la integral de energía es la ihiica integral de mo­

viniento uni valuadf1. 

Por :nalogíe con la física estadística podemos introducir el 

Mrmino "cunsi-erg6dico" ?ara describir un sistema estelar para el 

que las únicas integrales de movimiento univaluadaa sean las integr~. 

les clásicas, i.e. los que se obtienen mediante el teorema de Jeana, 

En pnrticular para el c2so de siGtemas con simetría rotacional (ga­

lexir,s), la propiedad cuasi-erg6dica sicnifica que la densidad de 

fnse depeniie solo de dos integrales inderiendientes: la integral de 

encr¡;ía y la intec;ral de momento an;;ulP-r. 

Las discrepo.ncips entre el elipsoide de velocidades observado 

y los reoul tados (~e lr. teorfa el1 ;isoidal para una galaxia en estado 

(·:Jtr cionf.rio ( lr. desvir.ción del vártice, 11: desigualdad de los ejes, 

etc.), hrm conGtH,~ido nn continuo estímulo para tratar de general!;.. 
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~·e. sea n nivel gal:fotico o ccY.10 un prohle:n.~ ,1e inrrnk·hilirl!'il loc~l. 

la !)ena sino porq_ue en el nresente trnhnjo nos ocwlcrer.10:0 sólo ele 

sisteme.s en este.do estacionario, b justific:··ci6n i!() esto se dr,d. 

mas adel::.nte. 

La se¡,-unc1a posibilidi:.d canGiste en consern.r lP. •Jsto1Jilidacl y 

pensar que existe, ademas de lao inte¡;rales de erwr¡:;fr. ,. r'e momento 

angular, una tercera inte;ral. l<'.ientras que la propiede.d cue.si-erg6-

diea )1ermanezca como hip6tcsis, la biisqueda de unn tercero. inte¿;ral 

es totalmente legítima. La li terr-tura al respecto es kml:iién muy e~ 

tense.¡ varios autores, entre ellos Chandrasekh::.r, !lec](l]Jtm!' y Strnssl, 

Fricke, Crunm y en particular r:uzmin y Contopoulos, hrn definido una 

tercera integral de diferentes mnneras usBndo mátoelos matem:iticos 

bastante abstractos, "ºr ejemJlo, imuonicndo lP- conr1ici6n de q_ue la 

tercera i'i1te¡:;ral sea cundrátice. en las com!lonentes A.e lr, velocidad, 

de que la ::wse. del siste:nn seP., finita, ek. 

A pe.rtir de esto hoy dos C[!11inos ;iosibleo 1c :ie,._;uir. Uno es el 

de determinar, me.clic1J1te las trer: inte::;r'l.lcs, el poton;!if'.l ¡;ravitr:-

cional del sistema y por lo tonto lr.: nistrib1ci6;1 ele 1:. densidad e!! 

telar. Esto se puede cr:impsri-,r con el rcsul tr,do ile lPs observ::wiones. 

El ot::-o enfoq_ue consiste en tomar la t!'rcers L tD,,;1 d sólo co­

mo unr· cunsi-:Í.nter,ral de movimiento, un?. funci6n de 10s coordena -

das y velocidades que cea locaL'llente crmstantc, : .e. •\lle nermrme::ca 

anroximadnmente constn.nte, bP..jo cit:?rtP.s cr)nrij cj 0nr.s co·,1oci '1r.s, en 



El problema de las cnnsi-integrnles fné considerado, en gene 

r?1, :ior 'lrimere yez oor !'uzmin. ol:ist6ricrunente, la :>rimera cuasi -

integral fué USP.da nor Oort nBro. estudiPr ln distribución de la den 

sid.<.d estelar "- diferentes distnncies del 1lr>no ge.l~.ctico, Jle ésto 

nos ocunHremos con mns detelle en el cenítulo I!I. 

En resumen 1oc1e1:1os decir que el nroblema de Jeans no tiene une. 

so J.uci6n cenerc,l. 

2).- ~:n :irohlema de Je:ms inverso. 

La acunci6n f!lndementol de 1'1 dinámica estele.r (la ecuación de 

Bol tzmnnn) se puerle considerP.r no solo como una ecuación para dete:!: 

miner la densidad de fr.se M 1artir de un cierto potencial dado (nro 

blema de Jem1s), sino tombién como una ecuación para determinar el 

potencial a nartir de una cierta densidad de fase dada¡ en esto con­

siste el nroblema de Jeans inverso. 

Este problema es, de hecho, un problema matemático mas que fíe! 

co. Con respecto a la astronomía, oor lo tente, el Problema inverso 

es mucho menos prometedor que el problema directo, .sin embargo ha 

jugc.do un papel importante en el desarrollo hist6rico de la dinronica 

estelnr. Este problema ha sido objeto de trabajos notables realiza­

dos ::ior Eddington, Oort y otros; esta línea de investigaci6n ha cul­

minr.do en las investieaciones de Chandrasekhar. 

Uno r.e las razones nrincipalee que llev6 a la consideración 

del ,roblema de Jeans inverso es la dificultad de resolver el pro­

blema directo. Entre 1910 y 1930 la consideración del problema .in­

verso resultaba una eta,a natural en el desarrollo de la dinámica de 

sistemas ""telares, nuesto que los dnicos datos observacionales que 

se ten:l:an provenian de una pequeña región en la vecindad del sol, 
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que se extendia ::. no mP.s de unos cuantos cientos de pareces. EstQ in 

formación concerniente a le. distribución loc::l de lf's estrelles no 

permitía una extrapolación confiable al resto de lé. galr.xia, y :111-

cho menos u otras calaxias. Por lo tanto es muy r2.zonable y ló¡;ico, 

en estas circumstancié'.S, tratar de detcrminr.r i:1directf'\nente 12. rlis-

tribución de la mosr. en la ¡;alnxin e pnrtir de 12. i!ictribución locr'1 

(conocida) de las velociclndes estcl~.rcn. 

:Sn el problema de Jef'.ns inverso la dern1idf'd de frrne, o ·:ior lo 

menos la función ele distribución de veloci<lrdes oc su 1one conocida, 

y se requiere encontrl'.r una ex1resión 'Je.ra el notencial, o el menos 

noder conocer sus nro1iedades de simetría. 

Como he:nos visto anterior:ne:nte, lcis obscrvr.d.oncs nos in:lic~n 

que la distribución de lEs velocid:.des rcsi·:h1::les en l¡i vecindad del 

sol est2 di:.dr. con bastante presición ¡1or le. ley ele ::ct.wr,rznchi1c1, 
T r : J.- , donde T es lr. función curidr{ticrc ¡¡oei tiV8 ;1 tlcfinidf1 mr.s 

¡¡eneri::l de h'S co~1:1oncntes u, v y 1·1 ce 1.c vclocic1' d. f.l :nrocedi:nien-

to usue.l pP.ra resolver el probler.ir. ele JeEns inverso consisto en subs 

tituir la expresión para T en 12. ecuaci6n de BoltzmAnn. Zn el poli-

nomio cúbico resul trnte los coefidcntes ri.o i~.s r1istint2s ·1otencins 

ele u,v, 7:' w se ir;u~l~,n ri cero, ~eí se ohtic:1en v'einte ccnr.cioncs di­

ferenciales ne.rcie.lP.FJ n;ora deterir.inc.r lr:is cocfj cj entes rle 12. forma 

cuadr2.tica T. 

ro es difícil ver que las pro~ied::des rlel :iotcnciDl que se 

obtiene al resolver la ecu!?.ción de :'.ol t-,mrnn sun :i n•'c~enrlientes ele 

la manera co:nÓ f de•)enda de T, de mrrr1era que :>0<ler.ios resolver el 

problema de Jeons l nverso r, pe.rtir de la formr.. cenzrr.l. de le. lc;r 

elipsoidal f = f CT). 

Bs importante mencione.r en este puntó c_ue ·en muchas oce.ciones 
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es neccsr.rio considerar un siutema estelar co"1o formado ~or varios 

subsjste:;1r:n, CEdó'. uno <le los cuales estt:. <\escrito rior su :iropia fu!! 

ci6n de distdbuci6n. ;10 existe nin.~nc. dificultad formal al con si-

dernr un sj_stema estelr-.r co:no ln superposici6n de dos o mas siste -

mf-ls, ;r desde el punto ne vista físico nos brinda la oportunidad de 

tener cierta libertad Pl interpretar el material observacional. 

3).- Consistencia con la ecuaci6n de Poisson. 

En el des8rrollo de la teoría de la dinámica estelar hasta 1940 

se hizo unn omisión imryortente en lo QUe se refiere al uso de la e­

cuaci6n de Poisson, r¡ue relaciona el )Otencial gravitacional con la 

distribución de densidad rt1e 6ste "roduce. Esto no fuá un olvido, se 

debió E.l hecho de q_ue la distribuci6n de velocidades no es la misma 

para todos los ti·Jos de estrellas. Sin embargo, mas adelante se en­

contró la manera de formular el problema de tal modo q_ue la ecuación 

de Poisson se pueda aplicar. 

Si la función f se define de tal mndo q,ue ~dxdydzdudvdw sea 

la mP.sr. total ile estrelles r¡ue en el tiempo t estfili en el elemento 

de espacio fase clxd;.rdzdurlvdw, entoncec f satisface la misma ecuación 

ne Boltzm:o.nn y 2ilem~s la intc·~rrü rle f sobre todPs las velocidades 

es ln rlensjclad <le r.if'sr.. <\Ue r1P. lur:r,r ;;1 notencio.l gr2.vitacional U· 

rue r-~r:rece e:-1 lP ecuación de ~·oisson (inciso 5, cn'.lítulo Il). 

Es muy intcresrn1te r¡uc tres investi¡;aciones realizodP s indepen­

dientemente ~, e~. si simul Mner:nente ( Crrn:n 1')4:1.-1950, Fricke 1951 y 

i(urth 1949) hé.~·r.n do.do un creciente ~nfrsio El uso de la ecuaci6n 

(:e _·oisso?I. Los tree coi?Icidmi en rp.ie es necesario que el modelo 

!U temf.tico de un siste.,1r. ostelrr SP.::> fL~Ho. Camm ha encontrado so-

l'.1ciones (pt:rn el C(OSO cst?..cion2rio) con rndios finitos, ba.stantC 
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uce;itr:blcs. Gin omb:-·L' .. } .. ' 9·3 hr; dcr.ioe.trcdo (Cf.1."·im, 1941) f!.Ue lE! (1is-

tribuci6n eli9soir1 .. 1. ( :1i:-:ra nl. cceo cstcc:iow.rio) 110 uucr'e satiofi~ -

cer l$ ecur.ción de -Oisson. Pnrr .. el cr.so no entri.cion:.:rio no sn hv. 

encontre.do nillfélllln solución Bf'.tisfccto~ic. 

4).- Estado estacionnrio y simctrfr ·xirl. 

Al fi-:if'.l del incisc 3 :'\el ·CP.'lítulo I, hemrrn usrr1.o cJ. hecho r1e 

qllf? lt:. r.cci1n de las fqe e?.r.s j _ _,~reritlrr~~ ( ~.!?_1.1.el lr s t:ne ··yro.-1.nr.en en­

cuentros C'1rcanos ent>.·e 1:.B cst:-ell~ .. s) es :lcs')reci::~ble. '.·ji b:i.en co­

mo tlijinos ontcs el 11'""'r 11nr. r:TJl.i[' 5u8t:? ric~cj6~1 r:c er-.to ~~1edn fue­

ra del ;ne.reo clel :1resente tr¡ib:~jo, es i:n ortc.nte mcnciorwr '.Jl;:;imos 

puntos sobre lo ('_lle se entienrle :Jor cst2dn estf'cioncrio ?f! cue c-.i 

Si en m1 sistema e.itclcr todos loo p0r1~etros físicos tEles 

como forma, krrH.1fío y cÚ.stribuci6n de r.i~sa rerme.necen constf'ntes, P.s:í 

como le naturaleza a.e los !'lovinientos ectel2.re13 en el d.r;ternP-, dire­

mos <l'le éste sistemi ::;e enc11e'1tr:e en estr-'1o ele er:u:i.libd.c:> c1in6mico. 

Su!)on5e .. nos 1m sistem2. es~;olr:r en este eetr-rl.o de eciuj.li11r:io r:lin~mi­

co .. Sn el tr~~ns·curso de1. ticr.Po l; r-ccií'Sn ·l(~ l.~ 1 s f1.ter'.'.i::-ic. j rrer;ltl2.-

sister.t?v. 'De est:? f.1t.:-a.err. el r:?ist~rn.8 nufre 1.1.nri ci0::t 1; ·1~r1Ji<1E :7.rr.ti.1.tr;l 

de mesr lo o_ue provocr. ciertn r·e(1i~tri hucirh:! in ~nrur.., rle 1 ~10<1.o f!UC el 

est2.do :;irevio de cr:uil::.1:rio se ·.'ü!:truye. :.in enk:r(;o, si el efecto 

e.cumula ti va ele les fuerzr s irrc¡:;i.llnres es suficientcrtc:1-t:e pe r._ue'i.o, 

puede suceder o_ue el sis te:n.~. :·clo.uicrr-: r. cu1f'. jnstr11te un cst,~c\ó de 

eq'.l:i.librio r1in~:nfco. A e1:;te estedo. r1c1 sistenC, tr·l r:JlC e11 crdn. jns-
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trmte se encuentra en equilibrio din6mico, pero este eq_uilibrio es-

t{ cp.:nbirndo continur.:ncnte, se le llP.ma estado cuasi-estacionario. 

Bn 11ecclnicc. se co?Jnit'.ere. r menuao el estado estacionario de un 

ei "".;e:n-o, sin o:nbor¡;o, de lo dicho anteriormente ~e deduce que un sis­

ten-:- ectelrr no nue(le oclq11irir nnnc2. un estado estricte.l'lente estacio­

n0ri o, ·1or lo QUe el concc'Jto ele estr'.do cuflsi-estacionnrio substi tu-

ye, en este Cl~so, ol de sistemo. estncionc.rio. 

31 efecto de l~.s fnerzc.s irregulnres en los sister.ir,s estelares 

tiene dos efectos o ·uestos; :ior un le.do, C<.uscn encuentros individu_s 

les e2~tre lé~s estrellc's lo cud destruye el equilibrio dinámico del 

si:otemr, • .Por otro lrdo tienden a suc.vizc.r la distribución de veloci­

ilccles residt1nles lle les estrellas, tendiendo e. establecer un estado 

:le erpili1)rio estncUstico. 

~s evidente r.e la rresencio de una estructura espiral ~le nues­

trr. ¡;r.la"{ia, i;ior ejem.~lo, no tiene simetrín a.."<ial y no ha alcanzado 

el eotr.do estncionorio. Sin embargo, el gos interestelar y las estr~ 

llrn j6venes ciuy bril lfntes que se encuentran en lEs µartes mas µro­

rdnentes de los brazos es.,irales, >ueden renresentar solo una )leq_ue­

'.lr! fr:.'cci6n ele le, m::sa tot::'.l del sistema, el e;rueso de ln cual prob!! 

blenente consiste •1e estrelle.a mes viejas, Ilo es una mala n)lroxima­

ci6n el consic.ernr que est~.s estrellr.s :nns viejas tienen una distr~' 

buci6n !'Xir.lmente sim~trica, y en pYi'!lera n<Jroximrci6n podemos con­

siderar que el sisteian es estnciorn:irio. 

5) .- Im11ort:mcü:i del concepto de eentroide. 

La i'll~ortancir- del concepto de centroide (inciso 6, capitulo I) 

en la din~micn estelP.r eetribn en que nos da lo posibilidl'td de hacer 

nn:i trrmsici6n ile un sistema estel:>r consirleredo cono un rned:Í:o dis-



creto "· un medio continuo. Si11 el uso de ccntroiilcs, lr~ inter1ire -

taci6n de los l'!ovinicntos internos en los cistemns estP.lrreA no es 
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posi hle. Considererios como un ejemnlo el movir:itento de lr. ¡;:alaxia 

alrededor de su eje. El movir.iiento circular alrcdetlor del eje se des­

cribe mediante el uso de centroides, no mediante los movil'lientos in­

dividuales de las estrellas. Las 6rbi tas que ést2.s describen nueden 

ser muy com'Jlejas y guardar r.my ;JOca relaci6n con la rotaci6n clel 

sistema como un todo. 

Esto es análogo n lo a_ue ocurre en la mecánicE. de fluidos. En 

este caso los movimientos térmicos de las moléculas l:P.cen q_·1e éste.e 

se muevan en cualquier direcci6n dentro del f.luÍdo, y el movimiento 

del fluido como un todo s6lo se puede describir mediente un concepto 

entera~ente análogo al del centoide en diná~ica estelar. Por supues­

to existe una diferencia fundrunent:ü entre un fluir.o ordim1rio ~r un 

medio e.l temente re.rificP.do como es el medio de un sistema estelar. 

En un fluido, la tr2;rectoria libre medir, de las molécnle.s es muc!10 

menor que el di6metro del elemento de volÚ.7i'm q11e se tome. :C.:n el 

ce.so de un si stemn estclrcr la trayectoria 1i bre nedin es mucho mayor 

ciue lEs rli::ienciones del ele!!lento de vol1imen. 

6) .- Acerco. de lns ecu¡;ciones hidrodin6.micas. 

De las ecuacione~ (I-21) y la ecuaci6n de ?oisson vemos que te­

nemos solo tres ecuaciones pare. determinar 5' inc6gni t::\B:}), U, 90117~ 
l 

y~, por lo que el problema de encontre.r una soluci6n c;eneral para 

las ecuaciones ·11droilinámicas estti indeterminado. Esta indetermina-

ci6n. se debe a un hecho muy i!rl'lortante: e.damas de les ccntifü~des hi~ 

· drodiná'llfoas V, lJ ~r @. '· en las ecue.ciones P.'JPrecen también dos 
¡ 't 

cantidades esencialmente estBdísticas: IJ,;:¡ :ro;. 
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'lemos visto r¡_ue un enfoque puramente hidrodinámico no es sufi­

ciente para resolver por comnleto el problema de la dinámica estelar. 

Sin embareo, haciendo ciertas consideraciones, :iodemos obtener una 

rele.ción sumfmente intcresr.nte. 

Fense!!los en l?. :c.celeración cinem~ticr. '1).le sufren los centroides 

en un sistema con simetría rotacional. La velocidad 8,del centroiih 

a,2.rece solo en la primera de las ecuaciones hidrodinrunicas; en es­

te. ecuación substituimos, en lugar de la derivada del potencial, BU 

eX'.JresiÓn en términos de la velocidnd circular e de una pe.rtícula 
c. 

r. una, distru1cia w : 

entonces: 

(II-1) 

Esto. derivación es válida si la población estelar en el siste­

me se considera uniforme, si no es así, la aceleración cinemática 

0)0 -Ele será diatinta para cada subsistema con diferente dispersidn 

de velocidades residuales, 

En nuestra t:c.18.Xia, X1!' ejem:ilo, los centroides de cada silbsis­

teme se des '1r.znn entre si a lo largo def · "eje de e.simetría". Sea Av 
le difere:1cir: en le. velocidec sol:lr ?e.ra caen subsistem:;i., entonces 

1. 
tlont1e \J es la varicnza de la velocidad residual para un sistema da-

do; y c y d son dos constantes (obtenidas observacionalmente por 

Stréimhere) • 

Si se consi<~ern r¡_ue lr•. aistribución de velocidndes obedece la 

ley t1e Schwr.rzsc:üld, e~1tonces lr. rel2ci6:1 ( II-1). nos q_uedn de .lli si 

'}licn te :nom:r:.o.: 



eoi.-6r= u; 1~ 
e L é) ~ 

(II-2) 

donde ~t = f/cJ2-Y&:i t . a, ,-;enotn el ser.lir>je en las clireccio -

nes lT y z y e en ln c1irecci6n e . 
La relación ( II-2) es ~111~r intores¡mte nues :100 relc.aionc unE. ::;~ 

rie de cr.llltirl_::_c1es lr.s cur.les, a m'.oend6n de Ylr. c1ensi.d2d estcl~-r, 

se ".'Ueden determins.r tonas ( r..l menos en orincipio) observ~·oionnl -

cJcnte. 
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LA 'J3'B?JW·!AC10J: DE LA !.!ASA r:::r liUESTRA GALAXIA. 

Aunr[l.tC nucstrc1 ¿nl·:xü: es uni:c ::;cloxia de tipo espiral, como to 

ñas lf!s dc·1r:s r,ue trf'trre:10:: en este trnbnjo, lo vemos a considerar 

r·:irrte :rf:! q_ne es un coso :ir.rticul8r. 1'1?.rticular en el sentido de 

"n'' evi.<'lonte11cntc la cnn tidred <".e r~::c.tos observnciom>les que podemos 

1.r.ner r,ohre irier:tr2 ·)ro ij n .::r-lr>xi r es mucho mr;'or que en el caso de 

otr"s 1;·,:lc>::ir.s, :>cto hr ·1er:11itido la construcción lle '.'!lUChos ti"Jos de 

1.1oclelon (;_ue ~10 se ~,ue~-:en n:1lic::.r ~- tJtrr:.s f;~~lrxins por el tipo de 

"Erá.'!letros ~ue c;.uefü·n libres pnrc r1eter:nin2r obsen•<>.cionalmente. 

:n tr2.bnjo riue se h:;. :1echo ~ este respecto es muy extenso y 

~~uctkr:fo. fue1·a del merco rlel presente trabEjo el hacer un estudio 

detalledo de todos y codo. uno de los modelos que se han propuesto 

pare. determinnr la mnsn de la gal1?.xia. En la tc.bla I resumiremos 

los resul tndos Q.Ue se hRll obtenido y a continuación haremos algunos 

comentarios sobre estos result~dos. 

Veremos IJ.Ue el ti·Jo de 1'1odelos se puec1e dividir en dos gran -

des r;ru.,os: los ~Jrime1'os modelos ciue <>e b::isP.n en una cierta distri­

bución de velocidfldes ~' modelos bBsF.dos en leyes de distribución de 

den E.in,, d. 

ne hecho esto corresJonde e. los dos l'lroblemos que ~emos miali­

Z!?.do enteriorr.iente: el ;>roblema de Je!l!ls inverso y el problema direc 

to respectivamente. Sin embargo, debido a que la teoría de la es -

tructtire. y dinití:nica gaU.ctica no es todavía completa como tal ( co­

mo teoría), no se puede aplicar directamente; por lo que se recurre 

e. la construcción de modelos. 

El procedimiento genernl consis+.e en construir un esquema 



mas rf.nenos nnturnl de 12. estructurn de la cclD:ia con !l~lr6n<1tros e 

det .. )rCTin:ir -e los d:,toR ohser12cionr.les. llientroo rno:ror ser. la con­

corde.ncia entre la distribución ele r.wso resul knte <lr. 12. ~;ilic2ci6n 

del modelo y los resul tollos <le lns observnciones l'E'G'."JCto de lo 

distri b~1ci6n de l'.l<'S?. ~r la ley í1e rotoción rle 1~ !';Plr.~'.j r, mas s~.ti o 

fr:.ctorio ser~ el esr¡uemrc '1.el r.ne se "nrti6. 

No. Autor 

l Idlis ( 1957) 

'l'ABLA I w0 
('.:pe) 

7.'? 

2 Lohmmln (1953) 8.7 

3 l'.uzmin ( 1956) 7 .o 

4 JJO}l'll8Ilil (1956) !~.5 

5 Lohmenn (1956) 8.5 

6 ?laskett y Pearce 10 .o 
(1936) 

7 Gliese ( lC\42) 8.íi 

8 ten ~rugcencate (1943) 10.0 

9 Oort (1941) 8.0 

10 Safronov (1952) 7.2 

8.0 

11 Janál: (1958) 8.2 

12 Bucorius ( 1934) 10 .0 

13 Cru1m (193fl) 9.8 

14 !'.uzmin (1952) 7.2 

15 !'.ilr.dze(l958) 8.2 

16. ?ranilt (1960) 9.2 

17 !'erel~ (1951) 7.Fl_ 

W Schnidt (1956) 8.2 

@0 
(l:m/seg) 

233 

282 

211 

277 

277 

275 

300 

3f10 

275 

. 233} 
?50 

216 

278 

195 

239 

216 

21.6 

~GO 

M 
(1011Lb) 

1.0 

0.8 

2.0 

1.04 

2.50 

2.6 

1.65 

2.5 

1.68 

1.17 

0.8 

0.83 

2.4 

1.77 

1.0 

1.0 

1.8 

0.70 



( contimfo) ...., 
€)~ M CUE) 

( 10l1t~o> no. Autor (kpc) (km/seg) 

19 Perek ( 1.954) a.o 1.1 

20 TeJ-:ase ( 1955) 8.2 216 0.68 

21 Ye.suda ( 1958) 8.2 216 0.73 

22 Perek (1959) a.o 216 0.82 

El pionero en el estudio de le determinación de la mnsa de nu!!! 

tra culaxia fue Oort, quien atacó el problema inmediatamente despu~s 

de dese.rrollar su teoría de la rotación gsllictica (que resulta _ese!! 

cialrnente de la aplicacidn de los conceptos del inciso 6 del ce.p!ttl­

lo I). Su primera publicación al respecto apareción en 1932, desde 

entonces ha hecho varias modificaciones E>- au modelo original. 

A partir de la solución de Oort existen otros modelos, como el 

~odelo 1 en la tablal(Idlis). 

B~ 

La solución de Oort requiere que las dispersiones en la airee~ 

ci6n C::::Í y z sean i¡;uales. Si introducimos el hecho de que las velo­

cidodes cuadre.das merlie.s son constantes y q_ue la distribucicSn ea ga!! 

ssiena en las ecuaciones (I-21) e integrnmos desde (O,O) hasta (iO,z), 
obtenemos: 

introduciendo los perdmetros de Oort 

B= --2' (.@t + c)<9°) 
- w ~w 

y ln. re lr.ci6n 

dnn:lc h 2 " ,,.2 ~ son los coeficientes de los tárminos de segundo grado 



que (1pa1·eccn en lri for'1< cn~<l.r~tic.'.'. ·~ (ineh'o ?, c:.,f:.;qlo I) (".rn se 

usa ·12.r::: <1flfi:1ir l~. ley eli 'soid:ü de r1j P.trjbuci6n rJ.e velod<1r·l1es. 

Ohtene!nos 
r:r.'2 í3 

Q -

q-~ A- i3 
Si los inrfmetros A y B se dcriircn •nrl' un snhofoi;c:ia r¡ue se 

mueva en órbitas cr.si circule.res, ·1odemos sulisti tuir lri velocid¡1d 

circular 8c. por le. velocidad 8 0 ,, nedfolltP. lo rel~ci6n 

<Ji=-Qw 
podec~os clcrhwr la sioliente exprosi6n p::-.rn A: 

las 

A~~ ~ (1- w 
. . Q~ 

dos f6r:nul:i.s resultantes 

~w -:: - ( 11-B)i 

d Qcs .,. (A - B) ( 3 A -1- i3 J 
dw 

se introducen en lr. ecuaci6n ele l'oisson nfirn obtener: 

AplicEJndo esto a la vecindad del sol obten~mos un." relnci6n en­

tre la pendiente de la r.tracci6n en la direcci6n z y la densidad en 

esta vecindad del sol. 

Existen alguJ1.ss discrep1'!!lcir.s importnntes entre la soluci6n de 

Oort y las observaciones ( fund~nentalmente en curuito a la desviaci6n 

del vártice), ·sin embargo su enfoque es mu~r interes1mte ~ra o,ue en c! 

si todos los aemás modelos ni siquiera se tom11n en cucntp. los movj­

mientos en la· dirección z. 

En 1947 Par•rnago introdnjo ll' hin6tesis <le .que lr. curva de rota· 

ción debe oresentar dos ri1faimos; el ,rimero corres:1onde f'. l¡;- nobla-



l/O 

ci.ón II ~r el so¡:;undo e. 12 poblP.ción I. Asi el primer máximo corres­

'londe ::-. la fÓI'!l!Ula ªº -:. C5 W (III-1) 
'l.12. e, -1-C./» 

con constantes narc. la población II. En esta fórmula las constantes 

cl' c2 y c
3 

fueron derive.des por Parenago del movimiento de las ce­

feidP.s. 

Considerando la fuer:oa de e.tracción en el plano de simetría y 

mediante le aplicación de la fórmuh (III-1) y la ecuacidn de 

Poisson, Parenago obtiene un modelo de la distribucidn de la densi-

de.d en nustra gala."'<in. 

El modelo de Idlis resulta de una modificación al de Parenago 

que viene de introducir el hecho de que en algunas regiones .fuera 

del ~l::.no galáctico ln dcnoiclad es cero y de que el potencial debe 

tender a cero como l/OJ a gr8ndes distancias. 

J,os dos valores que a'lnrecen en la tabla vienen de considerar 

lto <leterminnción de ln masa nnra i\os c?.sos extrmos: una esfera y ·uri 

disco Jlr.no resoectivamente. 

31 modelo núr.1ero 2 está bE.srdo en en la ley de Bottlinger para 

110 fuerz~1: 
Q """ -t.O -

I +- bw 
(III-2) 

:::st:" le~, tiene nn comport2.'.1iento o.decundo e. t;rP.:1des distancias, 

cor.ir.:. que no sncec.e con lr ley rle Oort. 

A -,:rnnceo rliott:J1cirn la fórmulr do Ilottlinger es proporcional 

r: -a/ bO:J ~ ·u esto 11ue <.'. graneles <iistpncj. r s la atracción se aproxima 

r-- ln rle un -ounto mDsn, ".'"Gr .. ~/Wl., 1~ Mr.se. tot~.l será: 

(IIl-3) 

L(li!mcr.n uso 'lr.tP lo:: Jrrr 1letcr""J:Íi11 ]' l~. rH\S:?. ae ln sit.ttiente 

WILmTECA CENTR'M. 
U. N.A. M, 
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estCT velocicbd sc ::J.c:::n::;c: e1! W.w...::. ~ 

substituyendo l"s consk.ntes Q. y h de ( Ill-3) obtenc11os: 

(III-4) 

:Sl !lloclelo número 3 CGtf. b::.sr·c1o en ln introducci6n de nna terce­

ra integral (t> lo q_ue nos helios i·efcrido en el indso 1 '1el cBn:ítnlo 

II). 

3n los modelos 4 y 5 ne considerr. lCT l,·1ro:;:inc.ción rle un 'Junto 

masa. En el modelo 4 se ::>.?lic::. lr, t• Qro:-:b'.:ción 1:e¡ileri<1nn. según la 

cual la mese. está dr.d '_Jor: M-=- wQl (JII-5) 

G 
por su;msto esta es une q1ro:dr1r:ci 6n mu:r burd2 .• l!¡cs ':c.clr.lr;nte (en el 

capítulo IV) veremos que este. n:1roxi.11r..ción 90 !18 er~pler.do p2rn de-

terminar le !ir-.s~ de al:;unrs ~olcxirs ele lris que no se hnn nodido ob-

tener mnyores dntos. 

:':l modelo 5 Ee bf'.SD en cl teoremR 'fjrinl: ?.T+ .. Q:=·O , i'.rmde T 

es lr. cner0fo. ci!léticn totnl ¡r ..12 es 1::- cnar(Jn "otencif'l .• T-:n':e méto­

do tiene el inconveniente <le 'el.le si bien nos 11.1ede dr-.r lo !Jlcsn tots.l, 

no nos '.lllede d8r lP- distribución de lf' cfo:1eiclr.d. 

Los modelos 6 y 7 consisten en re,1resent?r 12. ,::r'18xia. como una 

su!)er¡iosi.ci6l1. de un :mnto :nnro:: :r un esferoide homor;•íneo. l'or su·iues­

to flmbos est~n brisados en el modelo ori·::ind de Oort (1927). Oort 

pro:>mso este modelo en el cwe la r.tr?cd6n tiene dos co:nponentes: 



Q= Q, .... Qi. 
donde Q1 es la debida nl punto masa y Q2 al esferoide homogéneo, 

'\,- '2-

0. = p w Oi = ~ w 
Este modelo fue construido con los datos de la vecindad del 

sol, por lo q_ue la validez de su extrapolación a grandes distancias 

no está justificada. Por otro lado la atracción es demasiado grande 

cerca del centro y aumenta como w a grandes distancias, lo cual no 

es -iosible. 

Los modelos B, 9, 10 y 11 consisten en la surierposici6n de 2 

o mns cuerpos elementales. Se han construido un gran n~mero de mo­

delos combine.ndo VD~ios cuerDoS elementales: puntos masa, esferoi­

des homoeéneos y esferoides inhomogéneos. 

El modelo de ten Tiruggencate consiste en un punto masa y un dis­

co plr.no (CE; so límite de dos esferoides hilaogéneos). 

De una discusión muy detallada de las densidades en la direcoidn 

z, resultó el modelo de Oort de 1941. Este modelo consiste en un 

punto masa, un esferoide interior y once esferoides exteriores. 

Safronov (modelo 10 ) conserva los esferoides exteriores de Oort 

1ero considcrri cinco interi.o~es. 

\ .. iedir-.nte el modelo de Jl'nák se re·)resente el cuerno nrincillal 

de lu gr-.lr01:in mec'.irnte un esfertJide :r el halo meo.iante una esfera. 

,"..sí el élisco est~ inr.ierso en unn esferP. de bl?.ja densidad. 

En los modelos 12, 13, 14, 15 y 16 se considera que. el cuerpo 

11rinc:i.•1nl de ln ,;aluxiu es un disco. Es interesr.nte notfir que los 

mor1e:.os br.s.:ilos en un disco se construye:nron antes que los modelos 

ciue nsr.n esferoir!.es '1etero,;éneos, ::.ún curcnclo les matemá.ticas q_ue se 

en.•lenn en los rnof..elos de c1isco son macho mos complicP.das. 

r;i primer ::iorlclo de ~lisco fne <b<lo por 3ucerius y consiste en 



l. :n núcleo en for:.1r: ele un esfcroi11c homo¡;6neo con un2 rehciól1 a­

:dd de 1:2 y un senieje mr:ror rle 2.5 1.::1c. 

2. lfn disco de radio R 15 kpc. y con unr al.Jru:;it:::. rli. s:nil1uci~11 rle 

le. rlensiderl en lr rUrecci6n z 

3. El nateri:'ll difuoo se renreHenta medifmte un elíseo homog6neo de 

200 ne. de ancho. 

Un disco ,lflno ne 'Jllerle considerrr co:no el. creso l:foli te c'!e u!1 

e~fe1•0::\de, de este modo se µuede determine.r el notencial interior 

y extcrtor r. un disco nlono homor.éneo. j~n 1942 \'!yse ;,r '.:ia;r2.ll deriv~ 

ron la atracción debida a un esferoide heterogéneo, y como caso lím! 

la debida a un disco hetero.géneo descoml)onHmdolo en discos elemen­

tales homogéneos y desarrollando la densidad en serie, 

Para la construcción del modelo 13 Camm usó el término lineal 

de esta expansión. Usó también un punto masa y el radio del disco 

igual a 15 kpc. 

De la geometría de los esferoides se obtiene le. siguiente 

ecuación 

'L4o 
Q ~ = -1.1t1G Co:S llJ a} I p AM-'-d ,u,i... 

CJ ro "' 
w .1 " 1. llJ . o yAUa-~~lº 

donde e.Ja." coso/
0

, c y a.. son los semiejes mayor y menor del esferoide· 

respectivamente. m es un parámetro adimensicnal, en el plano de si­

metría ,.,:,.=o/a...~ en el ·eje de rotación MA.:t/c • rr 0 =U5/a.... 
Kuzmin (1952) fué el primero en notar que esta ecuación se pue­

de reducir e. 1,lnn ecuación integral del tipo de Abel si el esferoi­

de está totalmente aplfll'lr..do, sen <f'o:: 1. 



. 'fl./ 

Yuzmin extrc:poló hPcia ambas direcciones una curva de rotación 

empírica deter:nine.dP pare lr.s estrellns cefeidas hasta una rlistan -

cie de 2.5 kpc a ambos lados del sol, y mediente una integración n~ 

mérica obtiene> ~ '1Prtir de su ecuación integral ,la densidad. 

Y.:ste mamo nrocediriiento fue us2.do rior l'.iladze (modelo 15) pero 

US'.lTidO le. curva de rotación a lartir del hidrógeno, 

En el modelo de Brendt se usa tembién la ecuación (III-6) pero 

combincda con lr. ley de Bottlinger. 

Los modelos 17 al 22 usrm esferoides hetero¡;éneos, 

La primera aplicación de esferoides heterogéneos.a modelos ga­

lácticos fué hecha por Perek ( 1948, 1951) usando la ley de densidad 

f' ~ P,J 1- rrriz. )'"' 
se han construido modelos para distintos valoree de n, el que apa -

rece en la tabla corres}Jonde a n ::: 2. fe. ~, %/a. se determinan me­

dieJJte lns constantes de Oort. 

m modelo de 3chmidt (modelo 18) es uno de los mas completos 

junto con el modelo 22 que describiremos al final. La ley de denei­

cbd introducida por Schmidt es la siguiente: 

eunri.ue la denslde.d es infinitn en el centro, la rne.sa totel es fini-

tn: 

donde f.. es la densid1::d en m =1/2. 

f'..n su trak .. jo Scl:L'nid·t describe tres modelos distintos: el prime-. 

ro, el moa simrile, consiste en un solo esferoide. El segundo consis­

te de tres esferoides inhomogéneos; el primero representa.los objetos 

de ln poblaci6n I, el secundo ln nobl2.ci6n lle estrellas F -:M y el 

toreara objetos desconocidos, Se dermestrr. o_11e éste modelo prob~ble­

!!1011te no sr.tisfr-ce lPs condiciones ele continuidad y e11.uilibrio, El 



tercer mo,\elo consiate de cuatro esfcroi;le<• no ho:no;~6neos, el n:os 

mrsivo c1e los c1.1rlee cor:res•rin<lc F objetos .~_eflconocj <los r¡rrr po<ler 

ex:iJ.icEr lP. ntrr'.CC:i.6n en el sol. Como en eJ. se,YJn.-10 moclelo, el ,-,ri­

mer esferoide re11resentn lo nobbci6n I; el segundo lri r:iohle.ci6n de 

estrelles F -M, pero este esfer· ide no nuede rl.c1>11:1f'r mns all6 de 

z ic O. 72 l::pc. :mr lo que se introduce un tercer esferoic'.e cine i:repre­

senta la poble.ci6n de estrellE.s con al tas velocidades en z. El cuar­

to esferoide es el de los objetos desconocidos. Para obtener el mod~ 

lo final, Schmidt agrega a estos cuatro esferoides otros nueve medi2!! 

te lo cual se elimina le. desviaci6n de una disminuci6n perf ectamen­

te lineal de la fuerza central. 

_En 1954 Perek propuso el uso de una funci6n gausit'.!le. como ley 

de densidad. 

El modelo n~mero 20 se basa en esta ley y el uso de dos es~e -

roides heterogéneos. 

Ye.suda us6 esta misme. ley y cue.tro esferoides heterogéneos. 

En el modelo de Perek de 1959 (modelo 22) no se introduce un 

esferoide 'Jara objetos desconocidos, sino '!lle se su ione qne el exc.eso 

de mesa se debe a un eifeso en lr.s roble.ciones conocidas o q11e está 

distribuido en todas ellas. 

De este ;11ode~o se rleduce ciue lu poblaci6n II no es de ningune 

mruiera despreciable a gran escale., ;;mesto. que es res]'lonsable de un 

13~ a 20% de le. atraeci6n en el sol. A la distancia del sol, conclu­

ye Perek, clel 3\~ d 5~ de le. mr.su es debida a rioblr.ci<Sn JI. Por o·­

tro lndo la pÓblo.ci6n mas importante es lu del disco, que re:iresen-

ta 1or lo menos las dos tercerns ')e.rtes de la marsri. totnl de le. ¡;¡,,ln~ 

x~.a. 

'Decir cur_l· es el. mejor nor!c1o ·~0rr. renTcscnt.Er l~~ r~~lr:xir.-. no 
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ca f~cH; ar.ar uno de ellos ti<mc <-.1Q.mr vcntr:jr. sobre los demás y 

r:u ri;11ico.ci6n se jnstific1' en la medifü1. de lo. importancia que se le 

csi;:nc ce los •1.istintos ti,,os r1c observaciones. 

Como un ejennlo del poco sentido que tiene continuar elaboran­

do :noclelos mr.s y :nns coo.11 ict:dos ')crn deterr.linar la me.ea de la ge.la-

xin mientras no se 1'.Vr-l'!ce prrnlelrnente en otros sentidos, compare­

:nos los :nodelos l y 10 de la tabla. Usando los mismos valores (e:1'0=:J..¡~ 
~e = 2.33) obtenemos Ilediente la a;>roximaci6n de un disco plano ( apro -

ximr.ci611 muy burd!:•. por cierto) exactrunente la misma masa que emplee.!2 

do uri elaborado :noclclo de 16 esferoides. 

Es interesru1tc t~~bién comparar distintas curvas de rotaci6n¡ 

l:? c:1rva c1~ 7Y'"ª ;,' l!ay::tll ai¡;ue muy de cerca las observaciones de 

C'\abcock, lo mismo !!_Ue la curva de Schwarzechild sigue las observa -

cienes de radio. Las de Lohmann, Talcase y Schwarzschild pasen atra­

ves de puntos normales formados mediante diferentes procedimientos 

a ue.rtir de las velocidades radiales de Mayall. Ea imposible decir 

cual de los modelos se ajusta mejor a las observaciones, y tiene 

muer ~oco sentido seguir conotruyendo modelos mientras no mejoren y 

aumenten los datos observacionales. 

Desde el punto de vista de la construcéi6n de modelos basados 

en una cierta distribuci6n de velocidades, ea evidente que se re­

quiere un mejor conocimiento de la forma de esta distribuoi6n antes 

de seguir adelente. 

Para la determinaci6n directa de ln densidad es muy neoesario 

un criterio confiable 9ara la clasificaoi6n de las estrellas en po-

blo.ciones. Son indispensables datos r.my ,,resisos de la vecindad so-

hr, !1'.lesto q•Je es un 'lunto m•.iy iriportrlnte '!"ara checar, 

Hay unn grf'n oantided de modelos ha.ar.idos en leyes especiales de 

denoidad nCT.ra lr.s c1w.les se conoce J.a exr>resi6n del. ¡iotencial. ·.Sin 



embnrr;o, es nosible f!Ue :le 11uevns obr.crvi~c:i r,nes snrjr' l.P necesirlrrl 

de esturlier otras leJres <le de:rni~.nd r.-,1~e lt:.rnt::>. "1?.l'.oro no h:m recilii­

do ntenci6n. 

l.f¡. 



CAPITULO IV 

~iOB!!E LA Dl!:TERMINAUlON lJl!: LA !JASA E:' OTRAS GALAXIAS 

:'IS.l:'l.liALES 

J.lcunos de los modelos descritos en el capítulo IIl han sido ~ 

s~dos por diferentes autores pera determinar la masa de distintas 

;;drxi:::s esnirales. Como se ha <'.icho antes, los modelos que se pue-

nen ern;1lear en este cPso son b11stPnte burdos· ·lebido n la es--

C!'8n informr-.cJ.6n e bserv>.ciomü <'.ne se tiene en comperaci6n con el 

cPso <'le nuestra gPloxin. 

Bn un nrinci ·iio l~ rtenci6n se concentró en las galaxias mas 

cerco.nas U31 y 1'!33. A contjm1Pci6n resu'ilirnos los resultados obteni 

dos en el estudio de estos ~os e~·.l~JCfo.s en las tablas II y 111 res 

pecti vemente. 

TABLA Il 

Las determinaciones de la masa de ~ .. 131. 
!! 

Autor d (kpc)(l011 '!!.4') Modelo 

Babcock ( 1939) 460 1.02 esferoide homogéneo 

·:1yse y MayPll 210 0.95 disco plano 
( 1942) 

Lohr.iann ( 1954) 460 3.3 ley de Bottlinger 

Sch1·1c.r21schi lit 460 1.4 disco l)lano, !!./L = cte. 
( 1954) 

ficr~·üat ( l'J57) 630 3.38 esferoides homogéneos 

Trb'.se (1957) 540 2.0 esferoides heterogéneos 

Poved8. ( 1950) 500 2.0 estimaci6n basada en 
simetría esférica 

:=rr.ndt (1960) 600 3,7 disco plano 

rcfercncj.P .. - Ar1v::r.ccs in Astrono:n~· ::n•1 Astro[lhysics Vol. I, 1962 
T,, "crel-:-"listrj butfon on mr.ns in oblate stellar s:i.s­
te111H. 



TABLA III 

Lus de terllinr.cirines de lt: inr.su de 1.133 • 

(109 
.i. 

Autor 'd (kpc) !·'.0) 

Aller ( 1942) 220 1.8 

1'/yse y t~fl~'l?.11 920 1.7 
(1942) 

Loh'llenn ( 1954) 440 10.0 

Schwar:ischild po 5.0 
( 1954) 

Te ka se ( lC157) 540 4.4 

~.!o delo 

disco plano 

disco pleno 

le;r de Bot.tlinzer 

disco '1;,no, T•.tr,:ctc. 

esf11rnide heteroe~­
neo. 

l'oveda y Tn'·:cse (I.:31) con distr:1ci> s :n:rccifü ... s, GE' otticnen resul­

te.dos i¿;uales con modelos clii'ere:1tes; 

Si bien desde entonces al:, .. unos ¡-,utores hr.n estuc:i~,do otras ¿;a­

laxias aplicwdo distintos modelos, en este trnhc:jo :lof. lirni tare-

mos a discutir el extenso tr::.tf,jo reriliz::;no al respecto :_ior G. H. 

Eurbidge et al, nue es sin dudr. el r~rs comnleto rer-l.i;;rtlo he.st::> lr. 

fecho .. 

sido ,nhlicr.do en 1%8. Abrrcrn un tot1cl <le tretnt:-:. 1:.l>.la:d2.s es,ir:::: 

les (~r es:iirtües en b::>.rra). En le. t¡¡ble IV resumi:nos los result:·ñoo 

obtenidos y a continuación orsa-nos P.l f:'.n!ilisis de estoro rnsultn<los. 

Las erl<.>.xir.s está.11 numer<:rl~.s en el 6rrlen crono16ci co de lfl !JU:-

blicaci6n correspondiente. 

En lt. cuártn columna :::e '1r. 1:.:. d_iotnncir en so~:'lndos de erco 

(desde el centro) hasta ln rpe se extiende 12. curva de .rofoci6n ob-

tenida de lns observaciones espectrosc6picrcs. La. séptima columna 



sn 
nos indicri haste. ~.ue' diotru1cin ( t11mbi~n cles,Je el centro) se ha cal-

culP.do la masa en el c::iso de f!.Ue ln mt?s.e c:üculada no se considere 

la masa total de la galaxia. La relaci6n M/L de la octava columna 

está en unidndes solares y se refiere f1 Ma!'.iütudes foto¡:;rlíficas. l1:as 

adelante haremos algunos conentc.rios :oobre le. c•linta colmma a_ue nos 

d¡i la distancio. Q 11'. g['lr.xin (en H¡ic.) ~! sob:!:'e 12. 1H ti mil. co lu"lne .• 

TA1JLA IV 

Resímen de J.os resnl tr-.dos obtenidos ior :'urbid¡;c et al en 

el estudio de tretntfl ¡z.~.l'.'.xi::.o ele ti ·10 es ,j ri:.l. 

No. I!GC tipo ilist. d en f,!asa hi:otn M/L crupo 
curva !.'pe. en!.~ donde 

1- 1o~i '5b 30'1 1'1 '* 2."f x1o'º .30" ;{, .IT y I 

2 
l.t xio'º 

3 I .2 2Jl.JC, '5a.p .l.JO" 
1.2 x10'ª 

TOTRL 

10.3 1.<. x10'º 11 2 
3 5oSS SbjSr. 2ao• 

f.4* s.s xrd" 11 2.g II 

+ 3SSG Se 120" I0.31 1.lJ x10
1º 11 /./ - /.' 1l 

'º rlUCLéO TI s 1'3'-5 SBO 20.1 J!i-z:vc10 

' 1oq:¡. S'!lO l~.I o.si- o.s4xicJª 11 TI 

Sb,kc ' 3.1 x10"' s.s. 
I :¡. J9o3 11./0" 140'' }.9* 4,q x10

1º -4.l 

'J 14n S'ab ~O" 3S: 2 -z,7_ ')( 10
1º 'Bflflllll 11 

q srui q XIO~ To TAL I 
3.'itf{ €0" 19.'6 o.::¡. 

'2-S x•o~ tlVCléO .E 
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1:0. 1~GU ti,10 dist. d en Masa hrtsta ~l/L erupo 
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Toa.~'ª les dj strmci:::s, excepto a~~tel las T"'l"rcadas con un asteris 

ca, son las cr.ie oe derivr!l (\el velar 75 }J11/seg pnra la const211te de 

:'ulible (S8.J1r1r·.ge 1·~5fl). :Sl hecho de no convertir las distancias bo.-

s~ndose en el vnlor reojente es fotencj_onrl n2ra Dr6nosi toa de com-

ni-r:;-c} ón. Botr; r'li srw merlj c.r·. lli?. siclo ~.c1ontuñr; ;ior llurbidge et al. 

L::> últi11n col1.1mn,-, de la tebln se refiere ul ti'º de modelo que 

se he. 1.wr:do ·1art'. deterrnirn;r la mr.su. Los modelos se pueden dividir 

nn 'tres ¿ru 'OS: 

I J,'.'fl superficies ercuidcnsLs son esferoides oblatos de eccen--

tricirkd constante. 

II La g<.lr,,xia se representa mediante un esferoide homogáneo. 

III Apro:dmuci6n lCeplerinne.. 

Describiremos resmniclal?lente el procedimiento em;lleado para de-

ter!ün2r 12 m2s2. con el modelo I. 

En el 11rir.iero de sus trabr.jos (Ap. J. 122-739) Burbidge et al 

rl.evruestrr.>n que r><-rtiendo ele lr:s ecur.ciones hidrodinrunicaa (derivadas 

en el 1rimer CG~ítulo de este tre.b:o>.jo), si se cunsidera que la fue! 

:;m ,;rrtvi tc.cionnl sobre un elemento de mRsa debe estar balanceada 

Vz¡.w- = r 'l•)r ln fuer:~::-. centrífuga l1ebid2. u le. r·:itaci6n, i. e., /e t. 
f'O'l1: 

n se::: c:uc ce clospreci!:'. el término de la presi6n debido a movimientos 

no circulares, entonces la velocidad de rotaci6n (real) V(iO) se r!! 

lecionn con la distribución de densidad atraves de la ecuaci6n inte 

,.r,.,l· W 
" • -~ "" . 1. ,¡,J p(o..l& do.. 

VC w) = 4rrG (1- !<: ) ( w,,_ 1t.i.d:)'lt. 
o 

(IV-1) 

donr1e p(a.) es l<. densidad i!.e unr. cnn~ esferoidal de semieje mP.yor Q. 1 

ne~ieje menor c y eccentricid~~ k 

:Gstn ccm·ci6n :10 "m·.ro rc;sol..ve!'tle en forn~. Rnelítica pP.ra f(c:t.) 
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rle W. Al :·esolver .:,l coi:j·mto :::ewltc,nte ,1e 

ecu<:>.ciones line<>les se obtienen lL'.s P,'/I, r.ue se :mnnen Cf.,cri"!Jir de lr 

formn 

1 ICM+S 

pM: 4 'ITG -,-, .-fc.-t)-'/-z (lV-2) 

donde l:?.s An son coeficientes num6ric<Js cu;.·ns expresion!s ¡:i:;rn vc.l~ 

rell peres e imp11res de n se. dan en 6ste i:iri:Ticr trab2;jo. 

L!'. rir·GP. totnl interior ::-.1 punto 11r.s lejL'Jlo hrstr .el q_ne se ex;.. 

tiende h: curvP. de rotcci6n ( Ai:::tr.ncir Qtrlel cc,1tro) eEM drda ,'}Or 

¡l N l'i "'+! 
"": 417 (1- k") ,, L. P. .....;"'::-* -

llUO M tY\•3 
~ /. iM+3 

:. ..L [ \ka,.) 'lflVI 
G 1\1:0 'n+3 AMU(lt) 

'Jebe de to:nerse sie;n ire en cnenta D_1te la vcl•Jci<!:;.'1 de rotP.ci6n 

real V(w) en cudr:iuicr :mi1to de lr ;::2lr.):ir.. N:M' relC!cion:0 de. con ln 

velocid2d. de rokci6n olnrnrv<·.dr. ·r• (¡¡j) :1edi:-'nte 111 ecurci6n 

V'(w) sec.4">;: V(c'O) 
donde~ es el ~.n¡¡ulo entre el '1lnno de rotr.ici6n ;r b líneo. vieu!'.l. 

Ge ·lem•.testrr?. ~·ne este factor !':e :iuer~e to::1r>r en cuentr. f'.l fina! de. 

los cHculos m1!lti··1lic>:>n,10 l:: mrfJ<>. y lP ilidrjh11cj 6n i'le la densj dr?n. 

"ºr sec
2 @ 

:~ 18. :-ir~cticr ... el ,1rocedi:~d er!4:o r.•Je se nj :_:.iJo es el o:! -~-u:i·ente: 
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V: W [ bmwrn 
M:O 

n esta curvr, l!le<1iruite el :n6todo de :níni'nos cur-dr;.dos, l1~n. esto se 

construyen soluciones con 3, 4, 5, G y en oc<.cioncs !!esta 7 pRráme-" 

tros y se toma el que mejes se ajusta a la curva observacional. Des 

puós este polinomio se eleva al cun~r~rlo para determinar lns 'lfrn. 

'.le los coeficientes 'lf,.. se obtienen l['.S p '\'\ r.iediMte la eClrnci6n 

( IV-2) , Los valores que se tom~m J.J?rl?. c/ o., ven de 1/2 a 1/15. 

La densidP.d obtenida r1ediante este método de,_iende del ve.1-:r del 

par§J)letro k, que es rnu~r difit·i l de enti:n<'r r-· l'renol' ¡;'lo 1:-- ¡;c?ln:<:ie. e!! 

té crcsi de ccnto, :r si er":e es el crso, 1.~· velocicl'. el rle rotnci6n a-

;>aren te '>Uede estr.r fz:lsec.dE debido o ln ~bsorci 611 :,'f' <me no demos 

este-.r observando sólo una narte dill 1erfil rcDl U.e 'l:-- l:fnon. 

Sste métoclo tiene 81,;unos inconveniente¡;; si. l·: c•.trvc de rote.­

ci6n óbservade. es muy irregular (en clprnos casos :_•rcsentr. interve.­

los v2.cíoJ) el método de ajuste de la curva rredj :.nte Mí·,Ji1e.os m¡¡:--

clrr:dos puede ser :n·¡;; enc1: . .'\oso. La distribuci.6~1 rlo h. (:e.·::ü:lr. c1 nuede 

conste.'1te, sin er1b,,_r;~o, este es nn :nor1elo rumnr.ble 

;ror infor.nPci6'!';. Se rleb0 tener :-irosnnte (ente ce ~.1n 'J1tn+:o ritn;,:- · ir.i:10! 

tP.nte co-r.o vcre·.:os m:cs ~rhlr-nte) ~no lr. ccunción (IY-1) no tom2. en 

cuentr, el efecto <1e los movfrrie:1to:o no r,ircul"res. 

Lo n.ue en le. tnbl~. IY se tnrlicr> como extrr ·1'll:1cj 6n, cordst<! en 

SU 'O:ier c-_ue lf'. ::1.m1s~ (3:4·.~1 C!l el ,,m to :n:,n lcj:-;10 1."rr· el CUPl se !:n 

celculr:do ln. :nen:· interior ce mR!'1tiene conste.nte hrsi:::'. otro 'lllTito 

m~'s lej<:-no ( rlel centro} h::.;;tr.. Ol "~llC CC e;:tr('.•10l:t el V<').or ele 1'J filt'. 

se.. 



rleliirlui {. l_os :iovi:nic¡;toc cil·c~tl.':r•JC. 

La r>:1ro:ci·1,·ci6;; }'.e 1lcriLllc. (modelo III) consiste, como ye. he--

mos visto, en :>u_ionnr •.:.•:e tod:- l:· :c.t f:c :ie ~··c:ede concentrar en un 

¡m:1to er1 el Gentro y entoncer. conoi<1ero.r la utrucción Kepleriana de 

ccc ·~unto :nrsa ::'. Ul12. cierto. distnnci::i. La masa estará dada en este 

ci:i.oo :ior 

( ec. III-5) 

ilonde V es lP velocic1~r1 de rot::.ción me:1idn ::'. una distP.11cia W del 

cen l;rp. 

Lo que Ee hrce es tomt'.r lt'. Mayor dist2ncie. del centro a le. que 

ae )1.ier1e medir c.l :nenos una vclocidcd de rote.ción para un punto y 

de est2- m211cre oe crrlcul0. lP. rnr.sa interior a e Re .?unto. 

::::s iM?Ortante en este punto, ;Jor al,'.io qne veremo.s mas adelflllte, 

hacer notar lo siguiente: si bien a ¡;rendes distancias de la galaxia 

la atracción debe tender a la Kepleriana, si se considera un punto 

interior a la ~ulro::ia (lo cual sucede en la mayoría de los casos 

ya que fo r;doXiR Se extiende, :1or lo general, mas ellá del punto 

·en el que se mide la velocidad de rotaci6n) se estará estimando siem 

pre una masa menor. 

!remos tol'lr.do dos gala.'Cins rle J.n tabla IV, ~!GU5005 y lfüC5055 

·1rra hr..cer un Pn:Uisis mós detallado de la compnraci6n entre vnrios 

::lodeJ.os. 

En < .. mbos c2sos se he tr2.'.'lcdo ln curva de rotación o .. ue se obten 

clrín si lc. "lr.lK estuviera distribuida rle t1cuerdo con la ley de Bo -

ttlin.::er (modelo 2. de la tabla I, Ct:'.pítulo IIIJ. Como hemos visto 

e¡;tr .. ley de .funrze tiene un com•>ort~1iento l'lUY pareciño a la de o·ort 

pr.rf.. '.ieque:J.:::s dj :;t:'.':ci< s :r e rli:!.'0m;·,cir.. de 6st!l u ¡,;rondes distallciaa 

tiene un com•1ort;¡1~ir:~l to ;~e :1lerirno. 



~o ~o es:!'oroide de ,,e;1dC.1·.'.\ uniforme (mo<lelo Il) la rnosa estará da­

di:. por la expresi6n (Ap. J, 130-31) l 

f1==a.V 
CLG 

donrle et : r: x 
l (o..1.- r:.t.)'1'2. 

c_o5-' (~) -;:J 
es el semiejl'l :nn:yor, V es la velocidad de rotaci6n real ( correg! 

·1::. •1or un fr.ctor de orj ent1Jci6n) en el extremo mas exterior de Q. y 

s eo la ~endie!lte de he curvlól. rle rotPci6n. 

Une. ~rJJcrn mn:.r sici'lle de cleterr.iin::i.r la orientnci6n es su.,oner 

11ue el cue-r¡Jo :1rincj ~al !le la E,olic:xfr. es circular en el nlpno de .la 

¿;f.!l:>.xia; entonces lr>. rell'.ci6n observe.d::i entre los ejes mayor y menor 

nos d:c la relrrci6n entre el rn¡;ulo t y la velocidad de rotaci6n ve:; 

de.dera, V. :!:sta u su vez nos de. le relaci6n con la velocidad obser 

v::1da U, medirnte l~' ecur.;cii1n U ;_ Vcosec f . 
;~ste i<iOlle.lo os un:• n::iroxi:n~ci6n k:ste.'lte burda, yo. que el sup~ 

nr.r q_ue 11nt' ¡:;2.lr.xirc es sn esferoide de densidad consto.nte implica 

rtue lr curva de rotaci6n debe ser complotS'lente lineal. El modelo ha 

sido üm'llendo, on le. ma.;vorÍP i!e los cnsos, cunndo la curva de rota-

ci6n no se tiene n:'.S r¡•1e ;irrr lé s rcciones centrales de la galaxia 

y sólo se nucde deter:ninar la mesa del m1cleo. Por otro lado, es s<f. 

lo en est.... re¡::i6n en (11:e lr?. curvo es ( P.l menos o.nro::dmadamente) li-

ne~.l. 

li;:ictcn otr¡¡s dos ilific>.1ltr.c1.cs; no c:xiate une. mnnera obvia y 

:.10rfcckmer.tc i'.ctermin:-dr. ( ain r.r.ibi¡;Uedf!cles) de obtener la relación 

c/ Ov , •or otro lrcc1.o lr.s ;ienclic;rtes de la curva de rotaci6n obteni­

c',ca C'l ce.ele. lr.rlo del centro r:o ¡;on exactw1ente i[.,"Uales, En este 

:nodelo, 001~0 er! .el rc.i:torior, cólo r,c tomm1 en cuentr>. les· fuerzas 
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sucesivo V:
0

) 

Vrwi= Gtm=~~~ >' 

Lolt"lr-.?m encuen+.rr·. lr f:i:.;uientc ex~1r::::ii6n 

V- w/w,.,, f3 v 
- 3¡Vz. IWI 

[• + i. (w/tZMA) J 

(IV-3) 

"' Tom:::1:'!0 WfWI:-" Vm rlirectrc'ncntc de loo dr>tos obocrvc·.ci•mnles es 

que se he. t!'i:.zrdo, nedirJ1te 1::. ex~1rcsi6n (IV-3) l.:: cl.trv::i correspon-

diente a le ley de Bottlin¿er. 

En las gr6ficas I ~· II est<.s C'.1.rv:·s est~n mcrcr:ii8s con el núme 

ro 2, L:;;.s curvns mc.rcaf'las con el número 1 son l!?.S adapt:;.fü:s a los 

datos observacionales por Burbid6e et al medi121te el m~todo descrito 

en el modelo I. 

h'n el caso de lfüC5005 ln.s curvas 1 :r 2 no rlHieren demasiado, 

aunque es evidente ~ne en ernbos crosos (rnr.s· tc.d::<vfr. en el cP..so de 

NGC5055) la ley de 3ottl1n;:;er corresponc1e !' una concentraci6n de 

masa '.'lenor en el centro, ~ue se vn extendiendo mos GU!'.Ve!'lente !:2.cia 

afuera. 

A :>artir de la ex ,resi6n ( IJl-4) hemos calculr rlo lro. mPso de 

erabas galro::ias (es decir, usando la ley de Bottlinger). 

a).- UGC5005. 

:Para esta 5alG.Xia se obtiene, medicnte la ley de Bottlineer ~.' 
. "' 

los valores V.= 280 km/se,z y~_=52", un::. r%•.se. de 
!!l ·-· 



(,t_ 

Burbidge et c.l obtienen une. mnst•. de :.: = 6 .95 >< 1010 Mm para la die­

tc.r1cfr. má""<i'.'1:: del centro haota la que se extiende la curva de rota­

ción (5.95 kpc.). Sin embargo, extrapolando (oajo la su~csici6n de 

<:>,'te le. clensidud en un punto r·. esta distancia de 5 .95kpc. se mantie.:.. 

ne coñsta."lte) hrst2 una rUotf.'.ncia de 12.67 kí'C• se obtiene una masa 

1 '' - 1 30 x l~ 11 ·¡· .,, L 1 1 · d 1"'-it ce .. - • ,1 '·-' '' e . ,-,s oe va or o con si eran como un .uu e aupe~ 

rior ya o,nfl de hecho lP. densidad ilehe ir disminuyendo. Como el va­

lo:r. r.rns 'rob:c.hle de ln.. l'lrsr total se da 

11 Ucl.05Xl0 1:10 (2) 

íJ.Ue corres')oncle u un!?. di ,tanci2 de 10 .5 kgc. 

La concordrnr.ia entre los valores (i) y (2) es aceptable, hasta 

cierto punto, como lo es la concordr-ncia entr ambas curvas en este 

cc.s.:i, :1or lo que hemos extrapolado la curva 2 (ya que la 1 no ee PU,!: 

de) p!lr!?. !)rop6sitos de compcre.ci6n con la curva. 3 (Kepleriana). Se 

observa que la concentraci6n de mase. mayor hacia el centro que se d!! 

c1'..rce de nurbit't.:_;e et al, se compensa, hfJsta cierto punto, mas e.del~ 

te con l::>. mr~·or cantids.d de masa n_ue nos da la curil:a de Bottlinger 

rl i:leje.rnos del centro. 

Ln cnrvE1 3 est~ b2.s~.d~. en le. etrncción Ke·ileriena (tomando la 

mr,sc1 de 6.95 X in l.O r.:0 reducida a '.)unto masa en el centro), se ha 

trazr<c1o !.'. moclo de co·:1~1::.raci6n ses.lo e r;randes distcnciaa, y como ea 

de cs~rnrurse ( ~rrc que re ne~cmta un límite inferior) está por deba­

jo de la curvo. de Ilottlin~er, y presumiblemente quede.ría debajo de 

1::1 otra también si ésta se ¡mdiera extrapolar. La si tuacidn ea con-

[;1'1.lente con el hecho de que eota no es la masa total. 

La compar:o>.ci6n con lr>. cnrv: ::ci;ilerinna es micho r.ms. interesente 

8il el. cEso de :·c.TC5055 y- la tre.tnrernos con mas detalle• para obtener 



b) .- ?'.GU5055 

los Valores de V 'll = 233km/ sec y ro,,..=100 11
, nno ffi.'.'Gr de 

,. -q 9 •1010 .. 
·" - • I'· 0 

:r;st?.. :%sn es consir1et'2.blemente ·~r,;·or r. cn,ln11iern de leo dos 

mr.sr.s que den :=>urbi<l¡;e et rl con•' toklcs: 

·· 7 , lOln .. ·"·= .o X -,,0 

10 1;1,,.5.5 XlO !.10 

J:'or otro le.do le.s discretJEncic .. s entre lns cnrvc..s son consülere. 

blemente mayores en este caso. 3e obsel"Tr «He J.:: curve. ele Jurbi,l.c;e 

,. et al cruza e la curve l:er>lerionv y si~;uc un JC<tur'.l.o trozo :•or debe 
i 

jo. 
Se han tomo.do varios valores posibles de w ;r V, ? se ha encon­

trado que para w=90" :r 'l=232 bn/se¡:; l.? .. ~proximeción Ke'>lerinna 

<: da· le misma mnsa encontrnde. ryor los F11rbidge (M = 7. 6 x 10~0 ?J G) 

·· como masa totrü :ne<li:>.nte el ":o'!clo J. r· e!lc n_ue ci estr. r~wsa estu­

viera concentrrdn en 1m :>Unto en el. ccntr0 ''e l.c. '.':~.l.n:da, n n2rtir 

de 90" ln curvr. de r:trr:cci6n deberfr: de r:<er idéntica '\ 10. resultun 

te de unr. ctrc-cci6n J·:e 1lerirne. J\n lv ¡¡rlfic::! 2 obscrvr:c~oo c:ne le 

curve. 1 cruzo e la curvE 3 (como yr- se '1c. dicho) ;r rlcsnui!io P.p2.rent~ 

mente tiende a bajar, lo cunl no succi!e con lH curvP. derivada de la 

ley de Eottlinger que sigue tendiendo CUP.Veriente u lu r:epleri:?nn. 

.. !lel hecho de r¡ue ln curva baja bruscef'lente Búr~1r1ge et d dec111 

cen 11ue la me.SR calcul2.da. >Jor el los co'1o i.nterior ' 200" es 1>.proY:' _ 

madnmente lo. mr.sr. totAl. ~stn conclusión nuede se.· 

rr6neu ye. 111e se dP.l:·c tener !1'.1:1 en c11cntP 'l'IC lr·. ·,.·1rva. -es el r,,<·.:ll­

t?..do ile un ejüste eotr:distico. :1 el los :nü:,10::; mendónrn n_irn todos 



,. ) 1 el ~·coulk.c1o c~ol :iro·~e.Uo •.le c·.rntro oboe:i:vucjones c1istjr1t~.~. 

~or otro lr?do no te'!r1rÍ!:'. se"!tido físicf'.mente si Ir. curvn 1 si-

.:.,·uiera brjc..'ldo des-iuéa 11e haber cru;;rdo P.. !P. 3, yr; c:ne cono henos di 

cho anteriormente la curva 3 renresent?. un lír.ii te inferior. 

debe esµer"r Cllle se 0.c 11!1 m:l'nimo :·' l.s curvr> vuelvr r- (:11hir, y este 

es un "Unto crucid ~.el e.ne ..,,,rtire:-:os nr.rr> o-tr0 ti 10 rle rlioc11si6n 
1 

. mns ~neJ.o:.ntc. 

::!s un hecho r1ue le ;;rr-!l mr" .. :oríe Oe l!?s curvt~o :1e rotuci6n no 

son suaves, sino que :Jrescntan 2 6 !nr:s rnt!.xirrios y m:!nil'lOS ¡!. en r;cne­

;i:r..l, fluctuic.ciones. Bsto sucei:'.e en el CP.so de l'GC5055, rero el mé­

todo ele BurOidge et ~l tiende r: suavizar ;I.M curvns oún con rioli­

nor.iios hgstP. de 7 tér.ninos. 

En 19GO 3randt desr..rrolló un método pnra deter'.'.linar ln rilP.sa 

que evita este ;Jroblem:oi. l1rE>!!dt de:mest:r.R r¡ue en el cnso l:l'mi te en 

c:ue c/ ~tiende a cero (lo cu?.l no es una '.lla lP. rproximrción para le.a 

f!:PlRxj ~s esnirr>l<rn), 1'e nuero :rcrnol.ver lf'. siguisrite ecurcinn jnte--

gral para obtener la masa interior a un .runto a una clistruic.ia W' del 

centro: 

"' w 

fv1(<»)= ~ r V'(aJda.. 
· rr G . ( w _ et) 112 

o 



C.4 

Esta es una ecuación de forma abeli::ina o~e se "Juede resolver 

numéricamente. 

Mediante el uso ne esta exgresi6n podemos calcular la denei-:... 

dad 11 'Suncrficial 11 (en el sentido de densidad por unided de super­

ficie, ~·r. que lf" gc.lexia se considera 11plr,n::tda) como :i:unci6n del 

r::dio vector ¡wrn cualquier curva de rotación dada sin tener que 

forznr leo observaciones u una expresión analítica. De este modo el 

efecto de las fluctua.ciones no se ce-11cele sino que al contrariQ, se 

exhi]?e "llen0nente. 

'P,n 1962 ::rmdt y t'ichP.el ::>."lim:.ron este método a }'GC!:>055 y ob­

tuvieron una MrEW de "=l. 2X1017.ainterior nl uunto él:= 190", 

esto. r1:·,s!'. es nuevmnente ·nnyor que la obtenoda por Ilurbidr;e et 

al (7. 6x1010 M0 ) :· se acerca mas u la que hemos obtenido meilie.n­

te le. le~· de -tottlinger ( 9.9 X 1010 
fSliJ). De todo lo anterior se 

deduce c~nc }1urbirlcc et al hrn ilej['do musa fuera¡ el en~lisis de lee 

curvo.a es bnstPnte cl:>ro, )ero veamos con mas detalle porqué la so-

luci6n de :Srcndt rl:?. ta".lbién m:i.o masa. 
l!emo·s menciom.uu ya la e;:istencj '-' de fluctuRcj onP.s en muchas 

de les curv:"s de rotaci6n i!e l: r: r;<"lry:jne ('ll1iy notoriamente. uor e-

,jemüo, en lu:; ¿;alé.xirn 1·.os. ;i,4,7,.LJ,16,20,etc, de la table..1V);e_2 

tas fluctunciones )Ue<len ser debifü~s o e1:rores sistemáticos o acci-

d'1rrklcs, pero tr~:bién pueden Dcr, .1or · 10 menos en parte, producidas 

,90r fenómenos i!ihercntes e. le din&mica de la galaxia, En 1965 .P:; 

i'ii;¡mis he pro,>uesto que este fenómeno puede explicerse física 

mente e:~tendienilo a lr.s nubes interestelnres nuestro concepto ac....; 

tunl sobre lfls '1obll."ciones estelrres. :Je nc1Hn•ilo con este concepto, 

e" lrs ro;.:;iones rm nm:cle 10 velocidnrl rle rotación disminuye, la ºº!!. 
t1•ib1wi6n se c1ebn :lrincipd:iente P lrs m1bes con características de 

'oblcci6n TI •. :;l c0;;:j11nto <'le k.1..es nubes -<?_tle individualnmnte des:.­

crihen órM.t0s c:-:c6ntricr:s e inclinr.i\r,s 11.l "lleno gnléctico,- mues-. 



trr 'liln veloci:1: rl ·le rot.rc.cj6n mr;s lent" Qcte el conjunto de las nu­

ñes :>ertenecientes e lon br:•r;os es·1irnl•os. ::JstF's 1Utimas describen 

Ó!'h.j tes c:-si circulores dentro <lel ;il1u10 ealáctico y muestran poca. 

<Us~crsi0n ele velocid:>.c1es a !'18;\'or r::,.>idez de una rotación de con-

junto. 

Debido n esto se ?ro;ione la existencia de nubes de alta veloc! 

dad, necesaria para la interpretación propuesta arriba. La existen­

ciu de tales nubes encuentro. apo:ro observncional tanto por métodos 

ÓTl;icos cm10 radioastron6micos. 

Se ha mencionado te~bién anteriormente el hecho ds que el méto 

do emnle1>.do por Burbidc;e et al tiende a suavizar las curvas de modo 

que se ignoran estas fluctuaciones. Un caso muy ilustrativo es el de 

ITGC1808 (Publicado en enero de 1968). 

NGC 1908 
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:3n ln gráficii m: se re ;>ro duce la curva. ajuste.da ;or Burbidge et 

rol (linea. continua) :: Ele !.iuestrr: lr. tendencia real ele la curva.(l:!~ 



Otra mauera, :·i~2. m:-.s c.cert::'da de <:!Vi k.r les .fl.nctnr.c~.ones oo 
r:!r. to:i::-r lr- e·nvolYe~1to. 

'Ro!' ;)"f:-:..•1 ,:·.rto :ü"i,ld~ i .·(~·:,·· .:H.d-··i.~ ~-:· L~·:::.:~\;:; 1~:·~ :·:·,1 !:i~1.:'.i~~1 'lª 

los •::o<.'\tllos US<.: .. o<i ,io.r l!urbid;_;e et fÜ se toor. en cuentr: 12 ·1resi.nn 

ejercida ?or le dispersión de velocidades. 

!!ay un solo CflSO, el de l'lHJ2146, en el c:ne se hace une a!)roxi-

mación porn aprecinr q_ne t::-nto ::-.unent::-. 12 mflsfl ei ue tom2 en cuente. 

la dispersión de velocidades en el n•foleo. Jeecribircrno:: breveMente 

en que consiste estn 2!Jroximeción. 

Le. ecunción de moviJ.1ientc> clel GPS en· le. srlc:dr es 

~ . (1) donde CO os le disti:-.ncie. rlel eje ele simetría, 1 es el. '.'Otencial 

·vitr>.ciom-.1, e le. densidncl ¡r p la ·1resió11. Con lns su •oeiciones wma 

les de la dinrunica estele.r se nuede rlerivPr unn ecuad6n llirlrodin;<:-
. .14.Yl!fq.da.I ft'M 4./ 

mica similar 11ar1: el movimiento de las estrellr.s (ca;iítulo 1 1 im:iso 

7), sin embar1'0 J,os datos de 0,uo se dispone se rekcionc•n solo nl 

gas ya que tanto la curvi: de rotación como la ~resión se sacan del 

estudio de las líneas espectrales r:cc ¡r l'II. 

Se su:ione que <u2) es la velocidrc.d CU2..<irr.cln medir. "il.e turbu-­

lencia" c'.el ges en lR re¡:;ión c·msic'!erl'.da ~' n_ue l<:. presión e,jercida 

debido 2. ente movirJiento rlri!'torio es l/3f<u;:>) • :':ntonces la ecua­

ción del r,¡ovimiento· oarc. el gas se puede éscl"i hi r 

Si se su 1one f?.Ue V es n ..,roxi'1111:drunente lineal cerc2 del centro 

e inde Jendiente de la distancia z. del ¡¡lm10 ecuctori'al y f!Ue <u2). 

es constante sobre la re;i«n considerada, la ecuP.cii:ln :intcd.or se 

puede inte,;:rar pera obtener 



donded.es lr:. pendiente de 110 cu:rva de rotaci6n. Cerca del centro el 

potencial es, aproximadamente, 

·~ - 4-10 l'\J 'Y3 n G p• --ri. 
• donde p es tma especie de densidad !)remedio total (estrellas y gas) 

sobre la regi6n considerada. La desviaci6n media de la a·; -:tribucicSn 
,_ ¡2 

del ge.s (que es gausiana) en la direcci6n Wes /\ , se obtiene IFIB 

p* ~ __!__ (3 ¿ + <J.J.1)) 
ir ne ¡...,. 

Una vez obtenida p* se puede calcular 6 M ·mediante la relacidn 

~-* (Á..)ªu LlM:. p . ()..,. n 

Ei resultado que se obtiene de aplicar esta correcidn es inei~ 

nificante por lo que se refiere a la masa, pero no as! por lo que 

res9ecta a la distribuci6n de la densidad. Hoy que tener en cuenta 

qne la. dispersi6n de velocidades se ha considerado ·solo en la reg16n 

central y C).ue con este -irocedimiento se oarte de la curva ya "suavi 

zade.11 • 

Un cr?.so mF.s drástico, ~or lo o_ue ilustra mejor la situaci6n, es 
Ñ6C 

81 def4258 estudiado ~or P. ?i~mi~ en 1965. Pi~mi~ '.l!lrte de la 

curva no suavizada cue renroducimos en la gráfida fli y aplicando 

el r:H!itodo de Brcndt antes dcncr·i to obtiene lr curva de di,!! 

tri1mci6n de la densid:'!d. que se mueotra en la gr6fica Je·. Se de 

muestre pcfomás en ese trnbl'jo que los fluct'tP.ciones no pueden ser 

nl.lG~.:\· ~ "ºr un:; inri~ci6n de lr: d('''1flidrcl dentro de le galaxia, pu.es 

lr :i:m¡-,c:: V!·Ti'·CiÓn CcJ.C1.Üf'(1 ~. e:: "''~4258 no es compatible con l~· va-
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i} ;, 

ello rle otro modo, l['. dic1ersi6n de vcl•)cj_d:.:fh:~o 110 e:_; rl~s:n·ecirhle c:1 

todos los :1untos de unr: cr.lo.xin eo!1i1"2l. 

Por iil tir.io e,;rer;P.remos q_ue ni sir:.uiera el hecho c:.ne le curve 

de roteci6n sea i.;uave ( directcmente de los de.tos observr-cionalea) 

nos garanti:m <!Ue no existe. rlis¡iersi6n, puen 6stri.O)µdoera ser unifo:!; 

'lle en toda la ¿;ale..-..:ie. y por lo tr.nto produciría un desplazruniento 

parejo de le curve de rotación hecie abuje. 

·Con esto terminr-mos el en(,lisis de los cusos CJUO nos han ,-iare­

cido mas interesantes de le. tabla IV y cunc'.ue ya hemos sacailo V!:'.rias 

conclusiones de este análisis, de,jPremos cl,'.Jllnoo comentarios mns co 

mo conclusiones generales. 



COYCLUUIOl! 

·;y, 0utc trú;::jo h<;"':o:; trr,tndo de h:ccer un reslimen de los di­

ferentes 11rocer1jm:i,entoe; IJ.UC se hrn empleado para estimcr la masa 

de 1::-.s ¡_;¡:lnxics eépiralcs. C.'.'si tonos estos procedimientos hacen 

neo sólo de J. subsistema de ;:¡oblación I extrema, i.e., los brazo-e 

es 1j rpJ.00. r.:~ito se debe funilrrncntalmente ¡¡l hecho de que las H­

ner•::; :n"s r.cceoihles nnra Medir las velocidades radiales son las 

1:1'.neae en emisión de las reeiones RlI. 

Bl problema de obtener la distribución de la densidad en ge­

neral para una eran extensión, requiere de la solución simul tá -

nea de las ecuaciones hidrodinrunicas y la de ?oisson. Aparte de 

lr,_s dificul tf'.des r.-n/:.liticas que existen P<4i:a la solucic!ri de estas 

ecuP.ciones, nuestro conocimiento de los parámetros observacionales 

es atin mu:· pobre; ln veloc:!.d:?.d rr.dial es tnn solo una componen -· 

te dol cEmpo de velocidcc1.cs en un,,_ eelexia e inclusive en nuestra 

i:'.Gl•'>:ir. c:Jt::-.noo lejos de conocer el ce.mpo de velocidades satisfac­

tririrn~nte. 

L'.' dl.E:tl'i~>ud ón do 1r 1.1mi nosl ilnd e;.inrente 'lllede servir- para 

c:·'i•n:·r l~- mror· e~. ce conoce 1!1. relr·c:i•fo r!/L, pero he.y que _tener 

"l'cr!cnte que 1:-; 11minosi.11"d r';lr',rente en un nunto es uno.. centidad 

. in tc¡:r·rHfa <'· lo lFr¿o r1e ln Hncn irimtr 1 y CJ.Ue ésta pu ene variar 

<".entro de lr. ¡;r:l.c,:fr, 1or lo ']_He ou utilide.d es_ bastante. restrin~ 

;;i bien to<~<l8 los inoilelos tr .... tC'.rlorJ comprenden _una gran vnri!! 

d:·rl_ ."le u·lcd:~_o, lr r.cti tud conYenciofü~l en todos los casos· es la· 



mente en UJH! rotr:ción. 

Sin emb<'.rco, lro r:uctu:·cionet• en lrie cnrvP.s <le vcloci\1~·<.I c!1 

tm ,r.;rrn m1mcro ele lf'.o c;ala.xir.11 cst11di:cd::!r. por Jlilrhirl;:A rd; t·.l y le 

inter"!lretación de estas fluctur.ciones propuesta "'lr '°'i.~rü~, sef!.P..­

lP.n n_ue el efecto ile la nisnernión ne vel.oci¡lrdes es apreci::ible 

cuanilo menos en ciertas re~ioncs de las calaxias. 

La ilis'lersi6n éle veloci<lndes ee conoce sólo p::>rr:> 11:' vecin -

ilad solar en nuestra galP-'Cia, no se conoce su variación a lo lar­

go de la galaxia. Para el caso de otras galaxias es!Jirales en ge­

neral no se ha hecho ami nin{?in esfuerzo para determinar lu dis -

persión de velocidadades en cada punto en donde se mide la veloci­

dad radial¡ mucho menos se sabe si ésta es constante a lo largo de 

la galaxia. 

Para concluir QUeremos señalar que el hacer un estudio de la 

variación de la dispersión de velocidades a lo largo ile una gala­

xia será de suma utilii!ad para mejorar considerablemente las es 

timricfones de lu masa. Este estudio se noélrá hacer en un futuro 

próximo mediante la a1ruc10 ile l:: fómul:c. ( II-2) ,,1~rj vpda ul ffol:'l 

del sezundo ca:iitulo, r1ue noo rel<>donc. ln vclociclnd drculnr con 

la velo ciclad de dis;:ieroi6n en cadr "'mto a 1o br,~o rie 'lll!' ¡;11l1Jx:i". 

"11 
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