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Resumen

En este trabajo se estudian los campos de desplazamientos generados por fuentes puntuales y
explosivas en medios elasticos estratificados y en el semiespacio. El objetivo es calcular las
correspondientes soluciones fundamentales o funciones de Green de la elastodinamica a partir de la
solucion de Stokes (1849) para el espacio completo en coordenadas esféricas. El célculo de las
funciones de Green involucradas utiliza la simetria que se tiene en un sistema cilindrico de referencia
en torno al eje vertical. Se parte de la descripcion de Aki y Richards (2002) que se basa en la
formulacién con potenciales de Knopoff (1964) y se aprovechan algunos resultados de Sanchez-
Sesma et al. (2011). Se espera que la exploracion que aqui se hace, para cambiar el sistema de
referencia en las formulaciones para casos sencillos como fuerza concentrada y explosion en un
espacio infinito, y los casos correspondientes para estratos, sirva de base para futuras
investigaciones. Para este fin, se generan herramientas de calculo computacional que permiten
obtener la respuesta dindmica ante dichas fuentes. De particular interés es el método del nimero de
onda discreto propuesto por Bouchon y Aki (1977) para calcular de manera eficiente las integrales
necesarias para desplazamientos y esfuerzos en el dominio del nimero de onda radial. Los resultados
temporales son producidos mediante el anélisis de Fourier, a través del algoritmo FFT.



Abstract

This work delves with the fields of displacements generated by point and explosive sources in
stratified elastic media and in the underlying half-space. The aim is to calculate the corresponding
elastodynamic Green’s functions from the Stokes (1849) solution for the full-space in spherical
coordinates. The calculation of the Green functions involved in the process exploits the symmetry
in a cylindrical reference system around the vertical axis. It is based on the description by Aki and
Richards (2002) which is based on the formulation with potentials by Knopoff (1964). Some results
by Sanchez-Sesma et al. (2011) are used. It is hoped that the exploration made here of the
formulations to change the reference system for simple cases, such as concentrated force and
explosion in an infinite space, and the corresponding cases for strata, will serve as a basis for future
research. To this end, computational calculation tools are generated that allow to obtain the dynamic
response to these sources. Of particular interest is the discrete wavenumber method proposed by
Bouchon and Aki (1977) to efficiently calculate the integrals needed for displacements and stresses
in the radial wavenumber domain. The temporal results are produced by Fourier analysis, through
the FFT algorithm.
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Capitulo 1: Introduccion

1.1 Antecedentes

Con el paso del tiempo grandes apasionados del estudio han contribuido al desarrollo de la ciencia.
Dejando un legado inmaterial que son sus ecuaciones, gracias a las cuales podemos entender mejor
el mundo que habitamos. Mirando al pasado, al afio de 1828, nos encontramos con George Green,
matematico inglés autodidacta que, en este afio publico su trabajo titulado An Essay on the
Application of Mathematical Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism (Ensayo sobre
la Aplicacion de Analisis Matematico a las Teorias de Electricidad y Magnetismo), en el que se
encuentran la derivacion del Teorema de Green, aplicaciones del mismo y las funciones de Green,
siendo de particular interés para propositos de esta tesis estas Gltimas.

Dos de los primeros cientificos en estudiar el problema de cargas dentro o sobre un cuerpo elastico
fueron los matematicos franceses Gabriel Lamé y Bendit Paul Emile Clapeyron durante la primera
mitad del siglo XIX. Poco tiempo después, en 1848, Sir William Thomson, mejor conocido como
Lord Kelvin, formuld las expresiones para los desplazamientos provocadas por fuerzas estaticas
concentradas en un punto cualquiera en un cuerpo elastico infinito. Solo un afio mas tarde, Sir
George Gabriel Stokes resolvio el problema de las fuerzas actuando en un punto en un medio infinito
que varian con el tiempo; esta solucion fundamental es de extraordinaria sencillez al expresarse en
coordenadas esféricas y es de hecho la funcion de Green de la elastodindmica. Es pieza crucial del
método de elementos de frontera.

A inicios del siglo XX, en 1904 para ser exactos, Sir Horace Lamb llega a la solucion fundamental
para un semiespacio homogéneo sometido a una carga en superficie, ademas de ser considerado un
precursor del método de la transformada integral para obtener la respuesta dindmica a una carga
vertical sobre la superficie de un semiespacio. En 1939 Louis Cagniard logré evaluar las
transformadas integrales dobles requeridas en el problema de Lamb, tema que fue retomado en 1960
por Adrian De Hoop quien simplifico este procedimiento por medio de un método que implica el
uso de transformadas inversas de Laplace y de la iteracion en el plano complejo, por lo que el método
recibe el nombre de Cagniard-de Hoop (Aki y Richards, 2002). Recurriendo a esta estrategia
tenemos a Pekeris (1955) y a Chi-Chang Chao (1960) que, utilizan el método para obtener
soluciones que no requieren de integraciones numéricas para cargas impulsivas para cargas
puntuales verticales y horizontales, para relaciones de Poisson v=0.25, para que Mooney (1974)
generalizara los resultados de Pekeris pero con una relacion de Poisson arbitraria, pero solo funciono
para la componente horizontal hasta la relacion v=0.2631. Chao (1960) estudio la respuesta dindmica
ante cargas tangenciales en la superficie de un semiespacio elastico con un tratamiento un poco las
elaborado por la falta de simetria axial del problema, llegando a la solucion mediante las
transformadas de Laplace y Hankel.



El clasico problema de Lamb ha dado mucho que hacer a los sismologos. Basta aqui mencionar la
magnifica solucion de Johnson (1974) en la que generaliza y retne la solucién del tensor de Green
con el método de Cagniard-de Hoop. En 2012 Kausel publicé un amplio recuento de este problema
y varios cddigos para calcular la solucion.

Justo a medio siglo XX, el sismologo y matematico ruso Vladimir Isaacovich Keilis-Borok
contribuye a la solucién de Stokes (1849) integrando las expresiones de las fuerzas estaticas
concentradas, poniendo estas en términos de la funcion escalén de Heaviside y su integral. Solo
cuatro afios mas tarde, Leon Knopoff plantea un método matricial para calcular los coeficientes de
los esfuerzos y desplazamientos que es apropiado para el calculo computacional.

En 1972, Takeuchi y Saito de la Universidad de Tokyo, estudian a profundidad las ondas
superficieales, proponiendo técnicas numéricas para el calculo computacional de este tipo de ondas.
Afios después, en 1981, Bouchon propone una técnica analitica para obtener las funciones de Green,
esta considera fuentes distribuidas a intervalos iguales y se basa en la discretizacion del nimero de
onda llamado el método del nimero de onda discreto, DWN por sus siglas en inglés. Tsutomu
Sasatani en 1984, formula una aproximacién para evaluar la respuesta dindmica en un medio
estratificado, esta combina las propiedades de reflexion y transmision de un medio elastico con el
DWN. Entre 1994 y 1995 Yoshiaki Hisada publica una serie de tres articulos en los que desarrolla
un método para el calculo de las funciones estaticas y dindmicas de Green en un medio estratificado
considerando receptores en profundidad y a profundidades semejantes a las de la excitacion. La
formulacién realizada por Sanchez-Sesma et al. (2011) en la que se calcula la parte imaginaria de la
funcion de Green para una fuerza puntual para el caso 3D de un medio estratificado nos sirve de
base para el caso de una fuente volumétrica.

1.2 Objetivos

A partir de la descripcion de Aki y Richards (2002) que se basa en la formulacién con potenciales
de Knopoff (1964), se aprovechan algunos resultados de S&nchez-Sesma et al. (2011) para obtener
las soluciones para el calculo de la respuesta dindmica debido a fuentes puntuales y explosivas. Que
en conjunto con el método del nimero de onda discreto de Bouchon y Aki (1977), se generen
programas que permitan calcular dicha respuesta en superficie libre, en un semiespacio y en medios
estratificados para casos sencillos.

1.3 Justificacion y alcance

El estudio de los medios estratificados sin irregularidad lateral, asi como la documentacién de estos,
es de gran ayuda como un acercamiento inicial ante problemas mas complejos. Se sabe que en
geofisica y en general en la ciencia es necesario plantear primero los casos mas sencillos con la
perspectiva de entender las leyes de la naturaleza que rigen y explican el comportamiento del medio.
Los resultados de Sanchez-Sesma et al. (2011) son un punto de partida para el anélisis de casos
generalizados como los propuestos, ademas de que estos, al tener simetria con el eje vertical nos
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brindan la capacidad de disminuir notablemente los célculos, ya que dada esta condicion es posible
simplificar los célculos al resolver una sola integral en el nUmero de onda radial, en lugar de dos en
los nimeros de onda horizontales.

Aunado a esto, el uso del método del nimero de onda discreto permite truncar el nUmero de términos
para que converja con la solucion analitica ademas de que la discretizacion va a depender de la
velocidad maxima del medio y la ventana de tiempo requerida. Por otro lado, la formulacién de
Knopoff (1964) es til en el calculo de los coeficientes de esfuerzos y desplazamientos gracias a la
estabilidad en altas frecuencias. En la implantacion del método de célculo desarrollado aqui no se
hicieron particulares esfuerzos para optimarlo. Posiblemente con mejoras al DWN como uso de
cuadraturas adaptativas y métodos iterativos se puedan lograr mejoras sustanciales.

En la formulacion utilizada con base en el trabajo realizado por Sdnchez-Sesma et al. en el 2011 las
fuerzas se imponen como condiciones de frontera en las interfaces, cosa poco usual en codigos méas
avanzados. Esto dio versatilidad a los calculos de la funcidn de Green, pero no es practico para tratar
dislocaciones y fuentes volumétricas. La inclusion de estas fuentes en medios estratificados quedara
por ahora como pendiente.
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Capitulo 2: Marco teorico

Estamos interactuando cada segundo en la vida cotidiana con distintos tipos de ondas, las cuales
percibimos con los sentidos. En particular, en los problemas que se abordaran, se tiene interes en las
ondas mecanicas, éstas requieren un medio fisico por el cual propagarse y dependiendo de las
caracteristicas de este, lo haran de una u otra forma. Las ondas sismicas entran dentro de esta
clasificacion.

En este capitulo se establecen las bases necesarias para el correcto planteamiento y resolucion de
los campos de ondas generados en solidos elasticos ante la aplicacion de fuerzas concentradas. A
saber, la funcion de Green de la Elastodindmica. Varios problemas de esta indole se muestran en el
desarrollo de la presente tesis.

2.1 Fundamentos de la Elastodinamica

La Sismologia es una ciencia basada en datos llamados sismogramas, que son registros del
movimiento del suelo debido a distintas fuentes que liberan energia en este, como desplazamientos
de fallas geoldgicas o explosiones (Aki y Richards, 2002, p.1). La teoria de la elasticidad nos brinda
las herramientas matemaéticas que relacionan las fuerzas internas del medio que lo deforman, las
cuales son necesarias para el analisis de los fendmenos implicados. Estudiamos las ondas sismicas
utilizando conceptos de la mecanica del medio continuo, que describe el comportamiento de un
material deformable continuo, en el que la densidad, la rigidez, las fuerzas internas y los
desplazamientos pueden considerarse funciones continuas y diferenciables (Stein, 2003, p.38).

Para describir el movimiento en un medio continuo usamos la descripcion Lagrangiana ya que
enfatiza el estudio de una particula, o punto material, especificada por su posicion original con
referencia al tiempo (AKi y Richards, 2002, p.12-13). Este es un sistema natural en Sismologia,
porque los sismogramas son esencialmente registros del movimiento de una particula en sensores
cerca de la superficie a medida que las ondas pasan (Lay y Wallace, 1995, p.35).

2.1.1 Deformaciones

Un medio puede someterse fundamentalmente a dos tipos de movimiento: traslacion y/o rotacion, y
deformacion interna. La deformacion dentro del sélido implica variaciones temporales y espaciales
del campo de desplazamientos u(x, t).

Consideremos un punto P que pertenece a un medio continuo. En la zona que rodea a este, existiran
desplazamientos en las tres direcciones. (Figura 2.1).

ui(P) = ui(x11x21x3)l (21)
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Pensemos ahora, en un punto Q, similar a P, que se encuentra a una cierta distancia de este, el
desplazamiento es

ui(Q) = ui(xl + dxlle + de,X3 + dX3), (22)

Desarrollando el desplazamiento en Q en una serie de Taylor

_ du; (P)
1;(Q) = w;(P) + a—x]

Donde se restringe el desarrollo a los primeros dos términos: el campo de desplazamiento en el
punto P, y la diferencial total en términos del gradiente del campo en el punto P y los incrementos
de la posicion. En esta ecuacion, denominada de primer orden, los subindices repetidos implican
suma, como en la multiplicacion matricial, que aqui es una expresion de la regla de la cadena. Es
conveniente reescribir la ecuacion 2.3 como

dx; + - (2.3)

Se define entonces
1 Oui au]> 1
eiiP)==zl=—+—)=z(w;+yu) (2.5)
lj( ) 2(6961- axi 2( LJ ]»l)
gue es un tensor simétrico, y
1 (')ul- auj 1
wi(P) =5 <6_x] - 6_xl> =3 (uij; — u5:), (2.6)
que es un tensor antisimétrico. Por lo que

Esta descripcion del movimiento del punto Q en la vecindad de P es de gran sencillez, puede
demostrarse que u;(P) es una traslacion de cuerpo rigido, w;;(P) es el tensor de rotacion, que
representa una rotacion de cuerpo rigido y por otra parte e;;(P) es el tensor de deformaciones que
denota una deformacion volumétrica. Esto puede establecerse a partir de la simetria lo que significa
que existe un sistema de referencia ortogonal en el que sélo hay alargamientos y acortamientos
implicando un cambio de volumen dado por ey, (P)V,, donde V, = dx;dx,dx; es el volumen
inicial de la particula. Es claro que e, (P) = divergencia del campo de desplazamientos.
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w@-

“u(®)

—xz

X1

Figura 2.1: La deformacion dentro de un medio continuo incrementa a partir de un desplazamiento
entre dos puntos de dicho cuerpo.

2.1.2 Esfuerzos

En un objeto pueden actuar dos tipos de fuerza. La primera es la fuerza de cuerpo, que actda en
todos lados dentro del objeto, resultando en una sola que es proporcional al volumen de este. Tal es
el caso de las fuerzas gravitatorias o las electromagnéticas. Un segundo tipo es la fuerza de
superficie, que acta, como su nombre lo dice, en la superficie del cuerpo, pero al contrario de la de
cuerpo, en diferentes direcciones en diferentes partes, este tipo tiene unidades de fuerza por unidad
de érea. (Stein, 2003, p.39). Definiremos, entonces, este ultimo tipo entre area como esfuerzo, la
cual resulta de utilidad para describir el equilibrio y la manera en que las fuerzas de transmiten en
el interior de un sélido.

Pensemos en un sélido sometido a varias fuerzas en el cual realizamos un corte en su interior (Figura
2.2). Definase el vector esfuerzo como el limite de fuerza por unidad de superficie en cualquier
punto en el que el area se vuelve infinitesimal. Como lo muestra la ecuacién 2.8, el vector esfuerzo
tiene la misma direccién que la fuerza y esta asociado al vector normal 72, porque este depende de la
orientacion del plano de superficie (Stein, 2003, p.39).

AF;

M _ i, =L 2.8
L Al/llr—{loAA' (2.8)
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W
=1

AA

Figura 2.2: Se indica la parte de un solido sometida a un campo de fuerzas que ejerce la porcion
restante. En un punto de la seccién transversal se muestra la fuerza resultante AF en el area asociada
AA y el vector normal n.

El sistema de fuerzas actuando en un cuerpo es descrito por tres vectores esfuerzo. Cada uno actla

en una superficie perpendicular a un eje coordinado y es paralelo al plano definido por los otros dos
ejes.

T3]

X3 \
Ty T
Xo T
X1 P
@
/ 6
',."’
T (1)

Figura 2.3 Vectores esfuerzo actuando en tres caras de un volumen que son perpendiculares a los ejes
coordinados. El superindice indica la direccion de la normal a la cara en la que actda T. Se muestran
2 .
los tres componentes TE ) (Stein, 2003, p.39)

El conjunto de nueve términos que describen las fuerzas internas pueden ser agrupados en el
tensor esfuerzo, que suele representarse como matriz (Stein, 2003, p.39):

011 012 013
0ij = | 921 %22 023 |, (2.9)

031 032 033
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El tensor de esfuerzos lo descubrié Cauchy, quien es de hecho el primero que definid los tensores.
En este caso el indice i define la cara en donde actua el esfuerzo, mientras que el j indica la direccion
de la fuerza. Podemos decir entonces que

o =t (2.10)

Es a partir de las propiedades de este tensor que se manifiesta el equilibrio. Se dice que una cara j
es positiva si su normal coincide con la direccion positiva del eje j y los esfuerzos correspondientes
seran positivos si tienen las direcciones de los ejes (Figura 2.4).

X2
| X1
012 x5
011
013
—
l=e;

Figura 2.4: Esfuerzos positivos en la cara 1 y el vector normal asociado.
Consideremos un  tetraedro infinitesimal recto de volumen dV con  &reas
AA, AAn,, AAn, y AAn, (Figura 2.5).

X2

-

AAnl AAn
3

Anz

X1

AA

X3

Figura 2.5: Areas respectivas de cada cara del Tetraedro de Cauchy y vector esfuerzo en cara
oblicua.

Estableciendo el equilibrio en la direccion de x, se tiene que
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t™AA = 01,040, + 051 AAn, + 031 AAn, (2.11)

Que al dividir entre AA queda tf") = ag;,n;, por lo que generalizando en las tres direcciones se
llega a

tj(n) = O'ijni, (212)

Esta expresion es conocida como la ecuacion de Cauchy, cuya importancia radica en que relaciona
los componentes del tensor de esfuerzo con el vector de esfuerzo en una direccién arbitraria.

Estudiemos ahora el equilibrio en el interior de un medio continuo, para esto consideremos el
momento 75 sobre el eje x5 en la cara de un cubo infinitesimal con lados dx;, dx,, a lo largo de los
ejes coordenados (Figura 2.6). Si el momento es nulo, el bloque no girara si aun no lo esta haciendo.

Figura 2.6: Momento alrededor del eje x5 en sentido horario y antihorario en un cuerpo. Si el tensor
de esfuerzo no fuera simétrico, 6,1, = a@,4, surgiria un momento neto (Stein, 2003, p.41).

Consideremos una fuerza f; en el centro del bloque y recordando que un momento es el producto de
una fuerza aplicada a una cierta distancia, los esfuerzos cortantes o,, Y ;5 que actlan en las caras
a lo largo de los ejes x;y x5, no contribuyen. Los esfuerzos restantes causan momentos iguales al
producto del brazo de palancay las tracciones, el componente de esfuerzo multiplicado por el area
de la cara. Asi, el momento total sera la suma de las tracciones de corte en las otras dos caras (Stein,
2003, p.41).
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d01, 00y,
T3 = (012 + 3%, dxl) dx,dx, — (021 + %, dxz) dx,dx, —
doy, dx, dx,
—(011 +— 3% dxl) dx, — > + oy1dx, — > + (2.13)

dx, dx, dx, dx,
) dx, —— 5 T 022 dx, —— > Ly f2 dxldxz — fidx dx; — 5

005,
+ (022 ox
2

Dividiendo entre el area y considerando que dx; y dx, tlenden a cero, tenemos que g;, = 0,;.

Generalizando, queda demostrada la propiedad de simetria del tensor de esfuerzo

2.2 Ecuacion de movimiento

Podemos ahora describir las fuerzas actuando en la superficie de un material en términos de
esfuerzos haciendo uso de la segunda Ley de Newton en la que F = ma, la cual es el primer

acercamiento a las ecuaciones que describen la propagacion de ondas sismicas.

Consideremos una fuerza que acta sobre un cubo infinitesimal de densidad p, cuyas dimensiones
son dx;, dx, y dx5. La fuerza neta seré entonces f;dx,dx,dx5, donde f; es la fuerza por unidad de
volumen en el centro del bloque. Por lo tanto, la fuerza total sera la fuerza neta mas las que acttan

dentro del material (fuerzas de cuerpo).

Pensemos en una fuerza que actta en la direccion x; y un vector i = (—1,0,0). De manera que

tendremos

) dx,dx; — 01,dx,dx;

—0p1dx,dx5 + (011

doy,
+ (012 + dx2> dx,dx; — gy3dx;dx;
dx,

3 (2.15)

013

+ <0-13 + WdX3) dxlde + fldxldedX3
3

0%u,

= pdxldxde3 W,

Haciendo las sumas correspondientes y dividiendo entre el volumen dx, dx,dx5, tenemos

doy; 00y, 003 0%uy
=p—r 2.16
ox, T ox, T ox, TN TP o (2.16)
Que se puede generalizar como
aO'l] azui

= . 2.17
5%, +fi= P (2.17)

Que es la ecuacion de equilibrio dinamico.
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2.3 Ley Hooke generalizada

La ley de Hooke establece la proporcionalidad entre esfuerzos y deformaciones. De manera sencilla
se tiene que

F = k6, (2.18)
donde se establece que la fuerza aplicada es igual al producto de la rigidez del resorte k por su
desplazamiento §. Esta expresion puede dividirse entre el area de la seccion transversal A 'y se
. . .. F kL6 , .
introduce la longitud original L, de tal manera que 5 = asisetiene

o = Eg, (2.19)

donde E es el mddulo de elasticidad o modulo de Young, el cual es un pardmetro que caracteriza el
comportamiento de un material elastico, segun la direccion en que se aplica una fuerza.

Recordemos que la deformacidn requiere ser descrita mediante un tensor de deformaciones y, por
otro lado, los esfuerzos internos por el tensor de esfuerzos. Estos son, estan relacionados por
ecuaciones lineales, que son las ecuaciones constitutivas que caracterizan el comportamiento de un
solido eléstico lineal. De forma general

0ij = Cijki€kil» (2.20)
donde c;jjy; es el tensor de Hooke con las constantes elasticas para el punto P dado. Para materiales
isétropos adquiere la forma

Ojj = lekk&j + 2‘Ll€l'j, (221)

donde Ay u son constantes de Lamé. A no tiene significado fisico simple, pero funciona muy bien
para simplificar la Ley de Hooke y u representa el médulo cortante o rigidez, que es una medida de
resistencia de los materiales al corte.

Es conveniente por motivos experimentales expresar la ley de Hooke en términos del mddulo de
elasticidad E y el coeficiente de Poisson mediante:

v 1+v
eij = _Eakk6ij + TO'U, (222)
donde el médulo de elasticidad
p(3A+ 2p)
E=——2 2.23
T (2.23)
y considerando
= A (2.24)
V= 2+ ) .
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Siendo el coeficiente de Poisson representado por v que es la relacion entre la deformacion
transversal y la axial cuando se aplica un esfuerzo uniaxial. Es adimensional y tiene un valor madximo
de 0.5. Este valor es aplicable unicamente para fluidos, para el que u = 0. EI corcho tiene valores
cercanos a cero y el hule a 0.5 y para muchos materiales terrestres va de 0.2 a 0.4. Se dice que un
solido de Poisson tiene v = 0.25. Las arcillas del valle de México suelen tener valores de 0.499.
Algunos materiales artificiales pueden presentar valores negativos, estos han sido denominados
anticaucho, materiales dilatacionales o auxéticos. EI nombre anticaucho surge del hecho de que se
vuelven mas gruesos en la seccidn transversal cuando se estiran. Por el contrario, el caucho se vuelve
mas delgado. Lo contrario de auxético es gomoso. EI nombre dilatacional surge del hecho de que
los solidos con relacion de Poisson negativa experimentan facilmente cambios de volumen, pero
resisten los cambios de forma. Por el contrario, los materiales gomosos experimentan facilmente
cambios de forma (deformacion por cizallamiento) pero son mucho mas rigidos en relacion con los
cambios de volumen. La distincidén se muestra en un mapa adaptado de Milton. EI nombre auxetic,
0 auxetics en honor a Evans y colaboradores (Exeter, Reino Unido) en un articulo posterior y
publicaciones posteriores, se deriva de la raiz de la palabra crecimiento, en alusion a la expansion
lateral que se produce bajo tension. En ese sentido, la propiedad de una relacién de Poisson negativa
puede llamarse auxeticidad. Mas recientemente, los materiales en los que surgen propiedades
interesantes 0 extremas de la microestructura en lugar de la composicion se han denominado
metamateriales. En muchos, pero no en todos, los efectos resonantes en la microestructura son de
interés. EI nombre es relativamente reciente pero los conceptos y ejemplos fisicos no son recientes.

2.4 Ecuacidén de Navier-Cauchy

Con los conceptos y las expresiones revisadas con anterioridad se llegara a la ecuacion de Navier-
Cauchy, la cual nos ayuda a estudiar el movimiento de una particula para un medio continuo, en
donde las deformaciones y esfuerzos son infinitesimales.

_ . ouj .
Tomando el tensor de deformaciones e;; = 1(%+%) y sustituyendo en la ley de Hooke,

2\ox; ' @
tenemos:
_Aauk6 ) ou; Ju;
0ij = a ij T 20 a_x]+a_xl (2.25)

Ahora hacemos uso de la segunda ley de Newton para un medio continuo, introduciendo en ella la
ecuacion 2.25, obteniendo asi la ecuacion de Navier - Cauchy

(A n ) azui n azui n _ azui 296
W oxax Hoxox, TP o (2.26)
que en su forma vectorial, queda expresada como
5 0%u
A+wvVV-u)+uv u+f=pm, (2.27)

mientras que en notacion indicial puede escribirse como
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A+ Wugj + pugj; + f = piyy, (i=123) (2.28)

Sustituyendo la identidad de Helmholtz, la cual relaciona el operador laplaciano con la
divergencia, el gradiente y el rotacional como V?u = V(V-u) — V x (V x u), en laec. 2.27,
tenemos

0%u
(/'l+2,u)|7(|7-u)—,ul7><(qu)+f:pﬁ, (2.29)
que en notacion indicial puede escribirse como
(A + 2 — pejjrerimlim; = pil;. (2.30)

2.5 Ecuaciones de onda

2.5.1 Ondas de cuerpo: Py S

Podemos usar el Teorema de Helmholtz para representar el campo de desplazamientos como

u=Vp+Vxp, (2.31)

donde ¢ es un potencial escalar irrotacional (V x ¢ = 0) y ¥ es un potencial vectorial sin
divergencia (V -y = 0). Fisicamente, en sismologia, un campo irrotacional implica la ausencia de
movimientos cortantes y el campo libre de divergencia implica que no hay cambio de volumen.

Considerando V x u = 0 en la ec. 2.31 obtenemos que

0%u
A+2WVu+f = ryer (2.32)
es decir
p2y o L0 (2.33)
a? ot?’

/,1+ 2 . . .
donde a = T“ que es la velocidad de las ondas P o compresionales y se considera que f = 0.

Por otro lado, considerando V - u = 0, se tiene que

0%u
u?u+ f = p_atz’ (2.34)
es decir
1 0%u
72y = /)’_2 = (2.35)

donde g = \/% que es la velocidad de las ondas S o transversales y se considera que f = 0.
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2.5.2 Ondas superficiales

Dos de los atributos fundamentales de la Tierra que afectan las ondas sismicas son la presencia de
superficie libre y la forma cuasi elipsoidal del planeta. En particular, la superficie libre de un medio
elastico tiene condiciones especiales de esfuerzos definido por la desaparicion de tracciones
superficiales, esto es de importancia debido a que las mediciones de ondas sismicas que se hacen
normalmente son en 0 muy cercanas a la superficie libre, por lo que resulta necesario entender los
efectos que tiene para la interpretacion de sismogramas. Las ondas incidentes y reflejadas
interacttan y generan movimientos especificos. Por ejemplo, se sabe que las ondas SH reflejadas o
incidentes tienen la misma amplitud, por lo que, en superficie libre, la amplitud del movimiento es
el doble, a este factor multiplicativo se le conoce como funcion receptor SH (Lay y Wallace, 1995,
p. 116).

2.5.2.1 Ondas de Rayleigh

Los efectos de receptor de superficie libre para ondas P y SV dependen del &ngulo de incidencia 'y
para ondas planas se pueden calcular algebraicamente. Los efectos pueden ser constantes o implicar
un cambio de fase. Cuando hay curvatura de las ondas incidentes P 0 SV se generan efectos
importantes de interaccion de ondas P y SV en condiciones de frontera de superficie libre, y se
generan ondas de Rayleigh (Sanchez-Sesma, 2018, p. 64).

Lord Rayleigh demostr6 en 1886 que el tipo de ondas que llevan su nombre decrecen
exponencialmente con la profundidad, considérese que |c| < 8 < a, se tiene el caso en el que:

2 1/2
fg = —isgn,, <1 — E) , (2.36)
2 1/2
fo = =isgna, (1 - ;) : (2.37)
Los potenciales ¢ y ¥ que representan a las ondas P y SV, respectivamente quedan expresados
b = Aye-itfazeio(t-Z), (2.38)
= Bye~pzeio(t-7), (2.39)

donde no se tiene A,y By, que corresponden a los coeficientes de las ondas incidentes. De las
ecuaciones 2.36 y 2.37 puede verse que los potenciales dados por 2.38 y 2.39 representan ondas
inhomogéneas que se atenuan con la profundidad y que viajan en el sentido positivo del eje x.

Para averiguar si pueden existir ondas superficiales de este tipo que satisfagan las condiciones de
frontera libre, se plantea que no hay ondas incidentes en el medio, es decir A; = B; = 0,

(ff —1)A2 —2f3B, =0, (2.40)
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~2fuA; = (f§ —1)B2 =0, (2.41)

El sistema de ecuaciones resultante es homogéneo y tendra solucién diferente de la trivial solo si el
determinante del sistema es nulo. Esto es, si

afufs+ (f7—1)" =0, (2.42)

y sustituyendo las ecuaciones 2.36 y 2.37 en la expresion 2.42 se tiene que

CZ 1/2 CZ 1/2 C2 1/2

Esta expresion 2.42 es la llamada ecuacion de Rayleigh. Si la ecuacién tiene raices tales que ¢ <
B se tendra soluciones aceptables con las formas 2.12. En efecto, puede demostrarse que la ecuacion
2.43 tiene una raiz real ¢ = cg < . Entonces, cy es la velocidad de propagacion de las ondas
superficiales de Rayleigh, quien las estudio. De las ecuaciones 2.40 y 2.41 se tiene que

.2 1/2
Zi(l— R/ 2) sgn
4> _ B © (2.44)
B, c2
_Cr

Esta ecuacion muestra la dependencia de las amplitudes de los potenciales ¢ y . Sustituyendo las
expresiones 2.38 y 2.39 en las ecuaciones de los campos de desplazamientos en direccion x y z puede

obtenerse que
1 2 2 /2 | w|
u = A {E (2 - CR/BZ) exp [— (1 - CR/a2> —Zl

c
_ exp I_ (1 _ cﬁ/ﬁz>1/2 %Z } ! (2.45)

1/2

1/2

1/2

( [ c lw]
> exp —(1— R/ 2) —z
(1 B CR/ /32) ) B (2.46)

1/2

~(1- C’%/ﬁZ)l/z [‘ (1~ C%Z) %Z
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En las ecuaciones 2.45 y 2.46 se omite el factor exp [iw (t - Ci)] de propagaciony A = —“;—Bz.

R R
Puede verse que el movimiento decrece exponencialmente con la profundidad. En x = 0 el campo
de desplazamiento es de la forma:

2 1
u i B? .
L;)}l =D _2isgn,, l_i exp |iw (t—a>]. (2.47)
| cr cx  B?|

Donde D es una constante. Es posible demostrar que la ecuacion 2.47 presenta un campo de
desplazamientos en donde las particulas de la superficie describen ciclos elipticos retrégrados, a
diferencia de los ciclos progresivos que se observan en las ondas superficiales en liquidos.

En un semiespacio elastico la velocidad de propagacion de las ondas de Rayleigh es independiente
de la frecuencia, cosa que no sucede en un medio estratificado. Cuando la velocidad de propagacion
depende de la frecuencia se dice que las ondas son dispersivas. En problemas de cargas superficiales
una parte importante de la energia se transforma en ondas de Rayleigh. Si la fuente es una excitacion
puntual en la superficie de las ondas Rayleigh se atenGan como ondas cilindricas, es decir como

1 /\/?

fuente

Rayliegh

z Love

¥

Figura 2.8: Geometria para ondas superficiales propagandose en un plano vertical que contiene la
fuente. Ondas de Rayleigh (P-SV) aparecen en la componente radial y vertical. Ondas de Love (SH)
aparecen en la componente transversal. (Stein, 2003, p.87)

2.5.2.2 Ondas de Love

Las propiedades de una onda SH atrapada en una capa de material soportado sobre un semiespacio
y en presencia de superficie libre fueron exploradas por A. E. H. Love en 1911 (Lay y Wallace,
1995, p. 127), el resultado de estas interacciones recibe el nombre de ondas de Love. Este tipo de
ondas presenta un movimiento perpendicular a la direccion de propagacion (Figura 2.8), preceden a
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las ondas de Rayleigh, pero no podian ser explicadas por la teoria de estas. A continuacion, se
analizaran los casos mas sencillos.

Se desarrolla el caso estudiado por Love (Figura 2.7).

®
z=10 >
.u'.Jﬁl
z=h, l
1 |
\
. ta, Ba !
- |
~ /
v ’,
\ -———
== -
u-l-r ,\‘h ’P..

Figura 2.9: Modelo de Love para explicar ondas superficiales SH, g, > B;.

Retomado de las Notas de Elastodinamica por Sanchez-Sema en 2018, la solucién del caso SH de
ondas de Love de un estrato sobre un semiespacio se obtiene a partir de la ecuacién de onda para
ondas Sy teniendo en consideracion la Figura (2.9), se plantea entonces

- 0, para j=12 (2.48)

Donde j=1, 2 denota al estrato y al semiespacio respectivamente, v; representa el campo de
desplazamientos en direccion y. Se sabe que las condiciones de frontera que se deben cumplir son
la de frontera libre z = 0 y de continuidad de desplazamientos y esfuerzos en z = h.
Respectivamente se representan como

0 v, 0
en zZ = 0. W—=
i 0z (2.49)
en z=h vy =V, (2.50)
dv;  0v,
M5z ~H %z (2.51)
Con el método de separacion de variables se obtiene
. w?
vy = Acos(vz)e”™,  donde v = F — k2 (2.52)
1
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, w
Vpy = Be 2@ Me~kx - donde v, = F -k y k= - (2.53)
2

En forma matricial se puede acomodar las condiciones de frontera para resolver el sistema de
ecuaciones 2.53 puesto que no hay excitacion inicial el sistema se puede acomodar como

cee cee A 0

=19 54
La matriz de condiciones de frontera es conocida como el kernel A. Para encontrar soluciones
distintas a la trivial en el sistema anterior entonces el determinante del kernel debe ser nulo, es
decir

|Al =0, entonces A # 0; B+0 (2.55)

La expresion 2.55 tiene una infinidad de raices relacionadas con los modos de propagacion. Las
ondas Love tienen un movimiento transversal paralelo a la superficie libre y esto se debe a las
propiedades elasticas que son distintas entre la capa y el semiespacio. Estas ondas se pueden
propagar a través de la capa superficial sin penetrar. Son mas lentas que las ondas de cuerpo (Py S),
pero se pueden desplazar a mayor velocidad que las ondas de Rayleigh. La dependencia de la
velocidad de propagacion con la frecuencia ocasiona el fendmeno de dispersion. Los diferentes

componentes en la frecuencia viajan con diferente velocidad dispersando la onda en el tiempo. Este
es siempre el caso en medios estratificados.

Analizaremos otro caso en que se tiene un estrato sobre una base rigida (Figura 2.10), donde no
existe incidencia de ondas, pero el campo de desplazamiento a analizar es v, por lo que la ecuacion

de onda a resolver es
2

Vv + %v =0, (2.56)

h #1::81
7777777777V 77777777777

z

Figura 2.10: Estrato sobre una base rigida.

62 62 2
VLY L, (2.57)
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Las condiciones de frontera, de traccion libre y de frontera rigida son respectivamente en z =
d . .
0 g,y = ,ué = 0 mientras que enz = h setieneque v =20

La ecuacion 2.57 se puede resolver mediante la separacion de variables v = X (x)Z(z) por lo que
reescribiendo la ecuacion de onda en estos terminos y dividiendo entre XZ

XII ZII wz

< +7+ﬁ=0, (2.58)
2

obteniendo la ecuacion caracteristica —k? — 1% + % = 0 las soluciones para X y para z son

respectivamente:
Z"+X2Z=0 - z = AcosAz + Bsinlz, (2.59)

X"+k?X=0 - x = etthx, (2.60)

Puesto que la dependencia en x y en tiempo no varia, no se escribird, pero se sabe que existe
ettkxelot Evaluando los esfuerzos en la condicion de frontera libre

dv

Moz

por lo que B = 0 para cumplir la condicion; para la condicion de frontera rigida se tiene que

= —u(—AsiniAz + BcosAz)| -, (2.61)

V|,=p = AcosAh =0, (2.62)
Por lo que se puede demostrar que el argumento es
w
Ah = > (2m+ 1), con m=20,12,3,- (2.63)

Que implica que Ah en todos los puntos de inflexion del coseno es igual a 0. Despejando A
obtenemos

T
Am = ﬁ(Zm +1), con m=0,1,2,3, -

(2.64)
A partir de la ecuacion caracteristica se puede despejar el nimero de onda horizontal como
k= |2 = (= 2m + 1))2 (2.65)
m= gz~ \gptem ' '

SiQ,=02m+1) ZF |a ecuaci6n anterior se reduce a

2h
2 0 2
k,, = /%—ﬁ—”; (2.66)
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Donde Q,,, = Z"ﬁ Zm+1) = Ti(Zm + 1), con T, conocido como el periodo fundamental, €,,
0

permite encontrar los modos fundamentales. La solucion en el dominio de las frecuencias del campo
de desplazamientos v se puede representar como

—ik —ik Qinz
v(x,z,w) = Ae ""m¥*cos(A,,z) = e Hm¥cos <T>, (2.67)

. w
Si por conveniencia reacomodamos el término de k,;, de la exponencial como e~ #m* = ¢~ ‘em(@)”
donde k,,, = ——, entonces la velocidad en términos de la frecuencia de puede escribir como

cm(w)’ ﬁ
w w
(@) = 1 = =

m 2 Q' 2.68
j‘[‘;—j—“ﬁ’g - (269

2.6 Funcidén de Green

La funcion de Green es introducida en 1828 por George Green con un objetivo inicial de determinar
el potencial eléctrico dentro de un volumen determinado y que verificara condiciones particulares
sobre la superficie de dicho volumen, nos permite en la Elastodindmica, obtener una representacion
del movimiento en un punto del medio en términos de fuerzas del cuerpo e informacion sobre las
fronteras (Aki y Richards, 2002, p. 27).

Sea | un intervalo en Ry sea L: C*(I) — C°(I) el siguiente operador diferencial

L=a,(x,t)D™" + -+ ay(x,t), (2.689)

Que asumiremos definido y normal en I. Podemos escribir entonces que dada f (x, t), una funcion
continua en |, resolver u(x,t) € C™(I) tal que

Lu(x,t)) = f(x,t), (2.70)
Usando la relacion de la ecuacion de onda pii; = f; + (¢;jkiux,1),; » €l operador L queda definido
como:
(L) = pit; + (Cijratin) j» (2.71)

El problema es resolver el campo de desplazamientos generado por una fuerza de campo que actla
en un medio elastico y homogéneo (Aki y Richards, 2002, p.27). Para este problema la funcion de
Green satisface la ecuacion

L(G(x, & 1)) = 8(x — &, 1) (2.72)

En donde la funcion delta de Dirac indica un impulso aplicado en la posicion & en el tiempo t.
Multiplicando la ec. 2.72 por la fuerza aplicada en &e integrando sobre el volumen V alrededor del
punto ¢ se obtiene (Sainos, 2018, p. 11).
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L 6Gg,0f(§.0dV1 = [ 56— £,0£(¢,0a, (2.73)
Vv \%4

Usando la propiedad de la delta de Dirac, podemos reescribir la ec. 2.70 como

L[f G, &, 0f (S, 0dV] = f(x 1), (2.74)
14

Que en relacion con la ecuacion 2.70 se obtiene

u(x, t) = fG(x,f,t)f( ¢, t)dv, (2.75)
14

en donde la funcion de Green es el kernel de la integral. Sustituimos la fuerza f;(x, t) = §;,6 (x —
&)6(t) en la ecuacion 2.71, entonces el tensor de Green G;,,(x, €, t) representa los desplazamientos
elasticos para cada punto de coordenadas x;, es decir el indice n hace referencia al eje donde se
aplica la fuerza y el i a cada una de las componentes de la misma (Aki y Richards, 2002, p.26). La
ecuacion 2.71 queda expresada entonces como:

f pGlndV — f Cijkl Gkn’lnjds = jé'(x — f)6(t) (SindV, (276)
|4 S 174

Para esta ecuacion las soluciones seran las funciones de Green del medio y son dependientes de sus
caracteristicas, es decir, para cada medio existe una funcién de Green que va a describir como
reacciona mecanicamente dicho medio a una excitacion impulsiva. (Aki y Richards, 2002).

Haciendo uso del teorema de representacion, el cual sintetizamos el desplazamiento de modelos de
fuentes especificas a partir del desplazamiento producido por fuentes sencillas, como pulsos
unitarios los cuales actian en un tiempo y posicién en el espacio (Aki y Richards, 2002), se tiene
que

400 + oo

un(x, t) = ] dTJfl GlndV+ j dTJ (Ginti —Cijlekn’lnj)dS, (277)
|4 S

La funcion de Green actia como funcién de transferencia que considera los efectos de fuerzas o
esfuerzos en (&, t) para determinar los desplazamientos en (x,t) (Aki y Richards, 2002. p. 64). La
funcion de Green y el campo de desplazamientos estan relacionados mediante la convolucion de la
funcion de transferencia con la forma de onda en tiempo X, (t) (Sainos, 2018, p. 12).

U, (x,t) = Xo(t) * G- (2.78)

2.6.1 Funcion de Green Caso 1D
Como se abordd, la ecuacidn que describe el equilibrio dindmico en un medio continuo es la 22 Ley
de Newton, que para el caso 1D enel que u = u(x,t) con x| < oo y t > 0, queda expresada como
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do. 0%u
axJ;x +f, = p?;, (2.78)

Donde el esfuerzo o,, = (1 + 2u) du/dx , por lo que se puede escribir que

0%u 1 0%u
P

- 2.80
0x?  pa? a?o0t? (2:80)

Esta es la ecuacion de onda con un término forzante. Consideremos el caso en que la fuerza sea de
la forma f, = §(x — x,)8(t) que es una fuerza impulsiva concentrada en x = x,. Al aplicar la
transformada de Fourier temporal, en la que la transformada de Fourier de §(t) es 1, con lo que

5(t) = 2m)~' [ exp(iwt) dw, se puede escribir que:

0’u  §(x—xy) w?

dx2 pa’ a2t 0, (281)

donde u = u(x, w). En el caso homogéneo las soluciones de esta ecuacion son de la forma u =
Kexp ($i%x) exp(iwt) = Kexp [iw (t + 2)]que no es préactica pues incluye ondas que viajan en

dos sentidos en todo el dominio. Para tomar en cuenta la forma de la excitacion, consideremos la
forma siguiente:

u= Ke(_iwlx_xol/a)! (2.82)

Donde el factor exp(iwt) se sobreentiende aqui y en lo sucesivo. La ecuacion 2.82 implica que las
ondas se propagan hacia x > x, 0 hacia x < x, con lo que se cumple la condicion de irradiacion.
Para determinar la constante sustituyamos la ec. 2.82 en la 2.81. Antes % =uX (%) sgn(x —

2 N2 s
Xo) Y también % =ux (%) sgn?(x — xo) + Kexp(—iw|x — xq|/a) X (%) 26(x — xg)

—i2w

2 2
que se puede escribir como % = a—“;u + K X (T) 8(x — x;). Sustituyendo en la ec. 2.80 se
tiene

2

— —i2w S(x—x w?
> u+K><( >8(x—x0)+(—20)+—2u=0, (2.83)
a pa a
De donde K = (2iwpa)~? por lo que
ulx,w) = g lwlx=xol/a (2.84)

2iwpa

Como u(x, t) = 2m) ™ [ u(x, w)e“dw entonces
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u(x,t) = dw, (2.85)

+oo |
1 elw(t—|x—x0|/a
f lw

4par

— 00

Que exhibe la solucion como la integral de una delta que es un escalon de Heaviside.
u(x,t) = (2pa)~th(t — |x — xol/a). (2.86)
2.6.2 Funcion de Green Caso 2D
De manera analoga al caso anterior, la ecuacion que describe el equilibrio dinamico en un continuo

2D en el que v = v(x, z, t) es el desplazamiento en la direccion de y con |x|, |z| < o yt > 0, es
la 22 Ley de Newton

(2.87)

ox "oz Th TP

Donde los esfuerzos son, de acuerdo con la ley de Hooke oy, = udv/dx y o,, = udv/dz donde
u = pf? es el modulo de elasticidad en cortante. La ec. 2.86 se puede escribir como

0%v  9%v 10%v

+—+ Iy _ — (2.88)

d0x? 0z% pp? Pp?ot?
Esta es la ecuacion de onda 2D con un término forzante. Consideremos el caso en que la fuerza sea
de la forma f, = 6(x)6(2)6(t) que es una fuerza impulsiva concentrada en x = 0,z = 0. Al
aplicar la transformada de Fourier temporal, en la que la transformada de Fourier de §(t) es 1, con
loque §(t) = (2n) 1 ffooo exp(iwt) dw, se puede escribir que:

0%v 0%v 6(x)6(2) w?

AR ARl 289

donde v = v(x, z, w). En el caso homogéneo las soluciones de esta ecuacion en coordenadas polares
son de la forma

wr wr .
v(x,z,w) = {A]n (?> cosnf + BY,, (F) cos nH} et (2.90)
Donde J,,(wr/B) y Y, (wr/B) son funciones de Bessel de primera y segunda especie de orden n. La
solucion de la ec. 2.90 no tiene dependencia azimutal por lo que exclusivamente implica n=0.
Ademas, la condicién de irradiacion al infinito se cumple si B = —iA'y el equilibrio en el origen
llevaa A = (4ipBp?)~1. De esta forma se obtiene que

v(r,w) = ﬁ{]o (%) —iY, (%)} elwt, (2.91)

O biensi v(r,w) = G,, (1, ),
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1 wry
Gy (1, @) = WHSZ) (?> glwt, (2.92)

Donde Héz)(wr/ﬁ) =funcion de Hankel de segunda especie y orden cero. Esta es funcion de Green.
En el trabajo de Lamb (1904), él lo desarroll6 mediante

1 1 ° o~ ikx—iviz]
L1 et
4ipB? m

— 00

Goyp(x,2,w) = dk x e'®t, (2.93)

v

2
donde v = /%—kz con Im(v) < 0. Esta ecuacion exhibe a la funcion de Green como la

superposicién continua de ondas planas homogéneas e inhomogéneas. Mediante la transformada
inversa de Fourier de la ec. 2.92, la solucion en el tiempo se puede escribir como

[ee)

HP (ZD) eiot g 2.94
8mipf? o \'pg € @ (2.94)

0 bien, recurriendo a tablas de integrales (ver Abramowitz y Stegun, 1972) se puede obtener que

G, (1T t)=i Gyp(r, ) et @lde =
22\ 2T 22\

—00

1 h(t—1)
mpf iz — 12
Donde h(t — t) = funcion de Heaviside, t=tiempoy © = r/f= tiempo de viaje.

2.7 Método del Nimero de Onda Discreto (DWN)

El método del nimero de onda discreto (DWN por sus siglas en inglés) fue introducido por Bouchon
y Aki en 1977 y este incluye una periodicidad espacial de fuentes para discretizar el campo de ondas
radiadas y se basa en la transformada de Fourier en el dominio de la frecuencia complejo para
calcular las funciones de Green en distintos problemas de la Elastodinamica.

Gaa(1,8) = > (2.95)

Para explicar el principio del método consideramos el caso 2D (Ver Bouchon, 2003). La radiacion
estacionaria de una linea fuente en un medio infinito y homogéneo puede ser representada como una
onda cilindrica o, de manera equivalente, como una superposicion continua de planos de onda
homogéneos e inhomogéneos. Si ubicamos la linea fuente a lo largo del eje y, entonces el plano
normal a ella estara formado por el eje horizontal x y el vertical z, por lo que podemos escribir el
desplazamiento o el esfuerzo como

F(x,z;0) = ff(k,z)e‘ikxdkei“’t, (2.96)

donde w es la frecuencia y k es el nimero de onda horizontal. La ecuacion 2.96 se cumple para el
caso de una fuente bidimensional en un medio homogéneo horizontalmente.
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Cuando se tiene que el medio es finito o heterogéneo verticalmente, se presentan polos y
singularidades en el nucleo de la integral, ademas de que la integracion sobre el nimero de onda
horizontal se convierte matematica y numéricamente complicada. Para solucionar este problema se
sustituye una fuente singular por fuentes periodicas distribuidas a lo largo del eje x. Por lo que la ec.
2.96 queda reemplazada por:

o

GC(x,z; w) = ff(k,z)e‘”‘x z etkmL dp. (2.97)

m=—oo

Donde L es la periodicidad de la fuente, en esta expresion se omite el término e‘“¢, de manera que
la ec. 2.97 se reduce a

G(x, 2 w):ZT” Z Fky, 2)einz, (2.98)

m=—oo

21 . . . . -
Conk, = —mque, si la serie converge, se aproxima mediante una suma finita

N
G(x, ;) :2771 Z fky, 2)eiHn, (2.99)

m=—N

De esta manera se tiene ahora, un nimero de fuentes periddicas (Figura 2.9).

2] ’:'
'\, Punto de
S b observacién
v T
Fuente Fuente Fuente Fuente

1 1 1 1

1 1 1
e mmmmmmmmm o m M mmmm R N

L L L
Lsin 8 = nl

Figura 2.9: Interpretacion fisica del método DWN. Una fuentes reemplazada por un arreglo infinito
de fuentes distribuidas horizontalmente con un intervalo L. Para una longitud de onda 4 dada
corresponde una determinada frecuencia de excitacion, la energia elastica se irradia en direcciones
discretas 8 solamente (Bouchon, 2003 p. 3).

Ahora para recuperar la solucion de la fuente Gnica en el dominio del tiempo, teéricamente si
pudiéramos calcular la transformada continua de Fourier de G, sin embargo, en la practica solo
podemos hacerlo para un cierto nimero de frecuencias y obtener la transformada discreta de Fourier
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para tener la solucion en el dominio del tiempo. De manera que usamos la transformada de Fourier
en el dominio de la frecuencia compleja, para con ello tratar con una sefial que tiene una respuesta
de tiempo infinito (por el conjunto infinito de fuentes) y por otro lado usar la transformada discreta
de Fourier, que conlleva una sefial de duracion finita T = 2m/Aw, donde Aw es el muestreo de la
frecuencia angular usado en el calculo de G

o+iwy

g(x,z;t) = f G(x,z; w) e“tdw, (2.100)
—oo+iwy
Cuando w, denota la parte imaginaria constante de la frecuencia y es elegida tal que e®!” « 1. Esto
asegura la atenuacion, sobre una ventana de tiempo T, de la solucion de respuesta de tiempo infinito.
Por lo tanto, con una L suficientemente grande para no perturbar los arribos en los detectores
(x, z) de una fuerte cercana en la ventana de tiempo de interés T, por lo que la solucion f(x, z; t)es
obtenida de las fuentes maltiples en el dominio de la frecuencia G (x, z; ) mediante

(0]

f(x,z;t) = e @it f G(x,z; w) e®Rtdwg, (2.101)

— 00

Donde la integral es calculada mediante el uso de la transformada rapida de Fourier.

La ec. 2.99 muestra que w, es Unicamente una funcion del tamafio considerado de la ventana de
tiempo T. Los resultados no deberian ser sensibles al valor particular de w; elegido, mientras que
brinde atenuacion suficiente para las perturbaciones que llegan después de la ventana de interés T
sean despreciables. Valores en el rango w; = [-n/T, —2m/T] son recomendables para la mayoria
de las aplicaciones.

co . .
e—lRXe—lV |z—zg|

1
Hy =— dk, 2.102
=1 [ = (2102)
Sin embargo, en la practica truncamos a
kmax . .
1 e—lkxe—lv |z—2zg|
Hy~ = z dk, (2.103)
T v
—kmax

Al hacer uso de kmax significa que estamos truncando el nimero de onda

w
Kinax = 3 Ik (2.104)

La idea de truncar kmax es para tener ondas planas

Kinax = 3% (w/p), (2.105)
Cuando se programa, al truncar el nimero de onda, planteamos fuentes vecinas

W = wg — lwy, (2.106)
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Esto representa que una onda en el dominio de la frecuencia que esta calculada con esta w va a
tener un término de atenuacion:
|x| |x|

e e—w,%' (2.107)

)

El segundo término de parte derecha de la ec. 2.107 nos indica que la fuente se atenta con la
distancia, eso es lo que queremos inducir: que las fuentes estén a una cierta distancia a nuestro
arreglo de interés y que lleguen lo suficientemente atenuadas. Se escribe el valor absoluto de x para
indicar que la onda viaja en cualquier direccion. De manera genérica podemos decir que la

L
atenuacion e~ 78 ~ 0.01 el cual permite escribir que

L

Wy ] =5, (2.108)
recordemos que
w; =2/Tw, (2.109)
por lo que
2 L 5 2.110

De manera que con esto tenemos una regla de cuanto es en funcion de g en el medio homogéneo.
Se muestran dos ejemplos en el que se tiene un medio cuya f = 1777[m/s?], la fuente, que para el
este caso es un pulso de Ricker cuyo periodo caracteristico t,, = 5[s] y tiempo central ¢, = 5[s],
se encuentra en el origen y se tiene un arreglo de 10 detectores a una profundidad constante. Estos
parametros son los mismos para ambos casos, pero se modifica la periodicidad (Figura 2.10).
Comparando sismogramas sintéticos, observamos como una periodicidad menor nos genera sefiales
que son originadas debido a la proximidad entre las fuentes.
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Registros V(t, x)

301 /\/‘ d
25 ' /.\/N | ]
. /\/L _
E .
= 10 -
N
5 -
0
-5 Exacta 1
————— Sin correccion | _
10 — — —DWN d
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

t[s]

50

Figura 2.10: Sismogramas sintéticos mediante solucion exacta y método el DWN. Calculo empleando

una L=250.0 y TW=50.
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Registros V(t, x)

30 | 4 .
Cors 2gh® - P
§ j\/‘ T : SR
20 /v‘ N
15F J\.ﬁ -
- o
2 10 1
N
5 -
0
5 —— Exacla -
————— Sin correccion | _
10 ﬁ — — —DWN ]

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
ts]

Figura 2.11: Sismogramas sintéticos mediante solucion exacta y método el DWN. Calculo empleando
una L=100.0 y TW=50.
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Capitulo 3: Formulacion del problema

3.1 Fuerza puntual

Para estudiar el campo de desplazamientos producido por una fuente puntual en un sélido elastico,
homogéneo e isétropo debemos tomar como punto de partida la ecuacion de equilibrio de la segunda

ley de Nevvton + fi = 0, de manera que la ecuacién de Navier adquiere la forma siguiente

0%u; 0%u; _o
oxiox; T Foxox TIiT

A+ p) (3.1)

Consideremos la fuerza aplicada esta concentrada en el punto & (Figura 3.1). A mediados del siglo
XIX, Lord Kelvin formulé expresiones para los desplazamientos provocados por fuerzas estaticas
concentradas que actdan en un punto arbitrario en un cuerpo elastico infinito (Thomson, 1848). Si
consideramos en lugar de una fuerza, dos, una longitudinal y una transversal aplicadas en el mismo
punto, podemos expresar los desplazamientos como

_ A
u, = T Fy, (3.2
Longitudinalmente y
_
Ur = T Fr, (3.3)

Transversalmente. Donde 7 =[x — &| = /(x; — &)2 + (x, — &)% + (x5 — &)2 y los factores

Si la fuerza concentrada F; se escribe en términos de estos dos componentes (longitudinal y
transversal) relativos al punto de observacién x.
F; = Fyjyi + 6iiF — Fyjvi, (3.4)

Donde y; = (x; — &;)/r son los cosenos directores del vector que va de la fuente al observador.
Entonces es posible escribir que

F;
J
u; = 477:#7, [fl)/iyj +f2(511 yl)/])] - lj ]' (35)

De esta forma podemos escribir la funcién de Green para el problema de Kelvin como
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Gij = A [fivivi + £2(8i5 — viv)], (3.6)

Que es el desplazamiento en el punto x en la direccion i, debido a la fuerza unitaria aplicadas en &
en la direccion j.

1)

F
\'é: r X

Figura 3.1: 1) Fuerza aplicada en un punto &. 2a) y 2b) Desplazamiento longitudinal y transversal
respectivamente.

Poco después, en 1849, George Stokes, resolvid el problema de las fuerzas que actian en un medio
infinito que varian en el tiempo. Una de sus caracteristicas importantes es que es una de las pocas
soluciones fundamentales que son conocidas tanto en los dominios del tiempo y frecuencia. (Arias,
2016).

De Stokes (1849) en On dynamical Theory of Diffraction tenemos

r/b

f t'(t —t)dt' (3.7)

r/a

li '~ lk Slk — I
¢ (-2 (:-3)

- 4rtDa’r a + 4tDb2r b 4tDr3

Donde { =uy;,n=u,,{=u3 ,l=y; m=y,,n=y3;,a=ab=pD=p, por lo tanto
Db* = pB? =p y Da* = pB*(a®/B*) = u(a?/B*) . Llamamos k=y; y U'—lk=6;; —
y1¥;=componente transversal. Considerando que 3lk —I' = —(I" — lk) + 21k, podemos moldear
coni=llaec.3.7a

Gij(x,&5t) = pr [Aiviv + 206 — viv)] (3.8)

donde las funciones f,y f, estan dadas por
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1/B

fi(r,t) = i—zs (t- %) + 282 f 5(t — rk)kdk, (3.9)
y 1/a
1/B
fo(r,t) =46 (t - %) — B2 Ja §(t — rk)kdk, (3.10)

Haciendo lo que Keilis-Borok (1950), integrando por partes tenemos

A== D) v 2B in(e- D) - pa(e-F) =D - -p) G

r\ PB(r rN T T T T
fz(T, t) =446 (t — E) — T_Z{Eh(t — E) — Eh(t — E) + (t —E) — (t —[—;)} (312)
Recordemos que h(t) = f_too S(t)dr y (t) = f_too h(t)dr.

Podemos encontrar una interpretacion moderna de la solucion de Stokes en dos y tres dimensiones
en el trabajo realizado por Eason, Fulton y Sneddon (1956).

3.1.1 Caso en medio estratificado

X
1 K1, B
2 Uz, Ba
N U By
Un+1 Bu+1
+1
HS
vZ

Figura 3.2: N capas paralelas planas soportadas sobre el semiespacio.
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El caso de un medio formado por estratos horizontales planos soportados sobre un semiespacio,
resulta conveniente debido a la simetria axial que existe con el eje z (Figura 3.2), por lo que a
continuacion se estudia ese modelo para fuentes puntuales y fuente explosivas.

3.1.1.1 Fuente puntual vertical

Consideramos una fuerza arménica puntual vertical en la superficie libre z = 0. Debido a la simetria
axial del problema, los resultados dependen de z y r, por lo que los esfuerzos normales o,,y
cortantes a,,- son

2 = —8(x)6()e ",y o, =0, (3.13)

Donde §(+)es la fusion delta de Dirac. Por lo que al expresarlas como integrales en los nimeros de
onda k, Yy k,, y reescribiendo en coordenadas polares, tenemos que

400 +00

O =7 j j ikxglkyY gl dk,, = — j kjo(kr)dk, (3.14)

Para el caso de una fuente puntual vertical aplicada en un semiespacio homogéneo e isétropo se
tiene que plantear primero un caso similar, siendo este en un espacio completo. La aplicacion de una
fuerza vertical va a generar ondas P-SV. Siguiendo el trabajo de Knopoff (1964) y de Aki y Richards
(1980), los desplazamientos en términos de potenciales ¢ (r, z) y ¥ (r, z), para ondas dilatacionales
y de corte, respectivamente (Sanchez-Sesma, 2011, p.13-14), estan dadas por

ap 9%
_0¢ 3.15
= o + oroz (3.15)
op 0% w?

1
W= Vo T Y (3.16)

donde u, representa los desplazamientos radiales y u, los desplazamientos verticales. Los

potenciales ¢ y 1 son soluciones de las ecuaciones de onda reducidas (Sanchez-Sesma, 2011, p.
14).

V2 + ¢ =0, (3.17)

Vi + o 52 ¢ = 0. (3.18)
Los potenciales que resuelven las ecuaciones 3.17 y 3.18, en un estrato j son

¢ (r,2) = (Azj_1eIE7%%0) + Ay~ ViE20) o (kr), (3.19)

41



W(r,z) = (sz_leivj(z—zj+1) + sze—ivj(z—zj-))jo(kr)' (3.20)

donde y =/q* —k? es en nimero de onda vertical de ondas P, tal que Imy <0, v=

Jw?/B?% — k? es el nimero de onda vertical de ondas S con Im v < 0 y k = ndmero de onda radial.
En donde los coeficientes con subindices impares representan las ondas que viajan hacia arriba y los
pares las ondas que viajan hacia abajo. Considerando 3.15 y 3.16 para calcular los desplazamientos,
tenemos que quedan expresados como

— iyi(z—z; —-iyi(z—z; ivi(z—z;
U, = (_AZj—le Vj( j+1) _Azje Vi D) — B2j—le ;€ j+1)

; 3.21
+ sze_wf(z_zf))kjl(kr), ( )

u, = (Agj_1iy;eV1@72%0) — A, iy;e”Wi@72) + By k2elViF2j41)

. .22
+ szkze_”’f(z_zf))jo(kr), (3 )

Los esfuerzos para una z dada en planos horizontales, son obtenidos de la Ley de Hooke generalizada
por medio de

_ Ou,  Ou,
Ozr = .u( 0z + W)' (323)
0pp =20 + 2122,

Donde u = pf?, 1+ 2u = pa?,y © = V?¢ = —(w/a)?¢ =dilatacion. De forma que los esfuerzos
son

Oy = #(_Azj_lziyjel'y_]:(z—zj+1) + Aszine_iyj(z_Zj) + sz_lfeiv(z—zjﬂ) (3 24)
+ szfe_w(z_zf)) kJ, (kr), .

0y = (A1 §e i 2m) — 4,86 iE2) 4 By 21k 2e i)

. 3.25
+ BZjZivije"”’f(Z_Zf)>]O(kr). (3.25)

En las ecuaciones anteriores se define ¢ = (v;* —k?). Para N capas sobre un semiespacio
tendremos cuatro incognitas para cada una que en ese caso corresponden a las dos ondas que viajan
hacia abajo y aquellas que van para arriba. Para estas 4N+2 incognitas se tiene un niumero igual de
condiciones de frontera que vienen de los esfuerzos en el limite superior, de la continuidad de
desplazamientos normales y radiales y los esfuerzos en las interfaces (Sanchez-Sesma, 2011, p. 15).
Los esfuerzos para un numero de onda dado k en la superficie z=0 deben ser (considérese el
integrado de la ecuacién 3.14):

k
= —— = 3.26
02z 27_[]0(](7'), y (opom 0. ( )
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De acuerdo con la ecuacion 3.14 una vez obtenidos los coeficientes, deben calcularse las integrales
en el nimero de onda radial.

3.1.1.2 Fuente puntual horizontal

De forma similar al caso anterior, se consideran dos fuerzas puntuales armonicas horizontales, una
aplicada en la direccién x y otra en direccion y. Las partes pares e impares del campo seran
moduladas por cos 6 y sin 6, respectivamente. Ademas de las ondas P-SV, debido a la naturaleza
de la fuerza, se tienen también ondas SH, es decir, ondas polarizadas horizontalmente. Segun Aki
y Richards (1980), los potenciales correspondientes ¢ (7, z), ¥(r,z) y x(r, z) son soluciones de las
ecuaciones de onda reducidas:

2

V2 + %qﬁ —0, (3.27)
2

V2 + %w =0, (3.28)
2

Vi + giX = 0, (3.29)

y los desplazamientos estan dados por

op 9% 1dy
—_r - 3.30
= o + 0roz + r o6’ (3:30)

109 10%% 1y

i Z __4 3.31

o r 00 + r0z00 ror’ (3:31)
op 0% w?

=— 4+ —4 — 3.32

W= oz T Y (332)

donde u,, ug Y u, son los desplazamientos radiales, tangenciales y verticales, respectivamente.
Aqui los esfuerzos de interés son a,,., 0,9 Y g,, que son los correspondientes a los esfuerzos de corte
radial y transversal y el normal en un plano horizontal. De igual manera que para la fuerza vertical,
estos son obtenidos mediante la Ley de Hooke generalizada, por lo que se tiene

ouy, ouy,
P (ai + %) (3.33)
dug 10u,
== 4+= 3.34
9z6 “(az+rae)' (3.34)
ou
Oy = A0 + 2 aZZ, (3.35)

respectivamente. Los potenciales que resuelven las ecuaciones 3.27, 3.28 y 3.29 son
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¢ = (Azj—1€"1%7%) + Ay je"ViZD)], (kr)cos 6, (3.36)
Y = (sz_lei"j(z‘zi) + sze_ivi(z_zf))]l (kr)cos 6, (3.37)

X = (Czj_lei"j(z‘zi) + Czje_i"f(z_zf))]l(kr)sin 0, (3.38)

Al aplicar las ecuaciones 3.30-3.32para calcular los desplazamientos en las expresiones 3.36-3.38,
tenemos

w, = (Azj_leiyj(z_zj) + Azje—iVj(Z—Zj) + sz_livjeivj(z—zj) - szivje—ivj(z—zj))

k ]1 0 (C ivj(z—zj) C —ivj(z—zj) k ]1 9 (339)
IO_E cos 0 + (Cyj_€ + Cyje ) Ecos ,
ug = —(Ayj_1€"1@%) + A, ;€7 ViEZ) + By ivietiETE)
vz L J1
— Byjivje”Vi#7Z)) kESLTLH (3.40)
— (Czj_leiVj(Z—Zj) + Czje—iVj(Z—Zj)) k (]o _ %) sin 9,
Uy = (Agjoaiy;e 10750 — Ayjiy;e WICTE4 By k277D (3.41)

Respectivamente y donde se entiende que J, = Jo(kr) y J; = J1(kr). Al calcular los esfuerzos de
interés, estos quedan expresados como

Oy = —(—Azj_121y;e 1720 + A, 2iy;e™27%0) 4 B geia2)
+ Byjte i) (3.42)

J1 : vz Civiz—z 1 1
k(]o _E) cos 0 + iv;(Cpj_1€™1¥7) — (e~ i) kﬁcos 0,

Oy = u(—Azj_12iyjei”f(Z_Zf) + A2j2iyje_i”i(z"zi) + sz_lfeivi(z"zi)
+ Byjge iz )) (3.43)
J1

1. . (22 ivi(z—z: .
k;smH - lvj(Czj_le”’J(Z zZj) — Cyje tvj(z Zl)) k (]0 - E) sin 6,
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O,y = U(_Azj—lstei)/j(z_zj) _ Azjfe_iyj(z_zj)+sz_12i1/jk2€ivj(z_zj)

: 3.44
— By;2ivik?e i), cos, (344)

Las ecuaciones 3.39, 3.40, 3.42 y 3.43 exhiben claramente la presencia de ondas P, SV y SH asi
como una clara dependencia azimutal. En las ecuaciones 3.41 y 3.44 no hay ondas SH.

En la superficie, la aplicacion de una fuerza horizontal en la direccion x puede escribirse en
términos de los esfuerzos

0,7 = 0,0, = —8(x)6(y) cosB et yo,, =—6(x)8(y)sinf et (3.45)
de nuevo, §(+)es la delta de Dirac. Considerando la ecuacion 3.14 podemos escribir, sélo para o,

que

+ o0

o To Ml = =222 [ k(o =4 ) —

Ozr = 21 kr = kr

—0o
que exhibe de manera natural la aparicion de los términos ( 0— %) y +§ para la dependencia

radial y cos 6 para la dependencia azimutal. Esos términos aparecen intercambiados en los
desplazamientos y esfuerzos y muestran la extraordinaria delicadeza del acoplamiento P-SV y SH.
Ver detalles adicionales en Sdnchez-Sesma et al. (2011).

También en el caso de la fuerza horizontal se formula un sistema de ecuaciones, que en realidad
son dos; uno con 4N+2 incdgnitas y otro con 2N+1 para las ondas P-SV y SH, respectivamente. Lo
sorprendente es que la matriz de coeficientes para las ondas P-SV es idéntica a la correspondiente
para la fuerza vertical (Sanchez-Sesma et al., 2011).

3.1.2 Caso del espacio infinito

Se busca escribir la solucion de Stokes (1849) en coordenadas cilindricas. A continuacion, se trata el caso
mas simple que es el de una fuerza vertical aplicada en un punto, el origen en un espacio infinito para lo
cual se parte de las expresiones presentadas anteriormente y se adaptan segun sea necesario.

3.1.2.1 Fuente puntual vertical
A continuacién, se van a describir los campos de desplazamientos y esfuerzos para una fuerza vertical en
coordenadas cilindricas. Lo cual es necesario para tratar medios con estratificacion horizontal.
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v

Figura 3.3: Fuente puntual vertical en espacio infinito.
Nuestro punto de partida para una fuerza puntual armonica vertical (Figura 3.3) seran las ecuaciones
3.19 y 3.20 que son los potenciales que resuelven las ecuaciones de onda reducidas, aplicando a
estas las ecuaciones 3.15 y 3.16 para calcular los desplazamientos radiales y verticales y expresando
los mismos en dos casos z positiva y z negativa, de manera que tenemos

u, = [—A,e*Vi% — Byivie*"i%|kjy (kr) paraz <0 (3.47)
u, = [—A,e” "% + B,ivje Vi%|kj, (kr) paraz >0 (3.48)
u, = [+A,iyje*Vi% + Bik?e*™Vi*|J,(kr) paraz <0 (3.49)
u, = [—Aziyje "% + Byk*e"Vi%]Jy(kr) paraz >0 (3.50)

Por otro lado, calculamos los esfuerzos cortantes y normales con las ecs. 3.23, y se expresan de
manera similar a los desplazamientos, es decir

0 = u[—A12iy;e V% + By (v;? — ket V% |k, (kr) paraz <0 (3.51)
Oyz = U[—A1(v? — k?)e*Vi% + B 2iv;k2e ™™ ], (kr) paraz <0 (3.52)
O = u[+A452iy;e V5% + B, (v;% — k?)e ™i%|kJ, (kr) paraz >0 (3.53)
0y, = u[—A5(v;? — k?)e Vi% — B,2ivik?e~"%|Jy(kr) paraz >0 (3.54)
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La razdn de desglosar las ecuaciones de esta forma es debido a que se considera primero el caso del
espacio completo. Para encontrar el valor de los coeficientes es necesario definir z¥ = 0 F ¢, en
donde se consideran dos esfuerzos normales: uno en tension y otro en compresion.

0 =+= 6<x>6(y> =

(3.55)
1 po . k
=+ [, klo(kr)dk > p[-A;(v* — k) + B, 2iv;k?| = +~
0 =~ 58050 =
L “ 2 (3.56)
=— [, Kokr)dk > u[-Ay(v;* — k?) = By2iv;k?| = _E
De donde
_ k
Z(;) UZ(Z) =+ (3.57)
Dadas la continuidad y simetria en z = 0, tenemos que u( ) = ﬁ"), u§+) = ug"), (+) = az(r) =
k .
0 de donde se puede obtener que A; = —A4, = g B1 = B, = prE—. asi que se tiene que
los desplazamientos radiales y verticales
Sgn(z)f —iyilz| _ —lV |z|
k?J, (kr)dk, .
P = dmer ) €7 M)k, (kr) (3.58)
o 2
u, = — ! J iy;e~ilzl — L e~ il ) kJ, (kr)dk, (3.59)
“ 4pw? ), iv;
y los esfuerzos normal y cortante se expresan como
sgn(z) o L
Oy = — U 47Tpa)zjo ((w?/B% = 2k?)e il + 2k2e~Wil2 D) ko (kr)dk, (3.60)
L (o (WP/BP—2k%)
Oar = ‘u47tpa)zjo <2er B Ay L TGOk CL

Se sigue con el planteamiento de las ondas irradiadas hacia la superficie desde la fuente, para esto
consideraremos z < zp. Con esto necesitamos solo las expresiones de los desplazamientos y
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esfuerzos que incluyen las ondas que viajan hacia arriba y se incluyen los coeficientes de la fuente,

denominados como AF para las ondas P y BF para las ondas S. De forma que tenemos
u, = [—AFe*i#=2r) — BFiy,e*Vi@=2R) k], (kr) paraz < zp

u, = [+AFl-yje+i]/j(z—zF) + BFkZe"'iVj(Z_ZF)]]O(kr) para z < zg

Y al hacer los calculos de los esfuerzos correspondientes con las expresiones 3.23, haciendo uso

: _ 2
de 3.62 y 3.63 y considerando ¢ = v;“ — k?, obtenemos
O = u|—AF2iy;e*ViE2F) 4 EBFe*ViE20) k) (k) para z < zp
Oy, = u|—ATE*Vi@20) 4 BF2jy k2 ViE=20)|] (kr) para z < zp
Para tener la solucion en superficie libre planteamos que

ol =gfC +gF =0

Por lo que

o5k = u[+A,2iyje i% + ByEe Vi — AP 2iy etV iEEr)
+ EBFei#2R) |k, (kr)

o} = u[~Ay§e1" — By2ivik?e ™™/ — AFge 7P
+ BF2iv;k?e™i2P)| ] (kr)

Evaluando en z = z, = 0, queda reducido a
o5k = u[—Az& — By2iv;k? — AFEei%F + BF2iv;k?e~"Vi%F ], (kr),
o5k = u[+A,2iy; + B, — AT 2iy e Vi%F 4 EBFe~WitF k], (kr),
Con esto se tiene que
—A,¢ — By2ivik? = +AFEei%F — BF2iv;k2e~1Vi%F,

+A22l]/] + Bzf = +AF2i)/j€_iijF — EBFe_iVjZF’

Planteamos entonces que

—&  —2ivk? (Az)_ +&  —2ivik? (AFe—iVZF>
Zl]/] +€ Bz N Zl)/] —f BFe_iVZF !

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)
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Cuya solucion es

(AZ l4k2ijj 8 Ay l (3.74)
Bz F(k) 4k?yv;é k2yv; — &2

Donde F (k) es la funcion de Rayleigh

F(k) = 4k*y;v; + &2 (3.75)
Por lo que se entiende que hay presencia de ondas de Rayleigh en superficie libre.

3.1.2.2 Fuente puntual horizontal

De igual manera que para el caso en un medio estratificado, se consideran dos fuerzas horizontales,
una aplicada en direccion x y otra en direccion y. Recordemos que ademas de ondas P-SV, se
generan también ondas SH. Este tipo de fuentes generan los esfuerzos cortantes siguientes

g, = —gT()6(x)6(y) cos 6 = — 56 f ilr) dk,  (3.76)
_ sgn(z) o sgn(z) | JOO ( 1 ]1)
Oz = +— 5(x)8(y)sinf = + o= sin @ i k(Jo— pn dk, (3.77)
E, /Fy X
|
o,
I
y W Ug
y I

Figura 3.4: Fuentes puntuales horizontales en un espacio infinito.

En donde sgn(z) se refiere al signo de z segun sea el caso. Considerando los términos J, — % y %

k? (w/B)?/ivj
Bl = —Bz Yy C1 = CZ Twz]

se puede obtener que A; = A, =

iydmpw? '’ am pao2

Por lo que los desplazamientos quedan expresados como
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PSV 1 > (k? —iyilz| _ ; —ivi|z| J1
ubsvV = + J. —e il —jv; e k (]0 — E) cos 0 dk, (3.78)
0

Ampw? Iy;
1 o8} 2 2 i
uSH = + f wrr _/’8 e jlzl ) | (]—1) cos 0 dk, (3.79)
dmpw? J, [vj kr
1 o) k2 . .
uESY = — f = el — jy emivile | g (]—1) sin 6 dk, (3.80)
dnpw? ), \ivj kr
1 ®(w?/p? . J
SH _ _ —ivjlz| — _1> ' 1
Yo 47pr2f0 ( iv; e )k (jo ) S0k (3.81)
sgn(z) [, . —iv.
1%==._4npaﬂ‘L (e=117 — e~ k2], (kr) cos 8 dk, (3.82)

Y los esfuerzos como

sgn(z) i i J1
PSV — _ 4npw2f0 (Zkze iyjlzl _ (kz —vjz)e w,lzl)k (]o _E> cos 8 dk, (3.83)
s _ _, S9N (7 (0% iy 1 Gg 4
oy ‘u47rpw2 ) ﬁze i k = cos 6 dk, (3.84)
apﬂ’:-+ysgn(z)fa12k2e‘wﬂﬂ-—(kz——vl)e‘wﬂﬂ)k(ll>sn10dk (3.85)
z60 47.['0(02 0 J kr ’

sgn(z) ® [w?
SH_ gn(z) <

_ W vzl _ﬁo-
lop dmpa? ), ﬁze j )k(]o o sin 0 dk, (3.86)

_ 1 ® (k*(k* —v;?) —iyilzl _ i 12—zl
0., =+l 47Tpa)2j0 < ; e Vi — 2iv;k“e™ >]1(kr) cos@dk, (3.87)
Estas ecuaciones (3.58 a 3.61 y 3.78 a 3.87) son, ni mas ni menos, la solucion de Stokes (1849) en
coordenadas polares. La representacion para la fuerza vertical incluye solo ondas P-SV mientras que
para la fuerza horizontal se afiaden las ondas SH. Es evidente que esta solucion permite incluir
fuerzas en el interior de medios estratificados.
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3.2 Fuente explosiva

Por practicidad, las fuentes volumétricas tales como las explosiones, suelen modelarse con fuentes
esféricas de ondas dilatacionales. Es posible demostrar que el potencial escalar ¢p de una onda
esférica armoénica en un medio elastico es ¢ = R~ exp(— M’TR) , donde w = frecuencia circular,
a = velocidad de propagacion de las ondas P y R = radio en coordenadas esféricas. Se ha omitido

el factor et Para estudiar dichas fuentes en un medio estratificado, también se debe expresar el
potencial en coordenadas cilindricas (7, z).

3.2.1 Caso del semiespacio
Mediante la representacion de Sommerfeld (ver Aki y Richards, 2002, ) dada por la siguiente
expresion, el potencial queda

_ p-1 _WwRS (7 _
¢ =R exp(——-) (iy) "t exp(=iy| z|)Jo (kr)k dk, (3.88)
0

donde R =+/r? + z2,y J,(kr) = funcién de Bessel de primera especie y orden cero de argumento
kr. Si se establece que el potencial de la fuente sea

$ = — 2oL Rt exp(— 25, (3.89)

4TTpa?

donde M, (w) = espectro de Fourier del momento sismico (ver Aki y Richards, 2002, p.192). El
desplazamiento radial uy esta dado por

(’)_gb _ My (w)

R, w) = R™2(1 + iw R/a) (—@) (3.90)
Uugr(R, w) = R~ dmpa? iw R/a) exp p .
que en el dominio del tiempo queda expresado como
R R . R
My (t_E> o Mo (t_E) (3.91)

uR(Rl t) = 4-7Tp0(2R2

Para verificar este resultado, recurrimos a una expresion mas general (Aki y Richards, 2022, p.77)
y partimos de

r/B
Myg * Gpp g = <15Vnyp}/q _ 3Vn6pq _ 3yp6nq _ 3y[16nl)>i J T™pq (t —1)dt
’ Amtp r4
Ja (3.92)
6YhYbyﬁ'_'Vn6pq _'Vb6nq _'yq6np 1 r
* ( Apa? r_ZMpq (t E) B
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4mpf?
Yn¥pYVq 1 r Vo —Onp\ 1. ( r)
“Mpy, (t—=) — | =2 | Vg =My, [t — =),
T3 4mpadr P ( a) ( 4p 3 Ya - Mpq B
donde 6, es la delta de Kronecker. Considerando un tensor isétropo M,, = M,(t)d,,, donde

M, (t) es un escalar. Podemos sustituir esto en la ec. (3.89), multiplicando por &, cada término del
numerador en los cocientes que conforman la expresion, teniendo entonces

6 — YnOpa — YoOng — 2Y40. 1 r
_( YnVpVq VYnOpgq YpOnq Yq np>_Mpq (t——>+

Myq * Gp,q =
/B
_ 15V, ¥pYq Opg — 3VnOpq Opg — 3VpOng Opg — 3VqOnp Opq\ 1 j oMy (t — T)dz
4-7Tp r*
r/a
6YnYpYq Opq — YnOpq Opg — YpOnq Opqg — YqOnp Opq\ 1 T
—_M S
-+< 4ﬂpa2 r2 o(t-7) (3.93)
6YnYpYq Opg — YnOpq Opq — YpOnq Opq — 2Yq0np Opq T
- _MO - +
4ﬂpb’2 2 B
4 IntYa Opq 1 M, (t _ f) _(Yn¥p Spq — Snp Spq g lMo (t _ 1),
dmpad r Amtp B3 B

Recordando que y;6;; = y; y que y; v; = 1 laexpresion 3.93 se simplifica quedando tnicamente los
términos correspondientes a la contribucién de la onda P, es decir

Im')4wM;MJpl%%£%1%O—9, (3.94)

que podemos reescribir como

Mo (t—Z) +gMo(t-3)

urt) = Amtpar?

(3.95)

)

siendo igual a la ecuacion 3.91.

El desplazamiento en la direccion de x; esta dado por u; = ug X (x; /R). Para representar a la
explosion, el potencial en coordenadas cilindricas queda

¢==M0Lw(—M/w)e4WVUﬂkﬂkdk, (3.96)
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donde M, = My(w)/4mpa? . Si AF = —M,ik/y; se puede escribir el integrando de la
representacion integral de Sommerfeld para una fuente de ondas esféricas. Este integrando en
coordenadas cilindricas y usando el numero de onda radial k, el integrando del potencial de la fuente
de ondas dilatacionales esta dado por

¢F = [AFe il g (ker), (3.97)
donde AF = 1\710% , k = ndmero de onda radial, y; = yw?/a? — k? =namero de onda vertical de

]
ondas P con Im y < 0. Los potenciales de ondas P y SV incluyendo las ondas reflejadas por la

superficie libre y el de la fuente, considerando que z < zp

¢ = [Ae™ViE2) 4 AFe*rj(Z=20)] | (kr), (3.98)
W = [B e~ i) [y (kr), (3.99)
ra.
s
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Figura 3.5: Diagrama de rayos debido a una fuente explosiva en el semiespacio.

Por lo que tenemos los desplazamientos radiales u, y verticales u, expresados como
u, = [—AFe™ilem2zFl — 4 Vi3 4y, B e~ViE"E)] | [, (Kr), (3.100)

u, = [ sgn(z — zp)iy;AFe ™ Vilz=2Fl — jy, Ae~Vi(E~2) 4 k2Be~ViZ=20]] (kr), (3.101)

Para calcular los esfuerzos cortantes a,,- y normales a,,, recurrimos a las ecuaciones 3.23 y tomando
& =v?% — k? , de manera que queda
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0, = ul—sgn(z — zp)§ATe” I — gpemII R
2ivjk?Be i) (kr),
Oy = ulsgn(z — zg) 2iy;AFe™Vil22rl 4 24y, Ae~iE20) 4
§Be MG k), (kr),
Elcasoenelquez =2z, =0 y o,, = g, = 0, es decir en superficie libre, se tiene que

(3.102)

(3.103)

—EAFeVi%F — A — 2ivik?B = 0, (3.104)

—2iy;ATe~i%F + 2iyA+ B = 0. (3.105)

Estas ecuaciones pueden escribirse como

— —2ivjk A F
(=iy ZF)
2% l[ [ZWJ]A e 1Y) (3.106)
Para calcular los coeficientes Ay B se tiene que
—2iv;k? +&
J Fe(-vjzr)
] lZl]/] l [21)/]]‘4 e (3.107)
resultando
A ak?yiv; =& o Ly,
AF e(Cyjz0), 3.108
5] F(k)[ i4y; € ¢ (3.108)

Aqui F (k) = 4k?y;v; + &2 = funcién de Rayleigh.

3.2.2 Caso en un medio estratificado

Debido a la presencia de estratos, las ondas P emitidas por la fuente explosiva generaran ondas P-
SV al incidir en la superficie libre y sobre las interfaces de los estratos, por lo que, a diferencia del
caso anterior, tendremos también ondas P-SV que viajan hacia arriba. De manera que, suponiendo
que la fuente esta en el estrato j, podemos expresar los potenciales como:

¢ = [AFe il 2Flp 4, e~ ViE2D 4 4, ;e Vi@ 2] [ (), (3.109)

¥ = [By; e i) 4 By eI I (ker), (3.110)

Recurriendo a las ecuaciones 3.15 y 3.16 para calcular los desplazamientos radiales u,. y verticales
u, tenemos
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U, = [_AFe—i]/j|Z—ZF| _AZJ ?_iyj(z_zj)_Azj—1 e+i)/j(Z—Zj+1) + lvaZJ e—iVj(Z—Zj) (3111)
— iV;Byj_q e"ViCTZOY k ] (kr),
u, = [~sgn(z — zg) iy;ATe™ VIV — iy; Ay eI 77D
+iyjAgj_qetVICZ) 4 k2B, e Vi) (3.112)
+ szzj—leHVj(z_Zj“)]]o(kr)»
Sustituyendo 3.111 y 3.112 en las ecuaciones 3.23 los esfuerzos cortantes o,,- y normales o,
guedan expresados como

Opy = #[_EAFe_iVj|Z_ZF| - SZAZ].e—Wj(Z—Zj) — fAzj_le"‘iVj(Z‘Zjﬂ) —

. . 3.113
2iv;k?B, e~ ViE4) + 2ivjkZsz_le“"f(z_Zi“)]]O(kr), ( )

Oy = U[sgn(z — zp)2iy; AT e~ il272Fl 4 2iy,A, ;07 ViE~%) —

zi]/jAzj_le+iyj(Z_Zj+1) + fsze_ivj(Z_Zl') + {:sz_le+ivj(z—zj+1)]k]1 (kr), (3.114)

Enelcasoenelquez =2z, =0 y o,, = g, = 0, es decir en superficie libre, se tiene que

U — Ay, —A; e M7 4 jy. B, —iv,B; e"V171 = AFe=n1ZF, (3.115)

Uyt =iy 4, + iy A1e™ % + k2B, + k?Bje” V1% = iy AF e N7F, (3.116)

Ogpt — EAy — EAe™ 171 — 24y, k2B, + 2iv k?B e V171 = EAF e~ 11%F, (3.117)
Oy 20714, — 20y, 417174 + EB,) + EBje™V1%4 = 2iy; AT e~ Vi%F, (3.118)

Laecs 3.111, 3.112, 3.113, 3.114 establecen el caso generalizado para una fuente en el estrato |,
con esto y tomando en cuenta la continuidad de desplazamientos y esfuerzos expresados mediante

ul (%) = (), (3.119)
u) (7)) = ul(z), (3.120)
o ' (#) = o,(z), (3.121)
ar (%) = o2 (). (3.122)
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3.3 Matriz global

La solucion a problemas de propagacion de ondas elasticas en un medio estratificado, en el que cada
capa es homogénea y donde el conjunto de capas tiene propiedades fisicas que varian Unicamente
en una coordenada, puede ser dado como el coeficiente de productos de matrices. La solucion a
problemas de propagacion de ondas en un medio inhomogéneo en el que la inhomogeneidad varia
solamente en una coordenada es mucho mas simple si consideramos el problema de la propagacion
de ondas en un medio que consiste en un gran nimero de capas homogéneas. Este problema se ha
superado con la aplicacion de grandes equipos computacionales, al menos para modelos especificos
de inhomogeneidades, Knopoff (1964).

Un procedimiento para la manipulacion de la matriz de problemas de ondas elésticas ha sido ideado
por Thomson (1950) y corregida y elaborada por Haskell (1953).

Cuando el nimero de estratos se vuelve muy grande, el nimero de las ecuaciones para la solucién
para ondas armonicas planas también. En el caso de ondas en un medio conformado por N estratos
soportados en un semiespacio y subyacentes al vacio, los determinantes son del orden 2N+1 para el
caso escalar de ondas SH, mientras que para el caso vectorial de ondas P-SV es de 4N+2. Dado que
para propdsitos de esta tesis nos interesa conocer el movimiento antiplano (SH) y en el plano (P-
SV) y considerando que la matriz P-SV es la misma para fuerzas verticales y horizontales existen
dos sistemas de ecuaciones desacoplados (Sanchez-Sesma, 2011, p. 17), que tienen la forma

Ax = b, (3.123)

Donde A es la matriz en la que se imponen las condiciones de frontera, x es la matriz de coeficientes
y b la matriz de términos independientes, estos Ultimos, seran cero excepto para las interfaces donde
se aplican las fuentes, en esta interfaz el término serd igual al salto en las condiciones de esfuerzos
ylo desplazamientos, para el caso de la fuente explosiva los términos independientes seran distintos
de cero en las interfaces entre la posicion de la fuente (Sainos, 2018, p. 25 ). Para el computo de
estos casos, los sistemas de ecuaciones correspondientes se resuelven para una frecuencia (w) y para
un numero de onda (k) determinados y estaran dentro de la integral

del nimero de onda radial, es decir, la matriz se resolvera hasta Nk veces para un receptor.

3.3.1 Caso plano (P-SV)

Para este caso se puede notar que las ecuaciones 3.39 y 3.41 que describen los desplazamientos para
la fuerza horizontal u, y uy tienen, en esencia, los términos de z iguales, cambiando Unicamente el
signo y ug debido a las fuerzas horizontales comparte esos mismos términos que w,. para el caso de
la fuerza vertical. Por otra parte u, en consecuencia de la fuerza vertical y las fuerzas horizontales,
ecuaciones 3.22 y 3.41, respectivamente, tienen los términos entre paréntesis iguales. Estas simetrias
se repiten para el caso de los esfuerzos. Teniendo en cuenta estas caracteristicas, es posible resolver
un solo sistema de ecuaciones, ya que lo Unico que cambiaria seria la excitacion, es decir, las
discontinuidades en los esfuerzos dentro de los términos independientes (Sainos, 2018, p. 25).
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La matriz global A se expresard en funcion de una submatriz de esfuerzos E y otra de
desplazamientos D. La primera se puede armar empleando la contribucion plana de los esfuerzos
normales a,, y cortantes debido a la fuente horizontal o, 0 g,,- para la fuente vertical; esta matriz
se expresa como

A2j—1
B,i_
EP~SV [2112.1, (3.124)
]
B,;
Donde
P-SV _
Ej B . .
—&e7WilEH) 24y keI _geti(zzin) 424y ke 2e Vi) (3.125)
J +2i)/je_iyj(z_zj) +€je—ivj(z—zj) _2iyje+iyj(z—zj+1) +€jeivj(z—zj+1) )

Por otra parte, la matriz de desplazamientos D se puede expresar tomando como base el
desplazamiento u, y ug debido a la fuente horizontal o u, debido a la fuente vertical.

B
p-sv|~2j-1
D; [Azj ,J (3.126)
By;
Donde
pP-sv _iyje—iyj(z—z]-) +k2eviz-2) +iyje—iyj(z—z]-+1) +k2eVi(E=zj+1) 2127
J | —ewiEz) +ivieWiEH)  —etjE )y elVi(EE) , (3127)

Las submatrices E; y D; son de dimension 2x4. En la condicion de frontera libre de la ec 3.125 se
reduce a

EP-SV — —&  —2ivk? —Ele+iY1(Z—Z1) +2iv1k26iv1(z—zl) 3128)
0 +2i]/1 _l_{:l _Ziyle+iy1(z—zl) +€leivj(z_zl) ’ .
Mientras que los esfuerzos y desplazamientos en el semiespacio son
- —2ivy,1k?
EP=SV _ $N+1 N+1 ]’ 3129
N+1 HN+1 2ivy, k2 FEyey ( )
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pP=SV — [_iVN+1 +k? ]

= . 3.130
N+1 -1 +lVN+1 ( )

Donde Ey,1 Y Dy4+1 SOn submatrices de orden 2x2 debido a la ausencia de reflexiones causadas por
el semiespacio. Con base en las expresiones previas, el sistema de ecuaciones lineales que se debe
resolver para las fuerzas puntuales sigue la forma

4 E, 0 0 0 o o) (a4 a4 ) [ o 0
D, -D, O 0 0 0 B, B, 0 0
E1 _E2 0 0 O O AZ A2 0 O
0 D, -—-D; O 0 0 : : 0 0
0 E, -E3 O 0 0 Azj_1 Azjq : :
—ksgn(z)

Byj—1 Bzj-1 = Tﬂ] 0

iksgn(z)

Azj Azj —Zﬂllj
0 0 0 0 —Ey 0 : : : :
0 0 0 0 - Dy Dy+1 Ayi1 Ansr 0 0

K 0 0 0 0 - Ey Ent1 \ By+1  Bni1 j \ 0 0 }
(3.131)

Donde los coeficientes de la primera columna corresponden a la fuente vertical en la cual la
discontinuidad se encuentra en el esfuerzo normal a,,, por otra parte, los de la segunda columna
corresponden a la fuente horizontal en donde, de manera analoga la discontinuidad esta en los
esfuerzos cortantes a,4 Yy a,,-. ES observable que la dimension de la matriz global A es de
(4N+2)x(4N+2) y las matrices de incgnitas y términos independientes son de dimension (4N+2)x2.

3.3.2 Caso antiplano (SH)

Para el caso antiplano se simplifica la matriz A, ya que las incognitas por estrato disminuyen a
dos, estando determinada por los esfuerzos cortantes a,, y los desplazamientos verticales u,, para
cada interfaz j se tiene que

EPH = pi[ivie™™1E%) 4 jyiet i) | (3.132)

DS = [+e™ %) 4 o+ivj(=7i40)], (3.133)

Para el caso de la superficie libre, los esfuerzos se expresan como
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E(.)S‘H — [iv1 + ivle+iV1(Z—Z1)], (3.134)

En el caso del semiespacio, por otro lado, las submatrices son de un elemento, definiéndose como

Eit1 = tnea[=ivnsal, (3.135)
D1\51111 =1, (3.136)
Con lo que se forma el sistema de ecuaciones
4 E, 0 0 0 0 h ( Cl\ [ 0 )
D1 _D2 O 0 O Cz 0
E, —E, 0 0 0 : :
0 DZ _D3 0 0 CZj—l 0
sgn(z)
0 E, —E; 0 0 Cyj = 2y,
0 0 O A DN _DN+1 0
0 0 0 Ey —Eni1 Cn+1 0
o R N
(3.137)

Donde encontramos el término de fuente en la discontinuidad de esfuerzos en el vector de términos
independientes, siendo este, asi como el vector de coeficientes, de dimensiones (2N+1).
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Capitulo 4. Solucion numérica: Ejemplos

Las ecuaciones diferenciales nos ayudan a expresar fendmenos de la naturaleza, como es el caso de
la propagacion de ondas. Sin embargo, muchas veces la solucion analitica no es suficiente, por lo
que se deben realizar aproximaciones estudiando el sistema en cuestion bajo ciertas condiciones
propuestas. Es por eso que, para tener una mejor perspectiva de la implicacion de los parametros
requeridos, asi como el cerciorarnos de que las soluciones son las correctas, en este capitulo se
muestran resultados obtenidos mediante los cddigos generados y adaptados en FORTRAN vy
MATLAB a partir de la formulacion realizada y empleando el método del DWN.

Dadas las unidades para cada parametro necesario, las cuales son especificadas en cada tabla de
datos de los ejemplos propuestos, los desplazamientos son dados en [m], aunque para fines de poder
observar mejor el comportamiento de estos se tiene un factor de escala que varia para cada caso.

4.1 Fuente puntual
4.1.1 Fuente puntual en semiespacio

4.1.1.1 Comparacion con solucién de Stokes
Para este caso se compara la solucion de Stokes (1849) con la funcion de Green para una fuerza
puntual dada.

Se calcula la solucién de Stokes para la funcion de Green en el dominio del tiempo para una fuerza
en el punto de fuente dada por un pulso de Ricker. Se hace la convolucion analitica de la funcion de
Green (Egs. 3.58, 3.59, 3.78-3.82) con el pulso de Ricker.

ALFA[®|  BETA[®®|  RHO[Z]
s s m
2.0 1.0 1.0
XF[km] YF[km] ZF[km]
0 0 0
XI[km] XFIN[km] YI[km] YFIN[km] ZI[km] ZFIN[km] NR
-2 2 0 0 0.1 0.1 11
TP[s] TS[s] DT[s] NT
0.2 1.0 0.02 512
Tabla 4.1: Parametros usados para el calculo de la funcién de Green mediante la solucion de
Stokes.
BETA[®|  RHO[4] ANU
s m
1.0 1.0 0.333333
L[km] Q FACTW/| 4 FACNMAX
S
100 5000.0 2.0 15.0
XMIN[km] XMAX[km]  YMIN[km] YMAX[km]  ZMIN[km] ZMAX[km]  NEST
-2 2 0 0 0.1 0.1 11
TP[s] TS[s] DT[s] N
0.2 1.0 0.02 512
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Tabla 4.2: Parametros empleados para el calculo de la funcion de Green mediante el método del
DWN.

-2
I
VYVVYVYYVYVYYY

z [km]

Figura 4.1: Arreglo de 11 detectores paralelo al eje z con X y y contantes.

Para el primer ejemplo en el cual se consideran los valores mostrados en las tablas 4.1y 4.2 con un
factor de escala de 10. Es de esperarse que la respuesta en G,, Yy G, sera la misma (Figura 4.2),
mientras que en Gyy, Gyx G,y v Gy, sera nula debido a que el arreglo esta distribuido Unicamente a
lo largo del eje x a una cierta profundidad. Por otra parte, las componentes Gy, Gy, Y G,, e
comportan de manera similar, teniendo una amplitud mayor las Gltimas dos (Figura 4.3). También
se observa que la aproximacién mediante el método del DWN empata con un error minimo con la
solucion exacta.
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Figura 4.2: Respuesta G, ante una fuerza aplicada en el origen de coordenadas, con un arreglo de 11
detectores a una profundidad constante a lo largo del eje x.

Gzx
25 ] T L L ] T L ] T
DWN
2 0 - = = Exacta[™
w
(U =
-
(L)
| Une
(@)
O
-
N2 g
N
-2 vV
_2-5 1 L 1 1 1 1 1 1 L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)

Figura 4.3: Respuesta G,, ante una fuerza aplicada en el origen de coordenadas, con un arreglo de
11 detectores a una profundidad constante a lo largo del eje x.

63



2,5 ] 1 ] 1 Ll ] 1 Ll ]
DWN
2 =~ = = Exact[™
LT 1
1 - =
(¥)] v
©
c 05 5= :
©
> 0
=
@ 05F = :
w v
A F -
A5} - .
-2
_2.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo (s)
Figura 4.4: Respuesta de G,, ante una fuerza aplicada en el origen de coordenadas, con un arreglo
de 11 detectores a una profundidad constante a lo largo del eje x.
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Figura 4.5: Respuesta de G,,, ante una fuerza aplicada en el origen de coordenadas, con un arreglo

de 11 detectores a una profundidad constante a lo largo del eje x.
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Figura 4.6: Respuesta de G,, ante una fuerza aplicada en el origen de coordenadas, con un arreglo
de 11 detectores a una profundidad constante a lo largo del eje x.

4.1.1.2 Calibracion en un semiespacio

Con el proposito de verificar la calidad del programa que emplea el método del DWN, se comparan
sismogramas sintéticos obtenidos mediante éste y los generados con el programa AXITRA
desarrollado por Coutant (1989), que usa el método de reflectividad, para el caso de un semiespacio.
El ejemplo aqui mostrado es retomado del trabajo de Sainos (2018). Los parametros para este caso
son los mostrados en la Tabla 4.3.
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| 1.024 1.0 0.01 3.0 |
Tabla 4.3: Parametros usados para la verificacion del método en un semiespacio (Sainos, 2018).
El arreglo empleado de los receptores puede verse ilustrado a continuacion (Figura 4.4). Esta alineacion
implica que todas las componentes del tensor de Green son distintas de cero, puesto que los receptores no
se encuentran en los planos nodales.

T
& 4 /
YY v/

Yy | X
Yy =T
F

;
‘
TS
:

—
/ ZFUEN= 10[m]

Z

Figura 4.7: Esquema del arreglo de receptores en el semiespacio, la fuente se encuentra a 10 metros
de profundidad (Sainos, 2018).

A continuacion, se presentan resultados de las tres componentes obtenidos para la respuesta debido
a la fuerza vertical. En las figuras 4.8, 4.10 y 4.12 se observan los desplazamientos en las
componentes X, y Y z. Mientras que en las figuras 4.9, 4.11 y 4.13 se observa el error residual entre
los sismogramas generados por AXITRA y el codigo generado, teniendo para U,, U,y U, valores
de 7x1073, 3.5x1073 y 16x1073, respectivamente (Sainos, 2018, p. 37-39).
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Desplazamiento u debido a una fuerza F,

0.15
——AXITRA - —-\_/M

- DWN+MG /
= Onda P f =
=~ Onda de Rayleigh — 4--\/'\.___

0.1

0.05 | Tw\j\
/
\
\

Distancia (km)
=

) L
!
’
F H
/. \
VN
v Y
-0.05 ‘1\/\/
L
3 #
b1
A}
\
L1 -~

'U.l'

-
N i

\ i
\
3 —-f’\r
-0.15¢
0 .05 0.1 0.15 0.2 0.25

Tiempo (seq)

Figura 4.8: Componente de desplazamiento U, debido a una fuerza aplicada en direccion z para un
semi-espacio. Sismogramas sintéticos generados con el cédigo del DWN usando matriz global (linea
roja) y con AXITRA (linea negra) (Sainos, 2018, p. 42).
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Error Residual <107

0.1

0.05

IUDWN MG UAXITRA'
o

-0.05

-0.1

0.1 0.15
Tiempo(seq)

Figura 4.9: Componente de desplazamiento U, debido a una fuerza aplicada en direccién z para un
semi-espacio. Mapa de contornos para visualizar el error relativo entre ambos resultados (Sainos,
2018, p. 42).
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Desplazamiento U _debido a una fuerza F,
0.15

——AXITRA + Vi

- DWN+MG P 7
- Onda P ;

Onda de Rayleigh i —

0.1

0.05

Distancia (km)
3

-0.05

-0.1

-0.15
0 0.05 0.1 0.15 0.2 .25

Tiempo (seqg)

Figura 4.10: Componente de desplazamiento U,, debido a una fuerza aplicada en direccion z para un
semiespacio. Sismogramas sintéticos generados con el codigo del DWN usando matriz global (linea

roja) y con AXITRA (linea negra). (Sainos, 2018, p.43)
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Error Residual <107
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Figura 4.11: Componente de desplazamiento U,, debido a una fuerza aplicada en direccion z para un

semiespacio. Mapa de contornos para visualizar el error relativo (Sainos, 2018, p.43)
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Figura 4.12: Componente de desplazamiento U, debido a una fuerza aplicada en direccion z para un
semiespacio. Sismogramas sintéticos generados con el codigo del DWN usando matriz global (linea
roja) y con AXITRA (linea negra) (Sainos, 2018, p.43).
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Figura 4.13: Componente de desplazamiento U, debido a una fuerza aplicada en direccion z para un
semiespacio. Mapa de contornos para visualizar el error relativo. (Sainos, 2018, p. 43)
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4.1.2 Fuerza puntual en medio estratificado

Para el caso del medio estratificado se propone un caso en el que se tienen dos estratos del mismo
espesor, soportados sobre un semiespacio, con las caracteristicas particulares postradas en la Tabla
4.3 (Figura 4.14). En este ejemplo, los 10 receptores se encuentran distribuidos Unicamente a lo
largo del eje x en superficie y la fuente esta ubicada en la interfaz 1, es decir en la base del primer

estrato. Se establece un espesor del semiespacio de 88 [km], que es solo indicar un tamafio muy por
encima de las dimensiones de los estratos propuestos.
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0.1 1
YVVVVVVVVVY
I ! x[km]

z[km]

Figura 4.14: Arreglo de 10 detectores en direccién x con z y y constantes en 0.

2
0.5 2.0 1.0 2.0 1000 1000
0.5 4.0 2.0 2.5 1000 1000
88 5.0 3.0 10 1000 1000

0.08 0.5 0.01 256

Tabla 4.4: Parametros considerados para el calculo de sismogramas sintéticos para una fuerza puntual en
un medio estratificado.

Con esta informacion se genera un modelo estratigrafico (Figura 4.15). En la figura se ha truncado
el espesor del semiespacio con el proposito de que debido a la diferencia de tamafio entre este y los
estratos, sea capaz de verse en la grafica el valor de estos Gltimos.
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Modelo estratigrafico

. 1
| 1 S— ., [km/s]
1r e (3 (kS]]
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N
6t
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10 L L L f . L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

o [kmis), 3 [kmis], p (Ton/m>)

Figura 4.15: Modelo estratigrafico de dos estratos soportados sobre un semiespacio con propiedades
de la Tabla 4.3.

Dadas las condiciones del arreglo, se tiene que Gyy, G,y, Gy, Y G, son nulas. En los sismogramas
mostrados en las obtenidas (Figura 4.16), la linea punteada azul y roja representan la velocidad de
onda P y S, respectivamente. De manera que podemos observar que el arribo de las ondas Py S
concuerdan con las lineas que indican las velocidades. En todas las componentes del tensor de Green
mostradas en este ejemplo se tiene un arribo no causal, ya que el tiempo no corresponde al de la
aplicacion de la fuerza, este puede deberse a los valores de periodicidad L dados para el célculo, al
ser un valor relativamente pequefio, esto mismo pasa con las sefiales posteriores a los arribos
causales, las sefiales equiespaciadas se hacen presentes después de cierto tiempo. A pesar de ser
sismogramas “sucios”, es importante observar los efectos que tienen los parametros dados.

Los sismogramas mantienen similitudes notables en cuando a la curva de viaje. Sin embargo,
podemos observar que en G,, (Figura 4.16), se distingue mas facilmente el arribo de la onda P,
asimismo la periodicidad de las fuentes, al tener un valor bajo se ve reflejada en los sismogramas
que muestran movimientos que carecen de sentido fisico, de manera similar en G,,,, (Figura 4.18),
que es también donde estas fuentes periddicas resaltan mas.

Por otro lado, vemos que la mayor amplitud se tiene en G,, (Figura 4.20), pero que el movimiento
que predomina (o al menos que es observable) es el de la onda transversal.
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Figura 4.16: Sismogramas: G,,, En las que las lineas punteadas azul y roja representan las
velocidades de onda P y S. Es claro el arribo no causal en aproximadamente el segundo 0.2, asi como
sefales posteriores a los arribos esperados (los que tienen velocidades de onda P y S dadas), los cuales

son debidos a la periodicidad L=50 [km], asimismo es posible observar ondas en sentido contrario y
de menos amplitud.
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0 0.5 1 1.5 2 25
Tiempo (s)
Figura 4.17: Sismogramas: G,, En las que las lineas punteadas azul y roja representan las
velocidades de onda P y S. Dada la componente, podemos notar una pequefia onda no causal en la

primer traza, asi como perturbaciones posteriores a la sefial esperada de la onda P, que son debidas a
la periodicidad L.
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Figura 4.18: Sismogramas: G,, En las que las lineas punteadas azul y roja representan las
velocidades de onda P y S. Dada la componente, podemos notar una pequefia onda no causal en la

primer traza, asi como perturbaciones posteriores a la sefial esperada de la onda P, que son debidas a
la periodicidad L.
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Figura 4.19: Sismogramas: G,, En las que las lineas punteadas azul y roja representan las
velocidades de onda P y S. Dada la componente, podemos notar una pequefia onda no causal en la
primer traza, asi como perturbaciones posteriores a la sefial esperada de la onda P tanto en un
sentido, como en otro, que son debidas a la periodicidad L
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Figura 4.20: Sismogramas: G,,. En las que las lineas punteadas azul y roja representan las
velocidades de onda P y S. Dada la componente, podemos notar que las ondas no causales tienen una
amplitud mayor al resto del tensor de Green, ademas de que las velocidades con las que viajan son
practicamente infinitas en ciertas partes, lo cual carece totalmente de sentido fisico, por lo que es facil
recalcar la importancia de los valores apropiados de periodicidad, en este caso. A pesar de eso se
tiene una idea bastante clara del comportamiento de onda P y S, por lo que emplear valores pequefios
para el calculo de DWN nos puede dar una respuesta esperada, pero con detalles a tener presentes.

4.1.2.1 Calibracion en medio estratificado
A continuacion, se da una validacion del método de la matriz global para un modelo de un estrato.

ALFA[®|  BETA[®®|  RHO[%] Q
s S m

3.0 1.0 1.0 1000

5.0 2.5 1.0 1000
TP[s] TS[s] DT[s] NT
0.004 0.008 0.0004 512
Llkm]  FACTW[Z] ZFUEN[km] ~FACNMAX

S
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| 5.0 1.0 0.05 3.0 |
Tabla 4.5: Parametros considerados para el célculo de sismogramas sintéticos para una fuerza puntual
para un estrato sobre un semiespacio (Sainos, 2018).

El arreglo de receptores y la fuente empleados corresponde a como se muestra en la Figura 4.11.

Y VY Y VYVYVYYYYVYYVYY

ZFUEN=50[m] & 'i\h:l{}[} [m]
Vo
m—/—’//
dz[km]

Figura 4.21: Arreglo de receptores en direccion x con z y y constantes en 0, para el caso de un estrato
sobre un semiespacio con fuente a 50 metros de profundidad.

En la Figura 4.21 se muestran los resultados obtenidos por Sainos (2018) y su comparacion con
AXITRA, mientras que en la Figura 4.22 observamos el error calculado.

Modelo de estrato sobre semiespacio:
desplazamiento U, debido a una fuerza F,

0.5 - / /_. 'l A A .
0.4 / / N—N
‘..;// ‘/ N $ Tv i A
£os i e A \_—DWN+Matriz Global |-
= Ed 4 7 - AXITRA
g B \ 144 }-Onda P Directa B
So.2 Ay L H [~Onda Refractada PPP _
.*CL; a ; / J Onda Refractada PSP
: 3 '—Onda Reflejada PP r

|—0Onda Reflejada PPP

s
~—

: ; / '—Onda Reflejada PS
‘ ; A ‘—Onda Reflejada PPPP
oL w ' |—Onda Reflejada PSPP
|—Onda Reflejada PSSP
L | ! | | 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
Tiempo (seg)
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Figura 4.22: Campo de desplazamientos U, debido a una fuerza horizontal F, para el modelo de un
estrato sobre un semiespacio. La curva de color negro representa el campo de desplazamientos
calculado con el codigo del DWN usando matriz global mientras que la curva en magenta representa
el campo de desplazamientos calculado con AXITRA. (Sainos, 2018, p.49)

Error Residual de U debido a una fuerza F

0.45
2.025

iL 005

Figura 4.23: Mapa de contornos para visualizar el error residual entre la solucién con DWN y la
solucién con AXITRA para el campo de desplazamientos U, debido a una fuerza horizontal F,.
(Sainos, 2018, p.49)
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4.1.3 Fuerza puntual en medio estratificado con aumento de velocidad

Se considera un medio estratificado en el que existe aumento de velocidad conforme el estrato es
mas profundo, en la Tabla 4.6 se muestran los valores de cada parametro empleados para el
calculo de los sismogramas sintéticos.

NL
3
H[km] ALF[= BET["] RHO[ 4] QP Qs
S S m
0.1 1.0 0.5 1.0 500 500
0.1 2.0 1.0 1.0 500 500
0.1 3.0 15 1.0 500 500
88 4.0 3.0 2.0 1000 1000
Llkm] ACTW[rad] FACNMAX  JFUEN
5 6 1
XMIN[km] XMAX [km] YMIN[km] YMAX[km] ZRCPT[km]  NEST
1 21 0 0 0 20
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TP[s] TS[s] DT[s] NT
0.005 0.1 0.0005 512
Tabla 4.6: Parametros considerados para el calculo de sismogramas sintéticos para una fuerza puntual para
un medio estratificado con aumento de velocidad.

Se tiene entonces un arreglo de 20 receptores sobre la superficie, distribuidos de forma lineal a lo
largo del eje x. Como se muestra en la Figura 4.24 a continuacion.

XMIN=1 [Km] XMAX=21 [Km]

_ YYYVYVYVYVYVVY -
h=100 [m] | x[km]
h=100 [m]*

1
h=100 [m]]

w

H
z[km]

Figura 4.24: Arreglo de receptores en direccion x con z 'y y constantes en 0, para el caso de un medio
estratificado con aumento de velocidad.

Dadas las condiciones del arreglo, se tiene que Gyy, Gy, Gy, Y G, son nulas. En los sismogramas
mostrados en las obtenidas (Figura 4.25-4.27) en los que la duracion del sismograma de cada
componente es de 50 [s]. En color azul se muestran los componentes Gy, Gyy Y Gy, €n color negro
Gyx, Gyy Y G, por Ultimo en color rojo se tiene Gy, G, Y G,,. Las amplitudes tienen un factor de
escala de 10.
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Figura 4.26: Sismogramas: Gy, G, Y Gy.

Sismogramas Giz, i=x,y,z
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Figura 4.27: Sismogramas: G,;, G, Y G;.

4.2 Fuente explosiva

4.2.1 Comparacion solucién exacta contra método del DWN
Para la fuente volumétrica en el semiespacio, se compara primero la solucion exacta se calcula el

. -, —n2 , - .z
campo de desplazamientos por una explosion con M, = e~%" contra el calculo a partir de la solucion
en coordenadas polares, con integracién en el nimero de onda radial con J, Yy J;.

Se propone un arreglo de una linea diagonal en el plano xy a una profundidad constante, con la
fuente, igualmente, ubicada en el origen de coordenadas. Se pueden ver los detalles en la Tabla 4.7
(Figura 4.28).
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TP[s] TS[s] DT[s] NT
0.2 1.0 0.01 512
L[km] Q FACTW[E] FACNMAX Para célculo con DWN Unicamente
s
20 1000 1.0 3

Tabla 4.7: Pardmetros empleados para el calculo de sismogramas sintéticos de una fuente volumeétrica. Se
emplean estos mismos datos tanto para la solucion exacta como para la solucidn en coordenadas polares.

X[km]

y[km]

¥z[km]

Figura 4.28: Arreglo de detectores en una linea diagonal sobre el plano xy.

Las respuestas obtenidas en este caso empatan casi por completo, por lo que suponemos que los
pardmetros de periodicidad L, calidad Q, factor tw FACTW y factor n maxima FACNMAX, son
mas apropiados para el ejemplo actual. (Figura 4.29 y 4.30).

86



Sismogramas
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Figura 4.29: Respuesta calculada mediante el DWN.

Respuesta Exacta
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Figura 4.30: Respuesta calculada mediante la solucion exacta.



Respuesta DWN y Exacta
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Figura 4.31: Sobreposicion de respuestas dadas por el DWN y la solucién exacta.

4.2.2 Fuente explosiva en semiespacio

Para el caso de una explosion en un semiespacio se propone un arreglo de 10 receptores que forman
una linea diagonal en el plano xy a profundidad constante cercana a la superficie, de igual manera
que la fuente con el propdsito de obtener en los sismogramas la onda de Rayleigh. En la Tabla 4.5
se pueden ver a detalle los parametros empleados. (Figura 4.32)

0.333333 250.0

0.025 0.05 0.05 512
Tabla 4.8: Pardmetros empleados para el calculo de sismogramas sintéticos de una fuente volumétrica en el
semiespacio.
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Figura 4.32: Arreglo con detectores a profundidad constante a lo largo del eje x.
Se considero necesario disminuir, en comparacion de los casos pasados, los parametros del pulso de
Ricker, es decir el periodo caracteristico y el tiempo central, asi como duplicar el niUmero de
frecuencias ya que se observaban los sismogramas carentes de definicion, a pesar de estas
consideraciones, los resultados se ven un tanto angulosos.

Dado el arreglo podemos notar que la respuesta en las componentes horizontales es la misma,
mientras que, en la componente vertical, las amplitudes en las trazas son mayor, a excepcion de las
centrales, todas con un factor de escala de 100.
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Figura 4.33: Sismogramas obtenidos en las tres componentes.
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Capitulo 5. Discusion de resultados

Tanto para el estudio de la fuente puntual y la fuente explosiva, (en la que en el caso de fuerza
vertical va a generar ondas P-SV, mientras que la horizontal dara lugar a ondas P-SV y SH. Mientras
que para la fuente volumétrica tendremos ondas P-SV) es necesario tener presente la intervencion
de los pardmetros empleados para el calculo de la respuesta mediante el método del DWN, ya que
estos, tienden a generar distintos efectos en los resultados que dan lugar a posibles confusiones e
interpretaciones erroneas. A menudo ocurri6 que el considerar una periodicidad pequefia, esta daba
lugar a la alteracion de la respuesta generando sefiales que contaminan los sismogramas. De manera
similar los valores elegidos de Tw y N méaximo generaban efectos de “ringing”, ademas de alentar
el proceso.

La geometria del arreglo y la localizacion de la fuente nos da un indicio de que debemos esperar en
los sismogramas. Las gréficas nos dan la capacidad de visualizar las respuestas, sin embargo, el
analizar directamente los archivos de datos obtenidos del programa, también es til ya que en estos
se puede estudiar una frecuencia especifica de interés y observar las simetrias esperadas.

Al comparar resultados con AXITRA podemos notar que el error aumenta en los receptores
cercanos a la fuente para ambos ejemplos mostrados, debido sobre todo a las amplitudes y no a los
tiempos de arribo de las ondas, los cuales pueden deberse a las diferencias entre modelos de
atenuacion empleadas por cada programa.

La estructura de las matrices permite hacer eficiente el calculo, pero seria valido probar otros
métodos y comparar entre ellos. Este tiene la practicidad de dada su formulacion, ser muy intuitivo
y estable en frecuencias altas.

El caso de la explosién resulta complicado de obtener resultados estables, al acercarnos a la
superficie libre con el arreglo y la fuente. Para este caso se considera importante comparar con
programas establecidos (como AXITRA o SPECFEM) o generar un catalogo que proponga una gran
cantidad de configuraciones.

En la actualidad este tipo de analisis es relativamente sencillo debido a la facilidad de acceso que se
tiene a equipo de computo, suponiendo que se el software esta disponible. Claramente la falta de
estos en tiempos anteriores ha significado un obstaculo para obtener resultados contundentes para
un numero significativo de experimentos.
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Capitulo 6. Conclusiones y perspectivas

Gracias a la formulacion realizada para la fuente puntual y explosiva, y al empleo del método del
DWN, se han generado las herramientas de calculo que permitirian definir los parametros de célculo
del método y de la fuente propuesta. Siguiendo las consideraciones mencionadas para la eleccién
apropiada de periodicidad de las fuentes, tomando en cuenta la velocidad del medio. Los resultados
son congruentes con lo que predice la teoria para casos sencillos propuestos, como es en superficie
libre, en el semiespacio y medios estratificados, por lo que se cumple el objetivo principal de la tesis.

En el futuro debera estudiarse con mayor detalle la solucion para fuentes volumétricas y obtener
formulaciones mas sencillas y flexibles. Es deseable poder calcular sismogramas al posicionar la
fuente en medio de un estrato y para medios estratificados en general. Ademés de incluir la
dislocacion como parte de las fuentes posibles. Esas son tareas pendientes.
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