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NOMENCLATURA Y SIMBOLOS

a Radio del tubo capilar [m]
Go Mddulo eléstico [Pa]

L Longitud del capilar [m]

p Presion [Pa]

r Coordenada radial [m]

yA Coordenada rectangular [m]
Oy, Operador viscosidad
B Parametro Betha

Letras griegas

n Funcion de viscosidad [Pa s]

Vi Escalar rapidez de deformacion de i respecto a j [1/s]
A Tiempo viscoelastico de Jeffrey

0jj Componente ij del tensor de esfuerzos [Pa]

0 Componente angular [1]

Vectores, diadas y tensores

\Y Vector velocidad [m/s]
VRV Producto diadico del vector velocidad [m?%s?]
D Tensor rapidez de deformacion [1/s]
o Tensor de esfuerzos [Pa]
Vv Tensor gradiente del vector velocidad [1/s]
vvT Transpuesta del tensor gradiente del vector velocidad [1/s]
\% Vector velocidad [m/s]

Operadores diferenciales y otros simbolos

OF Transpuesta para la matriz mxn [1]
v Operador gradiente (Nabla) [1/m]
V- Operador divergencia [1/m]

v? Operador Laplaciano [1/m]



Glosario
Deformacion:

Esfuerzo:

Esfuerzo en la pared:

Ecuacion constitutiva:

Ecuacion de continuidad:

Ecuacion de movimiento:

Ecuacion de Hagen 'y

Poiseuille:

Estado estacionario:

Fluido:

Fluido incompresible:

Fluido newtoniano:

Fluido no-newtoniano:

Fluido viscoelastico:

Flujo volumétrico:

Flujo oscilatorio:

Flujo cortante:

Es el cambio de la posicion de una coordenada de un sistema
con respecto a otra coordenada.

Es la fuerza tangencial aplicada por una determinada area

Es el esfuerzo cortante evaluado en la frontera del sistema
(pared)

Ecuacion que relaciona las variables dindmicas en un sistema
(rapidez de deformacion y esfuerzo).

Ecuacion diferencial parcial que representa la conservacion de
materia en un sistema fisico.

Segunda ley de Newton aplicada a un medio contino.

Es la ecuacion que relaciona el flujo volumétrico con el
gradiente de presion.

Estado en el que ninguna propiedad dindmica del sistema
depende del tiempo.

Es aquel sistema fisico que al aplicarsele un esfuerzo cortante
este se deforma continua e irreversiblemente.

Fluido que tiene una densidad constante, independiente de la
posicion y del tiempo.

Fluido con viscosidad constante e independiente de la rapidez
de deformacion

Fluido que su viscosidad depende de la rapidez con la que es
deformado.

Es aquel fluido que tiene una contribucion viscosa y otra
elastica.

Volumen de fluido que pasa por unidad de tiempo

Es el flujo que se origina cuando una fuerza periddica los
deforma continua e irreversiblemente

Flujo en el cual una fuerza tangencial deforma continua e

irreversiblemente.



Flujo pulsatil:

Funcién de transferencia:

Funcién estocastica:

Gradiente:

Modelo de Burgers:

Modelo de Maxwell:

Rapidez de deformacion:

Sangre:

Perfil de velocidad:

Rapidez de deformacion:

Reologia:

Tensor de esfuerzos:

Tiempo de relajacion:

Tiempo de retardo:

Viscoelasticidad lineal:

Flujo asociado a un gradiente de presion pulsatil representado
por una funcion matematica estocastica.

Funcidn que relaciona la variable de entrada y la variable de
salida en un sistema dinamico

Funcion probabilistica que evoluciona en el tiempo.

Operador matematica espacial que fisicamente describe los
cambios de la propiedad respecto al espacio.

Ecuacion reoldgica viscoelastica lineal que acopla en paralelo
la contribucién de dos liquidos poliméricos en paralelo y en
serie.

Ecuacion constitutiva que describe el estado viscoelastico de
un sistema en el régimen de rapideces de deformacion bajas
(viscoelasticidad lineal).

Rapidez con la que se deforma un fluido.

Fluido biologico conformado por un solvente el cual es el
plasma y un polimero que es el hematocrito.

La distribucion de las velocidades dentro de un sistema en
funcion de la coordenada radial.

Es la derivada temporal de la deformacion de un fluido
Ciencia que estudia la deformacion y el flujo de materia cuando
es sometida a un esfuerzo.

Es una matriz simétrica de nueve elementos (3x3) en el cual se
describe el estado de las fuerzas en un elemento de control

Es el tiempo que tarda el sistema en alcanzar un estado de
equilibrio después de un periodo de deformacién

Es el tiempo que le lleva a un sistema para alcanzar un estado
de equilibrio y que depende de la razén entre la viscosidad del
solvente y viscosidad total del sistema (polimero+solvente).
Es la region a bajas deformaciones, en donde el fluido presenta

respuestas viscosas y elasticidad.



Viscoelasticidad no lineal:  Es la regidn a medias y altas deformaciones, en donde el fluido
presenta respuestas viscosas Y elasticas.

Viscosidad: Es una medida de la resistencia a fluir de un material.



RESUMEN

En este trabajo se analiza la reologia de un fluido caracterizado por el modelo
mecanico de Burgers deformado continua e irreversiblemente por un gradiente de presion
pulsatil. El sistema consta de dos geometrias cilindricas las cuales representan una oclusion
periférica (capilar de radio r = a y longitud z = L) y una oclusion central (cilindros
concéntricos de radio R1 y R» respectivamente). Asumiendo que el liquido es incompresible,
proceso isotérmico, estado no-estacionario y suponiendo que el campo de velocidades es
unidireccional, se obtienen expresiones analiticas en el espacio de Fourier para: (i) el perfil
de velocidades, (ii) flujo volumétrico y (ii) esfuerzo en la pared en términos de las
propiedades materiales asociadas a los grupos adimensionales que caracterizan al sistema.
Los grupos adimensionales gque resultan para la descripcién matematica de estos fluidos son:
(i) EI nimero de Deborah, (ii) EI namero de Jeffreys y (iii) La memoria asociada al producto
de los tiempos de Maxwell de los dos polimeros. El analisis computacional fue realizado con
el programa Mathematica. Los resultados computacionales muestran que la parte real,
imaginaria y norma de las funciones de transferencia del flujo y la del esfuerzo dependen de
las frecuencias naturales del sistema. La funcion de transferencia que describe la interaccion
pared-fluido describe una resonancia dominante seguida de un tren de resonancias inducidas
por las propiedades viscoelasticas del material. EI modelo de Burgers es méas robusto lo que
implica que puede aplicarse a situaciones reales en la industria. En particular, se aplico este
problema a la descripcién en sangre humana de pacientes con un contenido bajo-moderado
de colesterol el cual, puede describir una oclusién de tipo periférica en el sistema de estudio.
Los resultados obtenidos, en este trabajo, son punto de partida en la creacion de
anticoagulantes y fluidos que puedan emplearse para enfermedades emergentes y que sean
punto de partida en problemas en oclusiones centrales y periféricas en Bioingenieria.

Palabras claves

Flujo pulsatil, Funcion de transferencia, Oclusién, Ecuacion constitutiva, Modelo
mecanico, Modelo de Burgers, Esfuerzo, Flujo volumétrico, Frecuencia, Viscoelasticidad.



CAPITULO 1
PRELIMINARES

SANGRE HUMAN CON BAJO COLESTEROL
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Funciones de transferencia del flujo volumétrico y de la funcion de transferencia de
esfuerzo en funcion de la frecuencia adimensional para un fluido predominantemente
VisCO0so0.



1.1 Introduccion

Diversos sistemas biologicos en los que la falta de movimiento de un fluido por la
presencia de un obstaculo da como resultado el fallo parcial o total de un proceso
(Collepardo-Guevara y Corvera-Poire 2007)

En particular, la oclusion de venas y arterias en el cuerpo humano es la principal causa
de muchas enfermedades (Collepardo-Guevara y Corvera-Poire 2007). Durante la
oclusién de las arterias, la sangre disminuye su velocidad y, en casos criticos, no fluye
correctamente (Collepardo-Guevara y Corvera-Poire 2007). La falta de movimiento
impide la irrigacién que ocasiona la muerte de los tejidos (Collepardo-Guevaray Corvera-
Poire 2007).

En trabajos experimentales y teoricos anteriores sobre fluidos viscoelasticos han
encontrado que la permeabilidad dinamica puede aumentar érdenes de magnitud a ciertas
frecuencias (Bravo-Gutierrez et al. 2011; Castrejon-Pita et al. 2003; Castro et al. 2008;
Collepardo-Guevara y Corvera-Poire 2007; Cuevas y Del Rio 2001; De la Guerra y
Corvera-Poire 2022; Del Rio et al. 1988; Flores et al. 2010; Flores et al. 2010;
Hernandez-Machado y Corvera-Poire 2008; Herrera-Valencia et al. 2022)

La permeabilidad dinamica es una propiedad intrinseca del medio viscoelastico que
confina el fluido y determina la respuesta del sistema a diferentes sefiales del gradiente de
presion (Bravo-Gutierrez et al. 2011; Castrejon-Pita et al. 2003; Castro et al. 2008;
Collepardo-Guevara y Corvera-Poire 2007; Herrera-Valencia et al. 2022).

Puede considerarse como una medida de la resistencia al flujo, cuanto mayor es la
permeabilidad dindmica, menor es la resistencia al flujo /Herrera-Valencia et al. 2022).

El aumento de la permeabilidad dinamica a ciertas frecuencias sugiere que la
magnitud del flujo podria incrementarse impulsando el fluido con un gradiente de presion
que contiene la frecuencia que maximiza la permeabilidad dinamica (Del Rio et al. 1988;
Flores et al. 2010; Flores et al. 2010). Al imponer un gradiente de presién periodico a la
frecuencia que maximiza la permeabilidad dindmica, la magnitud del flujo de un fluido
viscoelastico que fluye en un tubo se puede incrementar en gran medida (Del Rio et al. 1988;
Flores et al. 2010; Flores et al. 2010). Esto implica que la dindamica del gradiente de presion
con una frecuencia elegida adecuadamente proporciona una forma de controlar la magnitud
del flujo.

En este trabajo, se estudia el comportamiento del efecto de un liquido viscoeléstico
deformado continua e irreversiblemente por un gradiente de presion pulsatil y su efecto en el
flujo volumétrico (Herrera-Valencia et al. 2022). La reologia y el flujo es caracterizado por
un modelo Bi-modal de Maxwell que se mapea en una clase de modelo de Burgers (Herrera-
Valencia et al. 2022). Este sistema se estudia en geometrias cilindricas: (i) capilar radio r =
a 'y longitud z = L y (ii) cilindros concéntricos de radior =R1y r =Rz y longitud z = L.

Este estudio permitira entender sistemas bioldgicos que pueden ser punto de partida
en la bio-ingenieria 'y en el estudio de enfermedades inducidas por venas obstruidas que estan
relacionadas con la hipercolesterolemia y ataques al miocardio inducidas por las oclusiones
(Herrera-Valencia eta la. 2022).



1.2 Definicion de oclusiones centrales y periféricas

Las oclusiones centrales y periféricas representan uno de los problemas mas dificiles
de describir en ingenieria quimica, debido al comportamiento complejo del flujo de liquidos
newtonianos y no newtonianos en estos sistemas (Collepardo-Guevara y Corvera Poire
2007).

1.3 ¢ Qué es una oclusion central y periférica?

Las oclusiones periféricas, son obstrucciones debido a los minerales que se depositan

en las paredes de las geometrias que transportan los fluidos en los sistemas de interés en
ingenieria (Bird et al. 2002; Collepardo-Guevara y Corvera Poire 2007).
Un ejemplo bioldgico de una oclusion periférica se presenta en el estudio del
hipercolesterolemia en vasos sanguineos, el calcio se adhiere a las paredes y son los puntos
que permiten que el colesterol migre a las paredes, produciendo un engrosamiento en estas
(Moreno et al. 2015). Por otra parte, las oclusiones centrales describen un sistema en donde
hay una obstruccion central, la cual es aproximada mediante dos cilindros concéntricos, en
los cuales el liquido de interés fluye por la region de la corona circular (Collepardo-Guevara
y Corvera Poire 2007).

1.4 Aplicaciones

El flujo de liquidos en estos sistemas ha sido ampliamente estudiado en Bioreologia,
en biologia, en medicina, en el area de liberado de farmacos controlados y drogas
experimentales (Collepardo-Guevara y Corvera Poire 2007).
Otra aplicacion de estos sistemas se ha empleado en la extraccion terciaria en yacimientos de
petréleo (Manero et al. 2015).

En ciencias fisicas en el estudio de la permeabilidad magnética y eléctrica, se han calculado
expresiones para describir la interaccion de materiales con campos magnéticos y eléctricos
(Cuevas y del Rio 2001).

Otra de las aplicaciones es el estudio de la curvatura promedio en sistemas bioldgicos que
amplifican la respuesta mecanica y resonante en el oido humano (Herrera-Valencia et al,
2012, 2014, 2018, 2021, 2023).

1.5 Relevancia: Importancia

Todos estos estudios involucran una propiedad del medio que cuantifica la resistencia
a fluir en este, y se conoce como permeabilidad dindmica (Bravo-Gutiérrez et al. 2008,
2011). Esta, se define como la propiedad intrinseca que tiene un sistema fisico para fluir en
este, la ecuacion basica que la describe en términos de la ecuacion de Hagen y Poiseuille
(Herrera-Valencia et al. 2023), que relaciona el gradiente de presién (variable de entrada)
y el flujo volumétrico (variable de salida).

1.6 Antecedentes

En algunas investigaciones se ha verificado se ha verificado que al imponer un
gradiente de presion a la frecuencia que maximiza la permeabilidad dindmica, la magnitud
del flujo de un fluido viscoelastico que fluye en un tubo puede incrementarse en gran medida
(Collepardo-Guevara y Corvera-Poire 2007). Esto implica, que la dindmica del gradiente
de presion con la frecuencia elegida correctamente proporciona una forma de controlar la



magnitud del flujo (Collepardo-Guevara y Corvera-Poire 2007; Castrejon-Pita 2003;
Castro 2008).

Se modelaron dos tipos de oclusiones y muestran que, al conducir el fluido con un gradiente
de presion periddico a la frecuencia que maximiza la permeabilidad del sistema obstruido, el
flujo puede parcialmente recuperarse sin la eliminacion de la obstruccion (Collepardo-
Guevaray Corvera-Poire 2007). Al compararse los resultados obtenidos se observa que la
recuperacion de flujo es mayor en el caso de las oclusiones centrales (Collepardo-Guevara
y Corvera-Poire 2007).

A bajas frecuencias, la parte real de la permeabilidad dindmica del fluido con una
oclusién central es mucho menor que la parte real de la permeabilidad dindmica en un tubo
sin obstrucciones (Cuevas-Poire y Hernandez-Machado 2010). Por otro lado, la parte real
de la permeabilidad dinamica a la frecuencia de resonancia en una oclusion central es tan
grande como la parte real de la permeabilidad dinamica a la frecuencia de resonancia sin
obstruccion (De la Guerray Corvera-Poire 2022).

A su vez, se puede ver que para el sistema ocluido la frecuencia de resonancia es mas
grande que para el sistema sin oclusion (Del Rio et al. 1998). El valor maximo de la magnitud
del flujo depende de dos cosas: la parte real de la permeabilidad dindmicay el area de seccion
transversal disponible para flujo (Del Rio et al. 1998; Flores et al. 2010).

Entonces, cuando ocurre una obstruccién en un sistema que fluye a la frecuencia de
resonancia sin obstrucciones, la disminucion del flujo se debe no solo a la reduccion del area
de la seccién transversal disponible para el flujo, sino también debido a la dramaética
disminucion de la permeabilidad en esa frecuencia (Del Rio et al. 1998; Flores et al. 2010;
Hernandez-Machado y Corvera-Poire 2008).

Primero, a bajas frecuencias, la permeabilidad dindmica es mucho menor cuando hay
una oclusion que cuando no hay oclusion (Herrera-Valencia et al. 2023). Esto se puede
entender facilmente debido a la disminucion del espacio de flujo y se ha comprendido durante
mucho tiempo en el caso del estado estacionario (Collepardo-Guevara, Corvera-Poire
2007).

El segundo efecto, en la estructura maxima de la permeabilidad dindmica se desplaza
hacia el lado derecho, lo que implica que el rango de frecuencias en el que la parte real de la
permeabilidad dinamica es grande, ocurre a frecuencias mas altas para sistemas ocluidos que
para los no ocluidos (Collepardo-Guevara, Corvera-Poire 2007).

También se ha analizado que, para la misma &rea obstruida, la frecuencia de
resonancia es mucho mayor en una oclusion central que en una oclusion periférica
(Collepardo-Guevara y Corvera-Poire 2007). Esto se debe a la gran friccion que
experimenta el fluido al fluir entre las paredes del tubo y el obstaculo. Los resultados para el
flujo después de que ocurre una obstruccién, indican que la disminucion del flujo es mayor
para las oclusiones centrales que para las oclusiones periféricas (Collepardo-Guevara y
Corvera-Poire 2007).

En algunos sistemas se ha estudiado la permeabilidad dindmica como una posible
explicacion del ritmo cardiaco en mamiferos (Flores et al. 2010).



En particular, el estudio de la sangre, fluyendo en venas y arterias o en una red de
arterias se puede analizar mediante la teoria de control asociada a una variable de entrada,
una variable de salida y la funcion de transferencia correspondiente (Flores et al. 2010).

El corazén que estimula el flujo mediante pulsaciones puede ser considerado como
una valvula de desplazamiento positivo y modelada mediante un gradiente de presion
pulsétil, el cual deforma continua e irreversiblemente a la sangre como fluido viscoelastico
(Flores et al. 2010).

La sangre a su vez, de desplaza y fluye gracias a la frecuencia y se sabe que la
frecuencia cardiaca real en reposo de los mamiferos optimiza el flujo en vasos sanguineos,
para asi llevar la sangre oxigenada rapidamente lejos del corazon, hacia la cabeza y las
extremidades (Flores et al. 2010).

En este trabajo se tomaron datos de distintos mamiferos con diferentes morfologias
como son: (i)caballo, (ii)perro, (iii)humano, con un modelo simple reoldgico analizando la
respuesta del sistema a diferentes frecuencias, tanto en reposo como en estado agitado
(ejercicio). Ademas, se analizaron las distintas redes y vasos sanguineos del cuerpo, aorta,
arterias grandes, ramas arteriales principales, ramas terminales, arteriolas y capilares (Flores
et al. 2010).

Después del andlisis se determind que la frecuencia cardiaca en reposo no esta
optimizada para todas las redes sanguineas del sistema circulatorio, tampoco, para las
estructuras pequefias que constituyen la microcirculacion, ni para el flujo en la aorta. En
conclusion, parcial, solo estaria optimizado para el flujo en arterias grandes (J. Flores &
Corvera, 2010).

Otros autores han trabajado con sistemas en donde los fluidos son viscoelasticos y la
geometria es elastica (Torres et al. 2017). Se analizo el comportamiento dinamico de fluidos
newtonianos lineales incompresibles en tubos elésticos sujetos a gradientes de presion
pulsatil, es decir, gradientes de presion que varian periédicamente en el tiempo con al menos
una frecuencia caracteristica, y muestran que la interaccion entre la viscosidad del fluido, la
elasticidad de la pared y el tamafio caracteristico de los medios confinantes da lugar a una
rica fenomenologia que incluye resonancias (Torres et al. 2017).

El comportamiento dinamico de los fluidos newtonianos en tubos elésticos donde se
ejerce una presion pulsatil, el gradiente de presion adecuado describe la permeabilidad
dindmica de un fluido (Torres et al. 2017).

Realizando el anélisis se encontrd que el modelo de la permeabilidad dinamica es
una funcién no monétona de la frecuencia y presenta una frecuencia de resonancia; ademas
de que la permeabilidad dinamica de un fluido newtoniano para tubos rigidos presenta un
decaimiento con respecto a la frecuencia (Torres et al. 2017).

Se concluyo que la permeabilidad dinamica siempre es mayor en un tubo rigido a
comparacién con respecto a lo estudios sobre flujos en a través de tubos elasticos (Torres et
al. 2017). La frecuencia de la resonancia esta basada en ciertos parametros de los tubos, de
tal manera que la resonancia llega a desaparecer al haber un cierto radio de este (Torres et
al. 2017).

El flujo de un fluido newtoniano en un microcanal rectangular utilizado para
microfluidos, que consiste en dos placas planas paralelas entre si, separados por una cierta
distancia que es mucho menor que la longitud de las placas (Corvera-Poire y Hernandez-
Machado 2010). Al analizar el sistema a distintas condiciones la permeabilidad dindmica de
estos microfluidos con el modelo de Navier, determin0 que estos estan sujetos a los



gradientes de presion no estacionarios, ademas se observa que en ausencia de deslizamiento,
la permeabilidad dindmica de dos microcanales obedecen una relacion de escala que se rompe
cuando hay deslizamiento (Corvera-Poire y Hernandez-Machado 2010). Esta conclusion
ayuda a conocer mediante estimaciones la longitud si hubiera deslizamiento y prueba la
hipdtesis de Navier en situaciones dindmicas (Corvera-Poire y Hernandez-Machado 2010)

El concepto de permeabilidad dindmica ha sido punto de partida para el estudio de la
sangre humana en la red arterial del sistema circulatorio humano (Flores et al. 2010)

Se calculé el flujo sanguineo y la presion, ondas y perfiles en la carétida comdn
humana, arteria, aorta toracica superior, bifurcacion adrtica, asi como los modelos de la
arteria de la aorta, y sus ramas mas grandes, y se lleg6 a una solucion la cual reproduce la
onda de pulsaciones en las redes grandes de arterias (Flores et al. 2010).

Para esto se tuvo que analizar esto mediante un modelo GDEM para el flujo sanguineo
en una red vasos eldasticos, la cual se descompone en segmentos conectados entre si por
ciertos nodos, y cada segmento es modelado como un tubo deformable que representa un
vaso con sangre. Una red genérica de vasos puede tener multiples entradas y salidas (Flores
et al. 2010).

Debido a la gran cantidad de redes y caracteristicas que presenta cada vaso que
transporta sangre, se le denominaba un cierto modelo para poderlo resolver y programar con
el software “Wolfram Mathematica™, y poder conocer a su vez su comportamiento en el
sistema humano de una forma cuantitativa que se asemeje a la realidad (Flores et al. 2010).

Otros trabajos, han empleado el concepto de permeabilidad para describir el flujo de un
liquido viscoelastico fluyendo en una celda de Hele-Shaw y en sistemas en donde existe una
interfase entre un fluido viscoso y uno viscoelastico (Castro et al. 2008). Esto conduce a una
expresion analitica para la permeabilidad dindmica que tiene maximos que son de varios
ordenes de magnitud mayores que la permeabilidad estatica (Collepardo-Guevara y
Corvera-Poire 2010). Dicho esto, se concluyen distintas cosas, una de ellas es que los fluidos
cercanos al limite de fluidos newtonianos, decae su frecuencia, ademas esta siempre es menor
o0 igual que uno (Castro et al. 2008; Collepardo-Guevara y Corvera-Poire 2010).
También se determind que si la sefial impuesta tiene una frecuencia igual que cero para la
cual la permeabilidad dindmica tiene un méximo, la amplitud también tendra un maximo y
las variaciones de tiempo del ancho del dedo serd muy grande.

Lo que este resultado significa es que si desplazamos el fluido viscoso a la frecuencia que
maximiza la permeabilidad, el fluido fluira con la menor resistencia posible. Para que existan
dedos, el gradiente de presion debe ser negativo en todo momento Castro et al. 2008;
Collepardo-Guevara y Corvera-Poire 2010). Las sefiales oscilatorias simples no son
posibles ya que la inestabilidad existira solo durante la mitad del periodo. Entonces, estamos
pensando, por ejemplo, en sefiales superpuestas a gradientes de presion que son lo
suficientemente grandes como para desestabilizar la interfaz. Las simulaciones también
predicen que la amplitud de la oscilacion decae monétonamente con la frecuencia (Corvera
& Poire,2004).



1.7 Relevancia de tu trabajo de investigacion

A pesar de todos los intentos en describir las oclusiones centrales y periféricas en
sangre, la mayoria de los modelos de estudio no contemplan todas las propiedades
caracteristicas un fluido viscoelastico fluyendo en geometrias cilindricas: (i) viscosidad,
viscoelasticidad, (iii) Tiempo de retardo y (iv) Memoria, etc.

Precisamente, este trabajo de investigacion a nivel licenciatura contribuye en esta
busqueda. El estudio de la funcion de transferencia en sistemas de flujo pulsatil debe de
hacerse con modelos mas sofisticados, en este caso, estudiaremos un fluido complejo
viscoelastico con una modelo de Maxwell Bi-modal que se mapea en un modelo de Burgers.
Este modelo acopla dos polimeros en paralelo resultando un modelo cuadratico en el
esfuerzo. Este modelo es robusto y contiene los siguientes casos particulares: (i) Maxwell,
(iii) Jeffreys, (iii) Newton y (iv) Kelvin-Voight.

1.8 Hipdtesis

Si el gradiente de presion pulsatil afecta al flujo volumétrico, este podrd ser
cuantificado a través de la funcion de transferencia compleja en el espacio de Fourier y
dependera de las propiedades materiales a través de los grupos adimensionales.

1.9 Objetivos

Para debatir esta hipotesis, se propondran los siguientes objetivos:

a) Estudiar el flujo pulsatil de un liquido viscoelastico fluyendo por un capilar y una
corona circular.

b) Obtener la funcion de transferencia compleja mediante del gradiente de presion
pulsatil y flujo volumétrico mediante la transformada integral de Fourier.

¢) Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de escalar las ecuaciones
y obtener las respectivas curvas resonantes.

d) Comparar las predicciones de nuestras simulaciones con datos reométricos de sangre
con hipercolesterolemia.

1.10 Distribucion del material
Para desarrollar el trabajo de esta tesis de licenciatura, el material se distribuird de la siguiente
manera:
e En el capitulo 1, se dan los preliminares, introduccion, antecedentes, hipotesis y
objetivos.
e Enel capitulo 2, el marco tedrico.
e Enel capitulo 3, el calculo de los flujos volumétricos en capilar y corona circular
e En el capitulo 4, el sistema fisico y se presenta el modelado matematico de los
sistemas de estudio
e Enel capitulo 5, se presentan las simulaciones en el programa Mathematica (licencia
UNAM), analisis de resultados, aporte al conocimiento de este trabajo, aplicacion a
sangre humana, conclusiones y trabajo futuro.
e En el capitulo 6, se presentan las conclusiones, asi como el trabajo a futuro y la
bibliografia consultada
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En este capitulo presentaremos las bases minimas que introduciran al lector a los
principios minimos necesarios de este trabajo (Bird et al. 2002; Herrera-Valencia et al.
2023). En la primera parte de este capitulo, hablaremos de la ecuacion de continuidad y que
esta basado en los principios de la conservacion de la materia sin reaccion quimica (Herrera-
Valencia et al. 2023). En la segunda parte, estableceremos la ecuacion de momento que es
un balance de fuerzas y una consecuencia de la segunda ley de Newton aplicada a un medio
continuo (Bird et al. 2002; Herrera-Valencia et al. 2023). En la tercera seccion se hablara
de conceptos como: fluido Newtoniano y no newtoniano. En la tltima seccién se introducira
un modelo bi-modal de Maxwell el cual, se puede mapear en la ecuacion constitutiva de
Burgers (Herrera-Valencia et al. 2023)

2.1 Fluidos estructurados

La principal hipotesis de los fluidos estructurados es que la viscosidad del fluido es
igual al nimero de puntos estructurales o entrecruzamientos fisicos al tiempo t (Herrera-
Valencia et al. 2023). Un ejemplo de este tipo, son los tensoactivos catiénicos conocidos
como sistemas micelares tipo gusano (Manero et al. 2002)

Cuando la concentracién es suficiente grande, varias cadenas de polimero se
entrelazan entre si formando una red que confiere una mayor viscosidad y propiedades
elasticas a la disolucion (Bird et al. 2002; Manero et al. 2002)

La resistencia a deformaciones que opone la red tridimensional depende de la
cantidad de entrelazamientos fisicos entre cadenas, del peso molecular del polimero y de la
concentracion (Bird et al. 2002, Capitulo 8)

El efecto de la estructura se cuantifica a traves de los cambios macroscépicos, de la
viscosidad, i.e. un fluido con mayor cantidad de puntos estructurales presenta menor fluidez
(mayor viscosidad) que aquel con un menor nimero de puntos estructurales (Bird et al. 2002;
Manero et al. 2002). Estan formados por un componente hidrofilico siendo este la cadena
principal y por uno o mas grupos hidrofébicos que se encuentran unidos a la cadena principal
(Bird et al. 2002; Capitulo 8). Este trabajo estudia este tipo de fluidos estructurados en el
régimen de viscoelasticidad lineal tomando en cuenta las contribuciones del solvente y las
del polimero.

2.2 Ecuacion de continuidad

La ecuacion de continuidad, para un fluido incompresible, establece que la masa total
de un fluido que circula por un tubo, sin pérdidas ni ganancias, se mantiene constante (Bird
et al. 2002). En otras palabras, la masa se conserva sin cambios a medida que el fluido se
desplaza (Bird et al. 2002). Un fluido incompresible es aquel cuya densidad permanece
aproximadamente constante mientras fluye (Bird et al. 2002). Por ejemplo, el agua es un
liquido considerado incompresible bajo condiciones estandar de presion y temperatura.
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Figura 2.1 Representacion de un espacio de control

Basandonos de las coordenadas cartesianas se puede representar dentro del cubo el siguiente
plano, con sus respectivas longitudes infinitesimales dx, dy y dz.

a4

X
Z - -

L’ dz

dx .
Figura 2.2 Representacion del plano en un espacio de control

La ecuacion de continuidad se basa en la conservacion de masa sin reaccion quimica.
Supongamos, que la cantidad de materia que fluye en el cubo de la Fig, (2.2), se puede
expresar de la siguiente materia:
{Entrada de materia al elemento de control}-{Salida de materia al elemento de
control} = { Acumulacién}

v

v

Figura 2.3 Direccién en la que fluye la masa en el eje x



Suponiendo que la masa fluye de lado izquierdo a lado derecho del cubo en el eje X, se sabe
que el flujoesigual a m = p * Q donde p es la densidad del fluido y Q el caudal volumétrico,

darad como resultado la tasa de flujo masico en esa direccion. Por tantom = p |x * v |x dydz
que se traduce como, el flujo masico sera igual a la densidad en alguna posicion arbitraria
por la velocidad en algin punto arbitrario, multiplicado por el area de seccion transversal.

| Epp—— Y

Figura 2.4 Direcciones en las que es posible fluir (X, y, z)
Realizando un balance dentro del cubo en todas las direcciones la ecuacién es representada
de la siguiente manera:

m=p|x*v|xdydz+p|y*v|ydxdz+p|z*v|zdxdy (2.3)
Para representar las entradas y salidas se plantea de la siguiente manera
Mentrada = PV |5 dydz + pv |, dxdz + pv |, dxdy (2.4)
: _ | | | (2.5)
Msqiida = PV Ix+ax dde + pv y+Ay dxdz + PV lz+az dXdy
La masa es igual a:
masa = p * dV o dxdydz (2.6)
La cual puede ser representada de la siguiente manera:
am — 2 Gxdydz
ac  ag X4V (2.7)
Sustituyendo las ecuaciones en m_entrada-m_salida tiene como resultado:
%dxdydz = pv ‘x dydz + pv ‘y dxdz + pv |z dxdy — pv |x+Ax dydz — pv ‘yMy dxdz — 2.8)

ov |4 ap dxdy

Por tanto, la masa de entrada menos la masa de salida es igual a la velocidad a la que se
acumula la masa dentro del volumen de control. Si se divide la ecuacion entre los términos
dxdydz



d
d—idXdde _ pv lydydz+pv |y dxdz+ pv |, dxdy—pv | x4 ax dydz—pv lyiay dxdz— pv |;44, dxdy
dxdydz dxdydz (29)

Queda de la siguiente manera:

dt dx dy dz (2. 10)

dp _ pv |x—PV |x+Ax + pv ‘y‘pV |y+Ay + pv ’z —pv |z+Az

Dado que son longitudes diferenciales, y los limites para dx, dy y dz se acercan a 0 se obtiene
la ecuacion de continuidad en su forma tradicional

dp | d(pv) , d(pv) |, d(pv) _
at e T dy T =0 (2.11)

Algunas simplificaciones comunes para esta ecuacion son las siguientes:

o Si el flujo es constante entonces la densidad no cambiara con respecto al tiempo

d(pv) , d(pv) , d(pv) _
/ng ax T ay TTaz 20 (2.12)

e Si el fluido es incomprensible entonces la densidad no es funcion de x, y, 0 z. La
densidad no cambiara con respecto al tiempo
a d(pv) , d(pv) , d(pv) _
j;'-l_ PP dy t o T 0 (2.13)

d(pv) , d(pv) , d(pv)
w T T = 0 (2.14)
Para ver una deduccion de la ecuacion de continuidad por el teorema integral de
la divergencia, consultar los libros de Bird et al, (2002) y el libro de Herrera-
Valencia et al. (2023)

2.3 Derivada Material

Tasa de cambio temporal debido al movimiento de un fluido de un lugar a otro en
cualquier campo de flujo como temperatura, presion, etc (Bird et al. 2002).
2= %—f +W=*V)

Dt

=u(5) v (G +wE

(2.15)

(2.16)



2.4 Estado Estacionario

Un estado estacionario, es aquel estado de un proceso o de un sistema en estudio en
donde los pardmetros a estudiar no varian a través del tiempo, es decir, no presentan cambios
a medida que pasa el tiempo (Bird et al. 2002, Macosko et al. 1987; Herrera-Valencia et
al. 2023)

2.5 Esfuerzo cortante
Las fuerzas aplicadas a un elemento estructural pueden inducir un efecto de
deslizamiento de una parte de este con respecto de otra (Esfuerzo cortante). En este caso,
sobre el area de deslizamiento se produce un esfuerzo cortante o (Bird et al. 2002); Dicho
esfuerzo puede calcularse de la siguiente forma:
F

7= (2.17)

Donde F corresponde a la fuerza y A el area que es sometida a esfuerzo cortante (Bird et al.
1977). Existen dos tipos de fuerza, las externas o de volumen, que son aquellas que acttan
sobre el elemento material de manera global, con una magnitud proporcional a la cantidad de
masa, y entre las cuales se encuentran las fuerzas gravitacionales y las magnéticas. Por otro
lado, se encuentran las fuerzas internas o de superficie o contacto, que son proporcionales a
la cantidad de superficie del elemento material, como, por ejemplo, la presion (Bird et al.
1977; Bird et al. 2002)

2.6 Fluidos Newtonianos

Un fluido newtoniano es aquel que no importa la rapidez con la que sea deformada,
su viscosidad permanecera constante (Bird et al. 1977). Fisicamente son sustancias con bajo
peso molecular como: (i) Agua y solventes organicas. Matematicamente, son aquellos que

cumplen con la Ley de viscosidad de Newton. Para coordenadas rectangulares:
dv,

— % vy
Ty = Ry HF U (dy) (2.18)
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o
»

_dvx Vg =
dy
Figura 2.5 Fluidos Newtonianos

Ty



proporcional a la rapidez de deformacion y la pendiente de dicha recta es la viscosidad (Bird
etal. 1988). La viscosidad pu solo es funcion de la temperatura (Herrera Valencia et al.

2023). La magnitud de la rapidez de deformacion ‘2—1;‘ no tiene ningun efecto sobre la
magnitud de la viscosidad.

2.7 Fluidos no newtonianos

Los fluidos no-newtonianos son aquellos que dependen de la rapidez de deformacion
y que no satisfacen la ecuacion de Newton (Bird et al. 1977; Bird et al. 2002; Herrera-
Valencia et al. 2023).

ot u(GE) o () (2.19)

Donde n se conoce como la viscosidad aparente, que puede estar en funcién de la rapidez de
deformacion:

n=n(g)  sin=n(3) (2.20)

Es importante clasificar los fluidos no newtonianos en independientes del tiempo o
dependientes del tiempo (Bird et al. 1977, 2012; Herrera-Valencia et al. 2022). Como su
nombre lo dice, los fluidos independientes tienen una viscosidad que no varia con el tiempo,
aunque se le esté aplicando algun esfuerzo cortante (Herrera-Valencia et al. 2022, 2023).
Sin embargo, la viscosidad de los fluidos dependientes del tiempo si varia el oy,
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Figura 2.6 Funcion fluidez aparente vs rapidez de deformacidn. Se observa que la

fluidez aumenta con respecto al esfuerzo en la pared. Un fluido Newtoniano, tiene un

comportamiento constante. Un fluido engrosante aumenta su viscosidad y por lo tanto

su fluidez aparente decrece.



2.8 Tensor de esfuerzos

El tensor de esfuerzos describe la distribucion de los esfuerzos en todas las
direcciones del espacio en cualquier parte del elemento material (Bird et al. 1977; 2002,
Herrera-Valencia et al. 2022, 2023). El tensor de segundo orden simétrico esta constituido
por nueve elementos (Bird et al. 1977; 2002, Herrera-Valencia et al. 2022, 2023).

La notacion T,,, indica como se aplica el esfuerzo. El subindice x indica la direccion
de la transferencia de momento y el indice y esta asociada a la velocidad (Bird et al. 1977;
2002, Herrera-Valencia et al. 2022, 2023). Para ese caso, la direccién la direccién de la
fuerza es en y y dicha fuerza es aplicada a una superficie cuya normal apunta en x. Los

esfuerzos con subindices iguales se conocen como esfuerzos normales o perpendiculares.
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Figura 2.7 Componentes del esfuerzo que actuan sobre los planos

2.9 Viscoelasticidad lineal y no lineal

Cuando materiales como la seda, la goma de caucho, las resinas, entre otros
materiales, fueron sometidas a una fuerza, ocurre una deformacidn instantdnea (como se
esperaria que ocurriera para un solido de Hooke), seguida de una deformacion continua (Bird
etal. 1977; 2002, Herrera-Valencia et al. 2022, 2023). Cuando la carga es removida, parte
de la deformacion se recupera instantaneamente, pero el resto se recupera con el tiempo.
Estas caracteristicas de un comportamiento viscoelastico (Bird et al. 1977; 2002, Herrera-
Valencia et al. 2022, 2023). Observe en la Fig. (2.8), si un liquido newtoniano es sujeto a un
aumento en deformacion, el esfuerzo se relaja instantaneamente a cero tan pronto como la
deformacion llegue a ser constante “c”. Un solido elastico no mostrara relajacion, ya que
almacena la energia por dicha deformacién “b.” En cambio, un sélido o liquido viscoelastico
muestra relajacion de esfuerzos sobre un tiempo determinado “d”. En un liquido viscoelastico
el esfuerzo se relaja a cero, mientras un solido de este tipo se aproxima asintomaticamente a
un esfuerzo de equilibrio (Bird et al. 1977; 2002, Herrera-Valencia et al. 2022, 2023).
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Figura 2.8 Comportamiento del esfuerzo en funcion del tiempo aplicando una
deformacion constante para un liquido viscoso, un sélido de Hooke y una sustancia
viscoelastica

Una prueba similar se realiza, pero ahora se aplica por determinado tiempo un
esfuerzo. Si se ejerce un esfuerzo sobre un solido-elastico este se deforma hasta que la fuerza
cesa y la deformacion vuelve a su valor original “a” (Bird et al. 1977; 2002, Herrera-
Valencia et al. 2022, 2023). Por otra parte, si un esfuerzo es aplicado a un fluido viscoso
este se deforma, pero no recupera nada de lo que se deforma (Bird et al. 1977; 2002,
Herrera-Valencia et al. 2022, 2023). Un comportamiento intermedio es el viscoelastico, en
la deformacion del cuerpo sobre el que se aplica el esfuerzo tiende a regresar a su valor
original, pero nunca llega dicho valor (disminucion exponencial de la deformacion).

r
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Figura 2.9 Comportamiento de Y en funcidén del tiempo aplicando un esfuerzo
constante para un solido de Hooke, una sustancia viscoelastica y un liquido viscoso



2.10 Modelos bésicos de viscoelasticidad

Los materiales poliméricos ofrecen una respuesta dual, eléstica y viscosa (Bird et al.
1977). Por un lado, presentan una deformacién inmediata, como consecuencia de la
aplicacion de una carga sobre ellos, y una deformacion dependiente del tiempo como
respuesta a la aplicacion de una carga constante en el tiempo (Bird et al. 1977; 2002).

. Esta deformacion creciente con el tiempo se conoce como fluencia viscoelastica y
puede ser significativa incluso a temperatura ambiente, tal y como se observa en materiales
viscoelasticos como la maicena o siliconas que son capaces de reaccionar de forma distinta
en funcion de la velocidad a la cual se le apliquen las cargas (Herrera-Valencia et al. 2022,
2023). En un material elastico cuando se aplica una carga y se mantiene constante, la
deformacion es instantanea y proporcional a la carga aplicada (Bird et al. 1977; 2002,
Herrera-Valencia et al. 2022, 2023). Este es el comportamiento que tradicionalmente se ha
representado mediante un muelle o resorte, cuyo comportamiento se rige mediante la ley de
Hooke Ec. (2.9a), donde o representa la tension aplicada, € representa la elongacion y la
constante de proporcionalidad viene definida por &. Segun la Ec. (2.9a), la deformacion en
un elemento puramente elastico es inmediata y no depende de la variable tiempo

[ Hooke [ [T Newton [

G = n,

(@) (b)

Fig 2.10 Representacion esquematica del elemento fisico representativo del
comportamiento de un a) solido-elastico-muelle o resorte y b) liquido viscoso—embolo
0 piston.
o=¢ - ¢ (2.21a)

Por el contrario, en un material puramente viscoso (fluido newtoniano), la
deformacidn no es instantanea; es decir, la respuesta del material va a depender del tiempo
(Bird et al. 1977). Hay que tener en cuenta que esta deformacion no es reversible o
recuperable (Bird et al. 1977; 2002). Tradicionalmente este tipo de comportamiento viscoso
se ha representado mediante un “embolo con un fluido en su interior, cuyo comportamiento
se rige por la ley de Newton (Bird et al. 1977; 2002, Herrera-Valencia et al. 2022). SegUn
esta expresion, la tension aplicada (o) es proporcional a velocidad de deformacion (de/dt) y
la constante de proporcionalidad viene representada por la constante viscosa del fluido en el
interior del embolo (1) (Bird et al. 1977; 2002, Herrera-Valencia et al. 2022, 2023).

6=y (2.21b)



Por lo tanto, para poder explicar mateméaticamente como va a ser el comportamiento
viscoelastico, se requiere la combinacion de ambos elementos. Cada uno de los elementos,
se caracteriza por un parametro o constante del elemento. Asi pues, la constante elastica del
modelo elastico se representa como (§) y la constante viscosa del elemento viscoso se
representa como (1)). Asi pues, al combinar estos dos elementos basicos en serie o en paralelo,
se obtienen dos modelos simples que contemplan, simultaneamente, un comportamiento
elastico y uno viscoso (Bird et al. 1977; 2002, Herrera-Valencia et al. 2022, 2023).

2.11 Modelo viscoelastico de Maxwell
El modelo de Maxwell considera que el comportamiento de un polimero viscoelastico

viene definido por una combinacion de un elemento elastico y un elemento viscoso acoplados
en serie (Bird et al. 1977; 2002, Herrera-Valencia et al. 2022, 2023).

‘Modelo de Maxwell‘

Figura 2.11 Modelo viscoelastico de Maxwell

Al aplicar una fuerza (o tension si se considera el area) sobre un polimero, este se
comportara de forma dual (Bird et al. 1977; 2002). Por un lado, ofrecera una deformacion o
alargamiento instantaneo definido por la ley de Hooke (Bird et al. 1977; 2002). Esta
respuesta elastica se produce de forma inmediata y no cambia con el tiempo (Herrera-
Valencia et al. 2022, 2023). No obstante, como el polimero también presenta una naturaleza
de liquido viscoso, la deformacion ira incrementando con el paso del tiempo segun indica la
ley de Newton para fluidos newtonianos (Bird et al. 1977; 2002, Herrera-Valencia et al.
2022, 2023). En este sentido, la variacion de la deformacion con el tiempo seré proporcional
a (o/m) (Bird et al. 1977; 2002, Herrera-Valencia et al. 2022, 2023). Hay que tener en
cuenta que dado el acoplamiento en serie de ambos componentes (elastico o elemento 1y
viscoso o elemento 2), la deformacién total del polimero (€) sera la suma de la deformacion
puramente elastica elastica (1) y la componente viscosa (g2) véase la Ec. (2.22). Como se



intuye, la deformacion eléstica (g1) serd independiente del tiempo mientras que la
deformacion viscosa (g2) seré creciente con el tiempo.

e =¢l + &2 (2.22)

Por otra parte, las tensiones, al estar conectadas en serie seran idénticas para ambos elementos
(condiciones de iso-tension):

o = ol + o2. (2.23)
Si se tiene en cuenta la variable tiempo, que es lo que se pretende analizar en este tipo de

problema, y se despejan las deformaciones correspondientes al elemento elastico Ec. (2.9a)
y elemento viscoso Ec. (2.21b) con sus correspondientes leyes se tiene que:

dey _ 1doy
a car (2.24a)
dey _ 1
ac g% (2.24b)
Derivando la Ec. (2.22) con respecto al tiempo, se tiene:
de _d&e | d& (2.25)

dt ~ dt dt

Substituyendo las Ecs. (2.24) y (2.25), y considerando que las tensiones son las mismas, se
tiene la expresion general del modelo viscoelastico de Maxwell:
de _ 1

i(doy\ .1 _1do 1
dt_f(dt)+n02_fdt+na (2.26)

La ecuacion constitutiva de Maxwell (Ec. 2.26), nos da una representacion matematica del
comportamiento viscoel&stico de un material complejo, viscoso y elastico.

2.12 Modelo viscoelastico de Kelvin-Voigt.

En esta ecuacidn, se considera el comportamiento viscoelastico de un polimero como
el descrito por un acoplamiento en paralelo de un embolo y un resorte tal y como se muestra
en la Fig. (2.12)
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Figura 2.12 Modelo viscoelastico de Kelvin-Voigt

En esta configuracidn hay que tener en cuenta que, al aplicar una tensién al polimero, parte
de la energia serd almacenada por el muelle y el resto se disipard progresivamente al
desplazarse el embolo, lo que motiva una deformacion dependiente del tiempo (Bird et al.
1977; 2002, Herrera-Valencia et al. 2022, 2023). Al cesar la carga, se recuperara la forma
original en funcion de la energia que se habia quedado almacenada en el muelle, pero no asi
en la del "embolo (Bird et al. 1977; 2002, Herrera-Valencia et al. 2022, 2023). Las
condiciones de contorno que derivan del acoplamiento en paralelo en el modelo de Kelvin-
Voigt son dos (Bird et al. 1977; 2002, Herrera-Valencia et al. 2022, 2023).

Por una parte, las tensiones soportadas por el material plastico serdn la suma de la tension
en el muelle (c1) y la tension en el “embolo (62) tal y como se muestra en la Ec. (2.15) y, por
otra parte, la deformacion de los dos elementos seré idéntica, puesto que estan conectados en
paralelo (condiciones de isodeformacion) Ec. (2.16):

o =0l + o2 2.27

e =¢l+ €2 2.28

Tomando como referencia la expresion de la aditivita de las tensiones Ec. (2.27), teniendo en
cuenta la variable tiempo y despejando las tensiones de la parte elastica —Ley de Hooke, Ec.
(2.28) y la parte viscosa Ley de Newton, Ec. (2.21b)—, se obtiene la expresion general del
Modelo de Kelvin-Voigt.

0 =g +nt=fe+ T 2.29



2.13 Modelo de Burgers (Maxwell Bimodal)

Como ninguno de los modelos anteriores explica con un alto grado de fiabilidad los
fendmenos ligados a la naturaleza viscoelastica de los polimeros, surge el modelo de Burgers,
el cual combina en serie un sub-elemento de Maxwell con uno de Kelvin-Voigt (Bird et al.
1977; 2002, Herrera-Valencia et al. 2022, 2023). Este modelo combinado predice de
manera mas real el comportamiento viscoelastico de los materiales poliméricos (Bird et al.
1977; 2002, Herrera-Valencia et al. 2022, 2023), y la deformacién total es la suma de las
deformaciones sufridas, por un lado, en el sub-elemento de Maxwell, y por otro, en el sub-
elemento de Kelvin-Voigt (Bird et al. 1977; 2002, Herrera-Valencia et al. 2022, 2023).

hModeIo de BurgersJ

e

o(t)

Figura 2.13 llustra el comportamiento mecénico del sistema en paralelo en donde se
tienen dos configuraciones de Maxwell acopladas y generan una ecuacion analoga al
modelo de Burgers

El esfuerzo total del sistema esta representado con la siguiente ecuacion:

o=0,+0,

o1+ 4 (%) =mY
oy + 1, (Oditz) =n2Y
Al factorizar a; y o5
(1 +4 i) 01 =MY
(1 + 2, i) 02 =1M2Y

Despejando a; y 0,

_ My
1= T2
1ot

o, = N2y

1+/12%

(2.30)
(2.31a)

(2.31b)
(2.32a)

(2.32b)

(2.33a)

(2.33b)



Sustituyendo la Ec. (2.33a) y (2.33b) en la Ec.(2.30)
0 0 2.34
<a= My nzyd>(1+/11;)(1+/125) (2.34)

0
1+11& 1 +/‘LZE

(1 + A i) (1 + A, i) o= (1 + A, %) ny + (1 + A %) Y’ (2.35)

0 o _ AomitAanz 0
(1 + (4 + )+ (Al/lz)g) o= +1n2) [1 L dt] Y (2.36)

Definiendo el operador viscosidad de Burgers como el cociente entre el esfuerzo y la rapidez
de deformacion % (Bird et al. 1977; 2002, Herrera-Valencia et al. 2022, 2023).

0
o 1+ 7\] —
OT]: \7 = Z 77 N ot 02 (237)
1+ YA 3t + H}LW
En donde, se han definido la memoria del sistema como:
M, = A4 % A, (2.38)
La viscoelasticidad total (o relajacion del sistema)
Z A= + 4, (2.39)

La viscosidad total

Z n=mn+tn (2.40)

Finalmente, el tiempo de retardo el cual es un promedio ponderado de los tiempos de
relajacion

1 = Amy + A44m, (2.41)
/ Ny +1;

En este capitulo se presentaron las bases minimas que introduciran al lector a los principios
minimos necesarios de este trabajo (Bird et al. 1977). En la primera parte, se habl6 de la
ecuacion de continuidad y que esta basado en los principios de la conservacion de la materia
(Bird et al. 1977; 2002). En la segunda parte se establecié la ecuacion de momento que es
un balance de fuerzas y una consecuencia de la segunda ley de Newton aplicada a un medio
continuo (Bird et al. 1977; 2002, Herrera-Valencia et al. 2022). En la tercera seccion se
hablé de conceptos como: fluido Newtoniano y no Newtoniano. En la dltima seccion se
introdujo al modelo de Burgers que es una combinacion de dos elementos de Maxwell en
paralelo.
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3.1 Calculo del flujo volumétrico de un fluido Newtoniano en capilar

En esta seccion se calcula el flujo volumétrico asociado a una geometria capilar de
radios mayor a y longitud L respectivamente. Se presenta un esquema del problema de
estudio en la Fig. 3.1

= (L JARLR

2

Figura 3.1 llustra el Capilar de radio r =a y longitud z = L. Se supone que el fluido es
incompresible, isotérmico y newtoniano.

Ecuacion de continuidad

% = -V (pv) (3.1)

Identidad Vectorial

V * (dF) = Vo * F + $(VF) (3.2)
Se obtiene

% =—(Vp*xv+p(Vxv)) (3.3a)

% =—-Vpxv—p(V=xv) (3.3b)

%+Vp*v+p(V*v)=0 (3.3c)
Hay que recordar que la derivada material es:

]
%za—i+v*Vp (34)

Por tanto, se tiene que
% + p(Vxv) =0 (3.5)

No es funcion de la posicion ni del tiempo



e =0 p#p(r) (36)

Dt

Divergencia del campo de velocidades es 0
(V % v) = 0 Flujo solenoidal (3.7)

La ecuacion de continuidad en coordenadas cilindricas se escribe de la siguiente manera

19 19Ve , aVz _
;a (I’VF) + ;W + E_O (38)

El flujo va en direccion de z por tanto

10 19V | 0Vz _
—=(rVr) %/%v +==0 (3.9)

Entonces

220 (3.10)

La velocidad no es funcion de z por tanto VVz=constante # f(z).

Asumiendo que el vector de velocidad V en el sistema est4 dado por:
V = (Vr,Vo,Vz) = (0,0,Vz(r,0,z1)) (3.11)

Esto implica que el campo de velocidades no depende de la coordenada axial z, y solo
dependeria da las coordenadas angulares 6 y r respectivamente.
Entonces el campo de velocidades se puede expresar de la siguiente manera:
Vz= Vz(r,0,z,t )=Vz(r,0,t
(r,0,2,t )=Vz(r,0,0) (3.12)
No-depende de z
Ademas, si consideramos estado estacionario i.e. ninguna variable dindmica o intrinseca del

sistema depende del tiempo, i.e.

Z2=0= Vz = Va(t) (3.13)

Fisicamente, la ecuacion anterior implica que los perfiles de velocidad se encuentran
desarrollados y no dependen del tiempo.

Vz= Vz(r,0,t )=Vz(r,0)
N\ (3.14)
No-depende de t

Finalmente, la ltima hipotesis que postulamos en este sistema es la de la simetria cilindrica

es decir que el campo de velocidades no depende del angulo polar 6.

Vz= Vz(r,0) =Vz(r) (3.15)
No-depende de 6
Por lo tanto, en flujo laminar, isotérmico incomprensible, estacionario y en coordenadas
cilindricas, el campo de velocidades solo depende de la coordenada radial r.



p(ﬂ)=—Vp+V*0+pg (3.16)

Dt

Descomponiendo la derivada material
p(5+V*W)=-VP+Vso+pg (3.17)

Donde

e V % VV = Aceleracion convectiva(movimiento del fluido)
e —VP+Vxo0+ pg = Fuerzas de superficie

v ) ..
° 5= velocidad o aceleracion instantanea

[ ] pg =
La fuerza de volumen se aproxima a 0 ya que el sistema es en un eje horiozontal
e —VP = Elfluido solo se mueve a un gradiente de presion

Aproximando con Navier-Stokes
o =2uD (3.18)

donde
D= %(VV + VVT) = Tensor rapidez de deformacion

Para llegar a la ecuacion de Navier-Stokes de un fluido Newtoniano
p (ﬂ) = —VP + uV3V + pg (3.19)

Dt

De acuerdo con el planteamiento del problema la derivada material y los términos

gravitacionales son igual a cero
DV

p(2)=0 (3.20a)
pg =0 (3.20b)

Solo quedan los siguientes términos:
—VP, 4+ pv2V =0 (3.21)

Descomponiendo la ecuacion se obtiene lo siguiente:

%VPZ = vy (3.22)
VP, = %%(r ("’a—Vr)) (3.23)
Reagrupando y resolviendo el sistema

%% (r (aa—‘;)) = iVPZ (3.24a)

9 (V| _ VP,
2 r(22) = = [ror (3.24b)



()= () v

() =T+

ar

Integrando nuevamente
f(aa?) szfr(')r +Cy

VPr
V, =

+ C;In(r) + Cz

Aplicando las condiciones
e V,(r=R) =0 Enlaparedsuvelocidad es 0
e V1, (r = 0) = finita La velocidad en el centro es maxima o finita
e (,=0;V,(r=0) = finita
e ParaV,(r=R)=0

0="& 4 c1.In(R) + C,

=5

Sustituyendo las constantes obtenemos el perfil de velocidades

V() = 1 (VPr?) - —(a—”)

0z
Para el f|UJO volumétrico:

0= J-Zn fR VPR2 < (£)2> drdd

21 VPR 1 R
= 7( — =) Jy r¥ drde
1

Q QO O O O O Q& O

(3.24c)
(3.24d)

(3.25a)
(3.25h)

(3.26a)
(3.26h)

(3.27)
(3.28a)

(3.28b)
(3.28¢)
(3.284)
(3.28¢)
(3.28f)
(3.280)
(3.28h)
(3.28i)



3.2 Calculo del flujo volumétrico de un fluido Newtoniano en una corona circular

En esta seccién se calcula el flujo volumétrico asociado a una corona circular de
radios mayor R> y menor Ri respectivamente. La longitud caracteristica axial es L. Se
presenta un esquema del problema de estudio en la Fig.3.2

r
L

=0, (i A 2o,

3l

Figura 3.2 llustra la Corona Circular de radios r = Rz, y r = Ry y longitud z = L. Se supone
que el fluido es incompresible, isotérmico y newtoniano.

Ecuacion de continuidad

)
o ="V* (V) (3.29)
Identidad Vectorial
V * (¢F) = Vo * F + $(VF) (3.30)
Se obtiene
X = —(Vp+v+p(V*v)) (3.31a)
% =—-Vpxv—p(V=*v) (3.31b)
% 4 Vpsv+p(Vsv)=0 (3.31c)

ot
Hay que recordar que la derivada material es:

%=%+U*Vp (3.32)
Por tanto, se tiene que

% + p(Vxv) =0 (3.33)

No es funcion de la posicion ni del tiempo



e =0 p#p(r) (3:34)

Dt

Divergencia del campo de velocidades es 0
(V % v) = 0 Flujo solenoidal (3.35)

La ecuacién de continuidad en coordenadas cilindricas se escribe de la siguiente manera

10 10V0  9Vz
o (I’VI‘) + vy + E_O (336)

El flujo va en direccion de z por tanto

10 10VY 9Vz

Entonces

vz
20 (3.38)

La velocidad no es funcién de z por tanto Vz=constante # f(z).
Asumiendo que el vector de velocidad V en el sistema est4 dado por:

V = (V1,V0,Vz) = (0,0,Vz(1,0,2,1)) (3.39)

Esto implica que el campo de velocidades no depende de la coordenada axial z, y solo
dependeria da las coordenadas angulares 6 y r respectivamente.
Entonces el campo de velocidades se puede expresar de la siguiente manera:
Vz= Vz(r,0,z,t )=Vz(r,0,t
(1,0,2,t )=Vz(r,0,t) (3.40)
No-depende de z
Ademas, si consideramos estado estacionario i.e. ninguna variable dindmica o intrinseca del

sistema depende del tiempo, i.e.

Z2=0= Vz = Va(t) (3.41)

Fisicamente, la ecuacion anterior implica que los perfiles de velocidad se encuentran
desarrollados y no dependen del tiempo.
Vz= Vz(r,0,t )=Vz(1,0) (3.42)

No-depende de t

Finalmente, la Gltima hipotesis que postulamos en este sistema es la de la simetria cilindrica
es decir que el campo de velocidades no depende del angulo polar 6.
Vz= Vz(r,0) =Vz(r
No-depende de 6
Por lo tanto, en flujo laminar, isotérmico incomprensible, estacionario y en coordenadas

cilindricas, el campo de velocidades solo depende de la coordenada radial r.

p(ﬂ)=—Vp+V*G+pg (3.44)

Dt



Descomponiendo la derivada material
p(5+V*W)=-VP+Vso+pg

Donde:
e V % VV = Aceleracion convectiva(movimiento del fluido)
e —VP+ V=* o0+ pg = Fuerzas de superficie

v . ..
I velocidad o aceleracion instantanea

(3.45)

e pg = Lafuerza de volumen se aproxima a 0 ya que el sistema es en un eje horiozontal

e —VP = El fluido solo se mueve a un gradiente de presion

Aproximando con Navier-Stokes
o =2uD

Donde:
D= %(VV + VWT) = Tensor rapidez de deformacion

Para llegar a la ecuacion de Navier-Stokes de un fluido Newtoniano

p(2r) = —VP+ uvV + pg

De acuerdo con el planteamiento del problema la derivada material y los términos

gravitacionales son igual a cero

e p (DD—‘:) = 0 Velocidades bajas y estado estacionario

e pg = 0 por simetria
Solo quedan los siguientes términos

—VP, + pv2V =0

Descomponiendo la ecuacion se obtiene lo siguiente
1
—VP, = V3V
u

1 10 oV,

pVFe = :a(r (E))
Reagrupando y resolviendo el sistema
10 avz\) _ 1

?E(r (E)> - HVPZ

0 6VZ)_&
6rr(6r - u fr(’)r

(50 =T (5)+a

W) Ty 1 G
(ar o Zu(r)+r

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49a)
(3.49h)

(3.50a)
(3.50b)

(3.50¢)

(3.50d)



Integrando nuevamente

I(52) = Sefror+c [T (3.51a)
V(r) = T s ¢ In(r) + G, (3.51b)

Condiciones iniciales:
e V(r=R)=0
e V(r=Ry)=0
Las condiciones iniciales son determinadas debido que el fluido se pega en las paredes por
tanto la velocidad es igual a 0
Sustituyendo las condiciones en el perfil de velocidades
VP,R?

0 - an + C1 ln(Rl) + CZ (352&)
2
Aplicando el signo negativo a una de las ecuaciones para encontrar el valor de C;
2
T2l 4 ¢ In(Ry) )¢ =0 (3.53a)
2
~E 4 ¢ m(R)A ¢ = 0) (3.530)
Acomodando términos se obtiene lo siguiente
L 2 _ 1 2 —
. VPRY — —-VRRZ + C; In(R,) (3.542)
Cl ln(Rz) =0
1 1 R
- VR,RE = - VP,RS + i In (R—) =0 (3.54b)
R 1 1
C,In (R—:) = - VPR,RE — - VP,R} (3.54c)
(5vP,RZ-VP,R?)
C, =& ok (3.54d)
ln(%)
Para encontrar C, se sustituird C; en la ecuacion
ﬁvszf +CIn(R)+C, =0 (3.55a)
C, = —ivszf — ¢, In(Ry) (3.55b)
Sustituyendo en el perfil de velocidades las constantes
1 1
V,(r) = EVPZrZ + C;In(r) — EVPZRf — C;In(Ry) (3.56a)
V,(r) = ﬁvpzrz - ﬁVPZRf + ¢ In(r) — C; In(R,) (3.56b)
1 2 1
V,(r) = 3-VP,R} (;—%) — -VB,R? + C,(In(r) = In(Ry)) (3.56¢)

V,(r) = —ﬁvszf <1 - (L)> + ¢ (In RL) (3.56d)

Ry



Al sustituir C; se obtiene

2 Lyp,RZ-1vp,R2
(;-vP.R? .R?)
V() = = - VP,R? <1 - (R—)> + ( e (ing)

2

o) = =g (1- () - e <—(>> ()
i = g (- () ~sove () (o)

R2
()

V,(r) = %(—VPZ) 1- (Rll)z + ( in(%2) ) (ln Rll)

Para el flujo volumétrico
0= f;ff Vz(r)rdrdd

Q = [ vz(yrdr ;" do

Escalando los limites con el radio mayor y multiplicando por R, fuera de la integral

Q = 27R, [ va(r) (2) &)
Q =2mR} [, VZ( )udu
Q = 2nR3 f VZ(u)udu

Q = 2nR? (P" PLRZ) f w?-1) + f Lnu * udu]

Ry

4L
Q = 2R3 (B | (- 2) 3 + 25 Lt - 2] [y

0 = 2ng (B2 | (- ) - (B £) 2 a2 tn - 207) -

(3R2LnR —%RZ)H

_ 2mRE(Py=P [ l 2(R*) R* 1-R®*( 1 R’LnR  R?
Q= 4ul [ 22) 4  LnR ( 4 4 4 )]
4
Q = ZRe(PocPr) [ZRZ R*—1+ (1 : )(RZ 1- R*LnR)|
4x4pl
_ mRZ(Po—PL) [5p2 _ 4_1q (1R) 2_1_R?
Q=" [2R? —R* - 1+ (R R?LnR)|

(3.57a)

(3.57h)

(3.57¢)

(3.57d)

(3.58a)
(3.58b)

(3.59a)
(3.59b)

(3.59¢)
(3.59d)

(3.59¢)
(3.59f)

(3.599)

(3.59h)
(3.59i)
(3.59))

En este capitulo se dedujeron expresiones como el perfil de velocidades, flujo volumetrico,

para una simetria cilindrica partiendo de la ecuacion de continuidad para un fluido

Newtoniano en un capilar y en una corona circular.



CAPITULO IV
MODELADO MATEMATICO
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En este capitulo se describe el sistema fisico y modelo matematico de estudio el cual
consiste en: a) analisis de proceso b) geometrias, ¢) Ecuaciones de continuidad, d) Ecuaciones
de cantidad de movimiento, e) Ecuacion reoldgica de Burgers, f) Condiciones de frontera, g)
Funcion de transferencia de un capilar, h) funcion de transferencia de una corona circular

4.1 Anélisis de proceso

En esta subseccidn presentaremos las restricciones para modelar el sistema.
Las siguientes consideraciones son validas para los dos sistemas:

e Fluido incompresible V-V =0

e Coordenadas cilindricas (r,6,z).

i i 9V ap
* Estado No-estacionario —2# 0, —% 0

Fluido no-newtoniano 0, # cte.

La fuerza motriz: Gradiente de presion transitorio P = P(z, t).
Mecanismos gravitacionales despreciables g, = 0.

Geometria A: Capilar

Geometria B: Corona circular

Flujo unidireccional en eje axial z.

4.2 Geometrias

Las geometrias trabajadas son las siguientes: Capilar y Corona circular que son
representadas por cilindros, en las cuales existe una oclusién diferente en cada una de ellas,
en capilar una oclusién que cubre el perimetro del cilindro y en la corona circular que simula
un cilindro dentro de otro, haciendo referencia a una oclusion central.

r

V.p(t) a Q(t)
=g




Figura 4.1 llustra las geometrias capilares y de corona circular (cilindricas)

4.3 Ecuaciones Tedricas

En esta seccion, se presentan las ecuaciones de balance, transporte y reoldgica del
sistema fisico.

Ecuacion de continuidad
d(pv) , d(pv) |, d(pv) _
™ + & + " =0 4.2)

Ecuacion de movimiento

pE=—|7P+|7-0rz+pg 4.2)
4.4 Ecuacion reologica deaBurgers
Oy =5 =19 M“;: _B = (43)
Oot ™ Pot2
4.5 Condiciones de frontera
4.5.1 Capilar
V,(r =R) =0 Enlapared su velocidad es 0 (4.4)

V,(r = 0) = finita La velocidad en el centro es maxima o finita (4.5)



4.5.2 Corona circular
V,r=R)=0 (4.6)
V,(r=R;) =0 4.7

En las Ecs. (4.5.1) y (4.5.2) se asume que no hay deslizamiento en las paredes, por lo que la
velocidad en la interfase del sélido y la del fluido es cero.

4.6 Modelado Matematico del primer sistema: Capilar

En esta seccién, se deducira la expresion analitica que describe la cinematica del
sistema en un capilar de radio r = a y longitud z = L. Suponiendo que el flujo es
unidireccional, la velocidad solo tiene un componente diferente de cero (Vz), coordenadas
cilindricas, simetria cilindrica, los mecanismos gravitacionales son despreciables, y que la
velocidad, gradiente de presion, depende del tiempo y de la posicion se tiene el siguiente
modelo que describe los mecanismos que a continuacion se mencionan: (a) Inercia, (b)
viscoelasticos, (c) Solvente, (d) Polimero-Polimero.

4.7 Balance de masa sin reaccion quimica

Suponiendo que, el fluido es incompresible, e isotérmico, simetria cilindrica y flujo
unidireccional,
oVz
— =0 (4.8)

0z

4.8 Ecuacion de movimiento con mecanismos inerciales

La componente z de la ecuacion de movimiento tomando en cuenta los mecanismos
inerciales, toma la siguiente forma:

Nz op 10
p = + ——(I‘Grz) (49)
ot oz ror
El término pVz/0; es la masa por unidad de volumen multiplicada por la aceleracion
instantanea en el sistema. EI componente oy, del tensor de esfuerzos, es el producto de la
funcién viscosidad por la rapidez de deformacion:
oVvz

= Oﬂ (Dt) ar
En donde On(Dt) es un operador viscosidad que generaliza a cualquier fluido Newtoniano o
Viscoelastico lineal. En la siguiente tabla se presentan algunos de los modelos reologicos
lineales mas comunes:

o (4.10)

rz

Operador Viscosidad Operador Fluidez
On(Dt) 1/0n(im)
Newton Mo 1Mo
Burgers no(1+ A Dt)/1 14+ A (iw) + B (iw)?/ne(1
+ Ao Dt + B Dt? + A (iw))

Tabla 1. llustra los operadores viscosidad y fluidez para el modelo de Newton y el modelo
de Burgers



Al combinar las Ecs. (4.9) y (4.10), se tiene lo siguiente:

oVz op 10 oVz

—— =-Z+-=|r0 (D,)— 4.11
P A oz rar( (D) 6rj (4-11)
Por lo tanto, se tiene lo siguiente:

oVz op 10( oVz

—=-—+0,(D,) ——|r— 4.12
Pat oz ol t)rﬁr( ar) (4.12)
La Ec. (4.12) puede expresarse de la siguiente manera:

10,0 . _p Oly,__1 o (4.13)

ror or O,(D,)at 0,(D,) oz

La Ec. (4.13) es diferencial lineal y describe las variaciones de la velocidad por efectos del
espacio y tiempo. Aplicando el formalismo de Fourier, en las derivadas temporales de la Ec.

(4.13)
k

% > (io)" (4.14)

Y para las funciones: (i) Velocidad axial Vz = Vz (r, t), p = p(t), Q = Q(t). Ademas, el
operador viscosidad en el espacio de Fourier, toma la forma:

0 .
On[Dt :Ej% 0, (i) (4.15)
Por lo que al aplicar la ecuacidn diferencial lineal toma la forma
a0 ]
{%ara — B2 (m)}VZ(r,m) = 0,(0) ’;(Z“’) (4.16)
Y el parametro Betha, tiene la forma:
(o) = P 10 =p0, (1m)i® 4.17

B () =5 oy @ ~PO» ) (4.17)

En la Ec. (4.17) se ha definido la fluidez compleja O como el inverso del operador
viscosidad

0, (iw)=

5) (im) (4.18)
La Ec. (4.16) es punto de partida para el calculo de la velocidad y el flujo volumétrico
respectivamente.
4.9 Perfil de velocidades

Para resolver la Ec. (4.16), se propone que la solucion general se puede descomponer
en términos de una solucién homogénea y particular.

Vz(r,e)=Vz, (r,0)+Vz, (o) (4.19)

4.9.1 Ecuacion diferencial homogénea
Solucion de la ecuacion diferencial homogénea, por lo que, se tiene lo siguiente:

B2 0) vilro) -0 (4200

Desarrollando la velocidad en el espacio de Fourier, se tiene lo siguiente:



& 112 2 (0) va(ro) =0 (4.20)
o’ ror ’ '
Multiplicando por r? se tiene la ecuacion diferencial del modelo de Bessel:

o 0
r’—+r—-p*(o)r’ Vz(r,0)=0 4.2
{arz 8rB()}() (4.200

La Ec. (4.20c) es paramétrica de Bessel y para resolverla se propone el siguiente cambio de
variable z = ifr

{zza—2+z£+zz}Vz(rm)=0 (4.21)
07° oz ’ '

La solucion de la ecuacion diferencial Ec. (4.21) esta dada por la expresion:
Vz(z,0)=CJ,(z)+C,Y,(z) (4.22)

En la Ec. (4.22) {Jo (2), Yo (2)} son las funciones de Bessel de orden cero de primera y
segunda especie respectivamente. Al contener nimeros complejos la ecuacion diferencial
queda de la siguiente manera:

Vz(r, w) = C4I(Br) + C;Kq(Br) (4.23)

4.9.2 Solucion particular
La solucion particular para el problema de la Ec. (4.23) se puede expresar como:

Vz,(ro)=A; AeR (4.24)
Al sustituir la Ec. (4.24) en la Ec. (4.16)

. oplo
B? (0) A= 0, (io) pa(z ) (4.25)
Por lo que, la constante A se despeja y se tiene lo siguiente:
A= Oa;(iw)[ap(w)] (4.26)
p*(w) \ oz

La solucion homogénea de la Ec. (4.23) en términos de la coordenada radial r, se puede
expresar Como:

V(1) = CL, (Br)+C,K, (Br)+ =2 (i‘”)(ap("’)J @.27)

p*(w) \ oz
4.9.3 Condiciones de frontera
La solucion general (Ec. 5.21) contiene dos constantes de integracion C1 y Co, las
cuales deben de determinarse a partir de las siguientes condiciones de frontera:

CFLlr=0; |Vz(0,0)<M (4.28a)

CF2r=a Vz(Ro)=0 (4.28b)

La primera de estas condiciones obedece a que la solucién particular debe de permanecer
acotada, i.e. que para ningun valor que tome la coordenada radial debe ser infinita.

La segunda condicion de frontera se relaciona con la condicion de no deslizamiento en la
frontera (pared del tubo capilar). Al sustituir la primera C.F.1 en la ecuacién diferencial, se
tiene lo siguiente:




Vz,., =Vz(r=0m)=Cl,(B-0)+C,K, (B-0)+ Oy (i0) [ﬁp(m)j (4.29)

B? (03) oz
Simplificando la expresidn se obtiene la siguiente expresion algebraica:
O, (io)( op(w
Vz,.,=C,-0+C,-(—0)+ Bq;((m))( a(z )) (4.29Db)
Simplificando la ecuacion anterior, se tiene lo siguiente:
O, (lo)( dp(w
Vz,..= C, .(—oo)+ BIZ E@))( a(z )J =C, -(—OO) (429C)

La dltima igualdad, demuestra que la velocidad en el centro del capilar es infinita lo que
carece de sentido fisico. Para evitar esta inconsistencia fisica, la constante C debe ser cero,
i.e. C2=0. Por lo que la solucién general tiene la siguiente estructura:

0, (io ®
Vz(r,m)=Cl,(Br)+ qu) ((co)) [apa(z )] (4.30)
La segunda condicion de frontera al sustituirla nos da la siguiente informacion fisica:
O, (io)( Ip(w
Va(R0)~Cl, (pa) + 2 éw))[ s )Jzo (4.31)

De analisis de la primera condicién de frontera se deduce que la constante C2 es cero por lo
que al despejar C se tiene lo siguiente:
o (i
Cl(ﬂ)):— 1 .Z(I)Z(I(D) 6’p(0)) (432)
l (BR) i ((D) 0z
Finalmente, la velocidad axial Vz (r, o) tiene la siguiente forma:

0O, (im ®
Va(ro) -, o), () + 22 212 “39
Esta expresion nos permite obtener el perfil de velocidades en funcidn de los pardmetros
materiales del liquido, la fuerza motriz que de forma continua e irreversiblemente el fluido
asociado al gradiente de presién en la direccidn axial. Notese, que el perfil de velocidades
estd determinado por un cociente de funciones de Bessel, lo que podria inducir efectos
resonantes en el sistema.

4.10 Flujo volumétrico con transformada de Fourier

La expresion para calcular el flujo volumétrico en un capilar de radio r =ay longitud
z =L, se puede expresar como la doble integral del producto interno del vector de velocidad
y la diferencial de superficie. El vector velocidad solo tiene componente axial z y el vector
unitario que describe la seccion de rea transversal es el vector unitario en la direccion z,

2n a a

Q(t)= ”VZ(M) rdrd6 = ZRIVZ(r,t)rdr (4.34)
00 0
Al tomar la transformada de Fourier del flujo volumétrico, se tiene lo siguientes:

Q(o)=F{Q(1)! :F{zniw(r,t)rdr} (4.35)

0



Por otra parte, suponiendo que la funcion es continua, el operador de Fourier se puede
introducir en la doble integral por lo que se tiene lo siguiente:

F{an Vz(r,t)rdr} = 2nJF{Vz(r,t)}rdr = 2n'[ Vz(r,0)rdr (4.36)
0 0 0
El flujo volumétrico transformado en el espacio de Fourier toma la forma:
a
Q(w)=2n I Vz(r,0)rdr (4.37a)

0

Al sustituir el perfil de velocidades en el flujo volumétrico, se obtiene la siguiente expresion
analitica:

Q(o 2nszrm)rdr 27:[[ (@)1, (Br)+ B(im)[ép(w)j}dr (4.37h)

0
Haciendo eI cambio de variable,

& 0, (im o) %

Q(o)= 2nC1(m)J(IO(Br))rdr+ 21 d;( )Lap( )jjrdr (4.37¢)
: Br(o) L 22 )y

Definiendo las siguientes cantidades adimensionales: u= r/a; B = aa como una longitud

caracteristica adimensional, la Ec. (4.37c) se puede expresar como:

2ma’ " 0, (io)( dp(o) 7

Q(w)=——C,(0)|zl,(z)dz+ 2ma* udu (5.37d)
( ) BZ 1( )_([ 0( ﬁ BZ ((,0) aZ V(';

En donde z = Br. Para integrar las funciones de Bessel, se utiliza la siguiente propiedad

matematica:

i[zll(z)]= zl,(2) (4.38)
dz

Al sustituir la Ec. (4.38), en la integral de la expresion del flujo volumétrico Ec. (4.37d), se
tiene lo siguiente por lo que,

¢ o) 04 (i0) 20(0)
Q(w)= !a [z1,(z)[dz + 2ma 5 (0) [ . _([udu
(4.39a)
La Ec. (4.39), se puede simplificar a lo siguiente:
2 p ; 1
Q(w)Z%Cl (m)!d[zll(z)] +ma* ([);2’ ((:S) (apa(zm))!duz (4.39b)
Finalmente, se tiene lo siguiente:
Q(w)=ma* ?;2’ E(IS) [ﬁpa(zm)}r 2ma’C, (w)% (4.39¢)

En donde la constante C1(w), dada por la Ec. (4.32) se sustituye en la Ec. (4.39c¢), y se obtiene:

oo 1281




4.11 Funcién de transferencia compleja
La Ec. (4.39d) puede ser descrito en términos de la funcién de transferencia T(w),

Q(w)=“TaaT(w)(—lap(m)aj (4.40)

2 0z

En donde la funcidn de transferencia T (o), tiene la siguiente expresion analitica:

T(0)=0, (io) il { 1- 2M] (4.41)

B*(w) Iy (B(«))

La funcion de transferencia T () queda de la siguiente manera:

) 4.42)
o 8 [ L(B(w) (o) <

TS (0)=0, (i0) ——11-2

Q( ) CD( )BZ((’)){ |0(B(m))

La funcion de Transferecn ia se ilustra en la Fig. X. La variable de entrada es

el esfuerzo en la pared, mientras que la variable de salida es el flujo
volumétrico.

—>

Sy ( Q(o)

Figura 4.2 El diagrama de caja ilustra la funcion de transferencia para la
geometria capilar. La variable de entrada es el esfuerzo en la pared, y la
variable de salida es el flujo volumétrico.

4.12 Parametro Beta
4.12.1 Fluido Newtoniano

El pardmetro adimensional {3 tiene la forma adimensional:

B(w)=ap(w) (4.43)
El parametro beta en forma adimensional tiene la siguiente forma:
B(w)=aB(e) =" \/[%]om (io) (t.0) (4.44)

En donde el operador fluidez fue escalado con la sigueintes variables adimensionales:



O, (io)= —Oq’(p(lm); o=t (4.45)
En donde la fluidez caracteristica ¢c y la frecuencia caracteristica wc para un fluido
newtoniano estan dada por las siguientes expresione: (i) oc =1/p y (ii) tc = a?/p =a?/(u/p) =
R?/v, en donde v es el coeficiente de transferencia de momento.
Por lo que el parametro beta, para un fluido newtoniano este coeficiente se simplifica de la
siguiente manera:
B (@) —i¥* Vo> (4.46)
4.12.2 Fluido No-Newtoniano: Burgers

Para un fluido no-newtoniano viscoelastico lineal, la fluidez caracteristica ¢c =1/no
y el tiempo caracteristico del sistema tc es el tiempo unimodal de Maxwell, i.e. tc = Ao. Por
lo que el parametro {3 tiene la forma:

B(w)=i"?,/De0, (in)-® (4.47)
En la Eq. (4.47) De es el numero de Deborah, el cual puede

De = P20 (4.48)
En donde:

B(, De)=i"2/(De)’ O, (iw)w (4.49)

4. 13 Calculo del esfuerzo cortante rz evaluado en la pared
El componente rz del tensor de esfuerzo puede expresarse en terminos del modelo

Newtoniano de la siguiente manera:

o, (ro) =L V(1) (4.50)
0, (im) or
Derivando el perfil de velocidades, se tiene la siguiente expresion analitica:
2
Vz(rw) -0, (im)l— _ op(w) Iy (Br) (4.51)
or B oz ) J,(Br)
Entonces, el esfuerzo en la pared, toma la siguiente forma:
o(w) =-c,(r,0)_ _2 _l@p(m)a 4 (Pr) (4.52)
=2 apl 2 oz Jo (Br)
Simplificando,
o(o) _ 2 3(Br) (_1 op (o) ajzijl(ﬁa) o, () (4.53)
apJ,(Br)\ 2 oz aB J,(Ba)

La Ec. (4.53), se puede expresar en terminos de una funcion de transferencia del sistema:

o(0) =T, (0)o, (o) (4.54)



En donde, la funcion de transferencia toma la forma:

c B J,(Ba)/ap
Tcs (0‘)) =2 ‘Jo (Ba) (455)

De la misma manera, el daigrama de bloque para la funcion de transferencia del esfuerzo,

queda exprsado como:

— T (o) =
oy (©) o(w)

Figura 4.3 El diagrama de caja ilustra la funcion de transferencia para la geometria
capilar. La variable de entrada es el esfuerzo en la pared, y la variable de salida es el
flujo volumétrico.

4.14 Calculo de la funcion de transferencia para una corona circular R1 y Rz, R1< R2
Para resolver el problema se asumen las siguientes condiciones de proceso en el sistema:

e Estado estacionario
Fluido incompresible
Proceso isotérmico
Flujo unidireccional
Mecanismos gravitacionales despreciables
El fluido es deformado por un gradiente de presion en la direccion axial.
Simetria cilindrica
Bajo las anteriores aseveraciones, obtenemos lo siguiente:
El vector de velocidad es solo funcion de a la coordenada radial r
El gradiente de presion es constante en la direccion z
Existe un balance entre las fuerzas viscosas y el gradiente de presion.
Por lo tanto, las siguientes ecuaciones se cumplen como en el caso de un a capilar
inextensible, por lo que se tiene:

El flujo volumétrico para una corona circular, se puede expresar en una forma similar

a la Ec. (47) por lo que, se tiene lo siguiente. Las condiciones de frontera, en este problema:
Vz(r=R,»)=0 (4.56)

Vz(r=R,0)=0 (4.57)

Sustituyendo en el perfil de velocidades, se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones
algebraicas:

CJp (BRl) +G,Y, (BRl) + O®B(2i0)) apa(z(!)) =0 (4.58)




CJo (BR,)+C,Y, (BR, )+ =0 (4.59)

Las Ecs. (4.58) y (4.59)

C,=-C, Yo (BRl) - Y, (BRZ) (4.60)
‘]0 (BRl) - J0 (BRz)

Sustituyendo la Ec. (4.60) en la Ec. (4.58), se tiene lo siguiente:

Yo (BR,) ~ Y, (BR) O, (i0) Ip() _
>3, (BR,)—J, (R, ) Jo (BR,)+C,Y, (BR, )+ % = =0 (4.61)
Simplificando, obtenemos:
CZ(YO(BRl)JO(BRl)_ o (BR1)J, (BR,) - Yo (BRy )T, (BR, ) + Yy (BR,)J, (BRl)J
Jo (BR:)=Jo (BR,)
__Ou(i®) op(w)
p? 0z
(4.62)
Simplificando la Ec. (4.62), se obtiene la constante C». La constante C;, toma la forma.
_ Yo (BR,) - Y, (BR,) 0, (i) dp(w) (4.63)

C =
' Y, (ﬁRz)Jo (BRl)_YO (BRl)JO (BRz) BZ 0z
Y la constante Co,
Cooe Jo(BRy)—J, (BR,) 0, (im) dp(w) (4.63)
2= > .
Yo (BRz)Jo (BRI)_YO (BRl)JO (BRz) p oz
Estas ecuaciones, se resuelven para obtener las constates C1 y Co». Las Ecs. (55) y (56) toma
la siguiente forma:

&:_2 Yo (BRl)_YO (BRz) O, (im)(_l ap((’))R J

R, Yo (BRZ)JO (BRI)_YO (BRl)JO (BRz) (RZB)Z 2 oz ° (4.6)
-0, (in)—2 Yo(FR,) =Y, (PR, ) o |

* (RZB)Z YO(BRz)Jo(BRl)_Yo(BRl)Jo(BRz) "

De la misma manera,

C,_ Jo (BR:) =T, (BR,) O, (i0) 10p(e)

R, YO(BRz) ( ) O(BRl) ( )(RzB)z 2 a2 (4.65)
o (o)L (BR)-1,(R,) |

GW
(R,B)” Yo (BR;)J5 (BR,) =Y, (BR,)Js (BR;)
El flujo volumétrico puede ser calculado, de la misma manera que en el flujo capilar, por lo
que se tlene
Q=2r| [c 1, (Br) + C,Y, (Br) + B(I(D) Gpa(z )}dr (4.66)
Integrando y usando una de las propiedades de las funciones de Bessel, se tiene la siguiente
expresion analitica:



J
c,,+ nR3C,2 u

BRZ)BRZ _Jl (BRI)BRZ (Rl/Rz)

B)’ (R,B)’

—~~
N;U

Y1 (BRz )BRz B Y1 (BRl)BRZ (R1 / Rz)

+nR2C,2

(RB)’

En el flujo volumétrico, se han definido las siguientes variables escaladas:

R
R=—L;p=PBR

R =B,
Para el esfuerzo en la pared, se tiene la siguiente expresion analitica, por lo que:

, 1 oVz(ro)
o=l gy
@ r=R,
Por lo que:
(C,/R,) (C,/R,)
=— J.(B)- Y,

G(O)) Oq,(ioa) B 1(B) Oq: (1(0) B l(B)

En donde, las contantes se pueden expresar de la siguiente manera:

G 0, (im) 2 Yo(PR,)~ Yo (BR,) Oy (©)
R, ® (RZB)2 Yo (BR;)Jo (BR,) Y, (BR,)J, (BR,) e
S o (iw) Jo (BRy) 1o (BR) Oy (@)
R, ® (RZB)Z Yo (BR,) T, (BR,)— Y, (BR,)J, (BR) "

Definiendo el esfuerzo en la pared como:

6.0 (0) =%(_%JRZ

Finalmente, se puede expresar de la siguiente manera:
C,=R,0, (io) C,,,(®)
En donde la constante Cs, tiene la forma:
_2 Yo (BR) — Yo (B)
Cy(0)==3
B o (B) T (BR) — Y, (BR)J, (P)
De la misma manera, se tiene lo siguiente:
C,=R,0, (i0)C,(»)o,, (o)
Por lo que, la constante C4, tiene la forma:
_ 2 ‘]0 (BRI)_JO (BRz)
C4 (0)) - 2
(RZB) Yo (BRZ )Jo (BRl) =Y, (BRl)JO (BRz)
Finalmente, se tiene una expresion analitica para el flujo volumétrico
<VZ (0))> =R, -Tgc (0)-0,, (@)
En donde la funcidn de transferencia se defien:

(4.67)

(4.68a-h)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)

4.77)

(4.78)

N ) Jl(B)B—le

To* ()= 0, (iw)

g2 " 1-R® B 1-R? B2

(BR)BR C. (o) Yl(B)B—Yl(BR)BR}




(4.79)
Y las constantes Cs(®) y Ca(w)
C (@):£ Yo (BR)_YO (B)
B Y, (B) o (BR) - Y, (BR)J, (B)
C, ()= 2 Jo (BR)—J,(BR) (4.81)

B* Y, (B)J, (BR)—Y, (BR)J, (BR)

—

o, (o)

(4.80)

Q(o)

Figura 4.4 El diagrama de caja ilustra la funcion de transferencia para la geometria
capilar. La variable de entrada es el esfuerzo en la pared, y la variable de salida es el

flujo volumétrico.

4. 15 Calculo del esfuerzo cortante rz evaluado en la pared

Procediendo de la misma manera, que en los casos anteriores, se tiene la siguiente

expresion analitica para el esfuerzo en el espacio de Fourier
El esfuerzo inercial, tiene la forma:
_mCC
6(0) =T;°(0)o, (o) (4.85)
En donde la funcion de transferencia se define como:

ch ((0) = iZB I:C3 (0)) Ji (B)+C4 ((’O)Yl (B):I (4.86)

T (0) =
oy (©) 6(o)

Figura 4.5 El digrama de caja ilustra la funcion de transferencia para la geometria
capilar. La variable de entrada es el esfuerzo en la pared, y la variable de salida es el

flujo volumétrico.



Resumen

En

este capitulo, se desarrollaron los resultaos mas importantes de esta tesis de

licenciatura. Para las dos configuraciones establecidas, se obtuvieron las funciones de
transferencia correspondientes para el esfuerzo y el fulo volumétrico y el esfuerzo en la pared
y el esfuerzo transitorio. Es importante resaltar, que la funcién de transferencia compleja para
el capilar tiene las siguientes implicaciones:

A)

B)

C)

D)

E)

F)

(i)
(i)

La funcion de trasferencia compleja es el producto de la fluidez y una funcién que
depende del pardmetro beta, i.e. depende del nimero de Deborah, el operador de
fluidez y la inercia.
La funcidn de transferencia del esfuerzo depende exclusivamente del pardmetro
Beta y esta estd contenida en la funcion de la transferencia del flujo volumétrico.
Los resultados obtenidos de las funciones de transferencia son generales, y se
pueden aplicar a cualquier fluido viscoelastico lineal a través de la funcion de
transferencia compleja.
La segunda configuracion, que consiste en una geometria de cilindros
conceéntricos. El efecto de la geometria aparece en las funciones de Bessel de
orden cero de segunda especie respectivamente.
El efecto de la geometria se controla en la razon de longitudes caracteristicas R =
R1/Ro.
El modelo en paralelo de dos Maxwell, con lleva a un modelo de segundo orden,
el cual contiene la misma estructura matematica que el modelo de Burgers. Este
modelo contiene dos interacciones claves:

Polimero-Solvente

Polimero-Polimero
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5.1 Variables Adimensionales.

En esta seccidn se escala las variables cinematicas y dinamicas con el fin de introducir
grupos adimensionales que describan la fisica del sistema de estudio. Las variables que van
a ser escaladas son las siguientes:

a) Fluidez o viscosidad

b) Frecuencia o el tiempo
c)Esfuerzo cortante rz
d)Funcion de transferencia

o=
0 (5.73)
_ w
Y=, (5.74)
o T
ST (5.75)
o t
Tt (5.76)
o =z
rz =y (5.78)

En donde las variables caracteristicas se definen de la siguiente manera para la fluidez,
viscosidad, funcion de transferencia y esfuerzo caracteristico

1
be=36y 2 (5.79)
1
e =37 (5.80)
o]
cYGXA (5.81)

te = Z A (5.82)
% = Z G (5.83)

En donde la suma de la elasticidad de bulto total, la relajacion y viscosidad del sistema se
definen como la suma de las dos fases liquidas



2/1=,11+;12 659

=n +
ZU M T2 (5.86)

5.2 Grupos adimensionales
Una vez que las variables han sido escaladas se obtienen los diferentes grupos adimensionales
que describen los mecanismos y las fuerzas que dominan al sistema.

a) El primer nimero adimensional es el numero de Deborah el cual describe los
mecanismos inerciales y viscoelasticos en el sistema de estudio y esta definido como:

pa?
Y G _ Mecanismos Inerciales (5.87)

De = = ; - ;
A Mecanismos Viscoelasticos

Deborah menor a uno significa que los mecanismos viscoelasticos dominan sobre las fuerzas
inerciales. Por otra parte, un Deborah mayor a 1 significa que, los mecanismos inerciales son
mayores que los viscoel&sticos. Por ultimo, un Deborah igual a 1 significa que existe un
balance entre las fuerzas inerciales y viscoelasticas.

A] Mecanismos Solvente

1, ==L —
77 Y17 Mecanismos Viscoelasticos (5.88)

b) El segundo nimero adimensional esta relacionado con los mecanismos del solvente
y los del polimero. Este nimero tiene dos valores asintéticos los cuales se describen
a continuacion, cuando el nimero adimensional es 0, significa que no existe solvente
y que el sistema se rige netamente de polimero y para un A, diferente de cero significa
que las contribuciones del solvente asociado al polimero son importantes.

_ B Interaccion Polimero — Polimero
~ (XM)M2 Mecanismos Viscoelasticos (5.89)

B

¢) Elultimo nimero adimensional esta relacionado con las interacciones entre polimero-
polimero y su valor esta acotado entre un valor muy pequefio y 0.25.



5.3 Simulaciones y analisis de resultados
En este capitulo se estudia el efecto del modelo de Burgers en las resonancias. Se
analizaran tres efectos:
a) Deborah. Competencia entre los mecanismos inerciales y viscoelésticos
b) Interaccion polimero-solvente: Modelo de Jeffreys
c) Interaccién polimero-polimero: Modelo de Burgers.

Ecuacion Reologica de Burgers
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Figura 5.1 llustra el efecto de los mecanismos inerciales en la norma de la funcién de
transferencia compleja, a través del nimero de Deborah. Los valores numéricos empleados
en la simulacién son los siguientes: (De=[0.1, 0.5, 1.0 y 2.0]), (AJ=0.01), (G=0).

En la Fig. (5.1) se grafica la norma de la funcién de transferencia compleja en términos de
frecuencia para diferentes valores del nimero de Deborah. A valores bajos, de la frecuencia,
la norma es constante, pero para un valor critico en la frecuencia y un Deborah de 0.1 el
comportamiento es mondtono decreciente hasta un valor asintotico cercano a cero (altas
frecuencias). Por otra parte, al aumentar los mecanismos inerciales se observa que las curvas
presentan curvas resonantes y el maximo esta determinado por un acoplamiento de los
mecanismos inerciales, del solvente y de la interaccion polimero-polimero. Notese que al
aumentar los mecanismos inerciales la curva resonante se desfasa hacia valores de mayor
frecuencia y el maximo aumenta. Muestra los mecanismos inerciales en la norma de la
funcion de transferencia compleja de un tubo circular variando los valores del nimero de
Deborah [0.1, 0.5, 1.0 y 2.0]. Se observa que a un valor del De=0.1 esta tiene un
comportamiento creciente hasta el valor maximo. Para los valores del De=[0.5, 1.0y 2.0] se
observa un comportamiento monotono creciente hasta un valor maximo. Este valor maximo
es conocido como resonancia y se puede interpretar como la maxima energia liberada en el
sistema. La frecuencia a la que se lleva esta vibracion se conoce como frecuencia resonante,
a una frecuencia mayor a la critica decrece mondtonamente hasta un valor asintético que se
aproxima a cero.

Fisicamente, la relacién entre el flujo volumétrico y el gradiente de presion es constante, a
frecuencias moderadas, el flujo decrece considerablemente hasta un valor asintético de cero
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Figura 5.2 llustra la funcion de transferencia compleja del esfuerzo vs frecuencia en
funcion del nimero de Deborah.

En la Fig. (5.2) se observa que a frecuencias bajas la funcion de transferencia del esfuerzo
muestra un comportamiento constante y para un valor critico se observa un comportamiento
monotono creciente hasta un valor madximo. Este valor esta determinado por un acoplamiento
entre las propiedades viscoelasticas geométricas y resonantes del sistema a través de las
funciones de Bessel. Es claro, que a partir de un valor maximo la funcion decrece
monotonamente y empieza a tener comportamientos oscilatorios debido a un tren de picos
secundarios asociados a las mdaltiples raices de la funcion de Bessel. Por otra parte, al
aumentar la frecuencia se observa que el sistema tiene un comportamiento constante e
independiente de la relacion entre el flujo y el gradiente de presion. Fisicamente la funcién
de transferencia compleja nos da la relacion entre el flujo volumétrico y el gradiente de
presion pulsatil, el interés de este trabajo es encontrar los puntos en que se da la resonancia
en el sistema. Es decir, lo que se busca, son las propiedades materiales que nos permiten
encontrar esos maximos de nuestro sistema de estudio. En particular, las condiciones
materiales para las cuales se obtienen estos maximos son que el Deborah sea diferente de 0
es decir que los mecanismos inerciales sean diferentes de 0 y que en comparacion con los
viscoelasticos sean mayores. Se observa de la curva que al aumentar del De la curva resonante
aumenta y que este maximo esta intimamente ligado con las propiedades inerciales, las
interacciones polimero-solvente y polimero-polimero en nuestro sistema. Desde un punto de
vista fisico entre el flujo y el gradiente de presion nos permite encontrar curvas resonantes
de mayor intensidad que las curvas resonantes entres la interaccion fluido-pared

Notese, que la funcion de transferencia del flujo relaciona el gradiente de presion transitorio
con el flujo volumétrico mientras que la funcion de transferencia del esfuerzo relaciona el
gradiente de presion con el esfuerzo en la pared, es decir la interaccion solido-liquido.
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Figura 5.3 llustra la funcion de transferencia del flujo vs frecuencia para diferentes

condiciones materiales: (i) Maxwell, (ii) Jeffreys, (iii) Burgers.

En la Fig. (5.3) se observa un comportamiento constante a valores bajos en la frecuencia. A
un valor critico, el sistema experimenta un comportamiento mondétono creciente como el de
las figuras 1y 2, este valor estd determinado por un acoplamiento de las inerciales,
viscoelasticas y geométricas del sistema a un valor mayor a la frecuencia resonante se
observa un comportamiento monotono creciente seguido de una seri de oscilaciones
asociadas a una razon entre las funciones de Bessel. Nétese que para un segundo valor
critico se observa una segunda meseta. Es importantes resaltar los elementos de la figura 3
los cuales son mencionados a continuacion:

a)

b)

f)

El modelo de maxwell asociado a un polimero puro presenta la mayor resonancia
posible
El modelo de Jeffrey el cual tienen una configuracién mecénica de un modelo en
paralelo presenta una reduccion considerable de la resonancia asociada
principalmente a una contribucion del solvente
El modelo de Burgers que puede ser considerado como una mezcla de polimeros
con una configuracién mecanica en paralelo muestra un comportamiento muy
similar al de maxwell puro,

Notese, que debido a la mezcla de polimeros existe un tiempo de relajacion
asociado a un promedio ponderado por las viscosidades de las dos fases las cuales
tienen como efecto una disminucion en la curva resonantes
Es importante resaltar que las curvas resonantes estan intimamente relacionadas con
la ecuacion constitutiva reoldgica con la cual se describe la viscoelasticidad del
material y que permite tener una cantidad de modelos viscoelasticos y visco plastos
respectivamente
Finalmente, la parte de la resonancia estd asociada a tres efectos principales los
cuales son: (i geométrico, ii reoldgico, iii la funcion matematica que describe la
parte de la geometria asociada al flujo)
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Figura 5.4 llustra el comportamiento de los tres modelos (i.Maxwell, iiJeffreys, iiiBurgers)

En la Fig. (5.4) Se representa los tres modelos discutidos en estas simulaciones. En todos los
casos, se observa, el mismo comportamiento. A frecuencias bajas, el comportamiento de la
funcion de transferencia compleja es constante. Aun valor critico de la frecuencia, se observa
un comportamiento monotono creciente hasta un valor maximo. Este valor, esta determinado
por un acoplamiento entre las propiedades inerciales, viscosas, elasticas, y geométricas las
cuales estan encapsuladas en el pardmetro beta. A una frecuencia mayor a la resonante, el
comportamiento de la funcién de transferencia es mondtono decreciente y para un valor
critico se observa una cascada de resonancias. Es importante notar, que esta cascada de
resonancias se debe principalmente a un posible cambio en las raices de la ecuacién de
Bessel, es decir, el sistema pasa de raices reales a raices complejas. A frecuencias largas la
funcion de transferencia tiende asintéticamente a un valor de cero. Fisicamente se observa
que el valor méas grande resonante se obtiene por el polimero puro es decir el modelo de
Maxwell mientras que cuando combinamos la contribucion del solvente y el polimero
obtenemos una menor resonancia. Esto implica que el efecto de la interaccion solvente-
polimero tiene una consecuencia negativa desde el punto de vista de la resonancia. Por otra
parte, en la interaccién polimero-polimero del modelo de Burgers se observa que aumenta la
resonancia por efecto de las interacciones polimero-solvente y polimero-polimero. De esta
simulacion se ve claramente, que el polimero puro (Modelo de Maxwell) nos permitiria
obtener la mayor respuesta dinamica del sistema.
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Figura 5.5 llustra el efecto de los mecanismos inerciales en la norma de la funcion de
transferencia compleja, a través de la variacion del valor R. Los valores numéricos
empleados en la simulacion son los siguientes: (R=[0.01, 0.05, 0.1y 0.2]), (G=0.25).

FTI-Fl

En la Fig. (5.5) se grafica la norma de la funcién de transferencia compleja en términos de
frecuencia para diferentes valores de la geometria. A valores bajos, la norma es constante,
pero para un valor critico en la frecuencia y un radio de oclusion igual a 0.01 el
comportamiento es mondtono creciente hasta un valor asinttico cercano a cero (altas
frecuencias). Notese que al aumentar el radio de la oclusién la curva resonante se desfasa
hacia valores de mayor frecuencia y el méximo disminuye para cada valor. Muestra los
mecanismos inerciales en la norma de la funcién de transferencia compleja de una corona
circular variando los valores del nimero del radio de la oclusién [0.01, 0.05, 0.1 y 0.2]. Se
observa gue a un valor del R=0.1 esta tiene un comportamiento creciente hasta el valor de
méximo de resonancia. Para los valores del R= [0.05, 0.1 y 0.2] se observa un
comportamiento mondtono creciente hasta un valor maximo desplazado hacia la derecha.
Este valor maximo es conocido como resonancia y se puede interpretar como la maxima
energia liberada en el sistema. La frecuencia a la que se lleva esta vibracion se conoce como
frecuencia resonante, a una frecuencia mayor a la critica decrece monétonamente hasta un
valor asintético que se aproxima a cero. Fisicamente, la relacion entre el flujo volumétrico y
el gradiente de presion es constante, a frecuencias moderadas, el flujo decrece
considerablemente hasta un valor asintético de cero.
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Figura 5.6 llustra el efecto de la geometria en la norma de la funcion de transferencia del
esfuerzo, a traves de la variacion del valor R. Los valores numéricos empleados en la
simulacion son los siguientes: (R=[0.01, 0.02, 0.03 y 0.04]), (De=1).

En la Fig. (5.6) se grafica la funcion de transferencia del esfuerzo en la pared, en términos de
frecuencia para diferentes valores de la geometria. A valores bajos de la frecuencia mantiene
un comportamiento asintético hasta legar a un valor critico de frecuencia en el que comienza
a tener un comportamiento creciente hasta su maxima resonancia, para después descender
hasta un valor en el que a mayore frecuencias encontramos un comportamiento de picos los
cuales mantienen una resonancia. El efecto de la geometria ocasiona en cada uno de los casos
que la curva presente una mayor resonancia, en el caso de un R=0.1 se observa un
comportamiento monotono creciente hasta un valor maximo, para los valores de R=[0.02,
0.03 y 0.04] comienza a mostrar un ligero desplazamiento a la derecha, a su vez a valores
criticos presentan una mayor resonancia para después descender y comenzar un
comportamiento de picos.
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Figura 5.7 llustra el efecto de la geometria en la norma de la funcion de transferencia del
esfuerzo, a través de la variacion del valor R. Los valores numéricos empleados en la
simulacion son los siguientes: (R=[0.01 y 0.04]), (De=1).

En la Fig. (5.7) se grafica la funcion de transferencia del esfuerzo en la pared, en términos de
frecuencia para un valor de la relacién de la geometria R= [0.01 y 0.04]. A valores bajos de
la frecuencia mantiene un comportamiento asintotico hasta legar a un valor critico de
frecuencia en el que comienza a tener un comportamiento creciente hasta su maxima
resonancia, para despues descender hasta un valor en el que a mayores frecuencias
encontramos un comportamiento de picos los cuales mantienen una resonancia. El efecto de
la geometria ocasiona en cada uno de los casos que la curva presente una mayor resonancia,
en el caso de un R=0.1 se observa un comportamiento monétono creciente hasta un valor
méaximo, para el valor de R=0.04 comienza a mostrar un ligero desplazamiento a la derecha,
a un valor critico presenta una mayor resonancia para después descender y comenzar un
comportamiento de picos. En ambos casos se presenta resonancia.



Ecuacion Reolégica de Burgers

5
4.5 L
4 - LR d
= 3.5
N 3 a:De=0.1, R=0.01 '|
3 b:De=0.5. R=0.01 |
L =1 : '“ ’ C
ﬁ 2.5 cDe=1, R=0.01 |
E‘ 2 4De2.R=001 | ' . l |
1.5 > 1 f
1 eR et Wb /G b Ao 11
R, t. A { I || I |y “ i
0.5 ' ’ N VI I || ' I"f
0 i Loy _a_ - --""'-.../ I““ _’_..-' v I I".,."I I'.J'I 'l,'l I'.' Il |.||; I.llln'illl

1E-02 1E-01 1E+00 1E+01 1E+02 1E+03
Frecuencia

Figura 5.8 llustra el efecto de la geometria en la norma de la funcion de transferencia del
esfuerzo, a través de la variacion del valor de Deborah. Los valores numéricos empleados
en la simulacién son los siguientes: (R=0.01) (De=[0.1, 0.5, 1y 2]).

En la Fig. (5.8) se grafica la funcion de transferencia del esfuerzo en la pared, en términos de
frecuencia para un valor de De=[0.1, 0.5, 1, y 2] que relaciona las propiedades viscoelasticas,
manteniendo una relacién de nuestra geometria de valor R=0.01. Se observa que para los
valores de De= [0.1 y 0.5] mantienen un comportamiento constante hasta un valor critico a
altas frecuencias para presentar ahora un comportamiento creciente hasta llegar a un punto
maximo o punto de mayor resonancia, comienza a descender hasta un valor caracteristico
hasta presentar un comportamiento de picos. Para los valores de De= [1 y 2] se muestra un
comportamiento asintdtico hasta valores caracteristicos a frecuencias mas bajas, para después
tener un comportamiento ascendente hasta su punto maximo o mayor resonancia,
posteriormente se observa un tren de picos que ascienden y descienden. Se muestra que para
un fluido menos viscoelastico presenta un desplazamiento hacia la derecha en cambio los
mas viscoelasticos las curvas se presentan en frecuencias menores.



Ecuacion Reologica de Burgers

=
7

g
o

a:De=0.1.R=0.01 2
b:De=2.R=0.01 |

R=£De= t szj-?_..rGg a || ' ] ‘

FT-Esfuerzo
N
th W

-

h 9
=
—_
&

&
N -

=
|
[
|

1E-02 1E-01 1E+00 1E+01 1E+02 1E+03
Frecuencia

Figura 5.9 llustra el efecto de la geometria en la norma de la funcion de transferencia del
esfuerzo, a traves de la variacion del valor R. Los valores numéricos empleados en la
simulacion son los siguientes: (R=[0.01, 0.05, 0.1y 0.2]), (De=1).

En la Fig. (5.9) se grafica la funcion de transferencia del esfuerzo en la pared, en términos de
frecuencia para un valor de De= [0.1 y 2] que relaciona las propiedades viscoelasticas,
manteniendo una relacion de nuestra geometria de valor R=0.01. Se observa que para el valor
de De=0.1 se mantiene un comportamiento constante hasta un valor critico a altas frecuencias
para presentar ahora un comportamiento creciente hasta llegar a un punto maximo o punto
de mayor resonancia, desciende a un valor caracteristico hasta presentar un comportamiento
de picos. Para el valor de De=2 se muestra un comportamiento asintético hasta valores
caracteristicos a frecuencias mas bajas, para después tener un comportamiento ascendente
hasta su punto maximo o mayor resonancia, posteriormente se observa un tren de picos que
ascienden y descienden. Se observa que para un fluido menos viscoelastico presenta un
desplazamiento hacia la derecha en cambio el mas viscoelastico su curva se presentan en
frecuencias menores.

5.4 Aplicaciones a Sangre humana con bajo contenido de colesterol

En esta seccion, se aplican los resultados a sangre con colesterol en pacientes con
hipercolesterolemia (Moreno et al. 2015). Las propiedades materiales obtenidos fueron
calculados a 50 pacientes hombres con las mismas condiciones de salud, tamafio y masa
corporal. Las muestras fueron extraidas con los protocoles de bioética y previo
consentimiento firmado de los autores. Las pruebas reoldgicas, fueron: (i) Flujo cortante en
estado estacionario la cual, es una prueba destructiva y (ii) Flujo oscilatorio de baja amplitud.
La Gltima prueba es no destructiva, es decir, solo se analiza la respuesta mecanica del material
es decir, que tan viscoso, elastico, o viscoelastico del material. Los datos reomeétricos
obtenidos son los siguientes:



Tabla de datos experimentales de sangre humana en hombres con las mismas
condiciones genéticas y bioldgicas

Propiedades materiales Modo 1 Modo 2
Tiempo de relajacion 0.0052 0.03
[s]
Modulo de corte elastico 28.5 0.25
[Pa]

5.5 Datos experimentales
El modelo Bimodal de Maxwell nos permite ajustar los datos experimentales
obtenidos previamente por el Dr. Fausto Calderas y su grupo de trabajo (Moreno et al. 2015).
OT[(I(D) — GOIA‘OI GOZKOZ
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Si se define la viscosidad a corte bajo como la suma de todos los modos, es decir:
Mo = Mo+ Moy = Gorhgy + Gohy
Para aplicar la teoria desarrollada en los capitulos anteriores, se hace adimensional el

operador viscosidad, viscosidad, tiempo de relajacion y frecuencia con las propiedades
materiales de cruce que se ven en la Fig. (5.10) con las propiedades reométricos
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Por lo que el operador viscosidad queda definido como:
* (oo x ﬂ(*n nt*)z
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Por lo que el parametro B~ en forma adimensional toma la forma:
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En donde el nimero de Deborah, para este sistema se define como:

JPR?/(Gyy +Gg)
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Para el nimero de Deborah, se utiliza los siguientes valores para la densidad y el radio de la
vena que se aproxima a un capilar rigido, por lo que, se tiene lo siguiente:

a) Densidad promedio de la sangre es: p = 1050 kg/m®

b) Radio promedio de una vena humana: R = 1mm =1 x 10°m

¢) Radio promedio de una arteria: 0.02¢cm =2.0x10 *my0.35cmo035x 10 *m

Para estos valores, los nimeros de Deborah para estos valores queda definido como:

k 2
(1053 g J(1x103m)

m?
R? 28.5P
De = \/p /(Gos +Gez) = ( ) — 36.9648 =~ 37
gy + Aoy 0.0052s

Para un valor de 0.02 cm el nimero de Deborah, tiene el siguiente valor analitico:

k 2
(1053 g j(leO“m)

m
R2 /(G +G 28.5P
De:\/p vra /(Gos + °2)= ( 2) —0.2337=0.234
Ay + Aoy 0.0052s

Para un valor de 0.35 cm el numero de Deborah, tiene el siguiente valor analitico:

kg ?
(1053msj(35x104)

R2 /G, +G 28.5Pa

De — \/p vena 01 02 — ( ) — 409 ~ 41
Aog +Ag 0.0052s

Entonces, los valores adimensionales de la viscosidad en el modo 2

. Moo (O.37Pa)(0.033)
Nz = = =0.07489
(Gol+Goz)(}‘01+}\'oz) (28.5Pa)(0.0052s)

Y los valores adimensionales de los tiempos de relajacién son:

a, =t 008 5060577
ho; 0.0052

A partir de estos valores, se calculan las curvas resonantes para las normas de funciones de
transferencia de flujo volumétrico y esfuerzo.

T (o) = (Re (o) )] +{m[7 ()]

Y para la funcion esfuerzo, se tiene la siguiente expresién analitica

()= J(Re[T;(w*)})z+(Im[T;(o;)})z

A continuacion, se presentan los resultados los modulos viscosos y elasticos para el modelo
multimodal de Maxwell.




En la Fig. (5.10) se observa la respuesta de los mddulos viscosos y elasticos con la frecuencia,
para sangre humana con bajo contenido de colesterol y que se ajusta mediante un modelo bi-
modal de Maxwell.

Se observan tres puntos importantes:

a)
b)

c)

d)

A frecuencias bajas, el sistema es dominado por los mecanismos viscosos por lo que
el modulo viscoso G'(w) >> G (o).

A frecuencias moderadas, el sistema presenta cambios en las pendientes, por lo menos
dos relacionados con los modos de ajuste.

En el punto de cruce, los moédulos son iguales, i.e., G (wc) = G (wc) el sistema se
comporta viscosa y elastica, por lo que el comportamiento de la sangre es
viscoelastico.

A frecuencias mayores que la de cruce, i.e., ® > o, €l sistema se comporta de una
manera mas elastica, por lo que almacena mas energia (G (®) << G (o) ).

En la Fig. (5.11) se observa las dos funciones de transferencia volumétricas vs esfuerzo. En
esta simulacién, se observa la competencia entre la interaccion entre el sélido-fluido y el
fluido y la fuerza motriz asociada al gradiente de presion pulsatil.

A continuacion, se presentan los siguientes puntos importantes:

a)
b)

c)
d)

e)

f)

9)

h)

A frecuencias bajas, las dos funciones de transferencia son iguales y por lo tanto son

iguales a uno.

A medida que la frecuencia aumenta, la funcion de transferencia del flujo volumétrico

y la del esfuerzo aumentan, hasta un punto de saturacion.

Este punto de saturacién coincide con la frecuencia resonante que esta ligada con el

tiempo de relajacion total.

A una frecuencia mayor que la resonante, las funciones de transferencia del flujo

volumétrico decrecen.

Es claro que la forma de los ciclos, dependen de la viscoelasticidad del material. A

valores de Deborah pequefios, se extiende el area del ciclo y el punto de retorno se

obtiene a valores mayores de la funcion de transferencia del flujo volumétrico. Esto

significa que, el efecto de la viscoelasticidad controla la relacion entre las dos

funciones de transferencia.

A valores de Deborah mayores de 0.1, i.e., De > 0.1 el sistema el es dominado por los

mecanismos viscosos y la forma de las curvas (lazos o ciclos) disminuyen

considerablemente.

La forma de los ciclos, dependen de la curva resonante dominante y el tren de curvas

subsecuentes asociadas a las funciones de Bessel, propiedades materiales a través de

los grupos adimensionales: (i) Deborah, (ii) Tiempo de retardo, (iii) Memoria.

La forma de los lazos depende del contenido de colesterol

0] La sangre con poca viscoelasticidad presenta un forma de los lazos o ciclos
como los representados por las letras {b,c,d}.

(i) La sangre con poca elasticidad puede estar asociado a un tipo de patologia o
enfermedad como el hipercolesterolemia, cirrosis hepética, cancer, etc.

(iii)  Desde el punto de vista reolégico, los parametros importantes para aislar este
tipo de fenomenos son los tiempos de relajacion y los modulos de corte.



MAXWELL BIMODAL:
SANGRE HUMANA CON HIPERCOLESTEROLEMIA
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Figura 5.10 Ilustra los médulos viscosos y elasticos para el modelo bimodal de Maxwell que
se mapea en el modelo de Burgers. A frecuencias bajas y moderadas el sistema es dominado
por los mecanismos viscosos, mientras que en el cruce (bola negra el comportamiento es
viscoelastico) y después de esto, el sistema es gobernado por la respuesta elastica del
material.
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Figura 5.11 llustra la interaccion de la funcion de transferencia del esfuerzo vs funcion de
transferencia del flujo volumétrico. Se observa que para un fluido dominado por los
mecanismos Vviscosos (a), el sistema presenta un lazo mas pronunciado que aquellos
asociados al incremento de los mecanismos viscoelasticos. Se observa, que a frecuencias
bajas el sistema es igual a 1, mientras que a frecuencias moderadas el sistema el area de lazo
aumenta por los efectos viscoelasticos, mientras que, a frecuencias altas, la respuesta
dinamica de las dos funciones de transferencia disminuyen.



CAPITULO VI
CONCLUSIONES



6.1 Aportacion al conocimiento

En este trabajo se analizo el efecto del gradiente de presion pulsatil en dos geometrias
cilindricas. La primera de ellas es un capilar de radio a y longitud z = L, la segunda de ellas
es una corona circular con radio R1 Y Ry, y longitud z = L. Para describir el flujo y la reologia
del sistema se utilizo un modelo bi-modal de Maxwell en paralelo el cual, se mapea en una
sub-clase de modelo de Burgers.

A) Capilar deradior=ay longitudz=L

El interés de esta investigacion a nivel de licenciatura es deducir bajo qué condiciones
el sistema, presenta resonancias dominantes y secundarias.

Suponiendo estado no estacionario, proceso isotérmico y fluido incompresible, se
obtuvieron expresiones generales para las funciones de transferencia del flujo voumétrico y
del esfuerzo en funcion del gradiente de presion pulsatil.

Las ecuaciones obtenidas en ambas geometrias fueron escaladas con variables
dimensionales caracteristicas y se obtuvieron tres grupos adimensionales, los cuales
describen la viscoelasticidad del material, interaciones poliméro-polimero y polimero-
solvente.

Los grupos adimensionales que describen el sistema son:

0] Deborah: Mecanismos viscoelasticos e inerciales
(i)  Jeffrey: Solvente
(i) Burgers: Memoria representa la interaccion entre la viscoelasticidad del material

Fisicamente, las funciones de transferencia compleja del flujo volumétrico-gradiente
de presion y esfuerzo-gradiente de presion nos da la respuesta dindamica lineal.

A frecuencias bajas, las funciones de transferencia son independientes de la
frecuencia y, por lo tanto, la respuesta dinamica de los sistemas es constante.

El valor maximo de las curvas resonantes esta determinado por un acoplamiento entre
las propiedades:
0] Inerciales
(i) Viscosas
(iii)  Eléasticas
(iv)  Dispersivas a través del pardmetro Betha.
(V) Geométricas (longitud caracteristica radial)

La interaccién polimero-polimero del modelo de Burgers tiene un efecto positivo en el
contexto de la respuesta dinamica del sistema asociada a la resonancia.

La interaccién polimero-solvente del modelo de Burgers tiene un efecto negativo en el
contexto de la respuesta resonante del sistema.



B) Corona circular de radios R1y R2

La corona circular presenta resultados mas complejos desde un punto de vista matematico,
i.e. el efecto de la geometria se ve reflejado en las funciones de Bessel de orden cero de
segunda especie.

El efecto de la geometria se observa en el nimero adimensional R = R1/ Ro. Este numero
controla el tamafio de las oclusiones en el sistema. Si R-> 0, el sistema se comporta como un
capilar de radio a y longitud z = L. En este punto, se tendria una oclusién periférica, mientras
que cuando R-> 1, el sistema se encuentra completamente ocluida.

El efecto de R controla las oclusiones y cuando R aumenta, la respuesta dindmica lineal del
sistema (resonancias) se obtienen a mayores frecuencias. Es decir, que las curvas resonantes,
se desfasan hacia la derecha a mayores por efecto de la geometria.

Los resultados y mecanismos observados en el capilar se replican con los diferentes nimeros
adimensionales.

C) Aplicaciones a sangre con colesterol

El efecto de la teoria utilizada en la descripcion de la funcion de la transferencia del flujo
volumétrico y del esfuerzo en funcion del gradiente de presion pulsatil.

El efecto del colesterol se analiza en las propiedades materiales reoldgicas asociadas a los
tiempos de relajacion viscoelastico y los mddulos elasticos de corte.

Las formas de los ciclos o los lazos dependen de las propiedades materiales del fluido y esto
puede ser un parametro para definir enfermedades con reologia.

6.2 Trabajo futuro
Esta investigacion, puede ser extendida mediante los siguientes puntos importantes:

a) Analizar el flujo pulsatil en el régimen no lineal de rapideces de deformacion.
b) Acoplar la transferencia de movimiento con ecuaciones de masa.
c) Trabajo experimental para contrastar los resultados tedricos obtenidos.

Finalmente, este trabajo de investigacion a nivel de licenciatura representa una
aproximacion en la busqueda constante de modelos matematicos que describan estos
sistemas.

Para caracterizar este tipo de sistemas se utilizaron herramientas, como son
fendmenos de transporte, reologia de fluidos complejos, teorias basadas en cristales liquidos
nematicos.

Estas teorias son utilizadas como de caracter organizacional y permiten obtener
informacion en la busqueda constante de herramientas que permitan describir sistemas
complejos bioldgicos y que permitan alternativas para enfermedades emergentes.
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