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Resumen

El modelo inflacionario se ha vuelto un punto crucial en nuestro entendimiento
de la cosmologia moderna puesto que, presuntamente, provee las condiciones ini-
ciales a partir de las cuales el universo evolucion¢ a la estructura que observamos
actualmente. Sin embargo, la inflacién no ha sido aceptada del todo, ya sea que se
sigan construyendo distintos modelos inflacionarios o esta se descarte totalmente.
Por nuestra parte, consideramos que hasta el momento nos resta apegarnos a las
observaciones realizadas e ir restringiendo modelos inflacionarios.

En la presente tesis realizamos un estudio invariante de norma de la inflacién
para una teoria f(R) arbitraria. Esto motivado en el éxito de modelo R? de Staro-
binsky como modelo inflacionario, asi como la reciente popularidad en los modelos
f(R) empleados en contextos cosmoldgicos. Para ello usamos los resultados cono-
cidos de la inflacién slow-roll de tal forma que traslademos, mediante una trans-
formacién conforme de la métrica, las soluciones al marco de Jordan. Esto puesto
que, como verificamos, las ecuaciones son equivalentes en ambos marcos debido a
que el acoplamiento entre la materia y el campo escalar, que surge en el marco de
Einstein, no aparece en nuestro caso.
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Abstract

The inflationary model has become a crucial point in our understanding of
modern cosmology since it presumably provides the initial conditions from which
the universe evolved into the structure we observe today. However, inflation has
not been fully accepted, whether different inflationary models continue to be cons-
tructed or discard it altogether. For our part, we consider that so far we have to stick
to the observations and gradually restrict inflationary models.

In the present master’s thesis we perform a gauge invariant study of inflation
for an arbitrary f(R) theory. This is motivated by the success of Starobinsky’s R?
as an inflationary model, as well as the recent popularity of f(R) models used in
cosmological contexts. For this reason we use the known slow-roll inflation results
in such a way that we translate, by a conformal transformation of the metric, the
solutions to Jordan’s frame. This because, as we verify, the equations are equivalent
in both frames since the coupling between matter and the scalar field, which arises
in the Einstein frame, does not appear in our case.
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Notacion y convenciones

Con la finalidad de una mejor exposicién se retinen algunas de las convenciones y
notacién usadas en este texto:

» Se emplea la signatura métrica (— + + +), asi como la convencién de signos del
texto de Wald [125] para las definiciones de cantidades geométricas, tales como el
tensor de Riemann R4 y sus derivados.

» Al igual que el texto clasico de Wald [125], se utiliza la notacién abstracta de
indices introducida por Penrose, en cuyo caso indices latinos del inicio del alfabeto,
ie.a,b,c d,...seempleanpara caracterizar el tensor en si mismo'. Indices griegos,
ie. o, 3,7,...seemplean para caracterizar las componentes del tensor en una base
especifica. Por ejemplo A%, es un tensor de tipo (1,2) y A%;, son las componentes
en una base coordenada dada.

» Se emplean unidades naturales donde ¢ = h = kg = 1, a menos que de antemano
se indique lo contrario. Entonces las cantidades fisicas tendrdn unidades de ener-
gia a alguna potencia, e.g. [fuerza]=[energia]*.

» Denotamos al tiempo conforme por 7. Aunque en su mayoria usaremos el tiempo
césmico t serd util tener en mente como pasar de una descripcién a la otra (ver
Seccion A.5).

» En el Capitulo 6 sera de utilidad trabajar en el espacio de Fourier, sin embargo
hay diferentes convenciones para normalizar las transformaciones. En el presente
texto las convenciones de signos y factores de 27 son de la forma:

1) = [ G0,

fo = [ @ e,

op(k) = / (gjsgeiik-x_

'En algunos casos serd conveniente separar un tensor en su parte espacial y temporal en cuyo caso se
emplearan indices latinos de la parte media del alfabeto, i.e. 7, j, k, . . ., para las componentes espaciales,
cuidando que el contexto en el texto sea claro.
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NOTACION Y CONVENCIONES

» Ecuaciones ttiles o ampliamente usadas en el texto estdn en cajas, por ejemplo
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Capitulo 1

Prélogo

Pasado més de un siglo, actualmente es bien conocido que la Relatividad General
(RG) favorece al andlisis de la estructura del espacio-tiempo, asi como su evolucién, en
términos de leyes fisicas. Fue Alexander Friedmann (1888-1925) en 1922 quien descubri6
la existencia de soluciones cosmolégicas en expansion y en contraccion al resolver las
ecuaciones de campo de la relatividad Greneral [44], pero por esa época estas caracte-
risticas no eran consideradas favorables en una teoria fisica que describiera al universo.
Sin embargo, 1929 Edwin Hubble (1889-1953) se encontré con la expansion del univer-
so mediante las observaciones en el corrimiento al rojo de las galaxias, como predice la
teoria de Einstein [56]. Mds atn, George Gamow (1904-1968) y sus colaboradores en-
contraron en 1946 que el universo debe comenzar en un estado muy caliente y denso a
partir de la teoria de la nucleosintesis [45], y también predijeron en 1948 que el univer-
so actual deberia estar inmerso en un campo de microondas con radiaciones de cuerpo
negro [46]. Fue hasta 1964 que Arno Allan Penzias (1933-) y Robert Woodrow Wilson
(1936-) descubrieron esta radiacion de fondo de microondas [96], las cuales coinciden
bien con las predicciones teéricas de Gamow. Estas fuertes evidencias observacionales
han hecho pensar que el universo comenz6 a partir de un estado caliente y denso, el
cual estd descrito por el modelo estandar del Big-Bang.

En la cosmologia moderna se toma como hipétesis inicial el principio cosmolégico,
basado en un ntmero creciente de observaciones, y el cual afirma que a escalas lo
suficientemente grandes', el universo es homogéneo e isotropico. Este principio nos
conducird al espacio-tiempo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) (cf. Seccién 2.2).

En el modelo estdndar del Big Bang, la evolucién del universo se caracterizaba
usualmente por las etapas dominadas por radiacién y por materia, las cuales corres-
ponden a una expansion desacelerada del universo. Sin embargo, este modelo presenta
una serie de problemas cosmolégicos, a saber: el problema del horizonte, el problema de la
homogeneidad e isotropia del espacio, el problema de la planitud y el problema de las reliquias no
deseadas®. Para superar estos problemas fundamentales, es usual considerar una época

!Del orden de cientos de Mpc (megapérsecs). Para dimensionar esta magnitud tomemos la Galaxia
de Andrémeda, el objeto celeste mas lejano a la Tierra que es visible a simple vista, la cual se encuentra a
2.5 Mly ~ 0.765 Mpc [105].

2Estos problemas se describen en el Capitulo 3.
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de expansion acelerada en el universo temprano, es decir, una época inflacionaria®. Pos-
teriormente a este periodo inflacionario, el universo continua su expansién pero de
manera mds lenta y desacelerada. Por el momento guardaremos los detalles técnicos
para el resto de la tesis, pero cabe mencionar que las ideas basicas de inflacién fueron
propuestas originalmente por Alan Guth (1947-) [47] en 1980. Algunas versiones re-
visadas fueron elaboradas por Andrei Linde (1948-) [79, 80], y por Andreas Albrecht
(1957-) y Paul Steinhardt (1952-) [2].

Aunque la inflacion fue concebida para dar solucién a los problemas arriba mencio-
nados, si esta fuera la iinica motivacién, dificilmente habria cobrado notoriedad, mas
alla de la mera curiosidad. La verdadera importancia de la inflacién radica en que esta
puede convertir ciertas fluctuaciones cuanticas microscopicas en semillas macroscopicas
que, posterior a su evolucién, dieron origen a la estructura que observamos hoy en dia,
abriendo la posibilidad a poder restringir modelos inflacionarios. En este sentido las
anisotropias del CMB proveen evidencia acerca de los valores que definen los mode-
los inflacionarios, por ejemplo, los llamados pardmetros de slow-roll € y § son pardme-
tros generales que se pueden estimar a partir de las observaciones. Estas fluctuaciones
pueden separarse en dos clases: las escalares y las tensoriales. Las escalares se con-
vierten en fluctuaciones de densidad que evolucionan en las estructuras observadas
actualmente (galaxias, ciimulos, etc) y son observadas en la distribucién angular de
temperaturas del CMB, mientras que las tensoriales generan ondas gravitacionales pri-
mordiales, las cuales hasta la fecha no han sido detectadas, pero su deteccién seria una
prueba firme de la existencia del periodo inflacionario.

A lo largo de los ya més de cuarenta afios desde la introduccién de la idea infla-
cionaria, se han construido muchos tipos de modelos inflacionarios (véase [81, 83]),
lo cual oscurece mas de lo que favorece al analisis. Afortunadamente existen criterios
para favorecer, desfavorecer e inclusive descartar modelos, de acuerdo a restricciones
o cotas observacionales realizadas por sondas espaciales como el Cosmic Background
Explorer (COBE), Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) y maés recientemente
Planck (ver Seccién 3.7).

Por otro lado, la RG es la teoria de gravitacién mds aceptada, en parte por su sim-
plicidad pero mas importante atn, por su amplio éxito en la descripcién de fenémenos
tisicos tanto a escalas del sistema solar como en escalas cosmoldgicas [132, 12]. Es por
esto que en varios contextos se conoce a la RG como La teoria de la gravitacion. Sin
embargo, actualmente se considera a la RG como una teoria “incompleta” por ciertos
argumentos tedricos y fenomenolégicos, el principal de ellos es la incompatibilidad
entre la Mecénica Cudntica y la relatividad general. Esto, aunado a nuestra ignorancia
en ciertas cuestiones fisicas como la Materia y Energia Oscuras, alimenta el deseo de
obtener una teoria definitiva de gravitacion. Una de las formas mds simples es generalizar
la accién de Einstein-Hilbert, que da lugar a las ecuaciones de Einstein, de tal forma que
se emplee una funcién del escalar de Ricci arbitraria, estas son las llamadas teorias f(R).

3 Actualmente sabemos de acuerdo a las observaciones actuales hechas por supernovas del tipo Ia el
universo se encuentra en expansiéon acelerada.
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1.1. Motivacidén y descripcion del problema

Como mencionamos, han pasado més de 40 afios desde la introduccién del concepto
de inflacién en la literatura cientifica y, sin embargo, esta no deja de tener ciertos incon-
venientes. Inclusive hay investigadores que estdn abandonando esta idea para seguir
otros caminos que aparentan ser mds naturales. Entre ellos estd uno de los pioneros de
la inflacién, Paul Steinhardt* [62, 63]. El hecho de que las observaciones no terminen
de ser completamente concluyentes sobre la validez de este periodo cosmoldgico es
inconveniente. No obstante, la inflacién es el mecanismo fisico que mejor se ajusta a las
observaciones y en consecuencia debe ser sometida al escrutinio cientifico, de tal forma
que su descripcion tome la mejor forma posible o podamos descartarla totalmente.

Ademas de proporcionar una manera excelente de resolver el problema de las con-
diciones iniciales del universo, la inflacién da una explicacién sencilla al origen de la
estructura a gran escala, esto a partir de fluctuaciones cudnticas que son magnificadas
por la expansién exponencial del universo y las cuales dan origen a las semillas para el
crecimiento de la estructura en el mismo [9, 51, 116]. Es decir, la inflacién proporciona
un mecanismo causal para generar espectros de perturbaciones cosmolégicas casi in-
variantes de escala, tal y como predicen las observaciones actuales [101]. Asimismo, las
fluctuaciones cuanticas del campo que impulsa la inflacién’ se congelan® por la expan-
sién acelerada cuando las escalas de las fluctuaciones abandonan el radio de Hubble.
Posteriormente, mucho después de que termina la inflacién, las escalas cruzan nueva-
mente dentro del radio de Hubble, asi, las perturbaciones impresas durante la inflacién
pueden ser el origen de una estructura a gran escala en el universo.

Por otro lado, se consideran a la relatividad general y a la Teoria Cuantica de Campos
como los dos pilares de la Fisica moderna. Estas son dos de las teorias mds aceptadas
actualmente por su gran éxito, sin embargo, pese a que la RG describe fenémenos como
la expansion del universo, la propagacién de ondas gravitacionales, el comportamiento
de agujeros negro, entre otros fenémenos, cuando la teoria se debe trasladar al mundo
microscOpico esta se encuentra con varios obstaculos. Esto, por si solo, es un gran golpe
a las ambiciones de construir una teoria que tome en cuenta fodo tipo de interaccion
posible. Lo anterior aunado a la emergencia del universo oscuro’ podria ser otra sefial de
que necesitamos modificar la RG. Dicha idea no es nueva, de hecho desde los trabajos
germinales de Einstein esto ya se estaba planteando, entre los precursores estan Arthur

*Anna Jjjas y Steinhardt proponen un universo ciclico que surge de la combinacién de intervalos de
contraccién lenta del universo con un rebote cldsico (donde el pardmetro de Hubble cambia de signo).

>Usualmente llamado inflatén. Aunque esta es sélo la posibilidad més simple, y por lo tanto es im-
portante tener siempre presente que, aunque nuestro trabajo solo incluye a la inflacién generada por
un campo escalar y a partir de la modificaciéon de la teoria gravitacional, existen varias formas de
implementar la inflacién, por ejemplo, emplear varios campos escalares o usar una densidad lagrangiana
con término cinético no-canénico (ver e.g. [84]).

®Con congelar nos referimos a que son constantes fuera del radio de Hubble. Ademas cabe destacar
que no son las perturbaciones del campo escalar propiamente (a menos que se emplee una norma par-
ticular), si no una cantidad invariante de norma R que recibe el nombre de perturbacién comévil de
curvatura (cf. ecuacion (6.83)).

7En alusién a la materia y energia oscuras, las cuales, durante las tltimas décadas su evidencia ha ido
en aumento, sin que podamos atin conocer del todo su naturaleza.
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Eddington [37], Hermann Weyl [130], Theodor Kaluza [69] y Oskar Klein [71]. Si bien
esta idea de modificar la RG no se ha abandonado desde entonces, es en las ultimas
décadas que ha sido ampliamente explorada debido a los avances teéricos de las teorfas
de orden superior®, asf como los nuevos avances para construir teorfas renormalizables
de la gravedad [30]. Respecto a esto tltimo, desde 1962 era conocido que la cuantizacion
de campos en un espacio-tiempo clasico puede conducir a teorias de orden superior
[122], tales como las teorias de cuarto-orden’ las cuales tienen propiedades que fa-
vorecen al proceso de renormalizacién [118]. Ademads estas teorias de orden superior
pueden conducir a un periodo de expansion acelerada en el universo primordial [115]
y también han sido de interés para explicar la expansion acelerada tardia del universo
observada actualmente [4].

En resumen, aunque parezca ambicioso —y tal vez innecesario— modificar una teorfa
tan exitosa como la RG, tenemos que estar abiertos a esta posibilidad, siempre y cuando
dicha teorfa modificada reproduzca los éxitos obtenidos por la RG. Un ejemplo de ello,
es el modelo R? de Starobinsky (a saber f(R) = R + aR?), el cual ha sido extensamente
empleado en la literatura como modelo inflacionario, y es el modelo que mejor se ajusta
a las observaciones en las anisotropias de temperatura del CMB (ver detalles en la
Seccién 3.7).

1.2. Panorama del texto

El presente trabajo de tesis tiene la siguiente estructura:

» Capitulo 2. Se presentan las ideas mds importantes de la cosmologia clasica; en
este se introduce el concepto de universo en expansién asi como las ecuaciones
de Friedmann que surgen de las ecuaciones de Einstein en un espacio-tiempo
espacialmente homogéneo e isotrépico. También se introducen conceptos como
el radio de Hubble que jugardn un papel importante durante inflacién. Ademads
se presenta el llamado modelo de concordancia ACDM el cual es consistente con
las observaciones de la Colaboracién Planck 2018.

» Capitulo 3. Se introduce el concepto de inflacién, y a partir de un campo escalar
minimamente acoplado con la gravedad vemos que se obtiene una expansién ace-
lerada temprana en el universo. Ademads se revisan los problemas cosmolégicos
antes mencionados sobre las condiciones iniciales y se analiza la manera como
la inflacién los resuelve. También se considera un caso particular que ha sido
ampliamente usado en contextos inflacionarios: un campo escalar minimamente
acoplado a la gravedad con un potencial motivado por el modelo R? de Starobisnky.
Por tltimo revisamos los resultados de la Colaboracién Planck 2018 para ver como
restringen ciertos pardmetros a la inflacion.

8La RG es la teorfa mas general descrita por una métrica 4-dimensional cuyas ecuaciones de campo
son de segundo orden (Teorema de Lovelock). Entonces con teorias de orden superior nos referimos a
mayor de segundo orden.

Entre ellas las teorfas f(R) que nos atafien en la presente tesis.
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» Capitulo 4. Aqui estudiamos las generalidades de las teorias f(R) y la manera
cémo estas pueden ser empleadas en otros contextos cosmolégicos. También se
toman algunos modelos particulares que han sido usados en la cosmologia como
ejemplo de estudio .

» Capitulo 5. Habiendo introducido modelos f(R) en contextos cosmolégicos ge-
nerales, se procede a analizar al modelo R? de Starobinsky como modelo inflacio-
nario, por ser el que mejor se ajusta a las observaciones actuales. Este estudio se
hace tanto en el marco de Jordan (fisico) como en el marco de Einstein (confor-
me), empleando la transformacién conforme para este tltimo. En ambos casos se
analizan de forma numérica, y se muestra la equivalencia entre ambos marcos, en
consistencia con lo obtenido en el Capitulo 3.

» Capitulo 6. Se presenta el andlisis perturbativo. En primera instancia para el sector
geométrico de las ecuaciones de Einstein en un espacio-tiempo de fondo (es decir,
un espacio-tiempo no-perturbado) arbitrario. Posteriormente se toma el caso par-
ticular y de interés en la presente tesis de un espacio-tiempo de fondo FRW. Antes
de pasar al caso de inflacién f(R) se hace un estudio del formalismo de inva-
riantes de norma, el cual se emplea para el andlisis inflacionario estdndar con
un campo escalar, y asi obtener expresiones para los pardmetros cosmolégicos
(inflacionarios) de la Colaboracion Planck 2018. A continuacién se hace un trata-
miento similar para la Cosmologfa f(R), tanto en el marco de Jordan como el de
Einstein para una teoria f(R) arbitraria. En particular se retoma el modelo R? para
obtener los resultados presentes en la literatura.

s Apéndices. Contienen relaciones ttiles, calculos que requieran presentarse con
mas detalle, asi como ecuaciones en términos del tiempo conforme (en el texto
usamos en su mayoria al tiempo c6smico).
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Capitulo 2

Cosmologia

Para iniciar el estudio de la Inflacién Césmica debemos entender las ideas centrales
de la Cosmologia. Ideas que seran la base de nuestro entendimiento en el primer acer-
camiento a la Inflacion.

La Cosmologia es el estudio del origen, naturaleza y evolucién de nuestro universo,
para esto se usan las bases de la fisica moderna y las matemaéticas abstractas. Sin embar-
go, nuestros conocimientos actuales estan atin muy lejos de darnos todas las respuestas.
De hecho atin no podemos responder preguntas fundamentales tales como: ;el univer-
so es finito o infinito? ;Siempre ha existido? De caso contrario, ;en que momento y
bajo qué condiciones surgié? ;Tendrd un final? Preguntas que nos han acompafiado, al
menos, desde la Edad Antigua. Y por mucho tiempo se creia que nunca conoceriamos
las respuestas a estas preguntas cosmoldgicas. Por lo tanto, los cosmoélogos fisicos se
centraron principalmente en los aspectos del universo que podia observarse directa-
mente, dejando a los fildsofos y tedlogos discutir sobre los grandes misterios.

Afortunadamente se han obtenido importantes desarrollos en Cosmologia en las
ultimas décadas, a través de analisis cientificos rigurosos con los cuales se ha logrado
responder otras de las grandes interrogantes cosmoldgicas, pero este es atin un trabajo
en construccion.

En el presente Capitulo presentaremos las ideas mdas importantes de la Cosmologia
moderna desde sus fundamentos, los cuales seran ttiles sobre todo cuando estudiemos
perturbaciones cosmoldgicas en el Capitulo 6, en particular los distintos tipos de hori-
zontes. Finalmente se recopilan algunos datos observacionales obtenidos por la Cola-
boracién Planck los cuales estdn en acuerdo con el modelo de concordancia actual, el
llamado modelo ACDM. Los textos vastamente usados en este Capitulo, se encuentran
en las referencias [11, 35, 77, 90, 98, 129] .

2.1. Historia del universo

La comprensién actual del universo se basa principalmente en la teoria del Big Bang,
que explica su evolucion desde la primera fraccion de segundo hasta la edad actual'.

1Se estima que la edad del universo es de casi 14 mil millones de afios, aunque es facil obtener una
estimacion para la edad del universo del orden de 9.7 x 10? afios si no se considera la componente

7
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Esta teoria, a su vez, se basa en dos pilares: en primer lugar en la relatividad general;
en segundo lugar en los resultados observacionales, entre ellos la expansién del uni-
verso descubierta por Edwin P. Hubble, mediante la recesién de las galaxias a una
velocidad proporcional a su distancia de nosotros [56]; la relativa abundancia de ele-
mentos ligeros, explicada por George Gamow, principalmente la del helio, deuterio y
litio, que se cocinaron a partir de las reacciones nucleares que tuvieron lugar alrededor
del primer segundo a unos minutos después del Big Bang, cuando el universo era unas
cuantas veces mads caliente que el ntcleo del Sol [45]; y el CMB, el resplandor del Big
Bang, descubierto en 1965 por Arno Penzias y Robert W. Wilson como una radiacién
de cuerpo negro muy isotrépica emitida cuando el universo estaba lo suficientemente
frio como para formar d4tomos neutros y fotones desacoplados de la materia, aproxima-
damente 380 000 afios después del Big Bang [96]. Hoy en dia, estas observaciones se
confirman con gran precisién y han ayudado a establecer el Big Bang como el modelo
preferido del universo.

La cosmologia puede verse como la historia de aproximadamente 14 mil millones de
afios de evolucién césmica: en una edad temprana el universo era muy caliente y denso,
las interacciones entre particulas eran frecuentes y muy energéticas. La materia estaba
constituida por electrones libres y nicleos atémicos; los fotones estaban confinados,
rebotando entre electrones y ntcleos. Conforme este plasma primordial se enfrid, los
elementos ligeros (como el hidrégeno, helio y litio) se comenzaron a formar; esta es la
llamada época de recombinacion. Cuando la energia disminuy® lo suficiente para que los
primeros atomos estables se originaran, fue el momento en que los fotones pudieron
fluir libremente. Miles de millones de afios después observamos este resplandor del Big
Bang como radiacién en microondas? (ver Figura 2.1). Esta radiacion, sorpresivamente,
es casi completamente isotrépica, observando préacticamente la misma temperatura de
2.725 K en todas las direcciones de nuestra béveda celeste. Las pequefias variaciones
de temperatura en el Fondo Césmico de Microondas (CMB, por sus siglas en inglés),
entre las partes del cielo ligeramente mds caliente y aquellas ligeramente més frias, son
del orden de K, es decir 2L ~ 107°. Estas pequefias fluctuaciones de temperatura
se traducen en pequefias variaciones en la densidad de materia primordial, las cuales
bajo la influencia gravitacional crecieron, dando lugar a regiones en el espacio cada vez
mads densas, eventualmente formando galaxias, estrellas y planetas. Por lo tanto, estas
anisotropias terminaron siendo decisivas en la formacién de estructura en el universo.

Por otro lado, la dispersién Compton producida justo antes de la época de recom-
binacién genera anisotropias en la polarizacién. De hecho, estas nos abren una ventana
Unica para buscar ondas gravitacionales producidas durante inflacién, puesto que estas
producen un patrén particular de polarizacién. Por lo tanto, es muy probable que la
polarizacion del CMB se convierta en una de las herramientas mas importantes para
poner a prueba el entendimiento que tenemos actualmente sobre el universo primitivo.

correspondiente a una Constante Cosmoélogica o Energfa Oscura. Sin embargo las poblaciones estelares
mads antiguas tienen entre 10'° y 1.2 x 10'° afios de edad, lo que favorece el empleo de una Constante
Cosmologica.

2El CMB es una fotografia de la luz mas vetusta de nuestro universo, impresa en el cielo cuando el
universo era muy joven, alrededor de 380 000 afios de edad. Muestra la uniformidad del universo de
aproximadamente 1 parte en 10°.
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Figura 2.1: Anisotropias del CMB observadas por el observatorio espacial Planck. [ESA and the Planck
Collaboration]

En el contexto de la relatividad general, la cosmologia se hace una pregunta funda-
mental: ;Cudl es la solucién a las ecuaciones de campo de Einstein que describe nuestro
universo?” No es necesario mencionar que no sabemos la respuesta con absoluta certeza,
sin embargo podemos darnos idea de ella tomando en cuenta tanto los datos obser-
vacionales actuales, los cuales han aumentado de manera asombrosa en las ultimas
décadas, asi como considerar ciertas hip6tesis sobre nuestro universo (cf. Seccién 2.2.1).

2.2. El universo en expansion

Una pieza fundamental de la evidencia observacional en cosmologia, es la obtenida
por Hubble [56], la cual indica que las galaxias en el universo parecen alejarse de
nosotros, y cuanto mds lejos estdn, mds rapida parece ser su recesion. Esta velocidad
se mide mediante el corrimiento al rojo (redshift), que es basicamente el efecto Doppler
aplicado a ondas de luz.

Las galaxias tienen un conjunto de lineas de absorcién y emision identificables en
sus espectros, cuyas frecuencias caracteristicas son bien conocidas [70]. Entonces, si una
galaxia se mueve hacia nosotros, las ondas de luz se apifian, lo que da una impresién
de un aumento en la frecuencia. Esto se conoce como desplazamiento hacia el azul

SEst4 cuestion, formulada de otra forma como: ;cudl es la geometria del espacio fisico?, estuvo
presente desde la antigua Grecia, sin embargo en forma técita se afirmaba que el espacio era euclidiano.
El problema se fue tornando mds interesante para los cientificos cuando Bernhard Riemann se interes6
en el problema. Siendo Weyl, ya con la teorfa de la gravitacién de Einstein formulada, el que le dio el
nombre de Das Raumproblem (del aleman EI Problema del Espacio) y quien junto a Elie Cartan tuvieron un
gran interés en reformular los criterios antiguos de la eleccién de la estructura espacial (para un analisis
mas detallado véase [110])
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(blueshift). De manera contraria, si la galaxia estd alejandose, las ondas de luz se separan,
es decir, las lineas caracteristicas se mueven hacia el rojo. De ahi el nombre redshift.
La terminologia estdndar es z para el redshift, y se define como [35]

/\obs - /\em
— s Tem 2.1
A —
donde Aem ¥ Aobs son las longitudes de onda de la luz en los puntos de emision (galaxia)
y observacion (nosotros).

2.2.1. Homogeneidad e isotropia

La premisa central de la cosmologia moderna es que, al menos a gran escala, el
universo parece homogéneo e isotropico*. En otras palabras, el universo visible parece
el mismo en todas las direcciones que nos rodean, al menos si miramos a distancias
superiores a unos 300 millones de afios luz. La isotropia es mucho mds precisa (apro-
ximadamente una parte de cada 107°), la cual se ve confirmada por una variedad de
observaciones, como se mencioné antes, la mds espectacular de las cuales es la tempe-
ratura casi idéntica del CMB proveniente de diferentes partes del cielo (Figura 2.1). Esta
radiacion ha estado viajando hacia nosotros durante aproximadamente 14 mil millones
de afios, lo que respalda la conclusién de que el universo a distancias suficientemente
grandes es casi el mismo en todas las direcciones.

Sin embargo, es evidente que las regiones cercanas del universo observable son en
la actualidad muy heterogéneas, con material agrupado en estrellas, galaxias y cimulos
de galaxias. Se cree que estas estructuras se han formado a lo largo del tiempo a través
de la atraccién gravitacional, a partir de una distribucién que en el pasado era mas
homogénea. Se estima que el universo hoy en dia es homogéneo e isotrépico a escalas
mayores a los 100 Mpc.

Es conveniente entonces dividir la dindmica del universo observable en dos partes:
el comportamiento a gran escala del universo se puede describir asumiendo un fondo
homogéneo e isotrépico. Sobre este fondo, podemos superponer las irregularidades
a pequeia escala. Durante gran parte de la evolucién del universo observable, estas
irregularidades pueden considerarse pequefias perturbaciones en la evolucién del uni-
verso de fondo (universo no perturbado). Estas cuestiones serdn tratadas con més deta-
lle en el Capitulo 6, por el momento introduzcamos lo que se entiende por homogeneidad
e isotropia del espacio.

De manera heuristica podemos entender la homogeneidad del espacio, para un
instante dado, como la afirmacién de que cada punto del espacio es muy parecido a otro
punto distinto, es decir, la métrica es la misma en toda la variedad. Lo anterior se puede
expresar de manera mds precisa [125] mediante: Un espacio-tiempo es (espacialmente)
homogéneo si existe una familia uniparamétrica de hipersuperficies espaciales ¥, foliando el
espacio-tiempo tal que para todo t y para todos dos puntos cualesquiera p, q € X, existe una una
isometria de gy, la cual lleva el punto p al punto q.

“Cabe recalcar que la homogeneidad e isotropia se establecen s6lo dentro del universo observable, y
bien pueden fallar en regiones mucho maés alld de la que observamos.
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Para el concepto de isotropia del espacio se suele pensar que, para un instante dado,
todas las direcciones en las que se observen deben de ser iguales. Nuevamente, una
formulacién mds precisa estd dada en [125] y dice que un espacio-tiempo es espacialmente
isotrdpico en cada punto p si existe una congruencia de curvas tipo tiempo (observadores) con
tangente u®, que llenan el espacio-tiempo y que tienen la siguiente propiedad: dado cualquier
punto p y dos vectores tangentes espaciales unitarios s$, s§ € T, (es decir, vectores en p ortogo-
nales a u®), existe una isometria de g, que deja a p y u® fijos, pero rota a s{ en s3.

Es dificil pensar que estamos en una posiciéon especial en el universo, por lo que
llegamos a la conclusién de que el universo deberia parecer isotrépico para los obser-
vadores del universo entero; pero no para todos los observadores. Por ejemplo, el uni-
verso no parece isotropico para observadores que recorren nuestra galaxia a la mitad de
la velocidad de la luz. Tales observadores verdn la luz de las estrellas y la radiacion del
CMB viniendo hacia ellos desde la direccién hacia la que se mueven con mucha mayor
intensidad que desde atrds. Entonces, al formular la suposiciéon de isotropia, se debe
especificar que el universo parece el mismo en todas las direcciones para una familia de
observadores “tipicos” en caida libre, o dicho de otra forma, para observadores donde
el dipolo del CMB es nulo.

Destaquemos que no necesariamente hay una relaciéon entre la homogeneidad y
la isotropia, i.e., una variedad puede ser homogénea pero no isotrépica, o puede ser
isotrépica alrededor de un punto, pero sin llegar a ser homogénea. Por otro lado, si un
espacio es isotropico en todo punto, entonces es homogéneo, o de manera andloga,
si el espacio es isotrépico y homogéneo alrededor de un punto, serd isotrépico en
todo punto. Podemos pensar en la isotropia y la homogeneidad como invariancia ante
rotaciones y traslaciones (ambas espaciales) respectivamente. La utilidad de estos con-
ceptos es que traen consigo que un subespacio ¥; homogéneo e isotrépico es maxi-
malmente simétrico, y por lo tanto, el subespacio tiene su maximo nimero posible
de vectores de Killing®. En este caso seis vectores de Killing®, tres rotacionales y tres
traslacionales.

2.2.2. Meétrica FRW

La métrica més general de un espacio tiempo de 4 dimensiones que admite un
subespacio de 3 dimensiones, que a su vez satisface la homogeneidad e isotropia a gran
escala es la métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW):

dr?

2 2 2

+7*(d6® +sin*6de?) |, (2.2)

SPara una variedad n-dimensional son w Para ilustrar esto consideremos el espacio euclidiano
R™, donde las isometrias son bien conocidas: traslaciones y rotaciones. En general, habra n traslaciones,
una por cada direccién en la que podamos movernos, y también % rotaciones o boosts.

®Los vectores de Killing son campos vectoriales generadores de isometrias infinitesimales. En parti-
cular, un campo vectorial £ es un vector de Killing si satisface que £¢g,, = 0.

’También llamada métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) o Robertson-Walker

(RW).
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donde esta forma de la métrica esta expresada en términos de las coordenadas (¢, 7, 6, ¢),
llamadas coordenadas comdviles, con t siendo el tiempo césmico, medido por un observa-
dor comovil®. Ademds a(t) es el factor de escala, el cual determina las distancias espa-
ciales al tiempo t en la hipersuperficie espacial ¥; y estd relacionado con la expansién
del universo asi como con el redshift de la luz que proviene de galaxias; la constante
K esta relacionada con la curvatura espacial o 3-curvatura’, la cual para subespacios
homogéneos e isotrépicos es constante. Notemos que K tiene unidades de [longitud] 2,
y solo hay tres opciones:

K > 0 (universo cerrado),
K = 0 (universo plano),
K < 0 (universo abierto).

Para estudiar la interpretacion fisica de estos casos, en ocasiones es conveniente
introducir una nueva coordenada radial x de tal forma:

dr

De la métrica (2.2) vemos que si K = 0, se tiene una métrica plana o euclidiana con
un re-escalamiento de la coordenada radial (r — a(t)r), es por esto que este caso recibe
el nombre de universo plano. En este caso, de (2.3) vemos que x = 7.

Para el caso K > 0, la transformacién de coordenadas toma la forma r = \/% sin y,
para x € [0, 7). En este caso la métrica (2.2) se reescribe como

2
t
ds? = —dt? + a7() dy? + sin® X(d92 + sin? 0 d¢? )] , (2.4)

donde la parte espacial corresponde a una 3-esfera, en cuyo caso, el espacio-tiempo
carece de frontera y el universo se dice cerrado [25].
1

De manera similar, para K < 0, se tiene que r = N sinh x, donde x € [0,00), y la

métrica se escribe como

2
t
ds? = — de? + %ﬁ dx® + sinh? x ( d6* + sin® 6 d¢” )} , (2.5)

cuya parte espacial corresponde a un hiperboloide y el universo al cual describe es
abierto [25].

En el Apéndice A se calculan las componentes de los tensores de Ricci y Einstein,
asi como el escalar de curvatura, lo cual se empleard en la siguiente subseccion.

8De hecho, en la Tierra no somos del todo observadores coméviles y en consecuencia se observa un
dipolo de anisotropia en el CMB como resultado del efecto Doppler (cf. [11]).
%En particular R = S5 véase la Seccion A.2.
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Por otro lado, notemos que el elemento de linea (2.2) tiene la simetria ante los rees-
calamientos

a — \a, (2.6a)
r%%, (2.6b)
K — \?K. (2.6¢)

Esto significa que la geometria del espacio-tiempo permanece igual si simultdneamente
se reescala a, r y K. Con esta libertad se puede establecer el factor de escala a la unidad
hoy endia, i.e. a(ty) = 1,lo cual se usard en adelante, a menos que se indique claramente
lo contrario™.

También, destaquemos que 7 es la coordenada radial comévil, pero los resultados
fisicos dependen tinicamente de la coordenada fisica rphys = a(t)r. Entonces, la veloci-
dad fisica de un objeto es

drphys dr da
Uphys TR a( )E ey
Vemos que la velocidad fisica tiene dos contribuciones: la llamada velocidad peculiar,

Vpec = ar, y el flujo de Hubble, Hrphys, donde se ha definido el parametro de Hubble
mediante [11]

= Vpec + HTphys. (2.7)

= g. (2.8)

a

En cosmologia este pardmetro es muy importante y dicta la tasa de expansién. El valor
del pardmetro de Hubble en la época actual es la llamada constante de Hubble H,.
Mediciones obtenidas por el satélite espacial Planck en 2018 obtuvieron un valor de
Hy = 67.66 = 0.42 (km/s)/Mpc (un pérsec (pc) equivale a 3.2616 ly) [100]. Sin embargo
aun hay cierta incertidumbre con este valor!! y a menudo se parametriza la constante
de Hubble como'?

km

H, = 100k (2.9)

s Mpc’

de tal forma que h ~ 0.7.

2.2.3. Ecuaciones de Friedmann

La dindmica del universo, caracterizada por la evolucién del factor de escala del
espacio-tiempo FRW, estd determinada por las ecuaciones de Einstein

Gy = 87GT,,, (2.10)

0Equivalentemente se puede normalizar la métrica, tal que K = 0, +1.

'Hay que resaltar que actualmente esta tension surge debido a que el satélite Planck obtuvo un valor
para la constante de Hubble de Hy ~ 67 (km/s)/Mpc y un grupo de astrofisicos, encabezados por Adam
G. Riess, reportaron un valor para la constante de Hubble de Hy ~ 74 (km/s)/Mpc (cf. [106], véase
también [123]).

2No confundir % con la constante de Planck.
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donde G, = R, — 39,, R es el tensor de Einstein y T, el tensor energia-momento.

Los requisitos de isotropia y homogeneidad del espacio obligan al tensor de energia-
momento a ser el de un fluido perfecto'®, definido por

Tab = (p + p)Uan + PGav, (211)

donde p y p son las densidades de energia y presiéon propias del marco en reposo del
fluido, respectivamente'®, y U, es la 4-velocidad del fluido. En el marco cémovil del
fluido, donde U* = (1,0, 0,0), el tensor de energia momento toma una forma sencilla:

(T%,) = (¢"*Tow) = diag(—p, p, p, p)- (2.12)

Ahora podemos escribir las ecuaciones de campo (2.10) empleando la forma explicita
que toma el tensor de Einstein para un Univero FRW (cf. Seccién A.1); para Gpy =
87 GTy, usamos la ecuacion (A.8a) y con esto obtenemos

K
3 (H2 + —) = 8nGp,

a?

0 en su forma mas conocida

. 2

K
@y _snG K (2.13)
a 3 a?

y para G;; = 8nGT;; = 8w(Gpg,; obtenemos
. %
— (22 + H?+ —2> = 87Gp.
a a

Equivalentemente

a e
Iy ) 2.14
4 3 (p 3p) ( )

El par de ecuaciones (2.13)-(2.14), se conocen como ecuaciones de Friedmann'.

Observemos que en un universo en expansion (i.e., @ > 0) compuesto de materia
ordinaria (es decir, materia que satisface la condicién de energia fuerte'®: p + 3p > 0),
la ecuacion (2.14) implica que @ < 0. Esto indica la existencia de una singularidad en el

BBComo definicién de un fluido perfecto podemos tomar a aquellos fluidos que cumplen con el princi-
pio de Pascal y donde el transporte de energia ocurre unicamente mediante el transporte de materia (i.e.
no conduce calor, corriente eléctrica y ademads la viscosidad es nula.)

4L as hipotesis de homogeneidad e isotropia implican que p = p(t) y p = p(t).

En algunos contextos a la ecuacién (2.13) se le llama la ecuacion de Friedmann, y si se conocen la
dependencia de p de q, esta es suficiente para obtener a(t). Mientras que la ecuacién (2.14) en ocasiones
es llamada Ecuacién de Raychaudhuri.

1®La condicién de energia fuerte requiere que

1
Tabgagb Z 7§T7 (215)

para todo £ vector unitario temporal [125].
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pasado finito: a(t = 0) = 0. Esta conclusién se basa en el supuesto de que la relatividad
general y las ecuaciones de Friedmann son validas a altas energias arbitrarias y que
ninguna forma exoética de materia se vuelve relevante a altas energias.

La ecuacién de Friedmann (2.13) se puede reescribir de tal forma que

3 K 3K
= (H*+= )| =py+ —— .
e, ( - a2) Per ¥ SnGa’ (2.16)
donde se define la densidad critica de energia p., como
3H?
a(t) = —. 217
palt) = = (2.17)

Empleando (2.9) se obtiene su valor numérico hoy en dia: peo = 1.88 x 1072 h* kg m 2,

donde h =~ 0.7.
Ademas es usual el empleo del pardmetro de densidad 2, definido como la razén
entre la densidad de energia y la densidad critica:

p(t)
per(t)”

Si se da el caso de tener diferentes especies de particulas (bariones, fotones, neutrinos,
materia y/o energia oscura, etc) que contribuyan de manera significativa al modelo a
estudiar, p y p haran alusién a la suma de todas las contribuciones, es decir

p= Zps, (2.19a)

Q(t)

(2.18)

p= Z Ds. (2.19b)

Entonces para cada especie s se define la razén actual de la densidad de energia relativa
a la densidad de energia critica [35]

Q0= 220 (2.20)
Per, 0
En la literatura es usual emplear el subindice «0» para denotar la evaluacién hoy en dia,
i.e. pos = ps(to). Esta notacion la seguiremos de este punto en adelante, a menos que se
indique claramente lo contrario'”
Con lo anterior se reescribe la ecuacion de Friedmann como

1= a2H2 ZQ + Qx, (2.21)

7Debemos resaltar que en la literatura, sobre todo en la reciente, los parametros de densidad y la
densidad critica evaluados hoy en dia se denotan simplemente por 2 = Q(t9) Y par = per,0 respectiva-
mente. Es decir, (2.20) tomaria la forma p . No obstante, para una etapa cosmolégica arbitraria la
dependencia se deberia hacer siempre exphc1ta Por esto, en la presente tesis quitaremos estas sutilezas
y etiquetaremos con «0» a toda cantidad evaluada hoy en dia y en todo lado que aparezca (2 estaremos
refiriéndonos al pardmetro de densidad como funcién del tiempo, i.e., (t). De igual manera para la
densidad critica.
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donde i
K== (2.22)
es el parametro de densidad asociado al término de curvatura.
De la ecuacién (2.21) notamos tres situaciones:

1. sip = pa = 2 = 1, entonces necesariamente K = 0;
2. sip < pe = Q2 < 1,10 cual impone que K < 0;
3. y por ultimo, si p > per = €2 > 1 entonces K > 0.

Por lo tanto, la naturaleza de la curvatura espacial depende de la densidad de energia
del universo.

Las observaciones (véase por ejemplo [100]) sugieren que la densidad de energia
del universo es muy cercana a la critica, 2 ~ 1, dando como resultado un universo muy
cerca al plano (K ~ 0). Como veremos en el siguiente capitulo el modelo inflacionario
predice que K ~ 0 [101].

Por otro lado, para estudiar como evoluciona la densidad de energia, es conveniente
considerar la conservacion del tensor energia-momento; en particular, para la compo-
nente cero de la ecuacién de conservacion:

0=V,T%
= aVTVO + FyuaTao - FaVOTVOc
= —p—3Hp—3Hp,
por lo tanto
p=-3H(p+p). (2.23)
O equivalentemente
d(a®p) da?
=—p—-. 2.24
dt dt (224)

Para resolver esta ecuacion, es posible resumir algunas situaciones cosmolégicas
definiendo el pardmetro de la ecuacién de estado w; de la forma usual en la literatura

w, = 22 (2.25)
Ps

con la cual para cada especie s se puede escribir (2.23) de la forma

Esta ecuacion puede ser integrada para una w; arbitraria, de tal forma que

ps o @ 30Fws), (2.27)

Notemos que este resultado es valido para cualquier valor de K.
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2.2.4. Inventario c6smico
El universo estd compuesto por una mezcla de diferentes componentes de materia:

e Materia no relativista o también llamado polvo en el contexto de RG. Este término
se emplea para referirse a todas las formas de materia para las cuales la presiéon
es mucho menor que la densidad de energia, p < p, siendo este el caso de un gas
de particulas no relativistas'®. Entonces, tomando p = 0 en la ecuacién (2.24), o
equivalentemente w = 0 en (2.27), obtenemos que

Pm X a . (2.28)

Esta dilucion de la densidad de energia (cuando a crece) refleja la expansion del
volumen como V' x a*. Ademas, por la ecuacion de Friedmann (2.13) (con K = 0),

tenemos que dt = ,/%%, lo que en este caso se traduce a am(t) o t2/3, para
épocas dominadas por la materia.

Es importante distinguir las dos principales contribuciones a la materia (i.e. (0, =
Qpm + ():

— Materia oscura. La mayor parte de la materia del universo se encuentra en
forma de materia oscura invisible () .am ~ 0.26). Esta se piensa que es cons-
tituida por una especie de particulas muy masivas, pero su naturaleza no la
sabemos con certeza atn.

— Bariones. En cosmologia se piensa a la materia ordinaria (ntcleos y electro-
nes) como bariones. Aunque en realidad los electrones son leptones. A pesar
de ello, la mayor contribucién de masa dentro de un atomo es debida a su
nucleo, por lo tanto virtualmente toda su masa estd contenida en los bariones
(neutrén y protén) (€1, ~ 0.05).

e Radiacién o también particulas relativistas. Esta clasificacion se usa para denotar
cualquier contribucién para la cual la presiéon es aproximadamente un tercio la
densidad de energia, p = 3p. Este es el caso de un gas de particulas relativistas,
cuya energifa de estas es mucho mayor que su masa (siempre cierto para particulas
sin masa'®). En este caso w = 3 y en consecuencia de (2.27)

pr o< at, (2.29)
Con este resultado y por la ecuacién de Friedmann (2.13) (con K = 0) obtenemos
para épocas dominadas por radiacion que a,(t) o< /2.

En este caso, las dos principales contribuciones a la radiacién son (i.e. 2, = Q,+€,;
aunque en ocasiones también se consideran los gravitones):

8Cabe resaltar que con particulas nos referimos a galaxias, por la escala cosmolégica.

YNotemos que en este caso la traza del tensor de energfa-momento (2.12) se anula (T*, = 0). Larazén
de esto, es que si las particulas no tienen masa, entonces se mueven a la velocidad de la luz y no hay un
marco de referencia especial. Pero T tiene dimensiones de masa y es invariante ante transformaciones
de Lorentz. Por otro lado, la tinica cantidad dimensional es la energia de las particulas, pero esta por si
sola no es invariante de Lorentz, por lo que la traza debe anularse.
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— Fotones. El universo temprano estaba dominado por fotones. En la actua-
lidad, se detectan esos fotones en forma de fondo césmico de microondas
(CMB).

— Neutrinos. Durante la mayor parte de la historia del universo, los neutrinos
se comportaron como radiacién. Solo recientemente sus pequefias masas se
han vuelto relevantes y comenzaron a comportarse como materia.

e Energia oscura o también llamada constante cosmoldgica A. Hemos aprendido
que la materia y la radiacién no son suficientes para describir la evolucién del
universo. En cambio, en la actualidad el universo parece estar dominado por una
componente de presion negativa (29, ~ 0.69) con la forma peculiar py = —py =
— == Esto es diferente a todo lo que hemos encontrado en el laboratorio. En parti-
cular, de la ecuacién (2.26), encontramos que la densidad de energia es constante,
ie.

o o< a. (2.30)

Esto implica que a(t) o e, donde A\? = £ (véase ec. (2.39)).

— Energia del vacio. La Teoria Cudntica de Campos (QFT, por sus siglas en
inglés), predice la existencia de una constante cosmolégica a través de la
energia del vacio. La energia del estado base del vacio corresponde al tensor
de energia-momento

Tlsc = PvacGuv- (231)

Desafortunadamente, el tamafio previsto de py,. estd completamente fuera
de lugar, puesto que
Prac 10120, (2.32)
PA
es decir, la fisica de particulas predice una constante cosmolégica, pero cuan-
titativamente incorrecta en 120 érdenes de magnitud (“This is probably the
worst theoretical prediction in the history of physics.” [53]). Este es el llamado
problema de la constante cosmoldgica (véase [14, 24, 127]).

— Otras posibilidades. El fracaso de la QFT para explicar el valor de la ener-
gia oscura observada ha llevado a los cosmélogos a considerar posibilidades
mads exoticas, tales como la energia oscura variable en el tiempo y las teorias
modificadas de la relatividad general, entre estas tltimas las teorias f(R) las
cuales se abordan en este texto, aunque no precisamente con este problema
en mente (cf. Capitulo 4).

Consideremos la situacién donde el universo contiene los tres tipos de energia:
materia no relativista (M), relativista o radiacién (R) y constante cosmolégica (A). Como
describimos brevemente en los renglones anteriores, sus respectivas densidades son
proporcionales a algun factor del factor de escala a(t), es decir proporcionales a a?,
a~*y a® respectivamente. Entonces la densidad total de energia estd dada por las tres
contribuciones

P = pr+ Pm+ pa, (2.33)
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por lo cual la ecuacién de Friedmann (2.13) toma la forma

N 2
a 8rG K
(5) =3 (Pr + pm + PA> o (2.34)
o bien )
a _ 8r G Pr,0 Pm,0 A K
(5) -3 (a4 * a3 )+ 3 a? (2.35)

donde p; o, pmo ¥ A son constantes. De aqui notamos que mientras el universo se ex-
pande, es decir, a(t) aumenta, cada término se vuelven mds dominantes en ciertas
etapas de la evolucién del universo. Esto es, para el universo temprano (a pequefia)
el término de radiacién es el dominante. Sin embargo, la contribucién de la radia-
cién es insignificante actualmente (€2, ~ 10~%). Asi, conforme el universo evoluciona,
otros términos van contribuyendo en mayor o menor medida. De hecho, actualmente
sabemos que el término correspondiente a A es el dominante y ademas que la geometria
del universo es muy cercana a la plana (i.e. K ~ 0) (ver Seccién 2.4 o cf. resultados de
Planck 2018 [100]). Como ultimo comentario, se piensa que en la época inflacionaria
existi6 algo muy parecido a una energia de vacio®, el cual posteriormente desaparecié
del universo.
Con la discusién anterior como motivacién, podemos asumir que solo uno de los
términos de la ecuacion de Friedmann (2.35) es dominante sobre el resto, por lo cual
o\ 2
(—) = Na ™", )\ = cte, (2.36)
a
donde n = 0,2,3,4 para los casos de dominio de constante cosmolégica, curvatura,
materia y radiacion, respectivamente.
Para n # 0, integrando (por simplicidad tomamos a(t = 0) = 0) tenemos

2/n
alt) = (27” ) . (2.37)

Para n = 0, tenemos que

. 2
A
(9> =X, =g (2.38)
y si tomamos que a(t = t;) = a;, entonces
ax(t) = a1, (2.39)

lo cual corresponde a una expansién acelerada, i.e. @(tf) > 0, lo cual es claro por su
crecimiento exponencial.

Es de gran utilidad resumir las ideas anteriores en la siguiente Tabla:

La columna correspondiente a a(7) se obtiene directamente de (2.40). Ademds des-
taquemos que la cantidad (aH)~!(t) es creciente para universos dominados por materia
y/o radiacién pero decae exponencialmente en un universo dominado por energia
oscura.

2Usualmente se toma la energia del estado de vacio asociada a un campo escalar el cual recibe el
nombre de inflatén (ver Capitulo 3).
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w | pla) | at) | aln) | a(t) | H(t) | (aH)™
Materia 0 a3 |33 2 |tV ] ¢t ti/3
Radiacion slat [ 2] g V2] t1/72
Energiaoscura || -1 | a® | e | —p7' | e | #° e M

Tabla 2.1: Soluciones para un universo FRW plano dominado por: materia, radiacién o constante
cosmoldgica. La variable 7 corresponde al tiempo conforme y se introduce mds adelante (cf. ec. (2.40)).

2.3. Horizontes

Es posible estudiar algunas propiedades de la propagacién de la luz y de particulas
que serdn de gran importancia en los siguientes capitulos. Primero serd ttil introducir
el tiempo conforme 7), el cual es de utilidad para analizar trayectorias de fotones, el

cual estd dado por
dt
= [ — 2.40
0= [ (2.40)
con el cual se puede rescribir la métrica (2.2) (cf. Seccién A.5), de tal forma que tengamos
la métrica de un espacio-tiempo de Minkowski multiplicada por un factor conforme
a(n)-

De su definicién (2.8), es claro que H ' tiene unidades del SI de tiempo y cH !
de distancia. Es por esto que H ' recibe el nombre de tiempo de Hubble y cH~! de
distancia o longitud de Hubble. En las unidades naturales empleadas en el presente
texto, ambas cantidades coinciden y son de crucial importancia. Por lo general, se nece-
sita del orden de un tiempo de Hubble para que el universo se expanda apreciablemente,
y mientras eso sucede, la luz viaja del orden de una longitud de Hubble.

2.3.1. Radio de Hubble

En la gran mayoria de literatura inflacionaria a H'(¢) se le llama sencillamente
el horizonte y en menor medida radio de Hubble. En esta tesis trataremos de evitar
ambigiiedades y ser claros al hacer alusién a este como el radio de Hubble, puesto que,
como veremos hay otros tipos de horizontes. A la cantidad (a«H)™! se le llama el radio
comovil de Hubble [35].

Fisicamente, el radio de Hubble proporciona una estimacioén de la distancia que la
luz puede viajar durante un tiempo de Hubble. En otras palabras, es una estimacién de
qué tan lejos puede viajar la luz mientras el universo se expande apreciablemente.

En un momento dado, se dice que una region arbitraria de tamafno®! a(t) R esta fuera

(dentro) del horizonte si la razén
aR

H-1
es mayor (menor) que la unidad. En otras palabras, si la acciéon de la gravedad resulta
en una expansién desacelerada (@ > 0), entonces la razén (2.41) decrece con el tiempo y

=aR, (2.41)

ZDe acuerdo al parrafo precedente a la ecuacién (2.7), estamos comparando un tamafio fisico con el
radio de Hubble, donde R es el tamafio comévil, por ejemplo el radio de una regién esférica
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Figura 2.2: Diagrama espacio-temporal de los horizontes de particulas y de eventos para un observador
0.

en consecuencia regiones comoviles estan entrando al radio de Hubble. Por el contrario,
si la expansion es acelerada (@ < 0), entonces la razén (2.41) crece y por lo tanto regiones
comoviles estan saliendo del radio de Hubble.

2.3.2. Horizonte de particulas

La méxima distancia comévil que la luz puede propagarse entre un tiempo inicial ¢,
y un tiempo arbitrario ¢ posterior es

t dt/

i) = [ o = i) (). 2.42)
Esta expresion define el llamado horizonte de particulas (comévil) [11]. El horizon-
te de particulas es muy importante para comprender la estructura causal del univer-
so y serd fundamental en la discusiéon sobre inflacion. Como veremos en el Capitulo
3, el modelo estdndar del Big Bang involucra fendmenos ocurridos hace un tiempo
tinito hacia el pasado, entonces la luz viaja solo una distancia finita en ese tiempo y
el volumen de espacio-tiempo desde el cual podemos recibir informacién en un tiempo
dado es limitado. A la interseccién de este volumen con la superficie espacial a = »;
es a la cual llamamos horizonte de particulas. Dicho de otra forma, el tamafio del ho-
rizonte de particulas a un tiempo 7 se puede visualizar mediante la interseccién del
cono de luz pasado de un observador O con la superficie espacial 7 = 7;, entonces, las
influencias causales tienen que provenir dentro de esta regién (ver Figura 2.2).

El tamafio fisico del horizonte de particulas es

d,(t) = a(t)x,. (2.43)
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2.3.3. Horizonte de eventos

Un horizonte de eventos define el conjunto de puntos a partir de cuales, sefiales
enviadas en un momento dado 7, nunca seran recibidas por un observador en el futuro
al tiempo tmax. En coordenadas comoviles estos puntos satisfacen (ver Figura 2.2)

tmax dt/
L= D — T, 2.44
X > X /t ot n n (2.44)

donde 7max es el tiempo conforme asociado a tmax.

Coémo recién mencionamos, el concepto de horizonte puede confundirse. Por ejemplo,
cuando la materia cumple con la condicién fuerte de energia p + 3p > 0, usualmente
el horizonte de particulas es del orden de H~! (cf. [11]), dando lugar al uso indistinto
de radio de Hubble y horizonte de particulas. No obstante, el radio de Hubble es concep-
tualmente distinto al de un horizonte: mientras que, tanto el horizonte de particulas
como de eventos, son establecidos por argumentos cinemaéticos, el radio de Hubble es
una escala dindmica que caracteriza la tasa de expansion y entra en las ecuaciones que
describen. Veremos maés de esto cuando estudiemos perturbaciones cosmolégicas en el
Capitulo 6.

2.4. Modelo de concordancia ACDM

De acuerdo a los resultados arrojados por la Colaboracioén Planck [100], los cuales
toman en cuenta mediciones de BAO y lentes gravitacionales, se encuentra que el uni-
verso es muy cercano a plano, i.e.

QO ~ 0. (2.45)

Planck TT,TE ,EE-+lowE B Planck TT,TE,EE+lowE+lensing I Planck TT,TE,EE+lowE+lensing+BAO

T T T T T T T L T T T T T

0.00 % ﬁ’ % e

012} | 1 | 1 | il i

1 L 1 1 1 1 i\ 1 : 1
0.022 0.023 0.11 0.12 0.13 093 0.96 0.99 48 56 64 72
Qph? Qch? ng Ho

Figura 2.3: Restricciones en las extensiones de 1-parametro al modelo base ACDM. La linea discontinua
horizontal corresponden al valor del pardmetro 25 asumido en la cosmologia base ACDM, mientras
que las lineas discontinuas verticales muestran los valores medios posteriores en el modelo base. Los
contornos muestran regiones de confianza del 68 % y el 95 %. Tomada de Planck 2018 [100].

De hecho, las observaciones de Oscilaciones Actsticas de Bariones” (BAO, por sus
siglas en inglés) [1] son las que resultan extremadamente importantes a la hora de
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Figura 2.4: (1). Constricciones en un universo no-plano como una extensién minima del modelo base
ACDM. (b). Constricciones al pardmetro de Hubble y Q, en el modelo base ACDM impuestas por
mediciones de distancias, en comparacién con el resultado de los datos completos de Planck del espectro
de potencia del CMB. Las bandas grises muestran la medicioén de escalera local de distancias de Riess et
al. [106]. Ambas tomadas de Planck 2018 [100].

restringir {25, como se observa en las Figuras 2.3 y 2.4a.

También, de acuerdo con [100] (para TT,TE,EE+lowE+lensing+BAO), el universo
estd constituido por cerca de 5 % de dtomos (bariones), 26 % de materia oscura (fria®) y
69 % de energia oscura®* (ver Figuras 2.3 y 2.4b), esto es:

O, = 0.04897, 68% CL, (2.46a)
Qeam = 0.2607, 68 % CL, (2.46b)
Q) = 0.6889, 68 % CL. (2.46¢)
Ademés se tiene para el pardmetro de Hubble (véase Figuras 2.3 y 2.4b)
h = 0.6766, 68 % CL. (2.47)

Notemos que los datos de BAO ayudan a restringir su valor de gran manera. Sin em-
bargo, de la Figura 2.4b es visible una discrepancia entre lo obtenido por [100] y por
Riess et al. [103]. Esta es la esencia de la tension de Hubble (para mayor informacién ver
[123]).

En resumen, el modelo de concordancia de la cosmologia estd constituido por un
universo euclidiano dominado actualmente por constante cosmolégica y en menor me-
dida por materia oscura (fria) no-bariénica, donde, las condiciones iniciales son genera-
das por la inflacion cosmolégica en el universo temprano (veremos esto en mejor detalle
en la Seccién 3.7). Este modelo recibe el nombre de ACDM [35].

22Fluctuaciones en la densidad de la materia visible del universo, causada por ondas actsticas en la
época primordial del universo.

Z3Fria en el sentido de que las particulas que constituyen la materia oscura son no-relativistas, lo cual
permite que se aglomeren de manera eficiente en el universo temprano.

24Las observaciones han sido consistentes con la energia oscura como una constante cosmoldgica A, de
aqui el subindice en (2.46c).
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Capitulo 3

Inflaciéon cosmologica

En la comprensién convencional del modelo del Big-Bang, el universo se considera
dominado por radiacién en el universo temprano (previo a recombinacién) y dominado
por materia en el universo tardio, con una transicién a la dominacioén de energia oscura
actual. El modelo ha resultado muy exitoso, observacionalmente hablando. Entre sus
predicciones mas fuertes estan: la expansién del universo, la existencia del Fondo Cés-
mico de Microondas (CMB, por sus siglas en inglés), la relativa abundancia de elemen-
tos ligeros en el universo (nucleosintesis). No obstante, no aborda algunas preguntas
desconcertantes sobre nuestro universo: ;Por qué la geometria del universo estd tan
cerca de ser plana? ;Por qué este es tan homogéneo a gran escala? ;Cudl es el naturaleza
de las pequefias fluctuaciones de densidad que dieron origen a la formacién de estruc-
turas?

Estas preguntas no tienen respuesta en la cosmologia del Big Bang, y, estdn mas bien
conectadas con un conjunto de condiciones iniciales muy particulares para poder expli-
car la evoluciéon del universo con las caracteristicas que se observan en la actualidad.
Sin embargo, todavia podemos preguntarnos si las condiciones iniciales que dieron
lugar a tal universo parecen naturales. Esta pregunta en si, es extrafia, puesto que
normalmente a partir de las leyes fisicas uno es libre de elegir las condiciones inicia-
les y preguntarnos por la evolucién dada por dichas leyes. Por lo que parece razonable
preguntarse si tales condiciones son relativamente genéricas o estan finamente ajus-
tadas. Inclusive, podria llegar a ser decepcionante que s6lo condiciones iniciales muy
especiales y finamente ajustadas condujeran al universo tal como lo vemos, convirtien-
do el universo observado en un “accidente improbable”.

Dentro del panorama convencional, el universo primitivo estd ajustado con una
precision increible. En particular, dos caracteristicas de nuestro universo parecen al-
tamente no genéricas: su planitud espacial y su alto grado de homogeneidad e isotro-
pia. Quizas simplemente sea que nos tocé este universo, y no tiene sentido preguntarse
sobre la probabilidad de diferentes condiciones iniciales. Alternativamente, podria ser
que estas condiciones sean mds probables de lo que parecen al principio si existe algtin
mecanismo dindmico que pueda tomar un amplio espectro de condiciones iniciales y
evolucionarlas hacia la planitud, homogeneidad e isotropia. Aqui encaja el concepto
de inflacién cosmoldgica, el cual proporciona tal mecanismo, y ademads, desde la vision
moderna, una de las propiedades méas importante de la inflaciéon es que puede generar

25
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irregularidades en el universo, lo que puede llevar a la formacién de estructuras. Por
esto es que se ha convertido en un punto importante de la cosmologia moderna, incluso
si todavia estd lejos de demostrar su completa validez.

Supongamos que el universo tuvo un periodo en el que el factor de escala aument6
exponencialmente, tal como describe la ecuacion (2.39). Este crecimiento exponencial en
el factor de escala recibe el nombre de inflacién cosmolégica. Incluso un periodo corto
(fracciones de segundo)y temprano de expansién inflacionaria puede ayudar a expli-
car por qué el universo se ve tan homogéneo e isotrépico actualmente. Este capitulo se
dedicaré a revisar los aspectos antes mencionados, asi como introducir una descripcién
de la dindmica clasica de la inflacién. También, al igual que en el Capitulo anterior,
se recopilan datos observacionales de la Colaboracién Planck que ayudan a restringir
modelos inflacionarios. Por ultimo, tomaremos un potencial que ha sido ampliamente
usado en la cosmologia inflacionaria y veremos como se comportan las soluciones nu-
méricas con él. Algunas referencias seguidas en este capitulo son [11, 35, 75, 83, 90, 98].

3.1. Problema de planitud

El universo que observamos hoy en dia, estd cerca de tener una geometria espacial
euclidiana. Esto es equivalente a que la densidad de energia es aproximadamente igual
a la densidad critica; o dicho de otra forma que el pardmetro de densidad actual 25 ~ 1
(cf. ec. (2.18)). Las observaciones indican que (2, se desvia de la unidad en no mas del
1% [100]. El problema de planitud surge de considerar la ecuacién de Friedmann (2.21)
en un universo con materia y radiacién pero sin energia oscura, es decir

K
Q-1= YiEk (3.1)
Notemos que si el universo es plano (£2 = 1) en un instante, seguira siendo plano

para todo tiempo. Sin embargo, (aH)(t) es una funcién decreciente con el tiempo en
las épocas dominadas por materia y radiacion. Por ejemplo, en un universo casi plano
y dominado por materia, tenemos que |2 — 1| « t*?, y en un universo casi plano
y dominado por radiacién, tenemos |2 — 1| o ¢ (cf. Tabla 2.1). En particular, si no
tomdramos en cuenta un periodo inflacionario, la planitud (Q2x ~ 0) observada ac-
tualmente mediante el CMB y BAO (ver Figura 2.4a) requiere que la desviaciéon de un
universo completamente plano en el momento de la nucleosintesis (BBN, por sus siglas
en inglés: Big Bang Nucleosynthesis) satisfaga que [ (tyuc) — 1| < 107'% y ademads en la
época de Planck |Q (tpjanac) — 1] < 10781 [11].

En otras palabras, el valor critico (2 = 1 es un punto fijo inestable, puesto que |2 — 1
diverge con el tiempo (ver Figura 3.1), y en consecuencia las observaciones actuales
de €y ~ 1 requieren de un ajuste extremandamente fino, cercano a 1, en el universo
primigenio [11]. Si, por ejemplo, tuviéramos (2 = 1.01 al inicio de la nucleosintesis (¢t ~ 1
s), entonces en menos de un minuto tendriamos €2 = 2 y en poco mds de tres minutos
el universo colapsaria. De manera similar, si comenzamos con 2 = 0.99ent = 15,
entonces en aproximadamente un afio la densidad seria 300,000 veces menor que la
critica, i.e. 2 = 0.000003. En este sentido, casi todas las condiciones iniciales conducen
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Figura 3.1: Evolucion de 2 en los primeros 30 segundos. Cada linea representa la evolucién del pardmetro
de densidad con su respectivo valor inicial [48].

a un universo cerrado que vuelve a colapsar casi de inmediato, 0 a un universo abierto
que entra muy rdpidamente en el régimen de dominio de la curvatura y se enfria por
debajo de los 3 K en el primer segundo de su existencia. Por esta razén, el problema
de planitud en ocasiones se encuentra relacionado con el problema de la edad césmica:
¢Coémo llegd nuestro universo a ser tan viejo? En un universo de tan baja densidad no
se formarfan nunca galaxias o estrellas.

En resumen, el problema de planitud radica en que el universo debe iniciarse con
una () finamente ajustada a la unidad, aunque el modelo del Big Bang no puede explicar
por qué debe ser asi. Simplemente debe asumirse como una condicién inicial.

3.2. Problema del horizonte

La alta uniformidad de la temperatura del CMB, muestra que el universo era ex-
tremadamente homogéneo en el momento en que se emiti6 la radiacién. No obstante,
dentro del modelo estdndar del Big Bang no hay ninguna razén por la que este deba
ser el caso, a menos que el universo partiera milagrosamente con unas condiciones inicia-
les muy especiales. En primera instancia, esta uniformidad de temperatura parece no
ser importante, puesto que la temperatura del CMB podria equilibrarse (por la ley cero
de la termodindmica), si hubiera alguna interaccion entre regiones cercanas que emiten
radiacién. Sin embargo, cuando se emitié el CMB, el tiempo que habia transcurrido
desde el Big Bang no era suficiente para que esas regiones interactuaran antes de emitir
los fotones (véase Figura 3.2).

Consideremos un fotén que se mueve a lo largo de una trayectoria radial en un
universo plano. Una geodésica radial nula obedece

0=ds* = —dt* + a*dr?, 3.2)
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Figura 3.2: Problema del horizonte ilustrado en un diagrama de espacio-tiempo. E1 CMB es emitido
cuando el pasado causal de 7 intersecta la superficie de la dltima dispersién en = 7,. Los fotones
emitidos en los puntos A y B no estdn conectados causalmente (donde J~(A) y J~(B) son los pasados
causales de A y B respectivamente) por lo que no hay un mecanismo que permita que la radiacién en
estas regiones pueda interactuar y hacerla homogénea.

por lo que la distancia comdévil recorrida por dicho fotén entre los tiempos ¢; y t, es
justamente el horizonte de particulas comovil (cf. (2.42)), i.e.

Xp(ts = 12) = /t 2 %- (3.3)

Si suponemos que desde el Big Bang, a un tiempo ¢, y hasta la época de recombi-
nacioén t,, el universo estuvo dominado por radiacién (a o< t1/2, ver Tabla 2.1), entonces

Lody 2
Xp(teg — t.) = / M a(t}/2 — 2. (3.4)

11/2
tgs Ot

Ademaés, asumiendo que el universo estuvo dominado por materia (a o t*/3, ver Tabla
2.1), desde la época de recombinacion y hasta nuestros dias, entonces

Xp(ts = to) = / ﬁt'2/3 — (tl/?’—ti/?’). (3.5)

Por continuidad para el factor de escala en ., tenemos que

atl/? = 23, (3.6)
entonces N
— =/ 3.7)
3 (

Para estimar un valor consideremos que el Big Bang comienza con la singularidad inicial
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en' tgg ~ 0y 2 ~ 10°. Con esto calculamos el cociente”

/3 ,1/3 1/3
Xplts t0) _ 315t —17) _ §[ o)™ _ 1] ~ 68 (3.8)
Xp(tes — ti) 2 £/ 2L\
por lo tanto
Xp(tes — ) < Xp(te — o). (39)

Fisicamente, (3.9) nos dice que la distancia que la luz pudo haber viajado antes de que
se formara el CMB es mds pequefia que la distancia del horizonte comévil actual. De
hecho las regiones separadas por més de 2 grados en el cielo no estdn en contacto causal
en la época de recombinacién. Sin embargo, observacionalmente, se ven fotones que
alcanzan el equilibrio térmico a la misma temperatura en todas las regiones del cielo
de CMB (cf. Figura 2.1). Este es el llamado problema del horizonte. En consecuencia,
en la teoria estdndar del Big Bang resulta complicado concebir una explicacién a la
homogeneidad e isotropia, por lo que estas deberia corresponder a una condicién inicial.

Notemos que ni el problema de horizonte ni el de planitud estan en contradiccién
con el Big Bang. Son problemas en el sentido de que estas caracteristicas notables del
universo no tienen explicacién dentro de la teoria.

La raiz del problema de horizonte estd en considerar una expansién del universo
que se desacelera con el tiempo, por lo que los objetos que no estan en contacto causal
hoy nunca podrian haber estado en contacto causal antes. Esto hace surgir la pregunta:
(qué pasaria si el universo pasara por una etapa de expansion acelerada? La respuesta
es que, en tal universo, las regiones que actualmente no estdn en contacto causal habrian
estado en contacto causal en épocas anteriores (ver Figura 3.3). Entonces no habria
problema de horizonte. Ademads, el problema de planitud también desapareceria. Se
puede demostrar que una expansion acelerada lleva el valor de (2 a la unidad, incluso
si inicialmente es totalmente diferente de uno. Pero surge una nueva pregunta, ;qué
podria provocar una expansion acelerada?’

3.3. Reliquias no deseadas

Las reliquias son particulas o defectos topolégicos producidas en el universo muy
temprano y con las palabras no-deseadas se hace hincapié en la contradicciéon con las
observaciones. Segtn el punto de vista de la fisica de particulas, la ruptura espontanea
de la supersimetria* conduce a la produccién de muchas reliquias no deseadas como
monopolos, cuerdas cédsmicas y defectos topolégicos [81] que quedan como reliquias

!Notemos que la singularidad inicial es un momento en el tiempo pero no es un punto espacial. En la
Figura 3.2 se representa la singularidad como una hipersuperficie espacial.

2De acuerdo con lo reportado por Planck 2018 [100], to = 13.787 Gyr y t, = 3.8 x 10° yr, lo cual motiva
los valores para los parametros empleados.

3La forma mas usual es considerar un campo escalar minimamente acoplado (inflatén).

A grandes rasgos, la supersimetria predice una particula compafiera para cada particula en el modelo
estdndar, esto ayuda a explicar por qué las particulas tienen masa. Para el rompimiento espontdneo de la
supersimetria, puede describir sistemas donde la accién de la teoria es invariante ante transformaciones
de supersimetria, pero el vacio de la teoria no.
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Figura 3.3: (a) Universo que desacelera su expansiéon. Donde dy es la distancia (fisica) al horizonte
definida por (2.43). En universos dominados por radiacién o materia su comportamiento es similar (cf.
ecs. (3.4) y (3.5)), i.e., du(t) = a(t)x, ~ t. También d 4 5 es la distancia entre dos regiones A y B del CMB.
De manera simplificada podemos suponer que el universo ha estado en la época dominada por materia
desde el momento en que las regiones A y B emitieron su radiacién, con lo cual su distancia crece como el
factor de escala de la época de dominacién de materia d 45 ~ t2/3. (b) Universo que acelera su expansion.
Nuevamente d 4 g crece como el factor de escala pero en este caso este caso a > 0.

de la gran era unificada, que pudieran haber sobrevivido hasta la época actual, lo cual
estd en total contradiccion con la observacién. Es decir, si estas particulas existieron en
la etapa temprana del universo, sus densidades de energia deben de disminuir como
la componente de materia, i.e. ~ a™*. Dado que la densidad de energia de radiacién
decae como ~ a~*, estas reliquias deberian ser los materiales dominantes en el univer-
so, lo que contradice las observaciones. Este problema se denomina generalmente el
problema de las reliquias no deseadas o, en algunas ocasiones, el problema del mono-
polo (para una descripcién mds detallada ver [83]).

3.4. Inflaciéon

Los problemas de la planitud y del horizonte se conocian desde la década de los 60,
pero rara vez se discutian, puesto que como vimos estos necesitan abordar la cuestion
atn més fundamental, de qué sucedi6 en el universo primordial. Sin ningtin progreso
en esa direccién, todo parecia indicar que las preguntas sobre el estado inicial del uni-
verso pertenecian a la filosofia, no a la fisica. Fue hasta 1980 que Alan Guth proporcion6
una manera de resolver estos acertijos cosmolégicos [47]. Inicialmente intentaba expli-
car por qué el universo actual es tan homogéneo a grandes escalas. Sin embargo pronto
el enfoque cambid, puesto que el mismo mecanismo que explica la homogeneidad
también puede explicar el origen de las perturbaciones en el universo.

La teoria inflacionaria no busca ser un remplazo del modelo estdndar del Big Bang,
mads bien un componente adicional que ocurre a tiempos muy tempranos del univer-
so, donde al terminar esta etapa inflacionaria, el universo continu6 con su evolucién
descrita por el modelo estandar del Big Bang, sin alterar sus predicciones.

Para comenzar este estudio recordemos que en la Tabla 2.1 vimos que el radio comé-
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vil de Hubble (aH)~! puede decrecer si tenemos una época cuyo presion efectiva p < 0.
En este sentido, el mecanismo que genere la inflacién (o de igual manera el mecanismo
que produce la reciente aceleracion del universo) no es materia ordinaria ni radiacién.
Tampoco puede ser una constante cosmolégica puesto que involucraria una inflacién
perpetua, y claramente necesitamos que el periodo inflacionario termine y posterior-
mente se obtengan las épocas dominadas por radiacion y materia que observamos.
Entonces, si reescribimos el horizonte comovil de particulas (2.42) como una integral

logaritmica obtenemos’
“dlnd
n(a) = /0 T (3.10)

Resaltemos la sutil diferencia entre el horizonte comévil n y el radio comévil de Hubble
(aH)~'. Siun par de particulas estdn separadas por distancias mas grandes que 7, estas
nunca podrian estar en contacto causal; por otro lado si estan separadas por distancias
mayores a (aH)™ !, estas no estdn en contacto causal ahora [11]. Sobre todo notemos que
es posible que 7 sea mucho més grande que (aH) ™! actualmente, de tal forma que hay
particulas que no puedan comunicarse actualmente pero estuvieron en contacto causal
en algtin momento anterior.

Esta idea estd detrds de la solucién de los problemas de las secciones anteriores, pero
auin mejor, es fundamental para la generacién cudntica de perturbaciones cosmolégicas
descritas en el Capitulo 6.

3.4.1. Problema de la planitud revisado

El origen de los problemas de planitud y de horizonte se derivan de la expansién
desacelerada del universo. En un universo en desaceleracién, el parametro de densidad
(1 se aleja del valor de la unidad (es decir, 2 se vuelve muy grande o muy pequefia) y,
por lo tanto, es asombroso que en la actualidad se mida tan cerca de la unidad. Para
mirar esto en un poco mds de detalle, tomemos el valor absoluto de la ecuacién (3.1) y
derivando con respecto al tiempo tenemos
i 2|K]..

= ————a.

a
dt a3

d d
(9 — 1) = || 1)

Si consideramos un universo que se expande, en cuyo caso ¢ > 0 y en consecuencia
a~? > 0, de la cual podemos extraer dos situaciones:

%(|Q(t) -1)>0 &  a<0, (3.12a)

%(IW) ~1)<0 e @0 (3.12b)

De la relacion (3.12a) vemos que el problema de planitud surge cuando la expan-
sion del universo es desacelerada (ver Figura 3.1). La expresién (3.12b) nos dice que si

>Notemos que cuanto tomamos ¢; = 0 en la ecuacién (2.42), el horizonte comévil coincide con el
tiempo conforme.



32 CAPITULO 3. INFLACION COSMOLOGICA

Figura 3.4: Ilustracién de una esfera inflindose, en analogia con la solucién al problema de planitud. La
geometria espacial plana (2 ~ 1) se reproduce por el escenario inflacionario. Tomada de Guth & Kaiser
[49]

tuviéramos una etapa temprana del universo, cuya expansion fuera acelerada, entonces
€2(t) — 1| — 0 rdpidamente, para condiciones iniciales arbitrarias. En consecuencia, una
vez que 2 alcance un valor cercano a la unidad, la etapa inflacionaria terminaria y el
universo continuaria su evolucién descrita por el modelo estandar del Big Bang, con
Q(t) ~ 1, coincidiendo con los valores observacionales. A esta etapa de expansion ace-
lerada se le conoce como inflacién [11, 35, 83].

De manera esquematica este comportamiento se entiende mediante una superficie
curvada (esfera), que es alargada de manera muy rdpida, de tal forma que rapidamente
se obtenga una superficie plana cuando se observan pequefias partes de la superficie,
por ejemplo la tierra vista desde una pequefia porcién de ella (ver Figura 3.4).

En términos del radio comévil de Hubble, tenemos directamente de la ecuacién (3.1),
para K # 0, que

K]
9200) <1/ =

(3.13)

lo cual nos dice que si el radio comévil de Hubble decrece con el tiempo, el universo
es conducido hacia la planitud. Dicho de otra forma, la solucién €2 = 1 es un atractor
durante la inflacién.

3.4.2. Problema del horizonte revisado

Por otra parte, si el factor de escala es una funcién exponencial e’ (cf. ecuacion
(2.39)), con Hiy¢ una constante positiva, entonces

toay 1w na Ly o di’
/t. _a(tl) = Hinf (6 infti _ o inf *) > E (6 inft* __ o inf 0) = [ M, (314:)

siendo ¢; el tiempo al cual comenz6 el periodo inflacionario. En otras palabras
Xp(ti = 1) > Xp(te = to), (3.15)

en contraposicion a (3.9), dando solucion al problema del horizonte (ver Figura 3.5).

En otras palabras, una época temprana en donde el horizonte comévil de Hubble
decrece permite que el tamafio de una regién en contacto causal pueda ser mas grande
de lo que tenfamos sin considerar la inflacién [11].
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Figura 3.5: A diferencia de la Figura 3.2, ahora los fotones emitidos en los puntos Ay B estdn conectadas
causalmente por lo que la inflacién permite que la radiacién en estas regiones se pueda mezclar y hacer
homogénea.

De la Figura 3.6 vemos que las escalas comdviles de interés eran mucho mayores
a (aH)™! a tiempos previos y posteriores (por la simetria del diagrama) al final de
inflacién t.. En algtin momento muy temprano durante la inflacién, el radio comévil
de Hubble era muy grande, mds grande que cualquier escala de interés cosmolégico
actual, es decir, todas las escalas de interés estaban dentro del horizonte.
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Figura 3.6: Radio comévil de Hubble como funcién del factor de escala. Las escalas de interés cosmoldgico
(banda sombreada horizontal) eran mds grandes que el radio de Hubble cuando 10~%° < a < 1075, Mds tarde
entraron al radio comévil de Hubble donde podemos observarlas. Sin embargo, muy temprano durante la inflacion
todas las escalas de interés eran mds pequefias que el radio comovil de Hubble vy, por lo tanto, estaban en contacto
causal. Tomada de Dodelson & Schmidt [35].
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3.4.3. Problema de las reliquias revisado

Por ultimo, un periodo inflacionario demanda que todas las reliquias no deseadas
producidas antes o durante la inflacién sean diluidas por la enorme expansién, de modo
que su densidad actual se vuelve insignificante. Esto es posible puesto que la densidad
de energia durante la inflacién decae mds lentamente que la densidad de particulas de
las reliquias [76]. Entonces de manera muy rdpida, la densidad de las reliquias se vuelve
despreciable.

Lo anterior es vélido si, después de la inflacién, la densidad de energia del uni-
verso se convierte en materia ordinaria sin reconstruir reliquias no deseadas. Esto se
puede lograr al asegurar que durante esta conversién, conocida como recalentamiento,
la temperatura no aumente demasiado para permitir su recreacion. Tal recalentamiento
permite regresar al modelo del Big Bang, recuperando todos sus éxitos posteriores,
como la nucleosintesis y el fondo de microondas [76, 77].

3.5. Modelo inflacionario clasico

La inflacién césmica es un fenémeno bastante peculiar y, en el contexto de la rela-
tividad general, requiere de una presion negativa (similar al caso de la energia oscura;
ver Seccién 2.2.4) y una densidad de energia constante. Mas adelante revisaremos las
condiciones fisicas que hacen posible este comportamiento.

Desde un punto de vista histérico, para entender lo que causaba la época inflacio-
naria, lo que se necesitaba era un vacio con una densidad de energia muy grande a
tiempos muy tempranos, lo cual se traduce en una gravedad fuertemente repulsiva, y
con ella se produce una etapa de expansion acelerada. Las Teorias de Gran Unificacion
de la Fisica de Particulas hacen plausible la existencia de estos estados de vacio de
alta energia [48]. Esta idea motivé a Guth a proponer su modelo, donde se asumia
que un campo escalar quedaba atrapado en un estado de falso vacio con una densidad
de energia muy grande, similar a una constante cosmolégica [47]. Entonces la enorme
repulsién gravitacional del falso vacio causaria un periodo de expansion rapida y acele-
rada. Esto darfa respuesta a los problemas de horizonte y planitud. El periodo inflacio-
nario termina cuando el falso vacio decae en el vacio verdadero.

El exceso de energia del falso vacio tiene que ir a alguna parte, y Guth asumié que
esta se convertia en una bola muy caliente de particulas. Esta bola se expande por
inercia y la velocidad de expansién disminuye lentamente debido a la gravedad. Sin
embargo, el mismo Guth manifesté que su modelo presentaba fallos [47].

Otros modelos més viables fueron presentados por Linde [79, 80], y por Albrecht &
Steinhardt [2], en ambos casos se consideraba un campo escalar que bajo ciertas condi-
ciones se comportaba como una bola que rueda sobre una colina, siendo este el origen de
la inflacién slow-roll (cf. Seccion 3.5.2).

Histéricamente, la inflacién vio la luz porque buscaba dar respuesta a los problemas
antes mencionados del modelo estandar del Big Bang, sin embargo, se considera como
el mayor éxito del modelo inflacionario el que pueda generar irregularidades en el uni-
verso, las cuales pueden conducir a la formacién de estructuras [77].
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Cabe destacar que el modelo inflacionario no es la tinica alternativa para resolver
esta problemdtica (ver por ejemplo [54]), sin embargo, debido a la consistencia que
tienen ciertas predicciones del modelo inflacionario con los datos observacionales (e.g.
un espectro casi invariante de escala) actualmente se considera a la inflacién como el
mejor modelo para esta etapa del universo primitivo.

La definicién de inflacién es la época durante la cual el factor de escala de un universo
modelado por la métrica FRW se acelera, i.e.

i >0, (3.16)

esta relacion es la que define a la inflacién como un periodo de expansién acelera-
da; equivalentemente observando la ecuaciéon de Friedmann (2.14), vemos que @ > 0
requiere que

p+3p <0. (3.17)

Dado que siempre asumimos que p es positiva, entonces necesariamente p es negativa
y ademas existe una violacion a la condicién fuerte de energia (cf. (2.15)). Una situacion
similar fue mencionada en la Seccién 2.2.3 para el caso de una constante cosmolégica.

Hay una tercera expresion equivalente a las dos anteriores, la cual se obtiene par-
tiendo de que @ = aH crece durante la inflacién y por lo tanto, el radio comévil de
Hubble (aH )" decrece durante la fase inflacionaria, es decir

d -1
dt( H)" <0. (3.18)
En otras palabras, la condicién para tener una época inflacionaria es que la longitud
comovil de Hubble, la cual es la escala caracteristica més importante del universo en
expansion, decrece con el tiempo.

Como mencionamos brevemente en las secciones anteriores, la inflacién ofrece la
explicaciéon mds prometedora para el origen de pequefias fluctuaciones de densidad
que posteriormente evolucionan en galaxias y camulos. Esto a partir del hecho de que
la longitud comévil de Hubble (3.18) disminuye durante la inflacién (cf. Figura 3.6) lo
cual hace posible generar las perturbaciones primordiales casi invariantes a gran escala
(ns = 1; cf. Seccién 3.7). Dado que las escalas de las perturbaciones se encuentran dentro
del radio de Hubble en la etapa inicial de inflacion, la fisica causal trabaja para generar
pequetias fluctuaciones cuédnticas. Después de que una escala sale del radio de Hubble
durante la inflacién (ver primer cruce en Fig. 3.6), las perturbaciones pueden describirse
clasicamente. Cuando termina el periodo inflacionario, la evoluciéon del universo es
descrita por el modelo estandar del Big Bang, y el radio comévil de Hubble comienza
a aumentar. Posteriormente, las escalas de las perturbaciones se cruzan nuevamente
dentro del radio de Hubble (ver segundo cruce en Fig. 3.6), con lo cual se vuelve una
perturbacién observable. Las pequefias perturbaciones impresas durante la inflacién
aparecen como perturbaciones a gran escala después del segundo cruce del horizon-
te. De esta manera, el modelo inflacionario proporciona naturalmente un mecanismo
causal para generar las semillas de las perturbaciones de densidad observadas en las
anisotropias de CMB (Fig. 2.1).
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Ya vimos que un periodo de inflacién en el universo primitivo puede resolver los
problemas que presenta el modelo estindar del Big Bang, pero para que el modelo
inflacionario sea algo completo, necesitamos entender cémo surge y termina.

El modelo inflacionario mds simple [35] (el producido por un campo escalar) se
analiza en la siguiente seccion.

3.5.1. Inflacién por un campo escalar

La alternativa mas sencilla® (desde el punto de vista matematico) para generar una
época temprana de expansion acelerada es a través de un campo escalar ¢ minimamen-
te acoplado” a la gravedad®. Si partimos de la accién para un campo escalar real en un
potencial

st = [ aev=ge = [atev= (—%aaqbaw - v<¢>) | (3.19)

donde g es el determinante de la métrica g,,. Entonces podemos calcular la ecuaciéon
de movimiento para el campo efectuando la variaciéon de (3.19) o equivalentemente
mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange:

o(v=gL) I=gL) _
O, R =0, (3.20)

en cuyo caso
ov 1 " ov
06— 55 = =50 (V=90"0) = 53
Notemos que (3.21) es la expresién general para una métrica arbitraria. Un caso
particular es tomar la métrica FRW (2.2) para un universo plano (K = 0) compatible
con las hipétesis de homogeneidad e isotropia (i.e. ¢ = ¢(t)), en cuyo caso se obtienen
las ecuaciones de movimiento (ver Seccion A.3):

0. (3.21)

¢+ 3Hp+0,V(¢) = 0. (3.22)

Empleando la relacién entre el tensor de energia-momento y la derivada funcional de
la accion

2 08
Ty = ———— 2
v g g 529
obtenemos (ver Seccién A.4)
Tab = 8a<;58b¢ -+ gabﬁ. (324:)

SEn este Capitulo solo presentamos el caso de un campo escalar, sin embargo, existen diferentes alter-
nativas. Una de ellas es emplear teorias modificadas de la gravedad; este sera nuestro enfoque a partir
de la préxima secciéon. Otro camino involucra emplear varios campos escalares (para més alternativas asi
como sus breves motivaciones ver [11]).

7 A grandes rasgos, esto significa que en la accién del campo escalar no aparecen términos cruzados
del campo y la curvatura escalares, por ejemplo R¢?.

8 Aunque conocemos un campo escalar en la naturaleza, el bosén de Higgs, sus propiedades parecen
indicar que no sirve como mecanismo para generar la inflacién. Por lo cual debemos pensar a ¢ como un
campo escalar genérico del cual desconocemos su conexién con la fisica actual. Tal vez en un futuro esta
conexién sea conocida.
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Comparando con el tensor de energia-momento para un fluido perfecto (2.12) obte-
nemos de la ecuacién (3.24) las respectivas expresiones para la densidad de energia y
presion:

p=—T% = 3+ V(6), (3.25)

p= %(Tl1 +T% 4+ T%) = %q'ﬁ? — V(). (3.25b)

En el Capitulo 6 se analiza las pequefias desviaciones de la homogeneidad e isotro-
pia, en cuyo caso, para realizar un andlisis dindmico del campo escalar ¢ y de la métrica
Jab €5 conveniente separarlos en sus partes homogénea (correspondiente a un valor de
fondo o no-perturbado) e inhomogénea (correspondiente a la perturbacion), i.e.

o(t,x) = o(t) + o (t,x), (3.26a)
9ap(t,X) = Gap(t) + 09, (t,X). (3.26b)

Lo anterior no implica que existan inhomogeneidades de cierto tipo en el universo in-
flacionario, simplemente estas no se descartan.

En lo que resta del presente capitulo, nos referiremos a la parte homogénea del
campo escalar sencillamente por ¢, pero siempre tengamos en cuenta que més adelante
estudiaremos el comportamiento de ambas contribuciones en (3.26a).

De esto vemos que, un campo escalar homogéneo tiene una dindmica parecida a la
de una particula en un potencial, esto nos permite pensar a ¢(t) como la posicion de la
particula y é(t) su velocidad. Ademas, tenemos que la ecuacién de estado resulta ser

30" = V(9)

m . (3.27)

w¢:

Notemos que si V(¢) > ¢, recuperariamos la condicién p ~ —p (w, < 0). En otras
palabras, un campo escalar cuya energia potencial’ domina sobre su término cinético,
de acuerdo con (3.17), implica que & > 0 dando origen a un periodo inflacionario. La
dindmica de este campo escalar en un espacio-tiempo FRW esta dado por la ecuaciéon
de movimiento (3.22) (ver Seccién A.3) y las ecuaciones de Friedmann (2.13)-(2.14), con
K =0, es decir

¢+ 3H¢ + 9,V (¢) =0, (3.28a)
a\®> k(1
(5> =3 (;b + V(¢)> , (3.28b)
H4 B == (6 - V(9)), (3.280)

donde, en unidades naturales x = 87G.

Notemos que, en unidades naturales, [V] = energia4. Entonces V(¢) es de hecho una densidad de
energia.
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3.5.2. Inflacion slow-roll

En (3.28b) hemos ignorado el término de curvatura, ya que la inflacién aplanara el
universo de todos modos. Entonces, la inflacién se puede llevar a cabo, si las siguientes
tres condiciones se satisfacen: (1) la evolucién del campo es lo suficientemente gradual
como para que el potencial domine sobre el término cinético; (2) la expansion acelerada
se mantiene durante un intervalo de tiempo suficientemente largo, para que la inflacién
cumpla su cometido (esto tiene que ver con los e-folds que veremos en la Seccién 3.5.3);
y (3) la segunda derivada temporal de ¢ es lo suficientemente pequefia. Esto significa
que buscaremos que se satisfagan las condiciones

P < V() (3.292)
|6 < 3|Hg|. (3.29b)

Estas relaciones reciben el nombre de condiciones de slow-roll [11], puesto que
si pensamos a ¢(t) como la posicién de una particula, entonces para un potencial lo
suficientemente plano (V' ~ cte = 9,V = 0) que satisfaga (3.29a) para algunos valores
de ¢, entonces la particula rodard lentamente (ver Figura 3.7), provocando una expansion
acelerada del universo. Adicionalmente, debido a que el potencial es plano, se puede
suponer que ¢~ 0.

Aplicando las condiciones de slow-roll a las expresiones (3.28), se obtienen las ecua-
ciones de slow-roll:

3H)+0,V (¢) =~ 0, (3.30a)
a\> & _V(e)
(5) ~ LV =5 (3.30D)

1

donde Mp es la masa reducida de Planck, la cual en unidades naturales es Mp = —

1 18
T = 2.436 x 10*° GeV.

Energy
Density

/\/‘ true
false vacuum

vacuum /\/

Scalar Field

Figura 3.7: Escenario simplificado de la inflacién slow-roll. Tomada de Perlov & Vilenkin [98].
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Por otro lado, se introducen los pardmetros de slow-roll del potencial como

1 1ov\?
ev(¢) = §M1% (Va—¢> , (3.31a)
1 0%V
() = MIZDV&T?' (3.31b)

Destaquemos que estos parametros son adimensionales (en unidades naturales [¢] =
energia). Los pardmetros de slow-roll son muy ttiles para cuantificar las predicciones
inflacionarias; en particular, ¢, mide la pendiente del potencial y 7y la curvatura. Ade-
mas la fase inflacionaria termina cuando €y y |7y| se aproximan a la unidad. Notemos
que las condiciones de slow-roll (3.29) implican en los pardmetros (3.31) que ey < 1y
Inv| < 1, durante inflacién. Sin embargo, aunque estas condiciones son necesarias, no
son suficientes para que la aproximacién slow-roll sea vélida, debido a que estas son
condiciones sobre el potencial, no obstante son ttiles para identificar donde es vélida
dicha aproximacién [78].

Las condiciones de slow-roll también pueden expresarse en términos del parametro

de Hubble
d /1 H
s=-2 (3.32b)
Ho

En este caso la expansién acelerada ocurre si € < 1y la condicién (3.29b) implica que
|0| < 1 durante inflacion. Las relaciones (3.32) reciben el nombre de parametros slow-
roll de Hubble de tal forma que se diferencien de (3.31). Sobre todo tengamos cuidado
puesto que en la aproximacién de slow-roll los pardmetros potenciales y de Hubble se
relacionan mediante

£ ey, (3.33a)
Ry — ey (3.33b)

También, cuando se toma el limite de de Sitter'?, el cual corresponde a p, — —py, se
tiene que ¢ — 0, y por lo tanto la condicién (3.29a) se satisface. Ademas, los pardmetros
€'y ey nos dicen cuando termina la inflacién. En particular

e(op) =1, (3.34a)
ev(gy) ~ 1, (3.34b)

siendo ¢; el valor del campo escalar al final de inflacién.

19F] espacio de de Sitter describe un universo espacialmente plano y cuya dindmica estd dominada
por una constante cosmolégica. Durante la inflacién slow-roll el espacio-tiempo de fondo es aproxima-
damente de Sitter y cualquier desviacién de la ecuacién de estado (3.27) del limite exacto de de Sitter
w = —1 estd dada por el pardmetro ¢ en (3.32a), puesto que por (3.28) tenemos ¢ = (w4 + 1).
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Notemos que la ecuacién de movimiento del campo escalar (3.28a) es de segundo
orden, por lo que acepta condiciones iniciales arbitrarias en ¢ y ¢. De esta manera, las
condiciones de slow-roll no necesariamente se cumplen inicialmente. Sin embargo, la
solucion slow-roll de las ecuaciones (3.30a)-(3.30b), es un atractor de las ecuaciones mas
generales (3.28a)-(3.28b). Es decir, la solucién de las ecuaciones completas evoluciona
rdpidamente hacia la solucién slow-roll, siempre y cuando las condiciones iniciales
estén dentro del rango de atraccién, para que el atractor sea efectivo, esto es, que ¢
debe encontrarse en la seccién slow-roll del potencial (¢? < V().

3.5.3. e-folds

Para cuantificar la duracién del periodo inflacionario que necesitamos, de tal forma
que el problema del horizonte pueda resolverse, es ttil introducir el nimero de e-folds

N como'! [11]
N(t)Eln(a(tf)) _ / Ty ar ~ - / PV Gy (3.35)
a(t) : Mg Jg, 05V ()

donde el subindice f etiqueta al tiempo final, el cual en nuestro contexto sera el final de
inflacién. En la dltima expresion en (3.35) se usaron las ecuaciones de slow-roll (3.30).
En términos de los parametros de slow-roll tenemos:

1 [%de 1 (7 do
MP ¢f\/% MP br \/26\/.

La expresion para los e-folds hace referencia a que si conocemos la forma explicita de
a(t), es posible cuantificar que tanto se ha expandido el universo, desde un tiempo

N(o) (3.36)

arbitrario ¢t hasta t; > ¢. De acuerdo con [11, 35, 114]: In (‘;—{) ~ 60, es decir, se requieren

un minimo de 60 e-folds para que la inflacion resuelva los problemas de planitud y
horizonte'?.

3.5.4. Recalentamiento

La inflacién asegura que la densidad de monopolos magnéticos sea insignificante,
mientras que la inclusién de un cierto mecanismo llamado recalentamiento [77], asegura
que no vivamos en un universo con una densidad de fotones insignificante. En este
contexto el recalentamiento es el mecanismo mediante el cual la inflacién se conecta con
la evolucion estdndar de la teoria del Big Bang. Dicho de otro modo, el recalentamiento
es el proceso mediante el cual la densidad de energia del campo escalar se convierte

Los e-folds cuantifican el intervalo de tiempo en el que el espacio, que crece exponencialmente,
aumenta por un factor de e.

12Destaquemos que 60 e-folds es el limite superior aproximado que asegura que la escala méas grande
observada hoy en dia estuvo dentro del radio de Hubble durante la época inflacionaria. Por lo tanto, el
numero de e-folds necesarios para resolver el problema del horizonte depende de la escala de energia en
la que se produce la inflacién (cf. [114]).
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nuevamente en materia convencional después del periodo inflacionario, regresando asi
a la teoria estandar del Big Bang, esto puesto que, una vez que se violan las condiciones
de slow-roll, el campo escalar comienza a oscilar alrededor del minimo del potencial,
de esta forma, decayendo en materia convencional. Los detalles del recalentamiento
(siempre que consideremos que este ocurre) no son importantes para nuestras consi-
deraciones. Sin embargo cabe destacar que la teoria del recalentamiento se encuentra
incompleta puesto que esta depende de la teoria fundamental de la fisica de particulas
que va mds alld del Modelo Estandar. Esta es una razén por la cual hasta el momen-
to solo existen modelos de juguete que nos devuelven un universo que siga la teoria
estdndar del Big Bang (para mejores detalles ver por ejemplo [10, 72]).

Los detalles altamente inciertos del recalentamiento, no afectan las perturbaciones
cosmoldgicas en las que estamos interesados, ya que estdn por fuera del horizonte al
tinal de la inflacién, y estas permanecen congeladas a lo largo de esta transicion [35].

3.6. Inflacién de Starobinsky

A manera ilustrativa tomemos el potencial®®

V(p) = 3f (1 - e—x/"’_sf’"¢)2, (3.37)

donde M es una escala de energia y la cual por el momento serd tomada como la
unidad, de tal forma que este ejemplo solo sirve para ilustrar lo recopilado en esta
seccion y mas adelante fijaremos bien los pardmetros de tal forma que podamos com-
parar entre dos enfoques distintos. El perfil de V' (¢) con M = 1 se muestra en la Figura
3.8.

Para verificar que a partir de un campo escalar minimamente acoplado con el po-
tencial dado por (3.37) se obtiene un periodo inflacionario se realiza la integracién
numérica de las ecuaciones (3.28a) y (3.28c), asi como de la definicién del pardmetro
de Hubble (2.8). En este caso la ecuacién de Friedmann (3.28b) acttia como constriccion
hamiltoniana'* y por lo tanto se cumple a todo tiempo y de la cual podemos calcular el
error a cada paso de integracion. En particular, a ¢; dicha ecuacién sirve para determinar
los datos iniciales.

I3Este proviene del modelo f(R) = R + aR? propuesto por Starobinsky en 1980 [115] (cf. Seccion
5.2, ec. (5.25)). Este es uno de los modelos que mejor se ajusta a los datos observacionales del universo
primitivo.

4En nuestro caso nos referimos simplemente a que la expresién no involucra segundas derivadas
temporales del factor de escala ni del campo escalar, y en este sentido no es considerada una ecuacién
de evolucién pero si una constriccién que se cumple a todo tiempo. En el el formalismo ADM, es una
ecuacion en términos de la curvatura extrinseca que se extrae de las ecuaciones de Einstein.
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Figura 3.8: Diagrama del potencial de Starobinsky dado por la ec. (3.37), con k = 87 y M = 1. La inflacién
se lleva a cabo en la regién céncava del potencial, i.e. cuando V" < 0.

Por simplicidad se introducen los pardmetros con barra (inferior) adimensionales:

t= Hit, (3.38a)
¢ =0, (3.38b)
H
H = o (3.38¢c)
a=2 (3.38d)
a;
v
V= e (3.38e)
de tal forma que el sistema a resolver es:
¢ =—3H¢ — sV (9), (3.392)
H=—H~ 56" - V(9)), (3:39)
a=afl, (3.39¢)
con constriccién hamiltioniana
k(12 -
o - (59 +K(¢>)) =0. (3.40)

Usando el método Runge-Kutta de 4° orden (RK4) con datos iniciales (¢;, ¢;, H;, a;) =
(4,—0.423142,1, 1), elegidas de tal forma que (3.40) se cumpla de manera exacta al inicio
de la integracién, y donde H;, a; son los valores del pardmetro de Hubble y el factor de
escala al comienzo de la inflacién.
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Solucién obtenida para el campo escalar mediante el método RK4, con ¢(t = 0) = 4.
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Figura 3.10: Solucién obtenida para el pardmetro de Hubble en escala logaritmica, mediante el método
RK4, con H(t =0) = 1.
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Figura 3.11: Solucién obtenida para el factor de escala en escala logaritmica, mediante el método RK4,
cong(t=0)=1.
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Figura 3.12: Diagrama tomado a partir de la Fig. 3.11 para el In(a).
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Figura 3.13: Perfil del error numérico empleando (3.40) a todo tiempo de integracién.

Con estos resultados es posible verificar que las condiciones de slow-roll se satisfacen
mientras el periodo inflacionario se lleva a cabo, es decir

¢2
<1, 3.41
V) o4
lo cual se verifica en la Figura 3.14; y para
ol (3.42)
3H|¢|

ver Figura 3.15. Notemos que alrededor de ¢ ~ 10 las condiciones de slow-roll se
satisfacen. Con esto, es fécil verificar, con a; ~ 170 y a; ~ 10%, que 1n(2—f) ~ 60

(cf. Figura 3.11), lo cual estd alrededor del niimero minimo de e-folds necesarios para
coincidir con las observaciones.
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Figura 3.14: Diagrama que muestra que la condicién (3.41) se satisface durante el periodo inflacionario.
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Figura 3.15: Diagrama que muestra que la condicién (3.42) se satisface durante el periodo inflacionario.
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3.7. Restricciones observacionales a la inflacion

Dado que todo modelo inflacionario védlido debe generar fluctuaciones del campo
escalar las cuales se convierten en la estructura a gran escala® (LSS, por sus siglas en
inglés) que observamos hoy en dia, asi como modos tensoriales los cuales, en algunos
modelos, dan origen a un fondo de ondas gravitacionales, debemos tener una forma de
restringir dichos modelos. A continuacién recopilamos algunos pardmetros que restrin-
gen a la inflacién tal y como se reportan por la Colaboracién Planck [101]. Estas observa-
ciones verifican experimentalmente un conjunto de predicciones genéricas al escenario
de inflacién: las condiciones iniciales para la estructura son gaussianas, adiabéticas y
casi invariantes de escala [11].

Puesto que por definicién el parametro de Hubble es casi constante durante inflacién,
las perturbaciones cudnticas generadas por modelos que sélo involucran un campo
escalar son tipicamente bien aproximados por la ley de potencias de las componen-
tes escalares y tensoriales [43], es decir, los espectros de potencias escalar y tensorial,
P, y P respectivamente, se introducen como:

InPs(k) =In As + (ns — 1) ln( ) +-- (3.43a)

pivote

) T (3.43b)

InPi(k) = In Ay + ny 1n<

pivote

donde Kpiyote €5 conocida como la escala pivote [31, 100], y es la escala a la cual son
determinados los observables; As y A; son las amplitudes escalar y tensorial, respecti-
vamente, las cuales se relacionan mediante la razén tensor-escalar r definida como

A
Ag

(3.44)

r

Mas adelante veremos como calcular los espectros de potencias escalar Ps y tensorial P
primordiales asi como algunos de estos parametros (cf. Secciones 6.4 y 6.5).

100 W Planck EE+lowE
Planck TE+lowE
. \ S B Planck TT+lowE

0.96 g. “ \\ \ ( [ 7 W Plnck TTTEEE+lonE

1.039 1.0420.020 0.025 0.100.110.120.13 2.96 3.04 3.12
1006yc Quh? QK In(10°A,)

ns

Figura 3.16: Niveles de confianza a 68 % y 95 % para el indice espectral ng y los pardmetros cosmolégicos
Omc (aproximacion al tamafio angular del horizonte del sonido en la tdltima dispersion), (%, Qc v As.
Tomada de Planck 2018 [101].

15Se refiere a como las galaxias y materia se distribuyen en escalas mucho més grandes que galaxias
individuales o agrupaciones de galaxias.
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Figura 3.17: Niveles de confianza a 68 % y 95 % para los pardmetros de slow-roll introducidos en las
ecuaciones (3.31). La linea punteada divide los potenciales céncavos (izquierda) y convexos (derecha).
Tomada de Planck 2018 [101].

De esta forma se definen los indices espectrales escalar y tensorial como

dInPs(k)
s—1l=—"7 , 4
dlnk ‘kkpivote (345a)
dIn Pt(k) ’
= T8 4
t dInk  lr=kpvore (345b)

siendo el —1 en el lado izquierdo de la ecuacién (3.45a) una convencién. Los indices
espectrales (3.45) describen como las fluctuaciones varian con la escala, y de esta manera
cuantifican que tanto se desvian del caso invariante de escala. De hecho, diferentes mo-
delos inflacionarios predicen diferentes indices espectrales. Mds adelante elaboraremos
sobre este punto, cuando revisemos las perturbaciones cosmoldgicas en el Capitulo 6.

Los datos de temperatura y polarizacion'® de Planck 2018 [101] determinan que el
indice espectral de las perturbaciones escalares es (ver Figura 3.16)

ns = 0.9649 & 0.0044, 68 % CL. (3.46)

Ademas de que los resultados (temperatura+polarizacion+lentes gravitacionales'”) son
consistentes con un running del indice espectral nulo, es decir,
dng
dInk

También, el limite superior de Planck 2018 a 95 % en los niveles de confianza para la
razén tensor-escalar, 1y gp2 < 0.10, se ajustan atin mejor al combinarse con los datos de

= —0.0045 £ 0.0067, 68 % CL. (3.47)

16Sobre la terminologia de las figuras: TT representa el espectro de potencia de temperatura, TE es el
espectro cruzado de temperatura y polarizaciéon y EE es el espectro de potencia de polarizacién. Ademas
lowE involucra datos de polarizacién en multipolos bajos (2 < ¢ < 29) [100].

7En este caso, lensing hace referencia a la reconstrucciéon del espectro de potencias del CMB que ha
sido distorsionado por lentes gravitacionales débiles.
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Figura 3.18: Niveles de confianza a 68 % y 95 % para el indice espectral escalar n y la razén tensor-escalar
renk = 0.002 Mpc~' de Planck 2018 por si solo y en combinacién con los datos de BK15 y BK15+BAO,
en comparacién con las predicciones teéricas de modelos inflacionarios selectos. En este caso se asume

que ddlgsk = 0. Tomada de Planck 2018 [101].

BICEP2/Keck Array'® (BK15) para obtener el limite superior [101]
70.002 < 0056, 95 % CL. (348)

En el marco de los modelos inflacionarios de un solo campo escalar en la relativi-
dad general, estos resultados implican que las predicciones de los modelos de slow-roll
con un potencial céncavo, i.e. V”(¢) < 0 (ver Figura 3.8), se ven favorecidas cada vez
maés por las observaciones (ver Figura 3.18). Ademds Planck se basa en dos métodos
diferentes para reconstruir el potencial del campo escalar, sin encontrar evidencia de
dinamicas mas alla del slow-roll [101].

Por dltimo la Figura 3.18 muestra las cotas observacionales entre el indice espectral
ns y la razén tensor-escalar r, a primer orden en la aproximacién slow-roll para algunos
modelos inflacionarios. Estas predicciones son calculadas para la escala de referencia
kpivote = 0.002 Mpc_l, e incluyen una incertidumbre en el ntiimero de e-folds de 50 <
N, < 60y ademads se asume que ddlﬁsk = 0.

IBBICEP y Keck Array son una serie de experimentos del CMB, con el objetivo de medir la polarizacién
del CMB. Donde BK15 etiqueta a las observaciones correspondientes a la temporada de 2015.
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Capitulo 4

Teorias f(R)

Ha pasado ya mdas de un siglo desde la introduccién de la relatividad general, y
como es bien conocido, ha sido ampliamente aceptada como una teoria fundamen-
tal que describe ciertas propiedades fisicas del espacio-tiempo. Por ejemplo, como se
estudi6 en el Capitulo 2, en un espacio-tiempo homogéneo e isotrépico, las ecuaciones
de campo de Einstein dan lugar a las ecuaciones de Friedmann, las cuales describen la
evolucién del universo (cf. Seccién 2.2.3). También sabemos que la cosmologia estdndar
del Big Bang basada en las épocas dominadas por radiacién y por materia estd descrita
dentro del marco de la relatividad general y de hecho corresponde al modelo ACDM
(cf. Secciéon 2.4; para un anadlisis detallado cf. textos cldsicos como Dodelson & Schmidt
[35]).

Pero ;Podria ser que nuestra descripciéon de la interaccién gravitacional a escalas
relevantes (cosmolégicamente hablando) no es suficientemente adecuada? ; Deberiamos
considerar modificar nuestra teoria de la gravitacion?, y si es asi, jesto ayudaria a
dilucidar los componentes de energia y materia oscura asi como responder los enigmas
cosmolégicos?

En este sentido, cuestionar la teoria de la gravitacion tiene sus méritos: nos ayuda a
obtener una comprensién més profunda de las hipétesis involucradas, tiene altas posi-
bilidades de conducir a nueva fisica y ademads ha funcionado en el pasado’.

En el presente Capitulo revisaremos las ideas principales de las teorias f(R), asi
como la forma que toma la teoria cosmolégica en estas. También se estudian algunos
modelos f(R) especificos que han sido ampliamente usados en el contexto cosmolégico
(no necesariamente dentro del marco inflacionario) los cuales serdn de ayuda para
entender las ideas principales de estas teorias, estas ideas son recopiladas de las re-
ferencias [32, 65, 113].

Inicialmente la precesién de la 6rbita de Mercurio se atribuy6 a algin planeta no observado (oscuro)
que orbitaba dentro de la érbita de Mercurio, lo que resulté una transicién de la Gravedad Newtoniana
a la relatividad general.
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4.1. Motivacion

Desde sus inicios se ha planteado la posibilidad de que la relatividad general no
es Unica entre las teorias gravitacionales (ver [37, 130]). Aunque inicialmente modifi-
caciones a la RG fueron motivadas por la curiosidad, puesto que complicar la accién
de Einstein-Hilbert y, en consecuencia, las ecuaciones de campo sin una motivacién
tedrica o experimental aparente no era muy atractivo. Fue hasta la década de los 60
que esta idea de modificar la accién comenzo6 a ser atractiva. Por ejemplo, la GR es no-
renormalizable? y por lo tanto no se puede cuantizar de manera convencional. En la
década de los 70 se demostré que acciones de orden superior son renormalizables (pero
no unitarias) [118].

Este tipo de consideraciones incentivaron el interés en teorfas gravitacionales de
orden superior, es decir, modificaciones de la acciéon de Einsten-Hilbert que incluian
términos no-lineales del escalar de Ricci (por ejemplo R + aR?) (cf. [109]). Sin embar-
go, se consider6 que la relevancia de estos términos en la accién estaba restringida a
regimenes de gravedad muy fuerte y por lo tanto se esperaba que fueran fuertemente
suprimidos por pequefios acoplamientos, como se esperaria cuando se tienen en cuenta
consideraciones simples de la teoria efectiva de campos [113].

Por lo tanto, las correcciones a la RG se consideraron importantes solo en escalas
cercanas a la escala de Planck, y en consecuencia, en el universo temprano, o bien, cerca
de singularidades de agujeros negros (ver [17, 19, 115]). Sin embargo, no se esperaba
que tales correcciones pudieran afectar la fenomenologia gravitacional a bajas energias,
y consecuentemente a grandes escalas como por ejemplo, el universo tardio.

El rapido desarrollo de la cosmologia observacional que comenzé en la década de
los 90, muestra que el universo ha pasado por dos fases de aceleraciéon césmica: la
primera es la inflacién (cf. Capitulo 3) y la segunda ha comenzado después del domi-
nio de la materia (z ~ 0.3) y puede explicarse més facilmente recurriendo a la existencia
de una constante cosmolégica A, cuyo origen desconocido da lugar a esta aceleracion
c6ésmica tardia, la cual recibe el nombre de energia oscura [57]. La existencia de ener-
gia oscura ha sido confirmada por una serie de observaciones astronémicas basadas en
supernovas de tipo Ia (SNIa). Como se ha enfatizado esta constante cosmoldgica, junto
con la introduccién de la materia oscura®, han originado lo que hoy se conoce como el
modelo ACDM, el cual explica la mayoria de los detalles del CMB, en el marco de la
RG, asi como otras caracteristicas importantes del universo a gran escala (cf. Seccion
2.4; para una revision completa, véase [126]).

Sin embargo, a pesar de la simplicidad y el éxito de este modelo, se han presentado
argumentos tedricos en contra de un modelo tan simple del universo. Por ejemplo, en
lo que se refiere a la hip6tesis de la materia oscura, una de las principales criticas es que
su naturaleza (es decir, sus propiedades cudnticas y cldsicas) ain no se entiende del

2La renormalizacion es la rama de la Teoria Cuantica de Campos empleada para tratar (usualmente,
pero no siempre) con cantidades infinitamente grandes, las cuales surgen como respuesta de los efectos
de auto-interacciones (e.g. ver [111]).

Datos obtenidos de distintas fuentes, como el CMB y estudios con supernovas, parecen indicar que
la energia del universo estd constituida por 5% de materia bariénica, 26 % de materia oscura y 69 % de
energia oscura (cf. Seccién 2.4 y [100, 104]).
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todo, y solo tenemos su abundancia promedio y el hecho de que debe de ser fria [35].
Ademés, el modelo ACDM es agobiado por los problemas de la constante cosmoldgica (cf.
[14, 24, 127]), i.e., el problema de la magnitud, de acuerdo al cual el valor observado de la
constante cosmoldgica es varios ordenes de magnitud mds pequefia que la atribuida a la
energia de vacio, y el problema de la coincidencia, el cual consiste en explicar la ocurrencia
relativamente reciente (en los tiltimos miles de millones de afios) de la (casi) igualdad
entre las densidades de energia de la energia oscura y de la materia oscura, a pesar de
que deben haber evolucionado de manera diferente para que las estructuras c6smicas
se hayan formado en el universo temprano, es decir, la energia oscura debe haber sido
un componente insignificante en el pasado lejano [14].

4.2. Introduccioén a las teorias f(R)

Entre las teorfas modificadas de la gravitacion, estdn las teorias f(R) [64]; donde
una funcién, a priori arbitraria, del escalar de Ricci R sustituye a f(R) = R —2A enla
accion de Einstein-Hilbert con constante cosmologica que reproduce las ecuaciones de
campo de Einstein.

Este tipo de teorias modificada inicialmente se concibié con la finalidad de crear
un efecto acelerado tardio sin la necesidad de emplear una constante cosmolédgica o
como modelo inflacionario sin un campo escalar adicional [22, 26]. No obstante se ha
encontrado evidencia acumulativa, tanto te6rica como observacional, contra la mayoria
de los modelos f(R) propuestos inicialmente para substituir a A, principalmente pre-
sentando inestabilidades o bien sufren la ausencia de una etapa de dominio de materia
[32]. Sin embargo, se han propuesto nuevos modelos para superar las dificultades ini-
ciales, algunos mejor motivados que otros pero ninguno ha introducido un nuevo prin-
cipio fundamental que puede utilizarse como punto de partida. Por el contrario se han
construido a base de ensayo y error. Por ejemplo, suelen exigirse condiciones matema-
ticas y fisicas generales para evitar ciertas patologias en los modelos. Por ejemplo, las
condiciones frr > 0y fr > 0 (donde fr = %, frr = %) son necesarias por consi-
deraciones de estabilidad y para asegurar una constante gravitacional efectiva definida
positiva, respectivamente [65].

La tendencia general actual es que no hay modelo capaz de explicar la mayoria
de las observaciones actuales, s6lo ciertos aspectos de ellas. Es decir, la mayoria de
los modelos f(R) fallan fuertemente cuando se presentan como modelos de energia o
materia oscura y también al tener en cuenta las pruebas del sistema solar [65]. En cuyo
caso se toman las teorfas f(R) simplemente como un modelo para explicar la expansién
acelerada del universo asi como la introduccién de un componente de materia oscura
de la misma manera que en el modelo ACDM.

En cuanto a las restricciones cosmoldgicas a estas teorias, se han ideado criterios de
aplicabilidad bastante generales que permiten descartar muchos de los modelos f(R)
propuestos. Por ejemplo, los trabajos de Amendola et al. [3, 4], muestran que una gran
clase de modelos que producen una expansién acelerada en tiempos tardios, no logran
generar una época correcta dominada por materia (el factor de escala se comporta como
radiacién) o viceversa. De hecho, cuando se ven desde el pasado hasta el presente,
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muchos de los modelos revisados por Amendola et al. pasan de la época dominada por
radiacién (época de desaceleracién) a una época efectiva de energia oscura (época de
aceleracion) con una época de dominacién de materia muy corta o ni siquiera existente.

Finalmente cabe sefialar que existen controversias con respecto al tratamiento de
estas teorias al utilizar el enfoque de las teorias escalares-tensoriales en los marcos de
Einstein y Jordan, como se argumenta en [65]. Por consiguiente, es aconsejable aban-
donar ese enfoque y tratar los modelos f(R) sin realizar la transformacién a cualquier
marco de la teoria escalar-tensorial.

4.2.1. Ecuaciones de movimiento

El punto de partida de estas teorias modificadas se basa en generalizar la parte
gravitacional de la accién de Einstein-Hilbert

dz
Sgrav [gab] = % V _gR> (41)
donde* k = 877G, y considerar la accion

Stan 0] = [ o v=g | 50 + Lt 1] 42)

siendo f(R) una funcién aun arbitraria® del escalar de Ricci R. El primer término corres-
ponde a la accién de gravedad modificada, mientras que el segundo es la accién usual
para la materia, donde ¢ representa esquematicamente a los campos de materia (inclu-
yendo tanto la materia oscura como la visible).

Las ecuaciones de campo se obtienen al variar la accién (4.2) con respecto a g, (for-
malismo métrico®) obteniendo (cf. Seccién C.1)

1
fRRab — _fgab - (vavb - gabD)fR - /QTaba (43)
2
donde se define fr = g—};, frr = % y asi sucesivamente, ademads el D’ Alembertiano

covariante se introduce como O = gabvavb y Ty es el tensor energia-momento, que
surge de la parte de la acciéon de materia en (4.2), definido de la manera usual (e.g.
[125]), es decir

2 0Ly

Ty = ——= .
V=g 0g*

(4.4)

*En unidades del SI k == 52¢,

>Cabe destacar que algunos textos consideran la accién modificada como S = [ %H(R + f(R)),
siendo f(R) una funcién arbitraria que engloba el distanciamiento con la RG. En el presente texto nos
apegaremos a la forma (4.2).

®Existen al menos dos formalismos variacionales que se pueden aplicar a la accion de Einstein-Hilbert
de tal forma que reproducen las ecuaciones de campo de Einstein: la variacion estdndar de la métrica y
la variacién de Palatini en donde, tanto la métrica como la conexién, son variables independientes. Sin
embargo estos formalismos aplicados a acciones mas generales no necesariamente conducen a las mismas
ecuaciones de movimiento (ver por ejemplo [16]).
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Empleando la definicién del tensor de Einstein G, = Ry, — % ga R y desarrollando
las derivadas covariantes, tenemos que V,f = %VaR = frV,R, y entonces se puede
expresar la ecuacion (4.3) de la siguiente forma

JRGay—[rRRVaViR— frrR(VR) (Ve R)+gap (%(fRR — f)+ freOR + fRRR(VR)Z) = KTy

(4.5)
Tomando la traza de (4.5) obtenemos (siempre y cuando frr # 0)
1 2
OR = (2 f— faR — 3frrr(VR)? + /<aT>. (4.6)
3/rr

Finalmente, usando (4.6) en (4.5) obtenemos

Gap = i frRRVaVeR + frrr(VoR)(VeR) — %(fRR + f+2xT) + nTab} | 47)

Las ecuaciones (4.6) y (4.7) son las ecuaciones bdsicas para teorfas f(R) de gravi-
tacion para tratar en toda aplicacion en lugar de transformarlas a las teorias escalar-
tensorial [64]. De estas notamos el caracter de cuarto orden de la teoria (con respecto a
la métrica), sin embargo, un punto importante serd promover a R como una variable
independiente y resolver el sistema de ecuaciones (4.6)-(4.7) como un sistema de ecua-
ciones diferenciales parciales acopladas de segundo orden en las variables g,, y i. Cabe
destacar que se deben considerar funciones f(R) mondtonamente crecientes y convexas
(i.e. fr, frr > 0; como mencionamos antes por cuestiones de estabilidad y /o problemas
con la constante gravitacional efectiva) de tal forma de evitar posibles divergencias en
las ecuaciones de campo.

Bajo este enfoque, las condiciones iniciales en R y R no son arbitrarias, si no que
estan sujetas a las constricciones (modificadas) hamiltoniana y de momento, lo cual se
hace evidente cuando se formula la teoria como un problema de valores iniciales. En
el caso que nos concierne del espacio-tiempo de FRW, lo anterior se vera reflejado en
que los valores iniciales para R y R deben de satisfacer el equivalente de la ecuacién de
Friedmann (ver Seccién 4.4), la cual equivale a la constriccién hamiltoniana modificada.
La constriccién de momento se satisface trivialmente en este caso.

Por otro lado, una propiedad importante es que tanto el tensor de energia-momento
de materia (ec. (4.4)) como el tensor energin-momento efectivo, definido como el lado
derecho de la ecuacion (4.7), i.e.

1 a
KT = — | frrVa VR + frrr(VaR) (V4 R) — ﬂ(fRR +f+26T) + “Tab} | (48)

“ fr 6

se conservan. Para demostrar que el tensor energia-momento asociado a la materia se
conserva, con algunos cédlculos, se puede verificar que el lado izquierdo de la divergencia
de la ecuacién (4.3) se anula (ver Apéndice A de la referencia [27] para més detalles).
Para V, 7€ = es directo de la ecuacion (4.7) puesto que V,G% = 0.
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Notemos de la ecuacién (4.7) que recuperamos RG con una constante cosmolégica
A si tomamos f(R) = R — 2A. En cuyo caso fg = 1y cero en sus derivadas de orden
superior; ademas la traza del tensor de energia-momento es kT = —R + 4A, con lo cual
el lado derecho de (4.7) se reduce a Ag,, + T como esperamos. Entonces, las teorias
f(R) contienen al modelo ACDM como un caso particular.

Finalmente, destaquemos que es posible definir un potencial con la forma V(R) =

—LF(R)R + [ f(z)dz, de tal forma que Vi = 9 = L(2f — fzR). Si los términos de

materia son pequefios o nulos, la ecuacién (4.6) admite una soluciéon R = R; = cte,
i.e. el espacio-tiempo es maximalmente simétrico y ademds R; es un punto critico del

potencial V' (R). En cuyo caso tenemos que G, = —%131 Jap, 10 cual imita una constante
cosmolodgica en la actualidad, siendo esta una de las propiedades mds importantes de
las teorfas f(R), i.e., Gap = —Aefigap, donde Aeg = %. Esta solucién, con escalar de

Ricci constante, es justamente la solucion de de Sitter, la cual coincide con una solucién
cosmolégica que representa el universo observado [64]. Resumiendo lo anterior, f(R)
es capaz de imitar una constante cosmolégica, siempre que se encuentren soluciones en
donde los términos de materia sean despreciables, e.g. asintdticamente en el tiempo o el
espacio, y ademas el escalar de Ricci se acerca a un méximo o a un minimo (descartando
los puntos de inflexioén, i.e. frr(R1) # 0) del potencial V (R).

4.3. Tensor efectivo de la energia oscura geométrica

Usualmente es conveniente escribir las ecuaciones de campo de las teorias alternati-
vas de tal forma que se asemejen a las ecuaciones de campo de Einstein, con un tensor
de energia-momento efectivo, como el introducido en (4.8), el cual contenga las contri-
buciones de materia ordinaria y las debidas a las modificaciones de la teoria.

En el caso cosmolégico, este reordenamiento suele ser ttil cuando se trata de iden-
tificar las contribuciones en el tensor de energia-momento efectivo, de tal forma que
representen una cierta contribucion de energia oscura geométrica’. Una de sus principales
ventajas es que se puede definir una ecuacién de estado asociada a la energia oscura y
compararla con el modelo ACDM. El tinico inconveniente es que no hay una convencién
para realizar la separacién de los términos de materia y los de energia oscura geométri-
ca.

Aunque en lo que concierne al trabajo realizado en el resto del texto no serd fun-
damental, es til tener presente que no existe una convencién, a la fecha, de introducir
el tensor energia-momento asociado a esta energia oscura (geométrica). Presentamos
cuatro formas inequivalentes de definir el tensor de energia-momento asociado a la
energia oscura geométrica y en consecuencia cuatro formas inequivalentes de introducir
su ecuacion de estado, tal y como se recopilan en la Ref. [65]:

1. En este primer caso se elige el tensor de energia-momento de la energia oscura
geométrica como 17 = To— 1. Bajo esta definicion es directo que 77 se conserva.

’Geométrica en el sentido de que siempre es posible expresar este tensor de energia-momento efectivo
en términos de cantidades puramente geométricas. Para nuestro caso, es conveniente dejar la contribu-
cién del tensor energia-momento de la materia pero recordando que Gop = K7 g.
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Entonces

YGab

’%Ta)l() = i fRRVaVbR + fRRR(vaR)<VbR) - F(Rf}z + f + QRT) + IiTab(l - fR) .

Ir

(4.9)
Aunque parece extrafio que esta definicién contenga al tensor de energia-momento
correspondiente a la materia podemos hacer uso de G, = kT = k(T + Tup),
para expresar T en términos de cantidades puramente geométricas. Por el mo-
mento nos quedamos con la forma dada en (4.9). Para el caso de la RG, f(R) = R,
tenemos que T,, = T,, y por lo tanto T;; = 0. También, para f(R) = R — 2A
obtenemos que KT = —Agap-

2. En este caso escribimos el tensor de energia-momento de la energia oscura geo-
L. . e, 1. . I

métrica como la combinacién lineal particular T:Z’[ (A) == AT — Top, donde A es

una constante. Nuevamente es directo ver que Ta),f’H se conserva. De esta manera

W f% TrN Vo Bt Jrr(VaR) (VoR) =52 (R frt f+2KT) + KT (1 - %R) |
4.10)

Notemos que 7.;"" = TX siy solo si A = 1. Puesto que en general A # 1, las
ecuaciones de estado de las prescripciones 1 y 2 no son equivalentes. De hecho,
la ecuacion de estado de esta prescripcion es divergente en ciertos casos debido a
que en la cosmologia de FRW la densidad de energfa asociada a #7.,"" se anula
en algtn corrimiento al rojo (cf. [65, 117]).

3. En este caso el tensor de energia-momento surge de (4.7) simplemente al identifi-
car

KT = frrVaVyR + frrr(VaR)(VyR) — %(R fr+ f+2kT), (4.11)

de tal forma que la ecuacién (4.7) se reescribe como Gy, = fiR <T£’HI + Tab>.

Esta prescripcion tiene la molesta propiedad de que 7.;"""' no necesariamente se
conserva, por el simple hecho de tener el factor f;' al frente.

4. Por ultimo, se define T)lf’lv = fiT)lf’HI, de tal forma que Gy, = KT, )lf’jv + ET.
¢ R a Ir
Esto es
1 al
“Ta)zf’lv = E [fRRVaVbR + frrrR(VoR)(VyR) — % (RfR +f+ QRT)] . (412)

. C X, IV -1
De igual manera a la prescripcién III, 77, " no se conserva por el factor f;;" que
acompafia a T,;. Sin embargo si se conserva en el caso de ausencia materia, i.e.

ar X, IV a
verXlV = 1,V (ﬁ) ~ 0.
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4.4. Cosmologia f(R)

Interesados en los espacio-tiempos homogéneos e isotrépicos, los cuales como vimos
en la Seccion 2.2, estdn descritos por la métrica FRW dada en la ec. (2.2). Con esta po-
ziBeTg(;j escribir la ecuacion (4.6), usando que OR = ﬁaa (v/=99*9,R), como (cf. ec.

B4 3HR = — 2f — fuR — 3fanrk® + KJT] . (4.13)

3frr

Por otro lado, en analogifa a como se obtuvo en la Seccién 2.2, las componentes
diagonales de la ecuacion (4.7) proporcionardn las ecuaciones de campo restantes. Sin
embargo, debemos tener en cuenta que la componente 0-0 de la ecuacién (4.7) contendré
un término de R (ver Seccién C.2 de los apéndices) el cual se reescribird en términos de
derivadas de orden inferior utilizando la ecuacién (4.13). La expresion final para las
ecuaciones tienen la forma deseada de un problema de Cauchy de valores iniciales,
sujeta a la constriccion:

4 5 =~ (507~ faR) + fanH R+
@ fr

la cual corresponde a la ligadura Hamiltoniana que generaliza la ecuacion de Fried-
mann (cf. (2.13)). Esta restringe los valores iniciales posibles de a, H, Ry R (no nece-
sariamente en, o cerca, del Big Bang; de hecho en nuestro caso usualmente tomamos el
inicio de la inflacién). O bien usando el escalar de Ricci de la métrica FRW ec. (A.6) se
obtiene

/-{T())

. (4.14)

0
H+ H? = ( f+ fanHE 4+ "o ) (4.15)

fr 3
Destaquemos que la consistencia de estas ecuaciones se resalta al emplear (4.14) y (4.15)
en la ecuacién (A.6) obteniendo la identidad R = R. Entonces se tiene la libertad de usar,
ya sea el sistema de ecuaciones (4.13), (4.14) y (A.6), o bien (4.13)-(4.15); lo cual junto a
la expresion del pardmetro de Hubble H en términos del factor de escala a (cf. ec. (2.8))
serdn sistemas equivalentes para obtener la solucién (a, H, R, R).

4.5. Modelos f(R)

En esta seccion se muestran tres modelos f(R) [55, 87, 117] y se discuten brevemente,
tanto sus aspectos generales como su posible viabilidad en un contexto cosmolégico
general. En particular, se comparan con el modelo ACDM.

4.5.1. Modelo de Starobinsky no-polinomial
El modelo se introduce (ver [117]) mediante la funcién

RQ —-q
(1 + R—%) - 1] , (4.16)

fs(R) = R+ ARs
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Figura 4.1: Perfil del modelo de Starobinsky (linea discontinua) con A = 1, ¢ = 2y og = 4.17, comparado
con el de RG con una constante cosmologica A = 2.08H¢ (linea s6lida). Se toman las variables adimen-

sionales R= /%y f(R) = fgj)‘

donde ¢ y A son pardmetros positivos y Rg estd relacionado con la constante de Hubble.
En particular se puede parametrizar Rg como Rgs = osHZ, siendo s un pardmetro
adimensional, de tal forma que este se pueda ajustar de acuerdo a las observaciones
cosmoldgicas (véase Figura 4.1).

Notemos que este modelo presenta la curiosa propiedad de que para espacio-tiempos
planos (R = 0) se tiene que f(0) = 0, pero para espacio-tiempos lo suficientemente
curvados (|R| > Rs) f(R) — R — 2AZ;, donde el valor de esta constante cosmolégica
efectiva® es A% = A%. En otras palabras, se obtiene un comportamiento correspon-
diente a una constante cosmoldgica efectiva existente en un espacio-tiempo lo suficien-
temente curvado pero la cual desaparece en uno plano.

Del modelo (4.16) es directo obtener (ver también Figuras 4.2 y 4.3):

dfs(R) R R2\

d?fs(R) 1 R\ R? R\

=Y oA (14 = g+ D= 1+ =) —1]. 4.17b
=g (1) e g (04 7g) (175)

1
V2q+17
en consecuencia (fs)rr no es positiva definida. Estos puntos, llamados singularidades

débiles por Starobinsky, necesitan un anélisis cuidadoso cuando las soluciones alcanzan
estos puntos [117]. Sin embargo, estas singularidades no son alcanzadas en la evolucién
cosmoldgica [65].

De la ecuacién (4.17b) es directo ver que cuando (fs)rr = 0, entonces R—RS =+

8Donde el superindice co es porque se obtiene en el limite cuando R — oo.
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Figura 4.2: Perfil de fr para el modelo de Starobinsky (linea discontinua) con A =1, ¢ = 2y og = 4.17,
y para el caso de RG con una constante cosmoldgica A = 2.08H§ (linea sélida). Se toman las variables
adimensionales R = % y [R(B) = fr(R).
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Figura 4.3: Perfil de frr para el modelo de Starobinsky (linea discontinua) con A =1, ¢ =2y o5 = 4.17,
y para el caso de RG con una constante cosmologica A = 2.08H7 (linea sé6lida). Se toman las variables
adimensionales R = H%Z Y f pp(B) = H3 frr(R).

La forma explicita del potencial mencionado enla Secciéon 4.2.1,i.e., V(R) = =3 Rf(R)+
[ f()d, es
V(R)—l R _\R R(4R? + 5R*R% + 3RY) +)\R§ ; R’ (4.18)
sth) = ¢ s (R + RL)? 5 arctan 7)) .

cuyo perfil se muestra en la Figura 4.4 y en ella notamos los puntos criticos, donde R,
corresponde a una posible solucién trivial en vacio R = R; = cte, i.e., el punto de de
Sitter asociado a R; > 0. Estos puntos criticos deben alcanzarse de manera asintética
en el tiempo para la evolucién cosmolégica, cuando una solucién no trivial para R se
aproxima a su valor asintético donde la materia estd practicamente ausente o al menos
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Figura 4.4: Perfil de V(R) para el modelo de Starobinsky con A = 1, ¢ = 2y g = 4.17. Se toman las

variables adimensionales R = HL% yV(R) = Vl%f) .

muy diluida. En este caso tenemos que en R = 0 hay un minimo global. También hay
un maximo y un minimo local en R ~ 4.17H; y R ~ 6.83H; = R, respectivamente. Este
altimo pertenece al punto de de Sitter 2; donde la solucién cosmolégica se asienta en
un tiempo cosmolégico futuro.

Notemos que la constante cosmoldgica efectiva del modelo A% = 2.09H7 (para A = 1
y Rs = 4.1TH?) es muy parecida a la real debida al punto de de Sitter Ay = & ~
1.71H2.

Una de las propiedades de mayor importancia del modelo de Starobinsky es que
puede satisfacer las condiciones impuestas por las observaciones cosmoldgicas, por
ejemplo, una época dominada por materia seguida de época tardia acelerada [5, 121].
Otro punto importante, como el mismo Starobinsky menciona, es que el modelo pasa
las pruebas de gravedad conocidas para el sistema solar con ¢ > 2 (cf. Seccién III en
[117]).

4.5.2. Modelo MJWQ

En [87] Miranda et al., presentan el modelo que involucra dos pardmetros positivos
By R, ie.

fu(R) = R — (R, ln(l + Rﬁ) (4.19)

Como en el modelo de Starobinsky, en lo sucesivo tomaremos 3 = 2y R, = 0. HZ, donde
0. nuevamente es un pardmetro adimensional. Estas elecciones se toman simplemente
para comparar los modelos, y no necesariamente son la mejor opcion. Entonces de (4.19)



62 CAPITULO 4. TEORIASf(R)

obtenemos (ver Figuras 4.5-4.7)

dfu 5
e [ 4.20
Ehr_ P (4.20b)

Rz R, <1+ R%)T

Con esto podemos ver las condiciones de estabilidad. Notemos primero que el do-

minio de la funcién esté definido solo para % ﬁ > —1. Entonces, la condicién (fy)g > 0

se cumple para £ > 3 — 1. Para el valor ﬁ = 2 obtenemos la condicién % > 1 (cf.

Figura 4.6). Por otro lado. la condicién (far)rr > 0 se cumple de manera inmediata
puesto que A= = —1 no pertenece al dominio de la funcién y ademds § y R. son pa-
rametros positivos (cf. Figura 4.7). En la referencia [65] obtuvieron que, en el contexto
cosmoldgico, la de51gualdad > > 1 se cumple durante la evoluciéon cosmolégica (para
f=2yo0,=1).

En este caso el potencial asociado a este modelo es

Vig(R) = (32 +68R.R — 28R,(2R + 3R,) In (1 + Rﬁ)) : (4.21)

6
donde el minimo global en R; ~ 6.146H¢ es el punto de de Sitter alcanzado en la
evolucién cosmolégica (cf. [65]).

Finalmente cabe destacar que Miranda, et al., demostraron que su modelo es con-
sistente con la cosmologia de FRW y que para objetos compactos idealizados el modelo
evade las singularidades. Ademds demostraron que con este modelo se puede reprodu-
cir la época dominada por la materia, asi como la fase acelerada necesaria para explicar
varias observaciones.

4.5.3. Modelo Hu-Sawicki

En la referencia [55], Hu y Sawicki introducen su modelo mediante

> (5e)"

donde ¢y, ¢z, n 'y m son pardmetros del modelo’. Ademds n > 0y por conveniencia m?
se fija a partir de las escalas de longitud del universo, i.e.

(4.23)

siendo py la densidad promedio actual del universo. Los pardmetros c¢; y ¢, son adi-
mensionales y se pueden fijar exigiendo que este modelo imite al modelo ACDM. Por

9Notemos que el modelo de Hu-Sawicki con n = 2 es bdsicamente | mismo modelo que el de Staro-
binsky con ¢ = 1, con una redefinicién de los pardmetros.
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Figura 4.5: Perfiles de los modelo de Miranda, et al., (linea discontinua) con 5 = 2y o5 = 1; y el modelo

de Hu-Sawicki (linea punteada y discontinua) con ¢; = 1.25 x 1073, ¢co = 6.56 x 1075, n = 4y m? =

0.24HE; comparados con RG con una constante cosmolégica A = 2.08H¢ (linea solida). Donde R = 25 y
0

f(B) =5

la adimensionalidad de ¢; y ¢; vemos que (puesto que [R] =
unidades del SI, [m '] = [longitud].
Notemos de la Figura 4.5 y de la ecuacién (4.22), que cuando R > m?, fys = R —

[m?]) [m] = [energia], 0 en

mQE—; y por lo tanto, en este régimen, la constante cosmolégica efectiva del modelo es
oo m2() :
Agt = 7524 la cual no es despreciable, puesto que ¢; > c.

Ademas, para este modelo obtenemos:
dfus
dR

deHS - nm201 (% (
dr?z R2

=1- m - (4.24a)

(4.24b)

En lo sucesivo se asumiréa el valor numérico m* = 0.24H3, n = 4,¢; = 1.25 x 103 y
ca = 6.56 x 107°. Ver Figuras 4.6-4.7.

De igual manera al modelo de Starobinsky, el modelo de Hu-Sawicki tiene la pro-
piedad de que a pesar de que fr y frr no sean positivas definidas en general, si lo
seran durante la evolucién cosmolégica. Para el potencial asociado al modelo de Hu-
Sawicki, y puesto que la extensién de su expresion explicita es un tanto extensa y poco
iluminadora, solo presentamos el perfil de la Figura 4.8.

Podemos ver de la Figura 4.8 que se tiene un minimo local en R = 0, un maximo
local en R =~ 3.54H3 y un minimo global en R; =~ 8.93H¢ el cual corresponde al punto de
de Sitter obtenido en la evolucién cosmolégica. Con los pardmetros empleados vemos
que A% ~ 2.29H? mientras que para el punto el caso de de Sitter Ao = &L ~ 2.23H¢.
Estos valores son muy cercanos puesto que R; &~ 37m?, i.e. Ry > m?.
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Figura 4.6: Perfiles de fr para los modelo de Miranda, et al., (linea discontinua) con 8 =2y o, = 1,y
el modelo de Hu-Sawicki (linea punteada y discontinua) con ¢; = 1.25 x 1073, ¢2 = 6.56 x 107°, n = 4
y m? = 0.24H¢; comparados con RG con una constante cosmolégica A = 2.08Hg (linea sélida). Donde

R= %y [, (R) = fa(R).
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Figura 4.7: Perfiles de frpr para los modelo de Miranda, et al., (linea discontinua) con § =2y o, = 1,y
el modelo de Hu-Sawicki (linea punteada y discontinua) con ¢; = 1.25 x 1073, ¢co = 6.56 x 107°, n = 4
y m? = 0.24Hg; comparados con RG con una constante cosmologica A = 2.08H§ (linea so6lida). Donde

R= H%Q Y f pp(B) = H§ frr(R).

Finalmente, cabe destacar que los modelos f(R) de Hu-Sawicki y de Starobinsky,
son quizds los modelos mas probados cosmolégicamente hablando, y estas pruebas
incluyen verificaciones con el CMB, supernovas de tipo Ia, oscilaciones actsticas de
bariones y lentes gravitacionales, entre otras.

Si bien estos modelos han sido ampliamente estudiados en la Cosmologia, se em-
plean en su mayoria para estudiar la aceleracién tardia del universo, y puesto que el
objeto de esta tesis es la inflacién, es decir una aceleraciéon temprana, en los siguientes
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Figura 4.8: Perfil de V(R) para los modelos Miranda, et al., (linea discontinua) con § =2y g. = 1, y el
modelo de Hu-Sawicki (linea punteada y discontinua) con ¢; = 1.25 x 1073, ¢ = 6.56 x 1075, n =4y
m? = 0.24H¢.

capitulos emplearemos el modelo R* de Starobisnky [115] (este difiere al de la ecuacién
(4.16)) el cual ha sido estudiado exhaustivamente en este contexto. Para un andlisis més
detallado de soluciones numéricas de estos modelos en el contexto de una aceleraciéon
tardia del universo véase [65].
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Capitulo 5

Inflacion en teorias f(R)

Como se ha mencionado, cuando se estudia inflacién en el universo temprano, en
general, se emplean modelos basados en campos escalares que aparecen en teorias
como supergravedad o supercuerdas. Mientras tanto, en 1980 Alexei Starobinsky con-
sider6 correcciones cuanticas a la relatividad general, las cuales deberian de ser impor-
tantes para el universo temprano [115]. En este contexto, la gravedad f(R) es una, de
una amplia gama de variaciones a la gravedad de Einstein, y en la que nos enfocamos
ya que algunos modelos f(R) pueden explicar la expansion acelerada tardia del uni-
verso sin introducir nuevos campos como fuente de energia oscura. El modelo inflacio-
nario de Starobinsky (también llamado R?), a diferencia de otros modelos de la llamada
“vieja inflacion” tales como el de Guth [47], no presenta el problema de la salida elegante
(graceful exit problem), y ademds predice espectros de ondas gravitacionales casi inva-
riantes de escala y anisotropias de temperatura consistentes con las observaciones del
CMB [60, 89] (ver Figura 3.18).

Los modelos f(R) pueden dar solucién a algunas cuestiones cosmolégicas, pero
antes enfaticemos los criterios que deben cumplirse para que un modelo f(R) sea con-
sistente y compatible con las observaciones y experimentos cosmolégicos. El modelo
debe:

» tener una correcta dinamica cosmolégicaz,
» exhibir el correcto comportamiento de las perturbaciones cosmolégicas,

= y generar perturbaciones cosmoldgicas compatibles con las constricciones del CMB,
la estructura a gran escala, la nucleosintesis y las ondas gravitacionales [113].

!De manera resumida, el problema de la salida elegante es atribuido a un defecto propio de la
propuesta inicial de la teoria inflacionaria, en el cual esta expansion acelerada hace que el universo sea
homogéneo y plano, pero nunca se detiene, impidiendo que el universo se recaliente y forme estrellas
y galaxias. Esto es, o bien la inflacién no termina en absoluto, o bien termina demasiado rapido de tal
forma que no alcanza a resolver los problemas para los que fue inventada en primera instancia. Guth
era consciente de este problema mencionando: «I am publishing this paper in the hope that it will highlight
the existence of these problems and encourage others to find someway to avoid the undesirable features of the
inflationary scenario» [47].

2Es decir, que describa una correcta evolucién del universo.

67
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El presente Capitulo estd dedicado al estudio del modelo R? como modelo inflacio-
nario. Esto estd motivado por el hecho de que es el que mejor comportamiento presenta,
lo cual se muestra en los resultados de la Colaboracién Planck 2018 [101] (cf. Figura
3.18). Las referencias principales son [32, 113].

5.1. Dindmica inflacionaria en el marco de Jordan

El modelo R? de Starobinsky [115] (en lo sucesivo nos referiremos a él simplemente
como el modelo R? para evitar confusion con el modelo introducido en la seccion 4.5.1)

tiene la forma )

602
donde el pardmetro M estd relacionado con la escala de energia y tiene unidades de
energia. Cuando se haga un andlisis numérico en el presente texto, se usard el valor
estdndar empleado en la literatura como M ~ 10'* GeV (cf. [21, 32, 68, 82, 88]). El
término cuadrético en R es el que conduce a una expansién acelerada del universo
temprano, mientras que la presencia del término lineal eventualmente causa que la
inflacién termine.

Cabe destacar que este modelo se puede generalizar como f(R) = R + aR", sin
embargo, como se muestra en [60] empleando los resultados de COBE y posteriormente
por los resultados de la Colaboracién Planck 2018 [101], n ~ 2 es la tinica opcién viable.
Ademas este modelo es consistente con las anisotropias observadas por el CMB, siendo
un modelo viable y una alternativa a la inflacién cldsica mediante campos escalares
(Seccion 3.5).

A partir de (5.1), se obtienen las primera y segunda derivadas, las cuales son

f(R) =R+ R?, (5.1)

1

fR =1+ 3M2Ra (52a)
1
for = i) (5.20)

y puesto que 337 > 0 entonces g es positiva definida (véase Figura 5.1).
En este modelo, en vacio y con una 3-geometria plana (K = 0), la constriccién (4.14)
toma la forma

1 1 . 1

H2 _ _H — 2 g .

—1—3 %(MQ R 12M2R) 0, (5.3)
siendo las ecuaciones dindmicas para este modelo (ver (2.8), (4.13), (A.6), (4.15)):
R+3HR+ M*R =0, (5.4a)
: 1
H+2H* — ER =0, (5.4b)
. 1 1 | 1

H+ H? - —H = 2) = 4

+ 3+%(M2 R+2R+12M2R) 0, (5.4¢)

a—aH =0. (5.4d)
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Figura 5.1: Perfiles del modelo R?. Con f(R) (linea s6lida) dada en (5.5¢), de igual manera para su
primera (5.5f) (linea discontinua) y segunda derivada (5.5g) (linea punteada y discontinua).

Como vimos en el capitulo anterior, tenemos la libertad de emplear la ecuacién (5.4b) o
(5.4c), puesto que estas son equivalentes (cf. [65]).

5.1.1. Resultados numéricos

Para estudiar la dindmica inflacionaria en el modelo R? serd necesario buscar solu-
ciones numéricas, para ello primero introduciremos nuevas variables de tal forma que
las ecuaciones diferenciales sean adimensionales, es decir:

R= %, (5.5a)
t = Mt, (5.5b)

H
H= R (5.5¢)
a=2, (5.5d)

Q;
f= %, (5.5e)
fn=1TIr (5.5f)
[ =M frp. (5.5g)

Ademds, por conveniencia usaremos la ecuacién (5.4b) en lugar de (5.4c), puesto que
como ya mencionamos tenemos esa libertad. Entonces, a integrar tenemos el sistema de
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ecuaciones
R+3HR+R=0, (5.6a)
H+2H? - %E =0, (5.6b)
a—a =0, (5.6¢)

con constriccién hamiltoniana (ver (5.3))
oy (HR—£2> ) (5.7)
~ 34R 12/ 7 ‘

la cual se usa para calcular el error a todo tiempo de integracién. Los resultados ob-
tenidos mediante RK4 (Runge-Kutta de 4° orden), con un paso de At = 107° y con
condiciones iniciales®

(R, R,, H,,a;,)=(10543.8, —1.1 x 10°,110.6, 1.0), (5.8)

_—1) =1

se presentan a continuacion.
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Figura 5.2: Solucién obtenida para el escalar de Ricci R mediante RK4, con R(t = 0)=10543.8.

3Estas condiciones son tomadas de manera ad hoc, tal que podamos comparar los resultados de la
presente seccién con los obtenidos empleando una transformacién conforme (cf. Seccién 5.2). Por ello
tomamos R, de tal forma que cumpla la condicién (5.26) con ¢ = 10y con ella establecer R, a partir de la
constriccién (5.7).
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Figura 5.3: Solucién obtenida para el parametro de Hubble H mediante RK4, con H (¢ = 0)=110.6.
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Figura 5.4: Solucién obtenida para el factor de escala @ mediante RK4, con a(t = 0) = 1. Se observa que
el nimero de e-folds es N ~ 60 con a; ~ 10%.
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Figura 5.5: Perfil del logaritmo natural del factor de escala In(a).

1033 L .

1000 f
e

0.50 1

0.05

0.10

t

Figura 5.6: Perfil para la segunda derivada temporal del factor de escala d.
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Figura 5.7: Perfil del error numérico calculado de la ecuacién (5.7).

Resaltemos un par de cosas. En la Figura 5.2 vemos que R decae muy rdpidamente,
y su perfil es muy similar al de la Figura 3.9, esto debido, como veremos en la siguiente
seccién, a que R y ¢ estdn relacionadas.
La Figura 5.3 muestra el perfil del pardmetro de Hubble, donde una H ~ cte, caracteriza
un periodo inflacionario; esto se cumple a partir de ¢ ~ 0.1. Esto se corrobora también
a partir de las Figuras 5.4-5.6 , es decir el factor de escala crece de manera exponencial
y ademas acelerado.
Finalmente mostramos el error numérico en la Figura 5.7 calculado a partir de la cons-
triccién (5.7) a todo tiempo de integracion.

5.2. Dindmica inflacionaria en el marco de Einstein

5.2.1. Transformacidon conforme

La accién (4.2) en general corresponde a una funcién no lineal en R, y es posible
derivar una accién en un marco conforme bajo la transformacion [125]

gab = ngaba (59)

donde ? es el factor conforme y los factores con tilde representan cantidades en el
marco conforme o también llamado marco de Einstein. La relacién entre los escalares
de Ricci en los distintos marcos es (véase [125])

R=0? (R 460w — 6gabﬁambw) , (5.10)
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donde se define
w=InQ. (5.11)

Las cantidades sin tilde hacen referencia al llamado marco de Jordan y, en nuestro
contexto, es también llamado el marco fisico (ver Seccion 5.1). En este marco la accién
de la teoria estd enunciada en la ecuacion (4.2). En este sentido es conveniente reescribir
la accion de la teoria como

/d4x V=g ( Rfr — > + Swn[9an, V], (5.12)
donde se introduce
U= %ﬁ_f. (5.13)

Entonces, usando que v/—g = Q*/=g y la ecuacion (5.10) obtenemos la accién trans-
formada

.- U
/ d*z /=3 [2 o/ R(R + 600w — 6§V ,wVyw) — i | TS G ], (B.14)

donde el marco Einstein estd definido aislando un término lineal de R en la accidn, lo
cual se logra eligiendo

— fn. (5.15)

Esto es valido siempre y cuando fr > 0. Eligiendo el resto de la accién de tal forma que
esté en términos de un campo escalar* minimamente acoplado con la gravedad, esto es

o= \/zln fr, (5.16)
2K

de lo cual vemos que fr es una funcién de ¢ a través de R, es decir, R = R(¢), lo cual
serd de utilidad al hacer el cambio de marco. Con lo anterior tenemos que

w = g¢, (5.17)

~ 1 K =
(o = ﬁaa (ﬁw—g g babqs) , (5.18)

entonces este término se anula bajo la integral al emplear el Teorema de Gauss.
Por otro lado, también es usual introducir el potencial [32]

~ U_Rfr—1Tf
Vi(g) = 7T o (5.19)

“Notemos que en principio deberiamos etiquetar al campo escalar con un tilde (¢), sin embargo, en el
marco de Jordan el que juega el papel de campo escalar es la funcién fz y lo cual, en principio, nos ayuda
a evitar confusiones. Por esto abusamos de la notacién para no saturar més con simbologia el desarrollo.

y puesto que
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de tal forma que obtengamos una forma familiar en la accién resultante. Entonces la

accion en el marco conforme toma la forma

S = /d4x\/_[ R——gabv Vb — V(0)| + SuleVE? Gun, 0.

(5.20)

Esta describe a la relatividad general en la presencia de un campo escalar ¢ minimamen-
te acoplado a la gravedad, pero no-minimamente acoplado a la materia® en el marco

conforme o de Einstein.
Ahora consideremos un espacio-tiempo FRW plano en el marco fisico

ds? = —dt* + a*(t) dx>.
Entonces, la métrica en el marco conforme tiene la forma
432 = —df* + @%(1) dx% = fr (— d? + a?(t) dx?) = O*ds?,

por lo tanto, para fr > 0, tenemos

P =/ frdt,
a= \/Ea.

Con lo anterior, obtenemos que el pardmetro de Hubble transforma como

~ a d . ¢ .
ﬁ:lﬁz‘ﬁ%% v _ Gt L
adt av/ fr av/ fr VIR 2fr

donde, el punto denota derivacién temporal en el marco fisico, i.e. fr =

de.

5.2.2. Dindmica para el modelo R?

Mediante (5.19) y el modelo R? obtenemos el potencial (cf. Secciéon C.3)

V()= 25 (1 Vo)

4k

Por otro lado, empleando (5.2a) en (5.16), obtenemos que
R =3M? <e\/§¢ — 1> ,
y directamente de esta expresion se tiene que

S

(5.21)

(5.22)

(5.23a)
(5.23b)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

>Esto significa que pueden surgir términos donde ¢ aparece en el sector de materia de la accién. Esto

debido a la relacion (5.16).
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donde hemos usado que
4 Ve (5.28)
dt

Finalmente de la ec. (5.24) tenemos
H=eVee (H— \/Ed—(? , (5.29)
6 dt

a=ae Ve (5.30)

y de (5.23b)

Entonces, obteniendo una solucién en el marco conforme podemos usar las relacio-
nes anteriores para obtener la soluciones en el marco fisico o marco de Jordan, lo cual
realizaremos en la siguiente subseccion de forma numérica.

5.2.3. Solucion numérica

Para ilustrar ideas y ver que esto realmente se cumpla resolveremos un problema
analogo al que realizamos en la Seccién 3.6, pero usando ~ = 1y en unidades de M?, es
decir, en este caso usaremos las variables adimensionales:

t = Mi, (5.31a)

6=0, (5.31b)
o

a= -, (5.31d)
1%

Vs ENU) (5.322)
(Cil_% _al, (5.320)
dd_i] _ eV, (5.32d)

donde ¢ es el tiempo adimensional en el marco Jordan, ec. (5.23a) y el que nos daré el
cambio entre los marcos. Para evitar confusién entre estos se distinguen con el subindice
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Figura 5.8: Perfil del potencial (5.33).

J pero se omitird cuando esto sea claro. El potencial en estas unidades es (ver Figura
5.8):

V() = (1— e VEY
V()= 1 (1 e ) , (5.33)
y la constriccién hamiltoniana
L 11,
H* — 3 §gb + V(o) | =0. (5.34)

Nuevamente empleando el método RK4, con un paso de At = 10~* y condiciones

iniciales
(¢ G s Ho G t70)=(10.0, —2.12152,1.0, 1.0, 0), (5.35)

las cuales son elegidas de tal forma que coincidan con aquellas del andlisis hecho en la
secci6n anterior. En particular, para ¢  se elige 10 por ser unas region donde el potencial
es muy plano (cf. Figura 5.8) y a, por construccién es 1 al inicio de la integracion.

Debemos resaltar que de la Figura 5.9 podemos ver que en t ~ 3 el campo escalar
entra en una etapa de inflacién (slow-roll), lo cual se puede ver también de la Figura
5.10 puesto que el pardmetro de Hubble se mantiene muy cerca a constante.
Ademas, de las Figuras 5.11-5.12 es claro que tenemos un crecimiento exponencial en el
factor de escala y ademds acelerado (cf. Figura 5.13).
Por ultimo se calcula el error numérico empleando la constriccién (5.34) a todo tiempo
de integracién (ver Figura 5.14).
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Figura 5.9: Solucion obtenida para el campo escalar ¢ en el marco conforme mediante RK4, con ¢ = 10.
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Figura 5.10: Solucién obtenida para el pardmetro de Hubble H en el marco conforme mediante RK4, con
Hy =1
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Figura 5.11: Solucién obtenida para el factor de escala a en el marco conforme mediante RK4, con g,
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Figura 5.12: Perfil del logaritmo natural del factor de escala In(a).
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Figura 5.13: Perfil para la segunda derivada temporal del factor de escala 4.
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Figura 5.14: Perfil del error numérico calculado a partir del valor absoluto de la ecuacién (5.34).
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5.3. Equivalencia de los marcos

La definiciéon de esta equivalencia, en el contexto actual es a menudo oscura. Para
ello se pueden tomar dos caminos; en el primero se puede considerar que la fisica en
ambos marcos es idéntica, lo cual requiere que definamos claramente lo que significa
equivalencia fisica. Por ejemplo [34, 41] definen la equivalencia fisica como los marcos
cuyos observables deben ser equivalentes. El segundo caso es que un sistema en el
marco fisico se puede resolver en el marco conforme siempre que se transforme de
nuevo al marco fisico para su interpretacion [102], para ello se requiere que se defina el
concepto de marco fisico a priori, aquel en el que se deberan tomar las observaciones. En
nuestro caso, puesto que estamos interesados en teorfas f(R) el marco de Jordan es el
que tomamos como marco fisico.

En este sentido, el marco de Jordan (fisico) corresponde a aquel para el que las
particulas de prueba siguen geodésicas de la métrica g,;, teniendo para el caso con
materia que el tensor de energia-momento 7, se conserva. Por otro lado, en el marco
de Einstein (conforme) las particulas de prueba no siguen, en general, las geodésicas de
la métrica g, y el tensor energia-momento T,, NO se conserva en general. No obstante,
cuando no hay contribuciones de materia, como es en nuestro caso, la distincién entre
cudl es el marco fisico y cudl el conforme se vuelve irrelevante. Esto es importante en
el contexto de teorias f(R) puesto que en dado caso la inflacién no es producida por
campos de materia, si no que es producida por la parte geométrica de la teorfa. Esto
serd tratado con mds detalle en el Capitulo 6.

8000

6000

4000 |- B

1076 10~° 1074 0.001 0.010 0.100 1
5

Figura 5.15: Solucién obtenida para el escalar de curvatura R, al hacer la transformacién conforme me-
diante (5.26) (compaérese con Figura 5.2).
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Figura 5.16: Solucién obtenida para el pardmetro de Hubble H en el marco fisico, al hacer la transforma-
cién conforme mediante (5.29) (compérese con Figura 5.3).
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Figura 5.17: Solucién obtenida para el factor de escala a en el marco fisico, al hacer la transformacién
conforme mediante (5.30) (compdrese con Figura 5.4). Notemos que el valor inicial a; también transforma.
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Figura 5.18: Perfil del logaritmo del factor de escala en el marco fisico In ;- (compérese con Figura 5.5).

La equivalencia fisica entre marcos implica que el comportamiento general de las
soluciones en ambos marcos coincidirian. Para verificar esto, tomemos las soluciones
obtenidas en la seccién anterior para el marco de Einstein y mediante las relaciones
(5.26)-(5.30) podemos obtener la evolucién en el marco de Jordan. Lo cual se puede
comparar con lo obtenido en la Seccién 5.1. Por ejemplo, vemos que el escalar de Ricci
en el tratamiento f(R) (marco de Jordan) se obtiene en la Figura 5.2 y para el que obtene-
mos a través de la transformacién conforme a partir de la teoria con un campo escalar
minimamente acoplado se presenta en la Figura 5.15. Es claro que estas coinciden de
gran manera. Lo andlogo ocurre con el pardmetro de Hubble y el factor de escala (cf.
Figuras 5.3-5.5 y 5.16-5.18).

Finalmente, podemos concluir que la equivalencia de los marcos se da puesto que
la contribucién de materia en la accion (5.20) es nula.
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Capitulo 6

Perturbaciones cosmologicas

Como hemos mencionado en los capitulos previos, la inflacién no solo resuelve
problemas como el del horizonte y planitud (cf. Seccién 3.4), sino que también explica
la formacién de estructura, esto es, el periodo durante el cual perturbaciones cudnticas
dan origen a la estructura observada hoy en dia, siendo la expansion exponencial del
espacio la causante de que las perturbaciones crezcan a escalas de relevancia actual-
mente. La Figura 6.1 muestra como perturbaciones cudnticas son generadas en escalas
de subhorizonte, pero salen del horizonte una vez que el radio (comévil) de Hubble
(aH)™! se vuelve més pequefio que su longitud de onda comévil [77]. Esto se traduce
en una expansion superluminal en donde las perturbaciones quedan fuera del contacto
causal, volviéndose perturbaciones clasicas de densidad en escalas de superhorizonte,
las cuales reingresan al horizonte en la evolucién sucesiva y posteriormente colapsando
gravitacionalmente de tal forma que formen la estructura a gran escala que observamos
en el universo [11].

Para entender el origen de las estructuras observadas hoy en dia, es usual emplear
teoria de perturbaciones a partir de una configuraciéon homogénea y de ella obtener la
evolucion de las inhomogeneidades. En otras palabras, queremos saber como pequefas
inhomegeneidades en la distribucién de materia evolucionan en tiempo y espacio. Ac-
tualmente se piensa que las anisotropias observadas en el CMB tuvieron origen en las
perturbaciones primordiales de la densidad en el universo primitivo, y de hecho las
anisotropias del CMB proveen estimaciones para parametros como los de slow-roll (e.g.
Fig. 3.17) que nos pueden ayudar a descartar modelos inflacionarios.

Al analizar la teoria de perturbaciones, dos espacio-tiempos estan involucrados: el
ficticio o no-perturbado cuya descripcion idealizada suele ser conocida y sirve como
el espacio-tiempo de “fondo”; y el fisico que estd perturbado y se considera como el
espacio-tiempo “real”. En cosmologia usualmente se toma el espacio-tiempo de FRW
como el fondo, por lo cual el tratamiento realizado en el Capitulo 3 serd valido a orden
cero en las perturbaciones, y las predicciones sobre el origen de estructura estaran dadas
en términos de las perturbaciones.

Las observaciones del CMB (ver Figura 2.1) muestran un gran éxito de la teoria de
perturbaciones. Estas muestran que en la superficie de tltima dispersion el universo
era casi totalmente homogéneo, esto es, las inhomogeneidades solo contribuian a un
orden de 10~°. Es por esto que en el presente capitulo se asume que a lo largo de la

85
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Figura 6.1: Diagrama esquematico (no a escala) de la evolucién de las perturbaciones cuanticas genera-
das durante la inflacion. El radio comévil de Hubble (horizonte) decrece durante inflacién y crece en la
evolucion posterior del universo. Esto implica que las escalas comoéviles (k') pueden salir del horizonte
durante la inflacién y posteriormente reentran para evolucionar en anisotropias en el CMB y pertur-
baciones en la estructura a gran escala. La fisica causal no puede actuar sobre las perturbaciones en el
superhorizonte y estas se congelan hasta que vuelven a entrar al horizonte. Esta evolucién temporal debe
tenerse en cuenta para relacionar las observaciones cosmolégicas con las perturbaciones primordiales
establecidas por la inflacion.

evolucién del universo, en general, cualquier desviacién de la homogeneidad e isotro-
pia serad pequefa y por lo tanto puede tratarse mediante la teoria lineal de perturbacio-
nes. De acuerdo a la Figura 6.1 la evolucién de las perturbaciones cosmolégicas tendré
tres etapas [11]: (1) el origen de las fluctuaciones cudnticas cuando salen del horizonte
(subhorizonte) durante inflacién'; (2) la evolucion de estas mientras estan fuera del ho-
rizonte (superhorizonte), la cual estd descrita por la suposicion de universo separado?; y
(3) su subsecuente evolucién esta descrita por el formalismo usual de la teoria pertur-
bativa cosmolégica de primer orden.

La idea bdsica consiste en perturbar la métrica g, y el tensor energia-momento de
fondo 7T,;, de tal forma que las cantidades perturbadas difieran de sus respectivas can-
tidades de fondo por valores pequefios, i.e. gap —* Gab + 99ap Y Top — Tap + 010 A través
de este procedimiento se linealizan las ecuaciones de campo en las perturbaciones 6gqs
y 6155, obteniendo un sistema de ecuaciones diferenciales lineales para las perturbacio-
nes de la métrica y de la materia®. Sin embargo, la teoria de perturbaciones presenta

'Una descripcién a segundo orden seré necesaria cuando fenémenos como la no-gaussianidad entren
en juego. Sin embargo en este trabajo no se consideran.

2La conjetura del universo separado establece que una perturbaciéon de densidad se comporta
localmente (es decir, en escalas mucho més pequefias que la longitud de onda del modo) como un uni-
verso separado con diferente densidad y curvatura de fondo.

3A partir de la siguiente seccién denotaremos a las perturbaciones por un superindice del lado
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el problema de la libertad de norma, esto significa que al comparar cantidades de los
espacio-tiempos perturbado y de fondo existe una arbitrariedad respecto a la eleccion
de la manera en que se realiza la identificacién de los puntos en un espacio-tiempo con
los del otro. Para lidiar con este problema existen al menos dos alternativas [35]: (1) fijar
la norma, o (2) emplear cantidades invariantes de norma. En el presente texto usaremos
en su mayoria el segundo enfoque a menos que se especifique lo contrario.

El presente capitulo esta dedicado a describir la teoria perturbativa lineal aplicado a
un espacio-tiempo arbitrario para posteriormente tomar como caso especifico el espacio-
tiempo de FRW como fondo. También el formalismo de invariantes de norma es pre-
sentado y usado para describir la dindmica en dos escenarios: (1) el correspondiente a
la RG mds un campo escalar minimamente acoplado a la gravedad y que corresponde
a la inflacién estandar, y (2) el descrito por teorias f(R). Finalmente se hace la conexién
en ambos escenarios con los observables cosmolégicos. Los textos que fueron de gran
ayuda para construir este capitulo son [8, 35, 92, 125].

6.1. Teoria lineal de perturbaciones cosmolédgicas

Antes de analizar la teoria lineal de perturbaciones cosmoldgicas en la gravedad
f(R), lo haremos primero en RG ya que las ecuaciones de campo son muy similares
y difieren por un término de 7%, Para ello estudiaremos la pequefia desviaciéon de
una métrica fisica g,,, también llamada métrica perturbada, la cual se descompone en
términos de una métrica de fondo, o no perturbada, y una parte asociada a la perturba-
cién; es decir, como una familia uniparamétrica de soluciones

9ab(A) = Gab + Map, (6.1)

siendo g, la métrica del fondo, la cual se asume es una solucién conocida de las ecua-
ciones de campo pero por el momento arbitraria. En lo sucesivo las cantidades con barra
caracterizardn valores del fondo. Por otro lado, h,;, es la perturbacién a la métrica la cual
se considera pequefia* y, como ya mencionamos, en este capitulo s6lo se consideran per-
turbaciones lineales en el pardmetro .

Notemos que la inversa de la métrica fisica es

g (\) = g* = A\g*5""hea, (6.2)
lo cual es vélido a primer orden en )\, como se muestra a continuacion:
9 ghe = (5% — 2G5 heg) (Goe + Mune) = 0% AN hie— GG hefGoe t O(N2) = 6%, (6.3)

donde en la dltima igualdad se us6 que A\g*g* hesGoc = AG*hec = AGhie-

izquierdo de la cantidad a perturbar, etiquetando el orden de la perturbacién; e.g. (1)Tab se usa en lugar
de 6T, El tinico caso que no seguird esto es la métrica, donde la perturbacién serd denotada por hgp.

4Podriamos elegir Ah,, — hgp, donde || < 1 es absorbida dentro las componentes de h,;,. De hecho,
en las siguientes secciones implementaremos esto, es decir, por simplicidad se absorbera el parametro A
dentro de hg; para simplificar la notacién.
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Por lo anterior es conveniente definir®
h = g he, (6.4)

es decir, los indices de h® (h,;) se bajan (suben) con la métrica de fondo g, (5%).

Denotemos por V, a la derivada covariante compatible con la métrica fisica, es
decir V.gu(A) = 0y V., la derivada covariante compatible con la métrica de fondo,
i.e. V.gs = 0. De acuerdo con el anélisis usual de la Geometria Diferencial, la diferencia
entre las derivadas V, y V, es determinado por la conexién C¢,, dada por [125]

1 _ _ _
Cu(A) = 596d (Vagsd + Vigaa — Vaga) - (6.5)

En particular notemos que la conexién toma una forma conveniente al emplear (6.1)
y (6.2),i.e.

C(A) = = (5 = M) (Vo (Mwa) + Vo (Ahaa) — Vi (Ahap))
7 (Vahoa + Vohaa — Viha) + O(X?).

Notemos que la conexién no tiene contribuciones a orden cero, y por lo tanto es una
cantidad puramente de primer orden en A:

1 _ _ _
Wee, = §§Cd (Vahoa + Vihaa — Vaha) - (6.6)

6.1.1. Desarrollo del tensor de Riemann

Usando que la conexién se relaciona con la diferencia de dos operadores derivada
diferentes mediante:
(Vb — Vb) We = Cdbcwd, (67)

entonces
Vavbwc - ?a (?bwc - Cdbcwd) - Ceab (?ewc - Cdecwd) - Ceac (?bwe - Cdbewd) ; (68)
donde por definicién del tensor de Riemann tenemos
Rabcdwd = (Vavb - vbva) We
=V, (?bwc — Cdbcwd) - C° (?ewc — Cdecwd) —C°,. (?bwe — Cdbewd)
— Vi (Vawe = C%wa) + C%y (Vewe — C% wa) + C% (Vawe — C%wa)
= vavbwc — ?;ﬁawc — wd?aCdbc + Ceca Odbewd + wd?deac — Cebc Odaewd
= Rabcdwd - wd?acdbc + Ceca Cdbe Wq + wd?bcdac - CVebc Cdae Wd;

>Notemos que esta definicion es por simplicidad y bajo esta definicién (6.2) tendré un signo negativo,
i.e. g% = g — Ah®, el cual no parece ser natural. Por ejemplo, en el texto de Weinberg [129] la definicién
(6.4) incluye el signo negativo resolviendo lo anterior.
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por lo tanto

R d()\) - Rabcd - 2?[a0db]c —|— QCec[a Cdb}e. (69)

Usando (6.6) y que los productos de conexiones son términos de segundo orden
obtenemos que

abc

R, = R, — V,C% + ViC%h, + O(N?)

abc
I A

= Rabc - Egdeﬁa (?bhce + ?cheb - ?ehbc>

+ ggdeﬁb (Vahee + Vehea — Vehae) + O(N?)

= Rabcd - % |:gde (?avbhce + va?ch/eb) - ?a@dhbc

- gde (?bvahce + ?bvchea) + ?b?dhac] + O()\Z)

= Ryt + A VR, A+ 0(N).

abc

Entonces a primer orden en \ tenemos

DR, 4= —gde (v[avb}hce + vache\b]) + ?[a?dhb]c. (6.10)

6.1.2. Desarrollo del tensor de Ricci

Para el tensor de Ricci usamos

Rab()\) — Rab - Qv[ac’cc]b + 2061)[“ ¢ (6.11)

cler

y andlogamente al célculo de (6.10)

R,—R,— g (Va¥hoe — VoVl + VT, — VFshea — Va¥hes + VoVhas) + O(N?)
= R+ (V¥ — VTl + VTphes — V.V + O(V)
= Ry, + AR, +0()?),
o bien
DRy, = 5 29V e — VaVih — VoVha) (6.12)

donde h = h¢, = g*°hy, es la traza del tensor h,;,. Notemos que (6.12) coincide con (6.10)
al contraer los indices b y d.

6.1.3. Desarrollo del escalar de Ricci

Para el escalar de curvatura tenemos que

R(A) = g™ (N Ry (A) = R — 29"V, C%, + 2970, Oy (6.13)
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lo cual, explicitamente
R= (3% — Ah™) (Rab A AT W%)) oM

= R MRyt 55" (29Tl — VuVoh — VoTha) +O()
=R — X [h"R,, — V*V’hy, + V.V°h] + O(N?)
=R+ \YR+0(N\),

entonces

(R = —h"R,, + V'V’hy, — V.V°h. (6.14)

6.1.4. Desarrollo del tensor de Einstein
Por dltimo, usando la definicion del tensor de Einstein

GaN) = RalN) = 590 (NROV), (6.15)

tenemos que
_ A - _ _ _
Gab()‘> - Rab + 5 (vcvahbc - vavbh + VCVbhca - chchab)
1 _ _ _ _
= 5 (Fab + Mrap) [R = X (B Rey = VNV hea + VeVeh) | + O(N)
_ AlM— — _ _ _
Gab + § |:V0Vahbc - VaVbh + vabhca - chchab

+ gab (thRcd - vCvdhcd + vg?ﬂl) —_ habR] + O()\2)
=G, + A6, +O(N),

por lo tanto

1 _ _ _ _
Oa,, = 5 2VV (whiye — VaViph — Ve VChay — hap R

+ Gab (KR g — VoV hog + V. V°N) } | (6.16)

Notemos que la introduccién de una nueva variable

1

Bab = hab - §gabh’7 (617)
nos permitird simplificar (6.16), esto es:
I 1o =07 1 c.edr 1~ ~ ~
VGap = VVahye = 5VeVha = 590V Vhea + 5 Re (G0 = hag™) .| (618)
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Cabe destacar que tanto en la ecuacién (6.16) como en (6.18) dos términos dependen
del tensor de Ricci del espacio-tiempo del fondo, y por lo tanto las expresiones se
simplifican si estamos considerando perturbaciones al fondo de Minkowski o en una
solucién en vacio (i.e. Ry, = 0).

También, es posible reescribir el primer factor en términos del tensor de Riemann,
es decir

R 1 . .
VY ahe = 59 |V 1Vale + V1 Vihac|
1 _ o~ _ ~ _ ~ _ o~ _ - _ -
= g [vav thoe + Ry hee + R e + V¥ phoe + Rypahee + be;hae]
= v(avcilb)c "‘ Rc(ab)eilec + R(acilb)c,

donde se us6 que (V,V, — V,V,) hea = Ry heq + R,y hee, ademéds de poder quitar la
notacién de simetrizacién en el segundo término puesto que este es ya simétrico en los
subindices® a y b. Por lo tanto

_ 1- _ -~ 1 -
WG, = VYV — 5 VeVha — 59V hea

_ ~ _ ~ 1 - ~ ~
+ Rcabehec + R(achb)c + §Rcd (gathd — habng> . (6].9)

Expresiéon que coincide con la obtenida en [7, 23]. También debemos destacar nue-
vamente que (6.19) es vélida para un espacio-tiempo de fondo arbitrario.

6.2. Perturbaciones lineales a un fondo FRW

En nuestro caso estamos interesados en pequetias desviaciones del espacio-tiempo
homogéneo e isotrépico, es por eso que en lo sucesivo tomaremos al fondo como el
espacio-tiempo de FRW. La motivacién principal es que las observaciones demuestran
que a grandes escalas el universo es muy homogéneo e isotrépico. Un resultado impor-
tante es que, las soluciones fisicas razonables de las ecuaciones de campo linealizadas,
corresponden a soluciones de las ecuaciones completas no-lineales del espacio-tiempo
FRW ligeramente perturbado [33]. Por tanto, la teorfa de perturbaciones lineales esta
matemadticamente bien definida.

La métrica del fondo (cf. ec. (2.2)) tiene la forma

ds® = g, da* dz” = — dt* + a®(t)y;; da* da? (6.20)
donde, v;; se define como la 3-métrica conforme inducida en la hipersuperficie espacial
¥, la cual, de momento, no necesariamente es plana, i.e.

2

6Esto es directo de las propiedades del tensor de Riemann y por las simetria de Ree, i.€.

Rcabehec = nggefRdabeec = ngQEfbeadﬁec = gedngbeadilce = Rcbaeﬁec-
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Por otro lado, las ecuaciones de Einstein son ecuaciones diferenciales de segundo
orden no-lineales y acopladas, lo que en principio las hace complicadas, relacionando
las perturbaciones métricas con las perturbaciones del tensor energia-momento. Sin em-
bargo, las simetrias del espacio-tiempo FRW permiten separar a las perturbaciones en
sus partes escalares, vectoriales y tensoriales, las cuales evolucionan independiente-
mente (a orden lineal). Esta clasificacién es debida al comportamiento de h,;, ante trans-
formaciones de coordenadas espaciales en hipersuperficies con ¢ constante [119]. Esto
nos permite reducir a las ecuaciones de campo como un conjunto de ecuaciones dife-
renciales lineales desacopladas.

Una virtud de lo anterior es que, como veremos mas adelante, las perturbaciones
vectoriales no son creadas por la inflacién o en dado caso decaen rapidamente en un
universo en expansion y las perturbaciones tensoriales conducen a ondas gravitaciona-
les, las cuales no se acoplan con la densidad de energia y con las inhomogeneidades
de presion. Sin embargo, las perturbaciones escalares pueden conducir a inhomogenei-
dades que evolucionan con el tiempo, las cuales tienen un impacto importante en la
dindmica de la materia [92]. Esto nos permite analizar cada tipo de componentes por
separado y, una vez que regresemos al estudio de la inflacién, tomar las perturbaciones
vectoriales idénticamente cero.

6.2.1. Descomposicién escalar-vectorial-tensorial

Como recién mencionamos, el caracter tensorial de las ecuaciones de Einstein hace
que, en general, tengamos un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas. Sin embar-
go usando una cierta descomposicion es posible desacoplar las ecuaciones en modos
diferentes [35].

Perturbaciones escalares

Si separamos la perturbacion h,, en componentes temporal, temporal-espacial y
espacial, entonces es sencillo ver que una funcion escalar A : R* — R caracteriza a
la componente hg. Para hy, la idea es similar, pero ahora la tinica alternativa es con una
derivada covariante con respecto a la 3-métrica de fondo 5, i.e., D;B, donde

Notemos que si K = 0 en (6.21) recuperamos un espacio plano y por lo tanto v;; — d;;
y ademas D; — 0.

Por altimo para h,; hay dos formas de caracterizarla mediante funciones escalares,
una es multiplicando a la 3-métrica 7;; por una funcién escalar arbitraria D y la segunda
es como una doble derivada covariante de una funcién £.

En resumen, para las perturbaciones escalares:

00 = —2A, (6.23a)

e — _q(¢)D;B, (6.23b)
h;e;c _ 2@2 (t) ('D,.yl] _ DlD]g) , (623C)
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siendo los signos y factores de 2 una convencion’.

Entonces la forma mads general de la perturbacién métrica en términos de las pertur-
baciones escalares es caracterizada por cuatro funciones escalares arbitrarias A, B, D'y
&, las cuales son funciones de las coordenadas espacio-temporales.

Perturbaciones vectoriales

Siguiendo la misma idea, las perturbaciones vectoriales puede construirse usando
los 3-vectores C' y V* que estan restringidos por

D;C* = DV = 0. (6.24)

Esta condicion estd bien motivada puesto que si, por ejemplo, D,C* # 0, entonces
por el Teorema de Helmholtz podriamos separar C* en un vector sin 3-divergencia y un
3-gradiente de una funcién escalar, pero esto no seria una perturbacién vectorial en
estricto sentido.

En resumen, para las perturbaciones vectoriales:

hggc — 07 (625&)
vee — _q(1)C;, (6.25b)
By = a(t) (D;V; + DV, (6.25¢)

donde los indices se bajan (suben) con la 3-métrica 7;; (v%).

Perturbaciones tensoriales

Las perturbaciones tensoriales son implementadas usando un 3-tensor simétrico,
con 3-divergencia nula y sin traza®, b (TT por sus siglas en inglés transverse-traceless),
es decir

hi =hy, (6.26a)
D'h =0, (6.26Db)
(RTHk, =0, (6.26¢)

por lo tanto A] no contiene partes que transformen como escalares o vectores.
Entonces, las perturbaciones tensoriales son simplemente

hEM =0, (6.27a)
hEr = 0, (6.27b)
het = a®(t)hy]. (6.27¢)

"Notemos que los factores de a(t) en (6.23b) y (6.23c) también se introducen por convenciéon y no
hay pérdida de generalidad puesto que las ecuaciones (6.23) no involucran derivadas temporales (de
hecho esto se cumple también en las perturbaciones vectoriales y tensoriales), entonces esto es un simple
reescalamiento de las funciones escalares, i.e. B(t, 2%) — a(t)B(t, 2*). Si empledramos el tiempo conforme
7 entonces seria conveniente reescalar las cuatro funciones escalares por un factor de a®.

8Al exigir que hj; no tenga traza, no perdemos generalidad, ya que cualquier parte de la traza se
puede absorber en D.
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Cabe sefialar que hy, tiene 10 componentes algebraicamente independientes (por su
simetria) las cuales estdn representadas por 4 de las perturbaciones escalares, 4 de las
perturbaciones vectoriales (2 por cada 3-vector) y 2 de las perturbaciones tensoriales
(por las constricciones de h,}"). De hecho, de estas 10 componentes, 4 se pueden fijar
puesto que tenemos la libertad de transformar nuestras coordenadas (¢, z*) sin cambiar
ninguna cantidad fisica. Las transformaciones de coordenadas infinitesimales, llamadas
transformaciones de norma, dan como resultado cambios en los campos (A, B, Ct, D,
g, V', hl) puesto que el intervalo ds® debe ser invariante bajo transformaciones de
coordenadas generales [35].

Finalmente, el Teorema de la Descomposicion (ct. [35]) establece que, a primer orden,
las perturbaciones de cierto tipo (escalares, vectoriales o tensoriales) evolucionan de
manera independiente’. Esto significa que si algtin proceso fisico genera perturbacio-
nes tensoriales, estas no generan perturbaciones escalares conforme evolucionan. De
manera andloga, para determinar la evolucién de perturbaciones escalares, no nos pre-
ocuparemos por perturbaciones vectoriales o tensoriales. La razén principal por la que
el Teorema de la Descomposicion se satisface es porque la métrica FRW de fondo es
espacialmente isotrépica. Més adelante nos concentraremos en las perturbaciones pu-
ramente escalares, puesto que estas serdn las que exhiban inestabilidades y pueden
conducir a la formacién de estructura, y las perturbaciones tensoriales, las cuales invo-
lucran ondas gravitacionales.

Entonces podemos reconstruir la forma total de la perturbacion con esta descompo-
sicibn como

hay = ey + hag” + hay's (6.28)

o de forma explicita
hoo = —2./4, (629&)
hij = a*(t) [2Dvi; — 2D;D;E + D;V; + DV + b . (6.29c)

Cabe destacar que por la adimensionalidad del tensor métrico y del factor de escala q,
las variables A, C;, Dy h};-T son adimensionales. Sin embargo, en unidades naturales,

[B] = [Vi] = (Energia)~! = [£]V/2.

6.2.2. Tensor de Einstein

Notemos que con la forma (6.20) para la métrica de fondo y empleando la separacién
en (6.29) se obtiene la traza de h,,

1 .
h=g"hu, =h", = —he + ?vﬂ’“hjk =24+ 6D — 2D*D,E, (6.30)

9Esta nomenclatura se emplea en la literatura, sin embargo cabe destacar que esta descomposicién es
para 3-escalares, 3-vectores y 3-tensores, y es importante resaltarlo.
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entonces la variable h,, = hg, — % Japh, introducida en (6.17), es separada en sus compo-
nentes como

hoo = —A + 3D — DFD,.&, (6.31a)
ho; = —a(t) (DB +C;) (6.31b)
hij = a*(t) [~ (A+ D — D"Di€) v;; — 2D,D,E + D;V; + D;V; + bl (6.31¢)

Resaltemos que para la métrica FRW (6.20)

i 1—i = = = 1 i 3 i
[ = 59 (051 + Ogi; — Augsw) = 57 Qv + g — dvgw) = ( )(7)F jk? (6.32)
esto puesto que (6.32) no involucra derivadas temporales y por esto los factores a(t)
no contribuyen, sin embargo debemos tener cuidado en distinguir objetos tales como
el tensor de Riemann asociado a la 4-métrica de fondo, R, ¢, y el respectivo asociado
a la 3-métrica de fondo, (d)Rabcd. Con lo anterior en mente podemos reescribir términos
que implican a la derivada covariante V;, en términos del operador derivada Dy, por
ejemplo ) ) ) )

vkhij — thw - hOjFOki - hioI‘ij. (633)

De manera andloga se obtienen relaciones para segundas derivadas covariantes. Con
esto, y con las expresiones para las cantidades geométricas de fondo enlistadas en la
Seccion A.1, es posible ver la forma que toma el tensor de Einstein a primer orden en
las perturbaciones (6.19). De acuerdo con lo obtenido en el Apéndice B tenemos que

Mo — % [v2 (D —aH(B- aé)> — 302H (D _ HA) n 3KD] , (6.34a)
(1)GOZ. = % a’D; (D —HA - % (B — ag))

_ iaVQ (ci + avi) . %aK (ci + avi) , (6.34b)
Vet = 32{ R (29 + H2) A+ a*HA — a*D — 3¢*HD + KD|§,

a 2 a
— %DiDjT + iDi [ZaH (Cj + an> + a0, (Cj + avjﬂ
+ iDj [2aH (Ci + avi) + ad, (Ci + avi)]
@® i (511 i TT L o, rr K.
+ 7 (hmj +3Hh, — ?V hos + 2$hmj) } (6.34c)

donde V? = 7%D,D; es el laplaciano y se define T mediante

TE(AJrD)—aH(B—aS)—8t[a(8—a€)] (6.35)
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Estas expresiones son un tanto aparatosas, sin embargo hay cierta libertad que uno
tiene sobre estas, siendo posible simplificarse en ciertas situaciones. Esto lo veremos en
la Seccién 6.3. También, cabe resaltar que estas expresiones coinciden con las encontra-
das en la literatura, e.g. en [92] cuando nos limitamos sélo a perturbaciones escalares;
en [119] cuando empleamos las normas longitudinal y vectorial; y, en [23] cuando se
toman sélo perturbaciones tensoriales.

Por tltimo, en lo que resta del texto nos centraremos en el caso K = 0, puesto que
la inflacién aplanara el universo de todos modos. Por lo tanto las derivadas covariantes
asociadas a la 3-métrica son simplemente derivadas parciales (D; — 0;) puesto que la
3-métrica toma su forma trivial como una delta de Kronecker (v;; — 0;;). Ademas, las
perturbaciones tensoriales se pueden manejar independientemente y en una discusién
posterior. Por otro lado, puesto que las perturbaciones vectoriales son despreciables en
la mayoria de los escenarios cosmolégicos y, en cualquier caso, estas decaen rdpidamen-
te después de que son producidas [35], entonces no las tomaremos en cuenta en el resto
del presente texto. De momento s6lo queddndonos con las perturbaciones escalares,
con lo cual, las ecuaciones (6.34) se reducen a

W60 = % V(D —aH(B - af)) - 30°H (D— HA) |, (6.36a)
VG, =20, (D - HA), (6.36b)

i 2
me:${

VT a2 (22 4 H2) A+ a?HA — oD — 3¢2HD | 6,
2 a J

_%y@r}. (6.360)

6.3. Libertad de norma

En relatividad general una transformacién de norma se refiere simplemente a una
transformacién de coordenadas. Sin embargo, en el contexto perturbativo, estamos tra-
tando con dos espacio-tiempos (el perturbado y el no-perturbado), y por lo tanto ne-
cesitamos un mapeo entre estos. De tal forma que dicho mapeo nos relacione puntos
en el espacio-tiempo fisico con puntos en el de fondo. No obstante, este mapeo no es
tnico, lo cual nos genera una libertad de norma. Es decir, cada eleccién de una norma
nos permite identificar puntos entre el espacio-tiempo de fondo y el fisico de manera
univoca'® (para mas detalles ver [112]).

Una manera natural de entender esta libertad de norma es mediante el equivalente
electromagnético. En tal caso, derivadas espacio-temporales del potencial vectorial A,
contienen toda la informacién posible de los campos eléctrico E y magnético B. Estos

19En la practica y en este contexto, dicha transformaciéon de norma indica como se transforman las
componentes de las perturbaciones lineales de tensores ante cambios infinitesimales de coordenadas.
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campos fisicos se mantienen invariantes si tomamos A, — A, + 0,x, donde x es una
funcién escalar arbitraria, i.e. xy : R* — R. Entonces hay una libertad residual en elegir
el potencial''. En el caso tratado en esta seccion, una libertad similar existe sin que la
eleccion de la norma afecte cualquier resultado fisico.

Para ello, si ¢ : M — M es un difeomorfismo, entonces (M, gup) v (M, ¢*gap) Te-
presentan el mismo espacio-tiempo fisico. Si consideramos una familia uniparamétri-
ca de espacio-tiempos (M, g.(A)), entonces (M, ¢5gap(N)) representa la misma familia
uniparamétrica de soluciones fisicas, siendo ¢, un grupo uniparamétrico arbitrario de
difeomeorfismos.

En nuestro caso, de la ecuacién (6.1) tenemos que

dgab
oy = , 37
= (637)

A=0

y ademds'

o d(d);gab)
ab d\ ’

A=0

(6.38)

las cuales representan la misma perturbacién fisica. De manera directa a partir de estas
ecuaciones obtenemos que

! —

ab = hapy — LeJab, (6.39)

donde £° es el vector que genera ¢, y ¢} es el pullback de ¢,. Por lo tanto, la libertad de
norma estd determinada por la derivada de Lie de la métrica de fondo®® en la direccién
£* arbitraria, i.e. £¢gq. En cuyo caso tenemos que

£§gab = fcvcgab + gcbvagc + gacvbfca (641)

donde esta expresion se reduce si V, es el operador derivada asociado a gy, V,. Por lo
tanto la transformacion de norma (6.39) toma la forma

ty = hab — 2V (0&), (6.42)

lo cual resulta andlogo a la libertad de norma en electromagnetismo.

En particular, en electromagnetismo, se tiene la libertad de elegir A° = 0 o bien la norma de Lorenz
0, A% = 0.

12Tenemos que resaltar qué en esta seccion y Gnicamente en esta, usaremos cantidades primadas, i.e.
A’ para denotar una transformacién de norma y no deben confundirse con derivacién respecto al tiempo
conforme.

13Notemos que esto es valido para todo tensor arbitrario, es decir, sea A un tensor de tipo (r, s) el cual
se puede escribir de manera perturbativa (a primer orden) como A = A + (WA, donde en la misma
notacién que tenemos, A es el tensor a orden cero en las perturbaciones y (VA a primer orden, por lo
tanto, su transformacién estd determinada por

WA= WA — £:A, (6.40)

siendo £* el vector que genera el difeomorfismo ¢,.
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6.3.1. Invariantes de norma

En teorfas métricas de gravitacion, y en el contexto de la teoria lineal de perturba-
ciones, la eleccién de coordenadas es a menudo asociado a la eleccién de norma. La
libertad de moverse de una norma a otra es ttil cuando se analizan las perturbaciones
cosmoldgicas ya que a menudo las ecuaciones se simplifican en una norma, mientras
que las cantidades observables son mds naturalmente calculadas en otra. También se
pueden tomar combinaciones lineales especificas de las perturbaciones métricas que
son invariantes ante transformaciones de norma, esto es lo que nos ocupard en esta
seccion.

Entonces al enfocarnos en perturbaciones lineales estd implicito que las transfor-
maciones de coordenadas son infinitesimales, por lo tanto, mediante un desarrollo de
Taylor se obtiene la transformacion de coordenadas

T = gt 4 (2", (6.43)
donde el generador £* puede descomponerse en una parte escalar y otra vectorial me-
diante

&=, (6.44a)
¢ =¢"+ Dy, (6.44b)

siendo £’ un 3-vector con divergencia nula, i.e. Dye® = 0 [119].
Para aplicar la transformacién dada en (6.42), notemos que

2V (08) = GusVal" + Gua V"
= g#ﬁ (8045u + éTVFMOW) + gua (855“ + SVFMBV)
= G (0al” + T 3o + ET" ) + Gua (05" + €T 5o + €T, |
entonces
;,3 = hap — 9us (&vf“ + gOFuao + fkruak) ~ Gua (@35“ + forﬂﬁo + ékruﬁk) . (6.45)

Empleando la métrica (6.20) y usando la descomposicién dada en (6.29) obtenemos

que
hyy = —2A" = hoo + 20,
= —2A+ 2,
de lo cual tenemos que
A =A-C (6.46)

De manera anédloga tenemos
ho; = —a (DB 4+ C;) = —a (D;B+C;) — gu (80§l + koIOk) + (aifo + flroil)
= —a(D;B+C;) — a’y (8" + D' + H (¢ + D'x)) + 0:¢ + a*H (e + D'x) 7a

= —a [Di <B - %C - a)'() +(Ci + aéz’)} ,
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donde usamos que 9;¢ = D,(. En consecuencia

B =B- %C + ay, (6.47a)
Cl = C; + as;. (6.47b)

También
hiy = a® [2D'yi; — 2DiD,;E + DV + DV + hij']
— a? [2D;; — 2DiD,E + DV, + DV, + b
— g5 (D€' + (T + € T"0) = gu (93¢ + (T + €T
= a’ [2Dy;; — 2DiD;E + DiV; + D;V; + hyjt — Di&; — Hyi¢ — D& — Hoyyi
=a?[2(D — HC) vy — 2D,D; (€ + x) + D (V; — &) + D (Vi —&5) + bl ],

por lo tanto

D' =D — H, (6.48a)
E=E+x, (6.48b)
Vi =Vi—e, (6.48¢)
hist = h. (6.48d)

Vemos que estos resultados son esperados puesto que las perturbaciones escala-
res, vectoriales y tensoriales no se mezclan [11]. Por ejemplo, una perturbacién escalar
no genera una perturbacion vectorial. Recordemos que, hay cuatro funciones escalares
independientes (A, B, D, £), otras cuatro cantidades dentro de las componentes vecto-
riales (C;, V;) y dos dentro de la perturbacién tensorial (hiTjT), con lo cual especificamos
las 10 componentes algebraicamente independientes.

Es claro que estas 10 cantidades no son invariantes ante transformaciones de norma,
a excepcién de hj}'; sin embargo se pueden construir cantidades invariantes como com-
binaciones de A, B, C;, D, £ y V;. Para las perturbaciones escalares, una de las elecciones
mads populares es la de Bardeen [8], y esta constituida por una combinacién lineal de las
perturbaciones en la métrica de la forma

U=A-0, [a(B - ae')} , (6.49a)
®=—D+aH(B - af), (6.49b)
0, =C; +aV;, (6.49¢)
hij = hjj. (6.49d)

Estas variables son invariantes de norma'* y pueden considerarse como las perturba-
ciones fisicas del espacio-tiempo ya que no pueden eliminarse mediante una trans-
formacién de coordenadas del tipo (6.43). Ademds notemos que, por las condiciones

4Tengamos en cuenta que para (6.49a) y (6.49b), otras convenciones que difieren por un signo son
comunes. Ademads que algunos textos llaman V¥ a la variable ® en (6.49b). Por ejemplo en el texto de
Bardeen [8] llaman ® 4 a la expresién de ¥ del presente texto, asi como &y — —@. En esta tesis nos
apegamos a la notacién de Dodelson [35] en la medida de lo posible.
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(6.24), D;O% = 0. Con estas relaciones parece claro el origen de la separacién “ad
hoc” propuesta en las ecuaciones (6.36), en particular, estas toman la forma (después
de hacerlas invariantes, cf. Apéndice B)

2 .

Dam° 5 [ — V20 4 3¢%H (<1> + pr) } , (6.50a)
D _ o9, (cb + H\If) , (6.50b)

(1) ~(N)? 2 |- 25 2774 2 774 2 [0 2 i

GV =59 |5V T+a@+3"HO +a”HY +a” (2— + H™ ) U |

a 2 a J

L
donde

T=U-—-. (6.51)

Destaquemos que para hipersuperficies espaciales la 3-curvatura ®)R, en términos
tnicamente de perturbaciones escalares y a primer orden en estas, toma la forma (véase
Seccion B.3)

4
®R = -—=V°D. (6.52)
a

Esta es una razén por la cual a D se le conoce en la literatura como perturbacion de
curvatura.

Por otro lado, como ejemplo, en la llamada norma longitudinal (también llamada
conforme-newtoniana), en la cual B = £ = 0, tenemos que

gllong) — 4, (6.53a)
plong) — _p. (6.53b)
En esta norma, es directo que
(S)R(long) _ %v2q>(long)‘ (654)
a

Usualmente la forma més fécil de derivar ecuaciones invariantes de norma es a
través de la norma longitudinal. Por ejemplo, después de obtener las ecuaciones en
esta norma, simplemente se reemplazan las variables de las perturbaciones por las can-
tidades invariantes de norma correspondientes, i.e., U8 — ¥ y ¢long) — § [119]. Los
invariantes (6.49) son muy importantes puesto que son ttiles para pasar de una norma
a otra, es decir, podemos hacer célculos en una norma en la cual las ecuaciones sean
relativamente simples, construir las variables invariantes de norma, y entonces cambiar
a alguna otra norma. Para un breve glosario de normas populares ver Apéndices de la
referencia [11]. En lo que resta del presente capitulo nos centraremos en cantidades in-
variantes de norma.



6.4. INFLACION CON UN CAMPO ESCALAR 101

6.4. Inflacién con un campo escalar

Como primer acercamiento al estudio de las perturbaciones primordiales repasare-
mos el tratamiento cldsico de un universo temprano dominado por una campo escalar.

Ya vimos como se aplican las perturbaciones de la métrica a cantidades geométricas
(cf. Seccién 6.1), pero, para obtener una descripcién de las ecuaciones de Einstein per-
turbadas, necesitamos perturbar las contribuciones de la materia. En nuestro caso esta-
mos interesados en el universo inflacionario, por lo cual las contribuciones como radia-
cién y materia bariénica se desprecian, sin embargo destaquemos que en la literatura
hay una amplia gama de textos que ofrecen una buena descripcién para las perturba-
ciones de materia, por ejemplo ver las referencias [11, 35, 129].

6.4.1. Perturbaciones escalares

Como vimos en la Seccién 3.5, el tensor de energia-momento de un campo escalar
puede ser descrito por (cf. ec. (3.24))

T = 0,005 — gap (%acw% + V<<z>)> . (6.55)

Entonces, estudiando las perturbaciones escalares en primera instancia, considerare-
mos perturbaciones a un campo escalar en su forma (3.26a). Es decir, como ya es usual,
separamos el campo escalar en su parte de fondo y su parte correspondiente a la per-
turbacién. En resumen:

Gan(t,X) = Gap(t) + hap(t, x), (6.56a)

o(t,x) = d(t) + 56 (£, %), (6.56b)

donde por homogeneidad e isotropfa del espacio ¢ = ¢(¢) y por lo tanto la dependencia
espacial estd dentro de la pertubacion ¢ = 0¢ (¢, x). Ademas, h,, ha sido descompuesta
en la forma dada en las ecs. (6.29), entonces con K = 0 y quedandonos solo con las
perturbaciones escalares:

hog = —2./4, (657a)
hgi = —a@ib’, (657b)
hij = 2@2 (D(LJ — (918]5) s (657C)

siendo la métrica de fondo FRW plana
ds® = — dt* + a*(t)d;; da’ da’ . (6.58)

Usando la separacién (6.56) en (6.55) obtenemos que las componentes del tensor de
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energia-momento de fondo para un campo escalar son'

Too = %52 +V(9), (6.59)

Ty =0, (6.59b)

T; = (% - V(¢)) Gij- (6.59¢)
Puesto que por construccion

Ty = Ty + VT, + O(2), (6.60)

entonces es posible obtener la expresion para el tensor de energia-momento a primer
orden directamente de (6.55). Esto es

O = (0, 60) 00 + 0ad(Dy 60)

A ov 1=, -
v (800 - A= G| o0) b (5 - V(@) 6
Serd conveniente extraer sus componentes empleando (6.57) y (6.58). En cuyo caso:
DTy = 600 +2V(6) A+ g—g 36, (6.62a)
W7 = 6066 —a (%552 - v@s)) 0.8, (6.62b)
1, = |- A= Sodo w2 (3 - Vi6)) D gy~ 20058 (352 - V(D).
(6.62c)

Notemos que, en analogia con (B.8)
Wpa = geer, — peeTy,, (6.63)

con lo cual obtenemos las componentes del tensor energia-momento en su forma de
indices mixtos

70 _ 524 — dos— Z_‘; 56, (6.64a)
(1)T0i _ —581- 56, (6.64b)

ov

T = (980 - 94 - 5

50| 5, (6.640)

>Para no enturbiar atin m4s la notacién omitiremos el superidice ¢ en el tensor de energia-momento
(6.55), pero debemos distinguir entre el tensor asociado al campo escalar ¢ y el proveniente de teorias
f(R) de la Seccién 6.5.
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Puesto que estamos interesados en un formalismo invariante de norma, a partir de
estas cantidades podemos construir las componentes invariantes de norma del tensor
de energia-momento (cf. Seccién B.2), en analogia con (6.50) tenemos

- = OV
(l)T(IN)O0 — QP — Gy — 8_6580’ (6.65a)
(I)T(IN)Oi _ —581% (6.65b)
1 i =L ov |
v [W s a_ﬁ} . (6.65¢)

donde, denotamos con ¢ a la perturbacién invariante de norma del campo escalar in-
troducida en (B.24) como

0 =66 —ao (B _ aé) . (6.66)

Ecuaciones de campo

Ahora estamos listos para darle forma a las ecuaciones de Einstein perturbadas y
resolverlas para cuantificar el campo escalar y las perturbaciones métricas. Empleando

(6.50) y (6.65) en G — 87 V7M. obtenemos
y b b

—V2® + 3a’H (cb n H\If> — 4rGa® |92V — i — 2—‘;4 . (6.67a)

) (<i> v H@) — 4nG (Jbai ) , (6.67b)

VT +a” (29 + H2> U+ @ HY + a*d 4 30°HO | 57, — %a%aﬂ
a

= 47Ga? | — G2V — 2—24 5. (6.67¢)

De la ecuacion (6.67¢c) vemos que cuando ¢ # j,
9'9;,T =0, (6.68)

donde, o bien T = 0; o T es lineal en las coordenadas espaciales. Lo segundo no es
posible puesto que la perturbacién se harfa arbitrariamente grande para coordenadas
espaciales lo suficientemente grandes. Esto implica que T = 0 y por su definicién (6.51)
tenemos que

U =& (6.69)

Quedédndonos entonces con la variable ¥ y empleando la ecuacion (3.28b) junto a
(3.28¢), de tal forma que obtengamos una expresion para el parametro de Hubble en
q & p p p:

términos del valor de fondo del campo escalar, i.e. H = —47G¢?, entonces las ecuacio-
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nes de campo (6.67) toman la forma

i?v%If —3HVU — (9 + 2H2> U = 47G |y + a—vgo : (6.70a)
a a 09 " |
U+ HU = 47TG¢<,0, (6.70b)
U+ 4H¥ + <g+2H2> U =A4rG qﬁgp—aa—‘;gp . (6.70¢)
a

Vemos que las perturbaciones de la métrica ¥ y del campo escalar ¢ estan acopladas,
sin embargo podemos hacer algunos arreglos para trabajar con ellas. Las primeras dos
ecuaciones (ecs. (6.70a) y (6.70b)) son suficientes para determinar las perturbaciones de
curvatura V 'y del campo escalar ¢. Sin embargo, es ttil reformularlas en una forma
ligeramente diferente y mds conveniente. Restando (6.70a) de (6.70c) se obtiene que

ov
3@75%

donde, empleando (6.70b), podemos expresar la perturbaciéon del campo escalar en
términos de la perturbacién métrica. Ademads usando la ecuacién (3.28a) podemos es-
cribir la derivada del potencial en términos de las derivadas temporales del valor de
fondo del campo escalar, i.e.

y . G 1
¥+ THY 42 (9 + 2H2) U — V20 = 871G 6.71)
a a

ov 2 - .
-8G5 = - (\1/ v H\p) (¢ n 3ng5> . (6.72)
Por lo tanto la ec. (6.71) toma la forma
L1, o\ . & B
V- V4 (H-25 | U+2(H-HS|U=0 (6.73)
“ ¢ ¢
Podemos ir un poco mas alld, introduciendo la variable
P - (6.74)
ArG o
con la cual la ecuacién (6.73) se reescribe como
B R 1 N
it — = V?u+ Hii— (a9> w=0, (6.75)
donde se define 7
ag

Esta ecuacién toma una forma mads simple empleando el tiempo conforme, es decir

/!

0
u" — Vi — U= 0. (6.77)
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Ecuacion de Klein-Gordon

Para ver como las pequefias inhomogeneidades ¢ evolucionan durante el periodo
inflacionario tenemos varias formas de proceder. La primera, y que parece mds directa,
es combinar las ecuaciones de campo (6.71); esto lo haremos un poco mds adelante
para emplear la variable de Mukhanov-Sasaki. Una segunda opcién es a partir de la
conservacion del tensor de energia-momento V,7% = 0. Por dltimo, es posible utilizar
el hecho de que, para la acciéon de un campo escalar en un potencial V (¢) (ec. (3.19)), la
ecuacién de movimiento corresponde a la ecuacién de Klein-Gordon:

)
0. (V=99 0,0) = 8—‘;. (6.78)

1
v—9
Del lado izquierdo es posible usar que la métrica y el campo escalar perturbados estan

dados por (6.56a)-(6.56b) respectivamente. A orden cero en las cantidades perturbadas,
la ecuacion (6.78) se reduce a (3.22). Ademads a primer orden tenemos:

o =

v
D2

¢+ 3Hp — lzvzgw ¢—4g5¢f+2a—v\p = 0. (6.79)
a e

Es claro que esta ecuacién es vélida en cualquier sistema coordenado. Ademds, esta
contiene las variables ¢ y ¥, y debe complementarse con las ecuaciones de Einstein.
En resumen, las ecuaciones (6.70) y (6.79) (mds especificamente (6.77) y (6.79)) son las
ecuaciones generales que gobiernan la evolucién de las perturbaciones de la métrica
acopladas a un campo escalar. Entonces, combinando dichas ecuaciones se puede ana-
lizar el comportamiento de las perturbaciones en diferentes etapas de la inflacion.

Perturbacion comévil de curvatura

Puesto que esperamos obtener informacién acerca de la inflacién césmica a partir de
las observaciones, serd necesario encontrar alguna forma de conectar las propiedades
de las fluctuaciones cosmoldgicas producidas durante la inflacién con las fluctuaciones
detectadas mas cerca al presente. Sin embargo, posteriormente al periodo inflaciona-
rio siguen etapas de la evolucién cosmoldgica (recalentamiento y épocas dominadas
por materia, radiaciéon y energia oscura) las cuales en esta tesis no son de interés. No
obstante, como menciona Weinberg [128], estas etapas ocurrieron cuando las fluctua-
ciones de interés cosmoldgico estaban fuera del radio comoévil de Hubble (es decir,
cuando el modo estaba fuera del horizonte, k < aH; cf. Figura 6.1), por lo cual es esencial
emplear algun tipo de ley de conservacion que sea vélida a longitudes de onda grandes,
independientemente de los detalles de la evolucién césmica, para relacionar las fluctua-
ciones producidas durante la inflacién con las observadas en el CMB y en las estructuras
de gran escala.

Para ello notemos que, a grandes escalas (tal que k¥ < a/{; ademas recordemos que al
pasar al espacio de Fourier V? — —£?) la ecuacion (6.73) se puede reformular como una
constante de movimiento, como se describe a continuacién. Definiendo la perturbacién
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comovil de curvatura'® en un universo inmerso en un campo escalar como
H
R=d+ —op, (6.80)
¢

la cual claramente es invariante de norma. Ademads, empleando (6.67b) vemos que

o (6+ 1Y)

R=d+~ 7
T3 HOA+w)

(6.81)
Con esta expresion, la ecuacién de Friedmann (2.13) (con K = 0) y ademds de emplear
que ¥ = @, es posible reescribir (6.73) en la forma

. k2
gH(l )R+ =0, (6.82)

Entonces, cuando se consideran longitudes de onda muy por fuera del radio comévil
de Hubble (superhorizonte; cf. Figura 6.1), el segundo término se puede despreciar y,
por lo tanto a estas escalas, R se conserva [9]. Esto es (cuando k < aH):

(14 w)Ry = 0. (6.83)

Esta ley de conservacion facilita relacionar fluctuaciones primordiales con fluctua-
ciones en una reciente etapa de la evolucién césmica. Visto de otra forma, el valor
constante de R en escalas del superhorizonte es crucial puesto que nos permitira co-
nectar las perturbaciones generadas durante inflacién con las perturbaciones después
de inflacién, incluso si no sabemos nada acerca de la fisica durante el fin de inflacién y
el recalentamiento!’.

Como su nombre lo indica, R estd definida como la perturbacién de la curvatura
espacial en la norma comévil (E = 0 = §qg). Donde la 3-curvatura espacial es R® =
;%VzD (ver Seccién B.3), siendo D la perturbacion de la curvatura espacial'®.

Variable de Mukhanov-Sasaki

La razén de que podamos hacer predicciones acerca de la inflacién es debida a que
algunas perturbaciones estuvieron sujetas a ciertas leyes de conservacién, como la ec.

161 a definicion se puede generalizar un poco usando R = —D — % dq, donde dq es la parte escalar de
la densidad de 3-momento, i.e., 7% = 9;dq. Sin embargo, en el periodo inflacionario 7% = —$8i6q5, esto

nos permite reescribir R en términos de los invariantes de norma ¥ y ¢ como en la ec. (6.80).

7En el texto de Weinberg [129] se presenta un teorema que establece que, sin importar los
constituyentes del universo, siempre hay dos soluciones escalares fisicas adiabaticas de las ecuaciones
de Einstein independientes, para las cuales Ry permanece constante fuera del horizonte; ademds un
modo tensorial para el cual la amplitud permanece constante fuera del horizonte.

8Tengamos en cuenta que la perturbacion de la curvatura comévil es denotada en algunos textos por
¢, por ejemplo en Mukhanov et al. [92], donde ademds esta definida en términos de las perturbaciones
métricas en la norma longitudinal. En esta tesis nos apegamos a la notacién estdndar en textos como
Dodelson [35] y Baumann [11], en estos ¢ es la perturbacion de la curvatura en hipersuperficies de densidad
uniforme.
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(6.83), durante la inflacién y hasta tiempos recientes. Es por esto que R tiene la virtud
de favorecer el tratamiento cuantico de las fluctuaciones [35].

El problema radica en que las ecuaciones diferenciales para las perturbaciones son
de segundo orden y estas requieren condiciones iniciales. Estas condiciones pueden
pensarse, de manera intuitiva, como si fueran establecidas por la naturaleza cuantica de
las perturbaciones al comienzo de la inflacién. Para ello es conveniente introducir una
nueva variable que pueda cuantizarse empleando las herramientas que son conocidas
actualmente, esta es la llamada variable de Mukhanov-Sasaki (MS) [91, 108]:

q5/
= = )] .84
v=zR=a (gp + 7 > , (6.84)
donde® ¥
a
- 7 6.85
T H (6.85)

Notemos que hemos introducido dos variables con las que podemos reexpresar las
ecuaciones de campo: v definida en (6.74) y la variable de MS (6.84). De hecho, es
posible obtener una ecuacién andloga a (6.77) para v, para ello se toman las ecuacio-
nes de campo (B.54a)-(B.54b) empleando ¥ = . En particular, la ecuacién (B.54b) se
puede reescribir como

d [a? 4rGa’¢’ @ 4rGad’
— =V )= ——— —d | = . :
3 (57) =5 (o o) = T (6.86)

Ademés, la ecuacién (B.54a) se puede expresar en términos tnicamente de U y ¢,
empleando las ecuaciones de fondo (A.25) y (A.30), esto es

4rG¢? d H 4rGe?

— ([T + = = — TR 6.87

H o dn ( T ¢> # (687)

Entonces empleando las variables v y v definidas® en (6.74) y (6.84), respectivamente,
obtenemos que (6.87) toma la forma

VU =

d (v
2, _ , 4 (VN _
Viu=sg (2) — R, (6.88)
y andlogamente para la ec. (6.86)
d ju
=0y, (5) , (6.89)

donde 0 se defini6 en (6.76) y esta satisface § = 2.

Destaquemos que con una sustitucién directa de la ecuacién (6.89) en (6.88), es
posible recuperar la ecuacién (6.77). También, aplicando el laplaciano a la ecuacién
(6.89) y notando que 6 solo es funcién del tiempo, obtenemos la ecuacién buscada para
la variable de MS, es decir

"

v — VP — %v —0. (6.90)

YPor simplicidad se usar4 el tiempo conforme como pardmetro temporal en lo que resta de la presente
seccion.
29En términos del tiempo conforme u =

a
4rGo’ v
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Cuantizacion

La cuantizacién de las perturbaciones cosmoldgicas es equivalente a la cuantizaciéon
de un campo escalar libre v con masa dependiente del tiempo (m?(n) = —27") en el espacio-
tiempo de Minkowski®!. La dependencia temporal en la masa es debida a la interaccion
de las perturbaciones con el fondo homogéneo en expansion [90]. Entonces, al cuantizar
v, automdticamente estaremos cuantizando los campos V¥ y ¢, puesto que v es una com-
binacién invariante de norma de dichos campos.

En primer lugar tomemos la expansién de Fourier del campo v, i.e.

3
o) = [ %vkm)e"k'x, (6.91)

con lo cual es directo que (6.90) se reescribe como

Z/l
vy + (k2 — ?) v, = 0, (6.92)

ecuacion que, en algunos textos, es llamada la ecuacién de Mukhanov-Sasaki. Esta
es dificil de resolver de forma general ya que la funcién z depende de la dindmica
de fondo. Sin embargo para un fondo inflacionario dado, uno puede resolver (6.92)
numéricamente.

Posteriormente, para cuantizar (6.92) se introduce el momento canénico conjugado
de v como®

Ty = — =10, (6.93)

el cual, junto al campo v, puede promoverse a operador. En cuyo caso la teoria cuantica
nos permite imponer las relaciones de conmutacién estdndar a tiempos (conforme)
iguales:

[0(n,%x),0(n,y)] = [7u(n, %), Tu(n,¥)] = 0, (6.94a)
[0(n,%), 70 (n,y)] = [0(n,%),0'(n,y)] = idp(x —y), (6.94b)

de tal forma que en el espacio de Fourier

[0k (1), 7 (n)] = i6p(k + k). (6.95)

Resaltemos que el operador cuantico ¢ obedece una ecuacién andloga a (6.90) para
el campo cléasico v, y ademas la solucion general se expresa como

3 dgk ~ o ikex * ~t —ikx
0(n, x) :/W [vk(n)akek + vk (n)afe x| . (6.96)

2IE] tratamiento formal de este caso, asi como una anélisis riguroso sobre cuantizacién de campos en
espacio-tiempos curvos se puede encontrar en textos como el de Birrell y Davies [15].

22En este caso no hemos empleado densidades lagrangianas por lo cual no se ve claramente de donde
surje (6.93). Sin embargo, cabe destacar que existe otro método usual para la derivacion de la ecuacion de
movimiento (6.90) a partir de la accién de la teoria a segundo orden en las perturbaciones (cf. [11, 90]).
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Asimismo, es conveniente expresar los operadores 7y en términos de operadores de
creacion a' |y aniquilacion d, siendo el resultado el operador hermitiano

in(n) = vi(n)ax + vi(n)af, (6.97)

donde las funciones vy (), asi como su compleja conjugada, son soluciones normalizadas
clasicas y linealmente independientes de la ecuaciéon de MS (6.92). Ademas los opera-
dores de creaciéon y aniquilacion satisfacen las relaciones de conmutacion

line, ] = [af, al] =0, (6.98a)
[ine, af] = (27)%0p (k — k), (6.98b)

si y solo si, los modos estdn normalizados de tal forma que®
(g, v5) = i (Vv — vp'vg) = 1. (6.99)

El lado izquierdo de (6.99) es el wronskiano de las funciones de modos. Esta ecuacién
también provee una condicién de frontera a las soluciones de la ecuacién (6.92). Una
segunda condicién saldré de la eleccion del vacio.

Vacio de Bunch-Davies

Por otro lado, los estados cuédnticos del espacio de Hilbert son construidos a partir
de la eleccién del estado de vacio, denotado por |0), como [11]

i |0) = 0. (6.100)

Sin embargo existe una cierta arbitrariedad, y es que, cualquier cambio en las funcio-
nes v,(n) que deje a la solucién vk (n) inalterada, provoca un cambio en los operadores
de creacién y aniquilacion (cf. ec. (6.97)), lo cual, de acuerdo a la ec. (6.100), provoca
que cada solucién corresponda a un estado de vacio diferente. Por lo tanto, en primera
instancia requerimos fijar la funcién de modos de tal forma que podamos definir el
vacio*. Este proceso puede llegar a ser ambiguo, sin embargo, una opcion sensata es
elegirlo al comienzo de la inflacién, es decir, en 7, — —o0, lo cual es la eleccién estdndar
en inflacién, y de hecho recibe un nombre especial. Esta eleccién corresponde al vacio
de Minkowski de un observador comévil en el pasado lejano (cuando todas las escalas
comoviles estaban muy dentro del horizonte de Hubble, ie.,  — —oc0 6 |kn| > 16
k > H). Esto es, al inicio de la inflacion H = cte, ademads de la definicién de tiempo
conforme (2.40) vemos que n = —(aH)™* = —H ™!, 1o cual implica que la evolucién de
¢y H es mucho mas lenta que la de a. Por lo tanto

=, (6.101)
Ul

BVisto de otra forma la relacién (6.99) se pide para que los operadores de creacién y aniquilacion
satisfagan las relaciones de conmutacién canénicas del oscilador arménico ecs. (6.98).

2De hecho, para un oscilador arménico con frecuencia dependiente del tiempo w(n) no existe una
eleccién dnica para v(n).

P a” 9
<z a
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y en consecuencia, la ecuaciéon de modos a resolver es una ecuacion de oscilador armo-
nico con una frecuencia dependiente del tiempo:

2
vy + (k:Q — ?) v, = 0. (6.102)

Entonces, la condicién inicial para resolver la ecuacion anterior proviene de tomar vy, a
tiempos muy tempranos, 7 — —oo, con lo cual la ecuacién (6.102) se reduce a

vy + ko, =0, (6.103)

esto es, muy por dentro del horizonte (radio de Hubble). Ademds los modos se com-
portan como un campo libre en el espacio-tiempo de Minkowski. Dos soluciones lineal-
mente independientes son v, o eX™*7, sin embargo, s6lo el modo de frecuencia positiva
corresponde al estado base del hamiltoniano (cf. [11]), y es por esto que se elige este
modo para definir al vacio inflacionario. Esto significa resolver la ecuacién de MS con
condicién inicial para las fluctuaciones cudnticas en una forma de un vacio fisico tnico,
es decir, el llamado vacio de Bunch-Davies [11]:

e—ik:’r]

lim Vr =

T

donde el factor se elige de tal forma que la normalizacién dada en (6.99) se cumpla.

(6.104)

Solucién en el limite de de Sitter

Para la inflacion slow-roll sera suficiente con estudiar la ecuacion de MS en el limite
de de Sitter, es decir, resolver la ecuacion (6.102). Esta tiene como soluciones exactas a

— kD _ L tkn L
ve(n) = ae (1 kn) + fPe (1 + k:n) , (6.105)

donde o y  son constantes que son determinadas por las condiciones iniciales (6.99)
y (6.104). Esto es, de la condicién (6.104) vemos que S = 0y de (6.99) tenemos que
o= \/Lﬂ; Por lo tanto la funcién de modos de Bunch-Davies es [11]

ve(n) = e\/ﬁ (1 - kin) . (6.106)

Espectro de potencias primordial

El espectro de potencias estd definido como la transformaciéon de Fourier de la
funcién de correlaciéon de dos-puntos, y viceversa, es decir para el campo v arbitrario

d3k

— P, (k)e*&xy) 6.107
(271_)3 IZJ( )6 ) ( )

(W (0, x)0(n,y)) = (0] (0, x)0(n, y) |0) = /
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o en otras palabras
(e (n)) = (27)*0p(k + k) Py (k). (6.108)
donde, por isotropia del espacio, P, (k) solo depende de la magnitud de k.
En nuestro caso estamos interesados en el espectro de potencias del campo R, Pr,
el cual es constante en el tiempo una vez que la inflacion estira el modo maés alla del
horizonte. Esta constante determinard las condiciones iniciales una vez que los modos

reingresan al horizonte. Por el momento serd ttil emplear la variable auxiliar P = G
como paso intermedio, esto es:

() (m) = — (0] i 0)

1 ~ * A ~ * A
== (0| (vkak + UkaI‘) (U,;af( + v,;alt{) |0)

= (2m)30(k + k) == (1 + k*p?),

2k3
donde se us6 que H = —(an)~' durante inflacion. La delta de Dirac hace que la inde-
pendencia en los modos distintos se satisfaga.

En el limite del superhorizonte (k < aH; ver Figura 6.1) esto resulta en
2

D e)con = (ol + R

Ademés, recuperando la variable Ry = %wk, asi como calcular el valor del espectro de

potencias al cruce del horizonte k = a.H, = a(n.)H (n.) y en términos del tiempo fisico
t, obtenemos

(6.109)

H? H?
2% g2
y en consecuencia el espectro de potencias (primordial) de las perturbaciones escala-
res® al cruce del horizonte es

(Ric(t)Rig())arr=k = (21)*3(k + k)

(6.110)

1 H! 2nGH?
2k3 g2 K3 e,

Pr(k) = (6.111)

Si R es gaussiano, el espectro de potencia contiene toda la informacién estadistica. Aunque no
hablaremos mads de ella, es interesante saber que la no-gaussianidad primordial se codifica en funcio-
nes de correlacién de orden superior de R, e.g., el biespectro de potencias. En la inflacién slow-roll de un
solo campo escalar, se predice que la no-gaussianidad es pequefia [85], pero esta puede ser significativa
en modelos de miiltiples campos o de un solo campo con términos cinéticos no triviales y/o que violan
las condiciones de slow-roll.
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En el célculo anterior se asume que H = cte, pero en realidad / cambia muy
lentamente durante la inflacién. Sin embargo este resultado es vélido si se evalua en
el momento que el modo deja el horizonte (k = aH) [35].

Como hemos mencionado, estas fluctuaciones permanecen congeladas fuera del ho-
rizonte, hasta que re-ingresan al horizonte durante la epoca dominada por radiacién o,
para longitudes de onda méas grande, en la ep6ca dominada por la materia. Dicho de
otra forma, puesto que R es constante a escalas de superhorizonte, entonces el espectro
de potencias (6.111) determina el espectro de potencias inicial una vez que el modo
re-ingresa al horizonte.

6.4.2. Perturbaciones tensoriales

Aunque actualmente las perturbaciones escalares son las mds importantes en el
contexto cosmolégico, las perturbaciones tensoriales podrian resultar en un futuro cer-
cano ser igual de importantes o inclusive mds que las escalares. Lo anterior debido a
que la deteccién de ondas gravitacionales primordiales serian una prueba notable del
universo temprano, por ejemplo, las ondas gravitacionales producen un patrén parti-
cular en la polarizacién del CMB que no puede reproducirse mediante perturbaciones
escalares.

Para obtener una descripcion fisica el procedimiento es andlogo al caso escalar, y
de hecho mas sencillo. En particular veamos que las perturbaciones tensoriales solo
aparecen en las componentes espaciales de las ecuaciones de campo (cf. (6.34c)), y

ademads el tensor energia-momento de primer orden (I)Tij (cf ec. (6.61)), se anulara
cuando consideremos solo las perturbaciones tensoriales. Entonces para K = 0 tenemos
que solo el término correspondiente al tensor de Einstein perturbado contribuye, i.e.
(omitiendo lo superindices TT en h,T,;[j)

. . 1
Fong + 3H g = — Vg = 0. (6.112)

Nuevamente serd conveniente trabajar en términos del tiempo conforme y en el espacio
de Fourier, donde la ecuacién (6.112) toma la forma

hi; + 2Hhl; + k*hi; = 0. (6.113)

Puesto que h;; es transverso y sin traza, solo tendremos dos grados de libertad, los
cuales son justamente los dos tipos de polarizacién de las ondas gravitacionales h y
hy. Ademds estos modos satisfacen la ecuacién (6.113) individualmente, por lo cual
podemos renombrar h;; como h;, donde h, = h, hy.

De tal forma que obtengamos una ecuacién diferencial manejable, es conveniente
definir la variable? .

(= mht, (6.114)

26F] factor de (167G) /2 proviene de derivar la accién de la teorfa para las perturbaciones tensoriales,
lo cual requiere ir a segundo orden en estas. Este enfoque es irrelevante en lo que tratamos en la presente
tesis, por lo cual no serd necesario usar dicho tratamiento, sin embargo, es bueno tener presente que
textos como [11, 92] se presenta este tratamiento en detalle.
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con la cual, la ecuacion (6.113) toma la forma

a//
vy + <k2 - ;) v = 0. (6.115)

Notemos que, durante inflacién, esta ecuacién es completamente anédloga a (6.102),
dado que a = —(Hn)~! y por lo tanto %” = 772—2 En consecuencia tendremos un resultado
analogo a (6.111) que engloba estas dos contribuciones a las polarizaciones.

Espectro de potencias

Usando los resultados de la Seccion 6.4, en particular para el espectro de potencias
de las perturbaciones tensoriales tenemos

A A 167G o
(hex(m)h, 5 (n)) = o (0] 0110,  [0)
~ 167G
= (2m 50+ R) T o)

- 167G H?
_ 3

donde  en /1, solo nos recuerda que este resultado es el mismo para cada polarizacion.
Por lo tanto, el espectro de potencias en escalas de superhorizonte (|kn| < 1) para
una sola polarizacion es

(14 k*n?),

8rG
Pi(k) = =5~ HL. (6.116)
Por lo tanto, el espectro de potencias primordial de las ondas gravitacionales es”
32rG
Pr(k) =4P(k) = 13 HZ. (6.117)

Notemos algunas cosas respecto a los espectros de potencias. Lo primero es que el
espectro de potencias escalar (6.111) depende del pardmetro de slow-roll ¢, el cual es
proporcional a H (cf. ec. (3.32a)), y por ende, durante la inflacién se considera muy
pequetio. Pero el espectro de potencias tensorial (6.117) sélo depende del parametro de
Hubble, con lo cual de ser el caso, una deteccién de ondas gravitacionales primordiales
asi como la obtencién de Pr(k) nos proporcionaria una medicién extraordinaria de H
durante inflacién.

Por otro lado, es usual definir el espectro de potencias adimensional, del campo
arbitrario ¢ como AZ(k) = K P,(k), de tal forma que para nuestros resultados tenemos

= 272
G H?
AZ (k) =~ .
r(k) = — ~ (6.118a)
1
A2 (k) = 28C g2, (6.118b)
T

2B factor de 4 delante de la primera igualdad es debido a que los modos no estan correlacionados y
por la simetria de h;;, lo cual implica que 2(hyh. ) + 2(hxhy) = (21)30p(k + k) Pr(k).
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6.4.3. Conexidon con los parametros cosmolégicos

La importancia de los espectros de potencias adimensionales (6.118), radica en que
un espectro de potencias AZ(k) constante es llamado invariante de escala o de Harrison-
Zel’dovich [83]. Entonces, aunque en primera instancia pareciera que ambos espectros
en (6.118) son invariantes de escala, la condicién de cruce de horizonte £ = aH hace
que estos sean funciones de k.

Para ver esto mds claramente es ttil introducir los indices espectrales escalar y
tensorial n, y n;, respectivamente, como

dln A2
ne—1= dlllnk@ (6.119a)
dIn A2
ng = dlnkT. (6.119b)

Empleando (6.118) asi como las expresiones (3.32) para los pardmetros de slow-roll,
obtenemos

ns =1 —4de, + 20,, (6.120a)
ng = —2¢,. (6.120b)

Destaquemos que para un espectro invariante de escala ny, = 1 on, = 0, lo que
implica que todas las escalas contribuyen de igual manera al espectro de potencias. De
esta forma P;(k) (o de igual manera n;) se puede modelar como una ley de potencias,
ie.

AZ (k) = A, (k_i)n_ | (6.121a)
AZ(k) = A, (kﬁp) , (6.121b)

donde k, es una escala de interés observacional, es decir, esta es determinada como
la escala mejor restringida por un conjunto dado de observaciones. Por ejemplo en los
resultados de la Colaboracién Planck 2018 [100] se usa k, = 0.05 Mpc~' en algunos
contextos y k, = 0.002 Mpc ™" en otros (por ejemplo ver [6]).

Por tltimo, una cantidad ttil para caracterizar los modelos inflacionarios es la razén
tensor-escalar r, definida como [35]

Pr(k)  A%(k)

r(k) = = . 6.122
W)= Pel) ~ 23(8) (6122
Es directo de (6.111) y (6.117) que, a la entrada al horizonte, la razén es
g‘bz
r(k) = 647TGH*2 = 16¢,. (6.123)
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Las cotas observacionales de Planck, BK15 y BAO sobre r y n, se muestran en la Figura
3.18. Ademas, si en un futuro se obtuvieran mediciones para el indice espectral tensorial,
la relacién de consistencia

r(k) = —8ny, (6.124)

ayudaria a validar o descartar modelos inflacionarios de un campo escalar. Ver Seccién
3.7 para el anélisis de la Colaboracién Planck 2018 de los parametros cosmolégicos que
restringen a la inflacion.

6.5. Inflaciéon f(R)

En la presente Seccién haremos un tratamiento analogo al caso de la inflacién gene-
rada por un campo escalar, estudiado en la Seccién anterior, pero aplicado a las teorias
f(R). Posteriormente haremos la conexion con el tratamiento conforme de la Seccién
5.2. Para ello, en primera instancia perturbaremos a orden lineal la funcién f(R) que
caracteriza una teoria arbitraria, y nuevamente estudiando por separado las perturba-
ciones escalares y tensoriales, obtendremos las respectivas ecuaciones de campo en el
marco fisico. Aprovechando que en nuestro caso tratamos con un espacio-tiempo en
vacio, i.e., la accién de la contribucién de materia (cf. ec. (5.12)) se anula, podemos usar
la equivalencia entre los marcos para hacer la transformacién conforme, lo cual nos
permitird extraer los resultados de la Seccién 6.4 de manera casi directa.

6.5.1. Perturbaciones escalares

Tomando el tensor efectivo de energia-momento de las teorfas f(R) dado por el lado

derecho de la ecuacién (4.7) en vacio:
e 1 Ya
AR |[rnVaVoR + frrn(VoR)(VF) - 0 (falt + Ik (6.125)

y usando, para una descripcion perturbativa, que?
R=R+YR+0(2), (6.126)

es posible desarrollar las funciones f(R), asi como sus derivadas, en términos que in-
volucran cantidades perturbadas a primer orden. Esto es

f(R) = f(R+WR) = f(R) + fa(R)WR+0©2) = [+ s "R+ 0(2),  (6.127)
también
fr(R) = fr(R) + frr(R) VR + O(2) = fn+ frr'VR + O(2), (6.128)
asi como los andlogos para ordenes superiores:
frr(R) = frr + frre'"R + O(2), (6.129)
frrr(R) = frrr + frrrr MR + O(2), (6.130)

y asi sucesivamente.

ZNuevamente cantidades con barra como R denotan cantidades del fondo y la perturbaciones de
primer orden se denotan por superindices izquierdos como (V' R.
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Ecuaciones de campo

De acuerdo a lo obtenido en la Seccién B.4 de los Apéndices (usando solo las con-
tribuciones escalares y con K = 0), las componentes del tensor energia-momento inva-
riante de norma son

(1)T(IN)O _

T [ frRO — QfRRRRQ —Fo+ fRRR‘I’
+2 ( FrrR + fRRRf%?) \If] (6.131a)

(1)T(IN)O = az — frRrO — (JFRRRE - HfRR) o+ JFRRR\P] 7 (6.131b)

>
. T(IN)Z = Hfrro+ | = (@f— 2fR> — (fRRR — @) 0
Jr Ir

+ frrR® + 2H frr RV |0, +@aza } (6.131¢)

donde p es la perturbaciéon invariante de norma al escalar de Ricci definida por o =
WR —aR (B - aé’), y F (digamma) se define como

- _2 —
F= (fRRR — f—) R+ <fRRRR — M) ( fr— frr ) . (6.132)
IR Ir fr
Entonces, empleando (6.50) y (6.131) en (I)G(IN)ab — k" )T(IN)ab obtenemos las ecuaciones
de campo:

— V2D + 3a%H (cb + H\I/)

2

[ frRO — QfRRRRQ —Fo+ fRRR‘I’ +2 <fRRR + fRRRR2> ] , (6.133a)
" 2fn

O+ HY = frRO+ <JFRRRE - HfRR) 0— JERRE\IJ] 7 (6.133b)

o7

1 . . : 7 1
QVQT +a*® + 3¢°H® + a*HV + a® (22 + HQ) V|8 — 5007
a

— Hfrro+ | = (fR;Rf - 2fR> - (fRRR - f—> 0
Ir Ir

5+ fifaiajg}, (6.133¢)
a

+ JFRRRCb + 2HfRRéq/

donde T = ¥ — ®. De la ecuacién (6.133c) vemos que en el caso i # j

1 7 fRR i
—50'0,T = o7 2220'050 (6.134)
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o equivalentemente

U—d+ fﬁg =0, (6.135)

fr
lo cual en principio nos permite expresar las ecuaciones (6.133) en términos de solo dos
campos. Notese que en RG frr = 0y por lo tanto la parte asociada al campo escalar (cf.
ec. (6.152c)) desaparece. En tal caso no tendriamos inflacién geométrica.

Ecuacion de Klein-Gordon

Ademés, para la ecuacion tipo Klein-Gordon (4.6), tenemos que a orden cero en las
perturbaciones (en vacio y con K = 0; cf. ecuacion (4.13))

ftsHR— 2 [ FaR—2F—3 fRRREQ] , (6.136)
3frr

y a primer orden (cf. ec. (B.50))

1 forR =
b——Vio+ (3H+2ff?RRR) o
a [rr

_|_

7 (fR — Rfrr + 3frrr <R + 3H§> + 3]FRRRRE2> 0

= 3R® + RV +2 (Fé + 3Hfz) v.| (6.137)

De inmediato notamos que las ecuaciones de campo que surgen de perturbar la
acciéon modificada (4.2) son considerablemente mas complejas, en cuyo caso resolverlas
se puede complicar adn mas, puesto que la funcién f(R) hasta este punto es arbitraria.
Sin embargo, hay trabajos que se han dedicado a ello, y en los siguientes renglones se
resumirdn las ideas esenciales de estos, aunque al final del dia el camino que sigamos
sea distinto.

Tratamiento simplificado

A continuacién se presenta una vision heuristica sobre como estudiar estas ecuacio-
nes. Las referencias que analizan en mayor detalle estas (o alguna modificacién de ellas)
son [28, 32,59, 61, 66, 99, 124].

La mayoria de las referencias arriba citadas siguen la analogia del campo escalar
y definen a la perturbaciéon comévil de curvatura, de manera similar a (6.80), como
R = ~D+ 2R obien en términos de los invariantes de norma @'y o:

H
R

donde claramente R es invariante de norma. En consecuencia se pueden manejar las
ecuaciones de campo (6.133)-(6.137), de tal forma que R satisfaga (en el espacio de
Fourier) la ecuacion

.. 1 d )
R + a——(a3Q)R + G—R =0, (6.139)
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donde (cf. de Felice & Tsujikawa [32])

3R2 2
Q= - / RRE_ . (6.140)
167G fr(H + )2
Si ademads, en analogia con (6.84), se define la variable v como
U= 2R, (6.141)
siendo
Ze = ay/ Qe, (6.142)
entonces, la ec. (6.139) se puede reescribir como
Z//
v+ (k2 — —e) v=0. (6.143)
Ze

Esta ecuacion posee la misma estructura algebraica que la ecuacion de Mukhanov-
Sasaki (6.92). De hecho, durante inflacion, su solucién se puede expresar en términos
de funciones de Hankel. Véase [28, 32, 66, 124] para una exposicién mds detallada.

6.5.2. Perturbaciones tensoriales

Para el caso de la generaciéon de ondas gravitacionales se recomienda las referencias
[32, 93, 94]. En este caso (a diferencia al tratamiento con un campo escalar) ahora surge
un término tensorial que surge del tensor energia-momento (cf. (B.48)). Por lo tanto,
usando la parte que solo involucra perturbaciones tensoriales en las ecuaciones (B.22c)
y (B.48), obtenemos la componente i-j de las ecuaciones de campo, que dan origen a la
ecuacién de ondas gravitacionales:

B frr =\ 1
he + ( 3H + Jrr p hy — —=V%h, = 0, (6.144)

fr a?
donde el subindice ¢ etiqueta las dos polarizaciones + y x, tal y como en la Seccién 6.4.
En términos del tiempo conforme y en el espacio de Fourier, la ecuacién anterior toma
la forma

h! + (2% + J;’;RR') b, + k2R, = 0. (6.145)
R

Usando ideas analogas a aquellas de la Seccién 6.4.2, se definen

2t

a fR
v hy=——t_p, 6.146a
T V167G V167G ( )
&

a\/f:e, (6.146b)
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con las cuales podemos reescribir (6.145) como

" 2 _ Z_él _
v, + | k vy = 0. (6.147)

Zt

Esta ecuacion tiene la forma deseada y se puede resolver de varias maneras. En [93, 94]
se emplea el método WKB para obtener una solucion a (6.147) en términos de la solu-
cién conocida de RG. Ademas si tomamos f(R) = R recuperamos la ecuacién (6.115).

6.5.3. Transformacion conforme

A pesar de que la obtencién de las ecuaciones (6.143) y (6.147) son directas (es
decir, de una manera andloga a lo hecho en la Seccién 6.4), este proceso puede llegar
a ser tedioso. Ademds de que tomar el limite de grandes escalas (k¢ < aH) puede ser
oscuro, puesto que z. y 2 dependen de la funcién arbitraria f(R). Sin embargo, pode-
mos emplear las nociones de la Seccién 5.2 y transformar las ecuaciones de campo del
marco de Jordan (fisico) al marco de Einstein (conforme), donde las soluciones ya han
sido obtenidas.

Para el andlisis es conveniente emplear el tiempo conforme, en donde la métrica
FRW en el marco conforme toma la forma

ds* = @*(n) (—dn® + 6;; da* da?) . (6.148)

En este caso, las coordenadas en ambos marcos son las mismas, ventaja de emplear el
tiempo conforme en lugar del tiempo fisico. Sin embargo, el factor de escala cambia
entre los marcos de acuerdo a (5.23b).

Como hemos mostrado en la Seccién 5.2, ambos marcos son equivalentes a nivel de
la accién. Sin embargo, las ecuaciones de campo en ambos marcos son también equiva-
lentes entre si (cf. Secciéon 5.3 y ref. [20]), es decir, una solucién en el marco de Jordan
corresponde a una solucién en el marco de Einstein, y viceversa, siempre y cuando
Jr >0y frr > 0.

Entonces, aplicando la transformacién conforme a una métrica lineal en las pertur-
baciones tenemos

gul/ = (0)§;w + iLMV = (.fR + fRR(l)R) ((O)Q,uy + hw/) = nguw (6149)

Donde, por el momento, cambiaremos la notaciéon para las cantidades de fondo, i.e.
_ 0 . , . . . .
Jab — ( )gab, esto para no enturbiar atin més las ecuaciones. De la ecuacién anterior es

tacil ver que las perturbaciones métricas transforman como

hyw = Frlw + frrg®,, VR. (6.150)

Para la métrica plana FRW, podemos ver como la descomposicién métrica transforma
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a partir de esta relacién. En particular tenemos

. 1

A=A+ f;R MR, (6.151a)
R

B =B, (6.151b)

DD+ %J;fi“)}%, (6.151¢)
R

E=¢, (6.151d)

hTT hTT_ (6.151e)

De estas es directo, que las perturbaciones invariantes de norma toman la forma

b= 28R, 6.152a
2 I ( )

= 1 frr

b=0_ -IBE, 6.152b
2 7 ( )

- 3 frr

=4/ —"=0. 152
@ 2% T 0 (6.152¢)

Lo primero que observamos es que la condicién ¥ = O (ec. (6.69)) del marco de Einstein
se traduce en la ecuacién (6.135) del marco fisico®.

Otro resultado que sera de vital importancia es que R es invariante ante la transfor-
macion conforme (6.149), i.e.,

R =R, (6.153)

lo cual, aunado a que A también es invariante, nos permitird escribir los pardmetros
cosmoldgicos (inflacionarios) de igual manera en ambos marcos.

Algunos detalles para comprobar que las ecuaciones de campo son equivalentes
se presentan en la Seccién B.6 de los Apéndices. En lo sucesivo, transformamos los
resultados de la Seccién 6.4 al marco fisico.

6.5.4. Conexidn con los parametros cosmolégicos

Usando los resultados obtenidos en el marco conforme, vemos que de acuerdo a la
ecuacion (6.111), el espectro de potencias primordial en el marco fisico corresponde a

2rG 4 <H %ff’_R>

Pr(k)=Ps(k) = —

: (6.154)

t=tx

PNotemos que las cantidades extraidas de la Seccién 6.4, serdn denotadas por cantidades con tilde, las
cuales corresponden al marco de Einstein o conforme.
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donde se us6 que los pardmetros de slow-roll (definidos en ec. (3.32)) transforman como

N
UTR) _ (6.155a)

(6.155b)

ademds de que H estd dado por la ec. (5.24). De igual manera para el espectro de
potencias tensorial, a partir de la ec. (6.117), tenemos

2
Pr(k) = 32;071]% (H 1 ‘; ]JZR)

(6.156)

t=tx

Ademés, los indices espectrales en funcién de los pardmetros de slow-roll (6.155)
son equivalentes a los del marco de Einstein. Es decir

(i@ﬁR)Q (fRRRR2+fRRR §__1§2_RQ>
ne—1=-3——~10 J AL 2k | (6.157a)
(H + %%R) t=ts J%RR <H + %%R> t=ts

Inn )
" _g T ) — (6.157b)
(1 + 382 R) |,

Por tltimo es directo de las ecuaciones (6.154) y (6.156) que la razén tensor-escalar
es

Iap 2
D)

De nuevo notemos que si f(R) = R, no hay inflacion geométrica.

:ow

r(k) = 12 (6.158)

t=t«

l\DI»—A

6.6. Modelo R* de Starobinsky

Es usual encontrar en la literatura los parametros cosmoldgicos (inflacionarios) en
términos de los e-folds, entonces se debe encontrar una relacién en términos de los
parametros de slow-roll. Para esto usemos el modelo f(R) = R+ aR?de Starobinsky,

con lo cual, la ecuacién (5.4a) se reduce a H ~ —2L en el limite de inflacién, i.e. ’
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y H < HH, por lo tanto por (A.6): R ~ 12H?, R ~ 24HH y R ~ 24I1°. Entonces
tenemos que

ty ty M2 M2
N = / Hdt ~ / <H1- — ?t) dt = Hi(ty — t;) — E(tf — )%, (6.159)
t t;

donde el subindice ¢ caracteriza el inicio de la inflacién y f el final. En este caso t; —t; ~

SI% por lo tanto

_3H? 1
- M?2 N2€Z’.

(6.160)

1

Con lo cual, vemos que en el limite inflacionario (donde ’;{5—; N e

slow-roll transformados se reducen a

), los parametros de

3
3e? ~ N (6.161a)
1
-2~ ——. 6.161b
eN (6.161b)
Por lo tanto, en el limite inflacionario, el modelo R? estima los parametros cosmol6gicos

en términos del nimero de e-folds mediante®

™
%

S
%

2
ne~1— N (6.162a)
3
y la correspondiente razén tensor-escalar
12

De lo anterior podemos notar que |n;| < |n|, por lo cual es conveniente emplear
r a través de la relacion de consistencia (6.124) en lugar que n;. Ademads, recordemos
que necesitamos alrededor de 60 e-folds para que problema del horizonte no entre en
juego®® (cf. Subseccion 3.5.3). Si tomamos el limite inferior de N = 50 e-folds, obtenemos

n, ~ 0.960, (6.164a)
r ~ 0.00480, (6.164b)
y para N = 60 e-folds:
ns ~ 0.967, (6.165a)
r ~ 0.00333, (6.165b)

3La ecuacion (6.162a) sélo toma contribuciones de N1, pero en realidad tendriamos n, ~ 1— % — 2

donde el dltimo término se desprecia puesto que N ~ 50. Y

31De hecho N = 60 es el limite superior y, en general, los e-folds dependen de la escala a la que se
desarrollaria la inflaciéon. Lo anterior da un limite inferior de N = 50 para una escala de energia de
H ~ 102 GeV [114].
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lo cual esta en acuerdo con la Figura 3.18 obtenida por la Colaboracién Planck 2018
[101].

Como se ha mostrado, la inflacién f(R) puede analizarse tanto en el marco de Jordan
como en el marco de Einstein, sin necesidad de enfocarse en la tediosa controversia (cf.
[102]) de la transformacién conforme (5.9). Esto debido a que durante inflacién no hay
contribuciones de campos de materia (o estas se diluyen muy rdpidamente), en cuyo
caso, las acciones (4.2) y (5.20) (sin las respectivas contribuciones de materia) implican
que el tratamiento de una teoria modificada mediante funciones f(R) es completamente
equivalente al de un campo escalar minimamente acoplado a la gravedad. Por lo tanto
en nuestro caso, ambos tratamientos son andlogos independientemente del marco em-
pleado.

Puesto que las perturbaciones son lineales en ambos marcos, entonces se pueden
escoger combinaciones lineales de ellas para pasar de un marco a otro. Finalmente cabe
resaltar que las ecuaciones (6.154)-(6.158), para una f(R) general, son algunos de los
resultados mas importantes de esta tesis.
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Capitulo 7
Epilogo

Las recientes observaciones de la Colaboracién Planck 2018 [100, 101] restringen de
manera notable al indice espectral n, y la razén tensor-escalar r (cf. Figura 3.18), por
lo cual tenemos un mecanismo confiable para descartar modelos inflacionarios y, por
otro lado, favorecer a los modelos que mejor se comporten. Entre estos tltimos, el que
parece llevar la delantera es el modelo R? de Starobinsky.

Pese a que, con el paso del tiempo, el modelo inflacionario se ha vuelto un punto
crucial en nuestro entendimiento de la Cosmologia, es importante destacar que este
sigue siendo un tema “oscuro” y aun en construccién. En este sentido, uno de los
mayores objetivos actualmente es detectar componentes tensoriales de las fluctuaciones
primordiales. Sin embargo, todo parece indicar que esto no sera sencillo, aunque valdra
la pena intentarlo. Una deteccién de un fondo de ondas gravitacionales primordiales
podria revelarnos la escala de energia en la que ocurri6 la inflacién, lo que significa
que podemos determinar Hinflacion, © de igual manera, la magnitud del potencial V' (¢)
y con ello darnos una idea del origen de esta expansién temprana del universo (ver
[23]). Otro problema que surge es que si la escala de la inflacién esta cerca a la escala
de los TeV (superior a la capacidad de los aceleradores de particulas actuales), entonces
parece improbable que se encuentren modos tensoriales en un futuro cercano [35].

Por otro lado, las observaciones de Planck 2018 [101] parecen descartar un espectro
de potencias escalar invariante de escala (Harrison-Zel'dovich), i.e. n, = 1, sin embar-
go tenemos un espectro de potencias escalar casi invariante de escala, i.e. n, ~ 1. Algo
similar ocurre para las perturbaciones tensoriales, donde se espera tener un espectro
de potencias casi invariante de escala, en este caso n, ~ 0. De hecho, el limite en la
magnitud de las perturbaciones tensoriales respecto de las escalares se ve de la razén
tensor-escalar r. Lamentablemente, por la escasez de observaciones, principalmente
referentes a los modos tensoriales, de momento esta razén solo se suele acotar por arriba
como r < 0.056, en la escala pivote kpiyore = 0.002 Mpc_1 (Planck 2018 [101]).

Ademads de estos aspectos relacionados con los modos tensoriales, otro tépico que ha
cobrado notoriedad al aumentar la precision de los experimentos es la no-gaussianidad.
A pesar de que no lo mencionamos, se estima que las perturbaciones, tensoriales y esca-
lares, son muy cercanas a gaussianas, como lo son las fluctuaciones del oscilador armé-
nico en la Teoria de Campos Cudnticos. De hecho, se espera una ligera no-gaussianidad,
en particular, en las perturbaciones escalares inflacionarias, pese a que las observa-
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ciones del CMB y de la estructura a gran escala confirman una casi gaussianidad,
imponiendo cada vez mds limites superiores para esta. Para su estudio es necesaria
una descripcion de la accién a tercer orden. Aunque en este trabajo nos limitamos a
considerar a fluctuaciones puramente gaussianas, que como mencionamos esta fuerte-
mente apoyado por las observaciones, es importante tener este topico en el horizonte
porqué de ser detectada abriria una nueva puerta para el anélisis inflacionario.

Como mencionamos en el Capitulo 4, las teorfas f(R) han sido ampliamente estu-
diadas en el dltimo par de décadas para tratar problemas abiertos como la inflacién
cosmica y la energia oscura, en parte debido a que es una de las teorias modificadas
de la relatividad general mas simples. Sin embargo, no basta con construir una teoria
modificada de gravedad que, por ejemplo, provea tinicamente una época inflacionaria,
sino que uno debe asegurarse que satisfaga las cada vez mds fuertes restricciones obser-
vacionales. En particular, para modelos de un campo escalar bajo la inflacién slow-roll
las expresiones son bien conocidas y en el presente texto se obtuvieron en (6.120) y
(6.123). Donde estas cantidades estdn evaluadas en el tiempo al que la escala pivote
(kpivote) sale del horizonte, lo cual se realiza en el intervalo de 50 < N < 60 e-folds antes
del final de la inflacién.

Aunque tenemos consecuencias observacionales muy convincentes de un campo
escalar minimamente acoplado a la gravedad, si este realmente existe, atin descono-
cemos su naturaleza. Ademds, en caso de ser detectadas las no-gaussianidades, los
modelos de un campo escalar se pondrian en duda, puesto que estos no predicen no-
gaussianidades [29]. Entonces parece razonable explorar otras alternativas. Una de ellas
es mediante teorfas donde un campo escalar surge a partir de su formulacién, como es
el caso en teorias de orden superior de gravitacién. Entre la amplia gama de teorias
de orden superior capaces de representar un escenario inflacionario, el modelo R? pro-
puesto por Starobisnky en 1980 [115] fue el primero, y actualmente es uno de los mas
exitosos.

Para el estudio de la cosmologia f(R), o en nuestro caso la inflacién f(R), podemos
resolver las ecuaciones de campo a fuerza bruta o bien aplicar la transformacién con-
forme estudiada en la Seccién 5.2. Aunque esto tltimo no siempre es ttil, puesto que
después transformar la accién del marco de Jordan al de Einstein, la materia se acopla
al campo escalar (cf. (5.14)). Afortunadamente, durante inflacién es natural pensar que
la dindmica es determinada tnicamente por el campo escalar. Con esta restriccion la
transformacién conforme se puede realizar de forma simple [131], de tal manera que
podemos efectuar el andlisis en cualquier marco y transformar los resultados al marco
deseado. Esto fue lo que realizamos en la Seccién 6.5, lo cual nos permite escribir los
pardmetros cosmoldgicos (ns, ny, r) en términos de una funcién f(R) arbitraria. Estos
resultados fueron aplicados al modelo R? de Starobisnky recuperando las expresiones
conocidas para dichos pardmetros. Para obtener los pardmetros cosmolégicos nos hemos
enfocado en emplear puramente un formalismo invariante de norma, puesto que es
importante distinguir las perturbaciones fisicas de las dependientes de la norma (ver
Capitulo 6).

Esperemos en un futuro cercano tengamos observaciones atin mds precisas que
las obtenidas por Planck, de tal forma que podamos restringir atin mas los mode-
los inflacionarios o inclusive refutar el paradigma inflacionario (aunque actualmente
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esto parece dificil). Existen satélites de proxima generaciéon disefiados para detectar
modos tensoriales primordiales y estimar la no-gaussianidad de mejor manera, entre
ellos estan LiteBIRD [52], CORE [40] y PIXIE [73].
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Apéndice A
Universo FRW homogéneo

En el presente Apéndice se agrupan resultados bésicos para el Universo FRW no
perturbado’. Ademds, si un calculo vale la pena mostrarse se presentard de la forma
mas detallada sin llegar a saturar el texto. Por altimo, asi como para el resto de los
Apéndices, recopilamos expresiones importantes en términos del tiempo conforme, lo
cual serd til en ciertos contextos y es por esto que vale la pena recopilarlas en una
secciOn propia.

A.1. Geometria del espacio-tiempo

El empleo de la métrica FRW (2.2) en las ecuaciones de campo de Einstein nos dara
el comportamiento del factor de escala a(t). Para ello tenemos las componentes de la
métrica

Joo = g = —1, (A.1a)
02

g11 = Grr = m’ (Alb)

922 = goo = a’1%, (A.1c)

g33 = gps = a’r*sin” 0. (A.1d)

De las cuales podemos calcular los simbolos de Christoffel, de la forma usual, i.e.

1
[ = 590d (OaGbd + OvGad — OaGab) - (A.2)

Por esto debemos tener cuidado que donde aparezca g,, nos estaremos refiriendo a la métrica de
fondo que en otros capitulos denotamos por g,,. Lo mismo para otras cantidades como ¢.
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Por ejemplo

1

QI RN RN -

g 180911

9" (01950 + Qog10 — Frgor)

(91031900 + glgaogm) ;

De manera andloga se obtienen los simbolos de Christoffel restantes, los no nulos son

[25]: _
My = %=
%, = aar®sin® 6,
1ﬂlol = P202 = IQ’oz = 37
Flzz =—r(l— KT?):
[?,, = —sinf cosb,

1 _ _Kr
I 11 —

2 s
I, = —r(1 — Kr?)sin? 6,

Para las componentes del tensor de Ricci se usa su expresién general:

Rab = aCFcab - 8Gb]‘jccb + Fccdrdab - Fcadrdcb‘ (A4)

de las cuales, las no nulas son:

ROO = —3—a, (A5a)
a
(ai + 2a* + 2K)
Ry = A.5b
11 1— Kr2 ) ( )
Ryy = (ad + 24> + 2K)r?, (A.5c)
Rss = (ad + 24 4 2K)r?sin? 6. (A.5d)
Ademas
9" Ry = g" Ry + g Ri1 + g Roo + g Ry
3a  3(ad+ 24 + 2K)
_ — —|— B
a a
6 { a’ K]
=—la+—+—I.
a a a
entonces, el escalar de Ricci es
- %
R:6[9+H2+—2]. (A.6)
a a
Con lo anterior es posible construir las componentes del tensor de Einstein
1
Guw =R — z9uR, (A7)

2
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por lo tanto para la métrica FRW se obtiene

K
GOO =3 (H2 + —2> , (A8a)
a
a? a , K
G = 1" (25 +H + @) : (A.8b)
. K
Goy = — ( Sy R4 —2) a’r?, (A.8¢)
a a
a 2, K\ 95 .
Giz3 = — (2— + H* + —2) a“r*sin” 6. (A.8d)
a a

A.2. 3-curvatura escalar

Para hipersuperficies espaciales se calcula la 3-curvatura escalar a partir de la 3-

métrica: ,

iz U 0
(145) = 0 a’r? 0 , (A9)
0 0 a?r?sin’é

con la cual se pueden obtener los simbolos de Christoffel no nulos:

Kr
(3)1“111 = (A.10a)
BIrl, = —r(1 — Kr?), (A.10b)
BIrl, = —r(1 — Kr?)sin®6, (A.10¢)
1
Gz, =0, = = (A.10d)
(3)F233 = —cosfsinb, (A.10e)
1
Ity = Oty = (A.10f)
B3, = cot . (A.10g)

De estos podemos calcular las componentes del tensor de Ricci espacial, cuyas compo-
nentes no nulas son:

2K

G p _

Rn=1—%= (A.11a)
O Ry, = 2Kr?, (A.11b)
G R,y = 2K sin? . (A.11c)

Finalmente la 3-curvatura escalar:

6K
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A.3. Ecuaciones de movimiento de un campo escalar

Para la accién S[¢| dada por (3.19), es posible aplicar una variacién de tal forma
que obtengamos las ecuaciones de movimiento para la teoria de un campo escalar con
potencial V' (¢), esto es:

o o 2L 0(V=gL)
00,0 0o

=0, (Vigs) V5

0
= V0,0 = "0 (/=) + V=055

I 1 . ov
=V-y _—@ﬁ“qﬁ + —__gwox/—g + 87)]
1. oV
=V-g _¢ — 0,09 + 5@90 (a®) + 8_¢}
= V=g é—aka%wfma—v]
I a 0¢
. .oV
=V=g|¢— 00 ¢+3H¢+a_¢] ,

donde 9;0°¢ = ¢"9,0;,0 = - V?¢, entonces

L1 )%
¢ — ?v% +3H¢ + 5 = 0. (A.13)

A.4. Tensor de Energia-Momento de un campo escalar

Para construir el tensor de energia-momento de un campo escalar, se toma la accién
(3.19) y mediante su derivada funcional se calcula el tensor energia-momento como
prescribe la ecuacion (3.23):

T, — 2 0(y/—gL)
T Vg 99
_ oL 2L O0v—g
agab \/__g 8gab

0 (1 o) 2L 0v=g
- 28g“b ( 2g vc¢ vd¢ V(¢)) \/_—g 89“17
= vagb ngb - 2L 8\/__9

V=g 99~
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Recordemos que g = det(g,), entonces usando la propiedad In (det A) = tr(In A) obte-
nemos que

1 OdetA 0A
= A At .
dot A g tr( ) : (A.14)

lo cual se traduce en nuestro caso a

99 _ (w09 _ 09°'\ _
@—9 g Bg =9 gch = 79 Yav,

entonces
o\/—g -1 0Jg
agab 2\/_ agab
2\/—< g gab)
= _5\/__g Gab,
por lo tanto
‘Tab = va(lﬁvb(b + gabﬁ- ‘ (A15)

A.5. Tiempo conforme
El tiempo conforme 7 se define como
dt = a(t)dn, (A.16)

con lo cual la métrica FRW (2.2) toma la forma

2

2 _ 2 2 r
ds* =a*(n)| —dn +1—Kr2+

r*(d6* +sin® 0 de?) |, (A.17)

y en particular cuando K = 0 se tiene un espacio-tiempo de Minkowski multiplicado
por un factor conforme a(n).

Notemos que con la definicién (A.16) podemos encontrar la relacién entre canti-
dades derivadas en funcién del tiempo césmico y el conforme, e.g., para una funcién
arbitraria del tiempo césmico f = f(¢) tenemos

df dpdf 1 df
At dtdy  a(n)dy

fit) = —f'(n). (A.18)

1
a(n)
De manera analoga, la segunda derivada con respecto al tiempo conforme se puede
expresar como

d2f_dnd<dndf) _<1d2f 1dadf>

I=3 = wa \ @ ddf @ dydy

= i( " =Hf (A.19)

a?
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donde H es el pardmetro de Hubble conforme definido por

De (A.18) vemos que

a
H=a=aH

A.5.1. Tensores de Ricci y Einstein

(A.20)

(A.21)

Estas expresiones serdn extremadamente ttiles al momento de cambiar entre el
tiempo césmico y el conforme. Por ejemplo, los resultados de la Seccién A.1 se pueden
trasladar al tiempo conforme directamente. Para las componentes del tensor de Ricci

tenemos que

"
R33 = (a_ +H? + 2K) r?sin? 6.
a

Similarmente, para el escalar de Ricci:

+ -

R:6{a K}

a3

Y por udltimo las componentes del tensor de Einstein:

Goo =3 (H*+ K),

=t (2 gk

U= K2 a ’
a//

G22:—<2——H2+K)7“2,

a

"
Gz = — (2a_ — H? —I—K) r?sin? 6.
a

A.5.2. Ecuaciones de Friedmann

(A.22a)
(A.22b)
(A.22¢)

(A.22d)

(A.23)

(A.24a)

(A.24Db)
(A.24¢)

(A.24d)

A partir de las ecuaciones de Einstein, podemos obtener las ecuaciones de Friedman.
En particular, empleando (A.24a) y (2.12), la componente 0 — 0 correspondiente a la
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primera ecuacién de Friedmann toma la forma:

I\ 2
H = (Z) = %p(f—[(

; 3 : (A.25)

y para la componente ¢ — i tenemos la segunda ecuacién de Friedmann o ecuacién de
Raychaudhuri:

" 4
% ZG (p—3p)a® — K. (A.26)

A.5.3. Ecuacion de conservacion

La conservacién del tensor energia-momento (V, 7%, = 0) toma una forma muy
parecida al caso en términos del tiempo fisico ¢:

p=—=3H(p+p) = =3Hp(l + w). (A.27)

A.54. Campo escalar

En analogia con la obtencién de la ecuacién (A.13) tenemos

o O O/ g)
" 0(0,9) o
= 0u(a"(-0"9)) +a %

— 8 <a280q5> aig" 8,06 + a*

OV
96

= a?¢" + 2ad ¢ — a*¢"0,0,6 + a g—‘;
LIV

=a’ {(b" +2H¢ — 00,6 + a? |

por lo tanto

, OV
"+ 2H¢ — V3¢ +a % =0. (A.28)
Si el campo escalar en cuestion es homogéneo es isotrépico, como en el Capitulo 3, el
término que involucra al laplaciano se anula. Ademas, las densidades de energia y de
presion para un campo escalar transforma de la forma

= 2%2&2 +V(9), (A.29a)
p=5q0” ~ V() (A.29)
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lo cual es directo de (3.25) y (A.18).
Una relacién ampliamente ttil serd obtenida a partir de (A.25), (A.26) y (A.29):

H?: —H = AnGe™. (A.30)




Apéndice B

Universo FRW perturbado

En este Apéndice se detallan un poco mas los célculos para la obtencién de cantida-
des importantes principalmente del Capitulo 6. Ademads, al igual que en las Secciones
A5y C5 se introduce una Seccién enfocada a reproducir ecuaciones importantes en
términos del tiempo conforme 7.

B.1. Tensor de Einstein perturbado

Para obtener una expresion explicita del tensor de Einstein a primer orden en las per-
turbaciones, notemos que cada uno de los términos de las componentes de la ecuacién
(6.19) se puede expresar en términos de la derivada covariante asociada a la 3-métrica
7:; dada por (6.21), denotada por D;. Por ejemplo’

ViVihoo = DDyhoo — 2H (Dzil()k + DkBOl> — Hagi0ohoo + 2H? (Qujloo + sz) , (B.1a)
ViViho; = DiDyhoi — H (Dzﬁki + Dihu; + GiiDrhoo + gkz‘Dl}NmO) — Hgidoho:

+ H? (2%1%01’ + 2Giihor + ?]ki%l) ) (B.1b)
vlvkﬁij = Dleilij —H (gkiDlile + gijl;lOi + §lka}~le + gljDkilOz) - Hglkaoilij

+ H? <2§z1jl¢j + Giihi + Giihae + Gugrihoo + Qz;@mﬁm) : (B.1c)

donde se usa la forma que toman los simbolos de Christoffel que involucran algin
indice temporal:

Iy, = Ho',, (B.2a)

1, _ . _
Foij = 580917' = aavi; = Hygi;. (B.2b)

"Notemos el abuso de notacién; en principio tendriamos que distinguir entre I'*;; de la 4-métrica de
fondo, de (3)Fki ; de la 3-métrica, sin embargo para FRW (cf. (6.32)) estos son idénticos.
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Entonces, por definicién

Dsziloo = alak;loo - (amiloo)rmug, (B.3a)
DiDyho; = 01 (Ohoi — haily;) = (Omhor = Bl ) T = (Okhom — BTy, ) T™

(B.3b)
DDyhi; = ) (akizij Y Bimrmkj) - (anizij Y L Bimrmnj> ™,

— (Olins = Fans T = P D7) T4 = (Oihin = BT = i, ) T
(B.3¢)

Con las ideas anteriores podemos analizar la ecuacién (6.19) por componentes. Pri-
mero:

o~ . 1 . o _ U
WG = §VoV uhoy — =7V YV, hoo + §g“ag”ﬁvav5h,w + Ry hoy + R" 50" o

1_ ~
+ §R,w (gooh” -g" hoo)
1_. - - - _ .
— 597 [(VoVi = Vi¥o) hoj = Vi¥shoo + 5V, Vil
I e P
2 2 2
101 4 - e
= ——= —DZD hoo — —HD h()i — 3H80h00 +2H <3h00 +g ]hij>
2| a? a?
1 i T 8 i —ij 9 1 2 (=5 T 7
— ED D hz‘j + ?HD hoz‘ + Hg 80hij —6H (g hij + 2h00> ]

1 5 o7 35 7 1= L= 5 Liin ki
+ ig JROZ-]- hoo — §R00h00 — §Rh00 — éRijhj + ig]RiUO hkj
1 .~ 1 L~ 2 ~ 3 ~ 1 o~
= _Q_GQDiDZhOO + T#DZDjhij — ?HDZhOZ + §H60h00 — §H§”aohij
27 257 s, K\ 5 s, K i 7.
+3Hh00+2Hg hij—g H—F; hoo— H—F? ghij
1

T a2

-~ 1 . 2 ~ 3 - 1o
DiDzhoo + ﬁDZD]hij — ?I‘I]:)lhoz + §H80h00 — §Hg Jaohij

3K - K\ s
- ?hoo + (H2 - ?) ey
donde para eliminar algunos términos se usaron los resultados de la Seccién A.1 ade-

mads de la relacién g"D;, = 54D, = LD Empleando la forma (6.31) de A, y usando
las condiciones (6.24) y (6.26) de tal forma que se simplifique lo mds posible, se obtiene
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que
1, I
WGy = 55DiD' (A= 3D+ D*DiE) + 55D [~ (A + D — DD4E) vy — 2D,D,E + DV + D, V]
2 ) . . . 1 . . .
L 2HDDB - 2H (A=3D+D'DE) + S H (34+3D - D'D,E)
a 2 2
K K
+ H? (34 + 3D — DFD,E) + 35 (A—3D+D*DiE) — <H2 — ;) (344 3D — D*D€)

=~ 5DD'D+ SDDDDLE — D'D'D,DE + 55 D'D’ D,V + D,V

2 , . . K
+ =HD'D;B + 6HD — 2HD"D;& + — (64 — 6D + 2D*D;€)
a a
2 ) ) . .
— D;D'D + aHD;D'B — a> HD;D'E + 3a*HD + K (3A — 3D) } :

a?

donde es 1til emplear las relaciones de conmutacién para derivadas covariantes que
dan origen al 3-tensor de Riemann y simplificar lo arriba obtenido, i.e.,

1. 1, 1, K
—DID'DDLE — —D'D/D;DE = — D' <(3)Riklle8> = —25D'DE, (B.4)

02
ademas de

DD’ [D;V; 4+ D; V] = D' (DiDjvf - “”Riﬂjvl) +D,D,DVI — O Dy — G _ipiy!

il il

= =D (DR, V) + D' (PR, V) - DR, DV 4 DR, DV =0,
(B.5)

Por lo tanto

WGy, = % [DiD’( ~D+aH(B- a£)> +3a?HD + K (3A — 3D) ] | (B

. . . 1
Suele ser conveniente expresar el tensor de Einstein en la forma ( )G“b, para ello
usamos que

Gy = g Gy = (% = M) (G +AG, ) = G726, (B7)
donde
WG, = g Va, — h* Gy, (B.8)

Destaquemos que en (B.8) tratamos con h,;, dada en (6.29), y por lo tanto debemos tener
cuidado y no confundir con h,, definida en (6.31).
Entonces por (B.6) tenemos

Cle g % [D,»Di (D —aH(B- aé)) — 302H (D . HA) + 3KD]. (B.9)

a
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De manera analoga para G, tenemos
1ro _ o o I .
WGy, = B [vov% + ViVPho, — V.V he; + 2R Ty, + Ro'hiy + R oy — Rho"]
1 o~ o~ . .
=3 [ — ViVohoo + g™ (Vovlhz’k + V;Viho, — vkvlhOi)
i} ) . i} e ) i} N
—9 (—fgm-) 7% ho — (—39> hoi + <9 Y 2H? + 2—2) GG oy — 6 (9 v H? —2) hm}
a a a a a a

— Di(0ohoo) + H (Dihoo + 200he; — AHhoi) + %ao (D*hiy,) — %HD’“BM — 4Hphy;

1
2
AT R . .

+4 (2H2 _ 3) hoi + —DiD R — H(gleihlk + 5D ki + 4Dz-h00> — Hopho,
A 1 s . . . K\ ;
o+ TH?ho — 5 DyD* s + 2H (=D s + Diion ) + 3Hhoi — 9Hhoi — 4 <H2 + —2) hOi]
a a a

1

2

1

- 1 . - 1 - 2 . 5
;DiD’“hOk — ;DkahOi — 9o(Dshoo) + gao(thik) — ?HD’%% — Hg"D,hy,

)

) ) A
— HD;hoo — 2H?ho; — 4 (9 n —2) ho
a a

y empleando la separacién (6.31)
1 1 1 . . .
WGy = —5 DDDB + -DiD! (DB +C) + 5Di(A — 3D + D'D,€)
a a
1
1
= HD* [~ (A+D = D'Di€) 3 = 2DiDxE + D;Vy + DpVi] — S HD; (=34 = 3D + DDE)
1 o K
+ 5 HD; (A — 3D+ D*Di€) + aH? (DB + C) + 2a (9 + —2> (D;B +C;)
a a
K 1 % : JK o 1 . .
= a5 DiB + 5-DyDC; — 2DD — 2a° - Dié + 5D* DYy + D] + 2HD; A
a? 2a a? 2
. K
+a (29 +H*+ 2—2> (DiB +Cy)
a a
. K__ . i K
= —2D,D — 2a*5D;€ + 2HD; A+ a <29 + H? + 3—2) D;B
a a a
1 : : 1 a K
4 oDk [Div,c + DkVi] v DD a (28 H2 22 ) ¢,
2 2a a a?
en este caso empleamos algo similar a la componente anterior, es decir
K
~D,D*D;B + DyD*D;B = — PR, DB = 2>~ D, B, (B.10)
a

y un término analogo para £.
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Por lo tanto

: : - I
V@G, = 2D; {—D +HA—KE+ g (22 +H? + 3—2) B}
a a

1 S| : 7 K
+3 {DkaVi + aDkaCZ} +KVi+a (22 + H? + 2§> C;.| (B.11)

Nuevamente empleando (B.8) se tiene

2 : K .
W6, = 2 |a*D; (D ~HA-— (B - ag))
a a

_ L., (cl- + avi) - %a[( (ci + m)

; | (B.12)

Por ultimo tenemos

— ?ivoﬁjo — ?j@oilio + ?Ovoﬁzj — fh’jvoﬁoﬁoo + gijgklﬁoﬁzilok + gz‘jgklvlvoﬁko

N | —

+ gkl?ivlﬁjk + gkl?j?lfzik — gkl?k?lﬁij — gijg“gm”vﬁnﬁkm — QROZ-J-OBOQ

+ 2§klRlijm}~lkm + gklpbilﬁjk + ?]klel;Lik + Roogijﬁoo + Rklgijgkmglnﬁmn - Rhij

1]_
25 9ij

- a ~ -
— 2H%hgy — A=hoo + 2H?h,"

N . - 1 - 1 - 1 - .
+ 9oOohij — DiOohoj — D;jOoho; + ﬁDkahjk + EDjthik - ngthij — Hoohy;

— HD;hy; — HD;hy: — 2H?h;; — 6%7%}.

S B - ) 2 .
— Qodbloo + =D Opfor — —D*D'hys — 4Hohoo — — HO <7’“lhkl> + 5 HD
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De tal forma que

(I)Gz‘j - 2{§ij

DT — D+ HA—3HD + H A~ HD + 2= A~ 292)]
a a a

1 i K
— -D:D;T + a? (29 +H? 4 —) D,D;E
2 a a?

T+ leDi [QaH (C’j + an> + ad, (Cj + an)]

+ iDj [ZaH <Ci + avi) + a0, (Ci + aVi>]

1 a K
— —CL2 (25 + H2 + 5) (DZV] + DJVl)

2
1 QBTT 3 2HhTT 1D thTT "hTT 1 2H2 hTT

donde, por simplicidad de la ecuacién, se define la variable T mediante

TE(A+D)—aH<B—a£>—at[a(B—ae')]

(B.13)

(B.14)

El célculo para la obtencion de (B.13), si bien es directo, es demasiado largo para
presentar en la presente tesis, sin embargo, la idea es la misma a las otras dos compo-
nentes (B.6) y (B.11). Entonces, empleando (B.8) obtenemos

Wi _ 2
Gy=—

g

1 a . .. .
—DD*T + a? (29 + H2> A+ d’HA — a’D — 3¢>HD + KD
a

2 &

- %DiDjT + iDi 20t (C; +aVy) + ad (C; +aVy )|
+ %le [ZaH (Ci + avi> + ad, (Ci + aV)]
2

. 3 L 1 K .

(B.15)

Notemos que podemos usar las cantidades invariantes de norma (6.49) de tal forma
que podamos simplificar las expresiones obtenidas. Por facilidad se tomaran las com-
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ponentes del tensor de Einstein en su forma (1,1), i.e. (I)G“b, con lo cual se tiene

MG = % [ — V20 + 3a*H (cb + H\If) ~3K®
_3d°H (H _ 52) (B _ aé) } | (B.16a)
a

0G0, — %{CRDZ- {— (&+H¥) +a <H - g) (8- as)l

— iaVZGi — %aK@z}, (B.16b)

SV +a? (29 + HQ) U+ 2HU + a2d + 3a2Hd — K
a

J

_a (a2H + 30iH — 302H® — HK) (B . aé) ] 5

1. 1 , .
— 5D'D,Y + 04 |a? (D'O; + D)) |
a’ im [ 3TT i TT I o 1T K rr
donde
T=VU—- 9. (B.17)

Cabe destacar que (B.16) no son invariantes de norma por si solas, pero si lo serd cuando
se agrega el término del tensor de energia-momento, o equivalentemente escribir las
ecuaciones de campo de Einstein. Esto puesto que, al igual que hg;, G4 transforma de
manera andloga a (6.39), i.e.

Ware, = Vg, — £.64, (B.18)

donde
£5G‘“b = SCVCG“,, - Gcbvcga + G*“vagc. (B.19)

Separando esta expresioén en sus componentes y empleando en (B.18) vemos que las
componentes del tensor de Einstein transforman como

W@y = Mat — G0, (B.20a)
(1)G/Oi _ (1)G0i _ (GOO _ %Gkk) ¢, (B.20b)

Ogr. = Wa' — G (B.20¢)
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Con lo anterior es facil ver que

Demn® — WGd _ oGo, (B . aé) , (B.21a)
_ 1 - .

Wam)® — Wgo. _, <G00 - gakk) ) (B - a€> , (B.21b)

1 7 i ~i .

Ve = 06— ol (B - ). (B210)

son invariantes de norma para las componentes del tensor de Einstein. Explicitamente
estas toman la forma:

gme, _ 2 [~ V0130 (b + HY) - 3K, (B.22a)
a
2 . 1 |
Demn®, — 2 [ — 2D, <¢> n H@) — JaV*0; - 5@(@,}, (B.22b)
a
W' — 21 12g2y 4 g2 (22 4 g2 ) W 4 ?HY 4 20
Toa?] |2 a
+3a°Hd — K& |5
1 1 2 (i i
5D DjT+@at[a (D'0; +D,07) |
a’? im [ 3 TT i TT I o, 1T K rr
+ 7 (hmj +3HMS — VPRI + 2= hIE ) b (B.220)

B.2. Perturbaciones al campo escalar

Para un campo escalar, su perturbacién no es invariante de norma sino que esta
transforma como es ya usual:

06 =06 — £ = 66— 4. (B.23)

Entonces, en analogia con (B.21), es facil verificar (usando las ecuaciones (6.47a), (6.48b)
y (B.23)) que

56N = o — 56 — ad (B — aé") . (B.24)

es invariante de norma.

Por otro lado, al igual que con el tensor de Einstein es conveniente construir las com-
ponentes del tensor de energia-momento invariantes de norma. En completa analogia
con (B.18) es f4cil ver que estas tienen la misma estructura algebraica que (B.21), es decir
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Wpan® — Op0 70 (B - a5'> , (B.25a)
_ 1_ .

Wpmo®. _ g0 _ <T00 - ngk) ) (B . ag) , (B.25b)

Wt = 7Y o7 (B af). (B.250)

Empleando (6.64) y (6.49a) en lo anterior tenemos que

1 0 = = av

DpaNy S = — G — 8_9590’ (B.26a)
(UT(IN)Oi _ —(Eai% (B.26b)
1 i . T ov i

(D) = lop— P20 — 8_$¢ 5. (B.26¢)

B.3. Curvatura intrinseca en hipersuperficies espaciales

Usando la 3-métrica perturbada (K = 0) y considerando solo las perturbaciones
escalares, i.e. o
ds(y) = a®[(1 4 2D)d;; — 20;0;] da’ da’ (B.27)

donde? .
¢9 =g7 —hi = v [(1-2D)8" +20°0€] . (B.28)
Con esto podemos calcular la curvatura escalar intrinseca, similar a como obtuvimos
(A.12). Ademas, puesto que los simbolos de Christoffel (S)Fkij ~ O(1),1ie.
OP* = (80D + 60D — 6,;0D — 8:9,0,) " + O(2), (B.29)
entonces
R = 9" Ry
— g7 |30, - 0.1 | + 002)

% [0 (—0"D — *0'0,E) — ' (30:D — 0,0"9,E)] + O(2)

4
— _Eakakp +0(2).

Por lo tanto 4
(1) _ 2
R(g) = —EV D. (B.30)

2Por convencion, las derivadas espaciales 9, viven en el espacio euclidiano y por lo tanto podemos
subir y bajar indices con 6;; y su inversa. Esto siendo estandar en la literatura cuando se emplea un fondo
euclidiano.
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B.4. Perturbaciones a la cosmologia f(R)

De acuerdo con la ecuacién (6.128) tenemos que

frt=fat <1 + Jrn R) +0(2) = fi' (1 — ";ﬁ“)R) +0(2), (B.31)

fr R

Recordando que la métrica fisica tiene la forma (6.1), entonces

%(fRRH) Jab (fRR+f>+%(2fR+fRRR) MR 4~ (fRR+f) hey +O(2). (B.32)

Para los términos que involucran derivadas covariantes (compatibles con la métrica
fisica g4, cf. Seccion 6.1) en la ecuacion (6.125) tenemos

frrVaVoR = freVoViR+ frr (VoVeMR — O V.R) + frrr VRV, V,R+0(2), (B.33)

siendo C°,, la conexiéon dada en términos de la perturbacién métrica h,, en la ecuaciéon
(6.6); también

Jrer(VaR)(VoR) = frreVaR ViR + frrr (?aé ViR +V, VR ?bR)

B o (B.34)
+ frrrrVeR VR YR + O(2).

Ecuaciones de campo

En resumen tenemos para® (6.125)

1 f o _ _ o _ o
=7 (1 — %@R) FrrVaVoR + frr (VoVyWR — C, V. R) + frer VRV, VR
RJR R

+ frRrRRVaR ViR + frrr DR +V, ORV;,R)

(Va
+ frrrrVaR ViRYR — %(JFRRJF f)

— % <2f_R(1)R + fRRR(l)R) — % (fRR + f)

1 - S — -~ hg
= dgp + T [fRRV Vb R + fRRR (VaR vb(l)R + v R ) fRRO VCR ? (fRR T f)
R

+ (JFRRRvava + frrrRVoR V4R — Jab <2fR + fRRR>

fRRV R frefrer Irnlrrng po gy gabeR<fR+ﬂ>(l)R +0(2),

Ir fr 6 fr

3De manera andloga a la Seccién 6.4, omitimos el superindice (eff) pero debemos de tener cuidado con
no confundir con el tensor de energia-momento de otras secciones.
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donde el tensor energia-momento de fondo tiene la forma

T, = FarVaVuR + Frrr(VaR)(VoR) — @( FuRR + f)] (B.35)

i

Entonces la parte que corresponde a perturbaciones lineales es

1 = = — — _
(1)Tab Iif [fRRV Ve'YR + frrr ( R V,WR+V, VR VbR) + Ay VR
R

I S
— frnCy VR = =2 (faR + f) || (B36)
donde se define

_ 2\ o o A = frRRfRRR & =< =

Agp = RRR_f_ V.Vy,R + fRRRR_f— V. R VR
R’ r T (B.37)

+5 (ﬂf - 2f3> Gabs
R

lo cual tinicamente depende del fondo.

Notemos que (B.36) es la expresion general para una funcién f(R) y en una métrica
de fondo, ambas arbitrarias (pero en vacio). En nuestro caso usaremos, como es usual,
la métrica FRW como fondo, con la cual obtendremos un sistema de ecuaciones diferen-
ciales para (VR y las correspondientes perturbaciones métricas. En este caso, R = R(t)
(cf. (A.6)) y por lo tanto el cdlculo de las componentes del tensor de energia-momento
se simplifican un poco. Usando lo anterior calculamos por componentes

1

Op
00 —
KJR

h
[fRRVOVO 'R+ 2frrrVoR VoWR — frrC" VR — = (fRR + f)

+ (fRRR?OvOR + frrrrRVoR VoR — ggo <2fR + fRRR>

- %%%R _ Junfren g By GuR) + %ff—(fRR+ f)) 1)

R fr

1

1/- - =
fRR 'R + 2fRRRR DR+ fRRRaOhOO - = (fRR + f) hoo + Aoo(l)R .
fffR 6

Entonces usando la descomposicién (6.29) obtenemos
1 - . e
W, = — [fRR“>R +2fprrR OR + F WR — frpRA + = ( FrR+ f) } (B.38)
KfR
donde por la definicién (B.37) para A, se define (F, letra obsoleta digamma del alfabeto
griego)

F =40 = < RRR — @) R+ (fRRRR - fRRfRRR) (2fR — flin) (B.39)
Ir Ir Ir
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Ademéds, usando que

(1)Tab _ ?]aC(l)ch — pac _cba (B40)

es directo que

(1)T00 _ L_ _ fRR(l)R . QJFRRRE Wp —f OR
i | . | (B.41)
+ frrRA +2 ( Fank + fRRRRQ) A} .

De igual manera que en el caso de un campo escalar, las perturbaciones VR y A
no son invariantes de norma, y en consecuencia tampoco lo es (B.41). Es decir, tenemos
que

WR=0R - £.R=DR - R, (B.42)

y las expresiones (6.46)-(6.48) para las perturbaciones métricas. Entonces en analogia
con (B.24)

WRUN) = o — WR _ 4R (B _ as') . (B.43)

Puesto que (B.23) y (B.24) son completamente andlogas a (B.42) y (B.43), entonces pode-
mos emplear las relaciones (B.25). Por lo tanto

1 _ _ = _ . _ - _ K3
(I)T(IN)OO = Wl frRRO — 2fRRREO — F 0+ fRRRVY + 2 <fRRR + fRRRR2> ‘If] .| (B.44)
R

Siguiendo las ideas empleadas en el calculo de la componente 00 (asi como de la
Seccién 6.4.1) obtenemos

1 — . —_ = —_ —_ =
7 D; [fRR(l)R + (fRRRR — HfRR> WR — frrRA

(1)T _ -
0 — r
RJR

va(GUnR+ D) + k) B @5
L4 <1(fRR—|— f)+ HfRRR) Ci,
kfr \ O

y su correspondiente expresion invariante de norma

]_ — . — = — — =
(1)T(IN)Oi = —D, [ — frRO — (fRRRR — HfRR) 0+ fRRR\I’] : (B.46)
kfr
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De igual manera

(1)T _L _Hf_‘ (1)R+ - fR;Rf_Qf — f —& (l)R
ij = /QfR RR fR R RRR fR

— farRD + 2H frrRA — 2 (H FrrR + > (fRR - f))

Gij
+ DZDJ fRR(l)R — fRRECL(B — (lg) + 2&2 (HfRRR + = (fRR + f)) ]
hd . . 2 — 2.
- ngRR (Dicj +aD;V; + D;C; + aDM‘) - %fRRRh;‘FJT
(HfRRR + —(frRR+ f)) (DsV; + DV + b)) }
(B.47)
asi como
(1) i 1 = . JRR [ir
T(IN)j:a{[—HfRRQ‘i‘(— (Ef_QfR>_ (RRR_f_R 0

5+ fRRD Djo
a

J

+ fRRR(I) + 2HfRRR‘I/

1 - - . 1. = ..
~ 5 frrR (D'©; + D;0") — 3 fRRRyzkh{}}. (B.48)

Ecuacion de Klein-Gordon

Ademas, para la ecuacion tipo Klein-Gordon (4.6), tenemos que a orden cero en las
perturbaciones

— = - 1 _ _ - _ —_
OR=-R—-3HR= — [KT 3 frrrk? +2f — frR|. (B.49)
3frr

Y a primer orden

1 s . = . = -
— 6= 3Ho+ —V?0+3Rb + R +2(R+3HR)w
a

= 3Fn [6]?RRR§@ + (fR — Rfrr + 3frrrnR? + 3frenr (PL + 3H§>>Q} .| (B.50)

B.5. Tiempo conforme

Al igual que la Seccién A.5, la presente estd dedicada a recopilar expresiones en
términos del tiempo conforme para algunos resultados importantes del Capitulo 6.
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B.5.1. Tensor de Einstein

Usando las relaciones (A.18)-(A.21) podemos expresar las relaciones obtenidas en el
Capitulo 6. Para las componentes del tensor de Einstein perturbado (ecs. (6.34)) tenemos

06, = 2 [0 (D—H(B-£)) — 31 (D~ HA) + 36D,

(1)G0. — [aDz ('Dl —HA— K(B - 8/)>

.2
(”Ga‘:@{

1 1

)

a/

%VQT + (2— — %2) A+HA —D" —2HD + KD

a

— %D"DJT + iDi [2H (C; +V)) + 0, (C; + V)]

1 . ) . .
+ D5 2R (C+ V) + 0, (€ + V)]
1

im TT TT 21 TT TT
+ 77 (Ao + 2Hby = N2h, L+ 2K D)) }

&

donde

T=(A+D)-2H(B-E)—0,(B-¢&).

(B.51a)

(B.51b)

(B.51¢)

(B.52)

Notemos que las transformaciones de las cantidades que caracterizan las perturba-
ciones obtenidas en la Seccién 6.3.1 también sufren un cambio y en consecuencia las

cantidades invariantes de norma toman la forma

1
V=A-—0, la(B—¢&")],
d=-D+H(B-E),
0, =C +V,

_ 3 IT
hij = .

(B.53a)

(B.53b)
(B.53¢)
(B.53d)
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B.5.2. Ecuaciones de campo para un campo escalar

Para un universo inmerso en un campo escalar las ecuaciones de campo (6.67) en
términos del tiempo conforme toman la forma

—V20 4+ 3H (P + HY) = 47G [@’2\1/ A an—ggo] , (B.54a)
P+ HY = 4n G o, (B.54b)

"

) 1 .
%v% + (2“— - 7—[2> U+ HY + " + 27{@’] 5 — 30°0,T
a

= 447G {qg’cp/ PV —a g—‘;go} (53-. (B.54¢)

Ademas, la ecuacién dindmica de la perturbaciéon del campo escalar (6.79) toma la

forma )

o*V _ oV
O +2HY — Vi + a2872¢ — 49"V + 2a28—¢\11 =0. (B.55)

B.5.3. [Ecuaciones de campo para la cosmologia f(R)

Para un universo descrito por las teorias f(R) las ecuaciones de campo (6.133) en
términos del tiempo conforme toman la forma

—V?® 4+ 3H (' + HY) = frro" + (fRRH — 2fRRRR,) o —d’Fo

1 [
2fR
+ ]FRRR_/\IJ/ +2 (]ERRR_H - JFRRHR_I + ]?RRRR_Q) \If} , (B.56a)

+HY = frro' + (frrrR — Hfrr) 0 — fRRR'\I/], (B.56b)

o7l

1 " ) 1 )
SV + @ 4 2HE + H (2“— - H2) V|8 — 500,
a

r2
Zi{[—”ﬂf}m@/‘f—(— (%f_QfR>_ (_RRR_%)>Q

(;ij + fRRaian} . (BS6C)

+ frRRR'® + 2H frrR'V

donde

£2 r£2
a’F = <fRRR - %) R'—H <_RRR — J;—R) R+ (fRRRR - fRRJ;];RRR) R*+ 5 (2]‘;};57“:;; )
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B.6. Transformaciéon conforme

Nuestro interés en la Seccién 6.5.3 es transformar los resultados obtenidos en el
marco conforme o marco de Einstein (Secc. 6.4) al marco fisico o marco de Jordan. Para
ello primero debemos verificar que las ecuaciones de campo (6.67),(6.112) y (6.133),(6.144)
son equivalentes bajo la transformacién conforme (5.9).

Por la simplicidad que representan las perturbaciones tensoriales (respecto a las es-
calares), veremos primero como esta transformacién se comporta en ellas. Entonces, la
ecuacion (6.150) tenemos que

hl] == thij- (858)

Usando la descomposicién EVT de la Seccién 6.2.1 (pero tomando solo las perturbacio-
nes tensoriales) tenemos

hi; = a*h)}, (B.59)
y su andloga en el marco de Einstein
hij = a*hll. (B.60)
Con lo anterior, la ecuacién (B.58) toma la forma
hil = fr ~2hTT =h}. (B.61)

Donde se us6 la relacion (5.23b) entre a y a. Esta ecuacién es importante porque implica
que el espectro de potencias (6.116) es invariante ante la transformacién conforme g, =

ngab-
Ahora, tomando la ecuacién de ondas gravitacionales en el marco de Einstein (6.112),
vemos que transforma de la siguiente forma (omitiendo la etiqueta TT en h;;):

- .~ 1 ~ ~
0 = &2hi; + 3HOthy; — —V2h;
a

dt d [dtd 1 f, dt d 1
e (T—hij) +3—— (H + fRRR) ——hy — —=V?hy;

didt \ di dt N 2fr ) didt a2 fr
L]y frr 2 JRrR J

= — |hy; — hij H+ 28R ) hy — =V2hy;
fg{ y 2fR +3( + fRR> — = Vhy,
! [hw + <3H + @R) hij — 2v2hij] ,
~ Tn Ir

donde ( ) denota derivaciones temporales en el marco de Jordan. Entonces

) 1
hij + (3H + %R) hij gv"’hij =0, (B.62)

lo cual coincide con (6.144).
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Para el andlisis de las perturbaciones escalares es conveniente usar el tiempo con-
forme como variable temporal, puesto que las coordenadas serdn las mismas en ambos
marcos, esto es

ds* = a*(n) (—dn® + &;; dz" da’) (B.63a)
ds* = @*(n) (—dn® + 6;; dz* da?) . (B.63b)

En este caso, el parametro (conforme) de Hubble transforma como

- 1f
i (B.64)
2 fr

En este caso tenemos que las perturbaciones escalares transforman como

A=A+ %fi;j“)}z, (B.65a)
B =B, (B.65b)
D=D+ %%’0)3, (B.65¢)
E=¢, (B.65d)

b=y LB, B.66a
37, (B.662)

= 1 frr

@ = (b —_——_— 07 B.66b
3 7 ( )

. 3 frr

= — 0. B.
v 2% Tn (B.66¢)

Con estas expresiones se puede verificar la equivalencia entre los marcos y dado que
la transformacién (5.9) es invertible, lo contrario naturalmente se cumple. Es decir que
tenemos la libertad de elegir el marco a partir del cual transformar las ecuaciones.

La primera situacién, y la més directa, es para la componente fuera de la diagonal
de la parte espacial de las ecuaciones de campo, es decir cuando ¢ # j. En estre caso
tenemos simplemente que ¥ = & (cf. ec. (6.69)) lo que a partir de (B.66a) y (B.66b) se
traduce en

qf—q>+@g:o, (B.67)
fr

de acuerdo con la ecuacién (6.135).
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Para la componente 0: de las ecuaciones de campo tenemos un caso relativamente
simple. Aqui el lado izquierdo de la ecuacién (B.54b) toma la forma*

O +HY =0, [CD — —@g} + (”H + —@R’) {\If + —fﬁg}

2 fr 2 fr 2 fr
VR P 1 frr 1 frr 1 frr
a 6 (fR ) <H+2fRR)\IJ+2fR (H+2fRR)

y usando la ec. (5.16) para el lado derecho de (B.54b)

3 [rr 3 frr
4 =4
TG p = 7TG< oy fRR o ™ —0
fRR) ? /
— | Rop.
( Ir
Por lo tanto la ecuacion (B.54b) transformada al marco de Jordan toma la forma

0= +HV —47rGdp

_ o Ly (fan 1 fan Vfnn (3 Vnnp 3 (fan)"
B a<JCR) (H+2fRR)\D+2fR (H+2fRR) 4<fR>RQ
Caraqw Lo (frn,) 4 Linn gy Linn frr\" _é(@)}/
S a(fR )+2fRMWﬁJH+ (fR)RQ i\p ) e

=o' +HV — ﬁ [—frrMo — frrR'V] — 2}}2 (frr¢' + frrRR 0)

=o' +HV — ﬁ [frrO' + frrrR 0 — frrMo — frrR'Y]

lo que coincide justamente con la ecuacion (B.56b).

Para el resto de las ecuaciones la situacién se complica un poco puesto que en
la definicion del tensor efectivo (4.8) hemos empleado la traza para simplificar los
términos. Por ello serd conveniente usar que ¥ = & y por lo tanto T = 0. Sin embargo
T #0,de hecho T = ffRR 0.

Para la componente 00, la ecuacién (B.54a) toma la forma

—V2U + 3H (xp + H@) = 47G [&2@ S (B.68)

—_ ~2_7
a a¢<p

“Tenemos que tener cuidado con las derivadas temporales, puesto que en general no son iguales en
los marcos, sin embargo la ventaja de usar el tiempo conforme como parametro temporal es que estas
coinciden en ambos marcos.
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Donde el lado izquierdo de la igualdad transforma al marco de Jordan como

o2 7 (& TG Coog LfRRO 1 frr ;1 (frr
VD 4 37 (V4 AT ) =~V 57 Ve +3(H+2fRR)(\IJ+2&7<_ g))

sy g dmn gy (fRR )( 1@)
(H—H’-lfRR fRR \If+2ng

i 2
V2W+3(H+—fRRR’> s (e nling (flf;RR’) v
2 fr fr
1fRRV2 + 2 3fRR <H+ 1fRRR/)

_§f_R T 2 fn

L3 @(HQWJ”RRR, fRR )

Ir Ir

lfRR [rR
(gt )a”(fR)]

Tenemos que tener cuidado con 9,, esta denota la derivada con respecto al tiempo con-
forme y no involucra un indice espacio-temporal. De igual manera, el lado derecho de
la ecuacién (B.68) toma la forma

i g2V ] _aned 3 (Frn g (g L\ 3 fang (f_)

G| aaﬁ]“”G{zn(fRR) (wr3f) - o pman (e
alfp 1l ([, 1. frr

- ( ‘éRR)f—R@}

3 (Frr o\ _<fiR> ,,

‘4{<fRR>‘I’ )

“
(o) -3 (- i

frr |3

fr
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Juntando estas expresiones vemos que la ecuacién (B.68) transforma como

- ~ ~ —p = ov
— _\72 / . 20 2 ~2Y 7V
0= V\II+SH<\P +7—L\1/> 47TG|:¢\I/ 3o aa¢¢]
f J frr
:—VW+3(H+—£R’> V3| H A+ HIEER 4 (RRR’) v
2 fr IR [r
1 frr s 3fRR( 1 frr ,) /
— =V + H+ -—=R
27w T2 n 2 fr
3 fRR 2 frE (fRR ,)2 ( 1 frr ,) (fRR)
+ = H*+H—=—R + —R H+-=R|0,
2| fr ( IR 4\ fr 2 fr Ir
fRR /)2 (fRR)2 BN
- - R|)VYV—-|=—] R
{ (fR Ir ¢
fRR (fRR ,>2 fRRE oo 2 51 ( 12 )
- R ———=R‘—--a"— (f— =/rR
T 12\ a0 el e
= V20 4 3HV + 3H?T — fRRv2 + 310, (fRR )
[r Ir
- L— — freV?0+ 3frr (7—[ — @R) o
2fr IR
—3frr NVELLy ”Hﬁa (fRR) +0 (];)R
Ir frr "\ fr R
1,1 /- 1=
+ g (7= 37) o
— 3frrR'V — 6H fRRR’\IJ}.
Ademas, la ecuacion (B.55) nos permitira reescribir el término de V?p dentro de las
llaves. En este caso transformando dicha ecuacién obtenemos que
_ / fRR /
0=—frrV20+ frro" + |2frrrR + 2frrH — 3755 7 R
R
3 Jrr Jrr frR 2., (1frn f
¥ a?( )+z ’Ha( ) a( >R+—a2 <____)]
[fR o\ ) RO ) et (T I\ 3 Fan

- 4fRRR/‘I’/ + (Z (f — —fRR>
(B.69)
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y retomando el calculo

0= V20 + 37 (¥ + ) - 4nG {w _F - aﬁa_ggp}

— V20U + 3HV + 3H2U — fRRv2 + 3H0, (fRRg)
Ir fr

L frrd" + (frrH — 2frrrR') ¢
2fr

- <fRRR - ]%;R) R+ (fRRRR - fRRfRRR) R?
Ir Ir

7 fRR ' a® frr
_,H<fRRR_E)R +E (QfR—Ef>]

+ frrRY' + 2 (frrR" — HfrrR + frrrR”) \I’}

— V20U + 3HV + 3H2U — fRRv2 + 318, (fRR )
Ir Ir

1 _ _ B
— —<¢ — frrd" + (frrM — 2frrrR) o — d*F o
2fr
+ frrR'YV' +2 (frrR" — HfrrR + frrrR”) \I’}

donde hemos empleado la expresion (B.57) de la variable digamma / en términos del
tiempo conforme, asi como las ecuaciones de fondo (C.23) y (C.24) en vacio®. Para que
sea mas clara la equivalencia con (B.56a), notemos que al introducir la ec. (B.67) en el
lado izquierdo de (B.56a) obtenemos

frr

—V2D 4 3H (P + HU) = —V>U + 3H (V' + HD) — J}QRW + 3H0, ( 7
R R

Q) , (B.70)

lo cual verifica la equivalencia de las ecuaciones (B.54a) y (B.56a).

De igual manera para la componente ij. Contrayendo los indices en (B.54c) obtene-
mos

29V } (B.71)

" 4 3HD + (7—2' + 27:l2> d = 4nG {gﬁ'g@’ a a—¢<p

donde hemos empleado (A.30) para simplificar un poco. En este caso serd conveniente

>Estas se pueden derivar al transformar las ecuaciones (A.28) (con V2¢ = 0) y (A.25), respectivamente.
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emplear d en lugar de . Entonces, el lado izquierdo de (B.71) transforma como

O+ 3HP + (’H’+27—L2><1> - (fijR ) (H+§%R’) (@’——a (fijRgD
/ fRR / 2 fRR / (fRR /)2
(’H+ 8<fRR)+2H+2HfRR 7R )

1 frr
g (‘I" if—R@)

= O" 4+ 3HP + (H' +2H*) P

1fRR " fRR 3 fRR 3 fRR ? A
_Imr g g (1R 4 SgdrR O (TRRY g
2fRQ n(fR) HfR 4(fR) ¢
1 frr

2 fr

H + 2H? + a (fRRR')+2HfRRR’
fr fr

frr \* | I z(fRR)
(fRP”> A

fRR / fR fRR
SIS fRR)fRRa (ﬁ)]g

fRRR/(I)/ [1fRRRR +1fRRR//+2HfRR ]q)‘

T3 2 In 2 In T

Andlogamente para el lado derecho de (B.71) tenemos

— 2 r
16|81 -2 ]_ﬂ(hj) R s T, (), 2t (1 L) ]

Por lo tanto, reescribiendo la ecuacién de campo con lo anterior y las ecuaciones de
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fondo (C.23) y (C.24) en vacio, se obtiene

- . - SN\~ _ oV
- N/ / / 2 - [N ~2- 7
0= +3%q>+(% +2%)q> 47TG[¢¢ aagbgo}

— (b” +37_[¢/ (H/ +27_[2)

1 frr , (fRR) 3., Irr (fRR)Q A
o, SRCVRLy (LU W
T2 Fr Fr T ¢
1frr |, ., 9 (fRR ,) frr (fRR />2
— = |H +2H* + (9 R ) +2H—=—R + R

2 fr fr fr Ir

Ir 2<fRR) ( 1 frr /> fR <_R >
T T\ T ) e\
3 frr n 1 frrr o 1 frE JRrR
+§fRR<I> {2 7 ey 2fRR +27—[fRR}<I>

fR;R YN fRR / fR;R QfRR *_1* )
[(fR)RQ+fRRa(fR)Q /2 (f QfRRQ

= O" + 3HP' + (H' +21H*) ©

1
2fR{fRRV o+ Hfrro

+ {szR (2H +H?) — B%ffRR’+HfRRRR’+ — (Ef—sz)}

R fr

+ fRRR/(I)/ - (sz (Hl - 7‘[2) — QHfRRR/) (I)}

lo cual justamente coincide con (B.56c) al contraer los indices y empleando (B.67) para
quitar el grado de libertad V. En analogia a la obtencion de (B.70).
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Apéndice C
Elementos de las teorias f(R)

En el presente Apéndice se recopilan expresiones ttiles asi como célculos que merece
la pena proporcionar més en detalle (en relacién al texto) su origen dentro de las teorias

f(R).

C.1. Ecuaciones de campo
Tomemos la acciéon (4.2) de la teoria gravitacional modificada, a saber:

S1ap, V] = /d4$\/—_9 {% +£M[9ab,1ﬂ] : (C1)

Por el principio de minima accién obtenemos
0=105]g]
1
- [t |- sv=ar) +atv=acu)]

_ /d4a:\/—_g [i (5f(R) + \/%_gf(R) 5\/—_9> + \/L__g&\/__ch) '

Ahora veamos cada término por separado. El dltimo término del lado derecho estd
relacionado con el tensor de energia-momento asociado a la materia definido mediante

_ 2 0(V=9Lwm)
T = o= (C2)

En analogia con A.14, a partir de In(det A) = Tr(In(A)) y con A — (g45) tenemos que

69 =9 (9" 69a) = —9 (95 99™) , (C.3)

entonces

—9g b Vg ab
g ab _ _V I . C4
/=g Gab 09 5 Gab 09 (C.4)

161

-1
0v/—g = 2—7959 =
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Finalmente, el primer término del lado derecho corresponde a

5f(R) = %]f) SR = froR, (C.5)

donde, usando la definicién del escalar de Ricci R = g**R,;, entonces

SR =6(g""Rap)
= 5gab Rab + gab 6Rab
=089" Rap + g 6 R, f

aeb

y usando la definicién del tensor de Riemann en términos de los simbolos de Christoffel
(torsién nula)
Rabcd = adeac - allebc + Feacrdeb - Febcrdem (C6)

calculamos

5}%abcd - 817 5Fdac - 811 5dec + 6(Feac) I-‘deb + Feac 5Fdeb - 5(Febc) Fd a Febc 6Fdea ) (C7)

e

pero puesto que la variacién §(I'%,,) es la diferencia de dos conexiones y esta diferencia
a su vez es un tensor de tipo (1, 2), podemos agrupar términos empleando

Vd<5rabc> = ad((srabc) + Fade 5F6bc - Fedb 5Faec - 1—‘edc 5Fabe ’ (CS)
entonces de C.7 tenemos que

5Rabcd - (ab 5Fdac + 6(Feac) I‘deb - I‘ebc 5Fdea)
- (aa 5dec + 5(Febc) Fdea - Feac 5Fdeb)

C9
+ Feab 5Fdec - Feab 5Fdec ( )
=V, o, —V, o1,
por lo tanto
ORw =0R,,,° =V 01, —V, oI, . (C.10)
Ahora, usemos que 6I'“,, transforma como un tensor, en cuyo caso obtenemos
e 1 ef
1 (C.11)
Y [gcavb 09 + 9 Va 09 — 9oeGpaV° 590d] )
y también
1
ore,, = ) [gcevb 09 + 94 Ve 09 — 9..9pa Ve 5ng] , (C.12)

donde hemos usado que

6Gab = 20Gab + GucGba 09 = 0Gab = —Guelpa 09° -
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con lo cual
1
Vel = —5 (060 VeV 69 + 94, VeVa 09 — Guegpa D 9] (C.13a)
1
Vool = =5 [0::VaVs 09 + 94, VaVe 09 = Gec0,aVa V' 59] . (C.13b)

2

Por altimo, juntando lo anterior
R = 6¢™ Ry, + g™ 6 Ry,
— dgab Rab =+ gabve 6Feab - gabva 5Feeb
= 09" Rap — % [9°9:a VeV 09 + 994,V eVa 6% — 9 Gae gD 09|
+ % (0790 Va V69 + 99,V Ve 59% — 60,904V VE 69

1
= 6g% Ry — 3 [VeV g™ + VeVa 09 — 9,069 — 9., VoV 69 — Vo Ve 89" + 9,V V9]

1
=6¢" Ry — 3 VeV, dg® — g,.069° — g.. 069 + V,V. 9%
= 5g“b Rap + g, 5g“b — V.V, 5gab .

Con este resultado podemos regresar a la variacién de la accion, i.e.

0= /d4x\/—_g i (fRaR+ %gf(R) 5\/—_9) - L_gaW——ch)]

V=9 V=9
(1 1 1
= /d490 V=93, (fRRab 69" + frou069™ — fRVV, g% — §9abf(R) 59ab> - §Tab 59ab]

1 1 1
= /d4$ V=9 |5- (fRRab + 9,0fr — VoV fr — Egabf(R)) - §Tab:| 59,

donde, en la tercera igualdad se han integrado por partes un par de veces al segundo y
tercer término, i.e.

1 1
5 / e V=9 909" = 5 / d*z /=g 69" 9O fr, (C.14a)

1 1
P / d*z /=g frVaVs g% = P / d'z /=g 8¢™ V.V, fr. (C.14b)

Puesto que la variacién §¢® es arbitraria obtenemos que
g

1
frBRa + 9,0 fr — VoV fr — igabf<R> = K1y, (C.15)

lo cual coincide con la ecuacién (4.3) del texto.
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C.2. Ecuacidn generalizada de Friedmann

En analogia con la obtencién de la ecuacién (2.13), se puede calcular el equivalente
de la ecuacién de Friedmann para las teorias f(R). Usando los resultados de la Seccién
A.1y tomando

1
Gab - Rab - EéabR’ (C.16)

entonces, la componente 0-0 es entonces
K
G% = — <H2 + —2> . (C.17)
a
Por otro lado, tomando la ecuacion (4.7) tenemos

G, = 7 [T ViR + fur(VR)(VR) = 5% (faR+ f+26T) + 4T3 |, (C18)

y por lo tanto, la componente 0-0 toma la forma
1

. . |
G = n frr (—R + FcooacR> — frrRR? — G (fRR+ f+2kT) + KJTOO]
1

- . . 1
= f_R — fRRR - fRRRR2 - g(fRR + f + 2I<LT> + lﬁTooi|
1r -1 : . 1
= f_ 3HfRRR + g (l{T + 3fRRRR2 + 2f - fRR> - fRRRR2 - g(fRR + f + 2I£T) + HTOO]
R L
1

- ) 1
= f—R -3HfRRR — 5 (fRR - f) + I{TOO],

entonces juntando este resultado con (C.18) obtenemos

K 171 - KT
2 B Ll _ ol _
HY ot o (o = fuR) + HfneR = 552 ] = 0. (C.19)
Notemos que al tomar f(R) = R, regresamos a la ecuacién de Friedmann (2.13).
Si ademas usamos la ecuacién (A.6), obtenemos

i 1,1 . KTY
E—E<6f+HfRRR+ 5 >_0. (C.20)
C.3. Potencial del modelo 1>
El célculo explicito de (5.25) es directo de (5.19):
-« L Rfp—f
_ 1 g
T 5./ R \2
28 (1+ 5372
_ 3M? R?

4k (3M?2 + R)*’
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donde empleando la ecuacién (5.16) obtenemos que
3M? R?
- 4k (3M2+ R)?
2
3M?2 (e o _ 1)
2K 2”
Ar <1 teVE 1)

Por lo tanto

V(g) = 3ﬁ2 (1 _ e\/%f_ (C.21)

C.4. Equivalencia de las constricciones

Un ejercicio til es el verificar que las constricciones (5.7) y (5.34) son equivalentes
ante el cambio de marcos. Usando las ecuaciones (5.26)-(5.29) en (5.7) obtenemos!

_e\/_¢( \/7¢) _e \/_¢>[e\/_¢( \/7¢) Vi V5 >_13< 2;”45_1)2]
e i [T %ﬁé—%&—i(l—em)z)]

_VE e Eae Ly
ev’ 59 39 73

= VT (%& " V(¢))

donde ¢ = dt Puesto que ¢ # —oo, con esto recuperamos la ecuacién (5.34), es decir
2 1 1 12 v
H* — 3 §¢ +V(p) | =0. (C.22)

C.5. Tiempo conforme

En este caso recopilamos expresiones titiles en el contexto de las teorfas f(R), prin-
cipalmente de los Capitulos 4 y 5.

1Recordando la adimensionalizacién de las variables, por simplicidad se omiten las barras.
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C.5.1. Ecuacion de Friedmann de las teorias f(R)

De acuerdo a lo obtenido en la ecuacion (4.13), en términos del tiempo conforme,
esta toma la forma

2

R"+2HR = —
3frr

|:2f — frRR+ %fRRRR/ 24 :‘iT:| . (C.23)

Donde la constriccién (4.14) en términos del tiempo conforme toma la forma

CL2

0

Por otro lado, usando el escalar de Ricci de la métrica FRW conforme (ec. (A.23)) para
obtener la ecuacién dinamica de H:

a? IiTOO

e (1, 1 4 Ko
W= (6f+a2fRR’H,R+ 3 ) (C.25)

C.5.2. Modelo R?

Para el modelo R? de Starobinsky (en vacio y con K = 0) la constriccién (C.24) (en
analogia con (5.3)) toma la forma

2
2 a 1 / 1 2
—_— pr— .2
H +3+1\§2 (aQMzHR 12M2R> 0, (C.26)

siendo las ecuaciones dindmicas (ver ecs. (5.4)):

R" +2HR + a*M?*R = 0, (C.27a)
2
W+ HE — %R — 0, (C.27b)
a’ 1 1 1
I / - I » 1 —
H pa <a2M2’HR +5R+ 12M2R) 0, (C.27¢)

a —aH = 0. (C.27d)
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