UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE
MEXICO

FacuLTAD DE CIENCIAS

Ciclos hamiltonianos en digraficas
k-cuasi-transitivas

T E S I S
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
MAESTRO EN CIENCIAS MATEMATICAS
P R E S E N T A:

MANUEL ALEJANDRO JUAREZ CAMACHO

DIRECTOR DE TESIS:

DR. CESAR HERNANDEZ CRUZ

CD. MX. 2022



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



II



1.Datos del alumno
Apellido paterno
Apellido materno
Nombre(s)
Teléfono
Universidad
Facultad o escuela
Posgrado

Numero de cuenta

2. Datos del tutor
Grado

Nombre(s)
Apellido paterno
Apellido materno

3. Datos del sinodal 1
Grado

Nombre(s)

Apellido paterno
Apellido materno

4. Datos del sinodal 2
Grado

Nombre(s)

Apellido paterno
Apellido materno

5. Datos del sinodal 3
Grado

Nombre(s)

Apellido paterno
Apellido materno

6. Datos del sinodal 4
Grado

Nombre(s)

Apellido paterno
Apellido materno

7.Datos del trabajo escrito

Titulo
Ntumero de paginas
Ao

Juarez

Camacho

Manuel Alejandro

55 39 81 49 26

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Maestria en Ciencias Matematicas
306317794

Dr.

César
Hernandez
Cruz

Dra.
Amanda
Montejano
Cantoral

Dra.

Ana Paulina
Figueroa
Gutiérrez

Dr.

Juan José
Montellano
Ballesteros

Dra.

Maria del Rocio
Sénchez

Lopez

Ciclos hamiltonianos en digraficas k-cuasi-transitivas

30 p.
2022



II



Para mi mamd. Guiaste cada uno de mis logros.



v



Agradecimientos

A todos mis profesores, en particular a Amanda y a César por la gran
confianza, paciencia, motivacion y apoyo que depositaron en mi.

A todos mis amigos, en particular a Lalo y a Emiliano, sigamos pasando
buenos momentos juntos.



VI

AGRADECIMIENTOS



Indice general

Agradecimientos

1. Definiciones generales

1.1. Digraficas, subdigréficas y adyacencia
1.2. Recorridos y distancias
1.3. Torneos y generalizaciones

2. Introduccion

2.1. Hamiltonicidad . . . . . . . . . . . ...

2.2. Planteamiento del problema

3. Resultados previos
3.1. Resultados clésicos

3.2. Digraficas k-cuasi-transitivas

4. Resultados nuevos

4.1. Preliminares . . . . . . . .

4.2. Resultado Principal

5. Conclusiones

5.1. Conclusiones y futuras lineas de trabajo

Bibliografia

VII

W DN = =

ot G

Ne}

13
13
18

25
25

29



VIII INDICE GENERAL



Capitulo 1

Definiciones generales

Atn conociendo las bases, es posible que el lector de esta tesis no conozca
algiin término o notacion, y por ese motivo se incluye esta seccién. Sin embargo,
cualquiera que lo crea pertinente puede saltar inmediatamente al siguiente
capitulo y usar este tinicamente para consulta. Para cualquier duda también
es posible recurrir a [4].

1.1. Digraficas, subdigraficas y adyacencia

Una digréafica D es una pareja ordenada D = (V (D), A(D)) donde V(D)
es un conjunto, que para nuestros fines serd finito y no vacio, llamado el
conjunto de los vértices de D, y A(D) es un subconjunto de (V(D) x
V(D)\{(v,v): v e V(D)} llamado el conjunto de las flechas de D. Asi,
todo elemento de V(D) es un vértice y todo elemento de A(D) una flecha. A
la cardinalidad del conjunto V(D) se le llama el orden de D y a la cardinalidad
de A(D) se le conoce como el tamano de D.

Si (u,v) € A(D), diremos que hay una flecha de u hacia v y serd denotado
por v — v. También nos referiremos a la flecha (u,v) como wv. Si u — v o
v — u, entonces diremos que u y v son adyacentes. Usaremos u — v para
indicar que uv ¢ A(D). Si X y Y son subconjuntos de V(D) denotaremos por
X — Y el hecho de que para cualesquiera z € X y y € Y se tiene que x — y.
Si ademas se tiene que no existe flecha alguna de un vértice de Y a uno de X
usaremos la notaciéon X — Y. Cuando X = {v} escribiremos v — Y en lugar
de {v} — Y, andlogamente con los demds casos semejantes.

Supongamos que D y H son digraficas tales que V(H) C V(D) y A(H) C
A(D), en este caso decimos que H es una subdigrafica de D. Si ademas para
cualquier par de vértices u 'y v en V(H) se tiene que uv € A(H) si y sélo si

1



2 CAPITULO 1. DEFINICIONES GENERALES

uv € A(D), entonces la subdigrafica H es llamada subdigrafica inducida.
Es claro que una subdigrafica inducida queda totalmente determinada por la
digrafica que la contiene y por su conjunto de vértices. Por lo anterior, si H
es una subdigrafica inducida de D con S = V(H) usamos la notacion H =
D[S] y diremos que H es la subdigrafica de D inducida por S. Si B C V(D)
denotaremos por D — B a la subdigréfica inducida por V(D) — B.

Dado un vértice v, definimos la exvecindad de v, denotado por N*(v),
como el conjunto de todos los vértices w € V(D) tal que vw es una flecha
de D. A la cardinalidad del conjunto N*(v) la llamamos exgrado de v y es
denotada por d*(v). Andlogamente N~ (v), la invecindad de v, es el conjunto
de todos los vértices w € V(D) tal que wv es una flecha de D, y su cardinalidad
es llamada ingrado de v, denotada por d~(v). El exgrado maximo de D es
el nimero A}, = max {d*(v): v € V(D)} y el exgrado minimo de D es el
nimero d;, = min {d*(v): v € V(D)}. Andlogamente se definen el ingrado
maximo y el ingrado minimo de D denotados A}, y ¢}, respectivamente.

1.2. Recorridos y distancias

Un camino dirigido C' en una digréfica D es una sucesion finita de vértices
(vo, - .., vy) tal que v; — v;11 para todo entero i, con 0 < i < n. Para abreviar
omitiremos la palabra dirigido. Si vy = v y v, = v diremos que C' es un uw-
camino y que u y v son los extremos de C'. Si existe un uv-camino diremos
que u alcanza a v. La longitud de C, denotada por ¢(C), es definida como el
nimero n. Para ¢ < j, también definimos el camino v;Cv; como la subsucesion

(Wi, Uis1 -+ ,u;) del camino C'; sii =0 o j = n podemos escribir inicamente
Cvj o v;C, respectivamente.

SiCy = (vo, -+ ,vn)y Co = (ug, -+, uy) son dos caminos tales que v,, = uy,
definimos a la concatenacién C;Cy como el camino C' = (vg, « -+, Up, Uty =+ + 5 Up)-

Haremos uso frecuente de construcciones de este tipo de caminos por lo que,
para ganar claridad, nos permitiremos escribir expresiones como C)v,uyC>,
voChv,ueCau, 0 combinaciones de estas notaciones aun cuando sea redundan-
te. Para facilitar la notacién, escribiremos Cju; en lugar de de C(ug, uy).

Una trayectoria dirigida 7" es un camino en el que no se repiten vértices.
Aligual que en la definicién anterior, omitiremos la palabra dirigida. Si T es un
uv-camino, que también es trayectoria, diremos que es una wv-trayectoria.
Ya que una trayectoria es un caso particular de camino, las notaciones y defi-
niciones anteriores sobre caminos también son validas para trayectorias.

Una uv-trayectoria 1" de una digrafica D tal que no existe, en dicha digrafi-
ca, una uv-trayectoria de longitud estrictamente menor a T’ es una uv-trayectoria
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de longitud minima. La distancia de u hacia v,b denotada por d(u,v), es
definida como la longitud de una wuwv-trayectoria de longitud minima. Si no
existe uv-trayectoria alguna diremos que d(u,v) = oco. Cabe aclarar que no
estamos hablando de una distancia en el sentido matematico usual, pues no
necesariamente se cumple que d(u,v) = d(v,u). El diAmetro de una digrafica
es la maxima de las distancias entre sus vértices y cualquier trayectoria que
cumpla dicha distancia es una trayectoria de longitud maxima.

Decimos que C' = (vg, vy, ...,v,) es un ciclo dirigido si es un camino tal
que todos los vértices son distintos excepto vy y v,; es decir, vy = v,. Para
abreviar omitiremos la palabra dirigido.

Dada una digrafica D, para cualesquiera dos vértices u y v en ella podemos
definir la relacion ~ tal que u ~ v si y sélo si existe una uwv-trayectoria y una
vu-trayectoria en D. Es conocido que ~ es una relacion de equivalencia y por lo
tanto induce una particiéon {C, ... Cs} de V(D). Cada subgréfica inducida por
un elemento de tal particion recibe el nombre de componente fuertemente
conexa (o componente fuerte para abreviar). Claramente en una componente
fuerte cada par de vértices se alcanzan entre si. Si la particién consta de
un unico elemento, entonces diremos que D es una digrafica fuertemente
conexa (o fuerte). Se dice que C' es una componente fuerte inicial (final) si
para toda uv-trayectoria (vu-trayectoria) con v € V(C') se tiene que u € V(C).

Un k-rey en una digréfica es un vértice v tal que d(v,u) < k para todo
ue V(D).

Los siguientes términos se explican y definen en la introduccién como parte
del desarrollo del tema, sin embargo aqui ayudaran para una rapida consulta.

Una trayectoria hamiltoniana de una digrafica D es, como su nombre
lo indica, una trayectoria de D, con la particularidad de que pasa por todos
los vértices de D. Anélogamente se define un ciclo hamiltoniano. Si una
digrafica posee una trayectoria hamiltoniana diremos que es trazable y si
tiene un ciclo hamiltoniano diremos que es hamiltoniana. Finalmente, una

digrafica es panciclica si tiene ciclos de todas la longitudes entre tres y el
orden de D.

1.3. Torneos y generalizaciones

Un torneo es una digrafica en la cual hay exactamente una flecha entre
cada par de vértices. Por otra parte, una digréfica es semicompleta si entre
cualquier par de vértices hay al menos una flecha, pudiendo tener flechas en
ambas direcciones entre un mismo par de vértices. Claramente todo torneo es
una digrafica semicompleta.
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Una propiedad que los torneos cumplen trivialmente es que para cualquier
trayectoria de longitud dos se tiene que los extremos son adyacentes. Es jus-
tamente esta propiedad la que define a la siguiente generalizacién: decimos
que una digrafica D es cuasi-transitiva si para todo z,y,z € V(D) tal que
T —yyy— zsetiene que x — z 0 z — x. En [(] J. Bang-Jensen y J. Huang
presentaron uno de los principales resultados sobre digraficas cuasi-transitivas,
una caracterizacion recursiva de las mismas.

Analogamente, si un torneo tiene una trayectoria de longitud k se tiene que
los extremos son adyacentes. Esta idea tan natural fue recientemente introdu-
cida y estudiada por Hortensia Galeana Sanchez y César Hernandez Cruz en
[13] dando lugar al siguiente concepto: una digréfica D es k-cuasi-transitiva
si para cualquier uv-trayectoria de longitud k£ en D se tiene que los extremos
son adyacentes. Bajo esta definicién se tiene que las digraficas cuasi-transitivas
son las mismas que las 2-cuasi-transitivas.



Capitulo 2

Introduccion

2.1. Hamiltonicidad

Una de las tantas contribuciones del matematico irlandés William Rowan
Hamilton fue un sencillo juego que se volveria un problema clasico en la Teoria
de Graficas. El juego se desarrolla por turnos, de forma competitiva entre dos
jugadores y, de manera muy simplificada, consiste en encontrar una sucesion
de vértices adyacentes en un dodecaedro que los recorra a todos sin repetir,
salvo el primer vértice que también debe de ser el tltimo.

i

Figura 2.1: Recorrido en el juego de Hamilton.

En Teoria de Graficas la representacién mas comun y natural de un do-
decaedro consiste en tomar los vértices y aristas del dodecaedro como los



6 CAPITULO 2. INTRODUCCION

respectivos conjuntos de vértices y aristas de una grafica. Esta representacion
es perfecta para trasladar el juego de Hamilton a la Teoria de Graficas pues se
traduce simplemente en encontrar, en la grafica descrita del dodecaedro o en
cualquier otra gréafica, un ciclo que pase por todos los vértices. Si una grafica
posee dicho ciclo se dice que es hamiltoniana. El problema de decidir si una
grafica es hamitoniana o no, es un problema NP-completo, al igual que el pro-
blema andlogo en digraficas: decidir si una digrafica es hamiltoniana; es decir,
si tiene o no un ciclo dirigido que pase por todos los vértices.

Figura 2.2: Ciclo hamiltoniano en la grafica del dodecaedro.

Como mencionamos en la seccién anterior, inicamente estudiaremos digrafi-
cas y el unico tipo de caminos, trayectorias y ciclos que usaremos seran dirigi-
dos por lo que omitiremos la palabra «dirigidos» al hablar de ellos.

Un problema ampliamente estudiado en Teoria de graficas es decidir si en
una familia de digréficas cada elemento es o no hamiltoniano. Aqui, el término
familia se refiere a un conjunto de elementos descritos en su totalidad por
una o varias propiedades; es decir, dicho problema se traduce en decidir si un
conjunto de propiedades son una condicion suficiente para asegurar que una
digrafica es hamiltoniana.

Si una digréafica tiene una trayectoria que pase por todos los vértices se
dice que es trazable o que tiene una trayectoria hamiltoniana, claramente ser
hamltoniana implica ser trazable. Ademas, si una digrafica tiene ciclos de todos
los tamanos entre 3 y el nimero total de vértices se dice que es panciclica,
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claramente toda digrafica panciclica también es hamiltoniana.

2.2. Planteamiento del problema

Un torneo es una digrafica en la que entre cada par de vértices hay exac-
tamente una flecha. La familia de los torneos es quizas la familia de digréaficas
mas estudiada pues cumple una enorme cantidad de propiedades e incluso
varias conjeturas sobre digraficas han podido ser probadas inicamente en tor-
neos. Algunos resultados en torneos sobre los tipos de problemas mencionados
anteriormente son:

Teorema 2.1. (Rédei [15]) Todo torneo es trazable.
Teorema 2.2. (Camion [7]) Todo torneo fuerte es hamiltoniano.
Teorema 2.3. (Harary, Moser [10]) Todo torneo fuerte es panciclico.

Es facil notar que una digrafica que no es fuerte tiene al menos dos vérti-
ces que no se alcanzan entre si y entonces no podria ser hamiltoniana. Por lo
anterior ser fuerte es una propiedad necesaria o inherente en las familias de
digraficas en las que se pretenda estudiar problemas hamiltonianos o pancicli-
cos, lo cual se refleja en los teoremas anteriores.

En esta tesis abordaremos como se trasladan estos tres teoremas a una
generalizacién de los torneos, las digraficas k-cuasi-transitivas." Comenzaremos
por el analisis del articulo Hamiltonian paths in k-quasi-transitive digraphs [22]
en donde las autoras Ruixia Wang y Hui Zhang generalizan el Teorema 2.1
presentando el siguiente resultado:

Teorema 2.4. ([22]) Sea k un entero par, k > 4, y D una digrdfica k-cuasi-
transitiva fuertemente conexa. Si D tiene didmetro al menos k + 2, entonces
D tiene una trayectoria hamiltoniana.

El hecho de que en la familia de las digraficas k-cuasi-transitivas cada
miembro posea una trayectoria hamiltoniana es una caracteristica relevante,
sin embargo la intencién de Wang y Zhang en [22] era demostrar que cada
miembro posee un ciclo hamiltoniano, lo cual dejan como problema abierto:

Problema 2.5. ;Toda digrifica k-cuasi-transitiva con k par, fuerte y con
diametro al menos k + 2 es hamiltoniana?

'Decimos que una digrafica D es k-cuasi-transitiva, con k > 2 un entero, si para toda
uv-trayectoria de longitud k en D se cumple que hay una flecha entre u y v.
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El objetivo inicial de esta tesis era dar respuesta afirmativa a esta pregunta
a través de una generalizacién del Teorema 2.2, y dicho objetivo fue cumplido
exitosamente, pero a través de una generalizacion del Teorema 2.3; es decir,
damos respuesta afirmativa a dicha pregunta y presentamos un resultado mas
fuerte que el buscado por Ruixia Wang y Hui Zhang. Cabe mencionar que la
demostracion de dicho resultado es constructiva por lo cual también estudia-
remos la complejidad del algoritmo arrojado.

Figura 2.3: Ejemplo de una digrafica trazable, una hamiltoniana y una pancicli-
ca



Capitulo 3

Resultados previos

3.1. Resultados clasicos

En esta seccién enunciaremos algunos teoremas y lemas ya conocidos asi
como consecuencias inmediatas de estos. Dichos resultados seran usados co-
mo apoyo para la demostracion de los teoremas que seran presentados en
la siguiente seccién. Varias de estas herramientas fueron desarrolladas en el
articulo [22] debido a que para llegar al Teorema 2.4 las autoras estudiaron la
estructura general de las digraficas k-cuasi-transitivas.

Comencemos por ver como se trasladan los teoremas 2.1, 2.2 y 2.3 de la
familia de los torneos a la familia de las digraficas semicompletas. Esta labor
fue realizada por Bang-Jensen y Gutin en [3], donde ademds se presenta un
amplio compendio de resultados en digraficas, tanto clasicos como nuevos.

Teorema 3.1. (/7]) Toda digrifica semicompleta es trazable.

Lema 3.2. (/7)) Toda digrdfica semicompleta fuerte con al menos 3 vértices
contiene un torneo fuerte generador.

Como consecuencia inmediata del lema anterior, junto con el Teorema 2.2
y el Teorema 2.3, obtenemos los siguientes dos teoremas:

Teorema 3.3. Toda digrdfica semicompleta fuerte es hamiltoniana.
Teorema 3.4. Toda digrafica semicompleta fuerte es panciclica.

Observacion 3.5. (/7)) Toda digrdfica semicompleta tiene una inica compo-
nente fuerte inicial y una unica componente fuerte terminal.
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El siguiente lema no es més que la abstraccion de un procedimiento usado
en varias demostraciones, generalmente para obtener una contradiccion al su-
poner que un ciclo es de longitud maxima en una digrafica y encontrando uno
de longitud mayor.

Lema 3.6. Sea D una digrifica con un ciclo C = (xo,Z1,...,Tn_1,%0) Y
u € V(D). Siu es adyacente a todo vértice de C' y ademds u tiene invecinos
y exvecinos en C, entonces eziste un ciclo Cy tal que V(Cy) = V(C) U {u}.

Demostraciéon: Basta observar que hay un indice 7 tal que, médulo n, x; — u
y u — x;41. El ciclo buscado es (z;, u, z;41)Cx;. O

Tit1 / x;
Tit2 ... \//
L1

Zg

Figura 3.1: Ciclo encontrado en el Lema 3.6

3.2. Digraficas k-cuasi-transitivas

Los siguientes lemas hablan sobre la estructura de las digraficas k-cuasi-
transitivas. Recordemos que nuestro objetivo principal es dar solucion al Pro-
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blema 2.5 el cudl fue planteado en [22] por lo que no es de extranar que hagamos
referencia a varios resultados de dicho articulo. El primero de ellos nos dice
queen una digrafica k-cuasi-transitiva fuerte, cualquier ciclo suficientemente
largo domina o es dominado por cualquier vértice.

Lema 3.7. ([20]) Sea k un entero mayor o igual a 2 y D una digrdfica k-cuasi-
transitiva fuerte. Si C' = (xg, 1, ...,Tn_1,%0) s un ciclo de longitud n > k
en D, entonces para cualquier x € V(D) — V(C) se tiene que x es adyacente
a algin vértice de V(C).

El siguiente resultado es bastante 1til, ya que no sélo garantiza que en
una digrafica k-cuasi-transitiva fuerte cualquier trayectoria de longitud mini-
ma entre sus extremos, suficientemente larga, tiene adyacencias bastante bien
estructuradas respecto a los vértices fuera de la misma.

Lema 3.8. ([22]) Sea k un entero par con k > 4 y D una digrifica k-cuasi-
transitiva fuerte. Supongamos que P = (IL’O, L1y ooy Thtls xk+2) €S UNG ToTLpy2-
trayectoria de longitud minima en D. Entonces, para todo vértice v € V(D) —
V(P), si v tiene invecinos y exvecinos en P, se tiene que v es adyacente a
todo vértice de V(P) o {Tg—1, Tk, Thr1, T2} — v — {x0, X1, T2, T3}

En el Lema 3.9, se observa que en una digrafica k-cuasi-transitiva, el con-
junto de vértices de una trayectoria, suficientemente larga y de longitud mini-
ma entre sus extremos, debe inducir una digrafica semicompleta fuertemente
conexa.

Lema 3.9. ([22]) Sea k un entero par con k > 4 y D una digrdfica k-cuasi-
transitiva. Supongamos que P = (xg,21,...,T,) €s una xox,-trayectoria de
longitud minima en D con n > k + 2. Entonces D[V (P)] es una digrdfica
semicompleta y x; — x; para todo i y j tal que 1 <i+1<j <n.

Finalmente, el Lema 3.10 puede ser pensado como la contraparte del Lema
3.9, pero respecto a los vértices que estan fuera de la trayectoria.

Lema 3.10. (/22]) Sea k un entero par con k >4 y D una digrdfica k-cuasi-
transitiva fuerte. Supongamos que P = (xq, 1, ...,T,) es una ror,-trayectoria
de longitud minima en D con n > k + 2. Entonces D[V (D) — V(P)] es una
digrdfica semicompleta.

Detengamonos a analizar como se entrelazan estos ultimos resultados. Los
Lemas 3.8, 3.9 y 3.10 plantean que, dada una digrafica D y una trayectoria
P como en las hipétesis del Lema 3.8, entonces V(D) admite una particion
(V(P),V(D)—V(P)) donde, segin los Lemas 3.9 y 3.10, cada parte induce una
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digrafica semicompleta y ademas el Lema 3.8 nos indica el comportamiento
de algunos de los vértices en V(D) — V(P) con respecto a P, en concreto,
el de los vértices que tienen invecinos y exvecinos en V(P) pero jqué sucede
con los demds? Por el Lema 3.7 sabemos que todo vértice x en V(D) — V(P)
tiene invecinos o exvecinos en V(P) pero no necesariamente ambos; es decir,
podria suceder que x tenga tUnicamente invecinos o unicamente exvecinos. El
articulo [22] no ignora del todo esta observacion y, aunque no lo enuncia como
un resultado en si mismo, menciona la respuesta a esta pregunta como parte
de la demostracién del Lema 3.10. Ya que serd de gran utilidad, el siguiente
lema plasma dicho resultado:

Lema 3.11. ([22]) Sea k un entero par con k > 4 y D wuna digrifica k-
cuasi-transitiva fuerte. Supongamos que P = (xg,T1, ..., L1, Tri2) €S una
Toxpyo-trayectoria de longitud minima en D. Entonces para todo vértice v €
V(D) — V(P), si v tiene unicamente invecinos o unicamente ervecinos en

V(P), v es adyacente a todo vértice de V(P).

Con estos resultados ya se observa bastante de la estructura en las digraficas
k-cuasi-transitivas y con esto bast6 para que en [22] demostraran el Teorema
2.4.

Por tltimo, usaremos un resultado, acerca de la teoria de reyes, el cual
parece no estar ligado al tema que estamos abordando, sin embargo resulto
ser crucial en la construccién de los ciclos que buscabamos.

Teorema 3.12. ([9]) Sea k un entero par, k > 4, y D una digrdfica k-cuasi-
transitiva con una unica componente inicial C. Al menos una de las siguientes
afirmaciones se cumple:

1. Todo vértice en C' es un (k+ 1) — rey.

2. Hay tres vértices uy, ug, u3 € V(C) tal que uy es un (k+1)-rey, us es un
(k + 2)-rey, ug — uq, d(ug,uz) =k + 2 y uz es un 2-rey en D. Ademds,
todo vértice a distancia k + 2 de uy es un 3-rey.

Cabe mencionar que el estudio de reyes en digraficas k-cuasi-transitivas no
es casualidad pues estos fueron ampliamente estudiados en torneos, siento el
siguiente el resultado principal:

Teorema 3.13. ([15]) Si T es un torneo, entonces cada vértice de exgrado
maximo en T es un 2-rey.



Capitulo 4

Resultados nuevos

En esta seccién mostramos resultados originales, tanto nuestro resultado
principal como aquellos que, junto a los de la seccién anterior, nos servirdn
como herramientas para demostrarlo.

4.1. Preliminares

Iniciaremos con un andlisis estructural de las digraficas k-cuasi-transitivas.

Lema 4.1. Sea k un entero par, k > 4, y D una digrdfica k-cuasi-transitiva
fuertemente conezxa con diametro al menos k+2. También, sea P = (xq, x1, . . .,
Thtl, xk+2) una roxyo-trayectoria tal que d(xo, xk+2) =k + 2. Entonces D es
semicompleta o V(D) acepta una particion' de la forma (V(P), Ap, Bp, Ip,Op)
donde:

1. Ap ={z € V(D) =V (P): x no es adyacente a algin vértice en P},
Bp ={x € V(D) — (V(P)UAp): z tiene invecinos y exvecinos en P},

Ip ={x € V(D)= V(P): z tiene unicamente invecinos en P}.

Op ={x € V(D) —V(P): z tiene unicamente exvecinos en P} y

Ademas:

5. Six € Ap, {@p—1, Tk, Thg1, Tp2} — = {x0, T1, T2, T3},

! Estamos usando el término particién en el sentido usual salvo por que permitiremos que
las partes puedan ser vacias, esto a falta de un mejor término. Nuestro desarrollo no se vera
afectado por este abuso del lenguaje pues tnicamente lo usamos por la estructura que esto
proporciona y no por la teoria que se desprende al respecto.

13
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0. V(P)UAPP—)IP,
7. OPHV(P)UAPUIP Yy

8. Si Bp = 9, entonces Op,Ip = &.

/
\

z
Tp-g <
N

Figura 4.1: Estructura descrita en el lema 4.1

Demostracién: Veamos que (V(P), Ap, Bp, Ip,Op) es una particién. De la
definicién de Bp se sigue que dicho conjunto es ajeno a Ap y del Lema 3.11 que
Op U Ip es ajeno a Ap. Ademads, de las definiciones de Op, Ip y Bp tenemos
que estos conjuntos no se intersectan entre si. Finalmente, de el Teorema 3.8
se sigue que todo vértice de V(D) — V(P) con invecinos y exvecinos en P se
encuentra en Ap o en Bp, por lo tanto V(P)U Ap U BpUOp U Ip =V (D).

Si x € Ap, entonces {xp_1, Tk, Tpi1, Tria} — T — {To, 21,22, 23} €s otra
manera de escribir parte del Lema 3.8.

Ahora veamos que V(P)U Ap +— Ip. Segin el Lema 3.11 V(P) — Ip y
por los Lemas 3.10 y 3.9 tanto D[V (P)] como D[V (D) — V(P)] son digraficas
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semicompletas. Ya que Ap, Ip C V(D) —V(P) se tiene que todo vértice de Ap
es adyacente a todo vértice de Ip. Supongamos que existe a € Ap y w € Ip tal
que w — a 'y sea x; € V(P) tal que z; no es adyacente a a. Por el Lema 3.8,
tenemos que ¢ > 4. Ya que P es una trayectoria de longitud minima entre sus
extremos, y que D[V (P)] es semicompleta, se tiene que QQ = x; Pry oxoPr;_4
es una trayectoria de longitud k£ — 2 y, por lo tanto, Qwa es una trayectoria de
longitud k, lo cual implica que a y z; son adyacentes, una contradiccién. Por
lo tanto Ap +— Ip.

Por el principio de dualidad, Op — V(P) U Ap. Ahora, si existe v € Op
y w € Ip tal que w — v tenemos que (xg,w,v, Tryo) €s una trayectoria de
longitud tres, contradiciendo que d(zg, Tr12) = k+ 2 > 6. Esto, sumado a que
Ip y Op son subdigraficas de la digrafica semicompleta V(D) — V' (P), implica
que Op — Ip.

Finalmente, ya que D es fuertemente conexa, si Ip # &, existe una wuv-
trayectoria con w € Ip y v ¢ Ip, en particular si w’ es el dltimo vértice de Ip
en dicha trayectoria y v’ el vértice que le sigue a w’ se tiene que w' — v' y
v' ¢ Ip. Yaque V(P)UApUOp — Ip se tiene que v' € Bp; es decir, Bp # &.
Por el principio de dualidad llegamos a la misma conclusién si Op # @. [

El siguiente resultado es sumamente importante, pues mostré el camino que
debiamos seguir para responder la conjetura de Wang y Zhang. Este resultado
es una consecuencia inmediata de el Teorema 3.12.

Lema 4.2. Sea k un entero par, k > 4. Si D es una digrdfica k-cuasi-transitiva
con didmetro al menos k + 2, entonces D tiene una uv-trayectoria tal que
dlu,v) =k +2 yv es un 2-rey de D.

Demostracion: Ya que D tiene diametro al menos k + 2, entonces no todos
los vértices de D son (k + 1)-reyes y, por la segunda afirmacién de el Teore-
ma 3.12, existe la trayectoria buscada. []

Los siguientes tres lemas son construcciones muy especificas que usaremos
mas adelante.

Lema 4.3. Sea D una digrdfica, P una vov,-trayectoria de D y T una sub-
digrafica semicompleta de D. Si para cada u € V(T') se cumple:

1. u es adyacente todo vértice v € V(P),
2. u tiene exvecinos e invecinos en P;

3. (vr,u,v9) no es una trayectoria en D;
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entonces existe una vyv,-trayectoria Q tal que V(Q) = V(P)UV(T).

Demostracién: Sean P = (vg,v1,...,v,) vy V(T) = {uo, w1, ..., us}. Para
todo vértice u; de T' definamos v,(;) como el vértice con menor subindice en
P tal que vo() — U y U — VUs()+1. Veamos que vy(;) esta bien definido.
Supongamos que v,(;) No existe para algtin u;, entonces, siempre que v; — u;
con j < r se tlene que vj41 — u y siempre que u; — v; con j > 0 se tiene que
u; — v;_1. Debido a esto, y a que por hipdtesis u; tiene exvecinos e invecinos
en P, se concluye que v, — u; y u; — vp, lo cual contradice que (v, u;, v9) no
es una trayectoria en D. Por lo tanto, dado u; € V/(T), se tiene que v,(;) estd
bien definido.

Sea {C4,Cy, ..., Cy} la particién de V(T') inducida por la relacién de equi-
valencia ~, donde u; ~ w; siy sélo si 0(i) = o(j), y tomemos {u;,, wi,, ...,
u;, }, un conjunto completo de representantes de dicha relacién. Ahora, para to-
do j € {1,2,...,k} existe P;, una trayectoria hamiltoniana de la subdigréfica
semicompleta inducida en 7" por la clase de equivalencia C;. Por la definicién
de Cj, se tiene que vy(;;) — Cj y Cj = Ug(i;)11, por lo tanto podemos tomar
UNa Uy (i,)Vo(i;)+1-trayectoria @Q; tal que V(Q;) = C; U {vs(4;), Vo(i;)+1}, basta
con iniciar en vy(;,) € inmediatamente recorrer la trayectoria P; completa para
luego terminar en v, (;;)41-

Una vez definidos todos los vértices y trayectorias anteriores la trayectoria
buscada es Q) = V9PV (i,)Q1Vo(i1)+1 Vo (in) @2Vs(i2)+1 * * * QrVo(iy)+1 0. T

Lema 4.4. Sean P = (ug,...,u,) y Q = (vo,...,vs) dos trayectorias ajenas
de una digrdfica D. Si se cumple:

1. Para cualesquiera w € V(P) yv € V(Q) se tiene que u y v son adyacen-
tes;

2. N"(v))NP#2 yNt(u,) NQ # ;
entonces existe una ugvs-trayectoria R tal que V(R) = V(P) U V(Q).

Demostracién: Para todo vértice v; en Q que cumple N~ (v;) N P # &
definimos (i) como el mayor entero tal que wu,; — v;. Observemos que
si N™(v;) N P # @, entonces v; — u; para todo j tal que o(i) < j < r,
también observemos que por hipétesis o(0) estd definido y que u, = u,q) pa-
ra algun entero [. Sea o(ip),...,0(ix) la sucesién construida de la siguiente
manera: ig = 0, o(iy) = r vy, para todo entero j tal que 0 < j < k, sea
ij+1 €l menor entero mayor a i; tal que o(ij41) > o(i;). Observemos que
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o(ig),...,0(ix) € dg,...,1; son sucesiones estrictamente crecientes. Por tlti-
mo, con j tal que 0 < j < k en el mismo intervalo, definamos (; como
la Ug(i;)Uo(i;)+1-trayectoria ug(ij)viiji(j y—1Uo(ij)+1 Y P; como la trayectoria
ug(i].)HPua(Z-]. 1) Cabe senalar que @); efectivamente es una trayectoria pues
claramen.te Uo(i;) — Vi ¥ ademas Vi 41—l es el vértice ante/rlo.r a v, en la
trayectoria () por lo que no hay un vértice w en P con subindice mayor al de
Ug(iy) tal que w — v, 1, en particular se tiene que v;; 1 — Ug(i;)+1-

Una vez definido lo anterior, para construir la trayectoria buscada basta

) Y
tomar R = UOPUO— io QOPOlel e Qk,lpkluoi V; QUS. |:|
(i0) (ix) Vi

Lema 4.5. Sea D una digrifica semicompleta y u € V(D). Entonces D tiene
una trayectoria hamiltoniana P = (ug,...,u,) donde u = u; y si i < 7,
entonces u; no pertenece a la misma componente fuertemente conexa que u;.

Demostracion: La demostracion sera por induccién sobre el nimero de
componentes fuertes.

Si D tiene una unica componente fuerte, entonces D misma es una digrafica
fuertemente conexa y, por el Lema 3.4, D tiene un ciclo hamiltoniano C. En
este caso basta con tomar la trayectoria vC'u, donde v es el vértice siguiente a
u en el ciclo C.

Para el paso inductivo supongamos que D tiene mas de una componente
fuerte y sea C; la componente fuerte inicial. Tomemos P; = (vy, . .., Uy,), una
trayectoria hamiltoniana de C;, y P; = (wy, . .., wy, ), una trayectoria hamilto-
niana de D — C;. Ya que C; es componente inicial de D, entonces C; — D — C}
por lo que Pyu,,woP; es una trayectoria hamiltoniana de D. Si v € Cj, enton-
ces, por la base de induccién, podemos suponer que u = v,, y por lo tanto
Pyv,,woP; es la trayectoria buscada. Por dltimo, supongamos que u ¢ C;, en
este caso recordemos que la induccion la estamos realizando sobre el niimero
de componentes fuertes por lo que podemos aplicar la hipdtesis de induccién
en D — C}. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que en
P; = (wy, . ..,wy,) el vértice u cumple las condiciones buscadas en la digrafica

J
D—C; yyaqueC; = D—Cj, entonces Pyv,, wo P las cumple en la digrafica D. O

Corolario 4.6. Sea D una digrdfica semicompleta y v un vértice en la compo-
nente final de D. Entonces D tiene una trayectoria hamiltoniana cuyo ultimo
vértice es u.

Demostracién: Por el lema anterior, existe una trayectoria P = (uy, ...,
uy,) donde u = w; y si ¢ < j, entonces u; no pertenece a la misma compo-
nente fuertemente conexa que u;. Si ¢ < n, entonces u, no pertenecen a la
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componente final, lo cual es una contradiccion pues claramente, al estar u en
la componente final, todos los demas vértices lo alcanzan. Por lo tanto i = n.

Por fin, con este resultado ya tenemos listas todas las herramientas nece-
sarias para abordar la panciclicidad de las digraficas k-cuasi-transitivas.

4.2. Resultado Principal

El siguiente teorema, ademas de ser el resultado principal de esta tesis,
también es el resultado principal de [14].

Teorema 4.7. St k > 4 es un entero par y D una digrdfica k-cuasi-transitiva
fuertemente conexa con diametro al menos k + 2, entonces D es panciclica.

Demostraciéon: La demostracion serd por construccion. Ya que D tiene
didmetro al menos k + 2, D tiene una xgxy,o-trayectoria P = (zg, x, ...,
Tpi1, Treo) tal que d(zg, xg12) = k4 2. Por el Lema 4.2, podemos suponer que
Tkio €s un 2-rey de D.

Si D es semicompleta, entonces, inmediatamente del Lema 3.4, tenemos
que D es panciclica; asi que en el resto de la demostracion supondremos que
D no es semicompleta, debido a esto V(D) tiene una particiéon de la for-
ma (V(P),Ap, Bp,Ip,Op) tal y como se describe en el Lema 4.1. Para fines
préacticos denotaremos estos conjuntos simplemente por A, B, [ y O.

Por el Lema 3.9, D[V (P)] es una digréafica semicompleta fuerte de orden
k + 3, por lo que es panciclica. Por lo tanto basta con encontrar ciclos de
todas las longitudes entre k£ 4 4 y el niimero total de vértices para concluir la
demostracion.

El Lema 3.10 indica que D[V (D) — V(P)] es una digrafica semicompleta
y por lo tanto cualquier subdigrafica de ella también lo es. Entonces, si S es
un subconjunto no vacio de D[V (D) — V(P)], por el Lema 3.1, D[S] tiene
una trayectoria hamiltoniana, a la que llamamos @)g. Es claro que si A = &,
entonces D es semicompleta, por lo tanto supondremos que A # @&. Sea Q4 =
((10, at, ... ,av).

Si B = @, entonces, por la tltima afirmacion de el Lema 4.1, también
I y O lo son. Ademds, ese mismo lema nos dice que si x € A entonces
{Tk_1, Tk, Tps1, Tpro} — = {x0, 21,72, 23}. En este caso es sencillo cons-
truir los ciclos que estamos buscando, pues si S es cualquier subconjunto no
vacio de Ay Qg = (so,.-.,S;), observamos que Pxj4250Qsxo es un ciclo de
longitud |S| + |P| = |S| + k + 3 y por lo tanto D es panciclica en este caso.
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Ahora veamos el caso en que B # @. Suponiendo que I y O también son
no vacios, sean Q; = (vg,v1,...,u\) vy Qo = (uo,u1,...,u,) las respectivas
trayectorias hamiltonianas de D[I] y de D[O]. Recordemos que zj 2 es un 2-
rey de D y que, por definicién, O — V(P), por lo que existe w; tal que xj o —
wy — ug. Claramente wy € B pues, segin el Lema 4.1, O — V(P)UAUI. Por
otra parte, el Lema 4.1 también indica que V(P)U AU O — I, esto, aunado a
que D es fuertemente conexa, implica que si P’ es una vyxo-trayectoria y ws es
el primer vértice de esta trayectoria que no pertenece a I, entonces wy € B. Si
v — wy es la flecha en la trayectoria P’ que termina en ws, entonces v esta en la
componente final de D[I] pues v, lo alcanza y v, es un vértice en la componente
final. Finalmente, por el Corolario 4.6, y sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que v = vy; es decir, (J; es una trayectoria hamiltoniana de I tal que
vy — we, donde wy € B. Siw; = wsy, entonces (g, vy, Wy = W1, Ug, Tp4a) €S UNA
trayectoria de longitud 4, lo cual no es posible pues d(xg, zg12) = k+2 > 6.
Andlogamente, si wy — wy, entonces d(xg, Tgi2) = 5, por lo tanto w; — ws.
Notemos que las elecciones de w; y de ws son mutuamente independientes por
lo que podremos elegir uno ain cuando el otro no exista; es decir, en los casos
enque [ =2 u0=a.

En este punto es conveniente explicar la estructura que tendra el resto
de la demostracion. La idea central se muestra en la figura 4.2 y radica en
construir una trayectoria similar a Pz 40w uoQoUsaoQ aa,v0Q rvawse, la cual
contiene a todos los vértices de V(P), A, I, O y dos de B. Veremos c6mo
incluir el resto de los vértices de B en diferentes secciones de esta trayectoria y
luego construiremos un ciclo hamiltoniano. Después de esto trabajaremos los
casos en los que I u O son conjuntos vacios y finalmente generalizaremos la
construcciéon para encontrar ciclos de todas las demés longitudes.

Sea By = {w € B: (x42,w,x0) no es una trayectoria en D} — {wy, wa}.
Observemos que P y D[B;] cumplen las hipdtesis del Lema 4.3 por lo que
existe una xoxgio-trayectoria P; tal que V(P;) = V(P) U By. Por otra parte,
sean By = B— By y @, = (qo,---,¢s). Ahora, ya que w; — wy podemos
usar el Lema 4.5 y suponer que en (), el vértice wy aparece después de wy y
por lo tanto wy # qo. Observamos también que, por la definicion de B; y de
By, T2 — By — {wy,ws} — xo. Para el caso en que O = &, entonces w; no
existe por lo que omitiremos restar dicho vértice en la definiciéon de B; y en la
observacion anterior. Haremos lo mismo con ws en caso de que [ = &.

Si I,0 # & definimos ¢, € By como el vértice con subindice mayor, pero
anterior a wsy, en (p,, tal que ¢, — v para algin u € O, notemos que ¢, existe
pues w; cumple las condiciones para serlo salvo, quizas, por ser el de mayor
subindice. Definamos también a g5 como el vértice de menor subindice en @) p,,
pero mayor a ¢,, tal que v — ¢, para algin v € I, andlogamente, ¢, también
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Figura 4.2: Estructura inicial de la construccién del ciclo hamiltoniano

existe pues wy cumple las condiciones para serlo salvo, quizas, por ser el de
menor subindice. Ahora, Q)p,q, vy Qo cumplen las hipotesis del Lema 4.4 por
lo que existe una gou.-trayectoria, a la que llamaremos ()3, cuyo conjunto de
vértices es V(Qp,q-) U O. De forma similar, y usando el mismo lema, existe
una vggs-trayectoria, a la que llamaremos (J4, cuyo conjunto de vértices es
TUV(gsQp,). Si I =@y O # @, entonces definimos a ¢, como el vértice con
subindice mayor en () g, tal que ¢, — u para algin v € O y tomamos ¢;_1 = ¢s.
Observamos que, definido asi, no hay diferencia alguna en la construcciéon de
@3, aunque no habra trayectoria Q4. Si I # @y O = & definimos a ¢s como
el vértice con subindice menor en ()p, tal que v — ¢, para algin v € [ y
¢r+1 = qo- De la misma forma, bajo esta definiciéon de g5 no hay diferencia en
la construccién de )4, pero no habra trayectoria 3. En todos los casos se tiene
que O = {¢11,---,qs—1} — I, mds atn, {¢41,...,¢s_1} C Ba — {wy, ws} por
lo que g2 = {Gri1,---,qs—1} — xo. Notemos también que B = B;UBs y que
By ={qo, - ..qs} por lo que todo vértice de B estd en V(Py), V(Q3), V(Q4) 0
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en {g-+1,--.,9s—1}, ain cuando en sus respectivos casos V(Q3) y V(Q4) sean
conjuntos vacios.

Sea C'= AU{qr41,---,qs-1} y sea Qc = {co, ..., c.} la trayectoria hamil-
toniana de D[C]. Por el Lema 4.1 y por la conclusién lo anterior se tiene que
O — C' — I. Observemos que en todos los casos las trayectorias Py, QQ3, Q4 ¥
Q¢ son ajenas.

Ya que Tpio — wi, Tpro — By — {wi,we} — x9 y we # qo, entonces
Tri2 — qo. Finalmente, por todo lo anterior, podemos afirmar que si I, O # &,
entonces Py, = Pixpi2qoQ3uxcolQoc.volaqs es una trayectoria hamiltoniana.
Si gs — xo, entonces completamos un ciclo hamiltoniano. En caso contrario
o — ¢s y ya que g5 € B, entonces existe x; € V(P) tal que gs — x;, con i > 0.
Por otra parte, ya que zoqsz; Prrio no puede ser una trayectoria de longitud
menor a k + 2, pues d(xg, Tx12) = k + 2, entonces ¢ € {1,2}. Si i = 2 tenemos
que C' = x5 Pqs519 es un ciclo tal que cada vértice de este ciclo es adyacente
a xr1, ademas xp, o — 1 — X2 y, por el Lema 3.6, existe otro ciclo C} tal que
V(Cy) = V(C) U {x1}. Andlogamente podemos crear un nuevo ciclo donde
incluyamos a xy; analogamente se demuestra el caso en que ¢+ = 1. En ambos
casos hemos construido un ciclo hamiltoniano en D.

Para el caso en que I = @ y O # @ basta con tomar la trayectoria
P2y 9q0Q3ucoQcce vy va que ¢ € C C AU By, entonces ¢, — xg por lo
que podemos formar un ciclo hamiltoniano. Si I # @ y O = &, recordemos
que C' = AU{¢41,---,qs_1}, por lo que x5 — C'y con esto en mente es claro
que en efecto Pxyoc0Qccvo@aqs es una trayectoria y para encontrar el ciclo
que buscamos basta trabajar el caso en que gs — x( y el caso contrario tal y
como lo hicimos antes. Si 1,0 = @ basta con tomar el ciclo Pz ocoQccexg.
Por lo anterior podemos afirmar que, si k£ > 4 es un entero par y D una digrafi-
ca k-cuasi-transitiva fuertemente conexa con diametro al menos k42, entonces
D es hamiltoniana.

Para encontrar ciclos de las demés longitudes recordemos que si I # &,
entonces la trayectoria Q7 = (v, v1,...,v)) fue elegida de tal forma que es
una trayectoria hamiltoniana de I tal que vy — ws donde wy € B, ademas
V(PYUAUO ~ I por lo quesii € {0,...,\ — 1}, entonces D — {vy,...,v;}
también es fuertemente conexa. Andlogamente, si O # &, Qo = (ug, U1, - . ., Uy)
y j € {1,...,k}, entonces D — {uj,...,v,} también es fuertemente conexa.
Por tltimo, es claro que D — I, D — O y,si S C B, D — (SUIUO) tam-
bién son digraficas fuertemente conexas. Todas estas digraficas ademas de ser
fuertemente conexas son k-cuasi-transitivas y contienen a P; es decir, tienen
diametro k + 2, por lo que son hamiltonianas. Esto, sumado a que ya vimos el
caso en que B = &, implica que D es panciclica. [
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El siguiente corolario es un producto derivado de la demostracion del Teo-
rema 4.7. La idea es simplemente analizar en cudnto tiempo podemos hacer la
construcciéon descrita en dicha demostracion.

Corolario 4.8. Si k > 4 es un entero par y D una digrdfica k-cuasi-transitiva
fuertemente conexa con didmetro al menos k + 2, entonces un ciclo hamilto-
niano de D puede ser encontrado en tiempo polinomial.

Demostracién: Seguiremos cada paso de la construccién de la demostracion
del Teorema 4.7 para ver que cada paso toma un tiempo polinomial en ser
realizado. No nos preocuparemos por optimizar el tiempo de ejecucion.

Sea n el orden de D y m su tamano. Primero, necesitamos elegir los vértices
To ¥ Trro tal que d(zg, Tpao) = k+ 2y xpio es un 2-rey de D. Podemos hacer
esto en el tiempo O(n? +nm) realizando una biisqueda BFS desde cada vértice
de D. Una vez localizados estos vértices ya contamos con la trayectoria P.

A continuacién necesitamos encontrar la particion descrita en el Lema 4.1.
Esto se puede hacer explorando la vecindad de cada vértice en V(D) — V(P),
lo que se puede hacer en el tiempo O(n?). Durante la prueba, un nimero cons-
tante de veces necesitamos encontrar un camino hamiltoniano en una digrafica
semicompleta, lo que se puede hacer en el tiempo O(nlogn) (ver [11]).

El vértice w; se puede encontrar intersecando la vecindad de ug y la ve-
cindad de 2, lo cual se puede realizar en tiempo O(n). La vyzo-trayectoria
P’; junto con el vértice wsy, se puede encontrar realizando una busqueda BFS
con raiz en vy, lo que lleva tiempo O(n + m). Para garantizar que vy — wy,
basta con encontrar un ciclo hamiltoniano en la componente fuerte terminal
de D[I], lo que se puede hacer en el tiempo O(n?) (ver [19] para un algoritmo
de orden O(n +m) para encontrar las componentes fuertes de una digrafica y
[16] para un algoritmo de tiempo O(n?) para encontrar un ciclo hamiltoniano
en un torneo fuerte); se puede usar un argumento similar para mostrar que
cada aplicacién del Lema 4.5 requiere tiempo O(n?).

El conjunto B; también se puede encontrar mediante la interseccion de la
vecindad de zy y la vecindad de zj.2, lo que, de nuevo, se puede hacer en el
tiempo O(n).

Cada aplicacién del Lema 4.3 toma, como méaximo, tiempo O(n*logn).
Se necesita tiempo O(n?) para calcular o para cada vértice en T, tiempo
O(nlogn) para encontrar V(T') ,/ ~ junto con un conjunto completo de re-
presentantes simplemente ordenando V(T') de acuerdo con el valor de o, y
tiempo O(n*logn) para encontrar los caminos hamiltonianos para todas las
clases de equivalencia.
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Cada aplicacién del Lema 4.4 requiere tiempo como maximo O(n?). Nue-
vamente, se necesita tiempo O(n?) para calcular o, y se necesita el mismo
tiempo para calcular la secuencia o (i), ..., o(ix). Finalmente, cada aplicacién
del Lema 3.6 requiere tiempo O(n). O
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Capitulo 5

Conclusiones

5.1. Conclusiones y futuras lineas de trabajo

Desde la introduccién de las digraficas k-cuasi-transitivas en [13], su andlisis
enfocado en k-reyes presentado en [9], y el estudio sobre propiedades hamil-
tonianas de [22] y de este trabajo, se hace evidente que las digraficas k-cuasi-
transitivas fuertes, con k par y didmetro al menos k£ + 2 son muy similares a
las digraficas semicompletas. Otra muestra de ello es la existencia de 2-reyes
y el ser panciclicas.

Sin embargo, los resultados anteriores no aplican a todas las digraficas k-
cuasi-transitivas, pues su estudio se ha visto dividido siempre entre los casos de
k par o k impar y en varias ocasiones dando resultados mas débiles o ninguno
para el caso impar.

También son de particular interés las digraficas k-cuasi-transitivas con
didmetro k4 1 o k, los cudles no han sido estudiados a fondo, en casi nungin
ambito, debido a que pedir que el diametro sea al menos k + 2 arroja una
gran cantidad de informacién ya que la existencia de una trayectoria minima
de longitud k + 2 sumada a la definicién de k-cuasi-transitividad produce una
gran cantidad de flechas y ciclos, més en el caso par que en el impar (lo cual
también explica la distincién entre ambos casos). Por otra parte no son de tan-
to interés los casos de digréaficas con diametro menor a k pues podrian no tener
ninguna trayectoria de longitud £ y por lo tanto no hacer uso de la propiedad
de ser k-cuasi-transitiva, e incluso suponiendo que si las tiene, el enfoque del
uso de trayectorias de longitud minima no podria aprovecharse. Es importante
notar que los casos antes mencionados (digréficas k-cuasi-transitivas de didme-
tro k o k + 1) pueden ser fuertes y no hamiltonianas como se muestra en las
Figuras 5.1 y 5.2 .
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Tg Lr+1

Ty

Tr
I
¢ Tk-1
Tk-2

Figura 5.1: Digrafica k-cuasi-transitiva fuerte con didmetro k& y no hamiltonia-
na

Lo Ti+2

Ty LT+ 1

T2 e e . Ty

Figura 5.2: Digrafica k-cuasi-transitiva fuerte con diametro k + 1 y no hamil-
toniana

Por lo anterior, algunas lineas de trabajo posibles con respecto a la familia
de digraficas k-cuasi-transitivas son: existencia de ciclos hamiltonianos para el
caso k impar, encontrar condiciones suficientes y necesarias para determinar la
existencia de ciclos hamiltonianos o trayectorias hamiltonianas para cualquier
caso de diametro menor a k 4 2 y, también en este caso, estudiar a fondo su
estructura general.

Finalmente cabe mencionar que todos los resultados mostrados en esta te-
sis fueron publicados por los autores (director de tesis y tesista) en [14] pero
para nuestra sorpresa, poco antes de publicar dicho articulo, Wang propuso
en [23] un contraejemplo a nuestro resultado principal. Ella afirmé que para
cualquier k£ > 6, una digrafica que contiene una zyxy,o-trayectoria de longitud
minima de longitud k£ + 2 y dos vértices adicionales u y v tales que u — v,
{Tr_1, Tk, Tps1, Tpao} = v = {x0, 21,0, 23} ¥ Tpo1 = u — {X0, ..., Tk, Tpio}
no es hamiltoniana, sin embargo Pz juz2vxg es un ciclo hamiltoniano en
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dicha digrafica por lo que la construcciéon que se propone no es un contra-
ejemplo (ademds de que en esta tesis hemos demostrado que no existen con-
traejemplos). Este error pudo ser pasado por alto en las debidas revisones de
dicho articulo debido a que este se centra en estudiar ciclos hamiltonianos
en casos particulares de digraficas k-cuasi-transitivas y solo al final dedica un
pequeno espacio al contraejemplo mencionando que es facil notar que no es
hamiltoniano.

Lo U Lk+2

Ty Lk+1

L2

L3 Tg-1

Figura 5.3: Construccion propuesta en [23] y un ciclo hamiltoniano en ella.
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