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GLOSARIO

Deformacion:

Esfuerzo:

Esfuerzo en la pared:

Ecuacion constitutiva:

Ecuacion de continuidad:

Ecuacion de movimiento:

Ecuacion de Hagen 'y

Poiseuille:

Estado estacionario:

Fluido:

Fluido incompresible:

Fluido newtoniano:

Fluido no-newtoniano:

Fluido viscoelastico:

Flujo volumétrico:

Flujo oscilatorio:

Es el cambio de la posicion de una coordenada de un sistema
con respecto a otra coordenada.

Es la fuerza tangencial aplicada por una determinada area

Es el esfuerzo cortante evaluado en la frontera del sistema
(pared)

Ecuacion que relaciona las variables dinamicas en un sistema
(rapidez de deformacion y esfuerzo).

Ecuacion diferencial parcial que representa la conservacion de
materia en un sistema fisico.

Segunda ley de Newton aplicada a un medio contino.

Es la ecuacién que relaciona el flujo volumétrico con el
gradiente de presion.

Estado en el que ninguna propiedad dinamica del sistema
depende del tiempo.

Es aquel sistema fisico que al aplicérsele un esfuerzo cortante
este se deforma continua e irreversiblemente.

Fluido que tiene una densidad constante, independiente de la
posicion y del tiempo.

Fluido con viscosidad constante e independiente de la rapidez
de deformacion

Fluido que su viscosidad depende de la rapidez con la que es
deformado.

Es aquel fluido que tiene una contribucion viscosa y otra
elastica.

Volumen de fluido que pasa por unidad de tiempo

Es el flujo que se origina cuando una fuerza periodica los

deforma continua e irreversiblemente




Flujo cortante:

Flujo pulsétil:

Funcién de transferencia:

Funcion estocastica:

Gradiente:

Modelo de Jeffreys:

Modelo de Maxwell:

Rapidez de deformacion:

Sangre:

Numero de Reynolds:

Perfil de velocidad:

Rapidez de deformacion:

Reologia:

Tensor de esfuerzos:

Tiempo de relajacion:

Flujo en el cual una fuerza tangencial deforma continua e
irreversiblemente.

Flujo asociado a un gradiente de presidn pulsatil representado
por una funcion matematica estocastica.

Funcion que relaciona la variable de entrada y la variable de
salida en un sistema dindmico

Funcion probabilistica que evoluciona en el tiempo.

Operador matematica espacial que fisicamente describe los
cambios de la propiedad respecto al espacio.

Ecuacion reologica viscoelastica lineal que acopla en paralelo
la contribucion del esfuerzo del solvente y el esfuerzo del
polimero.

Ecuacion constitutiva que describe el estado viscoelastico de
un sistema en el régimen de rapideces de deformacion bajas
(viscoelasticidad lineal).

Rapidez con la que se deforma un fluido.

Fluido bioldgico conformado por un solvente el cual es el
plasma y un polimero que es el hematocrito.

Numero adimensional que relaciona los mecanismos inerciales
entre los mecanismos viscosos y describe las transiciones de
flujo laminar a turbulento en un sistema fisico.

La distribucion de las velocidades dentro de un sistema en
funcion de la coordenada radial.

Es la derivada temporal de la deformacion de un fluido
Ciencia que estudia la deformacion y el flujo de materia
cuando es sometida a un esfuerzo.

Es una matriz simétrica de nueve elementos (3x3) en el cual se
describe el estado de las fuerzas en un elemento de control

Es el tiempo que tarda el sistema en alcanzar un estado de
equilibrio después de un periodo de deformacién




Tiempo de retardo:

Velocidad promedio:

Viscoelasticidad lineal:

Viscoelasticidad no lineal:

Viscosidad:

Es el tiempo que le lleva a un sistema para alcanzar un estado
de equilibrio y que depende de la razon entre la viscosidad del
solvente y viscosidad total del sistema (polimero-solvente).
Es la velocidad axial promedio a través del area de seccion
transversal de flujo.

Es la region a bajas deformaciones, en donde el fluido
presenta respuestas viscosas Y elasticidad.

Es laregion a medias y altas deformaciones, en donde el fluido
presenta respuestas viscosas Y elasticas.

Es una medida de la resistencia a fluir de un material.




RESUMEN

En este proyecto, se analiza el factor de friccion de fluidos viscoelasticos fluyendo en
geometrias cilindricas (capilar y corona circular). Asumiendo estado no estacionario, fluido
incompresible, proceso isotérmico y mecanismos gravitaciones despreciables se obtuvieron
expresiones analiticas para el perfil de velocidades, flujo volumétrico, esfuerzo en la pared
y factor de friccion de Darcy. Para este efecto, se utilizo la transformada de Fourier con el
fin de simplificar el problema y llevar la variable temporal t al espacio de las frecuencias. La
ecuacion de la fisica matematica resultante es una ecuacion diferencial de Bessel no
homogénea. EI modelo se resuelve con las técnicas matematicas correspondientes y se
obtiene una expresion para el perfil de velocidad general. Asumiendo que la velocidad es
cero en la frontera o paredes del sistema y que en el centro del capilar la velocidad es finita,
se obtuvo una expresion analitica para un capilar de radio r=a 'y Longitud z=L. De la misma
manera, en el caso de la corona circular a velocidad fue evaluada en r=R; y r=R> en donde,
la velocidad axial es cero. A partir de la integracion de los dos sistemas en el area de seccion
trasversal correspondiente se obtuvieron expresiones analiticas para el flujo volumétrico en
funcién de las propiedades materiales, geométricas y la fuerza motriz correspondiente. De
esta manera, se obtuvo expresiones cerradas para la funcion de transferencia en los dos
sistemas las cuales, dependen de la reologia a través del operador fluidez seleccionado para
caracterizar el flujo y la transferencia de momento en el sistema. En particular, el modelo
reoldgico que fue seleccionado es el de Jeffrey el cual es un modelo mecéanico en paralelo
gue combina un modelo de Maxwell y un modelo de Newton. Esta ecuacion contiene tres
propiedades materiales asociados a la viscosidad total, tiempo de relajacion del polimero y
un tiempo de retardo del material. Escalando las ecuaciones con variables caracteristicas se
obtuvieron dos grupos adimensionales que describen los mecanismos macroscopicos en el
sistema. El primero de ellos es el nimero de Deborah el cual relaciona los mecanismos
inerciales y viscoelasticos del material y el segundo el de Jeffrey que relaciona el tiempo de
retardo y el tiempo de relajacion del material. Este nimero, es simplemente un cociente entre
la viscosidad del solvente y la viscosidad total. La aportacién de este trabajo es una
expresion analitica que relaciona el factor de friccion no-newtoniano con el cuadrado del

inverso de la funcién de transferencia la cual, describe la interaccion entre el gradiente de




presion y flujo volumétrico. Los resultados demuestran que la viscoelasticidad juega un
papel secundario en el factor de friccion el cual es dominado, por los mecanismos disipativos
por otra parte, el solvente no contribuye en el aumento del factor de friccion. Finalmente, se
analizo un fluido modelo viscoelastico mediante las técnicas empleadas en este trabajo de
investigacion a nivel de licenciatura. Las aportaciones de este trabajo se centran en una
metodologia general que puede ser expandida para encontrar el factor de friccion de fluidos
viscoelasticos lineales a través de ajustar el operador fluidez a cualquier ecuacion reolégica

lineal o fraccionada en el régimen de bajas deformaciones.

Palabras claves: Factor de friccion de Darcy, liquido viscoelastico, ecuacion constitutiva
de Jeffrey, transformada integral de Fourier, funcion de transferencia compleja y fluido

modelo
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1.1 Preliminares

1.1.1 Factor de friccién

El factor de friccion en mecénica de fluidos se define como un cociente de dos
mecanismos, asociados con los mecanismos viscosos y cinéticos (Bird et al. 2002).
Es el coeficiente de la pérdida de cantidad de movimiento del fluido y la disminucion de
cantidad de movimiento debido a los vortices de la capa limite y de la pared del tubo.
(Aguilar-Barrios 2013).

El flujo de fluidos es una parte sumamente importante para llevar a cabo operaciones en el
sector industrial. En la dindmica de éstos, siempre se presenta friccion en la tuberia y en
diferentes accesorios, dando como resultado pérdidas de presion en el flujo a lo largo de su

trayectoria en el proceso. (Anaya-Durand et al. 2014).

1.1.2 Definicion de factor de friccion

El factor de friccion en mecéanica de fluidos se define como un cociente de dos

mecanismos, asociados con los mecanismos viscosos Y cinéticos.

—Orzlr=a g
= = l
f FE )2 @

La Ec. (1) se puede expresar en términos del nimero de Reynolds y de la viscosidad aparente,

i.e. la viscosidad del fluido.

f_—aw_16_aw_16_aw_16_aw (2)
V2 p(v)D % pVID Yapp  PVID Yapp

El cociente definido entre el esfuerzo cortante y la rapidez de deformacion aparente nos lleva

a una viscosidad aparente napp la cual, se define como:

Napp = —_— (3)

Yapp




Una de las variables claves para calcular el factor de friccidn es la rapidez de deformacién
en la pared. En este punto, se utilizara el formalismo Rabinovitch-Weissenberg con el fin de

deducir una expresion analitica (Bird et al. 1997, 2002).

Con el fin de obtener factores de friccion de fluidos con viscosidades reales, se debe de
sustituir la rapidez de deformacion aparente por la rapidez de deformacion real. Para este
efecto se emplea el formalismo de Rabinovitch-Weissenberg para obtener la rapidez de
deformacion en la pared (Bird et al. 1978, 2002).

3 1oy oy
Yapp = Vapp [ + Z? daw] (4)
La rapidez de deformacién toma la forma:
Y.
Yapp = 3 +1g£paw (5)
4 4 Q dow

Al combinar las expresiones para el factor de friccion, funcion viscosidad y rapidez de

deformacion en la pared, se obtiene el factor de friccién modificado por la funcion viscosidad

real.
Ow 16 Ow 3 la_wa_w — 16 3 1ch Ow
f p(V)D Yapp p(V)D yw( + 4 Q dcrw) p(V)D Nw (4 *i 4 Q dcrw) (6)
Definiendo la viscosidad en la pared como
Ow
Nw = ; (7)
Finalmente se tiene lo siguiente:
f= p(V I’lreal (8)
En la Ec. (8) la viscosidad real calculada por un reébmetro puede expresarse como:
3 10y ow
Nrear = Nw (; + ;3@) (9)

La Ec. (9) puede ser expresada en término del nimero de Reynolds el cual cuantifica los
mecanismos de tipo inercial entre los viscosos. Para eso, se escala la funcion con una

viscosidad caracteristica, por lo que se tiene lo siguiente:

16 n 16 . 16 16
f= 2D F = —Treql = — = (10)

Ncar  Re Re@real Renn

Ncar

En la Ec. (10) se ha definido el siguiente Reynolds no newtoniano generalizado:
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Reyy = Re@req (11)

La Ec. (11) describe que el Reynolds generalizado puede ser descrito como el producto del
Reynolds Newtoniano multiplicado por la fluidez no newtoniana. Si dividimos el Reynolds
no newtoniano por el Newtoniano, se obtiene el Reynolds reducido el cual es igual a la
fluidez del sistema:

Rey = =2 = G\ oy (12)
El factor de friccion en fendbmenos de transporte y reologia de fluidos complejos se define
como el cociente de la viscosidad entre el movimiento.

Vp(t) = Vpoe'* (13)
La Ec. (13) representa el gradiente de presion oscilatorio en funcién del tiempo, o es la
frecuencia angular, t es el tiempo del sistema. La meta es observar cual es el efecto del
gradiente de presion pulsétil de la Ec. (13) en el flujo volumétrico.

FLUIDOS NEWTONIANOS

F- =16/Re
Fr =12/Re

1.E+5

1E+4

O

= = = =
m m m m
+ + + +
o [ N w

Capilar
: Rendija

FACTOR DE FRICCION

=
m
[y
[}

1.E-2

1.E-3
1.E-3 1.E-2 1E-1 1.E+0 1E+1 1.E+2 1.E+3 1.E+4
REYNOLDS

Figura 1. Factor de friccion de un fluido newtoniano en geometrias simples (capilar y rendija).
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1.1.3 Factor de fricion para un fluido viscoelastico lineal

El factor de fricion, para este sistema, sepuede calcular a traves de la pemeabilidad
dindmica o funcién de transferencia compleja, por lo que se tiene lo siguiente expresion

analitica para el sistema de estudio.

L= 12(w) (14)

En dode f; es el factor de friccion del fluido de Jeffreys y fn es el factor de friccion del
modelo Newtoniano. Es importantante notar que, el factor de friccion, es un efecto de

segundo orden en la funcion de transferencia compleja.

1.1.4 Mecénica de fluidos

La dinamica de fluidos se rigepor las ecuaciones de Navier-
Stokes, que contienen una serie de ecuaciones diferenciales parciales para las variables
caracteristicas del fluido y se obtienen tratdndolo como un continuo (Gutiérrez-Varela
2019).

1.1.5 Viscosidad

Una propiedad de un liquido es que tiende a resistir el flujo cuando se le aplica una
fuerza. Los liquidos con alta viscosidad tienen cierta resistencia al flujo; los liquidos de baja
viscosidad fluyen facilmente. La fuerza con la que una capa de fluido en
movimiento atrae auna capa de fluido adyacente determina su viscosidad (Diaz del
Castillo-Rodriguez 2013).

La viscosidad de un fluido es aquella propiedad que determina la cantidad de resistencia
opuesta a las fuerzas cortantes, se debe a las interacciones entre las moléculas del fluido
(Aguilar-Barrios 2013).

12



1.1.6 Fluidos newtonianos

Los fluidos en los que el esfuerzo cortante es proporcional a la velocidad de
deformacion se denominan fluidos newtonianos (Aguilar-Barrios 2013).
Un fluido newtoniano donde la relacion entre el esfuerzo cortante y la velocidad de
deformacion es lineal. Asi,en un fluido newtoniano, la viscosidad dinamica p es
una constante que no depende de los valores del esfuerzo cortante t y de la velocidad de
deformacion “y. Solo depende del material, la temperatura y la presion. Para este tipo
de fluido, si la tensidn se representa mediante un grafico de la velocidad de deformacion (el

Ilamado reograma) (Crespi-Llorens 2015).

1.E+3 =
¥ B >>1: Menor -estructuracion
1 e
1.E+2 = B — Mo
m T n.,
o I d
D 1.E+1 -
—I T
LL T
= I
@) B =1: Estructura-constante ]
o LE+O -
% T
e 1 b
1.E-1 -
T 2
1 B <<1: Mayor -estructuracion
1E-2 4 - -+ F———HHH ———HHH F——H+

1.E-2 1.E-1 1.E+0 1.E+1 1.E+2 1.E+3 1.E+4
ESFUERZO EN LA PARED

Figura 2. llustra el reograma basico en reologia de la fluidez en funcién del esfuerzo en la pared en un
capilar r=a y z=L. El factor de friccién para un fluido no newtoniano varia como el inverso de fluidez
elevado a la segunda potencia por lo que este reograma nos permite tener una representacion cualitativa
del factor de friccion.

1.1.7 Fluidos no newtonianos.

La definicion de liquido se basa en la diferencia entre su estado de agregacion. Un
solido tiene una forma definida quevariasolo cuando cambian las

condiciones externas, mientras que un liquido no tiene forma definida para las mismas
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condiciones externas. La principal diferencia entre sélidos y liquidos es su respuesta al
estrés. Cuando se aplica una fuerza a unsolido, su forma cambia, es decir, se deforma
permanentemente, y la fuerza es pequefia y el cambio es pequefio.
Se buscan soluciones para el flujo de tuberia no newtoniano, por ejemplo, en el disefio de
procesos donde los fluidos se manipulan en forma mas concentrada para disminuir la energia
requerida para el transporte 0 en su caso la separacion de solventes (Tozzi E y Hartt W
2022).
Los fluidos se pueden clasificar como newtonianos 0 no newtonianos segun su respuesta al
esfuerzo cortante. La relacion entre los esfuerzos cortantes y la velocidad de deformacion se
puede expresar de la siguiente manera (Crispi-Llorens 2015).

=y (15)
Para algunos fluidos el esfuerzo cortante no puede ser directamente proporcional a la rapidez
de deformacion. Estos fluidos se clasifican como no newtonianos, por ejemplo, la sangre,

ciertos plasticos y mezcla de barro y agua (Aguilar-Barrios 2013).

1.1.8 Fluidos Viscoelasticos

Los fluidos no newtonianos que obedecen tanto la ley de Hooke como la ley de viscosidad
de Newton se denominan fluidos viscoelasticos; una propiedad importante de tales fluidos
es que pueden recuperar una parte de la deformacién al ser retirado el esfuerzo aplicado

cuando se presentan deformaciones durante el flujo (Cardenas et al. 2011).

Los materiales poliméricos proporcionan una doble respuesta elastica y viscosa. Por un
lado, producen una deformacion instantdnea provocada por las cargas sobre ellosy una
deformacion dependiente del tiempo como respuesta a la aplicacion de una carga constante

en el tiempo (Fombuena et al. 2017).
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Modelo Mecanico de Maxwell

Elemento en serie

®
Ns
’YT =YS +yp
= O
®

Figura 3. Representacion esquematica del modelo viscoelastico de Maxwell con acoplamiento en serie de
elemento elastico y elemento viscoso. El elemento elastico esta asociado a la energia de recuperacion
(almacenada) mientras que, el embolo y el pistén relacionan la parte disipativa (friccion)

El modelo de Maxwell establece que el comportamiento de un polimero viscoelastico esta
determinado por una combinacion de un elemento elastico y viscoso acoplados en serie
(Fombuena et al. 2017). Sin embargo, el modelo de Maxwell es un modelo lineal para
fluidos viscoelasticos y es apropiado solo bajo la condicidn de que los efectos no lineales
sean despreciables, como tension y estrés muy bajos. EI modelo también conduce a un
modulo de relajacion de tension exponencial, para materiales reales, sin embargo, la
relajacion de la tension obedece a un decaimiento algebraico (Youbing y Ke-Qin 2006).
Los modelos viscoelasticos lineales mas simples son el modelo de Maxwell y el modelo de
Jeffrey. Este Ultimo modela una solucién formada por un sistema macromolecular, descrito
por el modelo de Maxwell, y un solvente Newtoniano (Bird et al. 2002).

Estos fluidos tienen una parte elastica que obedece a la ley de Hooke (modelo de resorte) y
una parte viscosa que obedece ala ley de Newton (efecto amortiguador). Cuando los
fluidos de este tipo se someten auna carga que luego se retira, la deformacion que
se produce se recupera unicamente en la parte elastica del fluido; la parte viscosa del liquido
quedara parcialmente deformada, por lo que la recuperacion seguramente no serd completa
(Cérdenas et al. 2011).
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1.2 Antecedentes

El factor de friccidn esté relacionado con la disipacion viscosas y se ha analizado con
diferentes ecuaciones constitutivas Llamadas: (i) Newtonianos y (ii) No-Newtonianos
(Pinho y Whitelaw 1990; Sochi 2015; Tozzi y Hartt 2022). (Pimenta y Campos 1990
Estudiaron las pérdidas de friccion en fluidos newtonianos y no newtonianos en sistemas
con configuraciones helicoidales). El factor de friccion es una herramienta que se ha
desarrollado en términos en el sistema ha alcanzado estado estacionario. Sin embargo, la
mayoria de los procesos toman en cuenta la dependencia del tiempo y la viscoelasticidad del
material. En este caso se necesita calcular factores de friccion en funcion del tiempo. En este
contexto, se necesitard emplear una nueva herramienta de trabajo llamada permeabilidad
(Torres-Herreray Corvera-Poiré 2018; Torres- Herrera 2021).

La permeabilidad dinamica es una herramienta muy Util que permite caracterizar la
respuesta dinamica lineal de sistemas de interés en ciencia e ingenieria quimica (Del Rio et
al. 1998). Una de las aplicaciones mas importantes es los medios porosos en donde, se ha

utilizado la teoria del poro promedio (Lopez de Haro et al. 1996).

Esta se ha aplicado en la descripcion de sangre, bio-reologia, biologia, células
ciliadas externas del oido interno y sistemas electromagnéticos (Cuevas y del Rio 2001; De
la Guerra y Corvera-Poiré 2022; Flores et al. 2010; Hernandez Machado y Corvera
Poiré 2008).

La descripcion del flujo sanguineo en el sistema cardiovascular es un problema de
dindmica de fluidos complejo y solo parcialmente comprendido (Castrejon-Pita et al. 2003)

Los estudios tradicionales han considerado el flujo pulsatil de fluidos newtonianos a
través de redes vasculares, en donde la elasticidad que tienen los vasos se toma como un
punto fundamental para su descripcion (Flores et al. 2010).

Este tipo de fluidos a menudo se tratan como fluidos viscoelasticos. Debido a la dificultad
de sugerir un solo modelo que exhiba todos y ecuaciones constitutivas (Collepardo-
Guevara y Corvea-Poiré 2007).

El flujo se produce por un gradiente de presién de periodo en una tuberia recta infinita (Yin
y Zhu 2006).
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La oclusion de bio-capilares en el cuerpo humano representa un problema importante en
muchas enfermedades (Collepardo-Guevara y Corvea-Poiré 2007; Herrera-Valencia et
al. 2022).

Por ejemplo, durante la oclusién de las arterias, la sangre disminuye su velocidad y, en casos
criticos, es incapaz de fluir a través de las arterias restantes. Tal falta de movimiento impide
el riego y, en muchos casos, resulta en la eventual muerte de los tejidos (Collepardo-

Guevara y Corvera-Poiré 2007).

Permeabilidad en la sangre

La permeabilidad dinamica es una herramienta que se ha utilizado para caracterizar la sangre
como un fluido de Maxwell en gematria sencillas (capilar, corona circular y rendija) (Lopez
de Haro et al. 1996; Castrejon-Pita et al. 2003; Del Rio et al. 1998; Hernandez-Machado
y Corvera-Poiré 2008; Collepardo-Guevera y Corvera-Piré 2007). Este tipo de
investigacion es de particular interés ya que la sangre en las venas es forzada por un gradiente
de presiéon periddico (Youbing y Ke-Qin 2006).

La permeabilidad se ha usado para el estudio de la sangre en colusiones periféricas y
centrales (Collepardo-Guevera y Corvera-Poiré 2007).

Por otra parte, la permeabilidad dindAmica ha permitido estudiar la frecuencia cardiaca
en mamiferos y una posible explicacion del gasto cardiaco y su relacion con el flujo pulsétil
sanguineo (Flores et al 2010; Hernadndez-Manchado y Corvera-Poiré 2008).

Flores et al. (2016), estudiaron que el flujo sanguineo pulsatil es generado por la contraccion
del ventriculo izquierdo. La onda del pulso generada se propaga en la arteria y se encarga de
contraer los vasos sanguineos y producir cambios en la presion y el flujo sanguineo en el
tiempo y el espacio. Estos cambios, estdn determinados por las propiedades fisicas del
sistema cardiovascular, algunas de ellas estan alteradas por enfermedades; por ejemplo,
contraccion del corazon, rigidez arterial y resistencia vascular periférica.

Por otra parte, el flujo pulsatil a mayoria de los fluidos bioldgicos son viscoelasticos.
También se puede encontrar en sistemas fisiol6gicos, como el sistema respiratorio, donde

una capa de mucosidad viscoeléstica recubre el interior de las vias respiratoriasy el
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aire pulsante fluye hacia ellas a una frecuencia determinada por la respiracién o la tos (de la
Guerray Corvera-Poiré 2022).
Se estudia el flujo oscilante unidireccional de un fluido viscoelastico con el modelo
fraccionado de Maxwell. El flujo se produce por un gradiente de presion periddico en una
tuberia recta infinita. Las soluciones exactas se obtienen en los dominios de tiempo y
frecuencia (Youbing y Ke-Qin 2006).
Por otra parte, la mayoria de los procesos en la industria ocupan bombas de desplazamiento
positivo las cuales generan gradientes de presion oscilatorios en el tiempo y modifican las
propiedades reoldgicas y de transferencia de momento. Sin embargo, existen pocos trabajos
en donde el factor de friccion se ha estudiado en fluidos viscoelasticos transitorios y por lo
tanto se necesitan herramientas que nos permitan describir las interacciones entre la energia
cinética (movimiento) y los mecanismos viscoelasticos (esfuerzo en la pared). En este punto,
se tiene dos grandes premisas que tiene que ser aclaradas:
A) Deducir una expresion analitica para el factor de friccion en estado no estacionario
(transitorio)
B) Obtener una expresion analitica para el factor de friccion de un fluido viscoeléstico
en el régimen de bajas deformaciones y que tome en cuenta las contribuciones del
solvente y del polimero.

De esta manera nuestra hipotesis primaria es la siguiente:

1.3 Hipdtesis:

Si incorporamos un gradiente de presion transitorio en el flujo de un liquido viscoelastico
entonces el factor de friccion dependera de la funcidn de transferencia y de los mecanismos
intrinsecos del proceso: (i) inerciales, (ii) viscosos, (iii) viscoelasticos, (iv) dispersivos y de
la fuerza motriz asociada al gradiente de presion oscilatorio o pulsétil

Para debatir esta hipotesis, se plantean los siguientes objetivos, los cuales son mencionados

a continuacion:

1.4 Objetivos de la investigacion:
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1.4.1 General

Obtener una expresion analitica para el factor de friccidn transitorio utilizando la funcion de

transferencia del flujo y la del esfuerzo en la pared.

1.4.2 Particular

P.1. Obtener el factor de friccién de un fluido newtoniano en geometrias de capilar y

cilindros concéntricos.

P.2. Proponer una metodologia general en términos de la funcion de transferencia compleja

para cualquier fluido viscoelastico lineal.

P.3. Obtener el factor de friccion de un fluido viscoelastico lineal que acopla dos

mecanismos: (i) Solvente y (ii) Polimérico (Jeffreys)

P.4. Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de escalar las ecuaciones
y que se obtengan grupos adimensionales que describan los mecanismos fisicos que

gobiernan al sistema de estudio.

P.5. Utilizar datos reométricos de un fluido modelo con el fin de predecir y comprobar las

ecuaciones tedricas
1.5 Distribucién del material

En el capitulo I se analiz6 los elementos minimos que permiten al lector introducirse
a los conceptos de reologia y flujo pulsatil. En el capitulo Il se presenta el marco tedrico
referente a la deduccion de la ecuacion del Hagen y Poiseuille en un capilar de radio r=a y
longitud z=L. La siguiente geometria es una corona circular, la cual se puede describir como
dos cilindros concéntricos de radio r=Ry, r=R. y longitud z=L. En este capitulo se presenta
la ecuacion constitutiva de Jeffrey la cual se puede modelar como la suma en paralelo de un
elemento viscoso Newton y un elemento viscoelastico Maxwell. En el capitulo 111 se presenta

el sistema fisico y las ecuaciones generales: continuidad, momento y reologica. Se analizan
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ademas las condiciones de frontera y se presentan las ecuaciones para el flujo volumétrico y
el factor de friccion. Se presenta el modelado matematico del flujo transitorios en los dos
sistemas antes descritos con la incorporacion del fluido viscoelastico de Jeffrey. En el
capitulo 1V variables, grupos y simulaciones en esta seccidon se presentan las variables,
grupos y ecuaciones que son punto de partida de las simulaciones numéricas. Las variables
importantes de escalamiento son la frecuencia, el parametro beta, la funcion de transferencia
complejay el operador viscosidad o fluidez y se presentan las simulaciones de los resultados
tedricos obtenidos. Se analiza la parte real, imaginaria y la norma de la funcién de
transferencia compleja que es el resultado mas importante en el presente analisis. Para hacer
las simulaciones se analizan los dos grupos adimensionales: i) nimero de Deborah, ii)
tiempo de retardo. El tiempo de retardo es la contribucion del solvente y relaciona la
contribucion newtoniana de la viscosidad con respecto a la viscosidad total. En el ultimo
capitulo se analizan los resultados principales, las conclusiones y el trabajo a futuro. En la
Gltima seccion se colocan los apéndices que describen algin paso matematico intermedio en

la tesis.
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CAPITULO Il MARCO TEORICO

—>

Vzp(w) Q(w)

T¢(w)

Descripcion gréfica de la funcion de transferencia compleja.
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En este capitulo se describiran las ecuaciones de flujo basicas para entender el factor
de friccion de fluidos newtonianos en capilar y corona circular. En la seccion 2.1 se deducira
el factor de friccion newtoniano para un capilar de radio r=a y z=L y que es deformado
continua e irreversiblemente por un gradiente de presion constante (Bird et al. 1997,2002).

En la seccion 2.2 se deducird el factor de friccion de un fluido newtoniano en una
geometria de corona circular. La cual, consiste en dos cilindros concéntricos. En la seccién
2.3 se deducira el modelo constitutivo de Jeffrey a través de la configuracion mecanica de
un elemento de Maxwell en paralelo con un elemento de Newton (Bird et al. 2002). En la

seccion 2.4 se daran las conclusiones y los elementos mas importantes de este capitulo.

2.1 Factor de friccion de fluidos newtonianos

2.1.1 Deduccion del factor de friccion en un capilar de radio r=ay longitud z=L
deformado continua e irreversiblemente deformado por un gradiente de presion

constante

En esta seccion se presenta el desarrollo para el calculo del flujo volumétrico de un fluido
newtoniano que fluye a través de un capilar, con un radio r=a. La longitud axial del capilar

se representa con L. Se presenta el esquema del estudio.

r

Vz(r=a,1)=0

j \ Z'
|
|
L
Gradiente de presion V, p(t) =V, p,

Figura 4. Esquema de un flujo newtoniano, isotérmico e incompresible, en un capilar de radio(a) y
Longitud (L)
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2.1.2 Razonamiento matematico

Para el razonamiento de este problema, en primer lugar, se plante6 un modelado
matematico al cual estd sometido nuestro sistema. Partiendo de la ecuacion de continuidad
y aplicando el modelado matematico, llegamos a la conclusion de que la velocidad en el eje
axial z y esta en funcion del eje radial r. Una vez concluido lo anterior utilizando la ecuacion
de movimiento lagrangiana y al aplicarle el tensor de esfuerzos (ley de newton generalizada)
podemos llegar a las ecuaciones de Navier Stokes, para los diferentes componentes de las
coordenadas cilindricas, que expresan la rapidez de incremento de momentum de una
particula de flujo (p DV Dt ) igualadas a las fuerzas que acttan sobre el fluido, donde acttan
la fuerza superficial dada por el gradiente de presiones, la viscosidad, la tension superficial
y las fuerzas volumeétricas causadas por la gravedad. Aplicando la conclusion anterior Vz(r),
obtenemos una versién simplificada de la ecuacion de Navier Stokes que solo esta en funcion
de r, al resolver la ecuacién diferencial obtenemos el perfil de velocidades que describe el
comportamiento de la velocidad en nuestro sistema de estudio. Una vez obtenido el perfil de
velocidades se procede a sacar el flujo volumétrico con una ecuacién de flujo transformada
por medio de una transformada jacobiana que dejara la expresion en coordenadas cilindricas,
al sustituir el perfil de velocidades en la expresion de flujo volumétrico para coordenadas
cilindricas y resolver la doble integral, obtenemos una expresion conocida como la ecuacion
de Hagen- Poiseuille (Bird et al. 2002; Herrera-Valencia et al. 2022).

2.1.3 Ecuaciones teoricas

a) Ecuacion de continuidad

La ecuacidon de continuidad es un balance de materia sin reaccion quimica la cual,
se puede expresar en termino de operadores vectoriales de la siguiente manera (Bird et al.
2002).

P_ . 16
Y (PV) (16)

En la Ec. (16), V es la velocidad del sistema. Desarrollando la divergencia del producto del

campo escalar y vectorial:
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%+Vp-V+ p(V-V)=0 (17)

Puesto que hablamos de un flujo incompresible.
V-V=0 (18)

La ecuacion adquiere la siguiente forma.

L +V.Vp=0 (19)
En coordenadas cilindricas tiene la siguiente forma (Bird et al. 2002).

9 , 10 10 8 —

> T3 (pVr) + =3 (pVo) + P (pVz) =0 (20)

El vector velocidad para este sistema esta dada por la siguiente expresion

V=0WrVe,Vz) =Vz(r,0,zt)) (21)
Aplicando la expresién para el vector velocidad en la Ec. (18)

p % Vz) =0 (22)
La Ec. (22) significa que el campo de velocidades en z es invariante.

% =0=>Vz+#Vz(2) (23)

Con base en la Ec. (21), podemos razonar que la velocidad (\VVz) no dependen del eje axial z
y en base a la simetria cilindrica del sistema, la velocidad no depende de 6, también
fisicamente los perfiles de velocidad ya se encuentran desarrollados, no dependiendo del
tiempo. Por ende, podemos concluir que la VVz solo depende del eje radia r (Bird et al. 2002).
Vz=Vz(r,0,z,t) = Vz(r,0,t) (24)
Y por lo tanto, la velocidad es funcién de la coordenada radial r debido a que estamos en
estado estacionario y existe simetria cilindrica.

Vz(r,0,t) =>Vzes funcionder (25)

b) Ecuacion de Movimiento

A partir de la ecuacion de movimiento lagrangiana, obtenida por medio de un balance de
movimiento de la ecuacion Cauchy. La ecuacion de movimiento Lagrangiana queda de la
siguiente manera (Bird et al. 2002; Macosko 1994).

DV
P = —Vp+ V.o + pg (26)
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La ecuacion constitutiva del tensor de esfuerzos puede ser escrita de la siguiente manera,
también conocida como la ley de newton generalizada (Bird et al 2002).
o= 2u=p[VW+ (VW7 (27)
Sustituyendo la Ec. (27) en la Ec. (26)

DV
po= —Vp+V- [V + (VW) + pg (28)
Aplicando el modelado matematico de densidad y viscosidad constantes (Herrera-Valencia
et al. 2022).

DV
pPor= —Vp+u[VEV +V(V-V)] +pg (29)
Al descomponer la Ec. (29) en las tres coordenadas.

Para el componente enr.

avr avr  vOovr Vo2 avr, _ dp [a 19 19%vr 2 9ve
p6t+Vr 6r+r 00 r +Vz 62)_ 6r+u6r<r6r(rvr)>+r2 062 r? 69+
2%vVr
azz] +pgr (30)
Para el componente en 6.

WO |y OV YOO VIVE  y, OV0) __10p . [0(10 1070
p(at+w o Va0 T, Vz az)_ r 96 6r< ar(TV9)>+ 2 9g2
2 ovr | 9%veO
;3;@'+'5;7]+'pge (31)
Para el componente en z.

Ve Qe VO |y, Oy Op \[10 (L 0V2)  10Ws 0]
p(6t+VT6r+r ae+VZaz)_ 9z ror oy ) T 250z T 52| T P9z (32)

¢) Perfil de velocidades

Aplicando el modelado matematico en las Ecs. (30-32) con un flujo que se deforma
de manera continua e irreversiblemente por un gradiente de presion en la direccion axial.

La Ec. (15) queda de la siguiente manera.

9 _
ar

La Ec. (31) adquiere la siguiente forma

0=>p=#p () (33)

10p
r ar

=0=>p#p(6) (34)
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La ecuacion del componente en z toma la siguiente forma. Puesto que el gradiente de presién
solo depende de z.
0w _ 12 (0
E s [r or (T‘ ar )] (35)
Puesto que se tiene derivada de presion en funcion de z y la derivada de VVz en funcién de r.

La Ec. (35) se iguala una constante para desacoplar las ecuaciones diferenciales.

% - [r 6r( o )] A (36)

Resolviendo la ecuacion diferencial por variables separables (Bird et al. 2002).
[Fodp = [} Adz
PPPL0 = Az}

(Po—pL)=A(L—-0)

(Po—PL) _ 4
L

Ap
L

Entonces nuestra Ec. (36) queda planteada de la siguiente manera.

Tl ) (38)

Resolviendo la ecuacion diferencial a partir del método de variables separables.

=1 (37)

avz

( )
J-Apr _ fd(rde
Apr? vz
2L + Cl =T ar

Apr? | €y _ advz
2Lur r dr

fﬁfrd + [2dr= [dVz

Apr

-+ G In(r)+C, =Vz (39)

La Ec. (39) describe el perfil de velocidades para un fluido newtoniano que se deforma en
consecuencia de un gradiente de presiones (Bird et al. 2002; Macosko 1994). Para encontrar
las constantes, 1 y 2, establecimos las siguientes condiciones de frontera. La velocidad en
los limites del pailar es cero (C.F.1) y la velocidad en el centro es la Vmax.

CF1Vz(r=R)=0 (40a)

26



C.F.2 Vz (r=0) = Vmax (40b)

Aplicando las condiciones de frontera a la Ec. (39) se tiene lo siguiente.

Ap(0)?
—ZL(ui + (0) In(R) + C, = Vmax (41)

Puesto que en la Ec. (41) tenemos un Ln (0) =-infinito, significando esto que la V en el centro
del tubo es infinita. Esto no tiene un sentido fisico puesto que la velocidad en el centro la
velocidad maxima y es finita. Siendo este el caso la Unica solucién para este problema es

igualar la C1 a cero. Obteniendo una ecuacion de la siguiente manera:

ApR? _

Tll + (0)In(R)+C, =0

ApR? _

o +C,=0 (42)

Siendo nuestra C» igual a.

ApR?
TR (43)

Para obtener la velocidad méaxima es de la siguiente manera cuando r=0.

ApR?

Vmax = C, = — i (44)
Sustituyendo las constantes en la Ec. (39).
Apr? _ ApR? =Vz
4Lp 4Lp

_ Ap . p2 2
Vz = 4Lu( R% +71%)

Apa? 27,2

Vz=— (1-7r°/a*) (45)

4Ly
La Ec. (45) ya es nuestro perfil de velocidades para un capilar, con fluido newtoniano
impulsado por un gradiente de presiones (Bird et al. 2007, 2002).
d) Flujo Volumétrico.

Para obtener el flujo volumétrico en un capilar partiremos de la siguiente ecuacion

escrita para coordenadas cilindricas (Bird et al. 2002; Macosko 1994).

Q= fozn foa Vz (r)rdrdd (46)
Sustituir el perfil de velocidades de la Ec. (45) en la Ec. (46).

_ 2m ca (—Apa? 72
e=0"1 ( (1 - 5))rdrdo (47)
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Comenzaremos resolviendo la primera integral definida con respecto a r y sacando las

constantes de la integral.

Q= [ o (r ~ D drde

4Lp

21w —A
Q= f”4ﬁ(——MJW6 (48)
Evaluando la integral con los limites de integracion y simplificando la expresion.

2T Apa
Q= f 8L (a 2a2) do

2m —Apa? a?
Q f 8Lu (a 2?)(19
Q= IZH—Apa (1 __) do

2w —-A
0= () ae 49)
Después procedemos a resolver la integral definida con respecto a 6 y simplificamos la
expresion.

Apa g2m

8Lu () (50)

Evaluando y simplificando la expresion nos queda de la siguiente forma.

Q =2 G2n

8Lu
—nApa
Q= Ly
_ —m(po—pr)a*
Q=—""4L (51)

La Ec. (51) ya es la ecuacion para calcular el flujo volumétrico de un fluido newtoniano en
un capilar impulsado por una diferencia de presiones. Esta ecuacion también es conocida
como la ecuacion de Hagen- Poiseuille, que describe la relacion del flujo volumétrico y un
gradiente de presiones (Bird et al. 2002; Macosko 1994: Herrera-Valencia 2022).

La velocidad promedio se obtiene dividiendo el flujo entre el area de seccion transversal:

—_R2 — —
<Vz(r) >= R”(pL—Po) _ R(PL—Po) >0 (52)
8Lu 8Lu
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2.1.4 Factor de friccion de Darcy

En esta seccion se deduce el factor de friccion para fluidos Newtonianos (Cap. 1, Ec.

).
f___Ow  _ 20, 1 _ 20, 1 _ 8 1 __ 8 1 (53)
;p<Vz>2 p{Vz)(Vz) p<VZ>R&G p{Vz) R, p<VZ>[2)(pﬂ
4"

Simplificando, se obtiene el factor de Friccion Newtoniano:
16

f=— 54
Re (54)

En donde el nimero de Reynolds se ha definido como:

Re=p(Vz)Dg, (55)

Las Ecs. (54) y (55) son las expresiones que define el factor de friccion de un fluido

Newtoniano y esta determinado exclusivamente por el nimero de Reynolds.

2.2. Fluido Newtoniano en una corona circular

En esta seccidn se analizard y obtendré el flujo volumétrico de un fluido newtoniano
que fluye a través de una corona circular debido a la influencia de un gradiente de presion.
La corona tiene un radio mayor (R1) y un radio menor (Rz), con una longitud caracteristica
axial (L).

t Vz(r=R;, 1) =0
r Vz(r=R,, t)=0

) 1\ \ il

1S

B Pl = I

Figura 5. Esquema de un flujo newtoniano, isotérmico e incompresible, en una corona circular de radio

menor(R1), radio mayor (R2) y Longitud (L).
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2.2.1 Modelado matematico

e Flujo newtoniano.

e Estado estacionario.

e Incompresible.

e Proceso isotérmico.

e Simetria cilindrica.

e Lavelocidad va en direccion z y por ende esta en funcién de la coordenada radial r.

e El fluido se deforma a causa de un gradiente depresiones, en la direccion axial z.

2.2.2 Razonamiento matematico

Para el razonamiento de este problema, se plante6 un modelado matematico al cual
esta sometido nuestro sistema. Partiendo del perfil de velocidades general del capilar ya que
el fluido es el mismo, asi como también el modelado matematico al que se somete nuestro
sistema, causando que la velocidad se comporte de igual manera que la de un capilar solo
que en esta ocasion se le aplicaran al perfil de velocidades general diferentes condiciones de
frontera puesto que el fluido newtoniano, fluird en el anulo formado por los cilindros
concentricos. Una vez obtenido el perfil de velocidades particular se procede a sacar el flujo
volumétrico con una ecuacion de flujo transformada por medio de una transformada
jacobiana que dejara la expresion en coordenadas cilindricas, al sustituir el perfil de
velocidades en la expresion de flujo volumétrico para coordenadas cilindricas y resolviendo
la doble integral con diferentes limites de integracion, Obtenemos de igual manera una
expresion que describe el flujo volumétrico de una corona circular.

Puesto que el fluir de un fluido newtoniano en una corona circular se comporta de la misma
manera que en el capilar, podemos partir de la siguiente ecuacion (Herrera-Valencia et al
2022).

A 2
Vz = 4’:1 + ¢, In(r) + C2 (56)
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Se calcularan las constantes de la Ec. (56) con las siguientes condiciones de frontera. Cuando
hablamos de la velocidad en el radio menor (R1) hablamos de que es igual a cero puesto que
es la pared, este mismo hecho aplica para el radio mayor (R2).

C.F.1Vz(r=R1) =0 (57)
C.F.2Vz(r=R) =0 (58)

Sustituyendo las condiciones de frontera en la Ec. (56) se obtiene lo siguiente.

ApR,2
O:pl

+ CyIn(Ry) + C, (59)

0= A’“RZ +C,In(Ry) + G, (60)

Resolvemos el sistema de ecuaciones restando la Ec. (59) menos la Ec. (60).

ApRz 2 + ApRl
4Lp 4Lp

0=- + Cl ll’l(Rl) - Clln (Rz)

= i 22 (R,2 — R,2) + C;(In(Ry) — In(R,))

MMU% —R,%) =G ()

Ap(R1*—R?)

Cl - 4L u(ln(g—;))

(61)

Para obtener la C» sustituimos la Cy en la Ec. (59) y despejamos Co.

o:”“+cml)»1ma+g

4Lp aLp(In(Z2
C, = __Apr®2  Ap [In((RDR;*-R,?))
A T )

2_p 2

T\ ()

Sustituir ambas constantes en la Ec. (56) para encontrar el perfil de velocidades.

_ Apr? Ap(Ry In((Ry)(Ry%*—Ry )) Ap 2
VeSS *(uuo (@))“‘“ ( () R)

_ Apr? _Ap 52 Ap(R, In((R1)(R*~R4?))
V2=t Tl +<—4Luo (RZ)))1 n(r) - ( () )

_ Ap(Rz%-Ry
Vz = 4Lu(r —R*) + <m> (In(r) — In(Ry))
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ve= 22 (0 - ) (2 )on( )

Vz = —Ap (R12 ((Rz —R,” >

4Lp

_ 2_
szﬁ (Rlz—r2)+<(2 )

—3 (n (i»\ 2

La Ec. (63) es el perfil de velocidades para una corona circular con un fluido newtoniano

impulsado por un gradiente de presiones (Herrera-Valencia et al 2022).

2.2.3 Flujo Volumétrico.

Para encontrar el flujo volumétrico en el anulo de la corona circular, se utiliza la siguiente
integral de superficie, se utiliza la transformada jacobiana para transformar en coordenadas
cilindricas (Bird et al. 2002; Macosko 1994).

Q= fozn fOR Vz (r)rdrd@ (64)
Puesto que sabemos que el perfil de velocidades no esta en funcién del angulo podemos

sacarlo como constante de la siguiente manera.
Q= [ Va(r)rdr [" d6 (65)
Al integrar con respecto al &ngulo obtenemos lo siguiente.

= fOR Vz(r)rdr(63™) (66)
Al evaluar los limites de integracidn con respecto al angulo nos queda de la siguiente manera.
Q =2m fOR Vz(@r)rdr (67)

Ahora sustituimos el perfil de velocidades en la Ec. (67)
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0 :an;fﬂ(@—r—zﬁ

4Lp R,?

@ (1n (L)) rdr (68)

Simplificando la expresién y sacando las constantes de la integral, obtenemos.

Bl

@ (n (Ri)) rdr (69)

0= T (1-72) + (@) :

4Lp Ry

Para escalar la ecuacién diferencial y simplificar con numeros adimensionales, se divide los
limites de integracién entre R1, la expresion del perfil de velocidades y la diferencial con

respecto r.

—27ApPR, 2 2_2 r2 1_<%) - N\ (dr
o= =i | (1-73)+ % (@) | &) &) (70)

Ry

Para no alterar la igualdad en la ecuacion se multiplicara todo por R12

oot o] ((1—;—;)+ ﬁ (in (R_))\‘
\ )

De la Ec. (71) podemos obtener los siguientes cambios de variable.

Q=

&) &

= % (72a)
“T RL (72b)
Al aplicar los anteriores cambios de variable a la Ec. (71) queda de la siguiente forma
2mApR,* (R (1—(R2))
Q= 4fu fl ((1 — uz) + (W) (ln(u)))udu
2mApR,* (R (1-(r?)
Q= 4fu fl ((1 —u?) + (W) (ln(u)))udu (73)

Multiplicando la ecuacion por (-1/-1) para invertir In(1/R).
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Q _ 2mApR* flR ((1 _ uZ) + -1 <(11;(Ii2))> (ln(u))) du

4y -1\ (in(z))
0= %’:f*f}ff (1—ud) + (El (SR%)) (In(w) |udu
Q= %I;R#LR ((1 —uf)+ <((ln(R)))> ﬂn(uD) u 7
Una vez integrada la ecuacion se obtiene el siguiente resultado
0= &Tl{(u _“74)|f + (lln_(i;) flR ulnudu } (75)

Aplicando los limites te integracion y factorizando la expresion

Q = IR —1f + (155 (Gu?tnu —5u2) 18]

o= (2 (5 bt 1)

0= —2nApR14[R_2_R_4_f_l_f{lelnR_%Rz_0+i1}]

4Lp 4 4 2 4 2
Q= 2’1’255 ((R? —R*—1—2R?In(R) + R? — 1) (76)

Para simplificar mas la expresion se procede a realizar el siguiente cambio de variable
Donde:

1=i(R2—R4—1—2R21n(R)+R2—1) 7

Entonces con el cambio de variable I, toma la siguiente forma

rtApRz

o (78)

Q =
La Ec. (78) es la ecuacion de flujo volumétrico de un fluido newtoniano que fluye a través
del area del anulo en una corona circular, que fluye a causa del gradiente de presiones (Bird
et al. 2002; Macosko 1994; Herrera-Valencia et al. 2022).

A partir de la Ec. (78) se calcula la velocidad promedio. Para esto, se necesita calcular el
area de seccion transversal

2
R R
A, =nR >R *=nR,’ {1- (R—j JnRz2 (1 R® );R = R—l (79)

2
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2.2.4 La velocidad promedio

4
<Vz> A=Q= Mxl (80)
8uL
Reordenando, se tiene lo siguiente:
3 -
<vZ>nR22(1-R2)=ﬁ(ﬂR2j1 (81)
4n \ 2L
Simplificando, se tiene los siguiente:
R, 1
(Vz)=—2.—¢,,1 (82)
1-R° 4p
En donde, el esfuerzo se define como:
P,-P.
G, = R 83
w2 2L 2 ( )

2.2.5 Factor de friccion de Darcy en una corona circular

En esta seccion se deduce el factor de friccion para fluidos Newtonianos (Cap. 1, Ec.

(2).
o 20 1 20 1 8 1 8 1
Lotvay PNV2VZ) p(VZ) 00 o p(VZ) R, p(VZ)D
2 4 2
Simplificando, se obtiene el factor de Friccion Newtoniano:
16
== 85
Re (85)
En donde el nimero de Reynolds se ha definido como:
Re=p(Vz)Dg, (86)

Las Ecs. (83) y (84) son las expresiones que define el factor de friccion de un fluido

Newtoniano y esta determinado exclusivamente por el nimero de Reynolds.
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CAPITULO 111l MODELADO MATEMATICO

Modelo mecanico de Jeffreys

Sistema mecanico

Solvente o =0+ o, Pohmero
®
7 o H’?p
= G,
o .

lustracion del modelo mecénico de Jeffreys polimero-solvente.
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3.1 Factor de friccion de un fluido viscoelastico de Jeffreys en una geometria capilar

de radior =ay longitud z = L.

En esta seccion se realizara el desarrollo pertinente para la obtencion de la funcion

transferencia de masa en un capilar, por el que fluird un fluido viscoelastico (Jeffreys) que

se deforma de manera continua e irreversiblemente en la direccion axial, causado por la

fuerza motriz suministrada de un gradiente de presiones, obteniendo una ecuacién que

describa el flujo volumétrico de dicho sistema (Bird et al 2002; Herrera-Valencia et al.

2022).

Para realizar este calculo, se asumen las siguientes condiciones de proceso en el sistema:

Liquido no-Newtoniano viscoelastico lineal (Jeffreys).

Liquido incompresible (volumen constante).

El proceso se lleva a cabo en estado no estacionario: La velocidad y la presion
dependen del tiempo (presion pulsatil).

El fluido se deforma continua e irreversiblemente, debido a un gradiente de presién
pulsatil en la direccion axial.

Los mecanismos gravitacionales se desprecian con respecto al gradiente de presion
pulsatil y los mecanismos viscoelasticos lineales ya que el capilar (a << L) se

encuentra en posicion horizontal.

Existe simetria angular (cilindrica).

r

Vz(r=a,t)=0

L
Gradiente de presion V, p(t) =V, p,

Figura 6. Esquema de un fluido viscoelastico (Jeffreys), isotérmico e incompresible, en un capilar de
radio(R) y Longitud (L).
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Partiendo de la ecuacion de movimiento (Bird et al. 2002; Herrera-Valencia et al. 2022).
DV

P, = ~Vp+Vo+pg (87)

Como es un tubo horizontal, las fuerzas gravitacionales se desprecian.

p%z —Vp+V0+p/g’ (88)
Resultando la siguiente expresion analitica.

p%= -Vp+V-0o (89)
Ecuacion constitutiva de Jeffreys

La ecuacion constitutiva de Jeffreys se puede considerar como la suma de dos contribuciones
asociadas al solvente y al polimero (Bird et al. 2002; Macosko 1994). Esta suma se puede
expresar de la siguiente manera.

or = os+ op (90)
El solvente se modela como un fluido Newtoniano, es decir, satisface la siguiente ecuacion
analitica.

Os = 15V (91)
La contribucion del polimero es caracterizada con la ecuacion constitutiva de Maxwell. La
cual, se expresa de la siguiente manera (Bird et al. 2002; Macosko 1994):

op + /lp%op = 1Y (92)

De la Ec. (92) se factoriza el esfuerzo del polimero o, y se obtiene la siguiente expresion

matematica:
d .
(1 +ApZ)op = NpY (93)
Por lo que,
4
v = 1+/1p% (94)

Sustituyendo las Ecs. (91) y (94) en la Ec. (90) se llega a la siguiente expresion matematica.

_ . Np¥
or = Iy + 1+Ap% (95)

Multiplicando la Ec. (9) por el comin denominador.

a . y
(1+4p3) {GT = ey + & } (96)

1+/1p%

Distribuyendo
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(1 + Ap%) or = 15 (1 + Ap%))‘/ + N,y (97)

Agrupando y distribuyendo el operador en la rapidez de deformacién nos queda:

0 . a7 .
(1+p5)or = ngy +nsap 3+ n,7 (98)
Simplificando:

] . . a7
(1+ M 2)or =gy + 7 + nAp - (99)
Factorizando la rapidez de deformacion:

] . a7
(1+p5) or = (s + )Y + AP 5 (100)
Factorizando la viscosidad total:

a . s oy
(1 + Ap E) or = (r]s + rlp) (y + r15141r—r1p/1p E) (101)
Definiendo las siguientes variables fisicas:

_ s

A= ——— Ap (102a)
No =15 +1p (102b)
Ap =2, (102c¢)
or=0 (102d)

La Ec. (102a) representa el tiempo de retardo del material y depende de las viscosidades del

solvente, polimero y del tiempo de relajacion de Maxwell (Macosko 1994). La viscosidad
total Ec. (102b) es la suma de las viscosidades del solvente y polimero (Bird et al. 2002;
Macosko 1994). El tiempo de relajacion del modelo de Jeffreys es el tiempo del polimero
(Macosko 1994). Finalmente, el esfuerzo total es el del sistema. Combinando las Ecs. (101)
y (102) se tiene la ecuacion constitutiva reolégica de Jeffreys (Bird et al. 2002; Macosko
1994).

] )\ .

(1+p5)o =) (1+42)7 (103)
La Ec. (103) contiene como casos particulares los modelos de Maxwell y de Newton
(Macosko 1994).

A =0 > Maxwell (104a)
Ao = 4, =0 - Newton (104b)

Finalmente, el operador viscosidad de Jeffreys se define como (Bird et al. 2002).
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a

142~
0] ==, —2& 105
1Ty Mo 1+AO% (105)
La expresion general para esfuerzo total esta dada por la siguiente expresion (Bird et al.

2002; Macosko 1994).
o= zof( D (106)

Combinando la Ec. (106) con la ecuacion de movimiento o segunda forma de Cauchy (Ec.
(89)) (Bird et al. 2002).

pD—t = —Vp+V- 20’(—)1) (107)
La Ec (107) es la ecuacion fundamental de este trabajo y sera punto de partida para los

calculos posteriores. Esta se puede expresar como una expresion modificada de Navier
Stokes (Bird et al. 2002; Macosko 1994; Herrera-Valencia et al. 2022).

poi= —Vp+0] ( )vZV (108)
De acuerdo con las condiciones de proceso, el flujo es unidireccional, por lo tanto, el vector
velocidad solo tiene una componente en la direccion axial. Y por continuidad, éste depende

de la coordenada radial(r) y de la variable temporal (t). Entonces, la Ec. (108) adquiere la

siguiente forma cerrada.

pE= —Vap+0) ()220 (109)
Para resolver la Ec. (109) se aplica la transformada de Fourier, para simplificar la ecuacién
diferencial parcial ya que, esta depende de las coordenadas radial y temporal.

Aplicando el operador de Fourier a cada uno de los términos, queda de la siguiente manera

(Herrera-Valencia et al. 2022).

piwVz (wr) = —Vzp(w) + — “(lw) 92 Pl Gl Wz (110)
Desarrollando, se obtiene:

li vz(w,r) _ piw _

e (r o ) 0w Vz (w,7) = Vzp(w) (112)

Despejamos el gradiente de presion y proponiendo el siguiente cambio de variable B? =
piw
0] (iw)

1 i ( ovz(w,r)

— ) - Bz (w,1) = Vzp(w) (112)

1
ror 0] (iw)
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Se hace la derivada del producto de la Ec (112).
)— B2Vz(w, 1) =

vz(w,r)
ar

1
P
03 (iw)

+(1)

1 (r *va(wr) Vzp(w) (113)

orz
Para resolver la Ec. (113) habra una solucion homogeénea (V Hz) méas una solucion particular
(VPz) que adquiera la siguiente forma (Macosko 1994).
Vz(wr) =VHz+ VPz (114)
Como primer paso encontraremos la solucion homogénea (VHz) igualando a una constante

(0) teniendo la expresion como:

)= B?Vz (w,) = 0} (115)

La Ec. (115) se multiplicara por r2 para obtener la ecuacion de Bessel, quedando de la

{l (T‘ 0%vz(w,r) n ovz(w,r)

r or? ar

siguiente manera:

1( 0*vz(wr) | dVz(w,r)
rz{;(r aZr;M + Za:)r)—BZ Vz(a),r)=0} (116)

Resolviendo y obteniendo la ecuacién de Bessel modificada.

(T 2 0%vz(w,r) vz(wr)

or2 P ) —r?p*Vz(w,1) =0 (117)

Formando la ecuacién de Bessel modificada.

x2y" +xy'+ (x2 —n?)y =0 (118)
Y su solucion es de la siguiente forma (Herrera-Valencia et al. 2022).

y(x) = C1,(x) + C2Y;,(x) (119)
Donde:

J.= Es una funcidén de Bessel de primera especie de orden n.

Y,,= Es una funcién de Bessel de segunda especie de orden n.

Para que la Ec. (117) adquiera la forma de Bessel procedemaos a realizar los siguientes pasos.
(Bird et al. 2002).

Primer paso —1 = i

%2vz(w,r) avz(w,r) .
(rz aZr;M +7r Za;” ) —i?r?g?2 vz (w,7) =0 (120)
Agrupando:
5 0%vz(w,r) avz(w,r) . N2 _
oz T+ (rp)Vz (w,7) =0 (121)

Posterior al primer sumando y segundo se les multiplica por un 1 particular quedando la

ecuacion de la siguiente manera.
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(irB)? 2 0%vz(wr) | (iB) (B . 9vz(wr) ovz(w,r)
(irp)2 or2 @iB) or

Se ordena la ecuacion de tal manera que quede de la siguiente manera.
0%vz(w,r) vz(wr)

(BN Jrzgpm T WBD e

Se procede a realizar un cambio de variable. ifr = x (Macosko 1994).

+ (irp)*Vz (w,7) =0 (122)

+ (irB)?Vz (w,7) =0 (123)

Aplicando en cambio de variable, obtenemos la siguiente ecuacion.

9%vz(w,r) vz(wr)
W55+ W P+ (0Vz (0,1) = 0 (124)

Queremos obtener una semejanza con la ecuacién de Bessel.

9 3]
(0 G+ () TS+ (2 = 0z (01) = 0 (129)

La solucion homogénea es igual a la expresion siguiente, que es la solucién de la ecuacion
de Bessel (Bird et al. 2002).

Vz (x) = Cijo(x) + C;Yo(x) (126)
La solucién de la ecuacién de Bessel Ec. (126) puede ser expresada como la solucion de
Bessel modificada y tiene la siguiente expresion. (Bird et al. 2002; Macosko 1994).
Vz(w,r) = C1J,(iBr) + C,Y,(iBr) (127)
Donde se define como:

I,= Es la funcion de Bessel modificada de primera especie de orden 0

K,= Es la funcion de Bessel modificada de segunda especie de orden 0

En consecutiva, se buscara la solucion particular (p).
10 ([ ovz(w,
10 (r Mp)

ror or

—i?B%Vz (w,7)p = Vzp(w) (128)

1
0l (iw)
Definimos los parametros Ec. (129) y sustituyendo en la Ec. (128).

Vp=A;A=Vz (129)
Tenemos la expresion:

19 (0 .

=— (r ;A) + i?B%A = (130)

rar Orll(iw)
Al derivar una constante, esta es igual a 0 y recordando que -1=i? (Herrera-Valencia et al.
2022).

iZBZA —

ol ) Vzp(w) (131)

Despejando A en la Ec. (131) para obtener la solucién particular, queda de la siguiente forma.

42




1

La solucion general es la solucion homogénea mas la particular, que hemos obtenido
previamente las sustituimos para obtener la solucién general (Bird et al. 2002; Macosko
1994).

Vz(w,r) = C;1,(Br) + C,Ky(Br) + Vzp(w) (133)

2620’ (iw)
Encontraremos las C1 y C» estableciendo las siguientes condiciones de frontera, cuando nos
ubicamos en las paredes del tubo de la velocidad en z es igual a cero y cuando nos
encontramos en el centro del tubo la velocidad en z es la méxima o finita.
CFlr=aVvVz=0

C.F.2r=0 Vz=Vz,,, = Finita

Evaluando las condiciones de frontera obtenemos las siguientes ecuaciones (Herrera-
Valencia et al. 2022).

C,1,(Ba) + C,K,(Ba) + Vzp(w) =0 (134)

1
i2B20] (iw)

C11,(B0) + C,K,(BO) + Vzp(w) =0 (135)

2320’ (iw)
En la Ec. (135) tenemos K,(0) = —oo sabemos que la ecuacion es finita igualaremos C»=0

para que se cumplan las condiciones de frontera.

C,I,(Ba) + Vzp(w) =0 (136)

26201( w)
Y en la Ec. (134) podemos despejar C1

1 Vzp(w)

Gi=- i2B20] (iw) 1o(Ba)

(137)

Teniendo en valor de la C de la siguiente forma:
C,=0 (138)
Sustituyendo el valor de C1 en la Ec (133) que previamente habiamos calculado, tenemos la

siguiente expresion:

7p(w) 25 (139)

1
Valwr) = 520l P16

2820]( ©) Zp( ) —

Obtenemos el perfil de velocidades con inercia para un fluido viscoelastico que fluye por un

gradiente de presiones en la direccién z, en sistema cilindrico horizontal (Macosko 1994).
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Vz(w, 1) =

Vzp(w) (1 _ Lo(Br) ) (140)

23201 (iw) Io(Ba)

3.1.1 Flujo volumeétrico.

Flujo volumétrico en un capilar con mecanismos inerciales. La expresion para
calcular el flujo volumétrico en un capilar de radio r = a 'y longitud z = L, se puede expresar
como la doble integral del producto interno del vector de velocidad y la diferencial de
superficie, como ya se mencion6 (Bird et al. 2002; Macosko 1994). El vector velocidad
solo tiene componente axial z y el vector unitario que describe la seccion de area transversal

es el vector unitario en la direccion z (Herrera-Valencia et al. 2022).

Q=[" [ vz (r)rdrdo (141)
Se observa que Vz (r) no depende del angulo (6) entonces sale de la integral como constante
e integramos.

Q=["d6 [, 'Vz (r)rdr (142)
Aplicando los limites de integracion nos queda de la siguiente manera;

Q =013" [ 'Vz (r)rdr (143)
Teniendo como el resultado de la integral de la forma (Herrera-Valencia et al. 2022).

Q =2m foa Vz (r)rdr (144)
Obteniendo la Ec. (144), se sustituye el perfil de velocidades en la ecuacion para el flujo

volumeétrico y sacamos de la integral lo que es constante.
Vz (r,w)en Q(w)

0(w) = 21 vzp(w) fy (1 M)ralr (145)

2620’ (i) Io(Ba)

Evaluando los limites de integracion nos queda la expresion:

Q(w) =21 Vzp(w) {— _ [“Lo(Br) rdr} (146)

2620’( w) 0 Io(Ba)

Obteniendo el resultado de la integral (Herrera-Valencia et al. 2022).
a? 1 a
Qw) = V2p() (5 = i Jo To(Br) rdr) (147)
En la Ec. (147) se aplica un cambio de variable f=1 (Macosko 1994).
_ 1 af Br
Qw) = V2p(w) (% = s o To (&) Brar ) (149)
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Se aplica otro cambio de variable teniendo como fr = x

Q(w) = Vap() (£ - o2 [ I ()xdx) (149)

2620’ (iw) B2Io(Ba)

Teniendo en cuenta las definiciones de las funciones de Bessel (Macosko 1994).

S [1L() - x] = Ip(x) - x (150)
Aplicando la propiedad de la funcion de Bessel en la Ec. (149) (Macosko 1994).
1 a d

821 (Ba) foﬁ dx [Il(x) x] (151)
Resolviendo los limites de integracion.

~ g 1 G -1l (152)
Obtenemos la siguiente ecuacion (Herrera-Valencia et al. 2022).
Q= WVZP(M [— ~ (Ba) o l1i(aB) aB] (153)

2

De la Ec. (153) se va a factorizar la expresion %

21,(ap)-ap

Q= ol V@ [1 - S (159
Simplificando la Ec. (154).
_ nVzp(w)a® [, 2I(ap)
Q= i220] (iw) [1 aBlo(Ba) (155)
Para formar af (parametro adimensional).
_ ma’vzp(w)a® [, 21,(ap)
Q= izaZBZOI{(iw)[ aBIO(Ba)] (156)
Agrupamos términos de la siguiente manera.
(aB)
_ ma*vzp(w)a? _ leﬁ
? = Eaproliw l lo(Ba) (157)
Multiplicando y dividiendo por 8 para formar el fluido newtoniano.
(ap)
_ ma*8vzp(w)a? _ 2l 5o
0= 8i2(ap)20] (iw) l Io(Ba) (158)

Multiplicando por n,. Obtenemos la siguiente ecuacion, funcidon de transferencia que

depende de (w).
(ap)
_ mat 810 TS
= on, | o] ll G || V2P (159)
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Donde podemos definir que (Herrera-Valencia et al 2022).

8n 2l (gﬂ
— 0 _ a
T(@) = Caroliw ll zoma)l (160a)
Teniendo que Ba = a . Obteniendo como resultado el modelo particular (Herrera-Valencia
etal).

na*
Q=73 Tw)Vzp(w) (161)

Asi obtenemos la ecuacion que describe el flujo volumétrico de un fluido viscoelastico donde
podemos observar que T (w) es la funcion transferencia de un fluido viscoelastico y toda la
demas expresion es la ecuacion de Hagen-Poiseuille para un fluido newtoniano (Herrera-
Valencia et al. 2022).

3.1.2 Velocidad promedio

La velocidad se calcula mediante el cociente entre el flujo volumétrico y el &rea de seccién
transversal (Bird et al. 2002).

—_a _1 -
<Vz(w) >= e T(w) ( 2Vzp(a))a) = T(w)o,, (w) (162)
De la misma manera, el esfuerzo:

_ o L(B(w)/B(w) _

o(w) =22 5~ ow(w) = To(w)oy (@) (163)
El factor de friccion queda definido como:

— e _1 - *
<Vz(w) >= e T(w) ( 2Vzp(a))a) = T(w)o,,(w) (164)

Recordando que el factor de friccion se define como las fuerzas viscosas o viscoelasticas

entre la energia cinética del sistema de la siguiente manera.

3(vz)?
De la Ec. Finalmente obtenemos el factor de friccion para fluidos viscoelasticos.
1))
Para los pasos matematicos del factor de friccion en un capilar (Ecs. 162-166) consultar el

apéndice A.
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3.2 Fluido viscoelastico en una corona circular.

En esta seccién vamos a analizar y obtener el flujo volumétrico, de un fluido
viscoelastico que fluye a través de una corona circular debido a la fuerza motriz causada por
el gradiente presion. La corona tiene un radio mayor (R2) y un radio menor (R1), con una

longitud caracteristica axial (L).

1 r Vz(r=R, t)=0

r Vz (r=R,, t)=0

\\

; 0 le\\ R
/] VI

.
N

Figura 7. Esquema de un fluido viscoelastico, isotérmico e incompresible, en una corona circular de

radio menor(Rz), radio mayor (R2) y Longitud (L).
3.2.1 Modelado matematico

e Fluido no newtoniano, fluido viscoelastico.

e Estado no estacionario, la velocidad y la presion dependen del tiempo (flujo pulsatil).
e Incompresible.

e Proceso isotérmico.

e Simetria cilindrica.

e Lavelocidad va en direccion z y por ende esta en funcion de la coordenada radial r.
e El fluido se deforma a causa de un gradiente depresiones, en la direccion axial z.

e Los mecanismos gravitacionales son despreciables puesto que el capilar se encuentra

en horizontal y su radio es muy pequefio.
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Iniciando en el perfil de velocidades general obtenido para el fluido viscoelastico en un

capilar obtenido anteriormente (Herrera-Valencia et al. 2022).

! Vzp(w) (167)

Vz(w,r) = C;1,(Br) + C,K,(Br) + m
Establecemos las condiciones de frontera para el sistema a realizar, las cuales son las
siguientes.

Cuando nos encontramos en la pared del radio menor (R1) la velocidad es igual a cero lo
mismo aplica cuando nos encontramos en la pared del radio mayor.

C.F.1Vz (r=R1) =0

C.F.2Vz (r=R2) =0

Aplicando las condiciones de frontera en la Ec. (167) obtenemos el siguiente sistema de

ecuaciones.

0 = C1Iy(BRy) + C2Ko(BRy) + A (168)
Restando la Ec. (168) obtenemos:

—(0 = C11h(BRy) + CK((BRy) + A) (169)
Combinamos las Ecs. (168) y (169) para formar una nueva ecuacion.

(C11o(BRy) + CKo(BRy) + A)(—C115(BRy) — C2Ko(BRy) — A) (170)
Agrupamos

0 = C1(Io(BR1) — Ih(BRy)) + C2(Ko(BR1) — Ko (BR2)) (171)

Despejando C> de la ecuacion, obtenemos:

__ C1Io(BR2)—Io(BRy))
C2 = Ko(BR1)—Ro(BR) (172)

Sustituyendo C: (Ec. (172)) en la Ec. (168) resultando:

C1(Io(BR2)—1o(BRy))
Ko(BR1)—Ro(BR2)

En la Ec. (173) se factoriza C:

_ Io(BR1)Ko (BR1)=Io (BR1)Ko (BR2)+Ko (BR1) (o (BR2)—(Io (BR1)Ko (BR2))
0=06 ( Ko(BR1)~Ko(BR,) ) +4 (174)

0=_Cily (BR1) + KO(BRl) + A (173)

De la Ec. (174) eliminaremos términos

_ 1o(BR2)Ko(BR1)—1o(BR1)Ko(BR2)
0==06 [ Ko(BR1)—Ko(BR;) ] +4 (175)

Se despeja A 'y nos queda la siguiente expresion matematica

A — Io(BR2) (Ko (BR1))—1o(BR1) (Ko (BR3))
A=G [ (Ko(BR1))— (Ko (BR2)) ] (176)
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Ahora, despejando C; de la Ec. (176) obtenemos:

_ (Ko (BR1))—(Ko(BR3)) _
€= [10(BRZ)KO(BRl)_Io(BR1)Ko(BR2)] (—=4) (177)

(A) tiene la informaciéon del gradiente de presion (fuerza motriz) que de forma continua e
incontinuamente el fluido (Herrera-Valencia et al. 2020).

En esta parte de las deducciones, encontraremos C, y para ello sustituiremos Ci en la Ec.
172).

_ (Ko(BR1))—(Ko(BR2)) Io(BR2)—Io(BRy)
Cz = [10(BRz)Ko(BR1)—10(BR1)(K0(BR2))] (Ko(BR1)—(Ko(BR2)) (178)

Simplificando la Ec. (178)

_ (Io(BR2)—C1I9(BR1)) .
2 = 1 BRDKe(BRO—To (BROKo (R ) (179)

Para simplificar la ecuacion, haremos un cambio de variable.
C, = C3(—A) (180)
Donde Cs

_ (Ko(BR1))—(Ko(BR2))
3 7 I(BR)Ko(BR1))~Io(BR1)Ko (BR2) (181)

Podemos expresar la Ec. (181) como:

C3 = —AC, (182)
Donde:

_ (Io(BR2)—C119(BR4))
Ca= [10(BRZ)KO(BRI))_IO(BRl)KO(BRZ) (183)

Sustituyendo C1 y C; en Ec. (167) Vz(w,r)para encontrar el perfil de velocidades de un
fluido viscoelastico que fluye a través de una corona circular, impulsada por el gradiente de
presiones (Herrera-Valencia et al. 2022).

Vz(w,1) = C3ly(Br)(=4) + C4Ko(Br)(—A4) — (—A4) (184)

3.2.2 Flujo volumétrico

Se procede a encontrar una expresion que describa el flujo volumétrico del sistema, iniciando

por la siguiente integral superficial (Bird et al. 2002).
o=/ f}f: Vz (r)rdrdd (185)
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Como se puede observar Vz(r) no depende del angulo 6, entonces, sale de la integral como

constante e integramos.

Q= f do f Vz (r)rdr (186)
Evaluando los limites de la integral.

Q = 0|2" f;f Vz (r)rdr (187)
Dando como resultado la siguiente ecuacion (Herrera-Valencia et al. 2022).

Q =2m f;lz Vz (r)rdr (188)
Sustituimos el perfil de velocidades en la Ec. (188).

Q = 27 [} Calo(Br) (—A) + CyKo(Br) (—A) — (—A)rdr (189)
Integrando la ecuacién

Q=2n| Jo2 Cslo(Br) (—Ardr + [ C4Ko(Br)(—A) - (—Ayrdr| (190)
Se factoriza y sacamos de la integral lo que sea constante

Q =27 [C3(-A) Jo? To(BOIrdr + Cy(=A) [ Ko(Bryrdr — (=A) [ rdr| (191)

2
Escalamos las integrales multiplicando por % = 1, lo que hicimos en la integral, de igual
forma escalamos los limites de integracion, y queda de la siguiente manera.
=21 [63( 4) RZBIO (Br)rpdrp + 22 C‘*( 20 RZBKO (BOrBdrB — (—A) [1 rdr] (192)

Realizamos el siguiente cambio de variable fr = x y despejando nuestra ecuacion queda de

la siguiente manera:

Q= C3( A) fRZBIO(x)xd C”‘( A) fRZBKO(X)XdX —(-4) f}flz rdr (193)
Apllcamos las propiedades de las funciones de Bessel (Bird et al. 2002; Macosko 1994).
= (%) = Ip(9x (194)
= (K, (0x) = Ko(x (195)
Sustituimos las propiedades en la ecuacion de flujo en la Ec (193) quedando la expresion:
Q = 2m 2GR [ 100 xR [ K (0 x = (—A) [y vy (196)

Resolviendo las integrales, quedan de la siguiente forma (Herrera-VaIencia et al. 2022).
= 2m [CS( 2 (100 - xg2f + 2K (0 - x2f — (= A)— (197)
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Evaluando los limites de integracién

Q = 21 [SE2 1, (R,B) - R — Ly (RsB) - Ryl + 22 [(Ky (Ro) - Ry — K (Rs)

RiB] — (~A) (e -2 | (198)
Simplificando la Ec. (198)
Q =2n(—4) [% [11(R2B) - R,B — I1(R1B) - R1B] + % [K1(R2B) - RyB — K1(R1B) - RyB] +

2 2
Ee -t | (199)
Factorizamos R, en la Ec. (199) dando resultado:

_ -Vzp(w)R,* [2C3 1 2C4 1 )
Q=12m —iZBZOI{(iw) [ 5 [11(R28) % I,(R.B) - ] +—= [K1(R2[3) K1(R:B)
Ry R,?
s+ (5= 1) (200)

2

T -, . - T R
Se debe hacer similar a la ecuacion de Hagen-Poiseuille vamos a multiplicar por R—22 =1,
2

8 . T ‘ ., .
por - = 1 y por ultimo se multiplicara por 2—" = 1. Expresando la ecuacion de la siguiente
0

manera.
1 R 1 R
Q _ TL'RZ4 16I1()C3 Il(RZB)E_Il(Rlﬁ).R_le + C Kl(RZB).R_Z—Kl(RIB)é +
81, RZZiZBZOI{(iw) B * B
8noC3 Ry? _
R 126201(10)) (R 2 )I( Vzp(w)) (201)

Los términos dentro del corchete las definimos como T (w).

1 R
1610,Cs c 1, (R, B)'E—I1(R1 B)'R—le
Ry?i2B20,) (iw) B

1)} (202)

Escribiendo la ecuacion, el flujo volumétrico de la siguiente manera (Herrera-Valencia et
al. 2022).

7TR2

Te(w) = + C,

B 2 Rzz_

Kl(RzB)-Riz—Kl(R&)':le] 1 (Ry?
+5(

Q =4 Te(w)(=Vzp(w)) (203)
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Donde T, (w) es la funcién de transferencia del fluido viscoelastico que fluye por la corona
circular, y toda la demas expresion es la ecuacion de Hagen-Poiseuille para un fluido
newtoniano (Bird et al. 2002; Macosko 1994).

3.2.3 Factor de Friccion de una corona circular

Procediendo como en los casos anteriores, el factor de friccion del sistema para una
corona circular puede ser expresado en términos de un cociente entre la funcion de

transferencia del esfuerzo y la funcion de transferencia del esfuerzo (Apéndice B)
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CAPITULO IV SIMULACIONES Y ANALISIS
DE RESULTADOS

Modelo viscoelastico de Jeffrey de una corona circular: Deborah

1.2
+
1 De: 1.5; 1,:0.1; R: 0.05
De: 1.0; 2;:0.1; R: 0.05
:0'8 De: 0.5; 4;:0.1; R: 0.05
Py
lL_) De: 0.1; 4,:0.1; R: 0.05
u_Oﬁ
L - _
= ™~
— 04
0.2 o
0
0.01 0.1

Modelo mecanico de Jeffreys

Vzp(@)IE) | Te(w) =) q(w)
Variable de entrada Var{ab{e de salida|
B (4 rRA
:
+
10 100 1000 10000
o [-]

Comportamiento del factor de friccién en la parte imaginaria de un modelo

viscoelastico de Jeffreys
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En este capitulo se presentan las simulaciones principales de esta investigacion a
nivel licenciatura. Se estudia el efecto de los mecanismos: (i) inerciales, (ii) viscosos, (iii)
viscoelasticos y (iv) del solvente en la respuesta dindmica del sistema lineal. En esta seccion
se presentan las variables, grupos y ecuaciones que son punto de partida de las simulaciones
numéricas. Las variables importantes de escalamiento son la frecuencia, el parametro beta,

la funcidn de transferencia compleja y el operador viscosidad o fluidez.

4.1 Variables y grupos adimensionales

Para escalarlas, se escogera un conjunto de variables caracteristicas que nos
permitiran simplificar y acotar el espacio de estudio. Por otra parte, este escalamiento
permitira obtener grupos adimensionales los cuales, describir&n los procesos macroscopicos

del sistema.

4.2 VVariables caracteristicas

Las variables caracteristicas del sistema son: (i) Viscosidad (no), (ii) Longitud radial (r = a),
(iii) Tiempo caracteristico inercial (t, = \Jpa’ /Gy,) 'y (iv) Tiempo caracteristico

viscoelastico de Maxwell (Ao).

4.3 Variables adimensionales

Las variables adimensionales son: (i) Funcion de transferencia compleja T(iw), frecuencia

T(w), (i1) Operador viscosidad o fluidez On(i®) o 1/ On(im) y (ii1) pardametro beta (w).
4.4 Grupos adimensionales

Los grupos adimensionales que obtendremos seran: (i) EI nimero de Deborah (De) y (ii) un

cociente de tiempos caracteristicos asociados al retardo y al tiempo de relajacion de Maxwell

().
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4.5 Variables adimensionales.

En esta seccion se presentaran las variables adimensionales que permitiran
simplificar el proceso y permitiran introducir grupos adimensionales en el sistema.
A) Operador viscosidad de Jeffreys adimensional (Bird et al. 2002)
0]
ol =2 1
Tl 1)

B) La frecuencia se hara adimensional con un tiempo (Macosko 1994).

W= w (2)
C) Operador viscosidad adimensional de Jeffreys en el espacio de las frecuencias (Bird
et al. 2002)
L 1w
Oy = 1:0(@) (3)

4.6 Grupos adimensionales

Al combinar las variables caracteristicas en las ecuaciones fundamentales obtenemos los

correspondientes grupos adimensionales:

4.6.1 Numero de Deborah.

Este numero relaciona las propiedades viscoelasticas del material y se define como (Bird et
al. 1987; Bird et al 2022; Macosko 1994).

1/ 2/G '
De pa 0 Inercia (4)

~ X,  Visco-elastica

4.6.2 Numero de Jeffreys

El segundo nimero adimensional relaciona, un cociente de tiempos caracteristicos del
material. Fisicamente, estos tiempos estan asociados a los mecanismos de retardo (solvente)

y viscoelasticos del sistema (Bird et al. 1987; Macosko 1994).
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poo s 5 _ Solvente
! Ns +Mp °  Solvente + Visco-elastica

(5)

4.7 Funciones adimensionales (capilar)

1.- Funcion de transferencia adimensional
La funcion de transferencia compleja seré escalada con una fluidez caracteristica la cual sera

la fluidez a baja rapidez de deformacién (Herrera-Valencia et al. 2022).

i2 11®
T(w)=———[1-2—L (6)
(6)2 +w) 1o(B)
2.- Parametro Beta

El parametro beta sera escalado con una longitud caracteristica. Esta longitud caracteristica

sera el radio del capilar (Herrera-Valencia et al. 2022; Macosko 1994).

. E De2q .i L. .
B =iz ’Or{e(z:)) =iz /DeZwO({,(lw) @)

3.- Funcién fluidez

La funcién fluidez serd escalado con una fluidez caracteristica del sistema (Herrera-
Valencia et al. 2022; Macosko 1994).
1+(zéu)

0] = (8)

g 1+— (w)

4.8 Funciones adimensionales (corona circular)

1.- Funcidn de transferencia adimensional
La funcidn de transferencia compleja sera escalada con una fluidez caracteristica la cual sera
la fluidez a baja rapidez de deformacién (Herrera-Valencia et al. 2022).

{2 3 [zl(s)—zé(ms)-s] oca lxl(a)ggxl(m).sl o 1)}

Tc (w) = Te(w)

B2o ’ HaD)
9)

2.- Parametro Beta

El parametro beta sera escalado con una longitud caracteristica (Herrera-Valencia et al.

2022; Macosko 1994).
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. 3 2 3 L .
B =iz ’(%e(l::) =iz ’Deszé(lw) (10)

3.- Funcién fluidez
La funcion fluidez sera escalado con una fluidez caracteristica del sistema (Herrera-
Valencia et al. 2022; Macosko 1994).

0y = % (11)
1+% (lw)

En la siguiente seccion se presentaran las simulaciones del sistema para la funcién de
transferencia compleja del capilar y de la corona para el factor de friccion.

En la siguiente seccion se analizara el efecto de la frecuencia sobre el factor de friccion en
un fluido viscoelastico en dos configuraciones diferentes denominadas: (i) capilar y (ii)
corona circular. Mediante el escalamiento anterior y las ecuaciones adimensionales las
ecuaciones adimensionales descritas en la seccion anterior, se analizard los mecanismos
viscosos, viscoelasticos, inerciales y del solvente en la respuesta dindmica del factor de
friccion. Es claro, que esta respuesta dinamica se encuentra en el régimen de estado no
estacionario por lo que, su andlisis es centrado en tiempos cortos moderados y corresponde
a problemas asociados a inicio de flujo (Bird et al 2002. Capitulo 4). El factor de friccion
depende de dos mecanismos principales asociados a los mecanismos disipativos y a los de
movimiento relacionados con la energia cinética del fluido. Para fluidos newtonianos en
estado estacionario, depende solamente al nimero adimensional de Reynolds mientras que,
para fluidos viscoelasticos dependientes del tiempo depende, de las fuerzas asociadas a la
resistencia que presenta el medio para cambiar su estado (inercia), la resistencia que presenta
al ser deformado continua e irreversiblemente (fluir) y la energia de almacenamiento
relacionada con la elasticidad del medio. Es claro, que las expresiones deducidas en este
trabajo son funcion de las propiedades matematicas de las funciones especiales de la fisica
matematica conocidas como funciones de Bessel de primera y segunda especia, de ordenes
cero y primero. Estas funciones de Bessel proveen un tipo de resonancia debido a las
oscilaciones que presentan por lo que, son relaciones matematicas que presentaran una

resonancia dominante relacionado con las propiedades matematicas del medio (viscosidad
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del solvente, viscosidad del polimero, médulo de corte elastico, inercia, longitud
caracteristica radial).

La funcidn de transferencia para un capilar depende de el cociente de dos funciones de
transferencia caracteristicas asociadas a la interaccion pared fluido y la interaccion que
presenta el gradiente de presion transitorio y el flujo volumétrico. Este cociente se puede
definir de la siguiente manera analitica.

T (w)
T (@)

fr(w) = fn(w)-

Esta relacion describe el propdsito de este trabajo y fisicamente significa que el factor de
friccion de un fluido viscoelastico en estado no estacionario es el producto de un factor de
friccion no newtoniano y una funcién de transferencia R(w).
fr(w) = fn(w) - R(w)

En donde R R(w) representa la respuesta dindmica del sistema. Es claro que, a frecuencias
bajas, tiempos largos el sistema tiende al estado estacionario, es decir:

ff = fv'R
En donde R puede representar la contribucién geométrica en la configuracion del capilar.
Nuestras hipotesis que serd contrastadas con las simulaciones numéricas en Mathematica
12.3 (Licencia UNAM), se presenta a continuacion:

a) Los mecanismos inerciales juegan un papel transcendental en la activacion de la
resonancia. Si estos son cero, el sistema no muestra picos dominantes y por lo tanto
el factor de friccion es constante.

b) Los mecanismos inerciales diferentes de cero y el flujo caracterizado por un fluido
newtoniano no presentan resonancia por lo que el factor de friccion no es contante y
dependera de los mecanismos acoplado entre la inercia y la viscosidad.

¢) Los mecanismos viscoelasticos que combinan la disipacion y la elasticidad
aumentan la respuesta dindmica del sistema, es decir, la funcion transferencia alcanzo
su pico méximo y esta es funcion del numero de Reynolds, esta induce un decremento
en el nimero de Deborah. Nuestra hipotesis es que la elasticidad juega un papel
secundario en la respuesta del factor de friccion.

d) Los mecanismos del solvente inducen a que la resonancia de la funcion de

transferencia decrezca por efecto de aumentar los mecanismos viscosos, por lo que
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el factor de friccién debe aumentar, debido a la contribucién del solvente y la del
polimero a la viscosidad.
En la siguiente seccidén se mostraran los resultados mas importantes de este trabajo en las
dos configuraciones de estudio:
A) CORONA CIRCULAR
B) CAPILAR
Estas dos configuraciones permitiran analizar el efecto de estos mecanismos combinados en
el factor de friccion de un fluido viscoelastico en estado estacionario. Este trabajo aporta
informacion importante en sistemas que son descritos con una ecuacién constitutiva mas

robusta que el modelo de Maxwell.
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4.9 Primera configuracion: corona circular

60



4.9.1 Efecto del solvente en el factor de friccidn (parte real)

Modelo viscoelastico de Jeffrey corona circular: Solvente

15
+ -
De: 1.0; A;: 0.01; G: 0
: Ha
=205 | “3 R
O Modelo mecanico de Jeffreys
=
& Polimero
g = 7T  u
=6
0.5 Vzp(w) ) | To(w) | =) a(w)
T Variable de entrada Variable de salida
- +
-1
0.01 0.1 1 10 100 1000 10000

o [-]
Figura 8. llustra la parte real de la funcion de transferencia compleja vs frecuencia en un modelo

viscoelastico de Jeffreys de una corona circular dando diferentes valores al solvente (Aj).

En la Fig. 8 se analiza el factor de friccion en el espacio de Fourier a través de la
parte real de la funcidn de transferencia compleja. En esta simulacién, se analiza el efecto
del solvente y se deja constante la viscoelasticidad del material a través del nimero de
Deborah. A frecuencias bajas (0.01-0.1) el sistema es constante e independiente de la
frecuencia. Es claro, que a una frecuencia critica el sistema (R-FTC) muestra un
comportamiento mondtono creciente hasta un valor maximo. Este, esta determinado por un
acoplamiento entre las propiedades viscosas, elasticas, solvente, inercia y dispersivas. Para
un valor critico en la frecuencia, se observa una transicion del méximo al minimo resonante,
seguido de un comportamiento mondtono creciente y con un tren de valores maximos y
minimos hasta un valor asintotico, en el cual, se observa que la funcién de transferencia tiene
un valor constante y es independiente de la frecuencia, es decir, ya no existe una respuesta
dinamica del sistema con la frecuencia.

Notese que, el nimero de Jeffreys controla las propiedades del maximo y del minimo en la

FTC, donde a mayor fluidez y viscoelasticidad presentara la méxima resonancia este
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comportamiento esta sefialado mediante la flecha azul, caso contrario a la flecha roja la cual
indica que en la anti-resonancia el efecto de la fluidez y viscoelasticidad son casi nulas, sin

embargo, la viscosidad y el factor de friccion se encuentran en su maximo valor.

4.9.2 Efecto del solvente en el factor de friccion (parte iamginaria)

Modelo viscoelastico de Jeffrey corona circular: Solvente

2.5
+ Modelo mecanico de Jeffreys De: 1.0: )»J :0.01: G: 0 -
2 L
=G
i 15 g = a5 + 0,
O T
|_
&_; e
E ! N
‘ /
0.5 S \ v2p(@) ) | (@) | Q)
0 // \ Variable de entrada Variable de salida
- ' \ +
0
0.01 0.1 1 10 100 1000 10000
o []

Figura 9. llustra la parte imaginaria de la funcidn de transferencia compleja vs frecuencia en un modelo
viscoelastico de Jeffreys fluyendo en una corona circular, para diferentes valores del tiempo de retardo
(W).

En la Fig. 9 se analiza el factor de friccion en el espacio de Fourier a través de la
parte imaginaria de la funcion de transferencia compleja. En esta simulacién, se analiza el
efecto del solvente y se deja constante la viscoelasticidad del material a través del nimero
de Deborah. La configuracion analizada es la de una corona circular. Se observa que a bajas
frecuencias la parte imaginaria de la funcién de transferencia se comporta de manera
constante independiente de la frecuencia. En particular, a una frecuencia dada, se observa un
comportamiento mondtonamente creciente hasta un valor maximo a una frecuencia
resonante, lo cual refleja la deficiencia del factor de friccion al igual que la viscosidad

indicada con la flecha roja. Este valor de pico de resonancia es una combinacion de todos
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los mecanismos descritos en este estudio, como solvente, viscosidad, viscoelasticidad,
inercia y dispersion. Por otro lado, se observa que existe una transicion inducida por
la frecuencia de una resonancia mas alta a una méas baja. Cuando el solvente es bajo, existe
un efecto negativo en la resonancia lo cual indica que la fluidez y viscoelasticidad son
minimas, sin embargo, la viscosidad y factor de friccion se encontraran en su maximo valor
esto se muestra en frecuencias especificas, que muestran un cambio acompariado de un tren
de frecuencias resonantes, seguida de un comportamiento asintético.

Es importante resaltar que las graficas Fig. 8 y Fig.9 presentan un tren de picos secundarios

muy parecidos los cuales han sido resaltados en un circulo.

4.9.3 Efecto del solvente en el factor de friccién (norma)

Modelo viscoelastico de Jeffrey corona circular : Solvente

1.001 + De: 1.0;2,:0.01; G: 0 -
Modelo mecanico de Jeffreys
0.801
0
==0.601 =0
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Figura 10. llustra la norma de funcion de transferencia compleja vs la frecuencia para diferentes valores

del tiempo de retardo A;. Los otros valores utilizados en la simulacion son: (i) De=0.1y (i) G=0

En la Fig. 10 se analiza el factor de friccion en el espacio de Fourier a traves de la
norma de la funcién de transferencia compleja. En esta simulacion, se analiza el efecto del
solvente (Aj), y se deja constante la viscoelasticidad del material a través del numero de

Deborah. A frecuencias bajas la FTC no depende de la frecuencia angular o en un valor

e
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especifico de esta. Cabe destacar que en una segunda frecuencia caracteristica el sistema
tiende asintoticamente a valores muy cercanos a cero. Notese que en el maximo valor del
namero de Jeffreys (0.5) linea amarilla, el sistema relajo con variaciones en la pendiente los
cuales estan relacionados a los mecanismos elasticos, inerciales, viscoelasticos, dispersivos

y de un solvente.

4.9.4 Efecto de la geometria en el factor de friccion (parte real)

Modelo viscoelastico de Jeffreys de una corcona circular: Efecto de la geometria
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Figura 11. Se llustra la parte real de la funcién de transferencia compleja vs frecuencia en funcién de la

razon geométrica R. Los valores del nimero de Deborah y Jeffreys estin dados por: De =1.0y A; =0.1.

En la Fig. 11 se analiza el factor de friccidn en el espacio de Fourier a traves de la
parte real de la funcidn de transferencia compleja. En esta simulacién, se analiza el efecto
de la geometria a través del radio reducido R. En este experimento computacional, el nimero
de Deborah es De = 1.0 y un tiempo de retardo Ay =0.1.

En este caso en particular se analiza el efecto de la geometria, donde a bajas
frecuencias se observa un comportamiento de la funcion de transferencia constante. A
frecuencias especificas se observa un comportamiento monétono creciente hasta llegar a la

méaxima resonancia donde se puede apreciar que hay mayor fluidez y viscoelasticidad en el
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sistema, este comportamiento se puede apreciar en la simulacion mediante la flecha azul.
Seguido de esto, en determinadas frecuencias se observa un comportamiento discontinuo
para pasar a un comportamiento anti resonante, en donde el factor de friccion y la viscosidad
se ven favorecidas. Sin embargo, la viscoelasticidad y la fluidez se ven afectadas de forma

negativa.

4.9.5 Efecto de la geometria en el factor de friccion (parte imaginaria)

Modelo viscoelastico de Jeffreys de una corona circular: Efecto de la geometria
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Figura 12. Se ilustra la parte imaginaria de la funciéon de transferencia vs frecuencia del modelo

viscoelastico de Jeffrey para una corona circular con efecto de la geometria donde tienen diferentes

valores en R.

En la Fig. 12 se analiza el factor de friccion en el espacio de Fourier a traves de la
parte imaginaria de la funcion de transferencia compleja. En esta simulacion se analiza el
efecto de la geometria a traves de la razon geométrica R. Los valores del nimero de Deborah
utilizados en esta simulacion son: (i) De = 0.1y (ii) A; =0.1.

A bajas frecuencias su comportamiento es casi constante a una frecuencia particular
la frecuencia critica la funcion de transferencia despliega un comportamiento monoétono

creciente hasta un valor madximo donde se tiene una frecuencia resonante. A una frecuencia
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mayor a la resonante la fluidez y viscoelasticidad se veran favorecidas, posterior a esto el
sistema muestra un comportamiento decreciente, que en relacion con la viscosidad y factor
de friccion dicho comportamiento se vera favorecido como se puede apreciar en la flecha
roja. En un segundo valor de frecuencia critica la funcion de transferencia nuestra un
comportamiento asintético. Nétese el que el efecto de la razon geométrica el efecto es
disminuir la curva resonante.

Es importante resaltar que la parte imaginaria siempre despliega estos factores resonantes
porque estan relacionados a la maxima disipacion en los sistemas. Cabe destacar que no se

observa cascadas resonantes.

4.9.6 Efecto de la geometria en el factor de friccion (norma)

Modelo viscoelastico de Jeffreys de una corona circular: Efecto de la geometria
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Figura 13. llustra la norma de la funcién de transferencia de un modelo viscoelastico de Jeffreys en la

geometria de corona circular, en funcién de la razon geométrica R.

En la Fig. 13 se analiza el factor de friccion en el espacio de Fourier a través de la
norma de la funcion de transferencia compleja. En esta simulacion, se analiza el efecto de la
geometria R, en funcion de los numeros de Deborah y de Jeffreys. Los valores utilizados

para los numeros de Deborah y de Jeffreys son los mismos que en las simulaciones
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anteriores. Se observa la norma de la FTC vs frecuencia de una geometria de corona circular
R para un modelo viscoelastico de Jeffreys. Cabe resaltar que cuando en la R esté cerca de
cero el sistema tiende a una geometria capilar de radio R2 y longitud z=L. Por otro
lado, cuando R se aproxima a uno, el sistema esta totalmente restringido y el area anular se
reduce hasta llegar a cero. Enesta simulacién, se utilizé el valor de Deborah 1.0, lo
que significa que existe competencia entre los mecanismos inerciales 'y los
mecanismos viscoelasticos. El valor del niamero de Jeffreys es 0,1, lo que significa que la
viscosidad del polimero es mucho mayor que la del solvente. Cabe destaca que la
geometria produce curvas de relajacion en todos los casos, y cuando el area de la seccién
transversal es mayor, el sistema se relaja a frecuencias mas altas. Si el sistema en el que se
encuentra tiene un area mas grande en la seccion transversal, este se relaja a menos

frecuencias del proceso.

4.9.7 Efecto de Deborah en el factor de friccion (parte real)

Modelo viscoelastico de Jeffrey de corona circular: Deborah
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Figura 14. llustra la parte real de la funcion de transferencia compleja vs frecuencia en funcién de la

viscoelasticidad a través del nimero adimensional de Deborah.

En la Fig. 14 se analiza el factor de friccion en el espacio de Fourier a través de la

parte real de la funcion de transferencia compleja. En esta simulacion se analiza el efecto de
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la viscoelasticidad a través del numero de Deborah. Este nimero es un cociente entre dos
tiempos caracteristicos asociados a la inercia y a la viscoelasticidad del material. Los otros
numeros adimensionales que se mantuvieron constante en esta simulacion son: (i) el nUmero
de Jeffreys y la razon geométrica.

Se observa que la parte real de la funcion de transferencia compleja vs frecuencia en
funcién del nimero de Deborah asociado a la parte viscoelastica del sistema. A frecuencias
bajas, la respuesta de la funcion de transferencia compleja es constante y a una frecuencia
critica, el sistema experimenta un comportamiento monétono creciente que Ilega a un valor
maximo resonante para una frecuencia resonante, en este punto el factor de friccién y la
viscosidad se ven afectadas de forma negativa. Para una frecuencia mayor a la resonante el
sistema muestra un comportamiento monotono decreciente hasta un valor minimo, cabe
destacar que para este caso el factor de friccion y la viscosidad aumenta considerablemente.
Sin embargo, la viscoelasticidad y fluidez disminuirdn notablemente como lo marca en la
flecha azul. Es importante resaltar que hay una transicion de mayor menor resonancia por
efecto de la frecuencia. Para una frecuencia mayor a la frecuencia minima resonante, el
sistema tiende asintéticamente a cero. Finalmente, a valores de frecuencia altos la repuesta

es independiente de la frecuencia de proceso.
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4.9.8 Efecto de Deborah en el factor de friccidn (parte imaginaria)

Modelo viscoelastico de Jeffrey de una corona circular: Deborah
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Figura 15. llustra el modelo viscoelastico del sistema en una corona circular variando la viscoelasticidad,

fijando la geometria (R) y el solvente (AJ).
En la Fig.15 se analiza los efectos viscoelasticos del numero de Deborah en el

factor de friccion complejo, a través de la parte real de la funcion de transferencia compleja.
Los numeros adimensionales que se mantuvieron constantes son: (i) A; = 0.1, (ii) R = 0.05.

A minimas frecuencias su comportamiento es contante y a frecuencias criticas se observa un
comportamiento resonante hasta un valor médximo formando una campana tipo Gaussiana,
en donde la viscoelasticidad y fluidez alcanza su mayor valor. Finalmente se observa un
comportamiento mondétono decreciente, lo cual quiere decir que el factor de friccion y la
viscosidad aumentaran notablemente en frecuencias mas altas dejando atras el efecto de la

viscoelasticidad y la fluidez del sistema.
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4.9.9 Efecto de Deborah en el factor de friccion (norma)

Modelo viscoelastico de Jeffrey de una corona circular: Deborah
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Figura 16. llustra la funcion de transferencia compleja vs frecuencia para diferentes valores del nimero
de Deborah.

La Fig. 16 se analiza los mecanismos viscoelasticos a través del nimero de
Deborah en la norma del factor de friccién complejo. La configuracion analizada es la de
una corona circular. Los valores de los numeros adimensionales utilizados en las
simulaciones son: (i) De = 0.1, (ii) AJ = 0.01.

El comportamiento que presenta esta grafica muestra que a frecuencias bajas existe un
comportamiento decreciente hasta aproximarse a un valor de 0.1 de dicha frecuencia. Es
claro que en esta simulacion la parte viscoelastica del material no tiene el efecto suficiente
en el mismo para presentar resonancia en el comportamiento del material analizado. Sin
embargo, se observa que el comportamiento dominante de esta simulacion esta asociado a

los mecanismos de relajacion.
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4.10 Segunda configuracion: capilar
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4.10.1 Efecto de Deborah en el factor de friccion (parte real)

Modelo viscoelastico de Jeffreys de una capilar: Deborah
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Figura 17. llustra la parte real de la funcion de transferencia compleja vs frecuencia para diferentes

valores del nimero de Deborah. En esta simulacion en particular, el valor de J=0.1.

En la Fig. 17 se analiza el factor de friccion en el espacio de Fourier a través de la
parte real de la funcion de transferencia compleja. En esta simulacion se analiza el efecto de
la viscoelasticidad a través del nimero de Deborah (De) y del tiempo de retardo reducido o
namero de Jeffreys.

Se observa que a frecuencias criticas ya que muestra un comportamiento monétono creciente
reflejado mediante la maxima resonancia del sistema. En el punto maximo resonante el
efecto de la fluidez y la viscoelasticidad Ilegan a su mayor valor dicho comportamiento se
encuentra sefialado mediante la flecha azul dentro de la Fig. 17. Finalmente, el sistema
muestra un comportamiento mondétono decreciente para frecuencias mayores a la resonante,
aproximando su valor a 0. Es importante sefialar que a altas frecuencias el efecto del nimero
adimensional de Deborah sera en disminuir la curva resonante, sin embargo, los mecanismos

de viscosidad y factor de friccion se veran favorecidos en su maximo valor.
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4.10.2 Efecto de Deborah en el factor de friccion (parte imaginaria)

Modelo viscoelastico de Jeffreys de una capilar : Deborah
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Figura 18. llustra la parte imaginaria de la funcién de transferencia compleja vs frecuencia para
diferentes valores del nUmero de Deborah. En esta simulacion en particular, el valor de J=0.1.

En la Fig. 18 se analiza los mecanismos viscoelasticos en la parte imaginaria del
factor de friccion complejo, a través de la transformada integral de Fourier. Para facilitar
sus analisis, el numero de Jeffreys se deja constante, e igual a 0.1. Notese, que la parte
imaginaria de la funcion de transferencia compleja vs frecuencia con relacion a la variacién
del comportamiento de la parte viscosa del fluido mediante el nimero adimensional de
Deborah de una geometria capilar. A frecuencias bajas se observa un comportamiento
constante el cual se aproxima a 0 respecto a la frecuencia, para posteriormente presentar un
comportamiento monotono decreciente hasta un valor maximo anti resonante en donde el
factor de friccidn y la viscosidad tienen su punto mas alto, esto lo podemos apreciar con la
flecha de color rojo. Cabe destacar que dicha curva presenta un comportamiento discontinuo.
A frecuencia mayores se observa un comportamiento monotono creciente llegando asi a su
méaxima resonancia en donde el factor de friccion y la viscosidad seran afectadas de forma
negativa, sin embargo, la viscosidad y la fluidez aumentaran considerablemente presentando

su valor més alto. Es importante sefialar que en el punto maximo resonante el factor de
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friccion y la viscosidad tienen un valor significativamente menor. Finalmente, la curva
resonante relaja aproximando la frecuencia asintoticamente a cero disminuyendo con ello la

viscoelasticidad y la fluidez.

4.10.3 Efecto de Deborah en el factor de friccion (norma)

Modelo viscoelastico de Jeffreys de una capilar : Deborah

9
8 * )
5 N Vzp(w)I:> T¢(w) |:> Q(w)
7 Variable de entrada Variable de salidd
6 S
: 5 Modelo mecanico de Jeffreys
4
L
3 De: 0.5;4,:0.1
2
1 _ E—
- +
0
0.01 0.1 1 10 100 1000 10000

o [-]
Figura 19. Se observa la norma de la funcion de transferencia vs frecuencia de un modelo viscoelastico

de un capilar cuando se varia el polimero (De).

En la Fig. 19 se analiza el factor de friccidn en el espacio de Fourier a traves de la
parte real de la funcion de transferencia compleja. En esta simulacion se analiza el efecto del
solvente y se deja constante la viscoelasticidad del material a través del nimero de Deborah.
El valor del nimero de Jeffreys empleado es A; = 0.1.

En esta simulacion, se presenta un comportamiento mondtono creciente para
frecuencias moderadas reflejando la maxima resonancia. En frecuencias mas altas el
comportamiento que refleja la simulacion resulta ser monoétono decreciente hasta un valor
proximo a 0. Es importante destacar que el efecto del nimero adimensional de Deborah esta
directamente relacionado con las curvas resonantes del sistema, ya que a valores pequefios

los mecanismos viscoelasticos predominan ante los mecanismos inerciales, caso contrario al
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descrito anteriormente se observa un comportamiento decreciente lo cual refleja el dominio

de las fuerzas inerciales y la carencia de resonancia.

4.10.4 Efecto del solvente en el factor de friccion (parte real)

Ecuacion constitutiva de Jeffrey: Capilar

6
+ Modelo mecanico de Jeffreys _
Polimero
S De: 1.0;2,:0.1
-
=G
—4
: o=0;+0p
O
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x> : vap(wmm) | Te(@) | ==) qw)
1?& w0 Variable de entrada Variable de salida
1
- bk +
0 e
0.01 0.1 1 10 100 1000
o []

Figura 20. llustra la parte real de la funcion de transferencia compleja vs frecuencia para diferentes

valores del namero adimensional A;. En esta simulacidn en particular, el valor de De= 1.0 (viscoelastico).

En la Fig. 20 se analiza la parte real del factor de friccion en el espacio de Fourier,
empleando como herramienta de caracter organizacional, la funcidon de transferencia
compleja. En este experimento computacional, se analiza el efecto del solvente y se deja
constante la viscoelasticidad del material a través del namero de Deborah.

A bajas frecuencias se muestra un comportamiento asintotico aproximandose a un
valor de 1.0. En frecuencias criticas se observa un comportamiento mondtono creciente hasta
una maxima resonancia en donde el efecto del solvente favorece a la fluidez y
viscoelasticidad del fluido. Es importante sefialar que a frecuencias especificas mayores
muestra un comportamiento monétono decreciente seguido de un tren de picos secundarios
tipo dientes de sierra representativos de la discontinuidad en sistemas resonantes, esto puede

verse remarcado en el circulo de color verde.
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Al mismo tiempo el efecto del factor de friccién y la viscosidad tendran respuestas
positivas con relacion a su valor caracteristico. Finalmente, a frecuencias mayores, el

comportamiento se aproxima asintoticamente a cero.

4.10.5 Efecto del solvente en el factor de friccion (parte imaginaria)

Ecuacion constitutiva de Jeffrey: Capilar

4 Modelo mecanico de Jeffreys
+ Polimero De: 1.0; 2,:0.01 -
3
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Figura 21. llustra la parte imaginaria de la funcidon de transferencia compleja vs frecuencia para
diferentes valores del numero adimensional ;. En esta simulacion en particular, el valor de De= 1.0

(viscoelastico).

En la Fig. 21 se analiza la parte imaginaria del factor de friccion en el espacio de
Fourier. Para su analisis, se emplea la funcion de transferencia compleja. En este
experimento, se analizan los mecanismos del solvente (), y los mecanismos viscoelasticos
se mantienen contantes a través del nimero de Deborah (De = 1).

A frecuencias bajas, el sistema es independiente de la frecuencia y a una frecuencia
critica, el sistema presenta un comportamiento monotonico decreciente hasta un valor
minimo anti resonante, seguido de una transicion (posible discontinuidad de salto) hasta un
valor maximo resonante. En este valor resonante, se acoplan todos los mecanismos del

sistema: (i) viscoso, (ii) elastico, (iii) solvente, etc. A un valor critico del sistema, se observan
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un tren de picos secundarios asociados a tiempos caracteristicos del material de estudio. Es
importante sefialar que a frecuencias significativas muestra un comportamiento anti
resonante, debido a los efectos del solvente relacionados con el niamero adimensional de
Jeffrey, en donde el factor de friccion y la viscosidad seran favorecidos considerablemente
ya que tendran su maximo valor dentro del sistema como lo muestra la flecha color rojo.
Cabe resaltar que a frecuencias especificas se muestra un comportamiento monotono
creciente hasta un maximo valor resonante alcanzando la mayor fluidez y viscoelasticidad
en el sistema. Por ultimo, a frecuencias mayores se muestra un comportamiento decreciente
respecto a la resonancia, sin embargo, se observa que en determinadas frecuencias presenta
un tren de picos secundarios tipo dientes de sierra remarcadas en un circulo verde, en donde

la viscosidad y el factor de friccion presentan valores significativos.

4.10.6 Efecto del solvente en el factor de friccion (norma)

Ecuacidn constitutiva de Jeffrey: Capilar

6 Modelo mecanico de Jeffreys
+ Polimero De: 1.0; 4,:0.01
5 Al
=G
4
- =g, +a, De: 1.0;2,:0.1
el
O3 i I
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_ 2 . ‘ Vzp(w) I:> T¢(w) I:> Q(w)
£ uin . ! \\r m— \Var 1able de entrada Variable de salida
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0 - \\ - +
0.01 0.1 1 10 100 1000
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Figura 22. Se ilustra la parte norma de la funcién de transferencia vs frecuencia en la ecuacién

constitutiva de Jeffreys para un capilar donde se evalua a diferentes valores de solvente (1J).

En la Fig.22 se analiza la norma del factor de friccion en funcién de los

mecanismos del solvente los cuales, incluyen las contribuciones de la viscosidad del
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polimeroy la del solvente. Se observa que a bajas frecuencias es constante. Y en frecuencias
moderadas presenta un comportamiento monotono creciente hasta llegar a su maximo punto.
En frecuencias mas altas la curva pasa a decrecer y en valores de frecuencias especificas
presenta picos secundarios resonantes que finalmente cesan. Es importante resaltar que el
efecto del solvente se ve reflejado en el valor maximo resonante de la funcién de

transferencia compleja.

4.11 Efecto de un fluido newtoniano en el factor de friccion

Funcion de transferencia compleja de un tubo circular. Modelo Newtoniano

=
N
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I

o
oo
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o
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Figura 23. llustra las partes real, imaginaria y norma de la funcidon de transferencia compleja vs

frecuencia para un fluido newtoniano.

En la Fig. 23 se analiza el factor de friccién del fluido Newtoniano en términos de
las partes: (i) Real, (ii) Imaginaria y (iii) Norma de la funcién de Transferencia Compleja.

Este anélisis, implica que la funcion Beta adimensional, se debe de modificar como:
B((D) _ i3/2\/6
En esta simulacién, solo se presentan los resultados numéricos. En el fluido Newtoniano, no

se tiene numeros adimensionales por lo que, sé que analiza la respuesta con la frecuencia.

En el caso de la parte real, se observa un comportamiento constante a bajas frecuencias y

e
78




para una frecuencia caracteristica, se observa un comportamiento de relajacion hasta u n
segundo valor asintotico cercano a cero. La parte imaginaria, despliega un comportamiento
resonante tipo campana Gaussiana tipicas de los mecanismos disipativos. Por ultimo, la
norma combina las dos contribuciones real e imaginaria, por lo que, es claro que el proceso
es dominado por los mecanismos relajantes. La norma se define como el teorema de

Pitagoras:

2 2
(o) =y(Re[T(0)]) +(im[T(0)])
En todos los casos, el factor de friccion decrece en funcion de la frecuencia. Notese, que,

en el fluido newtoniano, no existe resonancia.
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CAPITULO V CONCLUSIONES Y TRABAJO

FUTURO
Modelo mecanico de Jeffreys ael 15 .
Sistema mecanico
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[ (0) = 0w ;z B
Vzp(w) [0 | ™45 o ) aw)
Variable de entrada Variable de salida

Esquema de conclusiones del gradiente de presion en el factor de friccion

80



5.1 Conclusiones.

En este trabajo se analizo el factor de friccion de Darcy en estado transitorio de un
fluido viscoelastico mediante un gradiente de presion pulsatil fluyendo en dos geometrias
diferentes. La primera de ellas es la geometria de un capilar de radio r = a 'y longitud z=L.
La segunda geometria, es una corona circular de radios R1 y Rz (R1< R2) y longitud z=L, la
cual puede ser visualizada mediante dos cilindros concéntricos.

Para caracterizar la transferencia de momento y reologia del sistema se utilizé el
modelo constitutivo de Jeffrey el cual, consiste en dos contribuciones asociadas al polimero
y al solvente.

En particular, el fluido de estudio es un liquido de Jeffrey el cual contiene dos
numeros adimensionales los cuales son: el nimero de Deborah y el nimero de retardo
asociado a las propiedades del solvente. Aplicando esto a la ecuacion dindmica obtenemos
el perfil de velocidades como funcion de la coordenada radial R y la frecuencia. La solucion
queda en términos de funciones de Bessel de orden cero y al integrar el perfil de velocidades
con respecto a la seccion de area transversal se obtiene el flujo volumétrico. El flujo
volumetrico se puede expresar como un multiplo del fluido newtoniano y este no es otra cosa
que la funcién de transferencia compleja la cual se puede interpretar como una
generalizacidn del operador fluidez modificado por los mecanismos inerciales del sistema.

La programacion se hizo en el paquete computacional de Wolfram mathematica
version 12.3 licencia UNAM. Este programa se basa en una estructura matematica por
objetos similar al lenguaje de programacion de lenguaje C. Wolfram Language (el lenguaje
de programacion de Mathematica) es un lenguaje de programacion multi-paradigma
desarrollado por Wolfram Research, que sirve como el principal idioma de interfaz para
Mathematica 1 y Wolfram Programming Cloud. Esta disefiado para ser lo mas general
posible, con énfasis en computacion simbdlica, programacion funcional y programacion
basada en reglas.

Se obtuvieron expresiones analiticas para el factor de friccion en las dos
configuraciones. Las principales conclusiones son:

a) La resonancia decrece conforme el solvente aumenta

b) El factor de friccion aumenta conforme la viscosidad aumenta
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c) El factor de friccion decrece conforme la elasticidad del material aumenta
d) La resonancia es un efecto de la dispersion en el sistema y se relaciona directamente

con el factor de friccion

El efecto del gradiente de presion en el factor de friccion se puede observar que en el punto
méaximo de la funcidn de transferencia, se induce la minima friccion ya que, esta es el inverso
de la viscosidad, y si la fluidez disminuye la viscosidad aumenta, si aumenta la viscosidad
el factor de friccion aumentara esto debido a que hay mayor disipacion.

La viscoelasticidad no contribuye al factor de friccion, esto quiere decir que si la

viscoelasticidad aumenta el factor de friccion disminuye.

5.2 Trabajo futuro.

Estudiar el régimen de viscoelasticidad no lineal por medio de diferentes ecuaciones
constitutivas, que contengan informacion adicional de los mecanismos elasticos y
comportamientos complejos como son: (i) adelgazamiento al corte, (ii) engrosamiento al
corte, (iii) tixotropia, (iv) reopexia, (v) flujo bandeado, (vi) primera y (vii) segunda
diferencia de esfuerzos normales.

Desde el punto de vista experimental, este trabajo puede ser punto de partida para
proponer protocolos experimentales que ayuden a la ciencia de la medicina con diferentes
fluidos bioldgicos y materia blanda extraidos de pruebas en estado estacionario no
estacionario con diferentes geometrias en un reémetro.

En este punto, se puede calcular la respuesta del flujo volumétrico vs gradiente de
presion con datos de sangre humana fresca, con diferentes concentraciones de colesterol,
cirrosis hepética y la mucosidad del pulmoén con agentes patdgenos como el SARS-CoV-2
(De la Guerra y Corvera-Poré 2022).

Por otra parte, el estudio de este tipo de fluidos variando la geometria a traves
diametro, seria un ejemplo interesante de transiciones de flujo cortante a extensional. Este
tipo de sistemas implicaria utilizar métodos numeéricos como: (i) diferencias finitas, (ii)
métodos de Galerkin (formulaciones débiles), (iii) elemento finito, (iv) volumen finito, e

hibridos. Esto con el fin de obtener predicciones de las ecuaciones no-lineales acopladas.
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Finalmente, este trabajo demuestra que el modelo de Jeffrey posee la fisica necesaria
para representar y describir fluidos viscoelasticos y fluidos complejos.

Esta investigacion representa un esfuerzo en la basqueda constante de ecuaciones
reoldgicas que utilicen los fendmenos de transporte y reologia como herramienta de caracter
organizacional y que empleen las matematicas como un lenguaje comun para describir la

naturaleza fisica de los sistemas.
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Apéndice A. Deduccion del factor de friccion en un

capilar

Vz(r=a,1)=0

o 8
v

L
Gradiente de presion V, p(t) = V,p,
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En el espacio de Fourier, el esfuerzo en la pared toma la siguiente forma:
o, (®)= —%Vzp(co)a (A-1)

En donde, la funcion de transferencia, esat dada por la siguiente expresion analitica:

N 8i’ Jl(aﬁ)/af’}
=0, = 1-2 A-2
()01 i) 2 12 2L ~2)
La velocidad promedio <Vz>, se defien como:
<vZ(m)>=%TQ ()0, (©) (A-3)

El componente rz del tensor de esfuerzo puede expresarse en terminos del modelo

Newtoniano de la siguiente manera:

1 6VZ(r,co)

= A-4
o, (r.o) OF (i) or (A-4)
Derivando el perfil de velocidades, se tiene la siguiente expresion analitica:

+2
Vz(r,o) _op (i(n)l— _p(®) ) .(Br) (A5)
or B oz )], (Br)
Entonces, el esfuerzo en la pared, toma la siguiente forma:
5(0) =0, (10)|_ = 2( _1dp(w) %(Br) (A-5)
=2 aBl 2 oz Jo (Br)

Simplificando
() _ 2 4(Pr) (—lap(m)ajzi—Jl(Ba) o, (®) (A-6)

aplo(Br)\ 2 oz ap J,(Ppa)
La Ec. (A-6), se puede expresar en terminos de una funcion de transferencia del sistema:
o(0) =T, (0)o, (o) (A-7)
En donde, la funcién de transferencia toma la forma:

J (Ba)/aﬁ
T (0)=22""2— (A-8)
( ) \]0 (Ba)

El factor de friccidn en un capilar de radio r = a y longitud z = L, tiene la siguiente forma:
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(o) =22 (A-9)

1 2

P(Vz(0))
Si se define el Reynolds Newtoniano en el espacio de Fourier, de la siguiente manera:
Re(w)=p(Vz(w)) Do, (A-10)

Es facil demostrar que la expresion para el fluido viscoelastico no lineal, toma la forma:

clo 16 T (o
f(o) = o) ew o) (A-11)
1 o (Vz(0)) (0)(To (o))
Ep(\/z(m»N v
(V2(0)),
Simplificando, se tiene finalmente:
16
f = R A-12
(©) e} (@) (12)
En la Ec. (A-12), R(w) se define como un cociente entre las dos funciones de transferencia
estudiadas.
T (o
S |Re(0)= ‘; ( )2 (A-13)
(TQ((D))
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Apeéndice B. Deduccion del factor de friccion en

una corona circular

t Vz(r=R, 1) =0
r Vz(r=R,, t)=0

-

(4 Rl

R,

| S

TRy
=
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En este apéndice se muestra la deduccion del factor de friccidn del sistema

Para el esfuerzo en la pared, se tiene la siguiente expresion analitica, por lo que:

(e 1 V(o)
rz(( ))r=R2 Oq)(iﬂ)) r=R,

Por lo que:

o(o) =—(§;’(§:)) BJl(B)_(gi/(iFjoz)) )

En terminos de las variables adimensionales, se tiene la siguiente expresion:

<Vz(m)>202‘>(im)5p(m)+ C, 2J1(B)[3—J1([3R)BR

B 0z 1-R? B
. G ,Yi(B)B-Yi(BR)BR
1-R? p?
En donde, las contantes se pueden expresar de la siguiente manera:
Cl N (s -2 Yo (BRl)_YO (BRz)
—=0, (i 6,,(®
R2 CD( ) (RZB)Z YO(BRz)Jo(BR1)_Yo(BRl)Jo(BRz) 2( )

—2=ON(i03) 2 ‘]O(BRl)_JO(BRZ)
R, "V (RB) Yo(BR,)To (BRy)— Yo (BRy)T (BR,

Definiendo el esfuerzo en la pared como:

G2 (®)= %{—%JRZ

Finalmente, se puede expresar de la siguiente manera:

C,=R,0; (i®) Cyo,, (o)

)0W2 (o)

En donde la constante C3, tiene la forma:

C (0)) :ﬁ Yo (BR)_YO (B)
’ BZ Yo (B)Jo (BR)_YO (BR)JO (B)

De la misma manera, se tiene lo siguiente:

C, =R,0; (iw)C, (0)o,, (»)

Por lo que, la constante C4, tiene la forma:

(B-1)

(B-2)

(B-3)

(B-4)

(B-5)

(B-6)

(B-7)

(B-8)

(B-9)
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B 3y (BR,) =T, (BR,) _
) R BT Vo R 30 (BR,) Yo (BB 3, ) o

Finalmente, se tiene la siguiente expresion para la velocidad media del flujo e un liquido

viscoelastico en una corona circular:
(Vz(0))=R, T (0)-0,, () (B-11)
En donde la funcién de transferencia se defien:

TQ(OJ)ZOqN)(i(D)|:£+2 C;(@) 1, (B)B-J,(BR)BR +2C4(co)Y1(B)B—Y1(BR)[3R}

BZ l_RZ B 1_R2 BZ
(B-12)
Y las constantes C3y C4
2 Yo (BR)— Yo (B)
C (m) =— (B-13)
ST B Yo (B)Jo (BR)- Yo (BR)J, (B)
2 Jo(BR)-J,(BR)
C,(0)== : > (B-14)
)= 55, (5134 (BR) s (R ()
Para el esfuerzo, se tiene la siguiente expresion:
(C,/R,) (C,/R,)
=— J.(B)- Y, B-15
En donde, las contantes se pueden expresar de la siguiente manera:
C,=R,0; (i) C;(w)o,, (o) (B-16)
C, =R,0} (in)C,(®)o,, (») (B-17)
El esfuerzo inercial, tiene la forma:
o(w) =T (w)o,, (o) (B-18)
En donde la funcion de transferencia se define como:
e () =B, (01, ) C. (0) Y, (5)] (19
El factor de friccion para este sistema, queda expresado como:
16
fy (o) = Re(o) R(0)=fy(0)Re (o) (B-20)
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Apeéndice C. Deduccion del factor de friccion en

una rendija

2B
L
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Factor de friccion para una rendija de espesor 2B, anchura W y londitud L

En este apendice se calcula el factor de friccion en una rendija, la cual para ciertos
valores se aproxima al de una coronca circular.
Para ciertos valores de R, el sistema de corona circular se aproxima a un flujo etre

una rendija, por lo que:

o°Vz(r,
—azr(zr ) +B2Vz(r,0) =0\ (io) Gpa(zoa) (C-1)
La solucion de esta ecuacion diferencial tiene la forma:

o (i
Vz(r,0)=C, Cos(pr)+C,Sen (pr)+ q’ﬁ(;w) apa(u)) (C-2)

Z
Vz(r=a,0)=0 (C-3)
Vz(r=-am)=0 (C-4)
Sustituyendo las condiciones de frontera en el perfil de velocidades general, se tiene lo
siguiente:
N/
C, Cos(Ba) +C,Sen (Ba) + O®B(2'm) apé(“)) =0 (C-5)
Z
N

C, Cos(pa)-C,Sen(pa)+ OQB(;O)) Gpa(oa) =0 (C-6)

Z

Las constantes C1 y C»

1 Og(im)ép(co) ]
= Cos(Ba) B° oz (€

C,=0 (C-8)
El perfil de velocidades, para la rendija tiene la forma:
N
V2(ro) = o} (Zloa) - Cos(pr) |dp(o) ©9)
B Cos(pa) ) oz

El flujo volumétrico, se célcula de la siguiente manera:
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Q) = | vz(r,wmrdy:zazWM(l_iSe“(ﬁa)j(ﬁ(@) j

2
a ap Cos(pa 0z
9 (aB) T( ) ©-10)
=2a"WO, (i) ! | 1- an (pa) — o () aj
(aB) ap 0z
La Ec. (C-10) se puede expresar en términos de una funcion de transferencia para la rendija
Q(w) =2a*WT, (w)ow (C-11)
En donde la funcidn de transferencia:
i2 Tan
T, (0) =0 (i0)—— (1— (Ba)} (C-12)
(apFl Pa
El esfuerzo en la pared, se define como:
0

oW = —Ma (C-13)

0z

EL flujo volumétrico, se puede expresar como el producto de la velocidad promedio por el

area de seccion transversal.

Q=(Vz(w))2aW (C-14)
Entonces la velocidad axial

(Vz(w)) =a T, (0)ow (C-15)
El esfuerzo en la pared tiene la forma:

=T (w)ow (C-16)

La funcidn de transferencia de una rendija

O R -
5 = Tc ((D) (C 17)
r ., Tan(pa)
™= C-18
T (c18)

El factor de friccion, se puede definir en terminos del cociente entre las funciones de

transferencia del esfuerzo y la del flujo volumétrico
f, (0)=Rg (o) f, (C-19)

La funcidn de transferencia, toma la forma:
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