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Nomenclatura  

 

Vectores y tensores  

     Tensor de esfuerzo viscoelástico [Pa] 

V     Vector de velocidad [m/s] 

G     Vector de aceleración de la gravedad [m/s^2] 

Variables dimensionales  

a     Radio del capilar [m] 

C     Constante de integración [1] 

L     Longitud del capilar [m] 

Q     Flujo volumétrico [ m3] 

r     Coordenada radial [m] 

t     Tiempo [s] 

VZ     Velocidad axial [ m s−1 ] 

Variables adimensionales: letras griegas 

(r,, z)     Coordenadas cilíndricas [m, 1, m] 

Q(t)     Velocidad del flujo volumétrico [ m3 s−1 ]  

                                                Densidad [Kg/m^3]  

̇      Rapidez de deformación [1/s]   

𝝀𝟎     Tiempo de relajación de Maxwell [s] 

𝛌𝐉     Tiempo de Jeffreys [s]  

ƞ𝒔     Viscosidad del solvente [Pa· s]  

ƞ𝒑     Viscosidad del polímero [Pa · s] 

ƞ𝟎     Viscosidad Total [Pa · s]                                 

 

Operadores Matemáticos  

𝛁 =
𝝏

𝝏𝒙
𝒊 +

𝝏

𝝏𝒚
𝒋 +

𝝏

𝝏𝒛
𝒌   Operador Nabla [1/m] 

𝑫

𝑫𝒕
=  

𝝏

𝝏𝒕
+ 𝑽𝛁     Derivada material [1/s] 

𝛁      Operador divergencia [1/m] 
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Números adimensionales  

De     Deborah [1] 

𝛌𝐉      Jeffreys [1] 

Variables adimensionales   

     Parámetro beta [1] 

T (𝒊𝝎)     Función de transferencia compleja [1] 

𝑶ƞ
𝑱̇
      Operador viscosidad de Jeffreys [1] 

�̇�     Frecuencia adimensional con un tiempo [1]  

�̇�ƞ
𝑱
(𝒊𝝎)    Operador viscosidad de Jeffreys [1] 
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Glosario  

Deformación:  Es el cambio de la posición de una coordenada de un sistema 

con respecto a otra coordenada. 

Esfuerzo:  Es la fuerza tangencial aplicada a una determinada área  

Esfuerzo en la pared: Es el esfuerzo cortante evaluado en la frontera del sistema 

(pared). 

Ecuación constitutiva:  Ecuación que relaciona las variables dinámicas en un sistema 

(rapidez de deformación y esfuerzo). 

Ecuación de continuidad:  Ecuación diferencial parcial que representa la conservación de 

materia en un sistema físico.  

Ecuación de movimiento: Segunda ley de Newton aplicada a un medio contino.  

Ecuación de Hagen y Es la ecuación que relaciona el flujo volumétrico con el 

 Poiseuille: gradiente de presión.  

Estado estacionario:  Estado en el que ninguna propiedad dinámica del sistema 

depende del tiempo. 

Fluido: Es aquel sistema físico que al aplicársele un esfuerzo cortante 

este se deforma continua e irreversiblemente. 

Fluido incompresible:  Fluido que tiene una densidad constante, independiente de la 

posición y del tiempo. 

Fluido newtoniano:  Fluido con viscosidad constante e independiente de la rapidez 

de deformación.  

Fluido no-newtoniano:  Fluido que su viscosidad depende de la rapidez con la que es 

deformado. 

Fluido viscoelástico: Es aquel fluido que tiene una contribución viscosa y otra 

elástica. 

Flujo volumétrico: Volumen de fluido que pasa por unidad de tiempo.  

Flujo oscilatorio:  Es el flujo que se origina cuando una fuerza periódica lo 

deforma continua e irreversiblemente. 

Flujo cortante:  Flujo en el cual una fuerza tangencial deforma continua e 

irreversiblemente. 
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Flujo pulsátil: Flujo asociado a un gradiente de presión pulsátil representado 

por una función matemática estocástica. 

Función de transferencia:  Función que relaciona la variable de entrada y la variable de 

salida en un sistema dinámico. 

Función estocástica:  Función probabilística que evoluciona en el tiempo. 

Gradiente: Operador matemática espacial que físicamente describe los 

cambios de la propiedad respecto al espacio. 

Modelo de Jeffreys:  Ecuación reológica viscoelástica lineal que acopla en paralelo 

la contribución del esfuerzo del solvente y el esfuerzo del 

polímero. 

Modelo de Maxwell:  Ecuación constitutiva que describe el estado viscoelástico de 

un sistema en el régimen de rapideces de deformación bajas 

(viscoelasticidad lineal). 

Rapidez de deformación: Rapidez con la que se deforma un fluido. 

Sangre: Fluido biológico conformado por un solvente el cual es el 

plasma y un polímero que es el hematocrito.  

Número de Reynolds:  Número adimensional que relaciona los mecanismos inerciales 

entre los mecanismos viscosos y describe las transiciones de 

flujo laminar a turbulento en un sistema físico.  

Perfil de velocidad:  La distribución de las velocidades dentro de un sistema en 

función de la coordenada radial.  

Rapidez de deformación:  Es la derivada temporal de la deformación de un fluido.  

Reología:  Ciencia que estudia la deformación y el flujo de materia cuando 

es sometida a un esfuerzo. 

Tensor de esfuerzos:  Es una matriz simétrica de nueve elementos (3x3) en el cual se 

describe el estado de las fuerzas en un elemento de control. 

Tiempo de relajación: Es el tiempo que tarda el sistema en alcanzar un estado de 

equilibrio después de un periodo de deformación.  

Tiempo de retardo:  Es el tiempo que le lleva al sistema para alcanzar un estado de 

equilibrio y que depende de la razón entre la viscosidad del 

solvente y viscosidad total del sistema (polímero +solvente).  
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Velocidad promedio: Es la velocidad axial promedio a través del área de sección 

transversal de flujo. 

Viscoelasticidad lineal:   Es la región a bajas deformaciones, en donde el fluido presenta 

respuestas viscosas y elásticas. 

Viscoelasticidad no lineal:  Es la región a medias y altas deformaciones, en donde el fluido 

presenta respuestas viscosas y elásticas. 

Viscosidad: Es una medida de la resistencia a fluir de un material. 
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RESUMEN 

 

En esta investigación se analiza el flujo de un líquido viscoelástico (modelo de Jeffrey) 

fluyendo en geometrías cilíndricas. En particular, contiene como casos particulares a los 

modelos de maxwell, Kelvin Voigt y Newton. Suponiendo estado no estacionario, fluido 

incompresible, proceso isotérmico, efectos gravitacionales despreciables y que el líquido se 

deforma continua e irreversiblemente por un gradiente de presión transitorio se obtuvieron, 

expresiones analíticas para el perfil de velocidades, esfuerzo en la pared, función de 

transferencia y función de transferencia compleja la cual relaciona el esfuerzo en la pared y 

flujo volumétrico. Se obtuvieron simulaciones para la parte real, parte imaginaria y la norma 

de la función de transferencia compleja. La parte real despliega las clásicas curvas resonantes 

y picos secundarios controlados por las propiedades viscoelásticas del material. La parte 

imaginaria describe las clásicas curvas anti-resonantes tipo dientes de sierra descritas en la 

literatura. Los mecanismos resonantes están dominados por las fuerzas viscosas, 

viscoelásticas, solvente y dispersivas asociadas a las diferencias a la velocidad de fase y la 

velocidad de grupo. Finalmente se obtienen predicciones para un líquido viscoelástico 

biológico (sangre con colesterol alto) y se mencionan las principales características para que 

se den las curvas resonantes. este trabajo representa un paso más en la búsqueda de 

alternativas amigables basadas en bioingeniería y que puedan ser empleadas como una 

alternativa para enfermedades emergentes.  

 

Palabras claves. Fluidos viscoelásticos, modelo de Jeffrey, función de transferencia, 

transformada de Fourier, operador reológico, sangre humana, hipercolesterolemia. 
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CAPITULO I. INTRODUCCIÓN 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

Ilustra la relación del gradiente de presión (variable de entrada) y flujo volumétrico 

(variable de salida) en estado dinámico 
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 Q(𝛚) 𝜵𝒛𝒑(𝛚) 
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1.1 Preliminares  

A lo largo de este capítulo se darán a conocer lo elementos necesarios para introducir 

al lector a los temas tratados en este trabajo a nivel licenciatura. Donde en el punto 1.2 se 

desarrolla brevemente los fluidos newtonianos seguido del punto 1.3 donde se tratan los 

fluidos no newtonianos cuya característica principal radica la variación de su densidad. En 

1.4 se desarrolla la velocidad de fase y velocidad de grupo, mismos que se relacionan 

directamente con la disipación del comportamiento del fluido. Siguiendo con el desarrollo de 

este capítulo en el punto 1.5 se plantea el flujo pulsátil reflejando un cambio mediante un 

gradiente de presión con el fin de obtener una modificación en el flujo volumétrico con 

respecto a dicho de gradiente de presión. En el punto 1.6 se desarrolla la permeabilidad 

intrínseca para fluidos newtonianos seguido de la permeabilidad real, para fluidos viscosos. 

En la sección 1.7 se establece puntos que anteceden a este trabajo. En el 1.8 se desarrolla la 

hipótesis de este trabajo para posteriormente en el 1.9 definir los objetivos de esta 

investigación. Finalmente se establece en el 1.10 la distribución que se consideró para el 

desarrollo de este trabajo a nivel licenciatura.  

 

1.2 Fluido newtoniano. 

Un fluido newtoniano es un fluido en el que el deslizamiento relativo de los elementos 

del fluido a medida que se mueven entre sí es proporcional al esfuerzo cortante del fluido 

(González-Guillen 2022). Fluidos tales como los gases, agua líquida y los líquidos 

conformados por moléculas simples (amoníaco, alcohol, benceno, queroseno, cloroformo, 

butano, etc.) hace referencia a fluidos newtonianos (González-Guillen 2022). Cuando existe 

una relación lineal entre el esfuerzo cortante aplicado y la velocidad de deformación nos 

referimos a la ley de Newton misma que es aplicada a un fluido newtoniano (González-

Guillen 2022).  

 

1.3 Fluidos no-newtonianos 

A diferencia de los fluidos newtonianos, la relación entre el esfuerzo cortante y la 

velocidad de deformación resulta no lineal para fluidos no-newtonianos, esto quiere decir 

que en dichos fluidos no hay presencia de proporcionalidad entre el esfuerzo cortante y la 

velocidad de deformación (González-Guillen 2022). Otra característica de estos fluidos son 

las diferentes propiedades, la más característica de estos es la elasticidad (González-Guillen 

2022). Algunos ejemplos de estos fluidos son: suspensiones densas, lodos, lodos, emulsiones, 
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soluciones de polímeros de cadena larga, fluidos biológicos, alimentos líquidos, pinturas, 

entre otros (González-Guillen 2022). La elasticidad es una de las principales características 

de los fluidos no newtonianos, aunado a esto encontramos los fluidos viscoelásticos los 

cuales se caracterizan por tener un comportamiento disipativo, como la viscosidad, y una 

propiedad capaz de restablecer el fluido ante ciertos esfuerzos. Uno de los modelos más 

simples de fluidos viscoelásticos es el llamado modelo de Maxwell (del Río et al 2002). 

 

1.4 Velocidad de fase y velocidad de grupo 

La dispersión se define como la propiedad que hace que la velocidad de propagación 

de una onda superficial dependa de su frecuencia o período. Las ondas superficiales se 

dispersan debido a las profundidades de desplazamiento alcanzadas en diferentes períodos 

de tiempo (Aguilar-Velázquez 2018). La dispersión en ondas superficiales se debe a la 

profundidad con la que se desplazan las ondas en distintos periodos, donde su velocidad de 

propagación será mayo cuando haya mayor profundidad de dispersión (Aguilar-Velázquez 

2018). El comportamiento dependiente entre la frecuencia o el período de la velocidad se 

muestra en la curva de dispersión (Aguilar-Velázquez 2018). Dentro de la dispersión se 

encuentran dos tipos de curvas: velocidad de grupo o velocidad de fase (Aguilar-Velázquez 

2018). Donde específicamente la velocidad de grupo Vg se define como la velocidad a la que 

viaja una onda, misma que actúa como envolvente de otro grupo de ondas portadoras 

(Aguilar-Velázquez 2018). Estas ondas portadoras cubiertas por el envolvente se desplazan 

a una velocidad Vf, mejor conocida como velocidad de fase (Aguilar-Velázquez 2018). 

 

Figura 1.1. Representación esquemática del movimiento de una onda que fluye a tiempos 

diferentes, donde Vg ilustra la velocidad de grupo y Vf la velocidad fase. 

 

 La expresión matemática que describe la velocidad de fase se escribe de la siguiente forma:  

𝑉𝑓 =
𝜔

𝛽
                    (1.1) 

V
f
 V

g
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Por otro lado, la velocidad de grupo queda expresada de la siguiente manera: 

𝑉𝑔 =
𝜕𝜔

𝜕𝛽
=

1
𝜕𝛽

𝜕𝜔

                   (1.2)  

 

1.5 Definición de flujo pulsátil  

El estudio de la reología de sistemas pulsátiles ha sido un tema recurrente en la 

investigación en fluidos newtonianos y no-newtonianos (Bird et al. 1977). La idea principal 

es la de modificar el gradiente de presión con el fin de obtener una modificación en el flujo 

volumétrico con respecto a aquel gradiente de presión constante (Herrera-Valencia et al. 

2014, 2017, 2019; Del Rio et al. 1998).  La Ecuación básica para describir el flujo pulsátil 

está dada en términos de una exponencial compleja: 

( ) ( )0p t p Exp iωt =                  (1.3) 

La Ec. (1.3) representa el gradiente de presión oscilatorio en función del tiempo,  es la 

frecuencia angular, t es el tiempo del sistema. La meta es observar cual es el efecto de la Ec. 

(1.3) en el flujo volumétrico (Herrera-Valencia et al. 2014, 2017, 2019; Del Rio et al. 

1998). 

Este trabajo de licenciatura versa en el estudio de flujo pulsátil en fluidos no newtonianos en 

el régimen de viscoelasticidad lineal con inercia modelados con la ecuación constitutiva de 

Jeffrey, la cual acopla la contribución del solvente y la del polímero. El objetivo fundamental 

de esta investigación de licenciatura es deducirá una expresión analítica en estado transitorio 

del flujo pulsátil de un líquido viscoelástico fluyendo en geometrías cilíndricas (capilar de 

radio r=a y longitud z=L, y corona circular de radios R1=R2 y longitud z=L), mediante el 

concepto de función de transferencia compleja.    

 

1.6 Permeabilidad estática y dinámica. 

La permeabilidad estática es una medida de la resistencia que presenta un fluido a ser 

deformado continua e irreversiblemente a través de un medio (del Rio 2002). En el caro se 

la permeabilidad estática, esta depende exclusivamente de la porosidad y del radio del tubo, 

de la siguiente manera:  

𝐾 =
𝜀0𝑎

2

8
                  (1.4) 

En la ecuación de la permeabilidad épsilon es la porosidad del material, a es el radio promedio 

del poro. En esta aproximación se supone que todos los orificios tienen el mismo diámetro. 



6 

 

Es claro que, la permeabilidad intrínseca no depende del fluido y solamente de características 

geométricas del medio (del Rio 2002). Por otra parte, la permeabilidad de Darcy o real 

depende del fluido. Para un fluido newtoniano con inercia 

 

𝐾 =
𝜀0𝑎

2

8
 ∙

8𝑖2

(𝛽𝑎)2
[1 −

2𝐽1(𝛽𝑎)/(𝛽𝑎)

𝐽0(𝛽𝑎)
]                 (1.5) 

Es obvio, que la permeabilidad dinámica o de Darcy contiene como caso especial la 

permeabilidad estática o intrínseca y depende del parámetro beta. Este parámetro tiene 

unidades de inverso de longitud y es una medida de las propiedades dispersivas del medio 

(Herrera-Valencia et al. 2022). Para un fluido newtoniano el parámetro beta, es función de 

la frecuencia y se puede expresar de la siguiente manera:  

 

𝛽𝑎 = 𝑖
3

2√
𝜌𝑎2

𝜇
𝜔                    (1.6) 

Es claro que para un fluido newtoniano el parámetro beta depende de la densidad, del radio 

del capilar y la viscosidad del medio (Herrera-Valencia et al. 2022). Para un fluido 

viscoelástico, será función del modelo constitutivo con el que se esté caracterizando el flujo 

y la reología del sistema.  

𝛽 = 𝑖
3

2√
𝜌𝑎2

𝜂0
𝜔𝑂

𝑋                  (1.7) 

 

En donde x representa el nombre l ecuación constitutiva que se esté empleando ejemplo M, 

Maxwell, J Jeffreys, K Kelvin-Voigt.  

En la ecuación anterior. El parámetro beta depende de la ecuación constitutiva que se esté 

utilizando para caracterizar el líquido complejo, es decir:  

𝑂
𝑋 =

1

𝑂𝜂
                   (1.8) 

El operador fluidez es el inverso del operador viscosidad y depende de la derivada temporal 

del sistema (Herrera-Valencia et al. 2022). Ejemplo de esto, el modelo de Maxwell cuyo 

operador, sería el siguiente:  

𝜎 + 𝜆0
𝜕

𝜕𝑡
= 𝜂0 
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(1 + 𝜆0
𝜕

𝜕𝑡
) 𝜎 = 𝜂0�̇� 

𝜎

�̇�
= 𝑂𝜂

𝑀 =
𝜂0

1 + 𝜆0
𝜕
𝜕𝑡

 

𝜎

�̇�
= 𝑂𝜂

𝑀 =
𝜂0

1+𝜆0𝐷𝑡
                  (1.9) 

transformando el operador viscosidad de Maxwell mediante el formalismo de Fourier se 

reduce a:  

𝜎

�̇�
= 𝑂𝜂

𝑀 =
𝜂0

1+𝜆0𝑖𝜔
                (1.10) 

Las ecuaciones que se han deducido en esta subsección son punto de partida en este trabajo 

de investigación y versan sobre la permeabilidad dinámica de fluidos complejos en diferentes 

situaciones de flujo o bilógicas. En particular, en este estudio se caracterizará el flujo y la 

reología mediante el modelo constitutivo de Jeffrey (Herrera-Valencia 2022). Este modelo 

acopla la contribución del solvente y la contribución del polímero.  

𝑂𝜂
𝐽
(𝐷𝑡) = 𝜂0

1+𝜆𝐽𝐷𝑡

1+𝜆0𝐷𝑡
                 (1.11) 

La ecuación anterior es el operador de Jeffrey el cual es el punto de partida del trabajo de 

tesis y será escalado para encontrar los respectivos grupos adimensionales que describan las 

fuerzas macroscópicas que describen al sistema. Este modelo será utilizado en las dos 

configuraciones antes descritas que son capilar y corona circular (Herrera-Valencia 2022).  

 

1.7 Antecedentes 

 La mayoría de los trabajos en permeabilidad dinámica se han centrado en el estudio 

de medios porosas (del Rio y de Haro 1988). Estos trabajos describen la permeabilidad 

dinámica en medios porosos y su aplicación en sangre fresca humana (del Rio y de Haro 

1988).  Por otra parte, estudiaron la permeabilidad dinámica del flujo de un líquido 

viscoelástico en micro-canales. Ellos encontraron que esta herramienta sirve para caracterizar 

el flujo en micro-dispositivos y que aplicando la condición de no deslizamiento esta falla, en 

el orden de nanómetros entre la interfase del sólido y líquido. De igual manera Castro M. et 

al (2008), llevaron a cabo el estudio la caracterización de la permeabilidad dinámica de 

fluidos en micro-canales Bravo Gutiérrez et al. (2008); Hernández-Machado y Corvera-

Poire (2008). En contribución al estudio de las respuestas dinámicas, específicamente en 

fluidos newtonianos y maxwellianos Castrejón-Pita et al. (2003) plantean la respuesta de 
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dichos fluidos respecto a la parte dinámica de tal fluido. Siguiendo con el análisis de fluidos 

en micro-canales se consideró el estudio de Corvera E. y Hernández E. (2010) donde lleva 

a cabo la estratificación inducida por frecuencia en micro-fluidos viscoelásticos. Por otra 

parte, Cuevas y del Rio (2001) llevó a cabo el estudio la permeabilidad dinámica dentro de 

fluidos conductores eléctricos en bajos campos magnéticos en conductores anulares.  

Herrera Valencia et al. (2022) estudió las oclusiones centrales y periféricas mediante una 

modificación a la permeabilidad dinámica.  Ese trabajo consistió en utilizar la función de 

transferencia que es una generalización de la permeabilidad dinámica, la cual describe la 

variable de entrada gradiente de presión y la variable de salida flujo volumétrico en función 

de las propiedades materiales del fluido Herrera Valencia et al. (2022). Para caracterizar el 

flujo y la reología del sistema de estudio Herrera Valencia et al. (2022) propuso un modelo 

multimodal de maxwell de tres modos. Ellos demostraron que en oclusiones periféricas el 

sistema muestra un pico resonante asociado con el tiempo reométrico de Maxwell, mientras 

que para una frecuencia critica él es dominado por un tren de picos secundario-asociados a 

la distribución de tiempos en el sistema de estudio Herrera Valencia et al. (2022).  Es claro 

que, en las oclusiones centrales, el efecto de la geometría juega un papel preponderante. El 

concepto de función de transferencia compleja ha sido utilizado para estudiar la respuesta 

dinámica oscilatoria en fluidos electro-reológicos que permiten escribir la flexo-electricidad 

de las células ciliadas externar que son dispositivos bilógicos que amplifican el sonido en el 

oído humano (Abou-Dakka et al.2012; Herrera-Valencia 2014, 2018).  

El modelo desarrollado por Abou-Dakka et al. (2012) acopla dos fases viscoelásticas y una 

fase sólida-elástica. Ellos demostraron que para que haya resonancia debe de haber un 

contraste entre las fases liquidas, la membrana sólida flexo eléctrica debe ser deformable bajo 

un campo eléctrico y finalmente se necesita la máxima viscosidad de los fluidos para que el 

dispositivo pueda amplificar el sonido, este modelo es un oscilador armónico forzado   que 

es simétrico matemáticamente en la parte de la curvatura promedio y del campo eléctrico 

(Abou-Dakka et al. 2012). En este trabajo los mecanismos inerciales no son incluidos, es 

decir estamos en el régimen de bajos números de Reynolds (Abou-Dakka et al. 2012).  

Herrera Valencia y Rey (2014) abordaron el mismo problema incluyendo los mecanismos 

inerciales. Estos mecanismos inerciales permiten obtener funciones de Bessel las cuales 

depende de un parámetro beta que puede ser considerado como un vector de onda que se 



9 

 

propaga en el medio, este parámetro beta depende del número adimensional de Deborah que 

es una relación entre los mecanismos inerciales y los mecanismos viscoelásticos, depende de 

la inercia y del operador fluidez que está determinado por la ecuación constitutiva de 

Maxwell (Herrera Valencia y Rey 2014). En este trabajo ellos proponen un modelo 

mecánico que describa al fluido a través de resortes, que está interpretado mediante un 

émbolo. Por otra parte, aplicando el formalismo de Fourier ellos deducen una expresión 

analítica para la función de transferencia, la cual presenta varios picos resonantes y anti-

resonantes secundarios. Ellos describen todo el proceso global a través de un diagrama de 

bloques (Herrera Valencia y Rey 2014).  

Herrera valencia y Rey (2018) estudiaron el mismo modelo, pero, incorporando los efectos 

o mecanismos del solvente (newtoniano) con la ecuación constitutiva que describe el flujo y 

la reología del sistema de estudio. Los resultados mostraron que al aumentar el solvente la 

resonancia decrece (Herrera valencia y Rey 2018). Con este modelo propuesto se expande 

el espacio de números adimensionales de 4 a 7 en donde el efecto del solvente está 

determinado por un cociente entre la viscosidad del fluido newtoniano entre la viscosidad 

total (Herrera valencia y Rey 2018).   

Por otra parte, en la mayoría de los fluidos se ha asumido la hipótesis de 

incompresibilidad, es decir que la densidad es constante, que o dependen de la posición y del 

tiempo (Lombard et al. 2020). En este estudio ellos presentan un modelo viscoelástico en 

donde la densidad es variable. En este trabajo ellos caracterizan el fluido en dos geometrías 

diferentes, capilar y corona circular, el modelo que implementan para describir la 

transferencia de momento en el sistema es el modelo de Maxwell (Lombard et al. 2020).   

Una de las aplicaciones más importantes de la permeabilidad dinámica en fluidos 

viscoelásticos es la relacionada con los medios porosos de Haro et al. (1996), ellos 

trabajaron la permeabilidad estática y dinámica con la teoría del poro promedio. La 

permeabilidad estática es aquella que no depende del fluido y solo de las características de 

medio, mientras que la permeabilidad dinámica depende tanto del medio y del fluido. Para 

caracterizas el gradiente de presión ellos proponen un tren gaussiano de pulsos y una serie de 

Fourier (de Haro et al. 1996).  

Todos los trabajos antes mencionados invocan la hipótesis de no deslizamiento en la pared, 

es decir no invoca la hipótesis de no deslizamiento en la pared. Sin embargo, este autor 
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Muralevla (2021). Estudia la resonancia en fluidos viscoelásticos tomando en cuenta el 

deslizamiento en la pared.  

Torres-Herrera (2021) estudia la permeabilidad dinámica en rendijas y 

microcanales utilizando el concepto de permeabilidad dinámica en este trabajo utiliza la 

transformada integral Fourier, serie de Fourier, diferencias finitas y métodos asintóticos para 

deducir expresiones analíticas para la permeabilidad dinámica en dos dimensiones, es decir 

el efecto de la permeabilidad dinámica, es función de la geometría y de las propiedades 

viscoelásticas con las que se caracteriza el sistema (Torres-Herrera 2021). Este trabajo fue 

analizado a través de simulaciones graficas en comsol multifisic. 

Torres-Herrera y Corvea-Poiré (2018) utiliza en microtubos los perfiles de 

velocidad a través de las frecuencias de vibración. En este trabajo obtienes presiones 

analíticas y numéricas para los perfiles de velocidad y flujo volumétrico en función de las 

propiedades inerciales, longitudes características, viscosidad de bulto, viscoelasticidad y 

fuerza motriz periódica (Torres-Herrera y Corvea-Poiré 2018).  Su trabajo contribuye en 

obtener una expresión de permeabilidad más realista tomando en cuenta la geometría y que 

no se realiza ninguna aproximación geométrica (Torres-Herrera y Corvea-Poiré  2018).  

Torres Rojas et al. (2017) estudia la resonancia en microtubos elásticos de fluidos no 

newtonianos. En particular ellos caracterizan la transferencia de momento en fluidos de 

Maxwell. En este trabajo ellos deducen dos expresiones analíticas para la resonancia del 

fluido y para a resonancia de la geometría en particular, la ecuación que describe la 

resonancia de la geometría es un oscilador armónico simple el cual depende de las 

propiedades del medio y las características de los tubos elásticos (en particular, las 

propiedades materiales como el modelo de Young, la longitud característica radia, axial, etc) 

(Torres Rojas et al. 2017).  

Tsiklauri y Beresnev (2006), estudian el efecto de la bomba en el flujo de líquidos 

viscoelástico fluyendo en tuberías en capilares. Su contribución resulta en un análisis de la 

forma de la onda asociada al flujo pulsátil con la que se caracteriza el gradiente de presión 

pulsátil.   

Las aplicaciones de la permeabilidad son bastas, i.e., esta es una aplicación 

fundamental en la ciencia de la ingeniería química. Un ejemplo, es la de los medios porosos, 

aquí es de vital importancia la aplicación de la permeabilidad dinámica a fluidos 
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viscoelásticos lineales en donde, las deformaciones son pequeñas y el gradiente de presión 

es oscilatoria (del Rio et al. 1998).   

Muchos autores han sugerido emplear la permeabilidad dinámica para describir la 

relación de la sangre en el sistema cardiovascular (Del Rio et al. 1988). Por ejemplo, la 

sangre es una suspensión que transporta por arrastre minerales y estos se adhieren a las 

paredes por efecto del calcio que se encuentra en las paredes. Este problema ocasiona 

obstrucciones llamadas oclusiones periféricas y centrales (Corvera et al. 2010). En este tipo 

de problemas, se utiliza sangre fresca y los datos experimentales se obtiene por mediciones 

reométricos. La investigación de Corvera et al. (2010) ilustra que, en las oclusiones 

centrales, la frecuencia característica para alcanzar el máximo es mayor y esto es un efecto 

geométrico.  

Otras aproximaciones, han empleado venas elásticas para describir la resonancia de 

fluidos viscoelásticos. Flores et al. (2010) utilizaron la permeabilidad dinámica con el fin de 

obtener expresiones analíticas de la velocidad y el flujo volumétrico en función de las 

propiedades materiales. Además, desarrollan expresiones para calcular la permeabilidad 

dinámica en una red vascular (Flores et al. 2010).  

Por otra parte, esta herramienta (Permeabilidad dinámica) ha sido utilizado, para 

describir la frecuencia cardiaca en mamíferos (Corvera-Poire et al. 2016). Esta herramienta 

sirvió para analizar la frecuencia cardiaca en diferentes mamíferos y su relación con las 

constricciones del sistema de estudio.  

Por otra parte, algunos autores, han estudiado la elasticidad del fluido y de la 

geometría en términos de la permeabilidad dinámica y estos fenómenos están ligados a las 

propiedades del material que se esté analizando (Flores et al. 2010). 

El flujo sanguíneo pulsátil en el árbol arterial sistémico se genera por la contracción 

del ventrículo izquierdo (VI). La onda del pulso se propaga en el árbol arterial distendiendo 

y contrayendo los vasos sanguíneos (p.ej, produce el pulso que se puede sentir en la muñeca) 

y produce cambios en la presión arterial y el flujo en el tiempo y el espacio (Flores et al. 

2010). Estos cambios están determinados por las propiedades físicas del sistema 

cardiovascular, algunas de las cuales están alteradas por la enfermedad; p.ej, contracción del 

corazón, rigidez arterial y resistencia vascular periférica (Flores et al. 2010). Por lo tanto, 

las formas de los contornos de presión y flujo (también llamadas ondas de pulso) medidas en 
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un sitio arterial determinado contienen información valiosa sobre la funcionalidad del 

sistema cardiovascular (Flores et al. 2010). Sin embargo, aún no está claro cuál es el papel 

relativo de las propiedades físicas del corazón, las arterias grandes y los vasos sanguíneos 

más pequeños en la generación de ondas de pulso arterial en condiciones normales o con 

enfermedades como la hipertensión (Flores et al. 2010).  

La descripción del flujo sanguíneo en un sistema cardiovascular representa un 

problema difícil y sólo parcialmente entendido. Debido a su importancia intrínseca, ha 

recibido mucha atención de ambos, el fisiológico y las comunidades de dinámica de fluidos. 

Los estudios tradicionales han considerado el flujo pulsátil de un fluido newtoniano a través 

de una red de vasos en el que la elasticidad de los vasos se ha tomado como punto clave en 

la descripción (Zamir 1998; Flores et al. 2010). Dichos estudios se refieren básicamente a 

la descripción de perfiles de velocidad. Entre estos estudios, se ha encontrado que la reflexión 

de ondas en el sistema cardiovascular puede mejorar, en lugar de impedir el flujo, y por lo 

tanto puede ser una razón para la naturaleza ramificada del árbol arterial (Zamir 1998; 

Flores et al. 2010).    

Analizando un fluido newtoniano, el cual obedece a la hipótesis de Navier en micro-

canales sujetos a gradientes de presión no estacionarios. En particular, hemos calculado 

analíticamente la permeabilidad dinámica, que contiene la información de la respuesta del 

fluido a un gradiente de presión dinámico. Hemos encontrado que, en ausencia de 

deslizamiento, las permeabilidades dinámicas de dos micro canales obedecen a una relación 

de escala que se rompe cuando hay deslizamiento (Castro 2007).  

Este resultado puede ser útil para determinar experimentalmente la ausencia o 

presencia de deslizamiento en un sistema (Castro 2007).  Además, si existe un deslizamiento, 

esto podría proporcionar una forma de estimar experimentalmente la longitud del 

deslizamiento y probar la validez de la hipótesis de Navier en situaciones dinámicas (Castro 

2007). 

Sin embargo, y a pesar de todos los esfuerzos en la caracterización de estos sistemas 

en términos de la permeabilidad estática y dinámica existe una ausencia de modelos o de 

metodologías generales que permitan expandir este tipo de trabajos a modelos viscoelásticos 

lineales generalizados. Precisamente, esta investigación a nivel licenciatura tiene como 
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objeto cubrir estas deficiencias. Los puntos más destacados del mismo se mencionan a 

continuación: 

 a) se presenta una metodología general basada en un operador fluidez (inverso de la 

viscosidad que caracteriza el sistema y puede ser expandido a cualquier ecuación constitutiva 

lineal y fraccionaria desde el punto de vista de cálculo fraccional). Este modelo generaliza 

las propuestas escritas en los antecedentes 

b) segundo para caracterizar la reología transferencia de momento y flujo se ocupa 

del modelo constitutivo de Jeffrey el cual toma en cuenta las contribuciones del solvente y 

las del polímero. este modelo contiene como casos particulares a: (i) Newton, (ii) Maxwell 

(iii)Kelvin-Voigt.  

c) esta metodología permite contrastar los datos experimentales que se obtiene en 

flujo oscilatorio con el modelo multimodal de Maxwell y aplicado a diferentes patologías 

como: (i)hipercolesterolemia, (ii) cirrosis hepática, (iii) el estudio de a mucosidad en las vías 

respiratorias a través del estudio de la interfase gas-liquido en problemas de mucosidad en la 

garganta y patologías asociadas de los coronavirus sars-covd-2.  

Finalmente, existe una gran discusión la literatura científica acerca de la 

permeabilidad dinámica, intrínseca de estos sistemas dinámicos lineales por lo que, es 

necesario responder acerca de esto. Debido a esto, se plantea la siguiente hipótesis la cual 

será debatida con el objetivo general y los particulares. 

 

1.8 Hipótesis  

Si, el efecto de incorporar un ruido al gradiente de presión pulsátil modifica el flujo 

volumétrico pulsátil, entonces este cambio será cuantificable a través de la función de 

transferencia compleja, propiedades materiales y geométricas del medio a través de los 

mecanismos inerciales viscosos, viscoelásticos de bulto y geométricos del sistema.  Para 

debatir esta hipótesis, se plantean los siguientes objetivos, los cuales son mencionados a 

continuación:  
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1.9 Objetivos de la investigación: 

 

1.9.1 General  

Analizar el efecto del gradiente de presión pulsátil sobre el flujo volumétrico de un 

líquido viscoelástico fluyendo en geometrías cilíndricas (capilar y corona circular), 

caracterizado por una ecuación constitutiva reológica que acople la contribución del esfuerzo 

del solvente y la del polímero (Jeffrey). Obtener la función de transferencia en el espacio de 

Fourier (compleja), que relacione el gradiente de presión (variable de entrada) con el flujo 

volumétrico (variable de salida), en función de los mecanismos inerciales, viscoelásticos y 

del solvente. 

 

1.9.2 Particulares 

 

P.1: Obtener un modelo, una ecuación diferencial parcial que describa los cambios de la 

velocidad en función de los mecanismos inerciales viscoelásticos y del solvente asociado con 

el fluido  

P.2: Aplicar el formalismo de Fourier para obtener la función de transferencia compleja que 

describa la relación entre las variantes de entrada (gradiente de presión) y las variables de 

salida (flujo volumétrico). 

P.3: Obtener expresiones analíticas para la velocidad axial, flujo volumétrico, función de 

transferencia compleja  

P.4: Programar los respectivos resultados teóricos en el lenguaje de Wolfram Mathematica 

(licencia UNAM) con el fin de simular la respuesta real e imaginaria de las dos geometrías 

estudiadas.  

P.5: Aplicar los resultados teóricos a un fluido modelo. 

 

1.10 Distribución del material  

Dentro del capítulo I se presenta las definiciones importantes de la función de 

transferencia, las aplicaciones más importantes y se analizan las investigaciones más 

importantes de estos sistemas, se presentan los antecedentes hipótesis y objetivos. En el 

capítulo II se deduce la ecuación de Hagen y Poiseuille para geometrías cilíndricas. Por otra 

parte, se deduce la ecuación constitutiva de Jeffrey y se analizan casos particulares de este 

modelo matemático. En la tercera sección se ilustra el problema físico junto con las 
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ecuaciones teóricas de continuidad, trasporte y reológica. Se establecen las condiciones de 

frontera junto con las interpretaciones físicas. En el capítulo IV se presenta el modelado 

matemático en el cual se obtiene la generalización del capítulo II es decir, se analiza un fluido 

en estado no estacionario, viscoelástico y con contribución del solvente. En este sistema se 

obtienen expresiones cerradas para la velocidad en el espacio de Fourier y el flujo 

volumétrico en función de la frecuencia. Los resultados son expresados en termino de 

funciones de Bessel de orden cero y de primer orden. A partir de esto, se obtiene la función 

de transferencia que describe al sistema viscoelástico con interacciones entre el solvente y 

los mecanismos inerciales. Por último, se analiza de la misma manera la geometría de corona 

circular y se obtiene una expresión cerrada para la función de transferencia compleja del 

sistema de cilindros concéntricos. En el capítulo V se presentan las simulaciones y casos 

particulares de los modelos deducidos en los dispositivos de estudio. El primer caso es el 

newtoniano, seguido del modelo viscoelástico de Maxwell y finalmente el modelo de esta 

tesis Jeffreys. En el capítulo VI se dan las contribuciones al conocimiento, conclusiones y 

trabajo futuro. Finalmente, en los apéndices se presentan los pasos intermedios en las 

deducciones de las ecuaciones más importantes de este trabajo.  
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1.11 Diagrama de bloques. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1.2. Ilustra el diagrama de bloques y la secuencia de esta tesis a nivel de licenciatura.  
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CAPÍTULO II. MARCO TEÓRICO 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ilustra la geometría cilíndrica de un capilar (r = a) y una corona circular (r = R1 ; r = R2) 

sobre la que se desarrolla este trabajo de tesis nivel licenciatura. 
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En este capítulo se presentarán los elementos mínimos que permitirán al lector 

entender las bases del presente trabajo a nivel licenciatura. En 2.1 se describirá la ecuación 

de Hagen y Poiseuille en un capilar de radio r=a y longitud z=L (Herrera Valencia et al. 

2022). En la sección 2.2, se presentará la deducción del flujo de Poiseuille en una corona 

circular es decir dos tubos concéntricos de radio R1 y R2, con R1<R2 y longitud z=L 

(Herrera Valencia et al. 2022). En 2.3 se presentará la deducción del modelo de Jeffreys y 

se analizaran diferentes casos asintóticos del mismo (Bird et al 1987; Bird et al. 2002; 

Macosko 1994).  

 

2.1. Fluido Newtoniano en un capilar de radio r=a y z=L 

En esta sección se presenta el desarrollo para el cálculo del flujo volumétrico de un 

fluido newtoniano que fluye a través de un capilar, con un radio a. La longitud axial del capilar 

se representa con L. Se presenta el esquema del estudio. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura. 2.1. Esquema de un flujo newtoniano, isotérmico e incompresible, en un 

capilar de radio(a) y Longitud (L) 

Modelado matemático 

• Flujo newtoniano.  

• Estado estacionario.  

• Incompresible  

• Proceso isotérmico  

• Simetría cilíndrica.  

a

O

z

L
Pressure gradient  Z p(t) =  Z p0

r

Vz (r= a, t) = 0
r

a
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2.2 Razonamiento matemático  

Para el razonamiento de este problema, en primer lugar, se planteó un modelado 

matemático al cual está sometido nuestro sistema. Partiendo de la ecuación de continuidad y 

aplicando el modelado matemático, llegamos a la conclusión de que la velocidad en el eje 

axial z y está en función del eje radial r (Bird et al. 2002; Herrera Valencia et al. 2022). Una 

vez concluido lo anterior utilizando la ecuación de movimiento lagrangiana y al aplicarle el 

tensor de esfuerzos (ley de newton generalizada) podemos llegar a las ecuaciones de Navier 

Stokes (Bird et al. 2002; Herrera Valencia et al. 2022), para los diferentes componentes de 

las coordenadas cilíndricas, que expresan la rapidez de incremento de momentum de una 

partícula de flujo (𝜌 𝐷𝑉 𝐷𝑡 ) igualadas a las fuerzas que actúan sobre el fluido, donde actúan 

la fuerza superficial dada por el gradiente de presiones, la viscosidad, la tensión superficial y 

las fuerzas volumétricas causadas por la gravedad. Aplicando la conclusión anterior Vz (𝑟), 

obtenemos una versión simplificada de la ecuación de Navier Stokes que solo está en función 

de r al resolver la ecuación diferencial obtenemos el perfil de velocidades que describe el 

comportamiento de la velocidad en nuestro sistema de estudio (Bird et al. 2002; Herrera 

Valencia et al. 2022; Macosko 1994). Una vez obtenido el perfil de velocidades se procede 

a sacar el flujo volumétrico con una ecuación de flujo transformada por medio de una 

transformada jacobiana que dejara la expresión en coordenadas cilíndricas, al sustituir el perfil 

de velocidades en la expresión de flujo volumétrico para coordenadas cilíndricas y resolver la 

doble integral, obtenemos una expresión conocida como la ecuación de Hagen- Poiseuille 

(Herrera Valencia et al. 2022). 

 

2.3 Ecuaciones teóricas. 

2.3.1 Ecuación de continuidad  

A partir de la ecuación de continuidad (Bird et al. 2002). 

ρ
=- (ρ )

t


 


V                   (2.1) 

En la Ec. (2.1), V es la velocidad del sistema. Desarrollando la divergencia del producto del 

campo escalar y vectorial: 

( )
ρ

+ ρ V+ ρ V = 0
t


  


  (2.2) 

Puesto que hablamos de un flujo incompresible.  
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∇∙V=0                    (2.3)  

La Ec. (2.3) adquiere la siguiente forma.  

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝜌𝑉𝑟) +

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(𝜌𝑉𝜃) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝑉𝑧) = 0                                                                  (2.4)                                                                      

El vector velocidad para este sistema está dada por la siguiente expresión                                

V (𝑉𝑟, 𝑉𝜃, 𝑉𝑧) = ( 𝑉𝑧(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡))                 (2.5) 

De la Ec. (2.5), se induce que las componentes radial y angular del vector velocidad son cero 

por lo que aplicando la Ec. (2.5) en la Ec. (2.4) se tiene lo siguiente:  

𝜌
𝜕

𝜕𝑧
(𝑉𝑧) = 0                    (2.6) 

La Ec. (2.6) se reduce a la siguiente expresión  

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑧
= 0 => 𝑉𝑧 ≠ 𝑉𝑧 (𝑧)                                                                                                  (2.7) 

Con base a la Ec. (2.7) podemos razonar que la velocidad (Vz) no dependen del eje axial z y 

en base a la simetría cilíndrica del sistema, la velocidad no depende de 𝜃, también físicamente 

los perfiles de velocidad ya se encuentran desarrollados, no dependiendo del tiempo. Por 

ende, podemos concluir que la Vz solo depende del eje radia r. 

𝑉𝑧 = 𝑉𝑧 (𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡)       =   𝑉𝑧 (𝑟)                (2.8) 

𝑉𝑧 (𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡) => 𝑁𝑜 𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒 𝑑𝑒 𝑧, 𝜃 𝑦 𝑡                (2.9) 

 

2.3.2 Ecuación de movimiento 

A partir de la ecuación de movimiento lagrangiana, obtenida por medio de un balance 

de movimiento de la ecuación Cauchy (Bird et al. 2002). La ecuación de movimiento 

Lagrangiana queda de la siguiente manera. 

𝜌
𝐷𝑉

𝐷𝑡
= −∇p + ∇ ∙ σ +  𝜌𝑔                                                                                               (2.10) 

La ecuación constitutiva del tensor de esfuerzos puede ser escrita de la siguiente manera, 

también conocida como la ley de Newton generalizada (Bird et al. 2002; Macosko 1994). 

σ =  2µD = μ[∇V + (∇V)𝑇]               (2.11) 

Sustituyendo la Ec. (11) en la Ec. (10) 

𝜌
𝐷𝑉

𝐷𝑡
= −∇p + ∇ ∙ (μ[∇V + (∇V)𝑇) +  𝜌𝑔                                                                       (2.12) 

Aplicando el modelado matemático de densidad y viscosidad constantes.  

𝜌
𝐷𝑉

𝐷𝑡
= −∇p + μ[∇2𝑉 + ∇(∇ ∙ V)] + 𝜌𝑔                                                                        (2.13) 
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En la Ec. (2.13) se utilizó la hipótesis que el proceso es isotérmico y por lo tanto la viscosidad 

no depende de la posición por lo tanto es constante y por linealidad sale del operador 

gradiente (Bird et al. 2002). Es importante notar, que el gradiente de la divergencia del 

campo vectorial es cero debido exclusivamente a que el fluido es incompresible y por lo tanto 

el campo de velocidades es solenoidal, es decir, su densidad no cambia.  

𝜌
𝐷𝑉

𝐷𝑡
= −∇p + μ ∇2𝑉 + 𝜌𝑔               (2.14)  

La Ec. (2.13) es la famosa ecuación de Navier-Stokes que es válida para un fluido newtoniano 

incompresible e isotérmico (Bird et al. 2002; Herrera Valencia et al. 2022). La Ec. (2.13) 

es punto de partida para todos los desarrollos de este trabajo en particular, en este capítulo se 

aplicará a la descripción del flujo de Hagen y Poiseuille (Bird et al. 2002; Herrera Valencia 

et al. 2022).  

Al descomponer la Ec. (2.13) en las tres coordenadas cilíndricas se tiene la siguiente 

información (Bird et al. 2002). 

Para el componente en r.  

𝜌
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑡
+ 𝑉𝑟

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑟
+

𝑉𝜃

𝑟

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝜃
−

𝑉𝜃2

𝑟
+ 𝑉𝑧

𝜕𝑉𝑟

𝜕𝑧
) = − 

𝜕𝑝

𝜕𝑟
+ μ [

𝜕

𝜕𝑟
(
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑉𝑟)) +

1

𝑟2
𝜕2𝑉𝑟

𝜕𝜃2 −
2

𝑟2
𝜕𝑉𝜃

𝜕𝜃
+

𝜕2𝑉𝑟

𝜕𝑧2
] + 𝜌𝑔𝑟                                                                                                                       (2.15) 

Para el componente en   𝜃     

𝜌 (
𝜕𝑉𝜃

𝜕𝑡
+ 𝑉𝑟

𝜕𝑉𝜃

𝜕𝑟
+

𝑉𝜃

𝑟

𝜕𝑉𝜃

𝜕𝜃
+

𝑉𝑟𝑉𝜃

𝑟
+ 𝑉𝑧

𝜕𝑉𝜃

𝜕𝑧
) = − 

1

𝑟

𝜕𝑝

𝜕𝜃
+  μ [

𝜕

𝜕𝑟
(
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝑉𝜃)) +

1

𝑟2
𝜕2𝑉𝜃

𝜕𝜃2 +

2

𝑟2
𝜕𝑉𝑟

𝜕𝜃
+

𝜕2𝑉𝜃

𝜕𝑧2
] + 𝜌𝑔𝜃                                                                                                                       (2.16) 

Para el componente en z 

𝜌 (
𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑡
+ 𝑉𝑟

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑟
+

𝑉𝜃

𝑟

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝜃
+ 𝑉𝑧

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑧
) = −

𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ μ [

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑟
 ) +

1

𝑟2
𝜕2𝑉𝑧

𝜕𝜃2 ++
𝜕2𝑉𝑧

𝜕𝑧2
] + 𝜌𝑔𝑍  

      (2.17)                                                                                                            

2.3.3 Perfil de velocidades  

Aplicando las restricciones en las Ecs. (2.15 a 2.17) con un flujo que se deforma de 

manera continua e irreversiblemente por un gradiente de presión en la dirección axial.  

La Ec. (2.15) queda de la siguiente manera. 

𝜕𝑝

𝜕𝑟
= 0 => 𝑝 ≠ 𝑝 (𝑟)                           (2.18) 

La Ec. (16) adquiere la siguiente forma 



22 

 

1

𝑟

𝜕𝑝

𝜕𝑟
= 0 => 𝑝 ≠ 𝑝 (𝜃)    (2.19) 

La ecuación del componente en z toma la siguiente forma. Puesto que el gradiente de presión 

solo depende de z. 

𝜕𝑝

𝜕𝑧
= μ [

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑟
 )]                                                                                                       (2.20) 

Puesto que se tiene derivada de presión en función de z y la derivada de Vz en función de r. 

La Ec. (2.20) se iguala una constante para desacoplar las ecuaciones diferenciales. 

𝜕𝑝

𝜕𝑧
= μ [

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑟
 )] = 𝜆                                                                                                 (2.21) 

De la Ec. (22.1) se obtiene lo siguiente:   

𝜕𝑝

𝜕𝑧
= 𝜆 

μ [
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑟
 )] = 𝜆                          (2.22) 

 

2.3.4 Cálculo de la presión en el sistema  

Resolviendo la ecuación diferencial, Ec. (2.20) por variables separables se obtiene la 

siguiente expresión: 

∫ 𝑑𝑝 =
𝑝𝐿
𝑃0

 ∫ 𝜆 𝑑𝑧
𝐿

0
          

𝑃𝑃0
𝑃𝐿 = 𝜆𝑧|0

𝐿     

(𝑝𝐿 − 𝑝0) =  𝜆 (𝐿 − 0)  

(𝑃𝐿−𝑃0)

𝐿
=  𝜆  

∆𝑝

𝐿
= 𝜆                                                                                                                               (2.23) 

Entonces nuestra Ec. (2.23) queda planteada de la siguiente manera 

∆𝑝

𝐿
= μ [

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑟
 )]                          (2.23) 

Resolviendo la ecuación diferencial a partir del método de variables separables. 

∆𝑝

𝐿μ
=

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟

𝑑𝑉𝑧

𝑑𝑟
)   

∫
∆𝑝𝑟

𝐿μ
𝑑𝑟 = ∫𝑑 (𝑟

𝑑𝑉𝑧

𝑑𝑟
)   

∆𝑝𝑟2

2𝐿μ
+ 𝐶1 =  𝑟

𝑑𝑉𝑧

𝑑𝑟
  

∆𝑝𝑟2

2𝐿μr
+

𝐶1

𝑟
= 

𝑑𝑉𝑧

𝑑𝑟
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∫
∆𝑝𝑟

2𝐿μ
 𝑑𝑟 + ∫

𝐶1

𝑟
 𝑑𝑟 =  ∫ 𝑑𝑉𝑧  

∆𝑝𝑟2

4𝐿μr
+ 𝐶1 𝐼𝑛(𝑟) + 𝐶2 = 𝑉𝑧                      (2.24) 

La Ec. (24) describe el perfil de velocidades para un fluido newtoniano que se deforma en 

consecuencia de un gradiente de presiones (Herrera Valencia et al. 2022). Para encontrar 

las constantes, 1 y 2, establecimos las siguientes condiciones de frontera. La velocidad en los 

límites del capilar es cero (C.F.1) y la velocidad en el centro es la Vmáx.  

C.F.1 Vz(r=a)=0                 (2.25) 

C.F.2 Vz(r=0)=Vmáx                          (2.26) 

Aplicando las condiciones de frontera a la Ec. (2.24) se tiene lo siguiente. 

∆𝑝(0)2

4𝐿μr
+ (0) 𝐼𝑛(𝑎) + 𝐶2 = 𝑉𝑚𝑎𝑥                                                                                    (2.27) 

Puesto que en la Ec (2.21) tenemos un Ln (0) = -∞, significando esto que la velocidad en el 

centro del tubo es infinita. Esto no tiene un sentido físico puesto que la velocidad en el centro 

la velocidad máxima y es finita (Bird et al. 2002). Siendo este el caso la única solución para 

este problema es igualar la C1 a cero. Obteniendo una ecuación de la siguiente manera: 

∆𝑝𝑅2

4𝐿μ
+ (0)𝐼𝑛(𝑎) + 𝐶2 = 0  

∆𝑝𝑅2

4𝐿μ
+ 𝐶2 = 0                                                                                                                  (2.28) 

Siendo nuestra C2 igual a:  

−
∆𝑝𝑎2

4𝐿μ
= 𝐶2                                                                                                                     (2.29) 

Para obtener la velocidad máxima es de la siguiente manera cuando r=0. 

𝑉𝑚𝑎𝑥 = 𝐶2 = −
∆𝑝𝑎2

4𝐿μ
                                                                                                     (2.30) 

Sustituyendo las constantes en la Ec. (2.24): 

∆𝑝𝑟2

4𝐿μ
−

∆𝑝𝑎2

4𝐿μ
= 𝑉𝑧  

𝑉𝑧 =  
∆𝑝

4𝐿μ
(−𝑎2 + 𝑟2)   

𝑉𝑧 (𝑟) = − 
∆𝑝𝑎2

4𝐿μ
(1 − (

𝑟

𝑎
)2)                                                                                           (2.31) 

La Ec. (2.31) ya es nuestro perfil de velocidades para un capilar, con fluido newtoniano 

deformado continua e irreversiblemente por un gradiente de presión. 
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2.3.5 Flujo Volumétrico.  

Para obtener el flujo volumétrico en un capilar partiremos de la siguiente 

ecuación escrita para coordenadas cilíndricas (Herrera Valencia et al. 2022). 

𝑄 = ∫ ∫ 𝑉𝑧 (𝑟)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑎

0

2𝜋

0
                                                                                                (2.32)                                                                                  

Al sustituir el perfil de velocidades de la Ec. (2.31) en la Ec. (2.32). 

𝑄 = ∫ ∫  (
−∆𝑝𝑎2

4𝐿μ
(1 −

𝑟2

𝑎2)) 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑎

0

2𝜋

0
                                                                              (2.33) 

Comenzaremos resolviendo la primera integral definida con respecto a r y sacando las 

constantes de la integral.   

𝑄 = ∫
−∆𝑝𝑎2

4𝐿μ
∫ (𝑟 −

𝑟3

𝑎2)𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑅

0

2𝜋

0
   

𝑄 = ∫
−∆𝑝𝑎2

4𝐿μ
(
𝑟2

2
−

𝑟4

4𝑎2)|0
𝑎𝑑𝜃

2𝜋

0
                                                                                       (2.34) 

Evaluando la integral definida con los límites de integración y simplificando la 

expresión. 

𝑄 = ∫
−∆𝑝𝑎2

8𝐿μ
(𝑎2 −

𝑎4

2𝑎2)𝑑𝜃
2𝜋

0
  

𝑄 = ∫
−∆𝑝𝑎2

8𝐿μ
(𝑎2 −

𝑎2

2
)𝑑𝜃

2𝜋

0
  

𝑄 = ∫
−∆𝑝𝑎2

8𝐿μ
(1 −

1

2
) 𝑑𝜃

2𝜋

0
  

𝑄 = ∫
−∆𝑝𝑎2

8𝐿μ
(
1

2
)𝑑𝜃

2𝜋

0
                                                                                                     (2.35) 

Después procedemos a resolver la integral definida con respecto a 𝜃 y simplificamos 

la expresión. 

𝑄 =
−∆𝑝𝑎2

8𝐿μ
(
1

2
)𝜃0

2𝜋                                                                                                             (2.36) 

Evaluando y simplificando la expresión nos queda de la siguiente forma. 

𝑄 =
−∆𝑝𝑎4

8𝐿μ
(
1

2
)2𝜋  

𝑄 =
−𝜋∆𝑝𝑎4

8𝐿μ
  

𝑄 =
−𝜋(𝑝0−𝑝𝐿)𝑎

4

8𝐿μ
                                                                                                              (2.37) 

La Ec. (2.37) es la ecuación para calcular el flujo volumétrico de un fluido newtoniano en un 

capilar deformado continua e irreversiblemente por un gradiente de presión (Herrera 

Valencia et al. 2022). Esta ecuación también es conocida como la ecuación de Hagen- 
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Poiseuille, que describe la relación del flujo volumétrico y un gradiente de presión (Bird et 

al. 2002; Herrera Valencia et al. 2022; Macosko 1994).  

 

2.4. Flujo volumétrico de un fluido Newtoniano en una corona circular  

En esta sección se analizará y obtendrá el flujo volumétrico de un fluido newtoniano 

que fluye a través de una corona circular debido a la influencia de un gradiente de presión 

(Bird et al. 2002; Herrera Valencia et al.  2022; Macosko 1994). La corona tiene un radio 

mayor (R1) y un radio menor (R2), con una longitud característica axial (L) (Bird et al. 2002; 

Herrera Valencia et al. 2022; Macosko 1994). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2.2. Esquema de un flujo newtoniano, isotérmico e incompresible, en una corona 

circular de radio menor(R1), radio mayor (R2) y Longitud (L). 

Modelado matemático  

• Flujo newtoniano.  

• Estado estacionario.  

• Incompresible.  

• Proceso isotérmico.  

• Simetría cilíndrica.  

• La velocidad va en dirección z y por ende está en función de la coordenada radial r.  

• El fluido se deforma a causa de un gradiente de presiones, en la dirección axial z.  

 

 

R1
R2O

z

L

r
Vz (r= R1, t) = 0

Vz (r= R2, t) = 0

r
r

R1

R2
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2.5 Razonamiento matemático  

Para el razonamiento de este problema, se planteó un modelado matemático al cual 

está sometido nuestro sistema. Partiendo del perfil de velocidades general del capilar ya que 

el fluido es el mismo, así como también el modelado matemático al que se somete nuestro 

sistema, causando que la velocidad se comporte de igual manera que la de un capilar solo 

que en esta ocasión se le aplicaran al perfil de velocidades general diferentes condiciones de 

frontera puesto que el fluido newtoniano, fluirá en el ánulo formado por los cilindros 

concéntricos (Herrera Valencia et al. 2022). Una vez obtenido el perfil de velocidades 

particular se procede a sacar el flujo volumétrico con una ecuación de flujo transformada por 

medio de una transformada jacobiana que dejara la expresión en coordenadas cilíndricas, al 

sustituir el perfil de velocidades en la expresión de flujo volumétrico para coordenadas 

cilíndricas y resolviendo la doble integral con diferentes límites de integración, obtenemos 

de igual manera una expresión que describe el flujo volumétrico de una corona circular (Bird 

et al. 2002; Herrera Valencia et al. 2022; Macosko 1994).  

Puesto que el fluir de un fluido newtoniano en una corona circular se comporta de la misma 

manera que en el capilar, podemos partir de la siguiente ecuación (Bird et al. 2002; Herrera 

Valencia et al. 2022). 

𝑉𝑧 =  
∆𝑝𝑟2

4𝐿μ
+ 𝐶2 ln(𝑟) + 𝐶2                                                                                             (2.38) 

Se calcularán las constantes de la Ec. (2.38) con las siguientes condiciones de frontera. 

Cuando hablamos de la velocidad en el radio menor (R1) hablamos de que es igual a cero 

puesto que es la pared, este mismo hecho aplica para el radio mayor (R2).  

C.F.1 Vz(r=R1) = 0  

C.F.2 Vz(r=R2) = 0  

Sustituyendo las condiciones de frontera en la Ec. (2.38) se obtiene lo siguiente: 

0 =  
∆𝑝𝑅1

2

4𝐿μ
+ 𝐶1 ln(𝑅1) + 𝐶2                                                                                             (2.39) 

0 =  
∆𝑝𝑅2

2

4𝐿μ
+ 𝐶1 ln(𝑅2) + 𝐶2                                                                                             (2.40) 

Resolvemos el sistema de ecuaciones restando la Ec. (2.39) menos la Ec. (2.40). 

0 = −
∆𝑝𝑅2

2

4𝐿μ
+

∆𝑝𝑅1
2

4𝐿μ
+ 𝐶1 ln(𝑅1) − 𝐶1ln (𝑅2)       

0 =
∆𝑝

4𝐿μ
(𝑅1

2 − 𝑅2
2) + 𝐶1(ln(𝑅1) − ln(𝑅2))       
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∆𝑝

4𝐿μ
(𝑅1

2 − 𝑅2
2) = 𝐶1 (ln (

𝑅1

𝑅2
))         

𝐶1 = 
∆𝑝(𝑅1

2−𝑅2
2)

4𝐿μ(ln(
𝑅1
𝑅2

))
                                                                                                                 (2.41) 

Para obtener la C2 sustituimos la C1 en la Ec. (2.39) y despejamos C2. 

0 =
∆𝑝𝑅1

2

4𝐿μ
+ (

∆𝑝(𝑅1
2−𝑅2

2)

4𝐿μ(ln(
𝑅1
𝑅2

))
) ln(𝑅1) + 𝐶2       

𝐶2 = −
∆𝑝𝑅1

2

4𝐿μ
−

∆𝑝

4𝐿μ
(
𝑙𝑛(𝑅1)(𝑅2

2−𝑅1
2)

(ln(
𝑅1
𝑅2

))
)        

𝐶2 = −
∆𝑝

4𝐿μ
(
𝑙𝑛(𝑅1)(𝑅2

2−𝑅1
2)

(ln(
𝑅1
𝑅2

))
+ 𝑅1

2)                                                                                     (2.43) 

Sustituir ambas constantes en la ecuación (2.38) para encontrar el perfil de velocidades. 

𝑉𝑧 =  
∆𝑝𝑟2

4𝐿μ
+ (

∆𝑝(𝑅2
2−𝑅1

2)

4𝐿μ(ln(
𝑅1
𝑅2

))
) ln(𝑟) −

∆𝑝

4𝐿μ
(
𝑙𝑛(𝑅1)(𝑅2

2−𝑅1
2)

(ln(
𝑅1
𝑅2

))
−

∆𝑝

4𝐿μ
𝑅1
2)    

𝑉𝑧 =  
∆𝑝𝑟2

4𝐿μ
−

∆𝑝

4𝐿μ
𝑅1
2 + (

∆𝑝(𝑅2
2−𝑅1

2)

4𝐿μ(ln(
𝑅1
𝑅2

))
) ln(𝑟) −

∆𝑝

4𝐿μ
(
𝑙𝑛(𝑅1)(𝑅2

2−𝑅1
2)

(ln(
𝑅1
𝑅2

))
)    

𝑉𝑧 =  
∆𝑝

4𝐿μ
(𝑟2 − 𝑅1

2) + (
∆𝑝(𝑅2

2−𝑅12)

4𝐿μ(ln(
𝑅1

𝑅2
))
) (ln(𝑟) − ln(𝑅1))       

𝑉𝑧 =  
∆𝑝

4𝐿μ
(𝑟2 − 𝑅1

2) (
∆𝑝(𝑅2

2−𝑅1
2)

4𝐿μ(ln(
𝑅1
𝑅2

))
) (ln (

𝑟

𝑅1
))       

𝑉𝑧 =  
−∆𝑝

4𝐿μ
((𝑅1

2 − 𝑟2) − (
(𝑅2

2−𝑅12)

(ln(
𝑅1
𝑅2

))
)(ln (

𝑟

𝑅1
)))       

𝑉𝑧 =  
−∆𝑝

4𝐿μ
((𝑅1

2 − 𝑟2) + (
(𝑅2

2−𝑅1
2)

(ln(
𝑅1
𝑅2

))
)(ln (

𝑟

𝑅1
)))       

𝑉𝑧 =  
−∆𝑝𝑅1

2

4𝐿μ

(

 
 
(1 −

𝑟2

𝑅1
2) + (

(1−(
𝑅2
2

𝑅1
2))

(ln(
𝑅1
𝑅2

))
)(ln (

𝑟

𝑅1
))

)

 
 

                                                           (2.44) 

La Ec. (2.44) es el perfil de velocidades para una corona circular con un fluido newtoniano 

impulsado por un gradiente de presiones (Bird et al. 2002).  
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2.5.1 Flujo Volumétrico.  

 Para encontrar el flujo volumétrico en el ánulo de la corona circular, se utiliza la 

siguiente integral de superficie, se utiliza la transformada jacobiana para transformar en 

coordenadas cilíndricas (Bird et al. 2002; Herrera Valencia et al. 2022). 

𝑄 = ∫ ∫ 𝑉𝑧 (𝑟)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑅

0

2𝜋

0
                                                                                                (2.45) 

Puesto que sabemos que el perfil de velocidades no está en función del ángulo podemos 

sacarlo como constante de la siguiente manera. 

𝑄 = ∫ 𝑉𝑧(𝑟)𝑟𝑑𝑟 ∫ 𝑑𝜃
2𝜋

0

𝑅

0
                                                                                                 (2.46) 

Al integrar con respecto al ángulo obtenemos lo siguiente. 

𝑄 = ∫ 𝑉𝑧(𝑟)𝑟𝑑𝑟(𝜃0
2𝜋)

𝑅

0
      (2.47) 

Al evaluar los límites de integración con respecto al ángulo nos queda de la siguiente manera:   

𝑄 = 2𝜋 ∫ 𝑉𝑧(𝑟)𝑟𝑑𝑟
𝑅

0
                                                                                                      (2.48) 

Ahora sustituimos el perfil de velocidades en la Ec. (2.48). 

 𝑄 = 2𝜋 ∫
−∆𝑝𝑅1

2

4𝐿μ

(

 
 
(1 −

𝑟2

𝑅1
2) + (

(1−(
𝑅2
2

𝑅1
2))

(ln(
𝑅1
𝑅2

))
)(ln (

𝑟

𝑅1
))

)

 
 
 𝑟𝑑𝑟

𝑅2

𝑅1
           (2.49) 

Simplificando la expresión y sacando las constantes de la integral, obtenemos: 

𝑄 = 
−2𝜋∆𝑝𝑅1

2

4𝐿μ
∫

(

 
 
(1 −

𝑟2

𝑅1
2) + (

(1−(
𝑅2
2

𝑅1
2))

(ln(
𝑅1
𝑅2

))
)(ln (

𝑟

𝑅1
))

)

 
 
𝑟𝑑𝑟

𝑅2

𝑅1
                     (2.50) 

Para escalar la ecuación diferencial y simplificar con números adimensionales, se divide los 

límites de integración entre R1, la expresión del perfil de velocidades y la diferencial con 

respecto r. 

𝑄 = 
−2𝜋∆𝑝𝑅1

2

4𝐿μ
∫

(

 
 
(1 −

𝑟2

𝑅1
2) + (

(1−(
𝑅2
2

𝑅1
2))

(ln(
𝑅1
𝑅2

))
)(ln (

𝑟

𝑅1
))

)

 
 
(

𝑟

𝑅1
) (

𝑑𝑟

𝑅1
)   

𝑅2
𝑅1
𝑅1
𝑅1

                             (2.51) 

Para no alterar la igualdad en la ecuación se multiplicará todo por 𝑅1
2 
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𝑄 = 
−2𝜋∆𝑝𝑅1

4

4𝐿μ
∫

(

 
 
(1 −

𝑟2

𝑅1
2) + (

(1−(
𝑅2
2

𝑅1
2))

(ln(
𝑅1
𝑅2

))
)(ln (

𝑟

𝑅1
))

)

 
 
(

𝑟

𝑅1
) (

𝑑𝑟

𝑅1
)   

𝑅2
𝑅1

1
                    (2.52) 

De la Ec. (2.49) podemos obtener los siguientes cambios de variable. 

𝑅 =
𝑅2

𝑅1
 

𝐾 =
𝑟

𝑅1
  

Al aplicar los anteriores cambios de variable a la Ec. (2.49) queda de la siguiente forma:  

𝑄 = 
−2𝜋∆𝑝𝑅1

4

4𝐿μ
∫ ((1 − 𝐾2) + (

(1−(𝑅2))

(ln(
1

𝑅
))

) (ln(𝐾)))𝐾𝑑𝐾  
𝑅

1
               

𝑄 = 
−2𝜋∆𝑝𝑅1

4

4𝐿μ
∫ ((𝐾 − 𝐾3) + (

(1−(𝑅2))

(ln(
1

𝑅
))

)(ln(𝐾)𝐾))𝑑𝐾  
𝑅

1
                                            (2.53) 

Multiplicando la ecuación por (-1/-1) para invertir ln(1/R). 

𝑄 = 
−2𝜋∆𝑝𝑅1

4

4𝐿μ
∫ ((𝐾 − 𝐾3) +

−1

−1
(
(1−(𝑅2))

(ln(
1

𝑅
))

) (ln(𝐾)𝐾))𝑑𝐾  
𝑅

1
              

𝑄 = 
−2𝜋∆𝑝𝑅1

4

4𝐿μ
∫ ((𝐾 − 𝐾3) − (

(1−(𝑅2))

(ln(
1−1

𝑅
))
) (ln(𝐾)𝐾))𝑑𝐾  

𝑅

1
              

𝑄 = 
−2𝜋∆𝑝𝑅1

4

4𝐿μ
∫ ((𝐾 − 𝐾3) − (

(1−(𝑅2))

(ln(𝑅))
)(ln(𝐾)𝐾))𝑑𝐾  

𝑅

1
                                    

Una vez integrada la ecuación se obtiene el siguiente resultado  

𝑄 = 
−2𝜋∆𝑝𝑅1

4

4𝐿μ
{(

𝐾2

2
−

𝐾4

4
)1
𝑅 − (

1−𝑅2

ln(𝑅)
) (

2𝑅2 ln(𝐾)

4
−

𝐾2

4
)|1

𝑅}                                                 (2.54) 

Aplicando los limites te integración y factorizando la expresión  

𝑄 = 
−2𝜋∆𝑝𝑅1

4

4𝐿μ
{[(

𝑅2

2
−

12

2
) − (

𝑅4

4
−

14

4
)] (

1−𝑅2

ln(𝑅)
) ((

2𝑅2 ln(𝑅)

4
− 

2𝑅2 ln(1)

4
) − (

𝑅2

4
−

12

4
)) }  

𝑄 = 
−2𝜋∆𝑝𝑅1

4

4𝐿μ
[
𝑅2

2
−

1

4
−

𝑅4

4
− (

1−𝑅2

ln(𝑅)
)(

2𝑅2 ln(𝑅)

4
−

𝑅2

4
+

1

4
)]               

𝑄 = 
−2𝜋∆𝑝𝑅1

4

4𝐿μ
[
2𝑅2

4
−

𝑅4

4
−

1

4
− (

1−𝑅2

ln(𝑅)
) (

2𝑅2 ln(𝑅)

4
−

𝑅2

4
+

1

4
)]              

𝑄 = 
−2𝜋∆𝑝𝑅1

4

16𝐿μ
[2𝑅2 − 𝑅4 − 1 − (

1−𝑅2

ln(𝑅)
) (2𝑅2 ln(𝑅) − 𝑅2 + 1)]                                    (2.55) 
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Para simplificar más la expresión se procede a realizar el siguiente cambio de variable 

 

Donde:  

𝐼 = 2𝑅2 − 𝑅4 − 1 + (
1−𝑅2

ln(𝑅)
) (2𝑅2 ln(𝑅) − 𝑅2 − 1)                                                      (2.56) 

Entonces con el cambio de variable I, toma la siguiente forma  

𝑄 = 
−𝜋∆𝑝𝑅1

4

8𝐿μ
 𝐼                                                                                                                 (2.57) 

La ecuación (2.57) es la ecuación de flujo volumétrico de un fluido newtoniano que fluye a 

través del área del ánulo en una corona circular, que fluye a causa del gradiente de presiones 

(Bird et al. 2002; Herrera Valencia 2022; Macosko 1994). 

 
2. 6 Ecuación constitutiva de Jeffreys (deducción). 

 Lo descrito en esta sección nos va a permitir construir los elementos para entender 

la función de transferencia compleja incorporando los mecanismos inerciales, viscoelásticos, 

solvente y visco-plasto de los materiales complejos que se describirán en las siguientes 

secciones (Bird et al. 2002; Herrera Valencia 2022; Macosko 1994). 

σ𝑇 =  𝜎𝑠 +   𝜎𝑝                            (2.58) 

La contribución asociada al solvente se modela como un fluido Newtoniano, es decir, 

satisface la siguiente ecuación analítica            

σ𝑆 = ƞ𝑠�̇�                         (2.59) 

La contribución asociada del polímero es caracterizada con la ecuación constitutiva de 

Maxwell. La cual, se expresa de la siguiente manera (Bird et al. 2002; Macosko 1994) 

σ𝑝 + 𝜆𝑝
𝜕

𝜕𝑡
σ𝑝 = ƞ𝑝�̇�        

  

(1 + 𝜆𝑝
𝜕

𝜕𝑡
)σ𝑝 = ƞ𝑝�̇�          

  

σ𝑝 = 
ƞ𝑝�̇�

1+𝜆𝑝
𝜕

𝜕𝑡

        

σ𝑇 = ƞ𝑠�̇� + 
ƞ𝑝�̇�

1+𝜆𝑝
𝜕

𝜕𝑡

         

(1 + 𝜆𝑝
𝜕

𝜕𝑡
) {σ𝑇 = ƞ𝑠�̇� + 

ƞ𝑝�̇�

1+𝜆𝑝
𝜕

𝜕𝑡

}        
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(1 + 𝜆𝑝
𝜕

𝜕𝑡
) σ𝑇 = ƞ𝑠 (1 + 𝜆𝑝

𝜕

𝜕𝑡
) �̇� + ƞ𝑝�̇�       

     

(1 + 𝜆𝑝
𝜕

𝜕𝑡
) σ𝑇 = ƞ𝑠�̇� + ƞ𝑠𝜆𝑝

𝜕�̇�

𝜕𝑡
+ ƞ𝑝�̇�                      (2.60)

    

Reagrupando la Ec. (2.60) 

(1 + 𝜆𝑝
𝜕

𝜕𝑡
) σ𝑇 = ƞ𝑠�̇� + ƞ𝑝�̇� + ƞ𝑠𝜆𝑝

𝜕�̇�

𝜕𝑡
               (2.61)

   

Factorizando la rapidez de deformación resulta: 

(1 + 𝜆𝑝
𝜕

𝜕𝑡
) σ𝑇 = (ƞ𝑠 + ƞ𝑝)�̇� + ƞ𝑠𝜆𝑝

𝜕�̇�

𝜕𝑡
               (2.62)

  

Factorizando la viscosidad total 

(1 + 𝜆𝑝
𝜕

𝜕𝑡
) σ𝑇 = (ƞ𝑠 + ƞ𝑝) (�̇� +

ƞ𝑠

ƞ𝑠+ƞ𝑝
𝜆𝑝

𝜕�̇�

𝜕𝑡
)              (2.63)

   

2.6.1 Definiendo las variables físicas implicadas 

 Tiempo de retardo del material (Bird et al. 2002; Herrera Valencia et al. 2022; 

Macosko 1994): 

𝜆𝐽 =
ƞ𝑠

ƞ𝑠+ƞ𝑝
𝜆𝑝                    (2.64) 

depende de las viscosidades del solvente, polímero y del tiempo de relajación de 

Maxwell 

Viscosidades del total (Bird et al. 2002; Herrera Valencia et al. 2022; Macosko 

1994) se define como la suma de las viscosidades del solvente y polímero:  

ƞ0 = ƞ𝑠 + ƞ𝑝                              (2.65) 

Tiempo del polímero (Bird et al. 2002; Herrera Valencia et al. 2022; Macosko 

1994): 

𝜆𝑝 = 𝜆0                                    (2.66) 

tiempo de relajación del modelo de Jeffreys es el tiempo del polímero 

Esfuerzo total 

σ𝑇 =  σ                                                                                                                             (2.67) 
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Sustituyendo las variables físicas implicadas planteadas anteriormente en la Ec. (2.63) se 

tiene la ecuación constitutiva reológica de Jeffreys (Herrera Valencia et al. 2022). 

(1 + 𝜆𝑝
𝜕

𝜕𝑡
) σ = (ƞ0) (1 + 𝜆𝐽

𝜕

𝜕𝑡
) �̇�              (2.68) 

La Ec. (2.68) contiene como casos particulares los modelos de Maxwell y de Newton 

(Bird et al. 2002; Herrera Valencia et al. 2022).  

𝜆𝐽 = 0 → 𝑀𝑎𝑥𝑤𝑒𝑙𝑙              (2.69)  

𝜆0 = 𝜆𝐽 = 0 → 𝑁𝑒𝑤𝑡𝑜𝑛                         (2.70) 

2.6.2 Definiendo el operador viscosidad de Jeffreys: 

𝑂ƞ
𝐽 =

σ

�̇�
= ƞ0  

1+𝜆𝐽
𝜕

𝜕𝑡

1+𝜆0
𝜕

𝜕𝑡

     (2.71) 

La expresión general para esfuerzo total está dada por la siguiente expresión: 

σ = 2𝑂ƞ
𝐽(

𝜕

𝜕𝑡
)𝐷      (2.72) 

Sustituyendo la expresión general para esfuerzo total Ec (2.72) en la ecuación de 

movimiento o segunda forma de Cauchy.  

𝜌
𝐷𝑉

𝐷𝑡
= −∇p + ∇ · 2𝑂ƞ

𝐽(
𝜕

𝜕𝑡
)𝐷                 (2.73) 

Derivado de la sustitución obtenemos la Ec (2.73), dicha ecuación será fundamental para el 

desarrollo de este trabajo. Esta se puede expresar como una expresión modificada de Navier 

Stocks (Herrera Valencia et al. 2022). 

𝜌
𝐷𝑉

𝐷𝑡
= −∇p + 𝑂ƞ

𝐽 (
𝜕

𝜕𝑡
)∇2𝑉                  (2.74) 
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CAPÍTULO III. MODELADO MATEMÁTICO 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Representación del sistema mecánica de la ecuación constitutiva de Jeffreys analizada en 

esta tesis 
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3.1 Modelado matemático del modelo viscoelástico lineal  

3.1.1 Función de transferencia de un fluido viscoelástico lineal en un capilar  

Fluido viscoelástico en un capilar. En esta sección se realizará el desarrollo pertinente 

para la obtención de la función transferencia de masa en un capilar, por el que fluirá un fluido 

viscoelástico (Jeffreys) que se deforma de manera continua e irreversiblemente en la 

dirección axial, causado por la fuerza motriz suministrada de un gradiente de presiones, 

obteniendo una ecuación que describa el flujo volumétrico de dicho sistema (Bird et al. 

2002; Herrera Valencia et al. 2022; Macosko 1994). 

Para realizar este cálculo, se asumen las siguientes condiciones de proceso en el sistema:  

• Líquido no-Newtoniano viscoelástico lineal (Jeffreys)  

• Líquido incompresible (volumen constante)  

• El proceso se lleva a cabo en estado no estacionario: La velocidad y la presión 

dependen del tiempo (presión pulsátil).  

El fluido se deforma continua e irreversiblemente, debido a un gradiente de presión pulsátil 

en la dirección axial (Herrera Valencia et al. 2022).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.1. Ilustra las tres configuraciones mecánicas en este sistema de uso: (i) 

Newtoniano, (ii) Maxwell, y (iii) Kelvin-Voigt. 
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• Los mecanismos gravitacionales se desprecian con respecto al gradiente de presión 

pulsátil y los mecanismos viscoelásticos lineales ya que el capilar (a << L) se 

encuentra en posición horizontal (Bird et al. 2002).  

• Existe simetría angular (cilíndrica) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.2.  Esquema de un fluido viscoelástico (Jeffreys), isotérmico e incompresible, 

en un capilar de radio(a) y Longitud (L). 

 

Partiendo de la ecuación de continuidad (Balance de masa sin reacción química; Bird 

et al. 2002). 

ρ
=- (ρ )

t


 


V                  (3.1) 

La ecuación de movimiento (Bird et al. 2002; Herrera Valencia et al. 2022): 

𝜌
𝐷𝑉

𝐷𝑡
= −∇p + ∇σ + 𝜌𝑔                 (3.2)                                                

Considerando que se trata de un tubo horizontal, las fuerzas gravitacionales se 

desprecian  

𝜌
𝐷𝑉

𝐷𝑡
= −∇p + ∇σ + 𝜌𝑔                   (3.3) 

Posteriormente resulta se obtiene la siguiente expresión analítica                 

𝜌
𝐷𝑉

𝐷𝑡
= −∇p + ∇ · σ      (3.4)    

Ecuación constitutiva de Jeffreys 

a

O

z

L
Pressure gradient  Z p(t) =  Z p0

r

Vz (r= a, t) = 0
r

a
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(1 + 𝜆𝑝
𝜕

𝜕𝑡
) σ = (ƞ0) (1 + 𝜆𝐽

𝜕

𝜕𝑡
) �̇�                (3.5) 

Definiendo el operador viscosidad de Jeffreys: 

𝑂ƞ
𝐽 =

σ

�̇�
= ƞ0  

1+𝜆𝐽
𝜕

𝜕𝑡

1+𝜆0
𝜕

𝜕𝑡

                 (3.6) 

La expresión general para esfuerzo total está dada por la siguiente expresión: 

σ = 2𝑂ƞ
𝐽(

𝜕

𝜕𝑡
)𝐷                 (3.7) 

Sustituyendo la expresión general para esfuerzo total Ec (3.7) en la ecuación de movimiento 

o segunda forma de Cauchy (3.4) (Bird et al. 2002). 

𝜌
𝐷𝑉

𝐷𝑡
= −∇p + ∇ · 2𝑂ƞ

𝐽
(
𝜕

𝜕𝑡
)𝐷                  (3.8) 

Derivado de la sustitución obtenemos la Ec (3.8), dicha ecuación será fundamental para el 

desarrollo de este trabajo, esto debido a que será punto de partida para los próximos cálculos. 

Esta se puede expresar como una expresión modificada de Navier Stokes (Bird et al. 2002; 

Herrera Valencia et al. 2022). 

𝜌
𝐷𝑉

𝐷𝑡
= −∇p + 𝑂ƞ

𝐽 (
𝜕

𝜕𝑡
)∇2𝑉                   (3.9) 

Considerando las condiciones de proceso se identifica que se trata un flujo unidireccional, 

por lo que el vector velocidad sólo tiene una componente en la dirección axial. Y por 

continuidad, éste depende de la coordenada radial (r) y de la variable temporal (t). Aplicando 

las condiciones del proceso la Ec. (3.9) adquiere la siguiente forma cerrada.  

𝜌
𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑡
= −∇zp + 𝑂ƞ

𝐽 (
𝜕

𝜕𝑡
)
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑟
)              (3.10)   

 

3.2 Transformada de Fourier  

3.2.1 Cálculo de perfil de velocidades 

Para realizar la Ec. (3.10) se aplica la transformada de Fourier, ya que la ecuación 

diferencial parcial describe las variaciones de velocidad por efectos del espacio tiempo 

(Bird et al. 2002; Herrera Valencia et al 2022). 

Aplicando el operador de Fourier (𝑖𝜔) a cada uno de los términos equivalentes a 
𝜕

𝜕𝑡
: 

𝜌𝑖𝜔𝑉𝑧 (𝜔𝑟) =  −∇zp(𝜔) +
𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

𝑟
 
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑟
)             (3.11) 

Desarrollando: 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟
) −

𝜌𝑖𝜔

𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

𝑉𝑧 (𝜔, 𝑟) = ∇zp(𝜔)        (3.12) 
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Resolveremos la ecuación diferencial tomando en cuenta el cambio de variable respecto a  

β2 = 
𝜌𝑖𝜔

𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟
) − β2𝑉𝑧 (𝜔, 𝑟) =

1

𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

 ∇zp(𝜔)             (3.13) 

Desarrollando la derivada del producto en la Ec. (3.13)    

1

𝑟
(𝑟

𝜕2𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟2
+ (1)

𝜕𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟
) − β2 𝑉𝑧 (𝜔, 𝑟) =

1

𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

∇zp(𝜔)           (3.14) 

Para la solución de la Ec. (3.14) se considera el siguiente criterio: 

 𝑉𝑧(𝜔, 𝑟) = 𝑉𝐻𝑧 + 𝑉𝑝𝑧              (3.15) 

en donde se tiene que si 𝑉𝑧(𝜔, 𝑟) se igualada a cero (0) representará la solución homogénea 

VHz, mientras que la solución particular (VHz) resultará cuando 𝑉𝑧(𝜔, 𝑟) es igualada a una 

constante.  

Abriendo paso a la solución homogénea se igualará la Ec. (3.14) a cero (0) resulta la 

expresión: 

{
1

𝑟
(𝑟

𝜕2𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟2
+

𝜕𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟
) − β2 𝑉𝑧 (𝜔, 𝑟) = 0}             (3.16) 

Multiplicando la Ec. (3.16) por 𝑟2, para obtener la ecuación de Bessel, queda de la siguiente 

forma:   

𝑟2 {
1

𝑟
(𝑟

𝜕2𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟2
+

𝜕𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟
) − β2 𝑉𝑧 (𝜔, 𝑟) = 0}            (3.17) 

Resolviendo la Ec. (30:3.17) se obtiene la ecuación de Bessel modificada.  

(𝑟2
𝜕2𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟2
+ 𝑟

𝜕𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟
) − 𝑟2β2 𝑉𝑧 (𝜔, 𝑟) = 0            (3.18) 

Considerando la forma de la ecuación de Bessel modificada, la cual se describe como:  

𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + (𝑥2 − 𝑛2)𝑦 = 0              (3.19) 

Dando solución a dicha ecuación resulta: 

𝑦(𝑥) = 𝐶1𝐽𝑛(𝑥) + 𝐶2𝑌𝑛(𝑥)             (3.20) 

Donde: 

𝐽𝑛= Es una función de Bassel de primera especie de orden n. 

𝑌𝑛= Es una función de Bassel de segunda especie de orden n. 

Para llevar la Ec. (3.18) a la forma de Bassel procedemos a realizar los siguientes pasos. 

Paso 1.  −1 = 𝑖2 

(𝑟2
𝜕2𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟2
+ 𝑟

𝜕𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟
) − 𝑖2𝑟2β2 𝑉𝑧 (𝜔, 𝑟) = 0              (3.21) 
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Agrupando los respectivos términos de la Ec. (3.21) 

𝑟2
𝜕2𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟2
+ 𝑟

𝜕𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟
+ (𝑖𝑟β)2𝑉𝑧 (𝜔, 𝑟) = 0             (3.22) 

Posterior al primer sumando y segundo se les multiplica por un 1 particular quedando la 

ecuación de la siguiente manera. 

(𝑖β)2

(𝑖β)2
𝑟2

𝜕2𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟2
+ 

(𝑖β)

(𝑖β)
𝑟
𝜕𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟
+ (𝑖𝑟β)2𝑉𝑧 (𝜔, 𝑟) = 0               (3.23) 

Se ordena la ecuación de tal manera que quede de la siguiente manera.  

(𝑖βr)2
𝜕2𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟2(𝑖βr)2
+ (𝑖βr)

𝜕𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟(𝑖βr)
+ (𝑖rβ)2𝑉𝑧 (𝜔, 𝑟) = 0               (3.24) 

Aplicando el cambio de variable donde 𝑖βr = x, se obtiene la siguiente ecuación: 

(𝑥)2
𝜕2𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟2(𝑥)2
+ (𝑥)

𝜕𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟(𝑥)
+ (𝑥)2𝑉𝑧 (𝜔, 𝑟) = 0               (3.25) 

Aplicando los respectivos cambios en la Ec. (3.25) para asemejarla a la ecuación de 

Bessel  

(𝑥)2
𝜕2𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟2(𝑥)2
+ (𝑥)

𝜕𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟(𝑥)
+ (𝑥2 − 02)𝑉𝑧 (𝜔, 𝑟) = 0            (3.26) 

La solución homogénea es igual a la expresión siguiente, la cual es la solución de la ecuación 

de Bessel (Bird et al. 2002; Macosko 1994, Herrera Valencia et al. 2022) 

𝑉𝑧(𝑥) = 𝐶1𝐽0(𝑥) + 𝐶2𝑌0(x)              (3.27) 

La solución de Bessel de la Ec. (3.27) puede ser escrita como la función de Bessel de 1er y 

2da especie (Bird et al. 2002; Macosko 1994). 

 𝑉𝑧(𝜔, 𝑟) = 𝐶1𝐼0(iβr) + 𝐶2𝐾0(𝑖βr)             (3.28) 

Donde: 

𝐼0= Es la función de Bassel modificada de primera especie de orden 0 

𝐾0= Es la función de Bassel modificada de segunda especie de orden 0  

Obteniendo la solución particular, partiendo de la siguiente ecuación:  

 
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝑉𝑧(𝜔,𝑟)

𝜕𝑟
𝑝) − 𝑖2β2𝑉𝑧 (𝜔, 𝑟)𝑝 =

1

𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

 ∇zp(𝜔)           (3.29) 

Definiendo los siguientes parámetros:  

𝑉𝑝 = 𝐴  ; 𝐴 = 𝑉𝑧         (3.30) 

Sustituyendo dichos parámetros en la Ec. (3.29) se obtiene lo siguiente: 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝐴) + 𝑖2β2𝐴 =

1

𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

 ∇zp(𝜔)        (3.31) 

Al derivar una cte., la cual es igual a cero, y teniendo que -1=𝑖2 resulta: 
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𝑖2β2𝐴 =
1

𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

 ∇zp(𝜔)         (3.32) 

Despejando A en la Ec. (3.32) para obtener la solución particular, queda de la siguiente 

forma.  

𝐴 =
1

𝑖2β2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

 ∇zp(𝜔)              (3.33) 

Para obtener la solución general, la cual resulta de la suma de la solución homogénea más la 

particular, se sustituirán para obtener la solución general.  

𝑉𝑧(𝜔, 𝑟) = 𝐶1𝐼0(βr) + 𝐶2𝐾0(βr) +
1

𝑖2β2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

∇zp(𝜔)           (3.34) 

3.2.2 Cálculo de las condiciones de frontera para un tubo  

Resolveremos las respectivas ecuaciones para encontrar C1 y C2 estableciendo las 

siguientes condiciones de frontera, refiriéndonos a las paredes del tubo donde la velocidad 

en z es igual a cero y cuando nos encontramos en el centro del tubo la velocidad en z es la 

máxima o finita  

C. F. 1 r = a Vz = 0  

C.F.2 r = 0  Vz = 𝑉𝑧𝑚𝑎𝑥 = 𝐹𝑖𝑛𝑖𝑡𝑎  

Una vez evaluadas las condiciones de frontera obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones.  

𝐶1𝐼0(βa) + 𝐶2𝐾0(βa) +
1

𝑖2β2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

∇zp(𝜔) = 0             (3.35) 

𝐶1𝐼0(β0) + 𝐶2𝐾0(β0) +
1

𝑖2β2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

∇zp(𝜔) = 0             (3.36) 

Donde la Ec. (3.36) tenemos que  𝐾0(0) = −∞  ya que la ecuación es finita igualaremos 

𝐶2=0 para cumplir la condición de frontera.  

𝐶1𝐼0(βa) +
1

𝑖2β2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

∇zp(𝜔) = 0              (3.37) 

Obteniendo mediante un despeje C1 de la Ec. (3.35)  

𝐶1 = −
1

𝑖2β2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

∇zp(𝜔)

𝐼0(βa)
               (3.38) 

Aplicando el efecto de una ecuación finito respecto a C2, tenemos que: 

𝐶2 = 0              (3.39) 

Sustituyendo C1 y C2 en la Ec. (3.34) calculada anteriormente se obtiene la siguiente 

expresión: 

𝑉𝑧(𝜔, 𝑟) =  
1

𝑖2β2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

∇zp(𝜔) − 
1

𝑖2β2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

∇zp(𝜔)
𝐼0(βr)

𝐼0(βa)
              (3.40) 
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Obtenemos el perfil de velocidades con inercia para un fluido viscoelástico que fluye por un 

gradiente de presiones en la dirección z, en sistema cilíndrico horizontal (Bird et al. 2002; 

Macosko 1994; Herrera Valencia et al 2022).  

𝑉𝑧(𝜔, 𝑟) =  
1

𝑖2β2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

∇zp(𝜔) (1 −
𝐼0(βr)

𝐼0(βa)
   )      (3.41) 

3.2.3 Flujo volumétrico.  

Flujo volumétrico en un capilar con mecanismos inerciales. La expresión para 

calcular el flujo volumétrico en un capilar de radio r = a y longitud z = L, se puede expresar 

como la doble integral del producto interno del vector de velocidad y la diferencial de 

superficie, como ya se mencionó (Bird et al. 2002; Macosko 1994; Herrera Valencia et al 

2022). El vector velocidad solo tiene componente axial z y el vector unitario que describe la 

sección de área transversal es el vector unitario en la dirección z (Bird et al. 2002; Herrera 

Valencia et al 2022).  

𝑄 = ∫ ∫ 𝑉𝑧 (𝑟)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑎

0

2𝜋

0
              (3.42) 

Considerando que Vz (r) no depende del ángulo (𝜃) sale de la integral como constante e 

integramos respecto al ángulo (𝜃).  

𝑄 = ∫ 𝑑𝜃 ∫ 𝑉𝑧 (𝑟)𝑟𝑑𝑟
𝑎

0

2𝜋

0
              (3.43) 

Aplicando los límites de integración para ángulo (𝜃)   

𝑄 = 𝜃0
2𝜋 ∫ 𝑉𝑧 (𝑟)𝑟𝑑𝑟

𝑎

0
         (3.44) 

Resolviendo queda finalmente como: 

𝑄 = 2𝜋 ∫ 𝑉𝑧 (𝑟)𝑟𝑑𝑟
𝑎

0
        (3.45) 

Obteniendo la Ec. (3.45), se sustituye el perfil de velocidades en la ecuación que expresa el 

flujo volumétrico y sacamos de la integral las constantes.  

𝑉𝑧 (𝑟, 𝜔) en 𝑄(𝜔) 

𝑄(𝜔) = 2𝜋 
1

𝑖2β2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

∇zp(𝜔) ∫ (1 −
𝐼0(βr)

𝐼0(βa)
)𝑟𝑑𝑟

𝑎

0
        (3.46) 

Evaluando respecto a los límites de integración: 

𝑄(𝜔) = 2𝜋 
1

𝑖2β2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

∇zp(𝜔) {
𝑟2

2 0

𝑎

− ∫
𝐼0(βr)

𝐼0(βa)
  rdr

𝑎

0
}         (3.47) 

Donde resulta, como solución de la integral, lo siguiente: 

𝑄(𝜔) =
2𝜋

𝑖2β2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

∇zp(𝜔) (
𝑎2

2
−

1

𝐼0(βa)
∫ 𝐼0(βr)  rdr
𝑎

0
)            (3.48) 
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Aplicando el cambio de variable β=1 en la Ec. (3.48) 

𝑄(𝜔) =
2𝜋

𝑖2β2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

∇zp(𝜔) (
𝑎2

2
−

1

β2𝐼0(βa)
∫ 𝐼0 (

βr

x
)  βrdr

𝑎β

0β
β)           (3.49) 

Aplicando un cambio de variable más de βr = x 

𝑄(𝜔) =
2𝜋

𝑖2β2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

∇zp(𝜔) (
𝑎2

2
−

1

β2𝐼0(βa)
∫ 𝐼0(x)𝑥dx
𝑎β

0β
)            (3.50) 

De las definiciones de las propiedades de las funciones de Bessel (Herrera Valencia et al. 

2022; Macosko 1994)  

𝑑

𝑑𝑥
[𝐼1(𝑥) · 𝑥] = 𝐼0(𝑥) · 𝑥                (3.51) 

Aplicando la propiedad de la función de Bessel en la Ec. (3.50).  

−
1

β2𝐼0(βa)
∫

𝑑

𝑑𝑥
[𝐼1(𝑥) · 𝑥]𝑑𝑥

𝑎β

0β
               (3.52) 

Resolviendo la integral respecto a los límites de integración: 

−
1

β2𝐼0(βa)
[𝐼1(𝑥) · 𝑥]0

𝑎β
                (3.53) 

Obteniendo la siguiente ecuación derivado de la solución de la integral de la ecuación (3.50):  

𝑄 =
2𝜋

𝑖2β2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

∇zp(𝜔) [
𝑎2

2
−

1

β2𝐼0(βa)
𝐼1(𝑎β) · 𝑎β]             (3.54) 

Factorizando 
𝑎2

2
 de la Ec. (3.54) 

Q=
2𝜋

𝑖2β2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

∇zp(𝜔)
𝑎2

2
[1 −

2𝐼1(𝑎β)·𝑎β

𝑎2β2𝐼0(βa)
]              (3.55) 

Simplificando la Ec. (3.55) 

𝑄 =
𝜋∇zp(𝜔)𝑎2

𝑖2β2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

[1 −
2𝐼1(𝑎β)

𝑎β𝐼0(βa)
]                (3.56) 

Para formar 𝑎β (parámetro adimensional) 

𝑄 =
𝜋𝑎2∇zp(𝜔)𝑎2

𝑖2a2β2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

[1 −
2𝐼1(𝑎β)

𝑎β𝐼0(βa)
]                (3.57) 

Agrupando términos: 

𝑄 =
𝜋𝑎4∇zp(𝜔)𝑎2

𝑖2(aβ)2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

[1 −
2𝐼1 

(𝑎β)

βa

𝐼0(βa)
]                (3.58) 

 

 

Multiplicando y dividiendo entre 8 la Ec. (3.58) para formar el fluido newtoniano  



42 

 

𝑄 =
𝜋𝑎48∇zp(𝜔)𝑎2

8𝑖2(aβ)2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

[1 −
2𝐼1 

(𝑎β)

βa

𝐼0(βa)
]               (3.59) 

Multiplicando por ƞ0. Obtenemos la siguiente ecuación, donde la función de transferencia 

depende de (𝜔). 

𝑄 =
𝜋𝑎4

8ƞ0
[

8ƞ0

(aβ)2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

[1 −
2𝐼1 

(𝑎β)

βa

𝐼0(βa)
]] ∇zp(𝜔)              (3.60) 

Donde es posible definir que: 

𝑇(𝜔) =
8ƞ0

(aβ)2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

[1 −
2𝐼1 

(𝑎β)

βa

𝐼0(βa)
]                (3.61) 

Aplicando cambio de variable cuando βa = α  

𝑇(𝜔) =
8ƞ0

(α)2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

[1 −
2𝐼1 

α

α

𝐼0(α)
]                (3.62) 

Dando forma modelo particular podemos decir que  

𝑄 =
𝜋𝑎4

8ƞ0
 𝑇(𝜔) ∇zp(𝜔)                (3.62) 

Así obtenemos la ecuación que describe el flujo volumétrico de un fluido viscoelástico donde 

podemos observar que 𝑇(𝜔) es la función transferencia de un fluido viscoelástico y toda la 

demás expresión es la ecuación de Hagen-Poiseuille para un fluido newtoniano (Bird et al. 

2002; Macosko 1994; Herrera Valencia et al 2022). 
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3.3 Fluido viscoelástico en una corona circular. 

En esta sección vamos a analizar y obtener el flujo volumétrico, de un fluido 

viscoelástico que fluye a través de una corona circular debido a la fuerza motriz causada por 

el gradiente presión (Bird et al. 2002; Macosko 1994; Herrera Valencia et al. 2022). La 

corona tiene un radio mayor (R2) y un radio menor (R1), con una longitud característica axial 

(L). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.3. Esquema de un fluido viscoelástico, isotérmico e incompresible, en una corona 

circular de radio menor(R1), radio mayor (R2) y Longitud (L). 

3.4 Modelado matemático 

• Fluido no newtoniano, fluido viscoelástico. 

• Estado no estacionario, la velocidad y la presión dependen del tiempo (flujo pulsátil). 

• Incompresible. 

• Proceso isotérmico. 

• Simetría cilíndrica. 

• La velocidad va en dirección z y por ende está en función de la coordenada radial r. 

• El fluido se deforma a causa de un gradiente depresiones, en la dirección axial z. 

• Los mecanismos gravitacionales son despreciables puesto que el capilar se encuentra 

• horizontal y su radio es muy pequeño. 

r

R1

R2

R1
R2O

z

L

r
Vz (r= R1, t) = 0

Vz (r= R2, t) = 0

r
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3.4.1 Perfil de velocidades de una corona circular 

Partiendo del perfil de velocidades general obtenido para el fluido viscoelástico en un 

capilar obtenido anteriormente.   

𝑉𝑧(𝜔, 𝑟) = 𝐶1𝐼0(βr) + 𝐶2𝐾0(βr) +
1

𝑖2β2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

∇zp(𝜔)            (3.63) 

Establecemos las condiciones de frontera para el sistema a realizar:  

C.F.1 Vz(r=𝑅1) =0     

C.F.2 Vz(r=𝑅2) =0 

Cuando nos encontramos en la pared del radio menor (R1) la velocidad es igual a cero lo 

mismo aplica cuando nos encontramos en la pared del radio mayor.  

Aplicando las condiciones de frontera en la Ec. (3.63) obtenemos el siguiente sistema de 

ecuaciones. 

0 = 𝐶1𝐼0(β𝑅1) + 𝐶2𝐾0(β𝑅1) + 𝐴               (3.64) 

−(0 = 𝐶1𝐼0(β𝑅1) + 𝐶2𝐾0(β𝑅1) + 𝐴)               (3.65) 

Restando respecto las Ecs. (3.64) y (3.65): 

(𝐶1𝐼0(β𝑅1) + 𝐶2𝐾0(β𝑅1) + 𝐴)(−𝐶1𝐼0(β𝑅2) − 𝐶2𝐾0(β𝑅2) − 𝐴)           (3.66) 

Resolviendo y agrupando la Ec. (3.66):  

0 = 𝐶1(𝐼0(β𝑅1) − 𝐼0(β𝑅2)) + 𝐶2(𝐾0(β𝑅1) − 𝐾0(β𝑅2))               (3.67) 

Despejando C2 de la Ec. (3.67), obtenemos: 

𝐶2 =
𝐶1(𝐼0(β𝑅2)−𝐼0(β𝑅1))

(𝐾0(β𝑅1)−𝑅0(β𝑅2))
                (3.68) 

Sustituyendo C2 (expresada en la Ec. (3.68)) en la Ec. (3.64) resulta: 

0 = 𝐶1𝐼0(β𝑅1) +
𝐶1(𝐼0(β𝑅2)−𝐼0(β𝑅1))

(𝐾0(β𝑅1)−𝑅0(β𝑅2))
𝐾0(β𝑅1) + 𝐴             (3.69) 

Factorizando C1 de la Ec. (3.69): 

0 = 𝐶1 (
𝐼0(β𝑅1)(𝐾0(β𝑅1)−𝐼0(β𝑅1)(𝐾0(β𝑅2)+(𝐾0(β𝑅1)(𝐼0(β𝑅2)−(𝐼0(β𝑅1)𝐾0(β𝑅2)

(𝐾0(β𝑅1)−(𝐾0(β𝑅2)
) + 𝐴         (3.70) 
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Eliminando términos de la Ec. (3.70): 

0 = 𝐶1 [
𝐼0(β𝑅2)(𝐾0(β𝑅1)−𝐼0(β𝑅1)(𝐾0(β𝑅2)

(𝐾0(β𝑅1)−(𝐾0(β𝑅2)
] + 𝐴              (3.71) 

Se despeja A y nos queda como: 

−𝐴 = 𝐶1 [
𝐼0(β𝑅2)(𝐾0(β𝑅1)−𝐼0(β𝑅1)(𝐾0(β𝑅2)

(𝐾0(β𝑅1))−(𝐾0(β𝑅2))
]              (3.71) 

Despejando C1 de la Ec. (86), obtenemos: 

𝐶1 = [
(𝐾0(β𝑅1)−(𝐾0(β𝑅2)

𝐼0(β𝑅2)(𝐾0(β𝑅1)−𝐼0(β𝑅1)(𝐾0(β𝑅2)
] (−𝐴)              (3.72) 

Donde A tiene la información del gradiente de presión en el sistema de estudio, la fuerza que 

de forma continua e irreversiblemente en el fluido.  

Sustituyendo C1 expresada en la Ec. (3.72) en C2 expresada en la Ec. (3.68) 

𝐶2 = [
(𝐾0(β𝑅1))−(𝐾0(β𝑅2))

𝐼0(β𝑅2)𝐾0(β𝑅1)−𝐼0(β𝑅1)(𝐾0(β𝑅2))
]

𝐼0(β𝑅2)−𝐼0(β𝑅1)

(𝐾0(β𝑅1))−(𝐾0(β𝑅2))
            (3.73) 

Simplificando la Ec. (88) 

𝐶2 = 
(𝐼0(β𝑅2)−𝐶1𝐼0(β𝑅1))

𝐼0(β𝑅2)𝐾0(β𝑅1)−𝐼0(β𝑅1)𝐾0(β𝑅2)
(−𝐴)              (3.74) 

Aplicando un cambio de variable: 

𝐶1 = 𝐶3(−𝐴)                    (3.75) 

Donde C3 se define como: 

𝐶3 =
(𝐾0(β𝑅1))−(𝐾0(β𝑅2))

𝐼0(β𝑅2)𝐾0(β𝑅1)−𝐼0(β𝑅1)𝐾0(β𝑅2)
               (3.76) 

Y la Ec. (3.76) se puede expresar como: 

𝐶3 = −𝐴𝐶4                 (3.77) 

Donde C4 se define como: 

𝐶4 = [
𝐼0(β𝑅2)−𝐶1𝐼0(β𝑅1)

𝐼0(β𝑅2)𝐾0(β𝑅1)−𝐼0(β𝑅1)𝐾0(β𝑅2)
]                (3.78) 
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Sustituyendo C1 y C2 en Ec. (3.63) 𝑉𝑧(𝜔, 𝑟)para encontrar el perfil de velocidades de un 

fluido viscoelástico que fluye a través de una corona circular, impulsada por el gradiente de 

presiones.  

𝑉𝑧(𝜔, 𝑟) =  𝐶3𝐼0(βr)(−𝐴) + 𝐶4𝐾0(βr)(−𝐴) − (−𝐴)            (3.79) 

3.4.2 Flujo volumétrico 

Se encontrará una expresión que describa el flujo volumétrico del sistema, partiendo 

de la siguiente integral superficial (Herrera Valencia et al. 2022).  

𝑄 = ∫ ∫ 𝑉𝑧 (𝑟)𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑅2

𝑅1

2𝜋

0
                (3.80) 

Como se puede observar Vz(r) no depende del ángulo 𝜃, entoncespara fines de la solución 

de la integral respecto a d𝜃 sale de la integral como constante, así que resulta lo siguiente: 

𝑄 = ∫ 𝑑𝜃 ∫ 𝑉𝑧 (𝑟)𝑟𝑑𝑟
𝑅2

𝑅1

2𝜋

0
                (3.81) 

Evaluando respecto a los límites de integración respecto a d𝜃 

𝑄 = 𝜃0
2𝜋 ∫ 𝑉𝑧 (𝑟)𝑟𝑑𝑟

𝑅2

𝑅1
                (3.82) 

Resolviendo respecto a los límites de integración resulta: 

𝑄 = 2𝜋 ∫ 𝑉𝑧 (𝑟)𝑟𝑑𝑟
𝑅2

𝑅1
                (3.83) 

Sustituimos el perfil de velocidades expresado en la Ec. (3.63) en la Ec. (3.83) 

𝑄 = 2𝜋 ∫ 𝐶3𝐼0(βr)(−𝐴) + 𝐶4𝐾0(βr)(−𝐴) − (−𝐴)𝑟𝑑𝑟
𝑅2

𝑅1
            (3.84) 

Resolviendo la integral de la ecuación resulta lo siguiente: 

𝑄 = 2𝜋 [∫ 𝐶3𝐼0(βr)(−𝐴)𝑟𝑑𝑟 + ∫ 𝐶4𝐾0(βr)(−𝐴) − (−𝐴)𝑟𝑑𝑟
𝑅2

𝑅1

𝑅2

𝑅1
]          (3.85) 

Factoriza y sacando de la integral la constante:  

𝑄 = 2𝜋 [𝐶3(−𝐴) ∫ 𝐼0(βr)𝑟𝑑𝑟 + 𝐶4(−𝐴) ∫ 𝐾0(βr)𝑟𝑑𝑟 − (−𝐴) ∫ 𝑟𝑑𝑟
𝑅2

𝑅1

𝑅2

𝑅1

𝑅2

𝑅1
]         (3.86) 
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Escalamos las integrales multiplicando por 
β2

β2 = 1, lo que hicimos en la integral, de igual 

forma escalamos los límites de integración, y queda de la siguiente manera: 

𝑄 = 2𝜋 [
𝐶3(−𝐴)

β2 ∫ 𝐼0(βr)𝑟βdrβ +
𝐶4(−𝐴)

β2 ∫ 𝐾0(βr)rβ𝑑𝑟β − (−𝐴) ∫ 𝑟𝑑𝑟
𝑅2

𝑅1

𝑅2β

𝑅1β

𝑅2β

𝑅1β
]         (3.87) 

Realizamos el siguiente cambio de variable para βr = x y despejando la ecuación queda de 

la siguiente manera: 

𝑄 = 2𝜋
𝐶3(−𝐴)

β2 ∫ 𝐼0(x)𝑥dx
𝐶4(−𝐴)

β2 ∫ 𝐾0(x)xdx − (−𝐴) ∫ 𝑟𝑑𝑟
𝑅2

𝑅1

𝑅2β

𝑅1β

𝑅2β

𝑅1β
          (3.88) 

Aplicamos las propiedades de las funciones de Bessel  

𝑑

𝑑𝑥
(𝐼1(x)𝑥) =  𝐼0(x)𝑥                 (3.89) 

𝑑

𝑑𝑥
(𝐾1(x)𝑥) =  𝐾0(x)𝑥                 (3.90) 

Sustituimos las propiedades en la ecuación de flujo en la Ec. (3.88): 

𝑄 = 2𝜋
𝐶3(−𝐴)

β2 ∫
𝑑

𝑑𝑥
𝐼1(x) · 𝑥

𝐶4(−𝐴)

β2 ∫
𝑑

𝑑𝑥
𝐾1(x) · x − (−𝐴) ∫ 𝑟𝑑𝑟

𝑅2

𝑅1

𝑅2β

𝑅1β

𝑅2β

𝑅1β
          (3.91) 

Resolviendo las integrales, quedan de la siguiente forma  

𝑄 = 2𝜋 [
𝐶3(−𝐴)

β2 (𝐼1(x) · 𝑥𝑅1β
𝑅2β +

𝐶4(−𝐴)

β2 𝐾1(x) · 𝑥𝑅1β
𝑅2β − (−𝐴)

𝑟2

2 𝑅1

𝑅2

]           (3.92) 

Evaluando los límites de integración: 

𝑄 = 2𝜋 [
𝐶3(−𝐴)

β2
[𝐼1(𝑅2β) · 𝑅2β − 𝐼1(𝑅1β) · 𝑅1β] +

𝐶4(−𝐴)

β2
[(𝐾1(𝑅2β) · 𝑅2β − 𝐾1(𝑅1β) ·

𝑅1β] − (−𝐴)(
𝑅2
2

2
−

𝑅1
2

2
) ]                (3.93) 

Simplificando la Ec. (3.93) 

𝑄 = 2𝜋(−𝐴) [
𝐶3

β2
[𝐼1(𝑅2β) · 𝑅2β − 𝐼1(𝑅1β) · 𝑅1β] +

𝐶4

β2
[𝐾1(𝑅2β) · 𝑅2β − 𝐾1(𝑅1β) ·

𝑅11β] + (
𝑅2
2

2
−

𝑅1
2

2
) ]                 (3.94) 

Factorizamos 𝑅2
2 de la Ec. (3.94): 
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𝑄 = 2𝜋
−∇zp(𝜔)𝑅2

2 

𝑖2β2𝑂ƞ
𝐽(𝑖𝜔)

[
2𝐶3

β
[𝐼1(𝑅2β) ·

1

𝑅2
− 𝐼1(𝑅1β) ·

𝑅1

𝑅2
2] +

2𝐶4

β
[𝐾1(𝑅2β) ·

1

𝑅2
− 𝐾1(𝑅1β) ·

𝑅1

𝑅2
2] +

(
𝑅1
2

𝑅2
2 − 1)]                  (3.95) 

Se debe hacer similar a la ecuación de Hagen-Poiseuille por lo que se multiplicará por 
𝑅2
2

𝑅2
2 =

1, por 
8

8
= 1 y por ultimo se multiplicará por 

ƞ0

ƞ0
= 1. Una vez aplicado las respectivas 

operaciones resultará como:  

𝑄 =
𝜋𝑅2

4

8ƞ0
{

16ƞ0𝐶3

𝑅2
2𝑖2β2𝑂ƞ

𝐽(𝑖𝜔)
[
𝐼1(𝑅2β)·

1

𝑅2
−𝐼1(𝑅1β)·

𝑅1

𝑅2
2

β
] + 𝐶4 [

𝐾1(𝑅2β)·
1

𝑅2
−𝐾1(𝑅1β)·

𝑅1

𝑅2
2

β
] +

8ƞ0𝐶3

𝑅2
2𝑖2β2𝑂ƞ

𝐽(𝑖𝜔)
(
𝑅1
2

𝑅2
2 −

1)} (−∇zp(𝜔))                (3.96) 

Haciendo un cambio de variable como 𝑇𝐶(𝜔) respecto a las definiciones de los términos 

dentro del corchete las definimos. 

𝑇𝐶(𝜔) =
16ƞ0𝐶3

𝑅2
2𝑖2β2𝑂ƞ

𝐽(𝑖𝜔)
{𝐶3 [

𝐼1(𝑅2β)·
1

𝑅2
−𝐼1(𝑅1β)·

𝑅1

𝑅2
2

β
] + 𝐶4 [

𝐾1(𝑅2β)·
1

𝑅2
−𝐾1(𝑅1β)·

𝑅1

𝑅2
2

β
] +

1

2
(
𝑅1
2

𝑅2
2 − 1)} 

  

Tċ(𝜔) = 𝑇𝐶(𝜔)ƞ0 =
8i2

(β̇)2𝑂ƞ
𝐽∗(𝑖𝜔)

{2𝐶3 [
𝐼1(β̇)−𝐼1(𝑅 β̇)·β̇

β̇
] + 2𝐶4 [

𝐾1(β̇)·
1

𝑅2
−𝐾1(𝑅β̇)·β̇

β̇
] +

1

2
(R2 −

1)}                   (3.97) 

Finalmente, la ecuación para el flujo volumétrico queda de la de la siguiente manera.  

𝑄 =
𝜋𝑅2

4

8ƞ0
𝑇𝐶(𝜔)(−∇zp(𝜔))                (3.98) 
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Donde 𝑇𝐶(𝜔) es la función de transferencia del fluido viscoelástico que fluye por la corona 

circular, y toda la demás expresión es la ecuación de Hagen-Poiseuille para un fluido 

newtoniano (Bird et al. 2002; Macosko 1994; Herrera Valencia et al 2022).  
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CAPÍTULO IV. VARIABLES, GRUPOS Y ECUACIONES ADIMENSIONALES 

 

 

 

 

𝑫𝒆 =
𝒕𝒎𝒂𝒕𝒆𝒓𝒊𝒂𝒍

𝒕𝒐𝒃𝒔𝒆𝒓𝒗𝒂𝒄𝒊ó𝒏
 
𝝀𝒎𝒂𝒕𝒆𝒓𝒊𝒂𝒍

𝝀𝒐𝒃𝒔𝒆𝒓𝒗𝒂𝒄𝒊ó𝒏
{

𝑫𝒆 ≫ 𝟏 𝑺ó𝒍𝒊𝒅𝒐
𝑫𝒆 = 𝑽𝒊𝒔𝒄𝒐𝒆𝒍á𝒔𝒕𝒊𝒄𝒐
𝑫𝒆 → 𝟎 𝑳í𝒒𝒖𝒊𝒅𝒐
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En este capítulo se harán adimensionales las ecuaciones dinámicas del sistema con el 

fin de introducir grupos adimensionales que describan la física del sistema. En el punto 

número uno se propondrán las variables adimensionales características con las cuales serán 

punto de partida para las simulaciones correspondientes, las variables escaladas serán la 

función de transferencia, la frecuencia, el operador viscosidad y el parámetro beta.  

En este punto, el sistema de Jeffrey contiene dos grupos adimensionales característicos 

asociados a la viscoelasticidad del material y a los mecanismos del solvente.  

A) Variables adimensionales 

Este tipo de variables se refiere a la función de transferencia compleja, frecuencia, parámetro 

beta, operador viscosidad o fluidez. 

Entre las variables adimensionales se encuentra: 

I) Viscosidad 

II) Longitud característica radial (r=a) 

III) Tiempo característico newtoniano 

IV) Tiempo característico viscoelástico  

B) Grupos adimensionales 

Los grupos adimensionales que se obtendrán serán los siguientes: 

I) Número de Deborah De. Relaciona los mecanismos viscoelásticos del material 

con la inercia del fluido (Bird et al. 2002; Macosko 1994; Herrera Valencia et 

al. 2022). 

II) Cociente de tiempos característicos asociados al retardo y al tiempo de relajación 

de maxwell. Está asociado a los mecanismos del solvente y del polímero 

respectivamente (Bird et al. 2002; Macosko 1994; Herrera Valencia et al. 

2022). 

C) Ecuaciones adimensionales  

En estas ecuaciones encontramos la serie de funciones adimensionales, en donde se 

emplearán como punto de partida de los métodos numéricos (Bird et al. 2002; Macosko 

1994; Herrera Valencia et al. 2022). Donde las ecuaciones adimensionales que resulten 

serán elemento de partida para el desarrollo de los métodos numéricos de: 

I) Funciones de transferencia compleja y el parámetro beta  
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Esfuerzo: σ[=]𝑃𝑎        

Rapidez de deformación: �̇� =  
𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑟
[=]

1

𝑠

̇
        

Tiempo de relajación de Maxwell: 𝜆0[=] 𝑠  

Tiempo de Jeffreys: 𝜆𝐽[=] 𝑠  

Viscosidad del solvente: ƞ𝑠[=]𝑃𝑎 · 𝑠 

Viscosidad del polímero: ƞ𝑝[=]𝑃𝑎 · 𝑠  

Viscosidad Total: ƞ0[=]𝑃𝑎 · 𝑠  

Frecuencia: 𝜔 =
𝑟𝑎𝑑

𝑠
  →  𝑅𝑎𝑑 𝑎𝑑𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙  

Tiempo de relación de Jeffreys: 𝜆𝐽 = (
ƞ𝑠

ƞ𝑠+ƞ𝑃
)𝜆0   

o bien 𝜆𝐽 = (
ƞ𝑠

ƞ0
)𝜆0  

∗ 𝑛𝑜𝑡𝑎: 𝜆𝐽 ≪ 𝜆0 

 

4.1 Variables adimensionales  

 Como parte de este inciso se presentarán las variables dimensionales que permitirán 

simplificar el proceso y así poder introducir grupos adimensionales dentro del sistema (Bird 

et al. 1987; Herrera Valencia et al. 2022). 

1. Operador viscosidad de Jeffreys adimensional 

𝑂𝜂
𝐽̇ =

𝑂ƞ
𝐽

ƞ0
                (4.1) 

2. La frecuencia se hará adimensional con un tiempo  

          �̇� = 𝜆0 ·  𝜔                  (4.2) 
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3. Operador viscosidad adimensional de Jeffreys en el espacio de las frecuencias 

�̇�ƞ
𝐽 =

1+
𝜆𝐽

𝜆0
 (𝑖𝜔)̇

1+ (𝑖𝜔)̇
               (4.3) 

4.2 Grupos adimensionales  

 Resulta de combinar ciertas variables características en las ecuaciones 

fundamentales.  

1. Número de Deborah. Relaciona las propiedades viscoelásticas del material, el cual 

se define de la siguiente manera (Bird et al. 2002; Macosko 1994):  

𝐷𝑒 =
√
𝑎2𝜌

𝐺0

𝜆0
     (4.4) 

2. Número de Jeffreys. Este segundo número adimensional relaciona un cociente de 

tiempos característicos del material, de forma física dichos tiempos se encuentran 

asociados a los mecanismos de retardo (solvente) y viscoelásticos del sistema. Este 

número adimensional se expresa de la siguiente manera (Bird et al. 1987; Herrera 

Valencia et al. 2022):  

�̇�𝐽 =
𝜆𝐽

𝜆0
            (4.5) 

4.3 Ecuaciones adimensionales  

4.3.1 Ecuaciones adimensionales capilar 

1. Funciones de transferencia adimensional.    

La función de transferencia compleja será escalada con una fluidez característica la cual será 

la fluidez a baja rapidez de deformación (Bird et al. 2002; Herrera Valencia et al. 2022). 

�̇�(𝜔) = �̇�
𝐽(𝑖𝜔)̇

8𝑖2

(�̇�)
2 [1 − 2

𝐼1 
(�̇�)

�̇�

𝐼0(�̇�)
]          (4.6) 
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2. Parámetro Beta. 

El parámetro beta será escalado con una longitud característica. Esta longitud característica 

será el radio del capilar (Bird et al. 2002; Herrera Valencia et al. 2022; Macosko 1994). 

�̇� = 𝑖
3

2√
𝐷𝑒2�̇�

𝑂ƞ
�̇�(𝑖�̇�)

       (4.7) 

3. Función fluidez  

Será escalado con una fluidez característica del sistema, dicha fluidez será la función de 

Jeffrey (Bird et al. 1987; Herrera Valencia et al. 2022).  

�̇�
𝐽 =

1+ (𝑖𝜔)̇

1+ 
𝜆�̇�

𝜆0
(𝑖𝜔)
̇                  (4.8) 

4.3.2 Variables adimensionales de corona circular 

1. Funciones de transferencia adimensional  

Ṫ𝐶(𝜔) = �̇�
𝐽 8𝑖2

β̇2(𝑖𝜔)
{2𝐶3 [

𝐼1(β̇)−𝐼1(𝑅1β̇)·β̇

β̇
] + 2𝐶4 [

𝐾1(β̇)·
1

𝑅2
−𝐾1(𝑅β̇)·β̇

β̇
] +

1

2
(𝑅2 − 1)}         (4.9) 

2. Parámetro beta  

β̇ = 𝑖
3

2√𝐷𝑒2ω̇�̇�


𝐽(𝑖𝜔)̇              (4.10) 

3. Función fluidez 

�̇�
𝐽 =

1+ (𝑖𝜔)̇

1+ 
𝜆�̇�

𝜆0
(𝑖𝜔)
̇          (4.11) 
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CAPÍTULO V. SIMULACIONES Y ANÁLISIS DE RESULTADOS 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ejecución de simulación en Mathematica versión 13.0 de fluido viscoelástico de una 

geometría cilíndrica 
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5.1 Modelo newtoniano de un capilar. 

 

Figura 5.1. Ilustra la parte real, imaginaria y norma de la función de transferencia (FTC) 

vs frecuencia (ω) para una geometría de capilar. 

 

En la Fig.5.1, se ilustra el comportamiento de un fluido newtoniano de una geometría de tipo 

capilar en relación con la función de transferencia compleja vs frecuencia. Se observa un 

comportamiento asintótico a frecuencias bajas de la norma y de parte real de la función de 

transferencia compleja. A una frecuencia critica, se observa un comportamiento monótono 

creciente a frecuencias moderadas, mientras que, a frecuencias altas el sistema tiende a un 

comportamiento asintótico a cero. Esto quiere decir que la respuesta que tiene el sistema con 

la frecuencia es muy pequeña mientras que a frecuencias bajas y moderadas el sistema 

presenta un comportamiento no constante. En la parte imaginaria se observa el clásico 

comportamiento resonante o de campana de gauss asociada a la disipación. es claro que el 

efecto elástico es el que nos presenta la parte resonante.  
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5.2 Modelo viscoelástico de un capilar. 

5.2.1 Con efecto de la viscoelasticidad 

Variando Deborah parte real 

 

Figura 5.2. Ilustra la parte real de la función de transferencia compleja vs frecuencia (ω) 

para diferentes valores del número adimensional de Deborah (De) para una geometría 

capilar. En esta simulación en particular, se empleó un valor para el número adimensional 

de Jeffreys mantiene un valor de λJ= 0.1  

 

En la Fig. 5.2, se representa la función de transferencia compleja la cual, describe la relación 

o el cociente entre el flujo volumétrico y el gradiente de presión pulsátil. A frecuencias bajas 

la relación entre el flujo volumétrico y el gradiente de presión es constante e independiente 

de la frecuencia. Esto quiere decir que la relación entre el flujo volumétrico y el gradiente de 

presión es una función lineal de la frecuencia. A un esfuerzo crítico, la función de 

transferencia compleja (FTC) presenta un comportamiento monótono creciente hasta un 

valor critico en donde exhibe un máximo a una frecuencia resonante característica.  

Es importante notar, que el máximo está determinado por una serie de mecanismos acoplados 

a las fuerzas inerciales, viscoelásticas y del solvente. A una frecuencia mayor a la resonante, 

el sistema presenta un comportamiento monótono decreciente y que asintóticamente tiende a 

cero.  
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Es importante resaltar, que el efecto del Deborah es decrecer las curvas resonantes y por lo 

tanto se infiere que un mecanismo más viscoelástico tiene un efecto negativo en el contexto 

de la función de transferencia compleja. Esto quiere decir que para obtener la máxima 

respuesta el fluido debe de ser viscoelástico sin embargo la elasticidad no contribuye al 

aumento de la resonancia en el sistema.  

 

Variando Deborah parte imaginaria. 

Modelo simple para la permeabilidad dinámica de fluidos viscoelásticos 

 

Figura 5.3. Ilustra la parte imaginaria de la función de transferencia compleja vs frecuencia 

(ω) para diferentes valores del número adimensional de Deborah (De) para una geometría 

capilar. En esta simulación en particular, se empleó un valor para el número adimensional 

de Jeffreys mantiene un valor de λJ= 0.1  

 

A frecuencias bajas el comportamiento es constante cercana a cero. A una frecuencia en 

particular el sistema muestra un comportamiento monótono decreciente hasta un valor 

mínimo anti-resonante. En este valor mínimo el sistema se basa en un acoplamiento entre las 

propiedades inerciales y viscoelásticas del sistema. Nótese, que para una frecuencia mayor a 

la anti-resonante el sistema muestra una transición tipo diente de sierra hasta un valor 

máximo resonante. Este tipo de transiciones son muy comunes en los sistemas eléctricos y 
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transformaciones de fase de primer orden. Es importante resaltar que el máximo se debe a un 

acoplamiento muy fuerte entre las propiedades inerciales viscoelásticas del solvente. A una 

frecuencia critica mayor a la resonante el sistema muestra un comportamiento monótono 

decreciente, el cual se aproxima a un valor asintótico que tiende a cero. El efecto del Deborah 

es amplificar o disminuir la anti-resonancia y resonancia en el sistema de estudio y se exhibe 

en la Fig. 5.3 una traslación por efecto de los mecanismos asociados al solvente. Un hecho 

importante de estas curvas es que la anchura el máximo y el mínimo de las curvas resonantes 

y anti-resonantes están controladas por las propiedades materiales a través de los numero 

adimensionales. 

 

Variando Deborah norma. 

Modelo simple para la permeabilidad dinámica de fluidos viscoelásticos 

 

 

Figura 5.4. Ilustra la norma de la función de transferencia compleja vs frecuencia (ω) para 

diferentes valores del número adimensional de Deborah (De) para una geometría capilar. 

En esta simulación en particular, se empleó un valor para el número adimensional de 

Jeffreys mantiene un valor de λJ= 0.1 
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En la Fig. 5.4 se ilustra la norma de la función de transferencia compleja vs frecuencia en 

función de la viscoelasticidad a través del número adimensional de Deborah. A bajas 

frecuencias, la relación entre el flujo volumétrico y el gradiente de presión resulta constante, 

esto quiere decir que, es independiente de la frecuencia.   

A una frecuencia crítica la función de transferencia presenta un comportamiento monótono 

creciente hasta un valor crítico en donde la resonancia es máxima. A frecuencias mayores 

que la crítica, el sistema decrece monótonamente asintóticamente hasta un valor cercano a 

cero. Es importante comentar que el valor del Deborah controla la localización del máximo 

en las curvas resonantes, es decir, que a valores pequeños del número de Deborah los 

mecanismos viscoelásticos dominan sobre los mecanismos inerciales y se presenta la mayor 

respuesta dinámica del sistema. Por el contrario, cuando el tiempo de relajación de maxwell 

decrece el sistema es dominado por las fuerzas inerciales y el valor de la resonancia decrece 

y este se desfasa a menores valores en la frecuencia. En conclusión, el Deborah controla la 

localización del máximo en las curvas resonantes y está determinado por un acoplamiento 

físico entre la inercia, propiedades geométricas, elasticidad de bulto del fluido y los 

mecanismos de relajación de Maxwell. 
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5.2.2 Con efecto del solvente 𝝀𝑱 

Variando 𝝀𝑱 parte real. 

Modelo simple para la permeabilidad dinámica de fluidos viscoelásticos 

 

 

Figura 5.5. Ilustra la parte real de la función de transferencia compleja vs frecuencia (ω) 

para diferentes valores del número adimensional de Jeffreys (λJ) para una geometría capilar. 

En esta simulación en particular, se empleó un valor para el número adimensional de 

Deborah de De= 1.0   

 

En la Fig. 5.5 se observa que a bajas frecuencias el comportamiento de la función de 

transferencia es constante, es decir, que la relación que la relación entre el flujo volumétrico 

y el gradiente de presión no cambia con la frecuencia. A una frecuencia crítica el sistema, 

muestra un comportamiento monótono creciente hasta un valor máximo de finido a una 

frecuencia resonante. Este valor máximo está asociado a un acoplamiento entre los 

mecanismos inerciales viscoelásticos y del solvente. Nótese que para valores mayores a la 

frecuencia resonante el sistema muestra un comportamiento monótono decreciente, y que 

para valores característicos el sistema despliega un tren secundario de picos. A una frecuencia 

critica, el sistema tiende asintóticamente a valores que se aproximan asintóticamente a cero. 

Es importante resaltar que siempre hay flujo en el sistema y que el comportamiento de la 

0

1

2

3

4

5

6

0.01 0.1 1 10 100 1000

R
e 

 {
F

T
C

}
[-

] 

 [-]

Modelo viscoelástico de Jeffreys de un capilar: Solvente ( J )

De: 1.0;  J: 0.05

De: 1.0;  J: 0.01

De: 1.0;  J: 0.1

a

Solvente

(𝝀𝑱)

Viscoelasticidad

(De=1.0)



62 

 

frecuencia está relacionado con la respuesta del gradiente de presión y el flujo volumétrico. 

Otro hecho importante es que el valor de J modifica el máximo resonante es decir que entre 

más valor tenga J produce un efecto negativo en el contexto de la resonancia en el sistema. 

Físicamente, al incrementar el solvente se compite con la contribución viscoelástica del 

polímero por lo que decrece la curva resonante  

 

Variando 𝝀𝑱 parte imaginaria. 

 

 

 

Figura 5.6. Ilustra la parte imaginaria de la función de transferencia compleja (FTC) vs 

frecuencia (ω) para diferentes valores del número adimensional Jeffreys (λJ) para una 

geometría capilar. En esta simulación en particular, se empleó un valor para el número 

adimensional de Deborah de De= 1.0   

 

La Fig. 5.6 es muy parecida la Fig. 5.3 en la descripción matemática y física. A frecuencias 

bajas el comportamiento es constante cercana a cero. A una frecuencia en particular, el 

sistema muestra un comportamiento monótono decreciente hasta un valor mínimo anti-

resonante. En este valor mínimo, la parte imaginaria de la FTC se basa en un acoplamiento 

entre las propiedades inerciales, viscoelásticas y del solvente. Nótese, que para una 
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frecuencia mayor a la anti-resonante este, exhibe una transición tipo diente de sierra hasta un 

valor máximo resonante. Este tipo de transiciones son muy comunes en los sistemas 

eléctricos y transformaciones de fase de primer orden en termodinámica (ref). Es importante 

resaltar, que el máximo está asociado a una competencia entre los mecanismos que describen 

la física del sistema (inerciales, viscoelásticos y solventes). A una segunda frecuencia critica 

mayor a la resonante, el dispositivo despliega un comportamiento monótono decreciente, el 

cual se aproxima a un valor asintótico que tiende a cero. El efecto del número J el cual 

describe la competencia entre los mecanismos asociados al solvente y al polímero es el de 

disminuir los mecanismos resonantes y anti-resonantes en la Fig. 5.6. 

 

Variando 𝝀𝑱 norma. 

 

 

Figura 5.7. Ilustra la norma de la función de transferencia compleja (FTC) vs frecuencia 

(ω) para diferentes valores del número adimensional del solvente (λJ) para una geometría 

capilar. En esta simulación en particular, se empleó un valor para el número adimensional 

de Deborah de De= 1.0   
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La Fig. 5.7 ilustra la norma de la función de transferencia vs frecuencia para diferentes 

valores del número adimensional 𝜆𝐽 asociado al solvente en el sistema. Básicamente, el 

comportamiento es similar al de las otras simulaciones, es decir, a bajas frecuencias es 

constante, a moderadas es monótono creciente hasta un valor máximo, y para un valor de 

frecuencia critica mayor al resonante, se observa un comportamiento monótono decreciente 

seguido de un tren de resonancias secundarias que colapsan en un comportamiento asintótico 

a cero. Físicamente, la descripción del sistema es parecida a las demás simulaciones, es decir, 

el máximo está determinado por un acoplamiento de todos los fenómenos que intervienen en 

este sistema como son: (i) viscosos, (ii) viscoelásticos, (iii) del solvente, (iv) inerciales y (v) 

dispersivos asociados a la diferencia entre las velocidades de fase y de grupo.  

Nótese, que el efecto del número adimensional  𝜆𝐽 asociada a la competencia entre los 

mecanismos del solvente y viscoelásticos controla el valor del máximo resonante en la 

función de transferencia compleja. Un valor de 𝜆𝐽=0 se reduce al comportamiento del modelo 

viscoelástico de Maxwell mientras que un valor de 𝜆𝐽=0.5 representa la mayor contribución 

de los mecanismos asociados al solvente y esto tiene que ver, con que las dos viscosidades 

del solvente y la del polímero son iguales. 
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5.3 Modelo viscoelástico de una corona circular. 

5.3.1 Con efecto de la viscoelasticidad.  

Variando Deborah parte real. 

 

 

Figura 5.8.  Ilustra la parte real de la función de transferencia compleja (FTC) vs frecuencia 

(ω) para diferentes valores del número adimensional de Deborah (De) para una corona 

circular. En esta simulación en particular, se emplearon valores para el número 

adimensional de Jeffreys λJ.=0.1 y un radio de R=0.05. 

 

La Fig. 5.8.  se ilustra la parte real de la función de transferencia compleja vs la frecuencia 

en función del número adimensional de Deborah asociado a la parte viscoelástica para una 

geometría tipo corona circular. Nótese que cuando el número de Deborah es muy pequeño, 

es decir, De=0.1 el sistema se comporta de una manera o se aproxima al comportamiento 

newtoniano y solamente se observa un máximo local seguido de una curva de relajación. Es 

importante resaltar que el mínimo local es un efecto de las propiedades viscoelásticas del 

material y que en el caso de una viscosidad constante sin elasticidad el sistema muestra un 

comportamiento de relajación.  
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Variando Deborah parte imaginaria. 

 

 

 

Figura 5.9. Ilustra la parte imaginaria de la función de transferencia compleja (FTC) vs 

frecuencia (ω) para diferentes valores del número adimensional de Deborah (De) para una 

corona circular. En esta simulación en particular, se emplearon valores para el número 

adimensional de Jeffreys λJ.=0.1 y un radio de R=0.05. 

 

En la Fig. 5.9 se ilustra la función de transferencia vs frecuencia para diferentes valores del 

número de Deborah y un tiempo de retardo adimensional de 0.1 y una relación geométrica 

de 0.1. En todos los casos, se observa el clásico comportamiento resonante asociado a la parte 

imaginaria que es característico en los procesos disipativos. Es importante resaltar que 

cuando el Deborah es muy pequeño (De=0.1) el sistema se comporta más como la clásica 

respuesta newtoniana. La curva resonante se desplaza a mayores frecuencias y el mínimo 

resonante decrece considerablemente. Es importante resaltar, el efecto de los mecanismos 

viscoelásticos incrementa la resonancia y el máximo se obtiene a menores valores en la 

frecuencia. Es importante resaltar que el máximo valor de la resonancia se obtiene en 

Deborah igual a uno es decir que el sistema se comporta de una manera viscoelástica. El 

segundo punto importante es que al aumentar la elasticidad el material decrece su resonancia 
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y que para valores menores a uno en el Deborah se obtiene también una disminución en las 

curvas resonantes. 

 

Variando Deborah norma. 

 

Figura 5.10. Ilustra la norma de la función de transferencia compleja (FTC) vs frecuencia 

(ω) para diferentes valores del número adimensional de Deborah (De) para una corona 

circular. En esta simulación en particular, se emplearon valores para el número 

adimensional de Jeffreys λJ.=0.1 y un radio de R=0.05. 

 

En la Fig. 5.10 se grafica la norma de la función de transferencia compleja vs frecuencia en 

función del número adimensional de Deborah el cual relaciona las propiedades viscoelásticas 

del material. Como se muestra en la simulación, para todos los valores del número de 

Deborah, la función de transferencia muestra un comportamiento monótono decreciente en 

toda la ventana de observación y este comportamiento se hace más pronunciado cuando el 

número de Deborah decrece, es decir cuando los efectos inerciales son menos significativos 

que los mecanismos viscoelásticos. Es claro, que en esta simulación no se observa ningún 

comportamiento resonante y que el efecto dominante es el asociado a los mecanismos de 

relajación. Por último, el valor de R utilizado en las simulaciones es el de R=0.05, un tiempo 

de retardo adimensional de 0.1 y el Deborah varió de 0.1 a 1.5. 
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5.3.2 Con efecto del solvente 

Variando el solvente 𝝀𝑱 parte real. 

 

 

Figura 5.11. Ilustra la parte real de la función de transferencia compleja (FTC) vs 

frecuencia (ω) para diferentes valores del número adimensional de Jeffreys (λJ) para una 

corona circular. En esta simulación en particular, se emplearon valores para el número 

adimensional de Deborah De=1.0 y un radio de R=0.0. 

 

En esta simulación, se observa que a bajas frecuencias el comportamiento es independiente 

de la frecuencia (constante). En particular, a una frecuencia característica, se observa un 

comportamiento monótono creciente hasta un valor máximo resonante. La física antes 

discutida en las figuras previas se mantiene en esta simulación, es decir, el máximo está 

determinado por un acoplamiento entre todos los mecanismos: (i) viscosos, (ii)inerciales, (iii) 

viscoelásticos o de relajación de Maxwell, (iv) dispersivos y finalmente (v) del solvente. Es 

importante resaltar que en el máximo se encuentra la mayor energía asociada a la resonancia 

por lo que, el sistema tiende a tener la máxima respuesta en esta frecuencia especifica 

asociada a las propiedades materiales. Por una parte, y en concordancia con las demás 

simulaciones existe una transición de mayor a menor resonancia inducida por la frecuencia. 
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presenta la mínima energía asociada, a un posible cambio en el gradiente de presión que 

induce un perfil de velocidades negativo y posiblemente este, se relacione con el mínimo 

valor de la función de transferencia. Por último, a frecuencias altas el comportamiento es 

nuevamente independiente de la frecuencia y por lo tanto constante. 

 

Variando el solvente 𝝀𝑱 parte imaginaria. 

 

 

 

Figura 5.12.  Ilustra la parte imaginaria de la función de transferencia compleja (FTC) vs 

frecuencia (ω) para diferentes valores del número adimensional de Jeffreys (λJ) para una 

corona circular. En esta simulación en particular, se emplearon valores para el número 

adimensional de Deborah De=1.0 y un radio de R=0.0   

 

La Fig. 5.12 Representa la parte imaginaria de la FTC vs frecuencia en función del número 

de Jeffreys asociado al solvente para una geometría tipo corona circular. Se observa, que a 

bajas frecuencias el comportamiento de la parte imaginaria de la función de transferencia 

compleja es independiente de la frecuencia. En particular, a una frecuencia especifica, se 

observa un comportamiento monótono creciente hasta un valor máximo a una frecuencia 

resonante. Este valor del máximo resonante es un acoplamiento entre todos los mecanismos 
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descritos en esta investigación, es decir, solvente, viscosos, viscoelásticos, inerciales y 

dispersivos. Por otra parte, se observa que existe una transición de mayor a menor resonancia 

inducida por la frecuencia. Cuando el solvente es bajo se presentan frecuencias específicas 

dando a notar un cambio que va acompañado de un tren de frecuencias secundarias seguido 

de un comportamiento asintótico que se desvanece a frecuencias altas. Nótese, que a 

frecuencias especificas se observa un comportamiento tipo dientes de sierra el cual estás 

relacionado con discontinuidades en la parte imaginaria de la función de transferencia 

compleja.  

 

Variando el solvente 𝝀𝑱 norma. 

 

Figura 5.13. Ilustra la norma de la función de transferencia compleja (FTC) vs frecuencia 

(ω) para diferentes valores del número adimensional de Jeffreys (λJ) para una corona 

circular. En esta simulación en particular, se emplearon valores para el número 

adimensional de Deborah De=1.0 y un radio de R=0.0   

 

En la Fig. 5.13 se ilustra la norma de la función de transferencia vs frecuencias en función 

del número adimensional de Jeffrey 𝜆𝐽 el cual, es una medida de los mecanismos del solvente 

en el sistema. A frecuencias bajas la función de transferencia no depende de la frecuencia 

angular y a un valor específico de esta, las simulaciones muestran un comportamiento 
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monótono decreciente. Es importante resaltar, que a un asegunda frecuencia característica el 

sistema tiende asintóticamente a valores cercanos a cero. Nótese que en el máximo valor del 

número de Jeffreys de 𝜆𝐽=0.5 el sistema relaja con diferentes cambios de pendiente los cuales, 

están asociados a una competencia entre los mecanismo inerciales, elásticos de bulto, 

viscoelásticos de relajación de Maxwell, dispersivos y finalmente del solvente. Un 

comentario importante, es que en todas las simulaciones se ha demostrado que el efecto del 

solvente es negativo en el contexto de la máxima respuesta dinámica del sistema.     

 

5.3.3 Con efecto de la geometría  

Variando el radio parte real.  

 

En la figura 5.14. Ilustra la parte real de la función de transferencia compleja (FTC) vs 

frecuencia (ω) para diferentes valores de radio (R) de para una corona circular. En esta 

simulación en particular, se emplearon valeres para el número adimensional de Deborah 

De=1.0 y un Jeffreys λJ=1.0   

 

A frecuencias bajas, la respuesta de la FTC es constante e independiente de la frecuencia 

(Wc1). A una frecuencia critica el sistema experimenta un comportamiento monótono 

creciente hasta un valor máximo resonante (wM). A una frecuencia critica mayor a la 

máxima, la FTC despliega un comportamiento monótono decreciente hasta un valor anti 
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resonante mínimo. A un segundo valor critico mayor que la resonancia del mínimo, este 

experimenta un comportamiento monótono creciente en donde, a valores de frecuencias 

altos, el comportamiento es constante.  

Físicamente la función de transferencia nos da la relación entre el flujo y el gradiente de 

presión y de acuerdo con el modelo de Jeffreys existe una zona de máximo flujo y otra de 

mínimo flujo. Desde el punto de vista reológico este efecto es una consecuencia de los 

mecanismos del solvente y el polímero.  

Geométricamente, el efecto de la razón entre los radios afecta la curva en desplazarla hacia 

estados de mayor flujo por lo que matemáticamente se considera una traslación de la función 

que representa el sistema de estudio.  

Desde un punto de vista biológico significa que existen zonas en donde el sistema de estudio 

presenta la máxima permeabilidad asociada al flujo y zonas donde existe la mínima 

permeabilidad desde un punto de vista médico esto podría estar asociado con problemas de 

obstrucciones centrales debido a un alto contenido de colesterol que se adhiere a las paredes 

por efecto del calcio.   
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Variando el radio parte imaginaria. 

 

 

Figura 5.15. Ilustra la parte imaginaria de la función de transferencia compleja (FTC) vs 

frecuencia (ω) para diferentes valores de radio (R) de para una corona circular. En esta 

simulación en particular, se emplearon valeres para el número adimensional de Deborah 

De=1.0 y un Jeffreys λJ=1.0   

 

En la Fig. 5.15 se ilustra la parte imaginaria de la función de transferencia compleja vs 

frecuencia para diferentes valores de la razón geométrica R, en el caso de una corona circular. 

Es importante recordar que cuando R tiende a cero, el sistema se aproxima al de un capilar, 

es decir, la oclusión es mínima en el sistema. En contraste, cuando R se aproxima a uno el 

sistema está completamente ocluido. A bajas frecuencias el sistema muestra un 

comportamiento constante independiente de la frecuencia, y para una frecuencia especifica 

el sistema muestra un comportamiento monótono creciente hasta un valor máximo resonante 

en donde existe una competencia entre todos los mecanismos y propiedades intrínsecas del 

sistema. A un valor de frecuencia mayor al resonante, la parte imaginaria de la función de 

transferencia compleja muestra un comportamiento monótono decreciente y que tiende a cero 

asintóticamente. Nótese que existen dos conclusiones importantes de esta simulación: a) un 

sistema más ocluido induce a que la resonancia decrezca y b) un sistema más ocluido alcanza 
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su valor máximo resonante a valores mayores de frecuencia en la frecuencia angular, es decir, 

existe una traslación hacia valores mayor en la frecuencia angular. Es importante comentar 

que a pesar de que un sistema ocluido presenta menores resonancias estas no parecen 

decrecer drásticamente por efecto de la geometría, en este punto, se necesitan datos 

experimentales que corroboren lo encontrado en este trabajo de investigación a nivel de 

licenciatura.    

 

Variando el radio norma.  

 

Figura 5.16. Ilustra la norma de la función de transferencia compleja (FTC) vs frecuencia 

(ω) para diferentes valores de radio (R) de para una corona circular. En esta simulación 

en particular, se emplearon valeres para el número adimensional de Deborah De=1.0 y un 

Jeffreys λJ=1.0   

En la Fig. 5.16, se ilustra la norma de la función de transferencia vs frecuencia en función 

de la geometría a través de la razón de radios R, en una geometría tipo corona circular. Es 

importante recordar que cuando R se acerca a cero, el sistema se aproxima al de un capilar 

de radio R2 y longitud z=L. Por otra parte, cuando R se aproxima a uno, el sistema se 

encuentra completamente ocluido y el espacio anular prácticamente decrece a cero. En las 

simulaciones de la figura 5.15 se tiene un valor de Deborah de 1.0 lo que implica, que 

existe una competencia entre los mecanismos inerciales y viscoelásticos. El valor del 
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número de Jeffreys es de 0.1 lo que implica que la viscosidad del polímero es mucho mayor 

que la viscosidad del solvente. Es importante notar que el efecto geométrico induce en 

todos los casos curvas de relajación y que cuando el área de sección transversal de la 

corona circulas es mayor el sistema relaja a mayores frecuencias, mientras que cuando el 

sistema se encuentra tiene mayor área de sección transversal el sistema relaja a menores 

frecuencias del proceso.   

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



76 

 

5.4 Conclusiones. 

En este trabajo se analizó el flujo pulsátil de un fluido viscoelástico fluyendo en dos 

tipos de geometrías. La primera de ellas es la geometría de un capilar de radio R=a y longitud 

z=L. La segunda geometría es una corona circular de radios R1 y R2 y longitud z=L, la cual 

puede ser visualizada mediante dos cilindros concéntricos. Para describir la transferencia de 

momento y reología del sistema se utilizó el modelo constitutivo de Jeffrey el cual, consiste 

en dos contribuciones asociadas al polímero y al solvente. La configuración mecánica que 

describe estas dos contribuciones es un modelo de Maxwell en paralelo con un fluido 

Newtoniano. El resultado de esta ecuación es un modelo constitutivo que contiene tres 

parámetros materiales llamados: (i) tiempo de relajación de Maxwell, (ii) viscosidad total y 

(iii) tiempo de retardo asociado al solvente.  

Asumiendo estado no estacionario, fluido incompresible, proceso isotérmico, mecanismos 

gravitacionales despreciables, flujo unidireccional y que el sistema es deformado continua y 

reversiblemente con un gradiente de presión transitorio, se obtuvo una ecuación diferencial 

que describe los cambios de la velocidad en función de la posición y el tiempo. Las 

condiciones de frontera utilizadas para resolver la ecuación diferencial parcial son: a) no 

deslizamiento en la pared b) simetría del flujo en el centro del sistema.  

Para resolver la ecuación diferencial parcial no homogénea se utilizó el formalismo de 

Fourier el cual consiste en aplicar la transformada integral de Fourier a las derivadas parciales 

temporales. Al resolver la ecuación diferencial en el espacio de las frecuencias se obtuvo una 

ecuación diferencial de Bessel modificada no homogénea. La solución de esta ecuación 

diferencial Es una combinación lineal de funciones de Bessel de primer y segunda especia 

de orden cero y un término constante que depende de la fuerza motriz asociada al gradiente 

de presión transitorio, del operador fluidez y del inverso del cuadrado del parámetro beta. 

Este parámetro beta en el caso newtoniano es una función compleja de la frecuencia mientras 

que, en el caso de un fluido viscoelástico la física y dinámica lineal de este está determinada 

por el número de Deborah que cuantifica los mecanismos viscoelásticos del fluido de estudio. 

Por otra parte, es muy importante mencionar que el numero beta está relacionado con el 

operador fluidez y por lo tanto de las propiedades materiales, números adimensionales que 

describan la ecuación constitutiva con la que se caracteriza el líquido complejo.  
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En particular, el fluido de estudio es un líquido de Jeffrey el cual contiene dos números 

adimensionales los cuales son: el número de Deborah y el número de retardo asociado a las 

propiedades del solvente.  Aplicando esto a la ecuación dinámica obtenemos el perfil de 

velocidades como función de la coordenada radial R y la frecuencia. La solución queda en 

términos de funciones de Bessel de orden cero y al integrar el perfil de velocidades con 

respecto a la sección de área transversal se obtiene el flujo volumétrico. El flujo volumétrico 

de un fluido viscoelástico se puede expresar como un múltiplo del fluido newtoniano y este 

no es otra cosa que la función de transferencia compleja la cual se puede interpretar como 

una generalización del operador fluidez modificado por los mecanismos inerciales del 

sistema.  

Para analizar las bondades de nuestro sistema se consideraron dos casos pertinentes asociados 

al fluido newtoniano y al fluido viscoelástico de Jeffrey ambos, fueron analizados en dos 

geometrías: capilar y corona circular. Para analizar la respuesta dinámica con la frecuencia 

se estudiaron la parte real e imaginaria de cada sistema en función del número de Deborah y 

del tiempo de retardo o número adimensional de Jeffrey. En el caso del fluido newtoniano se 

analizaron la parte real, imaginaria y la norma (magnitud).  

La programación se hizo en el paquete computacional de Wolfram Mathematica versión 

12.3 licencia UNAM. Este programa se basa en una estructura matemática por objetos 

similar al lenguaje de programación de lenguaje C. Wolfram Language (el lenguaje de 

programación de Mathematica) es un lenguaje de programación multi-paradigma 

desarrollado por Wolfram Research, que sirve como el principal idioma de interfaz para 

Mathematica 1 y Wolfram Programming Cloud. Está diseñado para ser lo más general 

posible, con énfasis en computación simbólica, programación funcional y programación 

basada en reglas.  

Las principales conclusiones la respuesta real e imaginaría en el fluido newtoniano se 

resumen a continuación: a) En la parte real la respuesta de la función de transferencia es una 

curva que está dominada por los mecanismos de relajación y b) La respuesta imaginaria 

despliega la clásica curva resonante asociada a la parte imaginaria de los procesos disipativos. 

Finalmente, la norma está dominada por los mecanismos de relajación en el fluido. Es decir, 

en el fluido newtoniano no existe resonancia debido a que el fluido necesita la parte 

elástica para recuperarse y presentar esa resonancia.  
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Newtoniano  

a) capilar real  

Las conclusiones de la función de transferencia (parte real) para el fluido newtoniano son las 

siguientes: i) a bajas y altas frecuencias muestra dos mesetas en donde la función de 

transferencia es constante, ii) y a moderadas frecuencias la función de transferencia muestra 

un comportamiento en donde los mecanismos que dominan la función de transferencia son 

los procesos de relajación.  

 

b) capilar imaginario  

Las conclusiones de la función de transferencia compleja (parte imaginaria) para el fluido 

newtoniano se puede numerar a continuación: i) el sistema muestra la típica curva resonante 

tipo campana de Gauss y ii) este tipo de respuesta está dominada por los mecanismos 

disipativos  

c) corona circular real  

Las conclusiones más importantes de la función de transferencia compleja (real) para la 

corona circular, se resumen a continuación: i) todas las curvas están dominadas por los 

procesos de relajación, y ii) el efecto geométrico de la oclusión central es la de disminuir la 

respuesta relajante del sistema.  

d) Corona circulas imaginario 

Las conclusiones más importantes de la función de transferencia compleja (parte imaginaria) 

son las que se resumen a continuación: i) el sistema despliega las clásicas curvas tipo diente 

de sierra es decir curvas discontinuas que muestran una parte anti-resonante y otra resonante. 

ii) estos procesos disipan energía, pero la parte negativa de estos sistemas se puede deber a 

un contra flujo asociado al perfil de velocidades.    
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Liquido de Jeffrey  

a) capilar real. 

Viscoelasticidad (número de Deborah) 

Las conclusiones más importantes de la geometría capitular para un líquido de Jeffrey son 

las siguientes: i) en todos los casos se despliegan curvas resonantes que son modificadas a 

través de la viscoelasticidad del material y a el número de Deborah. Cuando el tiempo 

viscoelástico es mucho mayor que el tiempo inercial el sistema muestra una curva resonante 

bien definida y al aumentar esta, la curva se desfasa hacia mayores valores de frecuencia. Es 

decir, el sistema al ser más viscoelástico necesita mayor frecuencia para alcanzar la máxima 

disipación.  

Solvente (número de Jeffrey)  

Es importante resaltar que la contribución de los mecanismos del solvente compite con la 

parte viscoelástica del polímero por lo que, se obtiene una resonancia menor debido a que el 

sistema está más diluido. Es un hecho, que en términos de los mecanismos resonantes el 

efecto del solvente tiene una contribución negativa para la máxima vibración del sistema.  

 

b) capilar imaginario. 

En la geometría capilar el sistema muestra curva resonantes y anti-resonantes asociadas a la 

parte imaginaria del sistema de estudio. Estas curvas se conocen como curvas dientes de 

sierra y son representativas de discontinuidades en los sistemas resonantes. Un hecho 

importante de estas simulaciones es que al aumentar la viscoelasticidad de la materia se 

observa un aumento en los mínimos y en los máximos de la curva no monotónica. Esto 

implica que el máximo, la anchura y la frecuencia en la cual los sistemas alcanzan la 

resonancia anti-resonancia es una combinación de mecanismos inerciales por la densidad, la 

longitud característica radial, los mecanismos reológicos a través de la viscosidad, elasticidad 

y mecanismos de retardo a través de la contribución del solvente. Nótese, que el máximo 

resonante asociado a la parte real es aproximadamente el doble de la contribución imaginaria.  
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c) corona circular real  

En esta geometría, se observa que a frecuencias bajas la FTC es constante e independiente 

de la frecuencia. A una frecuencia crítica, se observa un comportamiento monótono creciente 

hasta un valor máximo resonante, seguido de una transición de estados de mayor a menor 

resonancia. Estos, están determinado con un acoplamiento entre los mecanismos: i) 

inerciales, ii) viscoelásticos, iii) y del solvente. Es importante resaltar, que, a partir de una 

frecuencia mayor a la resonante, el sistema despliega un comportamiento monótono 

decreciente seguido, de un tren de resonancias secundarias. Por otra parte, a una segunda 

frecuencia crítica el sistema despliega un comportamiento constante en donde la función de 

transferencia compleja es independiente de la frecuencia asociada al tiempo de proceso. Este 

comportamiento se repite en general en todas las simulaciones y el cambio de estos 

parámetros se deben principalmente a los números de Deborah y Jeffrey.   Podemos inducir 

que la función de transferencia relaciona el gradiente de presión y el flujo volumétrico y su 

comportamiento está determinado mediante la inercia y las propiedades reológicas asociadas 

a la ecuación constitutiva con la cual se caracterice la transferencia de momento y reología 

del sistema de estudio. En particular, este trabajo versa en el modelo constitutivo de Jeffrey 

el cual, tiene una configuración mecánica en paralelo, es decir, la viscoelasticidad del 

polímero es independiente de las contribuciones newtonianas del solvente. Todos estos 

efectos muestran que el modelo de Jeffrey posee la física necesaria para describir estos 

sistemas en donde el esfuerzo total es la contribución de los sistemas independientes 

asociados a las dinámicas del líquido polimérico y del solvente.   

 

d) corona circular imaginaria 

La parte imaginaría de la FTC de la corona circular presenta matemáticamente un 

comportamiento resonante y difiere de la parte real en el comportamiento anti-resonante. Por 

otra parte, este tipo de comportamientos son clásicos de los sistemas disipativos, es decir, 

aquellos sistemas en los cuales la transformación de la energía es irreversible (fricción entre 

fluidos, calentamiento eléctrico, etc).  Sin embargo, estas curvas resonantes están controladas 

por los mecanismos viscoelásticos y del solvente asociados a los procesos irreversibles. Es 

importante notar, que en la respuesta imaginaria no se observan cascadas resonantes y el 
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efecto de la geometría a través del factor R, induce una disminución en la resonancia de estos 

sistemas no newtonianos. Este tipo de comportamiento puede ser un primer acercamiento 

para modelar sistemas biológicos en donde se presentan obstrucciones debido a alguna 

patología o algún trastorno alimenticio que en los tiempos actuales son considerados una 

pandemia a nivel mundial es decir obesidad, hiperglucemia, hipoglucemia, 

hipercolesterolemia, cirrosis hepática y cáncer. 
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Figura 5.17. Resumen gráfico del trabajo desarrollado  de esta tesis de licenciatura. 
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De manera general observamos que la función de transferencia compleja en ambos sistemas 

depende de las propiedades geométricas del medio a través de la función de radiografía. 

En general para los dos sistemas los mecanismos resonantes son funciones de:  

a) Inercia, viscosidad, elasticidad, solvente y fuerzas dispersivas inducidas por el vector de 

onda beta. 

Respecto al operador fluidez beta, lo que nos permite generalizar este trabajo para cualquier 

fluido viscoelástico lineal incluyendo el modelo multimodal de Maxwell. 

La relación al modelo de estudio el cual es el mecanismo viscoelástico de Jeffreys tiene como 

característica  que contiene dentro de su expresión dos puntos adimensionales los cuales son: 

el Deborah (De) y el numero adimensional de Jeffrey 𝜆𝐽. 

Tenemos la geometría la cual es representada mediante una función de transferencia 

compleja la cual tiene una entrada y una salida y el fluido que mueve esa relación, está 

representado mediante el sistema mecánico de Jeffreys conformado de un solvente y un 

polímero, el cual es la mejor aproximación a la realidad, que hablando específicamente de la 

sangre el solvente está representado por el plasma y el polímero se encuentra mediante el 

hematocrito. Además de lo descrito anteriormente se considera el mecanismo de dispersión, 

el cual compromete a las oscilaciones, mismas que se deben a diferentes velocidades entre 

las funciones de Bessel, esto quiere decir que una onda se propaga y envuelve a las demás 

ondas, ya que se analiza el flujo transitorio en el espacio de Fourier se comprometen los 

mecanismos inerciales y del solvente (𝜆𝐽), viscoelástico (𝜆0) o bien tiempo de relajación de 

Maxwell y la inercia a través del producto de la densidad por 𝑖𝜔 esto se analiza en el número 

adimensional de Deborah, el cual relaciona tiempo inercial/ y el tiempo viscoelástico. 

La resonancia tiene que ver con un efecto entre los mecanismos viscoelásticos inerciales y 

del solvente y además con una propagación de las ondas (Vp y Vg)  
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5.5 Trabajo futuro.  

 

Una continuación natural de este trabajo es entender este tipo de sistemas al régimen 

de viscoelasticidad no lineal por medio de diferentes ecuaciones constitutivas, que contengan 

información adicional de los mecanismos elásticos y comportamientos complejos como son: 

i) adelgazamiento al corte, engrosamiento al corte, tixotropía, reopexia, flujo bandeado, 

primera y segunda diferencia de esfuerzos normales. Otro camino natural de este trabajo seria 

caracterizar diferentes fluidos biológicos y materia blanda en general mediante datos 

reométricos extraídos de pruebas en estado estacionario no estacionario con diferentes 

geometrías. En este punto se puede calcular la respuesta del flujo volumétrico vs gradiente 

de presión con datos de sangre humana fresca, con diferentes concentraciones de colesterol 

o enfermedades como la cirrosis hepática. Por otra parte, el estudio de este tipo de fluidos 

variando la geometría debido a cambios en el diámetro del flujo presentarían transiciones de 

flujo cortante a extensional lo que implicaría que el sistema de ecuaciones se tiene que 

resolver mediante métodos numéricos sofisticados como son: i) diferencias finitas, métodos 

de Galerkin, elemento finito, volumen finito e híbridos.  

Finalmente, este trabajo demuestra que el modelo de Jeffrey posee la física necesaria para 

representar y describir suspensiones y fluidos complejos como la sangre. Esta investigación 

representa un esfuerzo en la búsqueda constante de ecuaciones reológicas que utilicen los 

fenómenos de transporte como herramienta de carácter organizacional y que empleen las 

matemáticas como un lenguaje común para describir la naturaleza física de los sistemas.  
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