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Introduccion

El Algebra Lineal es una rama de las Matematicas con una gran cantidad de resulta-
dos aplicables en multiples dreas de las Matemadticas, Fisica y otras ciencias. En esta
tesis tendremos como objeto de estudio uno de estos resultados: el Teorema de Perron-
Frobenius.

El Teorema de Perron Frobenius prueba que una matriz con ciertas caracteristicas
cuenta siempre con un eigenvalor real de multiplicidad algebraica y geométrica 1, al
que llamaremos eigenvalor de Perron-Frobenius, y cuya norma es estrictamente mayor
a la norma compleja de cualquier otro de sus eigenvalores. Aunque al principio este re-
sultado puede sonar simple, a lo largo de esta tesis resultard evidente la importancia de
este eigenvalor y de los eigenvectores asociados al mismo, asi como también algunas
de sus propiedades.

El primer capitulo estard dedicado a enunciar y demostrar el teorema de Perron-
Frobenius, ademds de probar también algunos resultados que se derivan del mismo y
que seran ttiles en capitulos posteriores. Cabe mencionar que la misma demostracién
de este teorema es bastante enriquecedora e ilustra muy bien cémo el Algebra Lineal se
interseca con multiples dreas de las Matemadticas. Para este capitulo utilizaremos como
principal referencia [9].

En el segundo capitulo nos adentraremos en el tema de cadenas de Markov, pues
existe un tipo particular de estas cadenas que cuenta con una matriz de transicion a la
que podemos aplicar el Teorema de Perron-Frobenius. Aplicando el teorema de Perron-
Frobenius a la matriz de transicién de este tipo de cadenas, buscaremos expandir algu-
nos resultados de Procesos Estocdsticos. En este capitulo el material que utilizaremos
como apoyo serd, principalmente, [[7]].

Finalmente, concluimos en el tercer capitulo con una aplicacién en teoria de Gran-
des Desviaciones de los resultados derivados del Teorema de Perron-Frobenius. El es-
tudio de Grandes Desviaciones busca, a grandes rasgos, analizar la velocidad de con-
vergencia a cero de probabilidades de “eventos raros” y, en el caso particular del tipo
de cadenas introducido en el capitulo anterior, veremos cémo esta velocidad de conver-
gencia estd relacionada al eigenvalor de Perron-Frobenius de una matriz relacionada a
la matriz de transicién. En este capitulo utilizaremos como material principal a [5]].



Capitulo 1

El Teorema de
Perron-Frobenius

Este capitulo estard dedicado a demostrar el teorema de Perron-Frobenius, el cual se
aplica a un tipo de matrices llamadas matrices regulares. En la primera seccion de-
finiremos este concepto junto con otros relacionados, y ademas adoptaremos algunas
convenciones que serdn Utiles en la demostracion del teorema de Perron-Frobenius.

En la segunda seccién procederemos a enunciar y demostrar el teorema de Perron-
Frobenius.

Definiciones

Definicién 1. Sea A = (a;j) € Myxn(R). Decimos que A es una matriz no negativa si
y solo si ajj > 0 para toda i, j € {1,2,...,n}. En este caso, diremos que A > 0.

Si en particular se tiene que a;j > 0 para toda i,j € {1,2,...,n}, diremos que la
matriz A es estrictamente positiva y lo denotaremos como A > 0.

El teorema de Perron-Frobenius se aplica a las matrices no negativas con la propiedad
de que existe una potencia para la cual la matriz elevada a dicha potencia s6lo contiene
entradas estrictamente positivas. Este tipo de matrices se define como sigue:

Definicion 2. Sea A € M,,«,(R) una matriz no negativa. Decimos que A es una matriz
regular si y sélo si existe k € N tal que A* es estrictamente positiva.



Ejemplo 1. Sea A = . Podemos observar que A es no negativa 'y que

—_—O =
[\S I\ S
W WO

1 20\ /1 20
A’=(0 2 3]|0 2 3
1 2 3/\1 2 3

1+0+0 2+4+0 0+6+0
=[0+0+3 0+4+6 0+6+9
1+0+3 2+4+6 0+6-+9

1 6 6
=(3 10 15],
4 12 15

por lo tanto la matriz A es regular.

Es importante observar que si una matriz A es regular, entonces A es distinta de cero
(pues si A = 0, tendriamos que A™ = 0 para cualquier 7). Mds atin, se tiene lo siguiente:

Lema 1. Sea A € M,»,(R) una matriz. Si A es una matriz regular, entonces cada fila
de la matriz A contiene al menos un elemento distinto de cero.

Demostracion.
aiy a2 ... QAip
. ay dax ... a4z
Sea A € M,;»,(R) una matriz regular, A = | . . . |,y supongamos que
anl  dp2 ... Qpn

existe una fila en la matriz A donde todas las entradas son iguales a cero, es decir, existe
ac{l,..,n}talque aq; =Oparatoda j=1,...,n.

Si para cada m € N denotamos como al(;")
puede observar que

a la ij-ésima entrada de la matriz A, se
para toda m € N se tiene que agr}) =0 paracada j=1,...,n. (1.1

Realizaremos la prueba de (I.1)) por induccién:
= Al = A,y como aqj =0 para cada j = 1,...,n, la propiedad 1| queda demos-
trada para m = 1.

= Supongamos que existe alguna k € N tal que aEf/)- =0paracada j=1,...,n. Como

Ak+1 :Ak A
(k) (k) (k)
a%kl) Cl(ll% a%;g al aln Adln
Ay Qyy ... Gy, a1 dzp ... dyp
- . . . )
aikl) as;) a,(j;,) dnl Ay ... Oy



para cada u € {1,...,n} se tiene que

k k k
alfju] = afxfalu +a( )azu +... —|—a£x,zanu

o2
=0-a1,+0-ay,+...4+0-a,,
:()7
por lo que ag(,j_l) =0paratodau=1,...,n.

Esto concluye la demostracion de la propiedad (I.I)), es decir, para toda m € N se tiene
que ag'}) = ( para cada j = 1,...,n. Esto es una contradiccion, pues A es una matriz
regular y por lo tanto deberia existir una m para la cual A sea estrictamente positiva,
contradiccién que viene de suponer que la matriz A tiene una fila igual a cero. Por lo

tanto, cada fila de la matriz A tiene al menos un elemento distinto de cero. O

Similarmente, si una matriz A € M,,x,(R) es regular entonces cualquier columna de
la matriz A contiene al menos una entrada positiva, lo cual se puede probar de forma
andloga a la demostracion del lemal[T]

Por otro lado, para continuar debemos adoptar las siguientes convenciones:

= De manera natural utilizaremos la identificacion R” = M, ; (R) para trasladar el
orden de la[definicidn I]a R”.

= Denotaremos como R” al conjunto de elementos no negativos en R” distintos de
cero. Es decir, R = {x e R" | x > 0y x # 0}.

= Sean Ay B dos elementos de M,,»,»(R), con A = (a;;) y B = (b;;). Diremos que
A > B sia;j > b;j para cualesquiera i, j.
Similarmente, diremos que A > B si a;; > b;; para cualesquiera i, j.

= Dadauna matrizA = (a;j) € My»m(R), denotaremos como A’ = (i) € Mypxn(R)
a la matriz transpuesta de A

Finalmente, extenderemos de manera natural la definicién de eigenvector como sigue:
Definicion 3. Sean F un campo, A € My, (F) una matrizy A € F.

X1

x

» Decimos que x=| . | € F", x # 0, es un eigenvector derecho de A asociado

Xn
a A siAx = Ax.

Usualmente se utiliza la notacién A’ para la matriz transpuesta de A, pero a lo largo de este capitulo esta-
remos trabajando con matrices cuadradas elevadas a distintas potencias, por lo que utilizaremos la notacién
A’ para evitar confusién.



Y1

2
= Decimos quey= | . | € F", y#0, es un eigenvector izquierdo de A asociado

n

= Y50
o )0~

YA=(0 1) (g 3):(0 2) =2y,

por lo que x es un eigenvector derecho y y es un eigenvector izquierdo de la matriz A,
ambos con eigenvalor asociado 2.

alsiyyA=Ay.

Ejemplo 2. Sean

Podemos observar que

Teorema de Perron-Frobenius

Teorema 1 (Teorema de Perron-Frobenius). Sea T € M,,»,(R) una matriz regular. En-
tonces existe un eigenvalor r de T tal que:

(a)reRyr>0.

(b) A r se le pueden asociar eigenvectores izquierdos y derechos estrictamente positi-
Vos.

(c) r > |A| (en norma compleja) para todo A eigenvalor de T, A # r.

(d) Los eigenvectores asociados con r son uinicos, salvo por miiltiplos escalares.

(e) Si BE€ Myx,(R) es tal que 0 < B < T y 3 es un eigenvalor de B, entonces |B| < r.
Mas aiin, si |B| = r entonces B=T.

(f) r es una raiz simple del polinomio caracteristico de T.

Demostracion.
1 tip ... tn
) I I» on
Sea T € M,x,(R) una matriz regular, T = .
LS I %) thn

[(@)| Realizaremos la demostracién de este inciso en tres pasos: primero definiremos tres
funciones en R”, luego las utilizaremos para demostrar la existencia del eigenvalor real
r'y finalmente demostraremos que r > 0.



X1

X2
Comenzando con la primera parte de la demostracion, paracadax= | . | € R defi-

Xn
nimos la funcién vy : R? — R” como

vr(x) =X'T.

Es importante mencionar que vr estd bien definida, pues para cada x € R se tiene lo
siguiente:

vr(x) =x'T
11 tiz ... Hp
I I o
= (x1 X2 x,,)
Il 2 . Im
= ()C1l‘11 +xot1+ ...+ xuly1 ... X1tn -|—)C2t2n—|—...+xntnn)

n n
= (): Xtit .. ¥ xilin) e R".
i=1 =1

Cada término de estas sumas es mayor o igual a cero ya que, al ser 7 una matriz regular
y x € RZ, se tiene que x; > 0y 7;; > 0 para cualesquiera i, j € {1, ...,n}. Ademds, como
x € RY, existe una entrada x; del vector x que es estrictamente positiva, y por el lemal[T]
existe una entrada ty, de la fila £ que es estrictamente positiva, y por lo tanto

n
0 <xptpm < Y Xitim.
i=1

Con esto verificamos que una de las entradas de vy (x) es estrictamente positiva, por lo
que vr(x) estd contenido en R? = {x e R" | x > 0 y x # 0} y la funcién vy estd bien
definida.

Para cada j € {1,...,n} denotaremos a la j-ésima entrada de vz (x) como v, es decir,

n
vi= Y xit;j paratodai=1,2,...,n.
i=1

Continuando el primer paso de la demostracion, para cada j = 1,2,...,n definimos la
funcion f; : R? — [0, 0] como sigue:

sixj;éO

six;=0

8 |

fi(x) =

Esta funcién estd bien definida porque, en el caso de que x; sea distinto de cero, se
tiene que v} es mayor o igual a cero y en ese caso f;(x) € [0,c0].

Finalmente, la tercera funcién que definimos es R : R? — [0, o], definida como



R(x) = min fj(x).

1<j<n
Es importante observar dos cosas:
= R estd bien definida, pues fj(x) € [0,o0] para cualquier j y por lo tanto
min fj(x) =R(x) € [0,e].
= Debido a que x € R, existe alguna ¢ para la cual x;, > 0, lo que implica que
fe(x) < ooy en consecuencia R(x) < fy(x) < eo.
= Como R(x) = lgljignfj(x), existe una k € {1,...,n} para la cual R(x) = fi(x), y

como R(x) < oo, entonces fi(x) < oo. En otras palabras,

existe k € {1,...,n} parala cual R(x) = fi(x) y x¢ # 0. (1.2)

Una vez definidas estas funciones, el siguiente paso serd probar la existencia del ei-
genvalor real r. Para ello, probaremos que la funcién R estd acotada, luego probaremos
que es una funcién continua y por lo tanto alcanza su maximo al restringir su dominio
a un conjunto compacto. Posteriormente, probaremos que este maximo es en realidad
el eigenvalor r.

Notemos que R(x)x; < v} para cualquier j, pues

» Six; =0 entonces R(x)x; =0 < V.

Ve
= Six; >0 se tiene que R(x) < f;(x) = £, por lo que al multiplicar por x; se sigue
. . y .
que R(x)x; < Vi

Debido a esta desigualdad, se sigue que R(x)x’ < vr(x) = x'T.



— n
Tomando 1 = | . | y K= mdx } #; podemos observar que
: 1<i<n j=1
1
1
_ 1
R(x)-x'-1=(R(x)x; R(x)x R(x)xn) - | .
1

[

IA
=
=
Ra))
&k
N~

Iras
: T
M —

™=

T
=
<
~.

\/

\—/

[
—_

It

I
o I Y e e N N N
. ’ II'[*']s : : )

N N N

= .
SE T

™= “
T~ =

& <
N~ —M———
N~ —m——

IN
=
=
=
N——

I
=
N———

—~ _=
Tr

&
N

estoes, R(x)-x'-1<K-x-1.

KX Dy _ @D
oD 7Dy
estd acotada por K y por lo tanto tiene un supremo en los reales. Sea r = sup R(x).
x€RY

De lo anterior se sigue que R(x) < ( = K, por lo cual la funcién R

Ahora buscaremos el mdximo de R en un conjunto compacto y luego probaremos que
también es mdximo de la funcién R en todo Y. Debido a que f; es continua para cada j
y R es el minimo de {f1, f3,..., fu}, s¢ sigue que R también es continua. Restringiendo
la funcién R al conjunto compacto A = {x € R : ||x|| = 1}, la funcién R sigue siendo



continua y por lo tanto alcanza su maximo en el conjunto, es decir, existe £ € A tal que
R(x) < R(X) para cualquier x € A. Lo siguiente serd probar que R(%) = r.

Sea x € R”. Entonces

R(x) = min fj(x)

1<j<n
Y
= min —
1<j<n x;
)Cj;ﬁo
n
Y xiti;
. i=1
= min
1<j<n Xj
)Cj7£0

Como x # 0, m estd bien definido y se sigue que

n

=R[ -2 ) <R (yaque — e xeR" : x| =1} =A).
(IIXII) ( [« )

Con esto se demuesta que para cualquier x € R” se tiene que R(x) < R(£), por lo que
R(%) es una cota superior de la funcién R.
Observemos que

= Como r es el supremo de R, en particular es una cota superior de la funcién Ry
por lo tanto R(%) < r.

= Como R(%) es una cota superior de la funcién R y r es la minima de las cotas
superiores, entonces r < R(X).

De esta manera, se tiene que R(£) = r, es decir,

existe una £ € {x € R} : ||x|| = 1} tal que R(%) = r = sup R(x). (1.3)
xeRY



A continuacién nos enfocaremos en probar que £ T = r&’, lo que probaria que £ es un
eigenvector izquierdo de 7'y r un eigenvalor de 7 correspondiente al eigenvector X.
Definiendo 7/ = £'T — r&’, lo anterior es equivalente a probar que 7/ = 0.

En primer lugar, notemos que para cualquier £ = 1,...,n se tiene lo siguiente:

n A
w Sifp=0,r, =0 Y Xty = vy.
i=1 ’
n N n N
_):,lxiti_/ _leiti/: N
m Sif) >0 r=R(X) = min =5— < =— = £ ]o que implica que rf; <
¢ () = min Ze— < =5~ =5 lo que implica que rf, <
n A
Y Xty =vy.
=1

1

En cualquier caso, r£y < vf, porlo que r¥’ <vyp(£) =#T.Debidoaesto, 0 <XT —ri =

7.

Supongamos que 0 < 7/, y sea m € N tal que 0 < T™ (m existe porque T es regular).
Entonces

0<ZT"=@RT—rT"
=T T
= ®T™T —r(FT™).

De lo anterior se sigue que r(£'T™) < (£ T™)T, y en particular r((X'T™)); < (&T™)T);
para cualquier j € {1,...,n}. Entonces
xA/Tm T .
r< W para cualquier j = 1,...,n donde ocurra que (£'7"); #0.  (1.4)
A J
Notemos que, como £ € A C R y T™ es una estrictamente positiva, existe & € {1,...,n}
para el cual

(x\/Tm)(x = i X(xtl((;n) > 0.
i=1

Esto demuestra que £7™ € R”, por lo que la funcién R puede ser evaluada en £'7™.
Utilizando (1.2), se tiene que existe k € {1,...,n} para la cual R(X'T™) = fi(F'T™) y
(FT™)i #0, y por (1.4) se sigue que

r< WIDG_ f (9T = RET™),

lo cual es una contradiccion ya que r era el supremo de la funcién R. Esta contradiccion
se sigue de suponer que 0 < z, por lo que 0 = z, es decir, 0 = &'T — r£’ y por lo tanto
&'T = r&'. Esto demuestra que r es un eigenvalor de T (y ademds r es real, pues es el
supremo de la funcién R).

Finalmente, como T es una matriz regular cada columna de 7' contiene al menos una
entrada positiva y entonces

10



n
0< Y tjjparacada j=1,...,n,
i=1
por lo cual

n
n L1t

0 < min Ztif: min =
1<j<n = 1<j<n 1

x€RY
0 < R(1) < R(%) = r. Esto demuestra que r es estrictamente positivo.

Sabemos por || que R(X) = r = supR(x), y por lo anterior se sigue que

[(6) En esta parte de la demostracién buscaremos probar que el eigenvector izquierdo £
encontrado en el inciso anterior es estrictamente positivo.

Comenzaremos recordando que £ €A = {x € R" : ||x|| = 1}, porloque 0 < £y ||£]| = 1.
Debido a esto, existe una k € {1,...,n} para la cual 0 < £. Ademds, como la matriz T
es regular, existe una m € N para la cual 7" = (g;;) es estrictamente positiva, por lo
que 0 < a;; para cualesquiera i, j = 1,...,n. De esta manera,

n
0 < fpayj < Z)?ia,-j para cualquier j =1,...,n (1.5)
i=1

Por otro lado, como r es un eigenvalor positivo de T, 7™ = "% y por lo tanto

& = L&T™ Si %= (%,%,...,%,), entonces

=
Al m N N A N A A
T :(x1a11—|—x2a21+...+xna,,| x1a1n+xzazn+...+xnann)
n n
= X fiai Y Xiap ).
i=1 i=1

Retomando (1.5), por la igualdad anterior se sigue que 0 < £'T". Finalmente, multipli-
cando por ; se tiene que 0 < &7 = &'
Esto prueba que £ es un eigenvector izquierdo estrictamente positivo.

Sea  un eigenvalor de T distinto de r. Entonces existe un eigenvector izquierdo
y € R", y+#£0, tal que @y’ = y'T. Por lo tanto, para cualquier j = 1,2, ...,n se tiene que

n
ay; =Y vitij (1.6)

i=1

y n
oy =Y viaij. (1.7)

i=1

11



A continuacién demostraremos que |¢t| < r, y posteriormente que |¢t| < r.

Tomando la norma en (1.6),

|viltij para cualquier j = 1,...,n. (1.8)
1

n
=

n
loeyj| = | Y vitij| <
=1

1

Definimos y;+ = ([y1], [y2];---, [yn]). Como y # 0, entonces y; € R? y por lo tanto las
funciones definidas en el inciso (a) se pueden aplicar a dicho vector. Por la desigualdad
anterior

i [yiltij

|| < min = — < min fiv4)=R(y+)<r.

1<j<n Pl T a<j<n

Ahora demostraremos que || < r por reduccién al absurdo.

n
Supongamos que || = r. Por (1.8) se sigue que r|y;| < ¥ |vi|t;j, y mediante un proce-
i=1

n
so andlogo al desarrollado en el inciso (a) se sigue que r|y;| = Y |yiltij, lo cual implica
i=1
que y4 es un eigenvector izquierdo de 7'.

n
Por lo tanto, #"|y;| = ¥, |yi|a;; y al tomar la norma en (1.7):
i=1

n
1Y yiaij| = |y
=1

=
= |o|"yil

="yl

I
D=

b’iaij|

I
R

I
D=

\yi|aij-

Recordemos que, para cualquier par de nimeros complejos, la norma de su suma es
igual a la suma de sus normas si y solo si ambos se encuentran en la misma direcciélﬂ
es decir, dados 71 = |z1]€/% y 25 = |22|¢’® niimeros complejos, |21 + 22| = |z1| + |z2] si
y solo si 6) = 0, + 2kr para alguna k € NU{0}, y para més de dos sumandos el mismo
resultado se sigue por induccién.
Si expresamos a y; como |y; |ei9/ para cada j, 0; en realidad es la misma para cualquier
j (salvo multiplos de 27), y entonces

yi = lyjle®.

2Resultado contenido en [10] p. 17]
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Sustituyendo este valor en (I.6),

. n .
alyjle’® = El |yele®ty.

Como ¢® es una constante distinta de cero, se sigue que

n
aly;| = El |yelte;.

Notemos que la parte derecha de esta tltima igualdad es real y mayor o igual a cero,
por lo que sucede lo mismo con la parte izquierda. En particular, 0 < «.

Con esto se demuestra que & = |a| = r, lo cual es una contradiccién ya que o y r eran
distintos. Esto viene de suponer que |¢t| = r, por lo cual |a| < r.

(d) Sea x € C"\{0} un eigenvector izquierdo de T asociado a r.

Como x # 0, existe una k para la cual x; # 0. Definimos ¢ = fc—: (que es distinto de cero,
pues en el inciso (b) se demostrd que £ es estrictamente positivo).

Notemos que para esa k particular se tiene que

(R—cx)p =% —exx
N
=% — —x
Xk

=0.

Supongamos que x no es mdltiplo de £, entonces £ # cx. Denotando como
7=X—cx#0,

T =F —cX\T =8T —cX'T

=ri —crx
=r(¥ —cx)
=rz.

Esto prueba que z también es un eigenvector izquierdo de T asociado al eigenvalor r.

Sea zy = (|z1],|z2], -+ |zn])- Con un procedimiento andlogo al del inciso (c) se tiene
que

n
X |zilti; = rlz)]
P

Por lo tanto, z; es también un eigenvector izquierdo de 7', y por el inciso (b) se si-
gue que 0 < z;. En particular, 0 < |[(£ — ¢x)i| = (z+)k. Esto es una contradiccion, pues
(® — cx); = 0, contradiccién que viene de suponer que x no es mdltiplo de £. Por lo
tanto, x es multiplo de X.
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Eigenvectores derechos: La demostracidn para eigenvectores derechos en los incisos
[(@)]al (d) es andloga a la realizada para eigenvectores izquierdos.

Sea v un eigenvector derecho de B con eigenvalor asociado 3, donde B = (b;;).

El primer paso serd demostrar que || < r utilizando un procedimiento similar al del
inciso (c), y después probaremos que si ambos son iguales entonces las matrices By T
son iguales.

Como v es un eigenvector derecho de B entonces Sv = Bv, y por lo tanto para cualquier
j=1,2,...,n se tiene que
n
[))Vj = Z bﬁvi.

i=1

Tomando la norma, se sigue que
n n A .
IBllvil=| X bjivi| < Zlbj,~|v,~\ para cualquier j = 1,2,...,n.
i=1 i=

Definiendo vy = (|vi],|v2l,...,|vn|) € R, por esta tltima desigualdad y que B < T se
tiene que
|ﬁ|V+§BV+STV+. (19)

Multiplicando esta desigualdad por £, donde £ es el eigenvector izquierdo de T encon-
trado en el inciso (a), ) ) )
IBIR vy <X Tvy =1k vy. (1.10)

Notemos que, como v # 0, existe una k € {1,2,...,n} para la cual v; # 0. También
recordemos que en el inciso (b) se demostré que 0 < £, por lo que

n
0 < &fve| < '21)?,‘|v,-| =fv,.

=

Por esta razén, de (1.10) se sigue que |B| < r.

Ahora supongamos que || = r. De (1.9) se tiene que
vy =|Blvy <Tvy.

Utilizando un procedimiento andlogo al inciso (b) se sigue que 0 < rvy = Tvy,y por
la desigualdad anterior
vy =Bvy=Tv,. (1.11)

SiB#T, como B <T existen i,j € {1,...,n} tales que b;; < t;;. Por otro lado, como
v+ es un eigenvector derecho de T con eigenvalor asociado ry 0 < v, por los incisos
[(B)]y (d) de este teorema se sigue que 0 < v,.. Debido a esto,

n n
Y bielvel < X tie|vel,
= =
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lo cual contradice @) Por lo tanto, B=T.
Para cualquier matriz A € M,,.,(R) se tiene que

det(A)-1=A-adj(A) = adj(A) - A, (1.12)
donde I es la matriz identidad y adj(A) es la adjunta clésiceﬂ de la matriz AE|
Haciendo A = (xI —T), por (1.12)) se tiene que

det(xI —T)I=(xI—T)-adj(xI —T) (1.13)

det(xI —T)I = adj(xI =T)-(xI -T). (1.14)

La demostracion de este inciso se dividird en tres partes: primero probaremos que to-
dos los elementos de la matriz adj(xI — T) son positivos, luego utilizaremos esto para
dem(')stra.r que %d?t (xI —T)|x= > 0y finalmente veremos por qué esto implica que la
multiplicidad del eigenvalor r es 1.

Haciendo x = r en (I.13) se tiene que
det(rl—T)I=(rI=T) -adj(rI = T).

Como r es un eigenvalor de T, det(rl — T) = 0. Sustituyendo este valor e la igualdad
anterior,

0=(rI=T)-adj(rI-T)
=r-adj(rl—=T)—T -adj(rl -T),

por lo cual
T-adj(rI-T)=r-adj(r-T). (1.15)

De esta igualdad se sigue que cada columna de la matriz adj(rl — T) es cero o un ei-
genvector derecho de 7' con eigenvalor asociado r; en este tltimo caso, por los incisos
[®)]y (d) de este teorema, todas las entradas de esa columna son estrictamente positivas.

Repitiendo el procedimiento anterior para (I.T4) se sigue que cada renglén de
adj(rl —T) es cero o un eigenvector izquierdo estrictamente positivo de T con ei-
genvalor asociado r.

De estos dos dltimos parrafos se desprende que la matriz adj(rl — T') es igual a cero o
es estrictamente positiva.

3La adjunta cldsica de una matriz A € M, (R) se define como la matriz adj(A) € My x,(R) en la cual la
ij-ésima entrada es (—1)"*/det(A;;), donde A; € My_1)x(n—1)(R) es la matriz A" sin el renglén j ni la
columna i. Esta definicion puede ser consultada con mds detalle en [6].

4Resultado contenido en [6] p- 219].
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Supongamos que la matriz adj(rl —T') es cero. Denotando como /(,_ la matriz identi-
dad sin la fila y columna n, y de igual manera a 7(,, 1) a la matriz T sin la fila y columna
n, como la matriz adj(rl — T) es cero se tiene que
0=ay,
= (=1)"" det(rl(—) — Tp—1))
=det(rl, 1) —T(u-1)),

por lo que r es también un eigenvalor de la matriz 7{,,_p).

0 0
no negativas, y ademads

T, 0 .
Sea B = ( (n=1) ) . Notemos que 0 < B < T, yaque T es una matriz con entradas

rl —1 0
_ _ (n—1) (n—1)
det(rl — B) = det ( 0 r)

=r-det(rly,_1)—Tn_1))
=7r-0

por lo cual r es un eigenvalor de B.

.. . . T,
Por el 1n01sode este teorema se sigue que B =T, es decir, T = ( (”0 D) g) . Como

la ultima fila y el dltimo renglén de la matriz T son cero, entonces t,(,:l")
m € N, lo cual es una contradiccién pues 7 es una matriz regular.

= 0 para toda

Por lo tanto, la matriz adj(rl — T) es estrictamente positiva.

Definimos la funcién f : C — C como f(x) = det(xI —T). Por (1.13) se tiene que
f)I=I-T) adj(xI-T).
Derivando esta expresion con respecto de x,

d d .
T f@I= (I = T)-adj(xI - T)|

. fo (xl — T)} adj(x — T)+ (x[ - T) [;xadj(xz - T)]
=1 adj(xI —T)+ (xI - T) Licadj(xl - T)} .

Denotando % F(x) = f'(x), por lo anterior se tiene que

f' () =adj(xI —T)+ (xI = T) Uxadj(xl - T)} : (1.16)
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Haciendo x = r, de (I.16) se sigue que
d
f'(Nl=adj(rl =T)+ (r =T) [dxadj(rI—T)} (1.17)

Multiplicando por £/, donde £ es el eigenvector izquierdo de T asociado a r que encon-
tramos en la demostracion del inciso (a),

d
(& =fadj(rl =T)+%(rl -T) 7 adj(rl — T}
T N o d .
=Xadj(rl—T)+ (rX1—3XT) [dad](rl - T)}
X
v d
=Xadj(rI—T)+ (r&X' —r¥') | —adj(rl - T)
dx

= #adj(rl — T)+ (0) {adj(rl T)]
=fadj(rl - T).

Como la matriz adj(rl — T) es estrictamente positiva y £ > 0, se sigue que
*adj(rl —=T) > 0y por lo tanto f'(r) >0

Finalmente, notemos que

f(x)=det(xI—T)
= (—=1)"det(T —xI).

Como det(T — xI) es el polinomio caracteristico de T, entonces

SO =(=D"(x—01)(x—6)(x—63)...(x — 6,), (1.18)
donde 6, 60,, ..., 6, son los eigenvalores de T (uno de ellos es r).
Supongamos que la multiplicidad de r en el polinomio caracteristico es mayor a 1, por

lo cual existen al menos i, j € {1,...,n} con i # j tal que 6; = 6; = r. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que 0; = 6, =r.

De (I.18) se sigue que
fx) = (=D"(x—r)*(x—63)...(x— 6,)

—( 1>"<xr>2f!<x9i).

Derivando con respecto de x,

) = (1) 20— 1) )+ 2 x—r>2f[3<x— )
i
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En particular, para x = r se tiene que

£ = (1) 2(r—1) I"I(r—emi (1 r>2f]3<r—e]>
i= i= j=
JFi

lo cual es una contradiccion, pues ya hemos probado que f’(r) > 0. Por lo tanto, la
multiplicidad de r en el polinimio caracteristico de T es 1. O

Al eigenvalor r obtenido en el teorema anterior se le llama eigenvalor de Perron-
Frobenius.

Para terminar este capitulo, demostraremos un lema contenido en [, p. 72], pues utili-
zaremos este resultado mds adelante.

Lema 2. Sean T € M,»,(R) una matriz regular, r el eigenvalor de Perron-Frobenius
de lamatrizT y ¢ € R".
Si ¢ > 0, entonces para cada i = 1,2, ....n se cumple que

.1 Lo (m) P L (m)
,,?Elﬁl"g jglaij 0; :,,?Elﬁl”g j§1¢jaﬁ =log(r)

(m)

donde a; ;. son las entradas de la matriz T™.

Demostracion.
Sean T € M,,,(R) una matriz regular, r el eigenvalor de Perron-Frobenius de la matriz
T, % el eigenvector derecho asociadoar, ¢ € R" talque ¢ >0eic {1,2,...,n}.

Primero nos concentraremos en probar que
lim Liog l{‘, a(r.")(j)-‘| =log(r)
Moo M = ij 7 ’
para lo cual buscaremos sucesiones {x,,} y {z} que acoten inferior y superiormente,

n
respectivamente, a la sucesién {y, } = {;llog '21 a?}") 0; }, y que ambas converjan
j=

a log(r) cuando m tiende a infinito.

Sea £ el eigenvector derecho asociado a r. Comenzaremos definiendo cuatro constantes,
dos en funcién de £ y dos en funcién de ¢:

= min X o = max Xy
ﬁ 1<l<n ey 1<t<n ¢
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6 = min = max ¢@.
lggnw y Y lggnw

Sea j € {1,2,...,n}. Por como estdn definidas las constantes anteriores, se sigue que

B<t<a (1.19)

5<¢;<v. (1.20)
Ahora buscaremos definir {x,, }. Primero notemos que £; < a por (1.19) y 8 < ¢; por

(T.20), por lo cual
)Ej-6§a-¢j.

Seam € N. Yaque T es regular, todas sus entradas son mayores o iguales a cero, y por
lo tanto al(;-”) > 0. Multiplicamos la desigualdad anterior por al(;")

Como £ es el eigenvalor derecho asociado a r, X es estrictamente positivo y por lo tanto

max X; = o también es positivo. Ahora multiplicamos por é
1<i<n

5. (m) 4 (m)
o Xi<a; -9

Ya que esto se cumple para cualquier j = 1,...,n, sumando todos los términos se tiene

que
n

Y a5 <Y al g (1.21)

s
@5 =1
Como T es regular, 7 es regular y por lo tanto no puede tener ningtin renglén con
todas sus entradas iguales a cero. En particular, existe una al(,:") estrictamente positiva.
Ademds, como ¢ y £ son estrictamente positivos, 0 y £ también son positivos. Debido

a esto,

a’ - 9;.

8 (m) o 8 g (m) o
O<gap H<gXa; %< 1

ik -
Jj=1 J

™M=

Acabamos de probar que ambos lados de (T.21)) son estrictamente positivos, por lo cual
podemos aplicar logaritmo en ambos lados de la desigualdad. Aplicando el logaritmo
y multiplicando por % se tiene que

n n
Llog (3]_21 a,(j") x/> < +log (/Zl af}") : ¢,~>.

Notemos que el sentido de la desigualdad se conserva porque el logaritmo es una fun-
cidn creciente y % > 0.
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n
21 ag@(p j] } = {ym} estd acotada inferiormente
=

por la sucesién < 1 log 8 f‘, a™ .z
m otj:1 ij J

. 1 S n (m) o
Definimos {x,,} = - log aj)_:laij % .

Ahora seguiremos un procedimiento muy similar para definir {z,, }.

Esto prueba que la sucesion {}Llog [

De (1.19) se tiene que B < £; y de (1.20) que ¢; < y. Multiplicando estas desigualdades
se sigue que

¢;i-B<y-%.
Luego multiplicamos la desigualdad anterior por al(;") >0
¢j'a§;n) B < Y'a,(;n) “Xj
Ya que X es estrictamente positivo, 11212 X; = B es positivo. Multiplicando la desigual-
Sisn

dad anterior por % se sigue que
(m) (m) o
a;; 9 < % i Xy
Ya que esto se cumple para cualquier j =1,...,n,

Y g < % Y s, (1.22)

Recordemos que a?,:") > 0y que ¢ es positivo, por lo que

Esto prueba que ambos lados de (I.22)) son positivos. Aplicando la funcién logaritmo
y multiplicando por % se tiene que

1 2 (m) 1 y & (m),
mlog| X aij o) | < qlog| 5 X aij i)
Con esto, la sucesion { % log ([}3, jZ1 al(;")i j> } acota superiormente a {y,, }. Definimos

1 Yoy e
{zm} =4 ;, log B Zlaij x|
j=
Queda pendiente demostrar que {x,,} y {zm} convergen a log(r). Para esto, considere-

n
.z m) a I
mos una sucesién de la forma {nlqlog c- Y afj % i }, con ¢ una constante positiva
j=1
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({xm} y {zm} son de esta forma).

Como X es un eigenvalor derecho de T, para cada m se tiene que 7% = r"'%, y por lo
tanto:

1 (m) 5 1 .
%log(oai;" %)= alog(ormxj)
1 1 1
=1 =~ .ml ~log(#;
" log(e) + - - mlog(r) + - log(;)
1 1
_log(c) +log(r) + - log(+))

Ya que el limite cuando m tiende a infinito existe para cada uno de los sumandos en la

parte derecha de la igualdad, se sigue que el limite de %log(c a™3 ;) también existe

ij
y ademas

1 (m) 5 . 1 1 .
,,%flo%bg(c'aij %j) = ,,1}330 %log(c) +log(r) + %log(xj)
1 . .1 .
= ,,li‘l@log(c) +n£1£!°10g(r) +n111g:o%log(x])
=0+1log(r)+0
= log(r)

Sustituyendo ¢ por % esto prueba que {x,,} converge a log(r). De igual forma, susti-

tuyendo ¢ por g se tiene que {z,,} converge también a log(r).

Como Xy < ym <z, y ademds {x,,} y {z} convergen a log(r), se sigue que
e 1 g |
Jim ;. log L_)::l“ij ¢;] = log(r).

El procedimiento para el segundo limite es andlogo. O
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Capitulo 2

El Teorema de
Perron-Frobenius aplicado a
matrices de transicion

En este capitulo estudiaremos qué tipo de cadenas de Markov cuentan con una matriz
de transicion a la que podemos aplicar el Teorema de Perron-Frobenius, es decir, cuya
matriz de transicién sea regular, y en estos casos analizaremos la velocidad de conver-
gencia de las probabilidades de transicion a la distribucion estacionaria.

Comenzaremos definiendo en la primera seccion el concepto de cadena de Markov
y matriz de transicién, ademds de otras definiciones y resultados importantes en materia
de Procesos Estocdsticos. Este material puede ser consultado en [7]].

Definiciones basicas

Definicion 4 (Cadenas de Markov). Sean (Q,F,P) un espacio de probabilidad, E un
conjunto finito y {X,} una sucesion de variables aleatorias con valores en E (esto es,
X, : Q — E para cada n € N). Decimos que la sucesion {X, } es una cadena de Markoy
con espacio de estados E si

P(XnJrl = Xn+1 |XO = X0y ey Xn :xn) :P(Xn+] = Xn+1 ‘Xn :xn)

para cualesquiera n € Ny xo,x1,...,x, € E. A esta propiedad se le llama propiedad de
Markov.

Decimos que una cadena de Markov {X,} es homogénea si P(X,1 = j | X, = i) es
independiente de n, es decir,

P(Xyy1=j|Xn=1i)=PX, =j|Xo=1i) para cualesquieran e N ei,j € E.

Se puede definir el concepto de cadena de Markov en espacios de estados mds gene-
rales, pero en esta tesis trabajaremos siempre con un espacio de estados finito y con
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cadenas de Markov homogéneas.

A continuacién presentamos un ejemplo que nos permitird ilustrar esta definicién, y
que retomaremos el resto de esta seccidn para las definiciones que posteriormente in-
troduciremos.

Ejemplo 3. Sea X,, la variable aleatoria que describe si una persona estd saludable o
no en el dia n: X;,, = 0 si la persona estd enferma o X, = 1 si la persona estd saludable.
Supongamos que la probabilidad de que la persona pase de un estado a otro estd dada
de la siguiente manera:

1h Saludable s
3

Esta es una cadena de Markov homogénea con dos estados.

Definicion 5. Sea {X,} una cadena de Markov homogénea con espacio de estados E.
Definimos la distribucion inicial de {X,} como

7170()6) = P(X() = x).

También se define la matriz de transicion de la cadena como P = (pjj)i jck, donde

pijZP(Xl =j|X0=i).

Para simplifcar la notacion escribiremos P = (p;;), siempre bajo el entendido de que
i,j€eE.

Retomando el [ejemplo 3| la matriz de transicion de la cadena es

P = (1/4 3/4> .
Dada {X,} una cadena de Markov homogénea con espacio de estados E, si denotamos
como pl(;") a la probabilidad de llegar del estado i al estado j en m pasos, es decir,
pg}") = P(X,, = j | Xo =), se puede demostrar que P" = ( pl(;")) En otras palabras, la
matriz P elevada a su m-€sima potencia contiene las probabilidades de transicién en m

pasos. La demostracién de este resultado puede ser consultada en [[7 p. 13].

Una vez introducidos los conceptos de cadena de Markov homogénea y matriz de tran-
sicion, lo siguiente serd introducir dos conceptos que nos permitiran establecer condi-
ciones suficientes para asegurar que una cadena de Markov cuenta con una matriz de
transicién regular (requisito necesario para aplicar el teorema de Perron-Frobenius):
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irreducibilidad y periodo de la cadena.

Abordemos primero el concepto de irreducibilidad de la cadena, para lo cual seran
necesarias las siguientes definiciones:

Definicién 6. Sea {X,} una cadena de Markov homogénea con espacio de estados E,
y sean i, j € E. Decimos que el estado i se comunica con el estado j si existe m € N
para la cual pf}") > 0.

Si el estado i se comunica con el estado jy el estado j se comunica con el estado i,

diremos que los estados iy j se comunican entre si.

Podemos notar en el que los estados 0 y 1 se comunican entre si, pues
por =1/2y pro="/.

Definicion 7. Sean {X,} una cadena de Markov homogénea con espacio de estados
E y C un subconjunto de E no vacio. Decimos que C es un subconjunto de estados
cerrado si ningiin estado dentro de C se comunica con algiin estado fuera de C, esto
es,

pg;”) = 0 para cualesquierai € C, j¢Cym > 1.
Con base en esta definicion, se define la irreducibilidad de un subconjunto de estados
y luego de toda la cadena {X,, }.

Definicion 8. Sean {X,} una cadena de Markov homogénea con espacio de estados E
y C un subconjunto de estados cerrado. Decimos que C es irreducible si i se comunica
con j para cualesquiera i, j € C.

Definicion 9. Sean {X,} una cadena de Markov homogénea con espacio de estados
E. Decimos que la cadena {X,,} es una cadena de Markov irreducible si el espacio de
estados E es irreducible.

Observemos que el conjunto de estados {0, 1} delfejemplo 3|es irreducible, y mds atin,
por esta misma razén la cadena es irreducible.

El segundo concepto importante requiere, de igual manera, algunas definiciones pre-
vias.

Definicion 10. Sea {X,} una cadena de Markov homogénea irreducible con espacio
de estados E, y sea x € E tal que pf(;") > 0 para alguna m € N.
Definimos el periodo de x, d,, como el mdximo comiin divisor del conjunto de potencias

para las cuales la probabilidad de regresar al estado x es positiva, es decir,
dy=MCD({m e N | p™ > 0}).

En [, p. 72-73] se demuestra que si i y j son dos estados que se comunican entre si,
entonces d; = d;. Esto en particular demuestra que si la cadena {X,} es irreducible
entonces todos sus estados tienen el mismo periodo d (como la cadena es irreducible
todos sus estados se comunican entre si). Este resultado se utiliza para definir el periodo
de la cadena.
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Definiciéon 11. Sea {X,} una cadena de Markov homogénea irreducible con espacio
de estados E. Definimos el periodo de la cadena d como el periodo de cualquiera de
sus estados.

Decimos que la cadena {X,} es aperiddica si d =1 y periédica si d > 1, en cuyo
caso se dice que d es el periodo de la cadena.

Notemos que la cadena de Markov definida en el es aperiddica, pues
do=MCD({m e N | p{" >0}) =1,

ya que poo = !/2> 0, y como la cadena es irreducible entonces dy = 1 es justamente el
periodo de la cadena.

Para concluir esta seccién introduciremos el concepto de distribucién estacionaria y
enunciaremos condiciones suficientes para que una cadena de Markov cuente con una
distribucién estacionaria, resultado que utilizaremos més adelante.

Definicién 12. Sea {X, } una cadena de Markov homogénea con espacio de estados E
y P su matriz de transicion.
Si m;, i € E, son niimeros no negativos tales que 'y, m; =1y
i€E
Y. %ipij = 7j para toda j € E,
i€E
se dice que m© = (T;);cg es una distribucion estacionaria de la cadena.

1/3
2/3

Para elfejemplo 3| podemos notar que & = < ) es una distribucion estacionaria de la

cadena, pues

11,2 1_1
Topoot+Tiplo=372t3 7= gtTn=3=-T

[ro

2
3

1.1,2.3_2,.6
ToportTpn=33+t5 7= +tn= .

Teorema 2. Sea {X,} una cadena de Markov homogénea con espacio de estados E.
Si la cadena {X,} es irreducible, entonces la cadena tiene una tinica distribucion es-
tacionaria T.

La demostracién de este teorema es consecuencia de los resultados contenidos en
7, p. 621 y [7, p. 641.[1]
Cadenas de Markov regulares

Una vez introducidos los conceptos y resultados anteriores, es importante notar que
no necesariamente todas las cadenas de Markov homogéneas cuentan con una matriz

!Es importante mencionar que el teorema de Perron-Frobenius y este resultado pueden extenderse al caso
de matrices infinitas, pero este caso no serd objeto de estudio en esta tesis.
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de transicién regular. Como el teorema de Perron-Frobenius s6lo puede ser aplicado
a matrices regulares, comenzaremos estudiando qué condiciones son suficientes para
asegurar que la matriz de transicién de una cadena de Markov homogénea sea regular,
y veremos qué ocurre si no lo es.

Definicion 13. Sea {X,} una cadena de Markov homogénea con espacio de estados
E y P su matriz de transicion. Decimos que la cadena {X,} es una cadena de Markov
regular si la matriz P es regular, es decir; si existe k € N tal que P* > 0.

Nuevamente el ilustra nuestra definicién, pues la matriz de transicién P de
la cadena es positiva y por lo tanto la cadena de Markov es regular.

Teorema 3. Sea {X,} una cadena de Markov homogénea con espacio de estados E.
Si {X,} es irreducible y aperiddica, entonces {X, } es una cadena de Markov regular.

La demostracion de este teorema se dividird en dos partes: primero nos concentraremos
en probar que para cualesquiera dos estados x,y existe una n,, para la cual la proba-

bilidad de llegar en m pasos de x a y es positiva si m es mayor o igual a ny, (es decir,

pg” > 0 para cualquier m > n,,), y en el segundo paso utilizaremos esto para definir

una k para la cual P sea estrictamente positiva.

Debemos mencionar que en la primera parte serd necesario el siguiente resultado:
Lema 3. Sea I un conjunto no vacio de enteros positivos tales que
= MCD(I)=1;
» sia,b el entoncesa+bel.
Entonces existe ny € I para el cual m € I para cualquiera m > ny.
La demostracién de este lema puede ser encontrada en [7 p. 79-80].

Demostracion del teorema
Sea ¢ € E. Para esta { arbitraria y fija, definimos el conjunto [, = {m > 1 | p%ﬂ > 0}.
Notemos dos cosas:

» Como la cadena es aperiédica, | =d = MCD({m > 1| p;’;) > 0}) = MCD(I).

(@)

= Seana,b € Iy. Yaque sz <Z>

>0y p,,/ >0, se sigue que

|E|
(l+b a a a b
péé = ,Zl p§i>p§€> 2 pé/péé) >0,

y por lo tanto a+b € I,.

26



Como se cumplen las condiciones del lema [3] para I;, existe un ny € I; para el cual
(m)

m € I, para cualquiera m > ny, es decir, pZ? > 0 para cualquier m > ny.

Sean x,y € E. Como la cadena es irreducible, existen n,, y ngy, enteros positivos tales

que p)(CZX”) >0y pg”) > 0. Definimos nyy, = ny +ng +ny;.

Sea m > ny,. Notemos que m = ny + (ng + r) + nyj para alguna r > 0, y ya que
(nye) (ney) (nge+r)
L

Py >0, ocurre que Py > 0y py > 0 (esto porque ng +r > nyy), se sigue
que
we(ngr) g J
Pl = oy )l e ) 0,

Esto prueba que, para cualesquiera x,y € E, existe ny, tal que pSC;") > ( para toda

m 2 Nyy.

Ahora, para la segunda parte de la demostracién, definimos k = max{n, | x,y € E'}.
Sean i, j € E. Como k > n;;, entonces pl(f) > 0y por lo tanto P > 0. Esto demuestra

que la matriz P es regular, y por lo tanto la cadena {X,} es regular. O

Gracias al teorema [3] sabemos que las cadenas irreducibles y aperiddicas cuentan con
una matriz de transicién regular. A continuacién aplicaremos el teorema de Perron-
Frobenius a la matriz de transicién de una cadena con estas caracteristicas.

Teorema 4. Sea {X,} una cadena de Markov homogénea irreducible y aperiddica con
espacio de estados E, |E| =N, y P € My«n(R) la matriz de transicion de la cadena.
Entonces:

(a) Existe una vinica distribucion estacionaria 7t para {X,}.

(b) 1 es el eigenvalor de Perron-Frobenius de P asociado a los eigenvectores dere-
1

_ _ 1
cho 1 e izquierdo &, donde 1 = | . | € RN y @ es la distribucion estacionaria de

1
la cadena. Ademds, para cualquier eigenvalor 6; € C de P se tiene que |6;| < 1, con
i€{2,3,..,N}.

Demostracion.

Sean {X,,} una cadena de Markov homogénea irreducible y aperiddica con espacio de
pi1 pi2 .- PIN
p21 P2 .- P2N

estados E,y P = . . su matriz de transicion.
PN1  DPN2 -+ DNN

(a) Por el teorema {X,} es una cadena de Markov regular y por lo tanto existe k € N

para la cual P* > (. Debido a esto, pil-C > ( para cualesquiera estados i, j, lo que impli-
ca que la cadena es irreducible, y por el teorema {X,} tiene una unica distribucién

27



estacionaria 7.

(b) Por el inciso anterior sabemos que la matriz P es regular. Utilizando el teorema de
Perron-Frobenius, existe un eigenvalor r de P tal que r es un nimero real y ademas es
el eigenvalor més grande en norma compleja. Para demostrar este inciso, primero com-
probaremos que 1 es un eigenvalor de la matriz P y posteriormente que es el eigenvalor
mds grande, lo que prueba que es el eigenvalor de Perron-Frobenius.

Consideremos el vector 1 =

por lo que

por lo cual 1 es un eigenvalor de P con eigenvector derecho 1.

N
Por otro lado, por (a) se tiene que Y 7;p;; = 7; para toda j € E, por lo que

7'P= (7'[] O ... TN

1

€ RN, Notemos que

P11 P12
P21 P22
PN1  PN2
pi1+pn+
p21+pan+
PN1+PN2+
1
1
1

Pl =1

=

pii+pr+...+pin
p21+pa+...+pav

PN1+PN2+ ...+ DPNN

PIN
P2N

PNN

...+ PN
.+ DoN

...+ DPNN

N N N
= (Y mpi Y, mpi ... Y Tipi)
i=1 i=1 i=1

=(m m ... Ty)

= ﬂ:/7
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y por lo tanto 7 es un eigenvector izquierdo asociado a 1.

Ahora, para demostrar que 1 es el eigenvalor de Perron-Frobenius, tomaremos otro
eigenvalor de la matriz P y probaremos que su norma compleja es menor o igual a 1,
lo que prueba que 1 es el eigenvalor maximo en norma compleja.

]
2
Sean A € C un eigenvalor de lamatrizPy ¢ = | . | el eigenvector derecho asociado
¢
a ese eigenvalor, es decir, A¢ = P¢. Desarrollando esta igualdad se tiene que
N
L piifi
A pu pr2 . piv\ [$ 5!
A pa P2 . P || %2 .Zl P2ifi
. - . . . . == =
Ay PNl PN2 . PNN/) \@N N
Y. pnidi
i=1
Esto muestra que
N
Apj= ijiq)i para cualquier j =1,2,...,N. (2.2)
i=1

Ya que ¢ tiene un ndmero finito de entradas, existe k € {1,2,...,N} para la cual
|| = 1mé>§V |¢;]. Tomando la norma en (2.2)) para esta k particular se tiene que
<i<

N N
Ad =1 pitil <Y pil il
i=i i=

N N
<Y puiloel = |l Y pr-
i=1 i=1

N
Como P es una matriz de transicion, Y, pi; = 1, por lo que hemos visto que
i=1

1A 0c| <[Pl (2.3)

Como ¢ es un eigenvector derecho de P, entonces ¢ es distinto de cero y por lo tanto
1rgé<)§v |9;] = |@x| > 0. Considerando esto, por (2.3) se sigue que

A < L. 24

Finalmente, sea r el eigenvalor de Perron-Frobenius de la matriz P. Hemos probado
en (2.I) que 1 es un eigenvalor de la matriz P, por lo que el inciso (c) del Teorema
de Perron-Frobenius implica que 1 < r. Por otro lado, por (2.4) se tiene que r < 1.
Esto demuestra que » = 1, es decir, el eigenvalor de Perron-Frobenius de la matriz P es
1. O
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El teorema anterior demuestra que 1 es el eigenvalor de Perron-Frobenius de la matriz
P. Sin embargo, es importante notar que esto no sélo nos brinda informacién sobre
dicho eigenvalor, sino también de todos los demas eigenvalores de la matriz. Si 6 € C
es un eigenvalor de la matriz P distinto del eigenvalor de Perron-Frobenius, por el in-
ciso (c) del teorema de Perron-Frobenius se tiene que || es estrictamente menor que
el eigenvalor de Perron-Frobenius, es decir, |0] < 1.

Terminaremos este capitulo utilizando el resultado anterior para estudiar la velocidad

de convergencia de la sucesion { pl(;")} a la distribucidn estacionaria 7. Esta convergen-
cia se da por el siguiente teorema:

Teorema 5. Sea {X,} una cadena de Markov homogénea irreducible con espacio de
estados E y T la distribucion estacionaria de la cadena. Si la cadena es aperiddica,
entonces

lim pgr-")

Iim p;;~ = Tj para cualesquiera i, j € E.

La demostracién de este teorema puede ser consultada en [7, p. 73].

Para estudiar la velocidad de convergencia de { pf}")} a 7r; cuando m tiende a infinito
utilizaremos la siguiente definicion:

Definicion 14. Sean f una funcion con valores en R 6 C, y g una funcion que toma
solo valores positivos. Decimos que

_ T L0l
f(m) = 0(g(m)) si ,,P_I,r!o m <

Ejemplo 4. Sean f, g : R — R dos funciones definidas como f(x) =xy g(x) = x>+ 1.
Notemos que

Tim L — T 7 <« Tim 2 — Tim L = 0 < oo
Mmoo &(M) Moo (M2 +1) = psoom? oo || ’

por lo que f(m) = O(g(m)).

Teorema 6. Sea {X,} una cadena de Markov homogénea irreducible y aperiddica con
espacio de estados E'y P € Myxn(R) su matriz de transicion. Si 61,0, ...,0y € C son
los eigenvalores de Py |01| > 62| > ... > |Oy|, entonces

P — 7, = 0(185|") cuando m — =,
donde 1 = (m;)ck es la distribucion estacionaria de la cadena.

Este teorema estd contenido en [8, p. 284] y para demostrarlo construiremos primero
una expresion de la matriz P en términos de sus eigenvalores, eigenvectores derechos
y eigenvectores izquierdos. El procedimiento que a continuacién realizaremos tendra
por objeto encontrar dicha expresion.

30



9]

9
Para cada 6; consideremos su eigenvector derecho asociado ¢ = .
o
oo
¢ 07 .. 9
Definimos ® = (o) 0 ... oy) = | . ; :
o Sy - O
Como Pq; = B;; paracadai=1,2,...,N,
pu pi2 o piv\ (9 6:0}
P21 P2 . DN o) 0,0,
PNl PN2 - PaN) \@N 6:

Desarrollando la multiplicacién del lado izquierdo en esta igualdad se tiene que

N
‘glpqu)j
o 691
Y p2j9; 69,
f= = (2.5)
N 6
X PNj9;
=
Considerando que
pit p12 .. PIN ¢1i 1§ }]:],
pa pn o PN || 05 .
P = . . . . . 2
pNi N2 v/ \Oy 0% . N
y oY 2 y N
Y pij9; X pij9 - X pig;
= =1 =1
v Y 2 y N
Y p2j9; X p2d; - X p29;
= | =1 =1 = :
N LN 5 N N
‘ZlPNj% leNj¢j X pnjo;
= = =
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por (2.5) se tiene que

91¢1: 92¢1§ 9N¢{;
019, 6,05 ... OyO
PP — ‘ 2 ' 2 . 2
010y 0295 - Onoy
ol 92 .. oM\ /6 O .. O
B o) 93 .. o¥|[0 6 .. 0
o 0 .. N 0 0 .. 6w
6 0 .. O
0O 6 .. 0
Si denotamos como diag(0) = | . . .|, por el procedimiento anterior se
0 0 .. 6y
tiene que
PO = Pdiag(6). (2.6)

El siguiente paso involucrars a la matriz ®~!. Sin embargo, antes debemos comprobar
que la matriz ® es invertible. Para esto, utilizaremos el siguiente lema:

Lema 4. Si los eigenvalores 01, 0,,...,0y son distintos, entonces sus respectivos vec-
tores derechos asociados Q1,Qy, ..., 0y son linealmente independientes.

La demostracién de este lema puede ser consultada en [8) p. 274-275].

Debido al lema el conjunto {@;, 0, ..., oy } es una base del espacio RY y por lo tanto
la matriz ® = (o @ ... o) es invertible.

Multiplicando a cada lado de la igualdad en (2.6) por ®~!, tanto por la izquierda y
como por la derecha,

&~ 1Ppd~! = D' ddiag(6)d !,
y desarrollando ambos lados de la igualdad se tiene que

&P =diag(6)® . 2.7)
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Vi v v
AN vy
wé 1//2;
R
olp=| " 77
AR
N 1
Z V;Pji
j=1
N 2
Z Vipji
= j=1
N N
Y Vvipj
j=1

, de la parte izquierda de (2.7) se sigue que

vy
Vi
7
N
Y vipp
j=1

N 2
Y Vipp
=

N N
'Zl ‘//j Pj2
j=

mientras que en la parte derecha de (2.7) se tiene que

diag(6)® =

66 0 ... O
0 6 .. 0
0 O Oy
61y] 61y,

oy Gy

vy Ovy
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Sid~!=] " |, donde B/ = (yi yi ... yi,) paracadai=1,2,...,N, entonces
By
pir pi2 ... PIN

. . . P21 P22 P2N
BiP=(yi v ... wy) . .

PN1  PN2 ... DPNN

N . N . N .
=Y virg Y vipp.. Y vipn)
=1 = =1

J
= (6,1 6y ... Biyry)

= 0i(vi V3 - W)
=6,
Esto prueba que cada f; es un eigenvector izquierdo de P con eigenvalor asociado 6;.
Retomando (2.6)),
P" = ddiag(0)"d !
5
B
= (o4 0 ... ay)diag(6)™ ,2
By
;
B
— (0" s ... O ay) |
By

para cualquier m € N. A esta expresion se le llama representacion espectral de P™.

Demostracion del teoremal6]
Sea m € E. La representacion espectral de P™ es

N
P"=Y 0]'aufpy, (2.8)
(=1

donde cada o = (¢]l) jek es el eigenvector derecho asociado a 6; y cada fB; = (I[/;) jeE

es el eigenvector izquierdo asociado a 6;.
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El primer paso serd buscar una expresion de pg;") paracadai, j € E. Desarrollando (2.8)
se tiene que

0 L
P51 Dyy e Don N %
2 P2 M=o | 7| (wlvh )
: R =1 :
m m m [
P1(v1) Pz(vz> Pz(w\g N
R
N HYr hy, .. hyy
:ZOK : : :
=1 : : :
ov oW v
O olvi Ordlys . 610l
_Z 00w 60y .. 0"y
& : : : ’
O/ onwT 60y . OOy
por lo que
N
pl(;") =Y Gg"q)fl//f paracadai,j€E. 2.9)

/=

Como la cadena es irreducible y aperiddica, entonces la cadena es regular y por lo

tanto el teorema de Perron-Frobenius puede ser aplicado a la matriz de transicién. Co-

mo |6;| > |6y| para cualquier ¢ € {2,...,N}, por el inciso (c) del teorema de Perron-

Frobenius se tiene que 0; es el eigenvalor de Perron-Frobenius de la matriz P, y por el
1

1
teorema 4| se sigue que 0; = 1, oy = | . | y Bi = #. Utilizando esto en (2.9),

1
(m) v ¢
pij =010,y + Z 9{?”‘/’{‘/’;
=2
N
=7+ Z Gg"q)fl//f paracadai,j€E.

(=2

Sean i, j € E. Por la igualdad anterior,

N
pg") —Tj= e‘)gz ;" (Pié ‘Vf,

y tomando la norma se sigue que
(m) — & m ol & m| 40
P —ml =Y 670 wil < Y 16619 |l (2.10)
=2 =2
Como |0y| < ... < |6,], por se tiene que
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N N
Py =l < L leal"l9f11vl = 16:]" X 1o/ 1w

Diviendo entre |6;|™,

N

< Y161Vl @11

=2

Dij — T

(m)
P

(m)
Y . . .
Hemos probado que la sucesion {|=Lz=—|} estd acotada, por lo que su limite superior
2

existe y, por lo tanto, |p§;") —7j| = O(|6,|™) cuando m — co.
O
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Capitulo 3

Grandes desviaciones para
cadenas de Markov regulares

Consideremos una sucesion de variables aleatorias {X, } independientes e idénticamen-
te distribuidas (i.i.d.), cada una con esperanza = E[X;] € R. Por la Ley Débil de los
Grandes Nimeros sabemos que, para a > 0 fija, la probabilidad del evento

)rf X;

i=1

Tu T H|za

converge a cero cuando n tiende a infinito. Un Principio de Grandes Desviaciones es
un criterio que busca estudiar la velocidad de convergencia a cero de la probabilidad de
este evento, y en este capitulo trataremos con el caso de una funcional de una cadena
de Markov (notemos que una cadena de Markov es una sucesion de variables aleatorias
que no necesariamente son i.i.d.).

El principal material utilizado para este capitulo es [5] y [4].

Principio de Grandes Desviaciones (P.G.D.)

Para introducir el Principio de Grandes Desviaciones que utilizaremos en este capitulo
son necesarios dos conceptos: semicontinuidad inferior y funcién de grandes desvia-
ciones, por lo que comenzaremos esta seccion introduciendo dichos conceptos.

Definicion 15. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Una funcion f : X — RU{—co, 0}
es semicontinua inferiormente (s.c.i.) si f ~'((a,)) es un conjunto abierto para cual-
quier a € RU{—co,c0}.

Ejemplo 5. Definimos f: R — RU{—o0,00} como

six>0

f(x)—{% six <0



A continuacién presentamos la grafica de esta funcién:
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La funcién f es un ejemplo de una funcién semicontinua inferiormente (s.c.i.), pues
dada a € RU{—c0, 0},

» sia> 1, f!((a,)) = (0, 1) es abierto;
= siae (0,1], f7'((a,»)) = (=, 1) es abierto;
» ysia <0, f!((a,)) =R es abierto.

Es importante mencionar que cualquier funcién continua es s.c.i. Ademds, dados (X, 7)
un espacio topoldgico y f : X — R U {—oo0,00} una funcién, pedir que
f((a,)) = {x € X | f(x) € (—oo,0)} sea abierto es equivalente a pedir que el con-
junto {x € X | f(x) < a} sea cerrado. Es decir, f es s.c.i. si y s6lo si

vi(a) = {xeX | f(x) <a}

es un conjunto cerrado para cualquier a € RU {—oo, o0},

Utilizando este concepto, definimos funcién de grandes desviaciones como sigue:
Definicion 16. Sea (X, T) un espacio topolégico e I : X — [0, 00| una funcion.
= Decimos que I es una funcion de grandes desviaciones si I es s.c.i.

= Decimos que 1 es una buena funcion de grandes desviaciones si
yi(a) ={x e X | f(x) < a} es compacto para cualquier a € RU {—co oo}

Notemos que cualquier buena funcién de grandes desviaciones es una funcion de gran-
des desviaciones. Ahora procederemos a definir el Principio de Grandes Desviaciones.

Definicion 17 (Principio de Grandes Desviaciones). Sea {W,} una familia de medidas
de probabilidad en RY. Se dice que {u,} satisface el Principio de Grandes Desvia-
ciones (P.G.D.) si existen una sucesion {x,} C R que converge a 0 cuando n tiende a
infinito y una funcion de grandes desviaciones I : R¢ — [0,9] tales que
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— inf I(x) < lim x, log u,(A) < limx, log u,(A) < —inf I(x)
x€int(A) n—e h—oo xcA

para cualquier A C R?.

Es importante mencionar que esta definicion puede ser extendida a medidas de proba-
bilidad en espacios mds generales, pero en este trabajo nos concentraremos en el caso
donde el espacio muestral es RY.

El Teorema de Gartner-Ellis

El teorema de Girtner-Ellis establece condiciones bajo las cuales una familia de medi-
das de probabilidad cumple el P.G.D. con una buena funcién de grandes desviaciones
A*. Antes de presentar dicho teorema es necesario introducir los conceptos de funcién
generadora de momentos logaritmica y transformada de Fenchel-Legendre, pues son
indispensables para definir la funcién A*.

Definicion 18. Sea X una variable aleatoria d-dimensional. Definimos la funcion ge-
neradora de momentos logaritmica A : R? — RU {—c0, 00} como

A(A) = log E[e!*X)],
donde (A,X) es el producto interno usual.
Es importante notar que
» A(A) € (—oo,00] para toda A € R,
s A0) =log B[] =0y
= sid =1, entonces A(A) = log E[e**].

Ejemplo 6. Sea X una variable aleatoria Bernoulli con pardmetro p. Su funcién gene-
radora de momentos es

A(A) = log E[e*X]
—log(eM0(1 = p) + € (p))
:log(l—p—f—elp)
=log(p [t —1]+1).

Definicién 19. Sea f: R — RU{—o0, o0} una funcion. Definimos la transformada de
Fenchel-Legendre de f como

fr(x) = sup {{A,x) = f(4)}.

AERd

Ejemplo 7. Sea f : R — R la funcién definida como f(x) = x?, y para cada x € R fija
definimos
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g(A) =Ax— A2

Podemos notar que g'(A) = x —2A es igual a cero cuando A = 3, y que g" (1) = -2,
por lo que la funcién g alcanza su mdximo cuando A = 3. Por lo tanto, la transformada
de Fenchel-Legendre de la funcién f es

x2 4 2 2
£ = sup {3~ f)} =5 -5 =5 (1-%).
AeRd
Mais adelante definiremos una funcién utilizando el limite de una sucesién de funciones
generadoras de momentos logaritmicas, y serd la transformada de Fenchel-Legendre de
esa funcion la que utilizaremos como buena funcién de grandes desviaciones.

El siguiente paso es enunciar un teorema que utilizaremos en la demostracién del teore-
ma de Girtner-Ellis, el cual hace uso de dos definiciones: funcidn esencialmente suave
e hiperplano expuesto. A continuacién introducimos estas dos definiciones, cada una
con su respectivo ejemplo.

Definicion 20. Sean f : R? — (—oo,00] una funcion convex y
Dy = {x€R?| f(x) < o} su dominio esencial. Decimos que f es esencialmente
suave si

(i) int(Dy) es no vacio,
(ii) f es derivable en int(Dy) y

(iii) si{A,} es una sucesion en int(Dy) que converge a un punto frontera de int(Dy),
entonces 11m |V ()] = oo_ﬂ

Ejemplo 8. Sea f : R — (—oo, 9] la funcién f (x) = x, funcién que es convexay D =
{x e R?| f(x) < o} =R. Las condiciones|(i)|y |( de la definicién se cumplen porque
int(Dy) = int(R) =Ry f es derivable en ese conjunto; por otro lado, int(Dy) no tiene
puntos frontera, por lo que la condicién también se cumple. Esto prueba que la
funcién f(x) = x* es esencialmente suave.

Definicion 21. Sean X una variable aleatoria d-dimensional, A su funcion generadora
de momentos logaritmica, A* la transformada de Fenchel-Legendre de A y x € RY.
Decimos que x es un punto expuesto de A* si para alguna A € R? y para toda y € R?
distinta de x se cumple que

<)‘vy>_A*(y)< <A'ax>_A*(x)' 3.D

En este caso, a A se le llama un hiperplano expuesto de A*.

'Dados X un conjunto convexo en un espacio vectorial y f : X — R una funcién, f es una funcién
convexa si para cualesquiera x1,x; € X y 7 € [0, 1] se tiene que

flexr+(1=t)x2) <tf(x1) +(1—1)f(x2).

ZVf(ln) — (afqﬂ7 s M)

dxy
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Ejemplo 9. Consideremos una variable aleatoria Bernoulli de pardmetro p = % Por el

sabemos que
AA) =log(p [t —1]+ 1)
1
= log(i [e* —1]+ 1),
y utilizando un procedimiento similar al procedimiento del se puede ver que

A (x) = {xlog(Zx) +1log(2(1—x))[1 —x] sixe(0,1)

00 en otro caso

Tomando x = %, podemos ver que para A =0 la desigualdad se reduce a
w0 <-x ()= (e (23) ) o (20 ) ) - ()]
= (%)log(l) —log(1) [1 - (;)]

0,

desigualdad que se cumple para cualquier y € R distinta de x, pues
m siy € (—e0,0]U[l,00) entonces —A*(y) = —oo,

= ysiye€ (0,1), definiendo la funcién g : (0,1) — R como
g(h) = —A*(h) = — [hlog(Zh) +log(2(1—h))[h— 1]},

se tiene que g'(h) = log(2 — 2h) — log(2h) es igual a cero solo cuando h = 1 y

g"(3) = =—4<0,

32

Bl

por lo que la funcién g alcanza su maximo en h = %; y como y es distinta de
x= % entonces

—A*(y) =gly) <glx) = g(%) = A (%) =0.

Esto prueba que x = % es un punto expuesto de A* y A = 0 es un hiperplano expuesto

de A*.
Haciendo uso de las definiciones anteriores, procedemos a enunciar el teorema de
Girtner-Ellis:

Teorema 7 (Teorema de Gértner-Ellis). Sean {S,} una sucesion de vectores aleatorios
en R?, donde cada S, tiene ley U, y funcién generadora de momentos logaritmica
An(A) = log E[eSn)]. Supongamos que
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(i) ’}1;11;10 %An(l’ll) existe en RU {—oo,oo} Y,

(ii) definiendo la funcion A(A) = nlgrolo %An(nl), se tiene que 0 € int(Dy)
(recordemos que Dy = {1 € RY | A(A) < oo} es el dominio esencial de A).
Entonces

() Tim log (u,(F)) < — 1’n11; A*(x) para cualquier conjunto cerrado F'y
n—oo xXe

(I) — inf A*(x) < lim Ylog (u,(G)) para cualquier conjunto abierto G, donde

xeGNF e !

F es el conjunto de puntos expuestos de A* cuyo hiperplano expuesto pertenece

a int(Dp).

(1I1) Si, ademds de los supuestos|(i)]y[(i)] se tiene que

(a) A es finita en todo R¢,
(b) A es esencialmente suave y
(c) ANess.c.i.;

entonces el P.G.D. se cumple para la buena funcion de grandes desviaciones A¥,
donde N* es la transformada de Fenchel-Legendre de la funcion A.

Este teorema es una version mas general del teorema de Cramer, el cual supone tam-
bién que las variables son i.i.d. (por lo que [ se cumple trivialmente). Nos interesa el
teorema de Gértner-Ellis porque trabajaremos con cadenas de Markov y en ese caso no
necesariamente contamos con el supuesto de variables aleatorias i.i.d..

La demostracion del teorema de Girtner-Ellis se descompone en dos partes: la prueba
de[M)]y[dD]estd contenida en [5| p. 48-50], mientras que la demostracién de esun
ejercicio en [} p. 52], el cual haremos a continuacién en nueve pasos.

Demostracion.

Sea 6 > 0. Para cada n € N definimos S, 5 = S, + \/gV, donde V es una variable alea-
toria normal multivariada estdndar independiente de §,. Denotaremos como A, s a la
funcién generadora de momentos logaritmica de S, 5.

Los pasos a seguir son los siguientes:

(1) Lasucesién {S, 5} cumple con los supuestos (i) y|(ii)|del teorema. Ademds, dada
A € R?y denotando As(A) = lim %An s(nd), se tiene que
n—yoo !

8|72
As(A) = A(R)+ 255,
(2) Para toda x € R se tiene que A§(x) < A*(x).

(3) Utilizando el inciso |(I)| del teorema para F = R4 se tiene que D+ es no vacio.
Ademis, cada x € R es un punto expuesto de Ay.
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(4) Utilizando el inciso [(ID)] del teorema y los primeros tres pasos de esta demostra-
cién, probar que para cualquier x € R? y cualquier € > 0 se tiene que

“A*(x) < lim Llog P (SM; €B <x, ;)) . 32)

n—oon

P <\F|v| > 8) <23 (57) 3.3)
n 2

(5) Probar que

para toda € > 0.

(6) Demostrar que

P<Sn+\/TV€B ) <\/7|V| ><P(S €B(x,e)) (34)

paratodax € Ry e > 0.
(7) Utilizando (3.4), (3.3) y (3.2), probar que

—A*(x) < lim 1logP (Sy € B(x,€)) (3.5)

n—on

paratodax € Ry e > 0.

(8) Usar (3.3) para probar que la cota inferior del P.G.D. se cumple para las leyes
{,} correspondientes a la sucesién {S,}.

(9) Utilizar el inciso [(I)| del teorema para concluir que {,} satisface el P.G.D. con
la buena funcién de grandes desviaciones A*.

A continuacién realizaremos la prueba de cada uno de estos pasos:

Sea A € R?. Comencemos observando que

L An(n) = LlogE e<nx,snﬁ,s>}

I 8
_ %log]E e<rzl,Sn+\/:V>:|

=%log]E (1 Sn)+ <n/1 \/>v>}

_ llog]E [ s <”7L \Fvﬂ
n
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Como V es independiente de S,,, de la igualdad anterior se desprende que

[ | ni, 8
1[\l’l 6(”),) = llOg <]E e<”lvsn E |:e< nv>:|>
)
I ] [ S,
= llOg (E e(nl,S,,) ) + llog (E e< n V>:|>
n | | " _
= %108 (E £{:Sn) ) + %log ( o{ Vb2, v)])

1 i ]
= —log (E o(nASn) ) + flog (Mv ) ,
n | n

<

= llOg E | (nA:5n)
n L

ﬁ

donde My es la funcién generadora de momentos de V.

Recordemos que A, (n) = logE [e™*S1)] y que My (x) = e ‘Xz‘ I por lo que

1 1 1 n3|A 2
“Ans(nh) = —Ay(nd)+~log e
n ’ n n

1 1 n8|AJ?
= ;An(nl) + ;T

8|

1

Tomando el limite cuando 7 tiende a infinito,

2
Ifm IA,“;(IM)— hm 1A (n?L)—i— l1m SIAF
n—yeo g
5|2
=AA)+ |2‘ .

Esto demuestra que lim %An s (nA) existe, por lo que el supuesto (i) del teorema
n—yoo ’

se cumple para la sucesién S, 5. Ademds, denotando As(A) = ,}5‘; IA5(nA),

- — 8|A[2
se tiene que Ag(A) = A(A) + =5-.

38i V es una variable aleatoria normal multivariada con pardmetros g y matriz de covarianza X, su funcién
generadora de momentos es

]
My (x) = 5

Cuando V es estandar, 4 = 0 y X es la matriz identidad, por lo que @) queda reducida a

(3.6)

(2
Mv(x):e%.
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Por otro lado, de se desprende que A(A) < oo, lo que implica que

As(A) =AA) + % < oo, Esto demuestra que Ag es finita en todo RY, por
lo que

DAE = {l eR? ‘ Ag(l) < 00} =4,

En particular, 0 € RY = int(R?) = int(Dy,) y por lo tanto el supuesto |(ii)| del
teorema se cumple para la sucesion S, 5.

Sea x € R?. Utilizando la igualdad para As obtenida en el paso (1) de esta de-

mostracion,
A5(x) = sup {(A,x) —As(2)}
AER4
2
= sup {()L,x>— (A(?LH— 5‘;' )},
AeR4
por lo que
. SIAP
A5(x) = sup {((/l,x>—A()L)) -3 } 3.7
AeRd

2
Dada A € R, como —% < 0 entonces

(o -A0)) - 24 < (o) - A2),
Tomando el supremo en ambos lados de la desigualdad,
8|A2 Ak
sup ¢ (((A,0) —AQR) ) =2 < qup {(,x) —A(R)} = A*(x).
AeRd LeRd
Retomando (3.7), por la desigualdad anterior se sigue que

A= sup { (3 - A)) - 248} < n°(o)

AERd

Ya que la sucesién {S,} cumple con los supuestos (i) y por el inciso [(I)| se
tiene que

Trm Llog (un(Rd)> < — inf A*(x). (3.8)

n—een xeRd

Podemos observar que

| 1
Ifm - log (un(Rd)) = Tim —log(1)
n—eopn n—ooqp
1
=1lim--0
n—ooq

=0.

Sustituyendo este valor en (3.8)),
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0<— inf A*(x),

xeR4
y al multiplicar por —1 se sigue que

0> inf A*(x). (3.9)

x€Rd
Supongamos que D+ = {x € R? | A*(x) < o} es vacio, entonces A*(x) = oo pa-
ra cualquier x € R? y por lo tanto infd A*(x) = oo, lo cual contradice (3.9). Esto
xeR

demuestra que D+ no es vacio.

SeanxcR%y e > 0.

Ya verificamos que la sucesion S, 5 cumple las condiciones (i) y por el inciso
[(ID)] se tiene que

1 £
— if Az §h’mfloP(S e (B(x, £ ) 3.10
A < Jim g (5,5 (B0 3)) (3.10)
donde # es el conjunto de puntos expuestos de A* cuyo hiperplano expuesto
pertenece a int(Djy;). Del paso anterior se sigue que .7 = R4, por lo que li
se simplifica a

~ if A"(z) < lim llogP(S,,,ge(B(x,g))). 3.11)

2€B(x,5) n— 1

Como A*(x) > inf A*(z),entonces —A*(x) < — inf A*(z).Aplicando es-

2€B(x,5) 2€B(x,5)
to a (3-T1), se sigue que
« .1 €
—A*(x) < lim ~logP (S,“; € (B(x, 5))) . (3.12)

Sea g > 0.

Recordemos que cualquier x € R se tiene que

.’(2
P([V| > x) < 26’7

2
P<V 2;\/?) gze%. (3.13)

Para la parte izquierda de (3.13) podemos notar que

€ |n o €
P(|V| > 2\/;> =P <\/;|V| > 2> , (3.14)

: __ & n
Haciendo x = § /%,

4Resultado contenido en 1, p. 455].
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mientras que para la parte derecha de (3.13)) se tiene que

Sustituyendo estos valores en (3.13), se sigue que

I £ =
P(\/2lV]>§ ) <25

Esto prueba que

o
oc‘,\,

P<ﬂV| > §> <203 (%),

Sean x € R? y £ > 0. Para demostrar este inciso primero demostraremos que

P({s,,jt\/zv eB(x,g)}m{\/ZM < ;}) < P(S, € B(x,£)),

y posteriormente veremos por qué esto implica (3.4).

Comencemos notando que

{Sn+\/EVeB(x,§)} :{
S,,—|—\/%V—x
1
Sn+\/;vx +

S,,—l—\/EV—x <§}

< % y \/% V] < %, sumando estas desigualdades se sigue que

1 1 1
—\/=V|=Sa+/=V—x|+|y/ =V
n n n
1 1
Sn+/ =V —x|+4/-|V] <&,
n n

y por la desigualdad del tridngulo se tiene que
+ ‘ - \@ 1%

Sn+\/sz+\/EV‘ <

lo que implica que

Si

|Sn *x| =

s

Sn+\/gV—x

IS, — x| < €.
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Esto demuestra que

{S,,+\/Ev eB(x,g)}m{ﬁ|v| < g} C {S, € B(x,e)},

lo que implica que

P({Sﬁ—\ﬁVeB } {\[V< })gP(SneB(x,e)). (3.15)

Ahora procederemos a demostrar (3.4). Definiendo los eventos

:{Sn-i-\/ZVEB(x,‘;)},
B={\/ZIVI<S}Y

C={S, €B(x,e)},
podemos observar que (3.15) queda expresado como
P(ANB) < P(C). (3.16)

Por otro lado, considerando la resta de P(A) menos P(BC) se puede ver que

P(A) = P(B) = P(A) — [1 - P(B)]
= P(A)+P(B)— 1.

Como P(AUB) < 1, entonces —1 < —P(AUB) y de lo anterior se sigue que
P(A)—P(B®) <P(A)+P(B)—P(AUB) = P(ANB).

Retomando (3.16),

en particular,
P(A) — P(B¢) < P(C).

Retomando las definiciones de los eventos A, B y C, la dltima desigualdad queda
expresada como

P(Sn+\/EVeB(x ) ([|V|> )<PS € B(x,¢)).
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Esto concluye la demostracion de (3.4).

Sean x € R? y & > 0. Recordemos que en el incisoprobamos que

P(S,,—i—\/EV eB(x,g)) —P(ﬁ|v| > 3) < P(S, € B(x,¢)).

De esta desigualdad se sigue que

P(S,,+\/EV eB(x,g)) < P (S GB(xye))+P<\/EIV| = 5)

y retomando (3.3)),

oc‘"’l\,

P(Sn—t—\/EVGB(x,;)) <P(S, EB(x,e))—FZe%l( n).

Aplicando el logaritmo a la desigualdad anterior, multiplicando por % y luego
considerando el limite inferior cuando » tiende a infinito tenemos que

o 1
nlglgo +logP (Sn—l— VeB (x, g)) <
! 3 (57)
lim - log {P(S,, € B(x,€))+2e % \? ],
=
mientras que en (3.2) probamos que

—A*(x) < r}l’_r}rolo%logP (S,, + \/EV €B (x, S))

De estas dos desigualdades se desprende que

o
oc‘,\,

1 =1
—A*(x) < lim ~log {P(Sn € B(x,€))+2e? (

n—e n

n)} paratodad >0 (3.17)

(esto porque la & que tomamos al inicio del ejercicio era arbitraria).

Ahora probaremos que
—A*(x) < h’im%logP (S € B(x,€))
n—w
por reduccién al absurdo: supondremos lo contrario y llegaremos a una contra-
diccién con (3.17).
Supongamos que
1
—A*(x) > lim —logP (S, € B(x,€)). (3.13)
n—eon

Tomando
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—A* ()= lim ;. logP(Sn€B(x.£))

M= 5 >0

se tiene que ¢ > 1 y entonces (e — 1) > 0. Definimos

c=(eM—1)P(S, € B(x,e)) > 0. (3.19)

=1 &2
Observemos que 611}1})1+ 5 = —oy Tn>0,porloque

-1 (g2 _
61;1& 5 (?1) -

lo que implica que

Por este ultimo limite sabemos que para cualquier constante positiva existe una
2
—1(¢€

6 > 0 tal que eT< 8 n> es estrictamente menor a esa constante. En particular,
para la ¢ definida en (3.19) existe una 8 > 0 para la cual

_ 2
e%(%n) < 5.

2
Esta dltima desigualdad implica que

2
l%n

P(S, € B(x,€)) 120w (57) P(S, € B(x,€)) +c,

y por lo tanto

—1

2
log | P(Sy € B(x,€)) —1-28%(?”) < log[P (S, € B(x,€))+c]. (3.20)

Notemos que

1og [P (Sn € B(x,€)) +c] =log [P (S, € B(x,€)) + (M — 1) P(S, € B(x,¢))]
=log [P(Sy € B(x,€)) (1+e¥ —1)]
=log [P (Sy € B(x,€)) ]
= logP (S, € B(x,€)) +log (")
=1logP (S, € B(x,€))+M,

de manera que (3.20) puede ser simplificada a

(e
log P(S,,eB(x,e))+2e50(3") <logP (S, € B(x,€))+M.

50



Multiplicando esta desigualdad por % tenemos que
12
Liog {P(S €B(x 8))+2€501(8n)] < LlogP (S, € B(x,e))+ 4
n n I n g n ) n°’
y considerando que % < M entonces
1 =1 (én) 1
;log P(S, € B(x,€))+2e% \8 < ;logP (Sw € B(x,€))+M. (3.21)

Retomando la definicién de M en la parte derecha de (3.21),

—A*(x) —rgimm%logP(Sn € B(x,€))

1 1
;logP (Sp € B(x,€))+M = ZlogP (Sn € B(x,€)) +

2
* P 1
_ 2}logP(S, € Blre)) AW i losP (S, € B e))
2 2
—A*(x) + lim ;. logP (S, € B(x,€))
— n—oo
2 b

y por (3:I8) se tiene que

—A*(x)+1im LiogP(S,€B(x.€))
n—oo

3 < AW - A (),

Esto implica que
LiogP (S, € B(x,€)) + M < —A*(x),
y por (3:21) se sigue que

—1(e,
Llog [P(Sn € B(x,€)) +2e% ( 8 )} < LiogP (S, € B(x,€)) + M < —A*(x).

Tomando el limite inferior cuando 7 tiende a infinito en ambos extremos de esta
desigualdad tenemos que

(e,
1im Liog {P(Sn € B(x,€))+2e% ( 8 )] < lim —A*(x) = —A*(x).
n—o0 —oo

n

Hemos encontrado entonces una &y > 0 para la cual
. ] (én)
lim .log | P (S, € B(x,€))+2e% \ ¥/ | < —A*(x),
n—oo
lo cual contradice (3.17).

Por lo tanto,
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—A*(x) < lim 1l0gP (S, € B(x,€)).
n—oo

Sea A C R?. Recordemos que en este paso debemos probar que se cumple la cota
inferior del P.G.D. para la sucesion S, es decir, debemos probar que

1
— inf A*(x) < lim — log P(S, € A). (3.22)
n

x€int(A) n—e

Siint(A) = 0, (3.22) se cumple trivialmente. Si int(A) # 0, por el paso anterior
sabemos que

—A*(x) < lim 110gP (S, € B(x,¢))

n—oo

para cualquier x € R? y £ > 0. En particular, tomando x € int(A) y & > 0 tal
que B(xg, &) C A se tiene que

—A*(x0) < lim 110gP (S, € B(xo,&)) < lim ;logP (S, € A)
n—oo n—oo

Esto prueba que, para toda x € int(A),

—A*(x) < ll’im%logP (S, €A),

n—oo

por lo que

A*(x) > — lim 1iogP (S, € A),
n—oo

y por lo tanto la parte derecha de esta desigualdad es una cota inferior del con-
junto {A*(x) | x € int(A)}. De la definicién de infimo se sigue que

inf A*(x) > — lim L log P(S, € A),
xeint(A) n—os !

y al multiplicar esta desigualdad por —1 se sigue (3.22).
Sea A C RY. Por el inciso (D] tenemos que

1im ! log P(S, € A) < — inf A*(x),

n—oo xEA

mientras que en el paso anterior probamos que

— inf A*(x) < lim L log P(S, € A).
x€int(A) n—eo

Juntando ambas desigualdades tenemos que

— inf A*(x) < lim L log P(S, € A) < Tim L log P(S, € A) < — inf A*(x),
x€int(A) oo 1! n—eot XEA
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lo que demuestra que la sucesién {S,} satisface el P.G.D. con la buena funcién
de grandes desviaciones A*.

O

La demostracién anterior nos permite comprender un poco mas el Principio de Grandes
Desviaciones (P.G.D.). Después de afiadir una variable aleatoria normal multivariada
estdndar, del paso (5) se sigue que la sucesién {S, } s6lo fue perturbada por muy poco y,
ademds, como la sucesién {S, 5} cumple con el P.G.D., resulta natural que la sucesion
original {S,} también cumpliera con dicho principio. En la teoria de grandes desvia-
ciones existen muchos ejemplos similares donde, para probar que una familia cumple
con un P.G.D,, se afiade otra variable aleatoria que perturba marginalmente al proceso
original.

Principio de Grandes Desviaciones para cadenas de Mar-
kov regulares

Para concluir este capitulo utilizaremos eljteorema de Gartner-Ellis|para demostrar que
el P.G.D. se cumple para una funcional de cadenas de Markov regulares. Comenzare-
mos definiendo y estudiando dicha funcional.

Definicion 22. Sean P = (p;;) € Myxn(R) una matriz, E un conjunto de cardinalidad
N, f 1 E = R? una funcion y A € R%. Definimos la matriz Py € Myxn(R) como

P, = (Pij'ea’f(j)))i,jeE-

Teorema 8. Sean {X,} una cadena de Markov con espacio de estados finito E y matriz
de transicion P, f : E — R una funcién y A € RY. Si la cadena {X,} es regular
entonces la matriz P, es regular.

Demostracion.

Para simplificar la notacién, denotaremos como ¢;; a la i j-ésima entrada de la matriz
(m)

P, ,y para cada m € N denotaremos como g; ;o a la i j-ésima entrada de la matriz (P )".

La demostracion de este teorema se dividird en dos partes: primero probaremos que,
para cualquier m € N, qgr.”) puede ser expresada en términos de la entrada i j-ésima en-
trada de la matriz P™ (y por lo tanto, de la probabilidad de llegar del estado i al estado
j en m pasos). Posteriormente utilizaremos esto para probar que existe una potencia k

para la cual (Py )* es estrictamente positiva.

Sean i, j € E. Buscamos probar la siguiente propiedad:
Para toda m € N existe una ¢ > 0 tal que ql(;”) = cpl(;"). (3.23)
Realizaremos la prueba de (3.23)) por induccion:
= Por definicién, ql(;) =qij = pij-¢*/U)) Haciendo ¢ = ¢*/U)) > 0, Ia propiedad
queda demostrada para m = 1.
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©_ . ®

= Supongamos que existe una ¢ > 0 tal que g; ; = cp;j para alguna ¢ € N; ahora

debemos demostrar que existe ¢’ > 0 tal que qgfﬂ) =c P§f+1)~

Recordemos que si A = (ayy) y B = (byy) son dos matrices en My y(R), enton-

ces AB = ( Y ay, uw). Considerando que (P;)*! = (P;)’ - P;, entonces

u=1

(64+1)
ql] Z qm q“]

_ Z gD pyj- IO

u=1
20N X (O
— SASUD) Z 4 Puj
u=1

Como (3.23) se cumple para ¢, entonces para cada u € {1,...,N} existe ¢, >0
(0) (0)

tal que g;,/ = cup;, - Sustituyendo este valor en la ecuacién anterior,

N
gy =Y cpl) puj. (3.24)

u=1

Seana= min ¢, yb= max ¢, Podemos notar que
1<u<N 1<u<

Z apl(u>l’uj Z Cup,(u)pu/ Z bp,(,,>l7uj,

por lo que

0 Yoo <
a Z Piy pu} Z CuPiy Puj > Z pm Puj-

u=

AR (e+1) . , .
Como Y p;,/puj=p;; - porladesigualdad anterior se tiene que
u=1
(1) _x (©) (£+1)
ap; < Z Cubi Puj < bpyy; - (3.25)
=l

Definimos g : [a,b] — R como g(x) = x pl(j”]). La funcién g es una funcién

continua, y ademds por (3.23) se tiene que

gla) < z cuply puj < 8(b).

il

. o ()
Por el teorema del valor intermedio, existe una & € [a,b] talque g(&;) = ¥ cup;, Pujs
u=1

es decir,
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0+1 N ¢
gpl(j ) = Z] Cup,(u)puj-
y—

Sustituyendo este valor en (3.24), se sigue que

P = s g pl+Y

Notemos que eMID) > 0 y&>a= min ¢, >0.
1<u<N
Definiendo ¢’ = ¢/()) . & > 0, se sigue que

+1 1+1
Pl erplieh),

Esto concluye la demostracion de la propiedad (3.23).
Ahora procederemos a demostrar que P, es una matriz regular.

Como la cadena es regular, P es regular y por lo tanto existe una k € N tal que P* > 0,
es decir,
pg{) > 0 para cualesquiera i, j € E. (3.26)
Por la propiedad li para( c)ada i,j € E existe ¢;; > 0 tal que qg_‘) = Cijpg-(), y por
k

(3.26) también se tiene que p;; > 0. Esto implica que

k k
ql(j) = Cijpgj> >0,
lo que demuestra que cada entrada de la matriz (P;L)k es estrictamente positiva. Por lo
tanto, la matriz P, es regular. O

Denotaremos al eigenvalor de Perron-Frobenius de la matriz P, como r,. Es importan-
te observar que, aunque las matrices P y P, son regulares, no necesariamente sucede
que sus eigenvalores de Perron-Frobenius son iguales.

En el caso de una cadena de Markov irreducible y aperiédica con matriz de transicion
P, por el teorema 4] sabemos que P es regular y por lo tanto la matriz P; también serd
regular, lo cual nos permite aplicar el teorema de Perron-Frobenius a la matriz Pj.
Con esto estamos en condiciones de enunciar y probar el principal resultado de este
capitulo:

Teorema 9. Sean {X,} una cadena de Markov irreducible y aperiddica con espacio
de estados finito E, P su matriz de transicion y f : E — R? una funcién. Para cada
A € R? definimos la matriz

Py = (pij-e*T ) jep

y denotamos como r), al eigenvalor de Perron-Frobenius de la matriz P,
Posteriormente, para cada z € RY se define
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1(z) = sup {(A,z) —log(r)}.
AeRd

Entonces I es una buena funcion de grandes desviaciones convexa y la media muestral
n
S, = % ‘):lf(X,-) satisface el P.G.D. con la funcion I.
=

Para demostrar este teorema utilizaremos el inciso (IIT) del teorema de Gértner-Ellis|
por lo que debemos verificar que todos los supuestos de dicho teorema se cumplen, es
decir, debemos probar lo siguiente:

Dada A, (1) = log E[e!*%)] 1a funcién generadora de momentos logaritmica de S,,,
lgn %An(n)L) existe en RU{—oo} U {oo};
n—soo

y definiendo A(A) = lim 1A, (1),

n—yoo
A es finita en todo R,
A es esencialmente suave y
A es semicontinua inferiomente.
Ademads también debemos verificar que
(e) A*=1y
(f) A* es convexa.

A continuacion realizaremos la demostracion de cada uno de estos incisos en el orden
mencionado.
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Demostracion.

Sea A € R?. Comencemos observando que

An(n) = log E[e"*5n)]
=log E[EM’"S")]

sl 0]

1,3 >
S ) A
Xn

=log Z ( e<lAf(xi)>>Pcr(Xl:x1a~'~vXn:xn)1
=log Z < )

po’x1 px1x2~~~pxn1xn]

=log Z (qu e(hf(m))) (lexzea’f(m)))--- (an_lxne(l,f(x,,)))‘| '

=log Z qax]qx]xz...qxn]xn],

LX155Xn

(n)

donde gj; es la entrada i j-ésima de la matriz P, . Retomando la notacion ¢;;* para
la ij-ésima de la matriz (P, )", de la igualdad anterior se sique que
An(nA) = log lz qg’ﬁnl . (3.27)
Xn

Como la cadena es regular, por el teorema(8]se tiene que Py es una matriz regular.
Sea r), el eigenvalor de Perron-Frobenius de la matriz P; .

1
1

Utilizando el lema|2|para la matriz P) y ¢ = T=]. ,
1
— 1tm L (n)
log(ry) = lim ;log [gqc,],

y por (3:27) se sigue que

log(ry) = r}gr.}c %An(nl).
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Por lo tanto, r}glolc LAn(nA) existe y ademds ng}o LA (n2) =log(r) e R.

Definimos A(A) = Iim %An(nk). Es importante observar que, por lo anterior,
n (=]

A(A) = lim 1A,l(n/'L) =log(ry). (3.28)

n—o g

Sea A € RY Por el inciso (a) de esta demostracién, sabemos que
A(A) = log(ry) < e, por lo cual la funcién A es finita en todo RY.

Para demostrar que la funcién A es esencialmente suave, debemos probar que A
es convexa y luego que cumple los incisos y de la definicién 20}
Sean A;,A, € Ry 1 €[0,1].

e Sir=0,
AL +(1=0)A) =A0-A1 +1-23)
=A(h)
=O~A()~1)+(1 —O)A()Lg)
=tAA1l)+ (1 —1)A(A2).
e Sit=1,

A+ (1=1)A2) = A1 A1 +0-22)
=A(M)
=1-A(M)+(1-1)A(%2)
— AM) + (1= )A (L),

* Supongamos que 7 € (0, 1).
Comencemos observando que

Aalt2a + (1= )2a]) = Log E [l +(1-01 51|
= log E |:e<t/11+(1_t)127nsn>]
=logE [(60Ll 7"5ﬂ>)t (eu'ZvnSn)) (l_tq ]
Haciendo X = (e<11 ,nSn>)’ yY = (euz,ns,l))(l*t)’ por la igualdad anterior s

tiene que
An(n[td + (1 —1)A2]) = log E[XY]. (3.29)

Por otro lado, como 7 € (0, 1) entonces (1 —#) € (0, 1). Definiendo p =
= ﬁ tenemos que p,q € (0,%0) y %+% =t+1—-t=1.
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Como X y Y son siempre positivos, aplicando la desigualdad de Hbldelﬂ a

(329) se sigue que
An(nltda + (1 =1)Aa]) = log EIXY] < log (E[xﬂ]%mw]%) . (3.30)

Para el caso de X podemos notar que

E[X"]? =E [((e% anSn>)f) T

— ]E[€<M ,nSn>}t7

y similarmente para Y se tiene que

E[y9)i =E K(e<z2,nsn>)1_,) H,} -

— E[e@z,nS,,)]lft.

Sustituyendo estos valores en (3.30) se sigue que
Aa(nlths + (1= 1)) < log (E[et750] E[elrsn] 1) - 331)

Como
log (E [e“l *”Sn>]t E[e“z»nsn}] (1*1)) — tlogE [eu' ,nSn>] +(1-1)logE [e<’12’”5”>]
— tlogR [ 51)] 4 (1 —1)logR [¢"2:5)]
=tAn(nd1) + (1 —1)A(nk2),
por @ tenemos que
An(ntd + (1 —1)A2]) < tAu(nAr) + (1 —1)A(nh2).

Finalmente, multiplicando ambos lados de esta desigualdad por % y toman-
do el limite cuando 7 tiende a infinito se sigue que

At + (1 =1)Ay) <tA(A) + (1 —1)A(A2).
En cualquier caso se tiene que A(fA; + (1 —1)A2) <tA(A) + (1 —1)A(Ay), por

lo que la funcién A es convexa.

Ahora probaremos que la funcién A cumple los incisos y de la defi-
nicién

SSean X y Y variables aleatorias d-dimensionales y p,q € [1,00) tales que % + é = 1. Entonces

E[IXY|] < E[X|P]7 E[Y|7]7.

Este resultado estd contenido en [3} p. 75].
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()| Por el inciso de este teorema, A es finita en todo R? y entonces
Dp={A €RY| A(L) < =} = R?. Esto implica que int(Dy) = R? y por lo
tanto int(Dy) es no vacio.

Sea A € RY. Hemos probado que A(A) = log(r; ), donde r;, es el eigenvalor
de Perron-Frobenius de la matriz P; .
Definiendo la funcién F : R? — {x € R|x > 0} como

F(&) =r,

en el apéndice [A] probamos que la funcién F es derivable y al componerla
con la funcién logaritmo sigue siendo derivable, por lo que A(A) = log(r))
es derivable.

Da =R4, por lo que int(Dy) = RY. Como R? no tiene puntos frontera, este
inciso se cumple por vacuidad.

Como la funcién A es derivable, es continua y en particular es semicontinua
inferiormente (s.c.i.).

Sea z € R?. Utilizando la definicién de la transformada de Fenchel-Legendre|y
el inciso[(a)] de este teorema, se sigue que

A(z) = sup {(4,2) —A(A)}

AeRd

= sup {(A,z) —log(ry)}
AcR4

=1(2),
porlo que A* =1.
Sean x,y € R? y t € [0, 1]. Notemos que

A (tx+ (1 —1)y) = sup {{A,tx+ (1 —1)y) —log(ry)}

ACRY
= sup {t(A,x) + (1 —1)(A,y) —log(rr)}
AER4
= fuﬂgd{t (A,x)+ (1=1)(A,y) —log(ry) +tlog(r) —tlog(ra)},

por lo que

A (tx+(1=1)y) ZASHHEd{f[(Lﬂ—log(m)]+(1—t)[<l7y>—log(m)}}- (3.32)

Como el supremo de la suma es menor o igual que la suma de los supremos, de

(3-32) se sigue que

A (tx+ (1 =1)y) < sup {t[(A,x) —log(r)]} + sup {(1—1)[(A,y) —log(r)]}.
AERd AcRd (3.33)
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Por el

buena

Observemos que ¢ > 0, por lo que

sup {t[ (A,x) —log(ry) |} =1 sup {(A,x) —log(ra)} =1A"(x);  (3.34)
AERd AERd

similarmente, (1 —¢) > 0, por lo cual

sup {(1 —=1)[(A,y) —log(rs)]} = (1 —1) sup {(A,y) —log(rz)} = (1 —1)A*(y).
AERd AeRd
(3.35)

Sustituyendo en (3:33) los valores encontrados en (3.34) y (3.33),
A (tx+ (1 =1)y) <tA*(x) + (1 —1)A*(y).

Esto demuestra que la funcién A* es convexa.

teorema de Gartner-Ellis| la familia S, = % Y f(X;) satisface el P.G.D. con la
i=1

i=
funcion de grandes desviaciones A* = I, y ademds por el inciso [(f)| de esta de-

mostracion se tiene que / es también una funcién convexa. U
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Capitulo 4

Conclusiones

En el primer capitulo introdujimos el concepto de matriz regular. Posteriormente, enun-
ciamos y demostramos el Teorema de Perron-Frobenius (el cual se aplica a matrices
regulares) y, naturalmente, nombramos al eigenvalor real que se desprende de dicho
teorema como el eigenvalor de Perron-Frobenius. Concluimos el capitulo estudiando si
un conjunto particular de sucesiones que dependen de las entradas de una matriz regu-
lar y de un vector positivo arbitrario convergen, y fue en este punto donde comenzamos
a vislumbrar algunas consecuencias del teorema de Perron-Frobenius, pues probamos
que dichas sucesiones si convergen y ademads el término al que convergen es el logarit-
mo del eigenvalor de Perron-Frobenius.

En el segundo capitulo demostramos que, si una cadena de Markov es irreducible
y aperiddica, entonces dicha cadena cuenta con una matriz regular, es decir, a partir de
un ndmero finito de pasos todas las entradas de la matriz de transicién son positivas
y por lo tanto podemos aplicar el teorema de Perron-Frobenius a dicha matriz. Estu-
diando mads a fondo este tipo de cadenas, al que llamamos cadenas regulares, pudimos
observar que el eigenvalor de Perron-Frobenius de la matriz de transicidn resulta ser 1,
lo cual implica que el resto de los eigenvalores de la matriz de transicién cuentan con
norma compleja estrictamente menor a 1.

Un resultado que se puede ver en un curso de Procesos Estocdsticos es que las pro-
babilidades de transicién en m pasos de una cadena irreducible y aperiddica convergen
a la probabilidad estacionaria, pero usando el teorema de Perron-Frobenius pudimos ir
mds alla: en el caso de este tipo de cadenas, la velocidad de convergencia de dichas pro-
babilidades de transicion es del orden de la norma del segundo eigenvalor mds grande
(el cual sabemos por el resultado anterior que es estrictamente menor a 1).

Finalmente, en el tercer capitulo introdujimos y probamos una version del teorema
de Girtner-Ellis. Este teorema nos permitié obtener un resultado atn mds fuerte que
los anteriores: la media muestral de una funcional de cadenas de Markov irreducibles y
aperiddicas satisface el Principio de Grandes Desviaciones definido en[I7]con la buena
funcién de grandes desviaciones
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1(z) = sup {(A,2) —log(r2)},
AERY
donde rj, es el eigenvalor de Perron-Frobenius de una matriz regular que depende de
la matriz de transicion original. Esta expresion resulta relevante en nuestro estudio,
pues nuevamente nos encontramos con el eigenvalor de Perron-Frobenius de una matriz
regular.
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Apéndice A

Demostracion de la
derivabilidad de la funcion [

A continuacién enunciaremos y demostraremos un teorema que nos permite asegu-
rar la derivabilidad de la funcién [F] definida en la demostracién del teorema [0 Esta
demostracién estard basada en el ejercicio contenido en [2| p. 3].

Teorema 10. Sean L C R? un conjunto abierto (no vacio) con respecto a la topologia
usual y mjj : L — R una funcion para cada i, j € {1,...,n}, n € N.

Para cada A € L se definen M(A) = (mjj(A)) € Muyan(R) y
L'={A €L|m(A)>0paratodai,j}.

Supongamos que para cada i, j € {1, ..., n} la funcién m;; es q veces derivable, g € N,
y para cualquier 0 € L' la matriz M(0) es regular.

Entonces para cada 6 € L' existe 8¢ > 0 tal que A € B(6,08q) C L implica que la fun-
cion @(L) = p(L) es q veces derivable, donde p(A) es el eigenvalor mds grande (en
norma compleja) de la matriz M(R).

Demostracion.
Para cada A € L definimos f(z,A) como el polinomio caracteristico de la matriz M (1),
es decir, f(z,A) = det(M(A) —zl), donde I es la matriz identidad. Observemos que

miy(A)—z  mp(d) ... mp(d)
M(A)_ZI: mz](k) mzz(l)—z mzn(l)
mi(A) mo(d) e mam(A)—z

por lo que M (1) — zl tiene, en cada una de sus entradas, una funcién g-veces derivable
en Ay al serdet(M(A)—zl) = f(z,A) una suma finita de productos finitos de esas fun-
ciones, f(z,A) también resulta ser una funcién g-veces derivable en A. En particular,
f(z,0) es g-veces derivable para cualquier 6 € L' C L.

Sea 6 € L'. Como la matriz M(0) es regular, por el teorema de Perron-Frobenius es-
ta matriz tiene un eigenvalor real positivo p(0) de multiplicidad 1 y que es mayor
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que la norma compleja del resto de sus eigenvalores p;(0), p2(0), ..., ps(0), donde
1<s<n-—1.

Como p(0) es una raiz simple del polinomio caracteristico det(M(0) —zl) = f(z,0
entonces f satisface las condiciones del teorema de la funcién implicita en (p(0), 6

Por el teorema de la funcién implicita existe 6; > 0 tal que B(60,6;) C Ly hay una tinica
funcién r(A) g veces derivable tal que r(6) = p(0) y que satisface que f(r(A),A) =0
para toda A € B(6, 8;). Observemos que, dada A € B(0,6;), como f(r(1),A) =0en-
tonces r(A) es un eigenvalor de la matriz M(A).

Queda probar que, para una & lo suficientemente pequefia, r(1) es el eigenvalor de
Perron-Frobenius de la matriz M(1).

Tomemos &, > 0 tal que las bolas de radio §, centradas en los distintos eigenvalores de
M(0) sean disjuntas dos a dos, y definimos 8¢ = min{d;, 0, }.

Entonces para A € B(0,0y) se tiene que B(0,0y) C L y la funcién r(A) es deriva-
ble. Ademds, como r(A) es un eigenvalor de la matriz M(A) y el dnico eigenvalor en
B(0,0g) es el eigenvalor de Perron-Frobenius, se sigue que r(A) es el eigenvalor de
Perron-Frobenius. Finalmente, como la funcién r(A) es la tnica tal que r(0) = ¢(0),
entonces (1) = @(0) = p(6). O

ITeorema contenido en [11] p- 228].
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