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Notación

(Ω,F,P) Espacio de probabilidad
A
′

Transpuesta de la matriz A
Gm(x,y) Suma de las probabilidades de transición de x a y

desde 1 hasta m pasos
I Matriz identidad
MCD Máximo común divisor
Mm×n(F) Espacio de matrices m×n con valores en un campo

F
O( f (x)) Función que es cota superior de la función f (x) a

partir de algún x0
P Medida de probabilidad
P(E|F) Probabilidad de que el evento E ocurra dado que su-

cede F
Sn Media muestral
Ty Primer momento positivo en el que la cadena de

Markov {Xn} se encuentra en el estado y
Λ Función generadora de momentos logarítmica
Λ∗ Transformada de Fenchel-Legendre
∞ Infinito
lı́m Límite
log Logaritmo base e
C Conjunto de número complejos
E[·] Esperanza
E[·|·] Esperanza condicional
N Conjunto de números naturales
R Conjunto de número reales
R+ Conjunto de números reales positivos
Rn Producto cartesiano de n copias de R
Rn
∗ Conjunto de elementos no nulos en Rn con entradas

mayores o iguales a cero
máx Máximo
mı́n Mínimo
∇ Vector gradiente
1 Vector columna con todas las entradas iguales a 1
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π Distribución estacionaria
π0 Distribución inicial
ρyy Probabilidad de que la cadena de Markov {Xn} vi-

site por primera vez el estado y dado que comienza
en y

ai j Entrada (i, j) de la matriz A
ad j(A) Adjunta clásica de la matriz A
det(A) Determinante de la matriz A
f−1 Imagen inversa de la función f
mx Tiempo esperado de retorno al estado x cuando la

cadena de Markov {Xn} comienza en x
p(m)

i j Probabilidad de pasar del estado i al estado j en m
pasos

| · | Valor absoluto
|| · || Norma euclideana
P.G.D. Principio de Grandes Desviaciones
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Introducción

El Álgebra Lineal es una rama de las Matemáticas con una gran cantidad de resulta-
dos aplicables en múltiples áreas de las Matemáticas, Física y otras ciencias. En esta
tesis tendremos como objeto de estudio uno de estos resultados: el Teorema de Perron-
Frobenius.

El Teorema de Perron Frobenius prueba que una matriz con ciertas características
cuenta siempre con un eigenvalor real de multiplicidad algebraica y geométrica 1, al
que llamaremos eigenvalor de Perron-Frobenius, y cuya norma es estrictamente mayor
a la norma compleja de cualquier otro de sus eigenvalores. Aunque al principio este re-
sultado puede sonar simple, a lo largo de esta tesis resultará evidente la importancia de
este eigenvalor y de los eigenvectores asociados al mismo, así como también algunas
de sus propiedades.

El primer capítulo estará dedicado a enunciar y demostrar el teorema de Perron-
Frobenius, además de probar también algunos resultados que se derivan del mismo y
que serán útiles en capítulos posteriores. Cabe mencionar que la misma demostración
de este teorema es bastante enriquecedora e ilustra muy bien cómo el Álgebra Lineal se
interseca con múltiples áreas de las Matemáticas. Para este capítulo utilizaremos como
principal referencia [9].

En el segundo capítulo nos adentraremos en el tema de cadenas de Markov, pues
existe un tipo particular de estas cadenas que cuenta con una matriz de transición a la
que podemos aplicar el Teorema de Perron-Frobenius. Aplicando el teorema de Perron-
Frobenius a la matriz de transición de este tipo de cadenas, buscaremos expandir algu-
nos resultados de Procesos Estocásticos. En este capítulo el material que utilizaremos
como apoyo será, principalmente, [7].

Finalmente, concluimos en el tercer capítulo con una aplicación en teoría de Gran-
des Desviaciones de los resultados derivados del Teorema de Perron-Frobenius. El es-
tudio de Grandes Desviaciones busca, a grandes rasgos, analizar la velocidad de con-
vergencia a cero de probabilidades de “eventos raros” y, en el caso particular del tipo
de cadenas introducido en el capítulo anterior, veremos cómo esta velocidad de conver-
gencia está relacionada al eigenvalor de Perron-Frobenius de una matriz relacionada a
la matriz de transición. En este capítulo utilizaremos como material principal a [5].
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Capítulo 1

El Teorema de
Perron-Frobenius

Este capítulo estará dedicado a demostrar el teorema de Perron-Frobenius, el cual se
aplica a un tipo de matrices llamadas matrices regulares. En la primera sección de-
finiremos este concepto junto con otros relacionados, y además adoptaremos algunas
convenciones que serán útiles en la demostración del teorema de Perron-Frobenius.

En la segunda sección procederemos a enunciar y demostrar el teorema de Perron-
Frobenius.

Definiciones
Definición 1. Sea A = (ai j) ∈Mn×n(R). Decimos que A es una matriz no negativa si
y sólo si ai j ≥ 0 para toda i, j ∈ {1,2, ...,n}. En este caso, diremos que A≥ 0.

Si en particular se tiene que ai j > 0 para toda i, j ∈ {1,2, ...,n}, diremos que la
matriz A es estrictamente positiva y lo denotaremos como A > 0.

El teorema de Perron-Frobenius se aplica a las matrices no negativas con la propiedad
de que existe una potencia para la cual la matriz elevada a dicha potencia sólo contiene
entradas estrictamente positivas. Este tipo de matrices se define como sigue:

Definición 2. Sea A ∈Mn×n(R) una matriz no negativa. Decimos que A es una matriz
regular si y sólo si existe k ∈ N tal que Ak es estrictamente positiva.
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Ejemplo 1. Sea A =

1 2 0
0 2 3
1 2 3

. Podemos observar que A es no negativa y que

A2 =

1 2 0
0 2 3
1 2 3

1 2 0
0 2 3
1 2 3


=

1+0+0 2+4+0 0+6+0
0+0+3 0+4+6 0+6+9
1+0+3 2+4+6 0+6+9


=

1 6 6
3 10 15
4 12 15

 ,

por lo tanto la matriz A es regular.

Es importante observar que si una matriz A es regular, entonces A es distinta de cero
(pues si A= 0, tendríamos que Am = 0 para cualquier m). Más aún, se tiene lo siguiente:

Lema 1. Sea A ∈Mn×n(R) una matriz. Si A es una matriz regular, entonces cada fila
de la matriz A contiene al menos un elemento distinto de cero.

Demostración.

Sea A ∈Mn×n(R) una matriz regular, A =


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n

...
...

...
an1 an2 ... ann

, y supongamos que

existe una fila en la matriz A donde todas las entradas son iguales a cero, es decir, existe
α ∈ {1, ...,n} tal que aα j = 0 para toda j = 1, ...,n.

Si para cada m ∈ N denotamos como a(m)
i j a la i j-ésima entrada de la matriz Am, se

puede observar que

para toda m ∈ N se tiene que a(m)
α j = 0 para cada j = 1, ...,n. (1.1)

Realizaremos la prueba de (1.1) por inducción:

A1 = A, y como aα j = 0 para cada j = 1, ...,n, la propiedad (1.1) queda demos-
trada para m = 1.

Supongamos que existe alguna k∈N tal que a(k)
α j = 0 para cada j = 1, ...,n. Como

Ak+1 = Ak ·A

=


a(k)11 a(k)12 ... a(k)1n

a(k)21 a(k)22 ... a(k)2n
...

...
...

a(k)n1 a(k)n2 ... a(k)nn

 ·


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n

...
...

...
an1 an2 ... ann

 ,
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para cada u ∈ {1, ...,n} se tiene que

ak+1
αu = a(k)

α1a1u +a(k)
α2a2u + ...+a(k)αnanu

= 0 ·a1u +0 ·a2u + ...+0 ·anu

= 0,

por lo que a(k+1)
αu = 0 para toda u = 1, ...,n.

Esto concluye la demostración de la propiedad (1.1), es decir, para toda m ∈N se tiene
que a(m)

α j = 0 para cada j = 1, ...,n. Esto es una contradicción, pues A es una matriz
regular y por lo tanto debería existir una m para la cual Am sea estrictamente positiva,
contradicción que viene de suponer que la matriz A tiene una fila igual a cero. Por lo
tanto, cada fila de la matriz A tiene al menos un elemento distinto de cero.

Similarmente, si una matriz A ∈ Mn×n(R) es regular entonces cualquier columna de
la matriz A contiene al menos una entrada positiva, lo cual se puede probar de forma
análoga a la demostración del lema 1.

Por otro lado, para continuar debemos adoptar las siguientes convenciones:

De manera natural utilizaremos la identificación Rn ∼= Mn×1(R) para trasladar el
orden de la definición 1 a Rn.

Denotaremos como Rn
∗ al conjunto de elementos no negativos en Rn distintos de

cero. Es decir, Rn
∗ = {x ∈ Rn | x≥ 0 y x 6= 0}.

Sean A y B dos elementos de Mn×m(R), con A = (ai j) y B = (bi j). Diremos que
A≥ B si ai j ≥ bi j para cualesquiera i, j.
Similarmente, diremos que A > B si ai j > bi j para cualesquiera i, j.

Dada una matriz A=(ai j)∈Mn×m(R), denotaremos como A′=(a ji)∈Mm×n(R)
a la matriz transpuesta de A.1

Finalmente, extenderemos de manera natural la definición de eigenvector como sigue:

Definición 3. Sean F un campo, A ∈Mn×n(F) una matriz y λ ∈ F.

Decimos que x =


x1
x2
...

xn

 ∈ Fn, x 6= 0, es un eigenvector derecho de A asociado

a λ si Ax = λx.
1Usualmente se utiliza la notación At para la matriz transpuesta de A, pero a lo largo de este capítulo esta-

remos trabajando con matrices cuadradas elevadas a distintas potencias, por lo que utilizaremos la notación
A′ para evitar confusión.
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Decimos que y =


y1
y2
...

yn

 ∈ Fn, y 6= 0, es un eigenvector izquierdo de A asociado

a λ si y′A = λy′.

Ejemplo 2. Sean

A =

(
2 3
0 2

)
, x =

(
1
0

)
y y =

(
0
1

)
.

Podemos observar que

Ax =
(

2 3
0 2

)(
1
0

)
=

(
2
0

)
= 2x

y

y′A =
(
0 1

)(2 3
0 2

)
=
(
0 2

)
= 2y′,

por lo que x es un eigenvector derecho y y es un eigenvector izquierdo de la matriz A,
ambos con eigenvalor asociado 2.

Teorema de Perron-Frobenius
Teorema 1 (Teorema de Perron-Frobenius). Sea T ∈Mn×n(R) una matriz regular. En-
tonces existe un eigenvalor r de T tal que:
(a) r ∈ R y r > 0.
(b) A r se le pueden asociar eigenvectores izquierdos y derechos estrictamente positi-
vos.
(c) r > |λ | (en norma compleja) para todo λ eigenvalor de T , λ 6= r.
(d) Los eigenvectores asociados con r son únicos, salvo por múltiplos escalares.
(e) Si B ∈Mn×n(R) es tal que 0≤ B≤ T y β es un eigenvalor de B, entonces |β | ≤ r.
Más aún, si |β |= r entonces B = T .
(f) r es una raíz simple del polinomio característico de T .

Demostración.

Sea T ∈Mn×n(R) una matriz regular, T =


t11 t12 ... t1n
t21 t22 ... t2n
...

...
...

tn1 tn2 ... tnn

.

(a) Realizaremos la demostración de este inciso en tres pasos: primero definiremos tres
funciones en Rn

∗, luego las utilizaremos para demostrar la existencia del eigenvalor real
r y finalmente demostraremos que r > 0.
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Comenzando con la primera parte de la demostración, para cada x =


x1
x2
...

xn

 ∈ Rn
∗ defi-

nimos la función vT : Rn
∗→ Rn

∗ como

vT (x) = x′T .

Es importante mencionar que vT está bien definida, pues para cada x ∈ Rn
∗ se tiene lo

siguiente:

vT (x) = x′T

=
(
x1 x2 ... xn

)


t11 t12 ... t1n
t21 t22 ... t2n
...

...
...

tn1 tn2 ... tnn


=
(
x1t11 + x2t21 + ...+ xntn1 ... x1t1n + x2t2n + ...+ xntnn

)
=

(
n
∑

i=1
xiti1 ...

n
∑

i=1
xitin
)
∈ Rn.

Cada término de estas sumas es mayor o igual a cero ya que, al ser T una matriz regular
y x ∈Rn

∗, se tiene que xi ≥ 0 y ti j ≥ 0 para cualesquiera i, j ∈ {1, ...,n}. Además, como
x ∈ Rn

∗, existe una entrada x` del vector x que es estrictamente positiva, y por el lema 1
existe una entrada t`m de la fila ` que es estrictamente positiva, y por lo tanto

0 < x`t`m ≤
n
∑

i=1
xitim.

Con esto verificamos que una de las entradas de vT (x) es estrictamente positiva, por lo
que vT (x) está contenido en Rn

∗ = {x ∈ Rn | x ≥ 0 y x 6= 0} y la función vT está bien
definida.

Para cada j ∈ {1, ...,n} denotaremos a la j-ésima entrada de vT (x) como vx
j, es decir,

vx
j =

n
∑

i=1
xiti j para toda i = 1,2, ...,n.

Continuando el primer paso de la demostración, para cada j = 1,2, ...,n definimos la
función f j : Rn

∗→ [0,∞] como sigue:

f j(x) =

{
vx

j
x j

si x j 6= 0
∞ si x j = 0

.

Esta función está bien definida porque, en el caso de que x j sea distinto de cero, se
tiene que vx

j es mayor o igual a cero y en ese caso f j(x) ∈ [0,∞].

Finalmente, la tercera función que definimos es R : Rn
∗→ [0,∞], definida como

6



R(x) = mı́n
1≤ j≤n

f j(x).

Es importante observar dos cosas:

R está bien definida, pues f j(x) ∈ [0,∞] para cualquier j y por lo tanto
mı́n

1≤ j≤n
f j(x) = R(x) ∈ [0,∞].

Debido a que x ∈ Rn
∗, existe alguna ` para la cual x` > 0, lo que implica que

f`(x)< ∞ y en consecuencia R(x)≤ f`(x)< ∞.

Como R(x) = mı́n
1≤ j≤n

f j(x), existe una k ∈ {1, ...,n} para la cual R(x) = fk(x), y

como R(x)< ∞, entonces fk(x)< ∞. En otras palabras,

existe k ∈ {1, ...,n} para la cual R(x) = fk(x) y xk 6= 0. (1.2)

Una vez definidas estas funciones, el siguiente paso será probar la existencia del ei-
genvalor real r. Para ello, probaremos que la función R está acotada, luego probaremos
que es una función continua y por lo tanto alcanza su máximo al restringir su dominio
a un conjunto compacto. Posteriormente, probaremos que este máximo es en realidad
el eigenvalor r.

Notemos que R(x)x j ≤ vx
j para cualquier j, pues

Si x j = 0 entonces R(x)x j = 0≤ vx
j.

Si x j > 0 se tiene que R(x)≤ f j(x) =
vx

j
x j

, por lo que al multiplicar por x j se sigue
que R(x)x j ≤ vx

j.

Debido a esta desigualdad, se sigue que R(x)x′ ≤ vT (x) = x′T .
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Tomando 1 =


1
1
...
1

 y K = máx
1≤i≤n

n
∑
j=1

ti j podemos observar que

R(x) · x′ ·1 =
(
R(x)x1 R(x)x2 ... R(x)xn

)
·


1
1
...
1


=

( n
∑
j=1

R(x)x j

)
≤
( n

∑
j=1

vx
j

)
=

(
n
∑
j=1

(
n
∑

i=1
xiti j

))
=

(
n
∑

i=1

(
n
∑
j=1

xiti j

))

=

(
n
∑

i=1

(
xi

n
∑
j=1

ti j

))

≤
(

n
∑

i=1
(xiK)

)
=

(
K

n
∑

i=1
xi

)
= K

(
n
∑

i=1
xi

)

= K
(
x1 x2 ... xn

)
·


1
1
...
1


= K · x′ ·1,

esto es, R(x) · x′ ·1≤ K · x′ ·1.

De lo anterior se sigue que R(x) ≤ (K·x′·1)11
(x′·1)11

= K (x′·1)11
(x′·1)11

= K, por lo cual la función R
está acotada por K y por lo tanto tiene un supremo en los reales. Sea r = sup

x∈Rn∗

R(x).

Ahora buscaremos el máximo de R en un conjunto compacto y luego probaremos que
también es máximo de la función R en todo Rn

∗. Debido a que f j es continua para cada j
y R es el mínimo de { f1, f2, ..., fn}, se sigue que R también es continua. Restringiendo
la función R al conjunto compacto A = {x ∈ Rn

∗ : ‖x‖ = 1}, la función R sigue siendo
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continua y por lo tanto alcanza su máximo en el conjunto, es decir, existe x̂ ∈ A tal que
R(x)≤ R(x̂) para cualquier x ∈ A. Lo siguiente será probar que R(x̂) = r.

Sea x ∈ Rn
∗. Entonces

R(x) = mı́n
1≤ j≤n

f j(x)

= mı́n
1≤ j≤n
x j 6=0

vx
j

x j

= mı́n
1≤ j≤n
x j 6=0

n
∑

i=1
xiti j

x j
.

Como x 6= 0, 1
‖x‖ está bien definido y se sigue que

R(x) = mı́n
1≤ j≤n
x j 6=0

n
∑

i=1
xiti j

x j

= mı́n
1≤ j≤n
x j 6=0

1
‖x‖ ·

n
∑

i=1
xiti j

1
‖x‖ · x j

= mı́n
1≤ j≤n
x j 6=0

n
∑

i=1

xi
‖x‖ ti j

x j
‖x‖

= mı́n
1≤ j≤n
x j 6=0

v
x
‖x‖
j
x j
‖x‖

= R
(

x
‖x‖

)
≤ R(x̂)

(
ya que

x
‖x‖
∈ {x ∈ Rn

∗ : ‖x‖= 1}= A
)
.

Con esto se demuesta que para cualquier x ∈ Rn
∗ se tiene que R(x) ≤ R(x̂), por lo que

R(x̂) es una cota superior de la función R.

Observemos que

Como r es el supremo de R, en particular es una cota superior de la función R y
por lo tanto R(x̂)≤ r.

Como R(x̂) es una cota superior de la función R y r es la mínima de las cotas
superiores, entonces r ≤ R(x̂).

De esta manera, se tiene que R(x̂) = r, es decir,

existe una x̂ ∈ {x ∈ Rn
∗ : ‖x‖= 1} tal que R(x̂) = r = sup

x∈Rn∗

R(x). (1.3)
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A continuación nos enfocaremos en probar que x̂′T = rx̂′, lo que probaría que x̂ es un
eigenvector izquierdo de T y r un eigenvalor de T correspondiente al eigenvector x̂.
Definiendo z′ = x̂′T − rx̂′, lo anterior es equivalente a probar que z′ = 0.

En primer lugar, notemos que para cualquier `= 1, ...,n se tiene lo siguiente:

Si x̂` = 0, rx̂` = 0≤
n
∑

i=1
x̂iti` = vx̂

`.

Si x̂` > 0, r = R(x̂) = mı́n
1≤ j≤n

n
∑

i=1
x̂iti j

x̂ j
≤

n
∑

i=1
x̂iti`

x̂`
=

vx̂
`

x̂`
, lo que implica que rx̂` ≤

n
∑

i=1
x̂iti` = vx̂

`.

En cualquier caso, rx̂`≤ vx̂
`, por lo que rx̂′≤ vT (x̂)= x̂′T . Debido a esto, 0≤ x̂′T−rx̂′=

z′.

Supongamos que 0 < z′, y sea m ∈ N tal que 0 < T m (m existe porque T es regular).
Entonces

0 < z′T m = (x̂′T − rx̂′)T m

= x̂′T m+1− rx̂′T m

= (x̂′T m)T − r(x̂′T m).

De lo anterior se sigue que r(x̂′T m)< (x̂′T m)T , y en particular r((x̂′T m)) j < ((x̂′T m)T ) j
para cualquier j ∈ {1, ...,n}. Entonces

r <
((x̂′T m)T ) j

(x̂′T m) j
para cualquier j = 1, ...,n donde ocurra que (x̂′T m) j 6= 0. (1.4)

Notemos que, como x̂∈A⊆Rn
∗ y T m es una estrictamente positiva, existe α ∈ {1, ...,n}

para el cual

(x̂′T m)α =
n
∑

i=1
xα t(m)

iα > 0.

Esto demuestra que x̂′T m ∈ Rn
∗, por lo que la función R puede ser evaluada en x̂′T m.

Utilizando (1.2), se tiene que existe k ∈ {1, ...,n} para la cual R(x̂′T m) = fk(x̂′T m) y
(x̂′T m)k 6= 0, y por (1.4) se sigue que

r < ((x̂′T m)T )k
(x̂′T m)k

= fk(x̂′T m) = R(x̂′T m),

lo cual es una contradicción ya que r era el supremo de la función R. Esta contradicción
se sigue de suponer que 0 < z, por lo que 0 = z, es decir, 0 = x̂′T − rx̂′ y por lo tanto
x̂′T = rx̂′. Esto demuestra que r es un eigenvalor de T (y además r es real, pues es el
supremo de la función R).

Finalmente, como T es una matriz regular cada columna de T contiene al menos una
entrada positiva y entonces
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0 <
n
∑

i=1
ti j para cada j = 1, ...,n,

por lo cual

0 < mı́n
1≤ j≤n

n

∑
i=1

ti j = mı́n
1≤ j≤n

n
∑

i=1
1 · ti j

1

= mı́n
1≤ j≤n

v1
j

1
= mı́n

1≤ j≤n
f j(1)

= R(1).

Sabemos por (1.3) que R(x̂) = r = sup
x∈Rn∗

R(x), y por lo anterior se sigue que

0 < R(1)≤ R(x̂) = r. Esto demuestra que r es estrictamente positivo.

(b) En esta parte de la demostración buscaremos probar que el eigenvector izquierdo x̂
encontrado en el inciso anterior es estrictamente positivo.

Comenzaremos recordando que x̂∈ A = {x∈Rn
∗ : ‖x‖= 1}, por lo que 0≤ x̂ y ‖x̂‖= 1.

Debido a esto, existe una k ∈ {1, ...,n} para la cual 0 < x̂k. Además, como la matriz T
es regular, existe una m ∈ N para la cual T m = (ai j) es estrictamente positiva, por lo
que 0 < ai j para cualesquiera i, j = 1, ...,n. De esta manera,

0 < x̂kak j ≤
n

∑
i=1

x̂iai j para cualquier j = 1, ...,n (1.5)

Por otro lado, como r es un eigenvalor positivo de T , x̂′T m = rmx̂′ y por lo tanto
x̂′ = 1

rm x̂′T m. Si x̂ = (x̂1, x̂2, ..., x̂n), entonces

x̂′T m =
(
x̂1a11 + x̂2a21 + ...+ x̂nan1 ... x̂1a1n + x̂2a2n + ...+ x̂nann

)
=

(
n
∑

i=1
x̂iai1 ...

n
∑

i=1
x̂iain

)
.

Retomando (1.5), por la igualdad anterior se sigue que 0 < x̂′T m. Finalmente, multipli-
cando por 1

rm se tiene que 0 < 1
rm x̂′T m = x̂′.

Esto prueba que x̂ es un eigenvector izquierdo estrictamente positivo.

(c) Sea α un eigenvalor de T distinto de r. Entonces existe un eigenvector izquierdo
y ∈Rn, y 6= 0, tal que αy′ = y′T . Por lo tanto, para cualquier j = 1,2, ...,n se tiene que

αy j =
n

∑
i=1

yiti j (1.6)

y

α
my j =

n

∑
i=1

yiai j. (1.7)
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A continuación demostraremos que |α| ≤ r, y posteriormente que |α|< r.

Tomando la norma en (1.6),

|αy j|= |
n

∑
i=1

yiti j| ≤
n

∑
i=1
|yi|ti j para cualquier j = 1, ...,n. (1.8)

Definimos y+ = (|y1|, |y2|, ..., |yn|). Como y 6= 0, entonces y+ ∈ Rn
∗ y por lo tanto las

funciones definidas en el inciso (a) se pueden aplicar a dicho vector. Por la desigualdad
anterior

|α| ≤ mı́n
1≤ j≤n
y j 6=0

n
∑

i=1
|yi|ti j

|y j | ≤ mı́n
1≤ j≤n

f j(y+) = R(y+)≤ r.

Ahora demostraremos que |α|< r por reducción al absurdo.

Supongamos que |α|= r. Por (1.8) se sigue que r|y j| ≤
n
∑

i=1
|yi|ti j, y mediante un proce-

so análogo al desarrollado en el inciso (a) se sigue que r|y j|=
n
∑

i=1
|yi|ti j, lo cual implica

que y+ es un eigenvector izquierdo de T .

Por lo tanto, rm|y j|=
n
∑

i=1
|yi|ai j y al tomar la norma en (1.7):

|
n

∑
i=1

yiai j|= |αmy j|

= |α|m|yi|
= rm|y j|

=
n

∑
i=1
|yiai j|

=
n

∑
i=1
|yi|ai j.

Recordemos que, para cualquier par de números complejos, la norma de su suma es
igual a la suma de sus normas si y solo si ambos se encuentran en la misma dirección2,
es decir, dados z1 = |z1|eiθ1 y z2 = |z2|eiθ2 números complejos, |z1 + z2|= |z1|+ |z2| si
y solo si θ1 = θ2+2kπ para alguna k ∈N∪{0}, y para más de dos sumandos el mismo
resultado se sigue por inducción.

Si expresamos a y j como |y j|eiθ j para cada j, θ j en realidad es la misma para cualquier
j (salvo múltiplos de 2π), y entonces

y j = |y j|eiθ .

2Resultado contenido en [10, p. 17]
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Sustituyendo este valor en (1.6),

α|y j|eiθ =
n
∑
`=1
|y`|eiθ t` j.

Como eiθ es una constante distinta de cero, se sigue que

α|y j|=
n
∑
`=1
|y`|t` j.

Notemos que la parte derecha de esta última igualdad es real y mayor o igual a cero,
por lo que sucede lo mismo con la parte izquierda. En particular, 0≤ α .

Con esto se demuestra que α = |α|= r, lo cual es una contradicción ya que α y r eran
distintos. Esto viene de suponer que |α|= r, por lo cual |α|< r.

(d) Sea x ∈ Cn\{0} un eigenvector izquierdo de T asociado a r.

Como x 6= 0, existe una k para la cual xk 6= 0. Definimos c = x̂k
xk

(que es distinto de cero,
pues en el inciso (b) se demostró que x̂ es estrictamente positivo).

Notemos que para esa k particular se tiene que

(x̂− cx)k = x̂k− cxk

= x̂k−
x̂k

xk
xk

= 0.

Supongamos que x no es múltiplo de x̂, entonces x̂ 6= cx. Denotando como
z = x̂− cx 6= 0,

z′T = (x̂′− cx′)T = x̂′T − cx′T

= rx̂′− crx′

= r(x̂′− cx′)

= rz.

Esto prueba que z también es un eigenvector izquierdo de T asociado al eigenvalor r.

Sea z+ = (|z1|, |z2|, ..., |zn|). Con un procedimiento análogo al del inciso (c) se tiene
que

n
∑

i=1
|zi|ti j = r|z j|

Por lo tanto, z+ es también un eigenvector izquierdo de T , y por el inciso (b) se si-
gue que 0 < z+. En particular, 0 < |(x̂−cx)k|= (z+)k. Esto es una contradicción, pues
(x̂− cx)k = 0, contradicción que viene de suponer que x no es múltiplo de x̂. Por lo
tanto, x es múltiplo de x̂.

13



Eigenvectores derechos: La demostración para eigenvectores derechos en los incisos
(a) al (d) es análoga a la realizada para eigenvectores izquierdos.

(e) Sea v un eigenvector derecho de B con eigenvalor asociado β , donde B = (bi j).

El primer paso será demostrar que |β | ≤ r utilizando un procedimiento similar al del
inciso (c), y después probaremos que si ambos son iguales entonces las matrices B y T
son iguales.

Como v es un eigenvector derecho de B entonces βv = Bv, y por lo tanto para cualquier
j = 1,2, ...,n se tiene que

βv j =
n
∑

i=1
b jivi.

Tomando la norma, se sigue que

|β ||v j|= |
n
∑

i=1
b jivi| ≤

n
∑

i=1
b ji|vi| para cualquier j = 1,2, ...,n.

Definiendo v+ = (|v1|, |v2|, ..., |vn|) ∈ Rn
∗, por esta última desigualdad y que B ≤ T se

tiene que
|β |v+ ≤ Bv+ ≤ T v+. (1.9)

Multiplicando esta desigualdad por x̂
′
, donde x̂ es el eigenvector izquierdo de T encon-

trado en el inciso (a),
|β |x̂′v+ ≤ x̂

′
T v+ = rx̂

′
v+. (1.10)

Notemos que, como v 6= 0, existe una k ∈ {1,2, ...,n} para la cual vk 6= 0. También
recordemos que en el inciso (b) se demostró que 0 < x̂, por lo que

0 < x̂k|vk| ≤
n
∑

i=1
x̂i|vi|= x̂

′
v+.

Por esta razón, de (1.10) se sigue que |β | ≤ r.

Ahora supongamos que |β |= r. De (1.9) se tiene que

rv+ = |β |v+ ≤ T v+.

Utilizando un procedimiento análogo al inciso (b) se sigue que 0 < rv+ = T v+, y por
la desigualdad anterior

rv+ = Bv+ = T v+. (1.11)

Si B 6= T , como B ≤ T existen i, j ∈ {1, ...,n} tales que bi j < ti j. Por otro lado, como
v+ es un eigenvector derecho de T con eigenvalor asociado r y 0≤ v+, por los incisos
(b) y (d) de este teorema se sigue que 0 < v+. Debido a esto,

n
∑
`=1

bi`|v`|<
n
∑
`=1

ti`|v`|,
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lo cual contradice (1.11). Por lo tanto, B = T .

(f) Para cualquier matriz A ∈Mn×n(R) se tiene que

det(A) · I = A ·adj(A) = adj(A) ·A, (1.12)

donde I es la matriz identidad y adj(A) es la adjunta clásica3 de la matriz A.4

Haciendo A = (xI−T ), por (1.12) se tiene que

det(xI−T )I = (xI−T ) ·adj(xI−T ) (1.13)

y
det(xI−T )I = adj(xI−T ) · (xI−T ). (1.14)

La demostración de este inciso se dividirá en tres partes: primero probaremos que to-
dos los elementos de la matriz adj(xI−T ) son positivos, luego utilizaremos esto para
demostrar que d

dx det(xI−T )|x=r > 0 y finalmente veremos por qué esto implica que la
multiplicidad del eigenvalor r es 1.

Haciendo x = r en (1.13) se tiene que

det(rI−T )I = (rI−T ) ·adj(rI−T ).

Como r es un eigenvalor de T , det(rI−T ) = 0. Sustituyendo este valor e la igualdad
anterior,

0 = (rI−T ) ·adj(rI−T )

= r ·adj(rI−T )−T ·adj(rI−T ),

por lo cual
T ·adj(rI−T ) = r ·adj(rI−T ). (1.15)

De esta igualdad se sigue que cada columna de la matriz adj(rI−T ) es cero o un ei-
genvector derecho de T con eigenvalor asociado r; en este último caso, por los incisos
(b) y (d) de este teorema, todas las entradas de esa columna son estrictamente positivas.

Repitiendo el procedimiento anterior para (1.14) se sigue que cada renglón de
adj(rI − T ) es cero o un eigenvector izquierdo estrictamente positivo de T con ei-
genvalor asociado r.

De estos dos últimos párrafos se desprende que la matriz adj(rI−T ) es igual a cero o
es estrictamente positiva.

3La adjunta clásica de una matriz A ∈Mn×n(R) se define como la matriz adj(A) ∈Mn×n(R) en la cual la
i j-ésima entrada es (−1)i+ jdet(Ã ji), donde Ã ji ∈ M(n−1)×(n−1)(R) es la matriz A′ sin el renglón j ni la
columna i. Esta definición puede ser consultada con más detalle en [6].

4Resultado contenido en [6, p. 219].
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Supongamos que la matriz adj(rI−T ) es cero. Denotando como I(n−1) la matriz identi-
dad sin la fila y columna n, y de igual manera a T(n−1) a la matriz T sin la fila y columna
n, como la matriz adj(rI−T ) es cero se tiene que

0 = ann

= (−1)n+n det(rI(n−1)−T(n−1))

= det(rI(n−1)−T(n−1)),

por lo que r es también un eigenvalor de la matriz T(n−1).

Sea B =

(
T(n−1) 0

0 0

)
. Notemos que 0 ≤ B ≤ T , ya que T es una matriz con entradas

no negativas, y además

det(rI−B) = det
(

rI(n−1)−T(n−1) 0
0 r

)
= r ·det(rI(n−1)−T(n−1))

= r ·0
= 0,

por lo cual r es un eigenvalor de B.

Por el inciso (e) de este teorema se sigue que B = T , es decir, T =

(
T(n−1) 0

0 0

)
. Como

la última fila y el último renglón de la matriz T son cero, entonces t(m)
nn = 0 para toda

m ∈ N, lo cual es una contradicción pues T es una matriz regular.

Por lo tanto, la matriz adj(rI−T ) es estrictamente positiva.

Definimos la función f : C→ C como f (x) = det(xI−T ). Por (1.13) se tiene que

f (x)I = (xI−T ) ·adj(xI−T ).

Derivando esta expresión con respecto de x,

d
dx

f (x)I =
d
dx

[(xI−T ) ·adj(xI−T )]

=

[
d
dx

(xI−T )
]

adj(xI−T )+(xI−T )
[

d
dx

adj(xI−T )
]

= I ·adj(xI−T )+(xI−T )
[

d
dx

adj(xI−T )
]
.

Denotando d
dx f (x) = f ′(x), por lo anterior se tiene que

f ′(x)I = adj(xI−T )+(xI−T )
[

d
dx

adj(xI−T )
]
. (1.16)
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Haciendo x = r, de (1.16) se sigue que

f ′(r)I = adj(rI−T )+(rI−T )
[

d
dx

adj(rI−T )
]
. (1.17)

Multiplicando por x̂′, donde x̂ es el eigenvector izquierdo de T asociado a r que encon-
tramos en la demostración del inciso (a),

f ′(r)x̂′ = x̂′adj(rI−T )+ x̂′(rI−T )
[

d
dx

adj(rI−T )
]

= x̂′adj(rI−T )+(rx̂′I− x̂′T )
[

d
dx

adj(rI−T )
]

= x̂′adj(rI−T )+(rx̂′− rx̂′)
[

d
dx

adj(rI−T )
]

= x̂′adj(rI−T )+(0)
[

d
dx

adj(rI−T )
]

= x̂′adj(rI−T ).

Como la matriz adj(rI − T ) es estrictamente positiva y x̂ > 0, se sigue que
x̂′adj(rI−T )> 0 y por lo tanto f ′(r)> 0.

Finalmente, notemos que

f (x) = det(xI−T )

= (−1)ndet(T − xI).

Como det(T − xI) es el polinomio característico de T , entonces

f (x) = (−1)n(x−θ1)(x−θ2)(x−θ3)...(x−θn), (1.18)

donde θ1,θ2, ...,θn son los eigenvalores de T (uno de ellos es r).

Supongamos que la multiplicidad de r en el polinomio característico es mayor a 1, por
lo cual existen al menos i, j ∈ {1, ...,n} con i 6= j tal que θi = θ j = r. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que θ1 = θ2 = r.

De (1.18) se sigue que

f (x) = (−1)n(x− r)2(x−θ3)...(x−θn)

= (−1)n(x− r)2
n

∏
i=3

(x−θi).

Derivando con respecto de x,

f ′(x) = (−1)n ·2(x− r) ·
n

∏
i=3

(x−θi)+
n

∑
i=3

(−1)n(x− r)2
n

∏
j=3
j 6=i

(x−θ j)

 .
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En particular, para x = r se tiene que

f ′(r) = (−1)n ·2(r− r) ·
n

∏
i=3

(r−θi)+
n

∑
i=3

(−1)n(r− r)2
n

∏
j=3
j 6=i

(r−θ j)


= 0+

n

∑
i=3

(0)

= 0,

lo cual es una contradicción, pues ya hemos probado que f ′(r) > 0. Por lo tanto, la
multiplicidad de r en el polinimio característico de T es 1.

Al eigenvalor r obtenido en el teorema anterior se le llama eigenvalor de Perron-
Frobenius.

Para terminar este capítulo, demostraremos un lema contenido en [5, p. 72], pues utili-
zaremos este resultado más adelante.

Lema 2. Sean T ∈Mn×n(R) una matriz regular, r el eigenvalor de Perron-Frobenius
de la matriz T y φ ∈ Rn.
Si φ > 0, entonces para cada i = 1,2, ...,n se cumple que

lı́m
m→∞

1
m log

[
n
∑
j=1

a(m)
i j φ j

]
= lı́m

m→∞

1
m log

[
n
∑
j=1

φ ja
(m)
ji

]
= log(r)

donde a(m)
i j son las entradas de la matriz T m.

Demostración.
Sean T ∈Mn×n(R) una matriz regular, r el eigenvalor de Perron-Frobenius de la matriz
T , x̂ el eigenvector derecho asociado a r, φ ∈ Rn tal que φ > 0 e i ∈ {1,2, ...,n}.

Primero nos concentraremos en probar que

lı́m
m→∞

1
m log

[
n
∑
j=1

a(m)
i j φ j

]
= log(r),

para lo cual buscaremos sucesiones {xm} y {zm} que acoten inferior y superiormente,

respectivamente, a la sucesión {ym} =
{

1
m log

[
n
∑
j=1

a(m)
i j φ j

]}
, y que ambas converjan

a log(r) cuando m tiende a infinito.

Sea x̂ el eigenvector derecho asociado a r. Comenzaremos definiendo cuatro constantes,
dos en función de x̂ y dos en función de φ :

β = mı́n
1≤`≤n

x̂` y α = máx
1≤`≤n

x̂`
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δ = mı́n
1≤`≤n

φ` y γ = máx
1≤`≤n

φ`.

Sea j ∈ {1,2, ...,n}. Por como están definidas las constantes anteriores, se sigue que

β ≤ x̂ j ≤ α (1.19)

y
δ ≤ φ j ≤ γ . (1.20)

Ahora buscaremos definir {xm}. Primero notemos que x̂ j ≤ α por (1.19) y δ ≤ φ j por
(1.20), por lo cual

x̂ j ·δ ≤ α ·φ j .

Sea m ∈N. Ya que T es regular, todas sus entradas son mayores o iguales a cero, y por
lo tanto a(m)

i j ≥ 0. Multiplicamos la desigualdad anterior por a(m)
i j

δ ·a(m)
i j · x̂ j ≤ α ·a(m)

i j ·φ j .

Como x̂ es el eigenvalor derecho asociado a r, x̂ es estrictamente positivo y por lo tanto
máx

1≤i≤n
x̂i = α también es positivo. Ahora multiplicamos por 1

α

δ

α
·a(m)

i j · x̂ j ≤ a(m)
i j ·φ j .

Ya que esto se cumple para cualquier j = 1, ...,n, sumando todos los términos se tiene
que

δ

α

n

∑
j=1

a(m)
i j · x̂ j ≤

n

∑
j=1

a(m)
i j ·φ j. (1.21)

Como T es regular, T m es regular y por lo tanto no puede tener ningún renglón con
todas sus entradas iguales a cero. En particular, existe una a(m)

ik estrictamente positiva.
Además, como φ y x̂ son estrictamente positivos, δ y x̂k también son positivos. Debido
a esto,

0 < δ

α
a(m)

ik · x̂k ≤ δ

α

n
∑
j=1

a(m)
i j · x̂ j ≤

n
∑
j=1

a(m)
i j ·φ j .

Acabamos de probar que ambos lados de (1.21) son estrictamente positivos, por lo cual
podemos aplicar logaritmo en ambos lados de la desigualdad. Aplicando el logaritmo
y multiplicando por 1

m se tiene que

1
m log

(
δ

α

n
∑
j=1

a(m)
i j · x̂ j

)
≤ 1

m log

(
n
∑
j=1

a(m)
i j ·φ j

)
.

Notemos que el sentido de la desigualdad se conserva porque el logaritmo es una fun-
ción creciente y 1

m > 0.
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Esto prueba que la sucesión
{

1
m log

[
n
∑
j=1

a(m)
i j φ j

]}
= {ym} está acotada inferiormente

por la sucesión
{

1
m log

(
δ

α

n
∑
j=1

a(m)
i j · x̂ j

)}
.

Definimos {xm}=
{

1
m log

(
δ

α

n
∑
j=1

a(m)
i j · x̂ j

)}
.

Ahora seguiremos un procedimiento muy similar para definir {zm}.

De (1.19) se tiene que β ≤ x̂ j y de (1.20) que φ j ≤ γ . Multiplicando estas desigualdades
se sigue que

φ j ·β ≤ γ · x̂ j .

Luego multiplicamos la desigualdad anterior por a(m)
i j ≥ 0

φ j ·a(m)
i j ·β ≤ γ ·a(m)

i j · x̂ j .

Ya que x̂ es estrictamente positivo, mı́n
1≤i≤n

x̂i = β es positivo. Multiplicando la desigual-

dad anterior por 1
β

se sigue que

a(m)
i j ·φ j ≤ γ

β
·a(m)

i j · x̂ j.

Ya que esto se cumple para cualquier j = 1, ...,n,

n

∑
j=1

a(m)
i j φ j ≤

γ

β

n

∑
j=1

a(m)
i j x̂ j. (1.22)

Recordemos que a(m)
ik > 0 y que φ es positivo, por lo que

0 < a(m)
ik φk ≤

n
∑
j=1

a(m)
i j φ j ≤ γ

β

n
∑
j=1

a(m)
i j x̂ j.

Esto prueba que ambos lados de (1.22) son positivos. Aplicando la función logaritmo
y multiplicando por 1

m se tiene que

1
m log

(
n
∑
j=1

a(m)
i j φ j

)
≤ 1

m log

(
γ

β

n
∑
j=1

a(m)
i j x̂ j

)
.

Con esto, la sucesión
{

1
m log

(
γ

β

n
∑
j=1

a(m)
i j x̂ j

)}
acota superiormente a {ym}. Definimos

{zm}=
{

1
m log

(
γ

β

n
∑
j=1

a(m)
i j x̂ j

)}
.

Queda pendiente demostrar que {xm} y {zm} convergen a log(r). Para esto, considere-

mos una sucesión de la forma
{

1
m log

(
c ·

n
∑
j=1

a(m)
i j x̂ j

)}
, con c una constante positiva
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({xm} y {zm} son de esta forma).

Como x̂ es un eigenvalor derecho de T , para cada m se tiene que T mx̂ = rmx̂, y por lo
tanto:

1
m

log(c ·a(m)
i j x̂ j) =

1
m

log(c · rmx̂ j)

=
1
m

log(c)+
1
m
·m log(r)+

1
m

log(x̂ j)

=
1
m

log(c)+ log(r)+
1
m

log(x̂ j)

Ya que el límite cuando m tiende a infinito existe para cada uno de los sumandos en la
parte derecha de la igualdad, se sigue que el límite de 1

m log(c ·a(m)
i j x̂ j) también existe

y además

lı́m
m→∞

1
m

log(c ·a(m)
i j x̂ j) = lı́m

m→∞

(
1
m

log(c)+ log(r)+
1
m

log(x̂ j)

)
= lı́m

m→∞

1
m

log(c)+ lı́m
m→∞

log(r)+ lı́m
m→∞

1
m

log(x̂ j)

= 0+ log(r)+0
= log(r)

Sustituyendo c por γ

β
, esto prueba que {xm} converge a log(r). De igual forma, susti-

tuyendo c por δ

α
se tiene que {zm} converge también a log(r).

Como xm ≤ ym ≤ zm, y además {xm} y {zm} convergen a log(r), se sigue que

lı́m
m→∞

1
m log

[
n
∑
j=1

a(m)
i j φ j

]
= log(r).

El procedimiento para el segundo límite es análogo.
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Capítulo 2

El Teorema de
Perron-Frobenius aplicado a
matrices de transición

En este capítulo estudiaremos qué tipo de cadenas de Markov cuentan con una matriz
de transición a la que podemos aplicar el Teorema de Perron-Frobenius, es decir, cuya
matriz de transición sea regular, y en estos casos analizaremos la velocidad de conver-
gencia de las probabilidades de transición a la distribución estacionaria.

Comenzaremos definiendo en la primera sección el concepto de cadena de Markov
y matriz de transición, además de otras definiciones y resultados importantes en materia
de Procesos Estocásticos. Este material puede ser consultado en [7].

Definiciones básicas
Definición 4 (Cadenas de Markov). Sean (Ω,F,P) un espacio de probabilidad, E un
conjunto finito y {Xn} una sucesión de variables aleatorias con valores en E (esto es,
Xn : Ω→ E para cada n∈N). Decimos que la sucesión {Xn} es una cadena de Markov
con espacio de estados E si

P(Xn+1 = xn+1 | X0 = x0, ...,Xn = xn) = P(Xn+1 = xn+1 | Xn = xn)

para cualesquiera n ∈ N y x0,x1, ...,xn ∈ E. A esta propiedad se le llama propiedad de
Markov.
Decimos que una cadena de Markov {Xn} es homogénea si P(Xn+1 = j | Xn = i) es
independiente de n, es decir,

P(Xn+1 = j | Xn = i) = P(X1 = j | X0 = i) para cualesquiera n ∈ N e i, j ∈ E.

Se puede definir el concepto de cadena de Markov en espacios de estados más gene-
rales, pero en esta tesis trabajaremos siempre con un espacio de estados finito y con
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cadenas de Markov homogéneas.

A continuación presentamos un ejemplo que nos permitirá ilustrar esta definición, y
que retomaremos el resto de esta sección para las definiciones que posteriormente in-
troduciremos.

Ejemplo 3. Sea Xn la variable aleatoria que describe si una persona está saludable o
no en el día n: Xn = 0 si la persona está enferma o Xn = 1 si la persona está saludable.
Supongamos que la probabilidad de que la persona pase de un estado a otro está dada
de la siguiente manera:

Enferma Saludable

1/2

1/2

3/4

1/4

Esta es una cadena de Markov homogénea con dos estados.

Definición 5. Sea {Xn} una cadena de Markov homogénea con espacio de estados E.
Definimos la distribución inicial de {Xn} como

π0(x) = P(X0 = x).

También se define la matriz de transición de la cadena como P = (pi j)i, j∈E , donde

pi j = P(X1 = j | X0 = i).

Para simplifcar la notación escribiremos P = (pi j), siempre bajo el entendido de que
i, j ∈ E.

Retomando el ejemplo 3, la matriz de transición de la cadena es

P =

(
1/2 1/2
1/4 3/4

)
.

Dada {Xn} una cadena de Markov homogénea con espacio de estados E, si denotamos
como p(m)

i j a la probabilidad de llegar del estado i al estado j en m pasos, es decir,

p(m)
i j = P(Xm = j | X0 = i), se puede demostrar que Pm = (p(m)

i j ). En otras palabras, la
matriz P elevada a su m-ésima potencia contiene las probabilidades de transición en m
pasos. La demostración de este resultado puede ser consultada en [7, p. 13].

Una vez introducidos los conceptos de cadena de Markov homogénea y matriz de tran-
sición, lo siguiente será introducir dos conceptos que nos permitirán establecer condi-
ciones suficientes para asegurar que una cadena de Markov cuenta con una matriz de
transición regular (requisito necesario para aplicar el teorema de Perron-Frobenius):
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irreducibilidad y periodo de la cadena.

Abordemos primero el concepto de irreducibilidad de la cadena, para lo cual serán
necesarias las siguientes definiciones:

Definición 6. Sea {Xn} una cadena de Markov homogénea con espacio de estados E,
y sean i, j ∈ E. Decimos que el estado i se comunica con el estado j si existe m ∈ N
para la cual p(m)

i j > 0.
Si el estado i se comunica con el estado j y el estado j se comunica con el estado i,
diremos que los estados i y j se comunican entre sí.

Podemos notar en el ejemplo 3 que los estados 0 y 1 se comunican entre sí, pues
p01 = 1/2 y p10 = 1/4.

Definición 7. Sean {Xn} una cadena de Markov homogénea con espacio de estados
E y C un subconjunto de E no vacío. Decimos que C es un subconjunto de estados
cerrado si ningún estado dentro de C se comunica con algún estado fuera de C, esto
es,

p(m)
i j = 0 para cualesquiera i ∈C, j 6∈C y m≥ 1.

Con base en esta definición, se define la irreducibilidad de un subconjunto de estados
y luego de toda la cadena {Xn}.

Definición 8. Sean {Xn} una cadena de Markov homogénea con espacio de estados E
y C un subconjunto de estados cerrado. Decimos que C es irreducible si i se comunica
con j para cualesquiera i, j ∈C.

Definición 9. Sean {Xn} una cadena de Markov homogénea con espacio de estados
E. Decimos que la cadena {Xn} es una cadena de Markov irreducible si el espacio de
estados E es irreducible.

Observemos que el conjunto de estados {0,1} del ejemplo 3 es irreducible, y más aún,
por esta misma razón la cadena es irreducible.

El segundo concepto importante requiere, de igual manera, algunas definiciones pre-
vias.

Definición 10. Sea {Xn} una cadena de Markov homogénea irreducible con espacio
de estados E, y sea x ∈ E tal que p(m)

xx > 0 para alguna m ∈ N.
Definimos el periodo de x, dx, como el máximo común divisor del conjunto de potencias
para las cuales la probabilidad de regresar al estado x es positiva, es decir,

dx = MCD({m ∈ N | p(m)
xx > 0}).

En [7, p. 72-73] se demuestra que si i y j son dos estados que se comunican entre sí,
entonces di = d j. Esto en particular demuestra que si la cadena {Xn} es irreducible
entonces todos sus estados tienen el mismo periodo d (como la cadena es irreducible
todos sus estados se comunican entre sí). Este resultado se utiliza para definir el periodo
de la cadena.
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Definición 11. Sea {Xn} una cadena de Markov homogénea irreducible con espacio
de estados E. Definimos el periodo de la cadena d como el periodo de cualquiera de
sus estados.

Decimos que la cadena {Xn} es aperiódica si d = 1 y periódica si d > 1, en cuyo
caso se dice que d es el periodo de la cadena.

Notemos que la cadena de Markov definida en el ejemplo 3 es aperiódica, pues

d0 = MCD({m ∈ N | p(m)
00 > 0}) = 1,

ya que p00 = 1/2 > 0, y como la cadena es irreducible entonces d0 = 1 es justamente el
periodo de la cadena.

Para concluir esta sección introduciremos el concepto de distribución estacionaria y
enunciaremos condiciones suficientes para que una cadena de Markov cuente con una
distribución estacionaria, resultado que utilizaremos más adelante.

Definición 12. Sea {Xn} una cadena de Markov homogénea con espacio de estados E
y P su matriz de transición.
Si πi, i ∈ E, son números no negativos tales que ∑

i∈E
πi = 1 y

∑
i∈E

πi pi j = π j para toda j ∈ E,

se dice que π = (πi)i∈E es una distribución estacionaria de la cadena.

Para el ejemplo 3, podemos notar que π =

(
1/3
2/3

)
es una distribución estacionaria de la

cadena, pues

π0 p00 +π1 p10 =
1
3 ·

1
2 +

2
3 ·

1
4 = 1

6 +
2
12 = 1

3 = π0

y

π0 p01 +π1 p11 =
1
3 ·

1
2 +

2
3 ·

3
4 = 2

12 +
6
12 = 2

3 = π1.

Teorema 2. Sea {Xn} una cadena de Markov homogénea con espacio de estados E.
Si la cadena {Xn} es irreducible, entonces la cadena tiene una única distribución es-
tacionaria π .

La demostración de este teorema es consecuencia de los resultados contenidos en
[7, p. 62] y [7, p. 64]. 1

Cadenas de Markov regulares
Una vez introducidos los conceptos y resultados anteriores, es importante notar que
no necesariamente todas las cadenas de Markov homogéneas cuentan con una matriz

1Es importante mencionar que el teorema de Perron-Frobenius y este resultado pueden extenderse al caso
de matrices infinitas, pero este caso no será objeto de estudio en esta tesis.
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de transición regular. Como el teorema de Perron-Frobenius sólo puede ser aplicado
a matrices regulares, comenzaremos estudiando qué condiciones son suficientes para
asegurar que la matriz de transición de una cadena de Markov homogénea sea regular,
y veremos qué ocurre si no lo es.

Definición 13. Sea {Xn} una cadena de Markov homogénea con espacio de estados
E y P su matriz de transición. Decimos que la cadena {Xn} es una cadena de Markov
regular si la matriz P es regular, es decir, si existe k ∈ N tal que Pk > 0.

Nuevamente el ejemplo 3 ilustra nuestra definición, pues la matriz de transición P de
la cadena es positiva y por lo tanto la cadena de Markov es regular.

Teorema 3. Sea {Xn} una cadena de Markov homogénea con espacio de estados E.
Si {Xn} es irreducible y aperiódica, entonces {Xn} es una cadena de Markov regular.

La demostración de este teorema se dividirá en dos partes: primero nos concentraremos
en probar que para cualesquiera dos estados x,y existe una nxy para la cual la proba-
bilidad de llegar en m pasos de x a y es positiva si m es mayor o igual a nxy (es decir,
p(m)

xy > 0 para cualquier m ≥ nxy), y en el segundo paso utilizaremos esto para definir
una k para la cual Pk sea estrictamente positiva.

Debemos mencionar que en la primera parte será necesario el siguiente resultado:

Lema 3. Sea I un conjunto no vacío de enteros positivos tales que

MCD(I) = 1;

si a,b ∈ I entonces a+b ∈ I.

Entonces existe n0 ∈ I para el cual m ∈ I para cualquiera m≥ n0.

La demostración de este lema puede ser encontrada en [7, p. 79-80].

Demostración del teorema 3.
Sea ` ∈ E. Para esta ` arbitraria y fija, definimos el conjunto I` = {m ≥ 1 | p(m)

`` > 0}.
Notemos dos cosas:

Como la cadena es aperiódica, 1 = d = MCD({m≥ 1 | p(m)
`` > 0}) = MCD(I`).

Sean a,b ∈ I`. Ya que p(a)`` > 0 y p(b)`` > 0, se sigue que

p(a+b)
`` =

|E|
∑

i=1
p(a)`i p(a)i` ≥ p(a)`` p(b)`` > 0,

y por lo tanto a+b ∈ I`.
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Como se cumplen las condiciones del lema 3 para I`, existe un n` ∈ I` para el cual
m ∈ I` para cualquiera m≥ n`, es decir, p(m)

`` > 0 para cualquier m≥ n`.

Sean x,y ∈ E. Como la cadena es irreducible, existen nx` y n`y enteros positivos tales

que p(nx`)
x` > 0 y p

(n`y)
`y > 0. Definimos nxy = nx`+n``+n` j.

Sea m ≥ nxy. Notemos que m = nx` + (n`` + r) + n` j para alguna r ≥ 0, y ya que

p(nx`)
x` > 0, ocurre que p

(n`y)
`y > 0 y p(n``+r)

`` > 0 (esto porque n`` + r ≥ n``), se sigue
que

p(m)
xy = p

(nx`+(n``+r)+n` j)
xy ≥ p(nx`)

x` p(n``+r)
`` p

(n` j)
xy > 0.

Esto prueba que, para cualesquiera x,y ∈ E, existe nxy tal que p(m)
xy > 0 para toda

m≥ nxy.

Ahora, para la segunda parte de la demostración, definimos k = máx{nxy | x,y ∈ E}.
Sean i, j ∈ E. Como k ≥ ni j, entonces p(k)i j > 0 y por lo tanto Pk > 0. Esto demuestra
que la matriz P es regular, y por lo tanto la cadena {Xn} es regular.

Gracias al teorema 3, sabemos que las cadenas irreducibles y aperiódicas cuentan con
una matriz de transición regular. A continuación aplicaremos el teorema de Perron-
Frobenius a la matriz de transición de una cadena con estas características.

Teorema 4. Sea {Xn} una cadena de Markov homogénea irreducible y aperiódica con
espacio de estados E, |E| = N, y P ∈MN×N(R) la matriz de transición de la cadena.
Entonces:
(a) Existe una única distribución estacionaria π para {Xn}.
(b) 1 es el eigenvalor de Perron-Frobenius de P asociado a los eigenvectores dere-

cho 1 e izquierdo π , donde 1 =


1
1
...
1

 ∈ RN y π es la distribución estacionaria de

la cadena. Además, para cualquier eigenvalor θi ∈ C de P se tiene que |θi| < 1, con
i ∈ {2,3, ...,N}.

Demostración.
Sean {Xn} una cadena de Markov homogénea irreducible y aperiódica con espacio de

estados E, y P =


p11 p12 ... p1N
p21 p22 ... p2N
...

...
...

pN1 pN2 ... pNN

 su matriz de transición.

(a) Por el teorema 3, {Xn} es una cadena de Markov regular y por lo tanto existe k ∈N
para la cual Pk > 0. Debido a esto, p(k)i j > 0 para cualesquiera estados i, j, lo que impli-
ca que la cadena es irreducible, y por el teorema 2, {Xn} tiene una única distribución
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estacionaria π .

(b) Por el inciso anterior sabemos que la matriz P es regular. Utilizando el teorema de
Perron-Frobenius, existe un eigenvalor r de P tal que r es un número real y además es
el eigenvalor más grande en norma compleja. Para demostrar este inciso, primero com-
probaremos que 1 es un eigenvalor de la matriz P y posteriormente que es el eigenvalor
más grande, lo que prueba que es el eigenvalor de Perron-Frobenius.

Consideremos el vector 1 =


1
1
...
1

 ∈ RN . Notemos que

P1 =


p11 p12 ... p1N
p21 p22 ... p2N
...

...
...

pN1 pN2 ... pNN




1
1
...
1



=


p11 + p12 + ...+ p1N
p21 + p22 + ...+ p2N

...
pN1 + pN2 + ...+ pNN



=


1
1
...
1


= 1,

por lo que
P1 = 1 ·1 (2.1)

por lo cual 1 es un eigenvalor de P con eigenvector derecho 1.

Por otro lado, por (a) se tiene que
N
∑

i=1
πi pi j = π j para toda j ∈ E, por lo que

π
′P = (π1 π2 ... πN)


p11 + p12 + ...+ p1N
p21 + p22 + ...+ p2N

...
pN1 + pN2 + ...+ pNN


= (

N

∑
i=1

πi pi1

N

∑
i=1

πi pi2 ...
N

∑
i=1

πi pi2)

= (π1 π2 ... πN)

= π
′,
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y por lo tanto π es un eigenvector izquierdo asociado a 1.

Ahora, para demostrar que 1 es el eigenvalor de Perron-Frobenius, tomaremos otro
eigenvalor de la matriz P y probaremos que su norma compleja es menor o igual a 1,
lo que prueba que 1 es el eigenvalor máximo en norma compleja.

Sean λ ∈C un eigenvalor de la matriz P y φ =


φ1
φ2
...

φN

 el eigenvector derecho asociado

a ese eigenvalor, es decir, λφ = Pφ . Desarrollando esta igualdad se tiene que


λφ1
λφ2

...
λφN

=


p11 p12 ... p1N
p21 p22 ... p2N
...

...
...

pN1 pN2 ... pNN




φ1
φ2
...

φN

=



N
∑

i=1
p1iφi

N
∑

i=1
p2iφi

...
N
∑

i=1
pNiφi


.

Esto muestra que

λφ j =
N

∑
i=1

p jiφi para cualquier j = 1,2, ...,N. (2.2)

Ya que φ tiene un número finito de entradas, existe k ∈ {1,2, ...,N} para la cual
|φk|= máx

1≤i≤N
|φi|. Tomando la norma en (2.2) para esta k particular se tiene que

|λφk|= |
N

∑
i=1

pkiφi| ≤
N

∑
i=1

pki|φi|

≤
N

∑
i=1

pki|φk|= |φk|
N

∑
i=1

pki.

Como P es una matriz de transición,
N
∑

i=1
pki = 1, por lo que hemos visto que

|λφk| ≤ |φk|. (2.3)

Como φ es un eigenvector derecho de P, entonces φ es distinto de cero y por lo tanto
máx

1≤i≤N
|φi|= |φk|> 0. Considerando esto, por (2.3) se sigue que

|λ | ≤ 1. (2.4)

Finalmente, sea r el eigenvalor de Perron-Frobenius de la matriz P. Hemos probado
en (2.1) que 1 es un eigenvalor de la matriz P, por lo que el inciso (c) del Teorema
de Perron-Frobenius implica que 1 ≤ r. Por otro lado, por (2.4) se tiene que r ≤ 1.
Esto demuestra que r = 1, es decir, el eigenvalor de Perron-Frobenius de la matriz P es
1.
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El teorema anterior demuestra que 1 es el eigenvalor de Perron-Frobenius de la matriz
P. Sin embargo, es importante notar que esto no sólo nos brinda información sobre
dicho eigenvalor, sino también de todos los demás eigenvalores de la matriz. Si θ ∈ C
es un eigenvalor de la matriz P distinto del eigenvalor de Perron-Frobenius, por el in-
ciso (c) del teorema de Perron-Frobenius se tiene que |θ | es estrictamente menor que
el eigenvalor de Perron-Frobenius, es decir, |θ |< 1.

Terminaremos este capítulo utilizando el resultado anterior para estudiar la velocidad
de convergencia de la sucesión {p(m)

i j } a la distribución estacionaria π . Esta convergen-
cia se da por el siguiente teorema:

Teorema 5. Sea {Xn} una cadena de Markov homogénea irreducible con espacio de
estados E y π la distribución estacionaria de la cadena. Si la cadena es aperiódica,
entonces

lı́m
m→∞

p(m)
i j = π j para cualesquiera i, j ∈ E.

La demostración de este teorema puede ser consultada en [7, p. 73].

Para estudiar la velocidad de convergencia de {p(m)
i j } a π j cuando m tiende a infinito

utilizaremos la siguiente definición:

Definición 14. Sean f una función con valores en R ó C, y g una función que toma
sólo valores positivos. Decimos que

f (m) = O(g(m)) si lı́m
m→∞

| f (m)|
g(m) < ∞.

Ejemplo 4. Sean f ,g : R→ R dos funciones definidas como f (x) = x y g(x) = x2 +1.
Notemos que

lı́m
m→∞

| f (m)|
g(m) = lı́m

m→∞

|m|
(m2+1) ≤ lı́m

m→∞

|m|
m2 = lı́m

m→∞

1
|m| = 0 < ∞,

por lo que f (m) = O(g(m)).

Teorema 6. Sea {Xn} una cadena de Markov homogénea irreducible y aperiódica con
espacio de estados E y P ∈MN×N(R) su matriz de transición. Si θ1,θ2, ...,θN ∈ C son
los eigenvalores de P y |θ1|> |θ2|> ... > |θN |, entonces

|p(m)
i j −π j|= O(|θ2|m) cuando m→ ∞,

donde π = (πi)i∈E es la distribución estacionaria de la cadena.

Este teorema está contenido en [8, p. 284] y para demostrarlo construiremos primero
una expresión de la matriz Pm en términos de sus eigenvalores, eigenvectores derechos
y eigenvectores izquierdos. El procedimiento que a continuación realizaremos tendrá
por objeto encontrar dicha expresión.
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Para cada θi consideremos su eigenvector derecho asociado αi =


φ i

1
φ i

2
...

φ i
N

.

Definimos Φ = (α1 α2 ... αN) =


φ 1

1 φ 2
1 ... φ N

1
φ 1

2 φ 2
2 ... φ N

2
...

...
...

φ 1
N φ 2

N ... φ N
N

.

Como Pαi = θiαi para cada i = 1,2, ...,N,
p11 p12 ... p1N
p21 p22 ... p2N
...

...
...

pN1 pN2 ... pNN




φ i
1

φ i
2
...

φ i
N

=


θiφ

i
1

θiφ
i
2

...
θiφ

i
N

.

Desarrollando la multiplicación del lado izquierdo en esta igualdad se tiene que

N
∑
j=1

p1 jφ j

N
∑
j=1

p2 jφ j

...
N
∑
j=1

pN jφ j


=


θiφ

i
1

θiφ
i
2

...
θiφ

i
N

 . (2.5)

Considerando que

PΦ =


p11 p12 ... p1N
p21 p22 ... p2N
...

...
...

pN1 pN2 ... pNN




φ 1
1 φ 2

1 ... φ N
1

φ 1
2 φ 2

2 ... φ N
2

...
...

...
φ 1

N φ 2
N ... φ N

N



=



N
∑
j=1

p1 jφ
1
j

N
∑
j=1

p1 jφ
2
j ...

N
∑
j=1

p1 jφ
N
j

N
∑
j=1

p2 jφ
1
j

N
∑
j=1

p2 jφ
2
j ...

N
∑
j=1

p2 jφ
N
j

...
...

...
N
∑
j=1

pN jφ
1
j

N
∑
j=1

pN jφ
2
j ...

N
∑
j=1

pN jφ
N
j


,
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por (2.5) se tiene que

PΦ =


θ1φ 1

1 θ2φ 2
1 ... θNφ N

1
θ1φ 1

2 θ2φ 2
2 ... θNφ N

2
...

...
...

θ1φ 1
N θ2φ 2

N ... θNφ N
N



=


φ 1

1 φ 2
1 ... φ N

1
φ 1

2 φ 2
2 ... φ N

2
...

...
...

φ 1
N φ 2

N ... φ N
N




θ1 0 ... 0
0 θ2 ... 0
...

...
...

0 0 ... θN

 .

Si denotamos como diag(θ) =


θ1 0 ... 0
0 θ2 ... 0
...

...
...

0 0 ... θN

, por el procedimiento anterior se

tiene que
PΦ = Φdiag(θ). (2.6)

El siguiente paso involucrará a la matriz Φ−1. Sin embargo, antes debemos comprobar
que la matriz Φ es invertible. Para esto, utilizaremos el siguiente lema:

Lema 4. Si los eigenvalores θ1,θ2, ...,θN son distintos, entonces sus respectivos vec-
tores derechos asociados α1,α2, ...,αN son linealmente independientes.

La demostración de este lema puede ser consultada en [8, p. 274-275].

Debido al lema 4, el conjunto {α1,α2, ...,αN} es una base del espacio RN y por lo tanto
la matriz Φ = (α1 α2 ... αN) es invertible.

Multiplicando a cada lado de la igualdad en (2.6) por Φ−1, tanto por la izquierda y
como por la derecha,

Φ−1PΦΦ−1 = Φ−1Φdiag(θ)Φ−1,

y desarrollando ambos lados de la igualdad se tiene que

Φ
−1P = diag(θ)Φ−1. (2.7)
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Si Φ−1 =


ψ1

1 ψ1
2 ... ψ1

N
ψ2

1 ψ2
2 ... ψ2

N
...

...
...

ψN
1 ψN

2 ... ψN
N

, de la parte izquierda de (2.7) se sigue que

Φ
−1P =


ψ1

1 ψ1
2 ... ψ1

N
ψ2

1 ψ2
2 ... ψ2

N
...

...
...

ψN
1 ψN

2 ... ψN
N




p11 p12 ... p1N
p21 p22 ... p2N
...

...
...

pN1 pN2 ... pNN



=



N
∑
j=1

ψ1
j p j1

N
∑
j=1

ψ1
j p j2 ...

N
∑
j=1

ψ1
j p jN

N
∑
j=1

ψ2
j p j1

N
∑
j=1

ψ2
j p j2 ...

N
∑
j=1

ψ2
j p jN

...
...

...
N
∑
j=1

ψN
j p j1

N
∑
j=1

ψN
j p j2 ...

N
∑
j=1

ψN
j p jN


,

mientras que en la parte derecha de (2.7) se tiene que

diag(θ)Φ =


θ1 0 ... 0
0 θ2 ... 0
...

...
...

0 0 ... θN




ψ1
1 ψ1

2 ... ψ1
N

ψ2
1 ψ2

2 ... ψ2
N

...
...

...
ψN

1 ψN
2 ... ψN

N



=


θ1ψ1

1 θ1ψ1
2 ... θ1ψ1

N
θ2ψ2

1 θ2ψ2
2 ... θ2ψ2

N
...

...
...

θNψN
1 θNψN

2 ... θNψN
N

 .
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Si Φ−1 =


β ′1
β ′2
...

β ′N

, donde β ′i = (ψ i
1 ψ i

2 ... ψ i
N) para cada i = 1,2, ...,N, entonces

β
′
i P = (ψ i

1 ψ
i
2 ... ψ

i
N)


p11 p12 ... p1N
p21 p22 ... p2N
...

...
...

pN1 pN2 ... pNN


= (

N

∑
j=1

ψ
i
j p j1

N

∑
j=1

ψ
i
j p j2 ...

N

∑
j=1

ψ
i
j p jN)

= (θiψ
i
1 θiψ

i
2 ... θiψ

i
N)

= θi(ψ
i
1 ψ

i
2 ... ψ

i
N)

= θiβ
′
i

Esto prueba que cada βi es un eigenvector izquierdo de P con eigenvalor asociado θi.

Retomando (2.6),

Pm = Φdiag(θ)m
Φ
−1

= (α1 α2 ... αN)diag(θ)m


β ′1
β ′2
...

β ′N



= (θ m
1 α1 θ

m
2 α2 ... θ

m
N αN)


β ′1
β ′2
...

β ′N


=

N

∑
i=1

θ
m
i αiβ

′
i

para cualquier m ∈ N. A esta expresión se le llama representación espectral de Pm.

Demostración del teorema 6.
Sea m ∈ E. La representación espectral de Pm es

Pm =
N

∑
`=1

θ
m
` α`β

′
`, (2.8)

donde cada αi = (φ i
j) j∈E es el eigenvector derecho asociado a θi y cada βi = (ψ i

j) j∈E
es el eigenvector izquierdo asociado a θi.
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El primer paso será buscar una expresión de p(m)
i j para cada i, j ∈E. Desarrollando (2.8)

se tiene que
p(m)

11 p(m)
12 ... p(m)

1N

p(m)
21 p(m)

22 ... p(m)
2N

...
... ...

...
p(m)

N1 p(m)
N2 ... p(m)

NN

=
N

∑
`=1

θ
m
`


φ `

1
φ `

2
...

φ `
N

(ψ`
1 ψ

`
2 ... ψ

`
N)

=
N

∑
`=1

θ
m
`


φ `

1ψ`
1 φ `

1ψ`
2 ... φ `

1ψ`
N

φ `
2ψ`

1 φ `
2ψ`

2 ... φ `
2ψ`

N
...

... ...
...

φ `
Nψ`

1 φ `
Nψ`

2 ... φ `
Nψ`

N



=
N

∑
`=1


θ m
` φ `

1ψ`
1 θ m

` φ `
1ψ`

2 ... θ m
` φ `

1ψ`
N

θ m
` φ `

2ψ`
1 θ m

` φ `
2ψ`

2 ... θ m
` φ `

2ψ`
N

...
... ...

...
θ m
` φ `

Nψ`
1 θ m

` φ `
Nψ`

2 ... θ m
` φ `

Nψ`
N

 ,

por lo que

p(m)
i j =

N

∑
`=1

θ
m
` φ

`
i ψ

`
j para cada i, j ∈ E. (2.9)

Como la cadena es irreducible y aperiódica, entonces la cadena es regular y por lo
tanto el teorema de Perron-Frobenius puede ser aplicado a la matriz de transición. Co-
mo |θ1| > |θ`| para cualquier ` ∈ {2, ...,N}, por el inciso (c) del teorema de Perron-
Frobenius se tiene que θ1 es el eigenvalor de Perron-Frobenius de la matriz P, y por el

teorema 4 se sigue que θ1 = 1, α1 =


1
1
...
1

 y β1 = π . Utilizando esto en (2.9),

p(m)
i j = θ

m
1 φ

1
i ψ

1
j +

N

∑
`=2

θ
m
` φ

`
i ψ

`
j

= π j +
N

∑
`=2

θ
m
` φ

`
i ψ

`
j para cada i, j ∈ E.

Sean i, j ∈ E. Por la igualdad anterior,

p(m)
i j −π j =

N
∑
`=2

θ m
` φ `

i ψ`
j ,

y tomando la norma se sigue que

|p(m)
i j −π j|= |

N

∑
`=2

θ
m
` φ

`
i ψ

`
j | ≤

N

∑
`=2
|θ`|m|φ `

i ||ψ`
j |. (2.10)

Como |θN |< ... < |θ2|, por (2.10) se tiene que
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|p(m)
i j −π j| ≤

N
∑
`=2
|θ2|m|φ `

i ||ψ`
j |= |θ2|m

N
∑
`=2
|φ `

i ||ψ`
j |.

Diviendo entre |θ2|m, ∣∣∣∣ p(m)
i j −π j

θ m
2

∣∣∣∣≤ N

∑
`=2
|φ `

i ||ψ`
j |. (2.11)

Hemos probado que la sucesión {|
p(m)

i j −π j

θ m
2
|} está acotada, por lo que su límite superior

existe y, por lo tanto, |p(m)
i j −π j|= O(|θ2|m) cuando m→ ∞.
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Capítulo 3

Grandes desviaciones para
cadenas de Markov regulares

Consideremos una sucesión de variables aleatorias {Xn} independientes e idénticamen-
te distribuidas (i.i.d.), cada una con esperanza µ = E[X1] ∈ R. Por la Ley Débil de los
Grandes Números sabemos que, para a > 0 fija, la probabilidad del evento∣∣∣∣

n
∑

i=1
Xi

n −µ

∣∣∣∣> a

converge a cero cuando n tiende a infinito. Un Principio de Grandes Desviaciones es
un criterio que busca estudiar la velocidad de convergencia a cero de la probabilidad de
este evento, y en este capítulo trataremos con el caso de una funcional de una cadena
de Markov (notemos que una cadena de Markov es una sucesión de variables aleatorias
que no necesariamente son i.i.d.).

El principal material utilizado para este capítulo es [5] y [4].

Principio de Grandes Desviaciones (P.G.D.)
Para introducir el Principio de Grandes Desviaciones que utilizaremos en este capítulo
son necesarios dos conceptos: semicontinuidad inferior y función de grandes desvia-
ciones, por lo que comenzaremos esta sección introduciendo dichos conceptos.

Definición 15. Sea (X ,τ) un espacio topológico. Una función f : X → R∪{−∞,∞}
es semicontinua inferiormente (s.c.i.) si f−1((a,∞)) es un conjunto abierto para cual-
quier a ∈ R∪{−∞,∞}.
Ejemplo 5. Definimos f : R→ R∪{−∞,∞} como

f (x) =

{
1 si x≤ 0
1
x si x > 0
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A continuación presentamos la gráfica de esta función:

−3 −2 −1 1 2 3

1

2

3

La función f es un ejemplo de una función semicontinua inferiormente (s.c.i.), pues
dada a ∈ R∪{−∞,∞},

si a > 1, f−1((a,∞)) = (0, 1
a ) es abierto;

si a ∈ (0,1], f−1((a,∞)) = (−∞, 1
a ) es abierto;

y si a≤ 0, f−1((a,∞)) = R es abierto.

Es importante mencionar que cualquier función continua es s.c.i. Además, dados (X ,τ)
un espacio topológico y f : X → R ∪ {−∞,∞} una función, pedir que
f−1((a,∞)) = {x ∈ X | f (x) ∈ (−∞,∞)} sea abierto es equivalente a pedir que el con-
junto {x ∈ X | f (x)≤ a} sea cerrado. Es decir, f es s.c.i. si y sólo si

ψ1(a) = {x ∈ X | f (x)≤ a}

es un conjunto cerrado para cualquier a ∈ R∪{−∞,∞}.

Utilizando este concepto, definimos función de grandes desviaciones como sigue:

Definición 16. Sea (X ,τ) un espacio topológico e I : X → [0,∞] una función.

Decimos que I es una función de grandes desviaciones si I es s.c.i.

Decimos que I es una buena función de grandes desviaciones si
ψ1(a) = {x ∈ X | f (x)≤ a} es compacto para cualquier a ∈ R∪{−∞,∞}.

Notemos que cualquier buena función de grandes desviaciones es una función de gran-
des desviaciones. Ahora procederemos a definir el Principio de Grandes Desviaciones.

Definición 17 (Principio de Grandes Desviaciones). Sea {µn} una familia de medidas
de probabilidad en Rd . Se dice que {µn} satisface el Principio de Grandes Desvia-
ciones (P.G.D.) si existen una sucesión {xn} ⊆ R que converge a 0 cuando n tiende a
infinito y una función de grandes desviaciones I : Rd → [0,∞] tales que
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− ı́nf
x∈int(A)

I(x)≤ lı́m
n→∞

xn log µn(A)≤ lı́m
n→∞

xn log µn(A)≤− ı́nf
x∈A

I(x)

para cualquier A⊆ Rd .

Es importante mencionar que esta definición puede ser extendida a medidas de proba-
bilidad en espacios más generales, pero en este trabajo nos concentraremos en el caso
donde el espacio muestral es Rd .

El Teorema de Gärtner-Ellis
El teorema de Gärtner-Ellis establece condiciones bajo las cuales una familia de medi-
das de probabilidad cumple el P.G.D. con una buena función de grandes desviaciones
Λ∗. Antes de presentar dicho teorema es necesario introducir los conceptos de función
generadora de momentos logarítmica y transformada de Fenchel-Legendre, pues son
indispensables para definir la función Λ∗.

Definición 18. Sea X una variable aleatoria d-dimensional. Definimos la función ge-
neradora de momentos logarítmica Λ : Rd → R∪{−∞,∞} como

Λ(λ ) = log E[e〈λ ,X〉],

donde 〈λ ,X〉 es el producto interno usual.

Es importante notar que

Λ(λ ) ∈ (−∞,∞] para toda λ ∈ Rd ,

Λ(0) = log E[e〈0,X〉] = 0 y

si d = 1, entonces Λ(λ ) = log E[eλX ].

Ejemplo 6. Sea X una variable aleatoria Bernoulli con parámetro p. Su función gene-
radora de momentos es

Λ(λ ) = log E[eλX ]

= log
(

eλ ·0(1− p)+ eλ ·1(p)
)

= log
(
1− p+ eλ p

)
= log

(
p [eλ −1]+1

)
.

Definición 19. Sea f : Rd→R∪{−∞,∞} una función. Definimos la transformada de
Fenchel-Legendre de f como

f ∗(x) = sup
λ∈Rd
{〈λ ,x〉− f (λ )}.

Ejemplo 7. Sea f : R→ R la función definida como f (x) = x2, y para cada x ∈ R fija
definimos
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g(λ ) = λx−λ 2.

Podemos notar que g′(λ ) = x−2λ es igual a cero cuando λ = x
2 , y que g′′(λ ) = −2,

por lo que la función g alcanza su máximo cuando λ = x
2 . Por lo tanto, la transformada

de Fenchel-Legendre de la función f es

f ∗(x) = sup
λ∈Rd
{〈λ ,x〉− f (λ )}= x2

2 −
x4

4 = x2

2

(
1− x2

2

)
.

Más adelante definiremos una función utilizando el límite de una sucesión de funciones
generadoras de momentos logarítmicas, y será la transformada de Fenchel-Legendre de
esa función la que utilizaremos como buena función de grandes desviaciones.

El siguiente paso es enunciar un teorema que utilizaremos en la demostración del teore-
ma de Gärtner-Ellis, el cual hace uso de dos definiciones: función esencialmente suave
e hiperplano expuesto. A continuación introducimos estas dos definiciones, cada una
con su respectivo ejemplo.

Definición 20. Sean f : Rd → (−∞,∞] una función convexa1 y
D f = {x ∈ Rd | f (x) < ∞} su dominio esencial. Decimos que f es esencialmente
suave si

(i) int(D f ) es no vacío,

(ii) f es derivable en int(D f ) y

(iii) si {λn} es una sucesión en int(D f ) que converge a un punto frontera de int(D f ),
entonces lı́m

n→∞
|∇ f (λn)|= ∞.2

Ejemplo 8. Sea f : R→ (−∞,∞] la función f (x) = x2, función que es convexa y D f =
{x ∈Rd | f (x)< ∞}=R. Las condiciones (i) y (ii) de la definición se cumplen porque
int(D f ) = int(R) =R y f es derivable en ese conjunto; por otro lado, int(D f ) no tiene
puntos frontera, por lo que la condición (iii) también se cumple. Esto prueba que la
función f (x) = x2 es esencialmente suave.

Definición 21. Sean X una variable aleatoria d-dimensional, Λ su función generadora
de momentos logarítmica, Λ∗ la transformada de Fenchel-Legendre de Λ y x ∈ Rd .
Decimos que x es un punto expuesto de Λ∗ si para alguna λ ∈ Rd y para toda y ∈ Rd

distinta de x se cumple que

〈λ ,y〉−Λ
∗(y)< 〈λ ,x〉−Λ

∗(x). (3.1)

En este caso, a λ se le llama un hiperplano expuesto de Λ∗.

1Dados X un conjunto convexo en un espacio vectorial y f : X → R una función, f es una función
convexa si para cualesquiera x1,x2 ∈ X y t ∈ [0,1] se tiene que

f (tx1 +(1− t)x2)≤ t f (x1)+(1− t) f (x2).

2∇ f (λn) =
(

∂ f (λn)
∂x1

, ... , ∂ f (λn)
∂xd

)
.
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Ejemplo 9. Consideremos una variable aleatoria Bernoulli de parámetro p = 1
2 . Por el

ejemplo 6 sabemos que

Λ(λ ) = log
(

p [eλ −1]+1
)

= log
(1

2
[eλ −1]+1

)
,

y utilizando un procedimiento similar al procedimiento del ejemplo 7 se puede ver que

Λ∗(x) =

{
xlog

(
2x
)
+ log

(
2(1− x)

)
[1− x] si x ∈ (0,1)

∞ en otro caso

Tomando x = 1
2 , podemos ver que para λ = 0 la desigualdad (3.1) se reduce a

−Λ
∗(y)<−Λ

∗
(1

2

)
=
(1

2

)
log

(
2
(1

2

))
+ log

(
2
(

1− 1
2

))[
1−
(1

2

)]

=
(1

2

)
log(1)− log(1)

[
1−
(1

2

)]
= 0,

desigualdad que se cumple para cualquier y ∈ R distinta de x, pues

si y ∈ (−∞,0]∪ [1,∞) entonces −Λ∗(y) =−∞,

y si y ∈ (0,1), definiendo la función g : (0,1)→ R como

g(h) =−Λ∗(h) =−
[
hlog

(
2h
)
+ log

(
2(1−h)

)
[h−1]

]
,

se tiene que g′(h) = log(2−2h)− log(2h) es igual a cero solo cuando h = 1
2 y

g′′
( 1

2

)
= 1

( 1
2 )

2− 1
2
=−4 < 0,

por lo que la función g alcanza su máximo en h = 1
2 ; y como y es distinta de

x = 1
2 entonces

−Λ∗(y) = g(y)< g(x) = g
(

1
2

)
=−Λ∗

(
1
2

)
= 0.

Esto prueba que x = 1
2 es un punto expuesto de Λ∗ y λ = 0 es un hiperplano expuesto

de Λ∗.

Haciendo uso de las definiciones anteriores, procedemos a enunciar el teorema de
Gärtner-Ellis:

Teorema 7 (Teorema de Gärtner-Ellis). Sean {Sn} una sucesión de vectores aleatorios
en Rd , donde cada Sn tiene ley µn y función generadora de momentos logarítmica
Λn(λ ) = log E[e〈λ ,Sn〉]. Supongamos que
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(i) lı́m
n→∞

1
n Λn(nλ ) existe en R∪{−∞,∞} y,

(ii) definiendo la función Λ(λ ) = lı́m
n→∞

1
n Λn(nλ ), se tiene que 0 ∈ int(DΛ)

(recordemos que DΛ = {λ ∈ Rd | Λ(λ )< ∞} es el dominio esencial de Λ).

Entonces

(I) lı́m
n→∞

1
n log(µn(F))≤− ı́nf

x∈F
Λ∗(x) para cualquier conjunto cerrado F y

(II) − ı́nf
x∈G∩F

Λ∗(x) ≤ lı́m
n→∞

1
n log(µn(G)) para cualquier conjunto abierto G, donde

F es el conjunto de puntos expuestos de Λ∗ cuyo hiperplano expuesto pertenece
a int(DΛ).

(III) Si, además de los supuestos (i) y (ii), se tiene que

(a) Λ es finita en todo Rd ,

(b) Λ es esencialmente suave y

(c) Λ es s.c.i.;

entonces el P.G.D. se cumple para la buena función de grandes desviaciones Λ∗,
donde Λ∗ es la transformada de Fenchel-Legendre de la función Λ.

Este teorema es una versión más general del teorema de Cramer, el cual supone tam-
bién que las variables son i.i.d. (por lo que (i) se cumple trivialmente). Nos interesa el
teorema de Gärtner-Ellis porque trabajaremos con cadenas de Markov y en ese caso no
necesariamente contamos con el supuesto de variables aleatorias i.i.d..

La demostración del teorema de Gärtner-Ellis se descompone en dos partes: la prueba
de (I) y (II) está contenida en [5, p. 48-50], mientras que la demostración de (III) es un
ejercicio en [5, p. 52], el cual haremos a continuación en nueve pasos.

Demostración.
Sea δ > 0. Para cada n ∈N definimos Sn,δ = Sn +

√
δ

n V , donde V es una variable alea-
toria normal multivariada estándar independiente de Sn. Denotaremos como Λn,δ a la
función generadora de momentos logarítmica de Sn,δ .

Los pasos a seguir son los siguientes:

(1) La sucesión {Sn,δ} cumple con los supuestos (i) y (ii) del teorema. Además, dada
λ ∈ Rd y denotando Λδ (λ ) = lı́m

n→∞

1
n Λn,δ (nλ ), se tiene que

Λδ (λ ) = Λ(λ )+ δ |λ |2
2 .

(2) Para toda x ∈ Rd se tiene que Λ∗
δ
(x)≤ Λ∗(x).

(3) Utilizando el inciso (I) del teorema para F = Rd se tiene que DΛ∗ es no vacío.
Además, cada x ∈ Rd es un punto expuesto de Λ∗

δ
.
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(4) Utilizando el inciso (II) del teorema y los primeros tres pasos de esta demostra-
ción, probar que para cualquier x ∈ Rd y cualquier ε > 0 se tiene que

−Λ
∗(x)≤ lı́m

n→∞

1
n

log P
(

Sn,δ ∈ B
(

x,
ε

2

))
. (3.2)

(5) Probar que

P

(√
1
n
|V | ≥ ε

2

)
≤ 2e

−1
δ

(
ε2
8 n
)

(3.3)

para toda ε > 0.

(6) Demostrar que

P

(
Sn +

√
1
n

V ∈ B
(

x,
ε

2

))
−P

(√
1
n
|V | ≥ ε

2

)
≤ P(Sn ∈ B(x,ε)) (3.4)

para toda x ∈ Rd y ε > 0.

(7) Utilizando (3.4), (3.3) y (3.2), probar que

−Λ
∗(x)≤ lı́m

n→∞

1
n

logP(Sn ∈ B(x,ε)) (3.5)

para toda x ∈ Rd y ε > 0.

(8) Usar (3.5) para probar que la cota inferior del P.G.D. se cumple para las leyes
{µn} correspondientes a la sucesión {Sn}.

(9) Utilizar el inciso (I) del teorema para concluir que {µn} satisface el P.G.D. con
la buena función de grandes desviaciones Λ∗.

A continuación realizaremos la prueba de cada uno de estos pasos:

(1) Sea λ ∈ Rd . Comencemos observando que

1
n

Λn,δ (nλ ) =
1
n

logE
[

e〈nλ ,Sn,δ 〉
]

=
1
n

logE
[

e

〈
nλ ,Sn+

√
δ
n V
〉]

=
1
n

logE
[

e
〈nλ ,Sn〉+

〈
nλ ,
√

δ
n V
〉]

=
1
n

logE
[

e〈nλ ,Sn〉e

〈
nλ ,
√

δ
n V
〉]

.
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Como V es independiente de Sn, de la igualdad anterior se desprende que

1
n

Λn,δ (nλ ) =
1
n

log

(
E
[

e〈nλ ,Sn〉
]
E
[

e

〈
nλ ,
√

δ
n V
〉])

=
1
n

log
(
E
[

e〈nλ ,Sn〉
])

+
1
n

log

(
E
[

e

〈
nλ ,
√

δ
n V
〉])

=
1
n

log
(
E
[

e〈nλ ,Sn〉
])

+
1
n

log

(
E
[

e

〈√
δ
n nλ ,V

〉])

=
1
n

log
(
E
[

e〈nλ ,Sn〉
])

+
1
n

log
(
E
[

e〈
√

nδλ ,V〉
])

=
1
n

log
(
E
[

e〈nλ ,Sn〉
])

+
1
n

log
(

MV (
√

nδλ )
)
,

donde MV es la función generadora de momentos de V .

Recordemos que Λn(nλ ) = logE
[
e〈nλ ,Sn〉

]
y que MV (x) = e

|x|2
2 3, por lo que

1
n

Λn,δ (nλ ) =
1
n

Λn(nλ )+
1
n

log
(

e
nδ |λ |2

2

)
=

1
n

Λn(nλ )+
1
n

nδ |λ |2

2

=
1
n

Λn(nλ )+
δ |λ |2

2
.

Tomando el límite cuando n tiende a infinito,

lı́m
n→∞

1
n

Λn,δ (nλ ) = lı́m
n→∞

1
n

Λn(nλ )+ lı́m
n→∞

δ |λ |2

2

= Λ(λ )+
δ |λ |2

2
.

Esto demuestra que lı́m
n→∞

1
n Λn,δ (nλ ) existe, por lo que el supuesto (i) del teorema

se cumple para la sucesión Sn,δ . Además, denotando Λδ (λ ) = lı́m
n→∞

1
n Λn,δ (nλ ),

se tiene que Λδ (λ ) = Λ(λ )+ δ |λ |2
2 .

3Si V es una variable aleatoria normal multivariada con parámetros µ y matriz de covarianza Σ, su función
generadora de momentos es

MV (x) = eµ ′x+ x′Σx
2 . (3.6)

Cuando V es estándar, µ = 0 y Σ es la matriz identidad, por lo que (3.6) queda reducida a

MV (x) = e
|x|2

2 .
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Por otro lado, de (b) se desprende que Λ(λ ) < ∞, lo que implica que

Λδ (λ ) = Λ(λ ) + δ |λ |2
2 < ∞. Esto demuestra que Λδ es finita en todo Rd , por

lo que

DΛδ
= {λ ∈ Rd | Λδ (λ )< ∞}= Rd .

En particular, 0 ∈ Rd = int(Rd) = int(DΛδ
) y por lo tanto el supuesto (ii) del

teorema se cumple para la sucesión Sn,δ .

(2) Sea x ∈ Rd . Utilizando la igualdad para Λδ obtenida en el paso (1) de esta de-
mostración,

Λ
∗
δ
(x) = sup

λ∈Rd
{〈λ ,x〉−Λδ (λ )}

= sup
λ∈Rd

{
〈λ ,x〉−

(
Λ(λ )+

δ |λ |2

2

)}
,

por lo que

Λ
∗
δ
(x) = sup

λ∈Rd

{(
〈λ ,x〉−Λ(λ )

)
− δ |λ |2

2

}
(3.7)

Dada λ ∈ Rd , como − δ |λ |2
2 ≤ 0 entonces(

〈λ ,x〉−Λ(λ )

)
− δ |λ |2

2 ≤ 〈λ ,x〉−Λ(λ ).

Tomando el supremo en ambos lados de la desigualdad,

sup
λ∈Rd

{(
〈λ ,x〉−Λ(λ )

)
− δ |λ |2

2

}
≤ sup

λ∈Rd
{〈λ ,x〉−Λ(λ )}= Λ∗(x).

Retomando (3.7), por la desigualdad anterior se sigue que

Λ∗
δ
(x) = sup

λ∈Rd

{(
〈λ ,x〉−Λ(λ )

)
− δ |λ |2

2

}
≤ Λ∗(x).

(3) Ya que la sucesión {Sn} cumple con los supuestos (i) y (ii), por el inciso (I) se
tiene que

lı́m
n→∞

1
n

log
(

µn(Rd)
)
≤− ı́nf

x∈Rd
Λ
∗(x). (3.8)

Podemos observar que

lı́m
n→∞

1
n

log
(

µn(Rd)
)
= lı́m

n→∞

1
n

log(1)

= lı́m
n→∞

1
n
·0

= 0.

Sustituyendo este valor en (3.8),
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0≤− ı́nf
x∈Rd

Λ∗(x),

y al multiplicar por −1 se sigue que

0≥ ı́nf
x∈Rd

Λ
∗(x). (3.9)

Supongamos que DΛ∗ = {x ∈Rd | Λ∗(x)< ∞} es vacío, entonces Λ∗(x) = ∞ pa-
ra cualquier x ∈ Rd y por lo tanto ı́nf

x∈Rd
Λ∗(x) = ∞, lo cual contradice (3.9). Esto

demuestra que DΛ∗ no es vacío.

(4) Sean x ∈ Rd y ε > 0.

Ya verificamos que la sucesión Sn,δ cumple las condiciones (i) y (ii), por el inciso
(II) se tiene que

− ı́nf
z∈B(x, ε

2 )∩F
Λ
∗(z)≤ lı́m

n→∞

1
n

logP
(

Sn,δ ∈
(
B(x,

ε

2
)
))

, (3.10)

donde F es el conjunto de puntos expuestos de Λ∗ cuyo hiperplano expuesto
pertenece a int(DΛδ

). Del paso anterior se sigue que F = Rd , por lo que (3.10)
se simplifica a

− ı́nf
z∈B(x, ε

2 )
Λ
∗(z)≤ lı́m

n→∞

1
n

logP
(

Sn,δ ∈
(
B(x,

ε

2
)
))

. (3.11)

Como Λ∗(x)≥ ı́nf
z∈B(x, ε

2 )
Λ∗(z), entonces−Λ∗(x)≤− ı́nf

z∈B(x, ε
2 )

Λ∗(z). Aplicando es-

to a (3.11), se sigue que

−Λ
∗(x)≤ lı́m

n→∞

1
n

logP
(

Sn,δ ∈
(
B(x,

ε

2
)
))

. (3.12)

(5) Sea ε > 0.

Recordemos que cualquier x ∈ R se tiene que

P(|V | ≥ x)≤ 2e−
x2
2 .4

Haciendo x = ε

2

√ n
δ

,

P
(
|V | ≥ ε

2

√
n
δ

)
≤ 2e

−
(

ε
2
√ n

δ

)2

2 . (3.13)

Para la parte izquierda de (3.13) podemos notar que

P
(
|V | ≥ ε

2

√
n
δ

)
= P

(√
δ

n
|V | ≥ ε

2

)
, (3.14)

4Resultado contenido en [1, p. 455].
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mientras que para la parte derecha de (3.13) se tiene que

2e
−
(

ε
2
√ n

δ

)2

2 = 2e
− ε2

4
n
δ

2

= 2e
−ε2
8δ

n.

Sustituyendo estos valores en (3.13), se sigue que

P
(√

δ

n |V | ≥
ε

2

)
≤ 2e

−ε2
8δ

n.

Esto prueba que

P
(√

1
n |V | ≥

ε

2

)
≤ 2e

−1
δ

(
ε2
8 n
)
.

(6) Sean x ∈ Rd y ε > 0. Para demostrar este inciso primero demostraremos que

P
({

Sn +
√

1
nV ∈ B

(
x, ε

2

)}
∩
{√

1
n |V |<

ε

2

})
≤ P(Sn ∈ B(x,ε)),

y posteriormente veremos por qué esto implica (3.4).

Comencemos notando que{
Sn +

√
1
nV ∈ B

(
x, ε

2

)}
=

{∣∣∣∣Sn +
√

1
nV − x

∣∣∣∣< ε

2

}
.

Si
∣∣∣∣Sn +

√
1
nV − x

∣∣∣∣< ε

2 y
√

1
n |V |<

ε

2 , sumando estas desigualdades se sigue que

∣∣∣∣∣Sn +

√
1
n

V − x

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣−
√

1
n

V

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣Sn +

√
1
n

V − x

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
√

1
n

V

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣Sn +

√
1
n

V − x

∣∣∣∣∣+
√

1
n
|V |< ε,

y por la desigualdad del triángulo se tiene que

|Sn− x|=
∣∣∣∣Sn +

√
1
nV − x+−

√
1
nV
∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣Sn +

√
1
nV − x

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣−√ 1
nV
∣∣∣∣,

lo que implica que

|Sn− x|< ε .
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Esto demuestra que{
Sn +

√
1
nV ∈ B

(
x, ε

2

)}
∩
{√

1
n |V |<

ε

2

}
⊆ {Sn ∈ B(x,ε)},

lo que implica que

P

({
Sn +

√
1
n

V ∈ B
(

x,
ε

2

)}
∩

{√
1
n
|V |< ε

2

})
≤ P(Sn ∈ B(x,ε)). (3.15)

Ahora procederemos a demostrar (3.4). Definiendo los eventos

A =

{
Sn +

√
1
nV ∈ B

(
x, ε

2

)}
,

B =

{√
1
n |V |<

ε

2

}
y

C = {Sn ∈ B(x,ε)},

podemos observar que (3.15) queda expresado como

P(A∩B)≤ P(C). (3.16)

Por otro lado, considerando la resta de P(A) menos P(BC) se puede ver que

P(A)−P(BC) = P(A)− [1−P(B)]

= P(A)+P(B)−1.

Como P(A∪B)≤ 1, entonces −1≤−P(A∪B) y de lo anterior se sigue que

P(A)−P(BC)≤ P(A)+P(B)−P(A∪B) = P(A∩B).

Retomando (3.16),

P(A)−P(BC)≤ P(A∩B)≤ P(C),

en particular,

P(A)−P(BC)≤ P(C).

Retomando las definiciones de los eventos A, B y C, la última desigualdad queda
expresada como

P
(

Sn +
√

1
nV ∈ B

(
x, ε

2

))
−P

(√
1
n |V | ≥

ε

2

)
≤ P(Sn ∈ B(x,ε)).
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Esto concluye la demostración de (3.4).

(7) Sean x ∈ Rd y ε > 0. Recordemos que en el inciso (6) probamos que

P
(

Sn +
√

1
nV ∈ B

(
x, ε

2

))
−P

(√
1
n |V | ≥

ε

2

)
≤ P(Sn ∈ B(x,ε)).

De esta desigualdad se sigue que

P
(

Sn +
√

1
nV ∈ B

(
x, ε

2

))
≤ P(Sn ∈ B(x,ε))+P

(√
1
n |V | ≥

ε

2

)
,

y retomando (3.3),

P
(

Sn +
√

1
nV ∈ B

(
x, ε

2

))
≤ P(Sn ∈ B(x,ε))+2e

−1
δ

(
ε2
8 n
)
.

Aplicando el logaritmo a la desigualdad anterior, multiplicando por 1
n y luego

considerando el límite inferior cuando n tiende a infinito tenemos que

lı́m
n→∞

1
n logP

(
Sn +

√
1
nV ∈ B

(
x, ε

2

))
≤

lı́m
n→∞

1
n log

[
P(Sn ∈ B(x,ε))+2e

−1
δ

(
ε2
8 n
)]

,

mientras que en (3.2) probamos que

−Λ∗(x)≤ lı́m
n→∞

1
n logP

(
Sn +

√
1
nV ∈ B

(
x, ε

2

))
.

De estas dos desigualdades se desprende que

−Λ
∗(x)≤ lı́m

n→∞

1
n

log
[

P(Sn ∈ B(x,ε))+2e
−1
δ

(
ε2
8 n
)]

para toda δ > 0 (3.17)

(esto porque la δ que tomamos al inicio del ejercicio era arbitraria).

Ahora probaremos que

−Λ∗(x)≤ lı́m
n→∞

1
n logP(Sn ∈ B(x,ε))

por reducción al absurdo: supondremos lo contrario y llegaremos a una contra-
dicción con (3.17).

Supongamos que

−Λ
∗(x)> lı́m

n→∞

1
n

logP(Sn ∈ B(x,ε)) . (3.18)

Tomando
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M =
−Λ∗(x)− lı́m

n→∞

1
n logP(Sn∈B(x,ε))

2 > 0

se tiene que eM > 1 y entonces
(
eM−1

)
> 0. Definimos

c =
(
eM−1

)
P(Sn ∈ B(x,ε))> 0. (3.19)

Observemos que lı́m
δ→0+

−1
δ

=−∞ y ε2

8 n > 0, por lo que

lı́m
δ→0+

−1
δ

(
ε2

8 n
)
=−∞,

lo que implica que

lı́m
δ→0+

e
−1
δ

(
ε2
8 n
)
= 0.

Por este último límite sabemos que para cualquier constante positiva existe una

δ > 0 tal que e
−1
δ

(
ε2
8 n
)

es estrictamente menor a esa constante. En particular,
para la c definida en (3.19) existe una δ0 > 0 para la cual

e
−1
δ0

(
ε2
8 n
)
< c

2 .

Esta última desigualdad implica que

P(Sn ∈ B(x,ε))+2e
−1
δ0

(
ε2
8 n
)
< P(Sn ∈ B(x,ε))+ c,

y por lo tanto

log
[

P(Sn ∈ B(x,ε))+2e
−1
δ0

(
ε2
8 n
)]

< log [P(Sn ∈ B(x,ε))+ c] . (3.20)

Notemos que

log [P(Sn ∈ B(x,ε))+ c] = log
[
P(Sn ∈ B(x,ε))+

(
eM−1

)
P(Sn ∈ B(x,ε))

]
= log

[
P(Sn ∈ B(x,ε))

(
1+ eM−1

)]
= log

[
P(Sn ∈ B(x,ε))eM]

= logP(Sn ∈ B(x,ε))+ log
(
eM)

= logP(Sn ∈ B(x,ε))+M,

de manera que (3.20) puede ser simplificada a

log
[

P(Sn ∈ B(x,ε))+2e
−1
δ0

(
ε2
8 n
)]

< logP(Sn ∈ B(x,ε))+M.
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Multiplicando esta desigualdad por 1
n tenemos que

1
n log

[
P(Sn ∈ B(x,ε))+2e

−1
δ0

(
ε2
8 n
)]

< 1
n logP(Sn ∈ B(x,ε))+ M

n ,

y considerando que M
n ≤M entonces

1
n

log
[

P(Sn ∈ B(x,ε))+2e
−1
δ0

(
ε2
8 n
)]

<
1
n

logP(Sn ∈ B(x,ε))+M. (3.21)

Retomando la definición de M en la parte derecha de (3.21),

1
n

logP(Sn ∈ B(x,ε))+M =
1
n

logP(Sn ∈ B(x,ε))+
−Λ∗(x)− lı́m

n→∞

1
n logP(Sn ∈ B(x,ε))

2

=
2 1

n logP(Sn ∈ B(x,ε))
2

+
−Λ∗(x)− lı́m

n→∞

1
n logP(Sn ∈ B(x,ε))

2

=
−Λ∗(x)+ lı́m

n→∞

1
n logP(Sn ∈ B(x,ε))

2
,

y por (3.18) se tiene que

−Λ∗(x)+ lı́m
n→∞

1
n logP(Sn∈B(x,ε))

2 < −Λ∗(x)−Λ∗(x)
2 =−Λ∗(x).

Esto implica que

1
n logP(Sn ∈ B(x,ε))+M <−Λ∗(x),

y por (3.21) se sigue que

1
n log

[
P(Sn ∈ B(x,ε))+2e

−1
δ0

(
ε2
8 n
)]

< 1
n logP(Sn ∈ B(x,ε))+M <−Λ∗(x).

Tomando el límite inferior cuando n tiende a infinito en ambos extremos de esta
desigualdad tenemos que

lı́m
n→∞

1
n log

[
P(Sn ∈ B(x,ε))+2e

−1
δ0

(
ε2
8 n
)]

< lı́m
n→∞
−Λ∗(x) =−Λ∗(x).

Hemos encontrado entonces una δ0 > 0 para la cual

lı́m
n→∞

1
n log

[
P(Sn ∈ B(x,ε))+2e

−1
δ0

(
ε2
8 n
)]

<−Λ∗(x),

lo cual contradice (3.17).

Por lo tanto,
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−Λ∗(x)≤ lı́m
n→∞

1
n logP(Sn ∈ B(x,ε)).

(8) Sea A⊆Rd . Recordemos que en este paso debemos probar que se cumple la cota
inferior del P.G.D. para la sucesión Sn, es decir, debemos probar que

− ı́nf
x∈int(A)

Λ
∗(x)≤ lı́m

n→∞

1
n

log P(Sn ∈ A). (3.22)

Si int(A) = /0, (3.22) se cumple trivialmente. Si int(A) 6= /0, por el paso anterior
sabemos que

−Λ∗(x)≤ lı́m
n→∞

1
n logP(Sn ∈ B(x,ε))

para cualquier x ∈ Rd y ε > 0. En particular, tomando x0 ∈ int(A) y ε0 > 0 tal
que B(x0,ε0)⊆ A se tiene que

−Λ∗(x0)≤ lı́m
n→∞

1
n logP(Sn ∈ B(x0,ε0))≤ lı́m

n→∞

1
n logP(Sn ∈ A)

Esto prueba que, para toda x ∈ int(A),

−Λ∗(x)≤ lı́m
n→∞

1
n logP(Sn ∈ A),

por lo que

Λ∗(x)≥− lı́m
n→∞

1
n logP(Sn ∈ A),

y por lo tanto la parte derecha de esta desigualdad es una cota inferior del con-
junto {Λ∗(x) | x ∈ int(A)}. De la definición de ínfimo se sigue que

ı́nf
x∈int(A)

Λ∗(x)≥− lı́m
n→∞

1
n log P(Sn ∈ A),

y al multiplicar esta desigualdad por −1 se sigue (3.22).

(9) Sea A⊆ Rd . Por el inciso (I) tenemos que

lı́m
n→∞

1
n log P(Sn ∈ A)≤− ı́nf

x∈A
Λ∗(x),

mientras que en el paso anterior probamos que

− ı́nf
x∈int(A)

Λ∗(x)≤ lı́m
n→∞

1
n log P(Sn ∈ A).

Juntando ambas desigualdades tenemos que

− ı́nf
x∈int(A)

Λ∗(x)≤ lı́m
n→∞

1
n log P(Sn ∈ A)≤ lı́m

n→∞

1
n log P(Sn ∈ A)≤− ı́nf

x∈A
Λ∗(x),
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lo que demuestra que la sucesión {Sn} satisface el P.G.D. con la buena función
de grandes desviaciones Λ∗.

La demostración anterior nos permite comprender un poco más el Principio de Grandes
Desviaciones (P.G.D.). Después de añadir una variable aleatoria normal multivariada
estándar, del paso (5) se sigue que la sucesión {Sn} sólo fue perturbada por muy poco y,
además, como la sucesión {Sn,δ} cumple con el P.G.D., resulta natural que la sucesión
original {Sn} también cumpliera con dicho principio. En la teoría de grandes desvia-
ciones existen muchos ejemplos similares donde, para probar que una familia cumple
con un P.G.D., se añade otra variable aleatoria que perturba marginalmente al proceso
original.

Principio de Grandes Desviaciones para cadenas de Mar-
kov regulares
Para concluir este capítulo utilizaremos el teorema de Gärtner-Ellis para demostrar que
el P.G.D. se cumple para una funcional de cadenas de Markov regulares. Comenzare-
mos definiendo y estudiando dicha funcional.

Definición 22. Sean P = (pi j) ∈MN×N(R) una matriz, E un conjunto de cardinalidad
N, f : E→ Rd una función y λ ∈ Rd . Definimos la matriz Pλ ∈MN×N(R) como

Pλ = (pi j · e〈λ , f ( j)〉)i, j∈E .

Teorema 8. Sean {Xn} una cadena de Markov con espacio de estados finito E y matriz
de transición P, f : E → Rd una función y λ ∈ Rd . Si la cadena {Xn} es regular
entonces la matriz Pλ es regular.

Demostración.
Para simplificar la notación, denotaremos como qi j a la i j-ésima entrada de la matriz
Pλ , y para cada m∈N denotaremos como q(m)

i j a la i j-ésima entrada de la matriz (Pλ )
m.

La demostración de este teorema se dividirá en dos partes: primero probaremos que,
para cualquier m ∈ N, q(m)

i j puede ser expresada en términos de la entrada i j-ésima en-
trada de la matriz Pm (y por lo tanto, de la probabilidad de llegar del estado i al estado
j en m pasos). Posteriormente utilizaremos esto para probar que existe una potencia k
para la cual (Pλ )

k es estrictamente positiva.

Sean i, j ∈ E. Buscamos probar la siguiente propiedad:

Para toda m ∈ N existe una c > 0 tal que q(m)
i j = cp(m)

i j . (3.23)

Realizaremos la prueba de (3.23) por inducción:

Por definición, q(1)i j = qi j = pi j ·e〈λ , f ( j)〉. Haciendo c = e〈λ , f ( j)〉 > 0, la propiedad
(3.23) queda demostrada para m = 1.
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Supongamos que existe una c > 0 tal que q(`)i j = cp(`)i j para alguna ` ∈ N; ahora

debemos demostrar que existe c′ > 0 tal que q(`+1)
i j = c′p(`+1)

i j .

Recordemos que si A = (avw) y B = (bvw) son dos matrices en MN×N(R), enton-

ces AB =

(
N
∑

u=1
avubuw

)
. Considerando que (Pλ )

`+1 = (Pλ )
` ·Pλ , entonces

q(`+1)
i j =

N

∑
u=1

q(`)iu qu j

=
N

∑
u=1

q(`)iu · pu j · e〈λ , f ( j)〉

= e〈λ , f ( j)〉
N

∑
u=1

q(`)iu pu j

Como (3.23) se cumple para `, entonces para cada u ∈ {1, ...,N} existe cu > 0
tal que q(`)iu = cu p(`)iu . Sustituyendo este valor en la ecuación anterior,

q(`+1)
i j = e〈λ , f ( j)〉

N

∑
u=1

cu p(`)iu pu j. (3.24)

Sean a = mı́n
1≤u≤N

cu y b = máx
1≤u≤N

cu. Podemos notar que

N
∑

u=1
ap(`)iu pu j ≤

N
∑

u=1
cu p(`)iu pu j ≤

N
∑

u=1
bp(`)iu pu j,

por lo que

a
N
∑

u=1
p(`)iu pu j ≤

N
∑

u=1
cu p(`)iu pu j ≤ b

N
∑

u=1
p(`)iu pu j.

Como
N
∑

u=1
p(`)iu pu j = p(`+1)

i j , por la desigualdad anterior se tiene que

ap(`+1)
i j ≤

N

∑
u=1

cu p(`)iu pu j ≤ bp(`+1)
i j . (3.25)

Definimos g : [a,b]→ R como g(x) = x p(`+1)
i j . La función g es una función

continua, y además por (3.25) se tiene que

g(a)≤
N
∑

u=1
cu p(`)iu pu j ≤ g(b).

Por el teorema del valor intermedio, existe una ξ ∈ [a,b] tal que g(ξi)=
N
∑

u=1
cu p(`)iu pu j,

es decir,
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ξ p(`+1)
i j =

N
∑

u=1
cu p(`)iu pu j.

Sustituyendo este valor en (3.24), se sigue que

p(`+1)
i j = e〈λ , f ( j)〉ξ p(`+1)

i j

Notemos que e〈λ , f ( j)〉 > 0 y ξ ≥ a = mı́n
1≤u≤N

cu > 0.

Definiendo c′ = e〈λ , f ( j)〉 ·ξ > 0, se sigue que

p(`+1)
i j = c′p(`+1)

i j .

Esto concluye la demostración de la propiedad (3.23).

Ahora procederemos a demostrar que Pλ es una matriz regular.

Como la cadena es regular, P es regular y por lo tanto existe una k ∈ N tal que Pk > 0,
es decir,

p(k)i j > 0 para cualesquiera i, j ∈ E. (3.26)

Por la propiedad (3.23), para cada i, j ∈ E existe ci j > 0 tal que q(k)i j = ci j p
(k)
i j , y por

(3.26) también se tiene que p(k)i j > 0. Esto implica que

q(k)i j = ci j p
(k)
i j > 0,

lo que demuestra que cada entrada de la matriz (Pλ )
k es estrictamente positiva. Por lo

tanto, la matriz Pλ es regular.

Denotaremos al eigenvalor de Perron-Frobenius de la matriz Pλ como rλ . Es importan-
te observar que, aunque las matrices P y Pλ son regulares, no necesariamente sucede
que sus eigenvalores de Perron-Frobenius son iguales.

En el caso de una cadena de Markov irreducible y aperiódica con matriz de transición
P, por el teorema 4 sabemos que P es regular y por lo tanto la matriz Pλ también será
regular, lo cual nos permite aplicar el teorema de Perron-Frobenius a la matriz Pλ .
Con esto estamos en condiciones de enunciar y probar el principal resultado de este
capítulo:

Teorema 9. Sean {Xn} una cadena de Markov irreducible y aperiódica con espacio
de estados finito E, P su matriz de transición y f : E → Rd una función. Para cada
λ ∈ Rd definimos la matriz

Pλ = (pi j · e〈λ , f ( j)〉)i, j∈E

y denotamos como rλ al eigenvalor de Perron-Frobenius de la matriz Pλ .
Posteriormente, para cada z ∈ Rd se define
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I(z) = sup
λ∈Rd
{〈λ ,z〉− log(rλ )}.

Entonces I es una buena función de grandes desviaciones convexa y la media muestral

Sn =
1
n

n
∑

i=1
f (Xi) satisface el P.G.D. con la función I.

Para demostrar este teorema utilizaremos el inciso (III) del teorema de Gärtner-Ellis,
por lo que debemos verificar que todos los supuestos de dicho teorema se cumplen, es
decir, debemos probar lo siguiente:

Dada Λn(λ ) = log E[e〈λ ,Sn〉] la función generadora de momentos logarítmica de Sn,

(a) lı́m
n→∞

1
n Λn(nλ ) existe en R∪{−∞}∪{∞};

y definiendo Λ(λ ) = lı́m
n→∞

1
n Λn(λ ),

(b) Λ es finita en todo Rd ,

(c) Λ es esencialmente suave y

(d) Λ es semicontinua inferiomente.

Además también debemos verificar que

(e) Λ∗ = I y

(f) Λ∗ es convexa.

A continuación realizaremos la demostración de cada uno de estos incisos en el orden
mencionado.
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Demostración.

(a) Sea λ ∈ Rd . Comencemos observando que

Λn(nλ ) = log E[e〈nλ ,Sn〉]

= log E[e〈λ ,nSn〉]

= log E
[

e

〈
λ ,

n
∑

i=1
f (Xi)

〉]

= log

 ∑
x1,...,xn

(
e

〈
λ ,

n
∑

i=1
f (xi)

〉)
Pσ (X1 = x1, ...,Xn = xn)


= log

[
∑

x1,...,xn

( n

∏
i=1

e〈λ , f (xi)〉
)

Pσ (X1 = x1, ...,Xn = xn)

]

= log

[
∑

x1,...,xn

( n

∏
i=1

e〈λ , f (xi)〉
)

pσx1 px1x2 ...pxn−1xn

]

= log

[
∑

x1,...,xn

(
pσx1e〈λ , f (x1)〉

)(
px1x2e〈λ , f (x2)〉

)
...
(

pxn−1xne〈λ , f (xn)〉
)]

.

= log

[
∑

x1,...,xn

qσx1qx1x2 ...qxn−1xn

]
,

donde qi j es la entrada i j-ésima de la matriz Pλ . Retomando la notación q(n)i j para
la i j-ésima de la matriz (Pλ )

n, de la igualdad anterior se sique que

Λn(nλ ) = log

[
∑
xn

q(n)σxn

]
. (3.27)

Como la cadena es regular, por el teorema 8 se tiene que Pλ es una matriz regular.
Sea rλ el eigenvalor de Perron-Frobenius de la matriz Pλ .

Utilizando el lema 2 para la matriz Pλ y φ = 1′ =


1
1
...
1

,

log(rλ ) = lı́m
n→∞

1
n log

[
∑
j

q(n)
σ j

]
,

y por (3.27) se sigue que

log(rλ ) = lı́m
n→∞

1
n Λn(nλ ).
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Por lo tanto, lı́m
n→∞

1
n Λn(nλ ) existe y además lı́m

n→∞

1
n Λn(nλ ) = log(rλ ) ∈ R.

Definimos Λ(λ ) = lı́m
n→∞

1
n Λn(nλ ). Es importante observar que, por lo anterior,

Λ(λ ) = lı́m
n→∞

1
n

Λn(nλ ) = log(rλ ). (3.28)

(b) Sea λ ∈ Rd . Por el inciso (a) de esta demostración, sabemos que
Λ(λ ) = log(rλ )< ∞, por lo cual la función Λ es finita en todo Rd .

(c) Para demostrar que la función Λ es esencialmente suave, debemos probar que Λ

es convexa y luego que cumple los incisos (i), (ii) y (iii) de la definición 20.

Sean λ1,λ2 ∈ Rd y t ∈ [0,1].

• Si t = 0,

Λ(tλ1 +(1− t)λ2) = Λ(0 ·λ1 +1 ·λ2)

= Λ(λ2)

= 0 ·Λ(λ1)+(1−0)Λ(λ2)

= tΛ(λ1)+(1− t)Λ(λ2).

• Si t = 1,

Λ(tλ1 +(1− t)λ2) = Λ(1 ·λ1 +0 ·λ2)

= Λ(λ1)

= 1 ·Λ(λ1)+(1−1)Λ(λ2)

= tΛ(λ1)+(1− t)Λ(λ2).

• Supongamos que t ∈ (0,1).
Comencemos observando que

Λn(n[tλ1 +(1− t)λ2]) = log E
[
e〈n[tλ1+(1−t)λ2],Sn〉

]
= log E

[
e〈tλ1+(1−t)λ2,nSn〉

]
= log E

[(
e〈λ1,nSn〉

)t(e〈λ2,nSn〉
)(1−t)

]
.

Haciendo X =
(
e〈λ1,nSn〉

)t y Y =
(
e〈λ2,nSn〉

)(1−t), por la igualdad anterior se
tiene que

Λn(n[tλ1 +(1− t)λ2]) = log E[XY ]. (3.29)

Por otro lado, como t ∈ (0,1) entonces (1− t) ∈ (0,1). Definiendo p = 1
t y

q = 1
1−t , tenemos que p,q ∈ (0,∞) y 1

p +
1
q = t +1− t = 1.
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Como X y Y son siempre positivos, aplicando la desigualdad de Hölder5 a
(3.29) se sigue que

Λn(n[tλ1 +(1− t)λ2]) = log E[XY ]≤ log
(
E[X p]

1
p E[Y q]

1
q
)
. (3.30)

Para el caso de X podemos notar que

E[X p]
1
p = E

[((
e〈λ1,nSn〉

)t
) 1

t
]t

= E[e〈λ1,nSn〉]t ,

y similarmente para Y se tiene que

E[Y q]
1
q = E

[((
e〈λ2,nSn〉

)1−t
) 1

1−t
]1−t

= E[e〈λ2,nSn〉]1−t .

Sustituyendo estos valores en (3.30) se sigue que

Λn(n[tλ1 +(1− t)λ2])≤ log
(
E
[
e〈λ1,nSn〉

]t E[e〈λ2,nSn〉
](1−t)

)
. (3.31)

Como

log
(
E
[
e〈λ1,nSn〉

]t E[e〈λ2,nSn〉
](1−t)

)
= tlogE

[
e〈λ1,nSn〉

]
+(1− t)logE

[
e〈λ2,nSn〉

]
= tlogE

[
e〈nλ1,Sn〉

]
+(1− t)logE

[
e〈nλ2,Sn〉

]
= tΛn(nλ1)+(1− t)Λ(nλ2),

por (3.31) tenemos que

Λn(n[tλ1 +(1− t)λ2])≤ tΛn(nλ1)+(1− t)Λ(nλ2).

Finalmente, multiplicando ambos lados de esta desigualdad por 1
n y toman-

do el límite cuando n tiende a infinito se sigue que

Λ(tλ1 +(1− t)λ2)≤ tΛ(λ1)+(1− t)Λ(λ2).

En cualquier caso se tiene que Λ(tλ1 +(1− t)λ2) ≤ tΛ(λ1)+ (1− t)Λ(λ2), por
lo que la función Λ es convexa.

Ahora probaremos que la función Λ cumple los incisos (i), (ii) y (iii) de la defi-
nición 20:

5Sean X y Y variables aleatorias d-dimensionales y p,q ∈ [1,∞) tales que 1
p +

1
q = 1. Entonces

E[|XY |]≤ E[|X |p]
1
p E[|Y |q]

1
q .

Este resultado está contenido en [3, p. 75].
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(i) Por el inciso (b) de este teorema, Λ es finita en todo Rd y entonces
DΛ = {λ ∈Rd | Λ(λ )< ∞}=Rd . Esto implica que int(DΛ) =Rd y por lo
tanto int(DΛ) es no vacío.

(ii) Sea λ ∈Rd . Hemos probado que Λ(λ ) = log(rλ ), donde rλ es el eigenvalor
de Perron-Frobenius de la matriz Pλ .
Definiendo la función F : Rd →{x ∈ R|x > 0} como

F(λ ) = rλ ,

en el apéndice A probamos que la función F es derivable y al componerla
con la función logaritmo sigue siendo derivable, por lo que Λ(λ ) = log(rλ )
es derivable.

(iii) DΛ =Rd , por lo que int(DΛ) =Rd . Como Rd no tiene puntos frontera, este
inciso se cumple por vacuidad.

(d) Como la función Λ es derivable, es continua y en particular es semicontinua
inferiormente (s.c.i.).

(e) Sea z ∈ Rd . Utilizando la definición de la transformada de Fenchel-Legendre y
el inciso (a) de este teorema, se sigue que

Λ
∗(z) = sup

λ∈Rd
{〈λ ,z〉−Λ(λ )}

= sup
λ∈Rd
{〈λ ,z〉− log(rλ )}

= I(z),

por lo que Λ∗ = I.

(f) Sean x,y ∈ Rd y t ∈ [0,1]. Notemos que

Λ
∗(tx+(1− t)y) = sup

λ∈Rd
{〈λ , tx+(1− t)y〉− log(rλ )}

= sup
λ∈Rd
{t 〈λ ,x〉+(1− t)〈λ ,y〉− log(rλ )}

= sup
λ∈Rd
{t 〈λ ,x〉+(1− t)〈λ ,y〉− log(rλ )+ tlog(rλ )− tlog(rλ )},

por lo que

Λ
∗(tx+(1−t)y) = sup

λ∈Rd
{t[〈λ ,x〉− log(rλ )]+(1−t)[〈λ ,y〉− log(rλ )]}. (3.32)

Como el supremo de la suma es menor o igual que la suma de los supremos, de
(3.32) se sigue que

Λ
∗(tx+(1− t)y)≤ sup

λ∈Rd
{t[〈λ ,x〉− log(rλ )]}+ sup

λ∈Rd
{(1− t)[〈λ ,y〉− log(rλ )]}.

(3.33)
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Observemos que t ≥ 0, por lo que

sup
λ∈Rd
{t[ 〈λ ,x〉− log(rλ ) ]}= t sup

λ∈Rd
{〈λ ,x〉− log(rλ )}= tΛ∗(x); (3.34)

similarmente, (1− t)≥ 0, por lo cual

sup
λ∈Rd
{(1− t)[〈λ ,y〉− log(rλ )]}= (1− t) sup

λ∈Rd
{〈λ ,y〉− log(rλ )}= (1− t)Λ∗(y).

(3.35)
Sustituyendo en (3.33) los valores encontrados en (3.34) y (3.35),

Λ∗(tx+(1− t)y)≤ tΛ∗(x)+(1− t)Λ∗(y).

Esto demuestra que la función Λ∗ es convexa.

Por el teorema de Gärtner-Ellis, la familia Sn = 1
n

n
∑

i=1
f (Xi) satisface el P.G.D. con la

buena función de grandes desviaciones Λ∗ = I, y además por el inciso (f) de esta de-
mostración se tiene que I es también una función convexa.
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Capítulo 4

Conclusiones

En el primer capítulo introdujimos el concepto de matriz regular. Posteriormente, enun-
ciamos y demostramos el Teorema de Perron-Frobenius (el cual se aplica a matrices
regulares) y, naturalmente, nombramos al eigenvalor real que se desprende de dicho
teorema como el eigenvalor de Perron-Frobenius. Concluimos el capítulo estudiando si
un conjunto particular de sucesiones que dependen de las entradas de una matriz regu-
lar y de un vector positivo arbitrario convergen, y fue en este punto donde comenzamos
a vislumbrar algunas consecuencias del teorema de Perron-Frobenius, pues probamos
que dichas sucesiones sí convergen y además el término al que convergen es el logarit-
mo del eigenvalor de Perron-Frobenius.

En el segundo capítulo demostramos que, si una cadena de Markov es irreducible
y aperiódica, entonces dicha cadena cuenta con una matriz regular, es decir, a partir de
un número finito de pasos todas las entradas de la matriz de transición son positivas
y por lo tanto podemos aplicar el teorema de Perron-Frobenius a dicha matriz. Estu-
diando más a fondo este tipo de cadenas, al que llamamos cadenas regulares, pudimos
observar que el eigenvalor de Perron-Frobenius de la matriz de transición resulta ser 1,
lo cual implica que el resto de los eigenvalores de la matriz de transición cuentan con
norma compleja estrictamente menor a 1.

Un resultado que se puede ver en un curso de Procesos Estocásticos es que las pro-
babilidades de transición en m pasos de una cadena irreducible y aperiódica convergen
a la probabilidad estacionaria, pero usando el teorema de Perron-Frobenius pudimos ir
más allá: en el caso de este tipo de cadenas, la velocidad de convergencia de dichas pro-
babilidades de transición es del orden de la norma del segundo eigenvalor más grande
(el cual sabemos por el resultado anterior que es estrictamente menor a 1).

Finalmente, en el tercer capítulo introdujimos y probamos una versión del teorema
de Gärtner-Ellis. Este teorema nos permitió obtener un resultado aún más fuerte que
los anteriores: la media muestral de una funcional de cadenas de Markov irreducibles y
aperiódicas satisface el Principio de Grandes Desviaciones definido en 17 con la buena
función de grandes desviaciones
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I(z) = sup
λ∈Rd
{〈λ ,z〉− log(rλ )},

donde rλ es el eigenvalor de Perron-Frobenius de una matriz regular que depende de
la matriz de transición original. Esta expresión resulta relevante en nuestro estudio,
pues nuevamente nos encontramos con el eigenvalor de Perron-Frobenius de una matriz
regular.
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Apéndice A

Demostración de la
derivabilidad de la función F

A continuación enunciaremos y demostraremos un teorema que nos permite asegu-
rar la derivabilidad de la función F definida en la demostración del teorema 9. Esta
demostración estará basada en el ejercicio contenido en [2, p. 3].

Teorema 10. Sean L⊆ Rd un conjunto abierto (no vacío) con respecto a la topología
usual y mi j : L→ R una función para cada i, j ∈ {1, ...,n}, n ∈ N.
Para cada λ ∈ L se definen M(λ ) = (mi j(λ )) ∈ Mn×n(R) y
L′ = {λ ∈ L | mi j(λ )≥ 0 para toda i, j}.
Supongamos que para cada i, j ∈ {1, ..., n} la función mi j es q veces derivable, q ∈N,
y para cualquier θ ∈ L′ la matriz M(θ) es regular.
Entonces para cada θ ∈ L′ existe δθ > 0 tal que λ ∈ B(θ ,δθ )⊆ L implica que la fun-
ción ϕ(λ ) = ρ(λ ) es q veces derivable, donde ρ(λ ) es el eigenvalor más grande (en
norma compleja) de la matriz M(λ ).

Demostración.
Para cada λ ∈ L definimos f (z,λ ) como el polinomio característico de la matriz M(λ ),
es decir, f (z,λ ) = det(M(λ )− zI), donde I es la matriz identidad. Observemos que

M(λ )− zI =


m11(λ )− z m12(λ ) ... m1n(λ )

m21(λ ) m22(λ )− z ... m2n(λ )
...

...
...

mn1(λ ) mn2(λ ) ... mnn(λ )− z

,

por lo que M(λ )− zI tiene, en cada una de sus entradas, una función q-veces derivable
en λ y al ser det(M(λ )−zI) = f (z,λ ) una suma finita de productos finitos de esas fun-
ciones, f (z,λ ) también resulta ser una función q-veces derivable en λ . En particular,
f (z,θ) es q-veces derivable para cualquier θ ∈ L′ ⊆ L.

Sea θ ∈ L′. Como la matriz M(θ) es regular, por el teorema de Perron-Frobenius es-
ta matriz tiene un eigenvalor real positivo ρ(θ) de multiplicidad 1 y que es mayor
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que la norma compleja del resto de sus eigenvalores ρ1(θ), ρ2(θ), ..., ρs(θ), donde
1≤ s≤ n−1.

Como ρ(θ) es una raíz simple del polinomio característico det(M(θ)− zI) = f (z,θ),
entonces f satisface las condiciones del teorema de la función implícita en (ρ(θ),θ)1.

Por el teorema de la función implícita existe δ1 > 0 tal que B(θ ,δ1)⊆ L y hay una única
función r(λ ) q veces derivable tal que r(θ) = ρ(θ) y que satisface que f (r(λ ),λ ) = 0
para toda λ ∈ B(θ ,δ1). Observemos que, dada λ ∈ B(θ ,δ1), como f (r(λ ),λ ) = 0 en-
tonces r(λ ) es un eigenvalor de la matriz M(λ ).

Queda probar que, para una δ lo suficientemente pequeña, r(λ ) es el eigenvalor de
Perron-Frobenius de la matriz M(λ ).

Tomemos δ2 > 0 tal que las bolas de radio δ2 centradas en los distintos eigenvalores de
M(θ) sean disjuntas dos a dos, y definimos δθ = mı́n{δ1,δ2}.

Entonces para λ ∈ B(θ ,δθ ) se tiene que B(θ ,δθ ) ⊆ L y la función r(λ ) es deriva-
ble. Además, como r(λ ) es un eigenvalor de la matriz M(λ ) y el único eigenvalor en
B(θ ,δθ ) es el eigenvalor de Perron-Frobenius, se sigue que r(λ ) es el eigenvalor de
Perron-Frobenius. Finalmente, como la función r(λ ) es la única tal que r(θ) = φ(θ),
entonces r(λ ) = ϕ(θ) = ρ(θ).

1Teorema contenido en [11, p. 228].
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