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Prefacio

El trabajo de tesis de Maestria que presento es del darea de Analisis; comprende un
tratado con resultados interesantes de la teoria de los espacios de Banach y del Algebra
de Operadores. Estos temas del area de Anélisis Matematico fueron de interés durante mi
maestria en la UNAM, y generalmente son de dominio de todo posgraduado de Matemati-
cas. Cabe senalar que como es una tesis de posgrado hemos omitido algunos teoremas,
conceptos y definiciones que se estudian en niveles mas basicos de Matematicas; por tal
motivo se espera que el lector tenga la suficiente preparacion para abordar la lectura de
este trabajo.

En el capitulo 1, que es la introduccion de este trabajo, se presenta el objetivo de es-
te trabajo.

En el segundo capitulo se exponen los conceptos sobre dlgebras y espacios topolégicos
relacionados al andlisis matematico; tales como Algebra desde un espacio vectorial, Es-
pacios Métricos y Topologia inducia por una métrica, entre otros.

En el capitulo tercero de este trabajo, entraremos en detalles mas avanzados y minu-
ciosos relacionados a los temas de espacios completos y normados, Teoria espectral, y
Espacios y Algebras de Banach.

Ya en el cuarto capitulo, se tratara el tema de funcionales lineales multiplicativos, para
lo cual solo consideraremos algebras conmutativas. Para estos temas es deseable contar
con un nivel avanzado en temas de andlisis complejo.

De esta forma, en este trabajo quisimos ahondar en los fundamentos de estos temas
de una forma mas avanzada que en el circulo basico que se ve en la licenciatura. Esto se
hizo principalmente considerando varios tipos de normas definidas en un algebra; ademés
se estudié Teoria Espectral y su relacién con los funcionales y operadores'. Se vera que
estos tltimos son continuos si y s6lo si son acotados con la norma definida en su espacio,
y posteriormente estudiaremos los operadores lineales multiplicativos.

Todo lo anterior tiene como objeto, llegar a comprender como actiian otros espacios de
las matemadticas, mas alld de los conocidos campos de los reales o complejos, los cuales
son solo una pequena parte de las matematicas.

Espero que este trabajo sea del agrado del lector y que no resulte tedioso.

!'Normalmente se llama funcionales a las funciones lineales con valores en el campo C, y operadores
a las funciones lineales entre espacios vectoriales iguales
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Capitulo 1

Introduccion

OBJETIVO DE LA TESIS: Las aportaciones relevantes de esta tesis se resumen
en decir que: Se centra en dar un panorama adecuado de una buena parte de lo
que alguien interesado en conocer la Teoria de Operadores y su relaciéon con
las Algebras de Banach necesita saber para abordar el estudio en forma seria.

Los nuiimeros 7 y e son fundamentales en las matematicas. El primero de ellos, 7, es
la relacion entre la circunferencia de un circulo y su diametro, era conocido desde los
tiempos de la antigua Babilonia. El segundo, e, conocido como el ntimero de Euler o
constante de Napier, aparece en varias ramas de las matematicas, al ser la base de los
logaritmos naturales. Ambos ntimeros son irracionales y trascendentes.

A continuacién presentamos las pruebas de la irracionalidad de ambos como una moti-
vacion del estudio de la parte del Anélisis Funcional relativa a los espacios y édlgebras
de Banach. También presentamos aqui una historia del desarrollo del Analisis Funcional
durante el final del siglo XIX y el principio del XX, la cual es parte de la conferencia por
invitacién impartida por la Dra. Berta Gamboa de Buen en las Jornadas de Historia y
Filosofia de las Matematicas organizadas por la Seccién de Metodologia y Teoria de la
Ciencia del CINVESTAYV y el CIMAT, y celebradas en el CIMAT, Guanajuato, Gto., del
20 al 22 de mayo de 1999.

Los conceptos, proposiciones y demostraciones que se presentan en este capitulo fueron
tomados de [9], [10] y [19].

1.1. Prueba de la Irracionalidad del niimero e

Pocos son los resultados analiticos de las matemaéticas tan interesantes, como la irra-
cionalidad del nimero de Euler, cuya prueba se presenta a continuacion:

Proposicién 1.1.1 (Demostracién de la irracionalidad del nimero e de Euler). El nime-
70

=1 1 1
Zk——1+ to Tyt >0
k=0

es irracional.

Demostracion. La prueba se hara por contradiccién.
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Entonces supongamos que e € Q, asi Ja,b € ZT \ {0} tal que e = a/b

b! !
TSR v

bl
= (b—1)la € Z*\ {0}.

Ahora sea S un nimero de la siguiente forma

bl bl
le = b!
= ble b+'+2'—|-

1

olb b .
S—b'+1'+2'+3'+ €L \ {0};
entonces

ZT\{0} > R=ble— S = v + v + v +

o S+ b+2)! (b+3)!

- + ! + ! +

b+l (0+2)(b+1)  (b+3)b+2)(b+1)

1 1 1 b+1 1
== —1=-<1
ShEl O E T aIp b b=

Es decir, hemos obtenido que Z* \ {0} © R < 1, pero esto es una contradiccién ya que
ningun entero positivo es menor que 1 (note que Z*\ {0} = {1,2,3,4,...}).

Por lo tanto e debe ser irracional. O

1.2. Prueba de la Irracionalidad de 7

También la irracionalidad del niimero m, tiene mucho de interesante en la comunidad
matematica; a continuacién la presentamos:
Esta seccion se incluye en este trabajo de tesis para demostrar que estamos ya en condi-
ciones de entrar en matematica de cierta altura. Se dedica a una demostracion elemental
de que 7 es irracional.
Dos observaciones deben hacerse antes de la demostracion. La primera se refiere a la

funcién a )
™1 —x)™
fo() = ——,

n!
la cual satisface, evidentemente,

0< fu(z) <4 para 0<z<l1.
Una propiedad importante de la funcién f,, queda revelada al considerar la expresién que

se obtiene al desarrollar 2" (1 —x)". La menor potencia de z que aparece serd n y la mayor
2n. Asi pues, f, puede escribirse en la forma

2n
fulw) = =3 e
xr)=— CGx
n n! (2 9
1=n
donde los nimeros ¢; son enteros. De esta expresion es evidente que:

WO)y=0 si k<nok>2n
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Ademas,
F (@) = Lnle, + pa(2)]

(@) = L[+ Dlegsr + paoi(@)]

12070 (@) = 420 = Dlesnr + 1 ()]

£ (x) = L[(2n)lezn),

donde pg, k € {1,2,...,n}, es un polinomio con coeficientes enteros dy, todos distintos
de cero, de la forma

pr(w) = 017 + Sox® + - 4 Ot

Esto significa que

FV0) = (04 1)enan,

fn)(a:) =(2n)2n—1)---(n+ 1)cgy,

donde los niimeros de la derecha son todos enteros. Asi pues,

f)(0) es un entero para todo k.

n

La relaciéon
fa(z) = fa(1—2)
indica que
() = (=D)* P = );
por lo tanto,

f,(lk)(l) es también un entero para todo k.

La demostracion de que 7 es irracional exige una observacion mas: si a es un numero
cualquiera, y € > 0, entonces para n suficientemente grande tendremos
n
— < &
n!

Para demostrar esto, obsérvese que si n > 2a entonces

a™tl a a® 1 a"

= L < .
n+1)! n4+1 n! 2 nl
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Sea ahora ny un nimero natural cualquiera con ng > 2a. Entonces, cualquiera que sea el
valor de

los valores sucesivos satisfacen

an0+1 1 a™o
oDl S 27 (o)l
an0t2 1 qmotl 1 1 a™
o2 S 2 oDl <272 Tno)
anOJrk: 1 ano
otB)! < 2F " (no)l
Si k es tal que (g:;),s < 2% entonces
an0+k
— < £
(TLO + k’)' ’

lo cual es el resultado deseado. Una vez hechas estas observaciones, estamos preparados
para el tinico teorema en esta subseccion.

Teorema 1.2.1. El nimero w es irracional; en efecto, ™ es irracional. (Obsérvese que
la iracionalidad de w2 implica la irracionalidad de m, pues si © fuese racional, entonces

ciertamente lo seria también 72.)
Demostracién. Supéngase que 72 fuese racional, de modo que

2

T
para ciertos ntimeros positivos a y b. Sea
G(x) = b"[m*" o) = 772 fll() + 720 (@) = -+ ()" £ ()], (1.1)
Obsérvese que cada uno de los factores
bk = ()R = b (%)M — bR = g

es entero. Puesto que fék) 0)y ﬂ(lk)(l) son enteros, esto demuestra que
G(0) y G(1) son enteros.
Derivando G dos veces se obtiene
G (2) = B[ f1(z) — 7R FO() + o+ (—1) FED ()] (1.2
El dltimo término, (—1)" fnt) (x) es cero. Asi pues, sumando (1.1) y (1.2) se obtiene

G (x) + G (x) = 0" 2 £, (z) = w2a" £ (2). (1.3)
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Sea ahora

H(z) = G'(z)sin(rx) — 7G(x) cos(mz).
Entonces

H'(z) = 7G'(z)cos(rz) + G (x)sin(rz) — 7G' (z) cos(nx) + 72G(x) sin(rz)
— [@"(z) + 72G(x)] sin(rz)
= 72a"f,(z)sin(mz), segin (1.3).
Segtin el segundo teorema fundamental del célculo infinitesimal,
72 [La fo(x) sin(mx)de = H(1) — H(0)
= @'(1)sin(r) — 7G(1) cos(m) — G'(0) sin(0) + 7G(0) cos(0)
— 7[G(1) + G(0)].

Asi pues,

1
7T/ a" f,(z) sin(rz)dz es un entero.
0

Por otra parte, 0 < f,(z) < 1/n! para 0 < x < 1, de modo que

n

) Ta
0 < ma" f,(z)sin(rz) < para 0 < z < 1.
En consecuencia,

ma”

1
0< 7T/ a" fr () sin(rz)dr < —-
0 n!

Este razonamiento ha sido independiente por completo del valor de n. Ahora bien, si n
es suficientemente grande, entonces

1 Ta™
0< 7r/ a" fo(x) sin(rz)dr < — <L
0 n!
Pero esto es absurdo, puesto que la integral es un entero, y no existe ningtin entero entre
0 y 1. Asf pues, nuestra suposicién original debe haber sido incorrecta, por tanto, 72 es
irracional. O

También existen en el area de andlisis matematico conceptos muy interesantes como
los Espacios de Banach, Algebras de Banach y Operadores continuos. Pero es frecuente
preguntarse: jcual fue su origen?

Para responder esta pregunta tenemos lo siguiente:

1.3. Breve Historia del Origen del Analisis Funcional

El anélisis funcional surge y se desarrolla como disciplina propia en el siglo XX,
generado por la evolucién del andlisis clasico, de la fisica matematica y de las nuevas
ideas del algebra y de la geometria, y muy ligado al progreso de la topologia.
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1.3.1. Antecedentes

Las ecuaciones cuyas incégnitas son funciones son el objeto esencial de estudio de los
analistas del siglo XIX. En 1822 Fourier public6 su trabajo de transferencia de calor en
Théorie analytique de la chaleur (Teoria analitica del calor), en la que basé su razona-
miento en la ley de enfriamiento de Newton, esto es, que la trasferencia de calor entre
dos moléculas adyacentes es proporcional a diferencias extremadamente pequenas de sus
temperaturas. En este libro Fourier expone la ecuacion del calor para la difusion conduc-
tiva del calor. Esta ecuacién en derivadas parciales es actualmente objeto de estudio en
la fisica matematica. A las ecuaciones diferenciales ordinarias y con derivadas parciales,
cuyo estudio habia comenzado durante el siglo XVIII, se anadieron a partir del siglo XIX
las ecuaciones integrales, las ecuaciones integro-diferenciales y otros tipos de ecuaciones
funcionales.

Poco a poco, y paralelamente con la evolucién en el Algebra Lineal que da a la nocion
de matriz y luego a la de aplicacion lineal un papel preponderante, la nocién de ecuacion
cede lugar al concepto de operador o de funcional.

Asimismo, la comunidad se acostumbra paulatinamente a la idea de que se debe mani-
pular a las funciones como objetos matematicos primitivos, es decir, como elementos del
espacio desprovistos de la idea de desarrollo progresivo ligado a una variacién, y a partir
de la expansion del lenguaje conjuntista se empieza a considerar sistematicamente a los
conjuntos cuyos elementos son funciones.

Por otra parte el caracter dinamico del andlisis, que diera nacimiento al calculo infinite-
simal, se acentia y se diversifica, sobre todo bajo la influencia de Riemann y Poincaré.

En efecto, en el siglo XVIII aumenté considerablemente el ntimero de aplicaciones del
calculo, pero el uso impreciso de las cantidades infinitas e infinitesimales, asi como la
intuicion geométrica, causaban todavia confusion y controversia sobre sus fundamentos.
Uno de sus criticos mas notables fue el filésofo Berkeley.

En el siglo XIX los analistas matemaéticos sustituyeron esas vaguedades por fundamentos
solidos basados en cantidades finitas: Bolzano y Cauchy definieron con precisién los limi-
tes y las derivadas, Cauchy y Bernhard Riemann hicieron lo propio con las integrales, y
Dedekind y Weierstrass con los nimeros reales. Por ejemplo, se supo que las funciones
diferenciables son continuas y que las funciones continuas son integrables, aunque los
reciprocos son falsos.

Ahora lo que varia, no son inicamente los niimeros, sino también las funciones consi-
deradas como puntos de un espacio, y hacia finales del siglo XIX se impone la distincion
entre diferentes nociones de convergencia de una sucesién de funciones hacia una funcion
limite, lo que conducira a la idea general de topologia sobre un conjunto de funciones y,
por extension, dard origen a la topologia general.

Asi, a estos conjuntos de funciones se les va dotando de ciertas estructuras algebraicas y
topoldgicas que permiten realizar en ellos muchas de las operaciones del anélisis clasico,
y se les llama espacios funcionales, origen del nombre andlisis funcional: estudio de los
espacios funcionales.

Una vez teniendo como objeto de estudio espacios cuyos puntos son funciones, es posible
dar otro salto cualitativo y estudiar espacios abstractos con definiciones abstractas, que
es ahora como se trata esta rama de las matematicas.

Por ejemplo, en 1903 Erik Ivar Fredholm desarrollé un método para resolver la ecuacion
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integral .
| kpotn)dy = ota),

en ciertos casos: se trata de expresar la funcién buscada ¢ mediante otras funciones. La
existencia de la solucién depende de la funcién k(z,y), la cual es llamada en este caso
«kernel integral».

Entre 1903 y 1907, la escuela matemaética de Gotinga, unida en torno a David Hilbert ,
utiliza y desarrolla el método de Fredholm, el cual se asemeja mucho al método del algebra
lineal para resolver un sistema de ecuaciones. Al hacerlo, se desarrolla una correspondecia
entre los espacios funcionales y la geometria; en particular, Hilbert introduce una forma
cuadratica usando las funciones propias de estas ecuaciones integrales y de los extremos
de los valores propios, y luego da una descripcion de las soluciones de la ecuacion integral.
Es Erhard Schmidt quien depura la situacién en 1905, en su tesis, al definir directamente
un producto escalar que permite una lectura de espacios de funciones como espacios
euclidianos de dimension infinita, y encuentra las soluciones ya planteadas por Hilbert,
utilizando lo que hoy se llama «las funciones propias del operador»(la nocién general de
operador no esta definida en esta fecha).

1.3.2. Entre 1907 y 1920: Riesz y Fréchet

En 1907, utilizando series de Fourier, Riesz demostro la «equivalenciasentre un espacio
de sucesiones, y un espacio de funciones: estos espacios se denotaran, posteriormente, ¢2
para el espacio de sucesiones y L? para el espacio de funciones. Ademés, Riesz especifica
la estructura geométrica del espacio L?([0, 27]) mediante las relaciones de ortogonalidad y
de base ortonormal . El teorema se denominard en lo sucesivo teorema de Riesz-Fischer,
porque Fischer habia dado una demostracion de él de forma independiente y casi si-
multdnea. Poco tiempo después, Maurice Fréchet publicé un articulo (Essai de géométrie
analytique & une infinité de coordonnées) en el que definia:

= una topologia de funciones a partir de una nocién de distancia entre funciones
integrables (en el sentido de Lebesgue) definida en [0, 27] (definida a partir de su
tesis), y utilizando la nocién de convergencia definida por Frédéric Riesz, el ano
anterior, a partir de calculos similares a la distancia de Fréchet;

= ¢l concepto de operador lineal, limitado a los continuos, de los que se atribuye la
invencion a Jacques Hadamard.

La principal herramienta utilizada por Fréchet es la equivalencia de Riesz, el principal
teorema demostrado es lo que ahora llamamos el teorema de representacién de Riesz en
el caso del espacio L*([0, 27]); Fréchet también demuestra, de forma analitica, un criterio
necesario y suficiente para que un subconjunto de L%([0, 27]) sea completo, utilizando un
vocabulario extraido de la geometria euclidiana (habla de espacio «acotado»de funciones)
y analisis.

En 1908, el Congreso Internacional de Matematicos se reunié en Roma, donde se esta-
blecieron estdndares de denominaciéon y escritura para asegurar la unidad de este campo
naciente pero aun no nombrado. De un extremo a otro de Europa y en los Estados Uni-
dos, respetan este deseo de unidad.
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En 1916, Riesz redefine el conjunto de estructuras de forma abstracta y general sobre
el espacio de funciones continuas en un segmento, definiendo la norma de una funcion

[f]l = sup [ ()]

y la continuidad de un operador lineal U, esto es, la existencia de una constante positiva
M tal que

VEIU < M £

y la més pequenia de estas constantes es, por definicién, la norma ||U|| porque satisface las
propiedades usuales de las normas. Ademas, la métrica asi definida hace de este espacio
un espacio completo, término introducido posteriormente por Stefan Banach.

1.3.3. Anos posteriores a la Primera Guerra Mundial

Después de la Primera Guerra Mundial, la resurgente Polonia decidié construir una
escuela polaca de matemadticas, como simbolo del renacimiento intelectual: la atencién se
centrd principalmente en la logica matematica, la topologia y el andlisis funcional que
finalmente llego a ser llamado asi en esta época. Durante més de diez anos de esfuerzos en
este 1ultimo campo se ilustran matemédticos como Hugo Steinhaus, Stanistaw Saks, Otto
Toeplitz y Ernst Hellinger. Luego, en 1932, Stefan Banach le dio a esta escuela sus letras
de nobleza: publicé su libro Teoria de los Operadores Lineales.

Este texto abandona la analogia entre espacios vectoriales de dimensién finita y espacios
funcionales al exhibir diferentes topologias posibles para cada espacio funcional (mientras
que en dimensién finita todas las métricas definen la misma topologia). Sin embargo, al
incluir todo el trabajo anterior, se nota la marcada diferencia entre el texto de Banach
y sus predecesores. Es en este tiempo cuando surgen el teorema de Hahn-Banach , el
teorema de Banach-Steinhaus y el del mapeo abierto .

La arquitectura de este texto, particularmente eficaz, constituye todavia hoy la base
teodrica de este campo y ciertas demostraciones siguen siendo las de origen, pero no deja
problemas menos abiertos «ademads no faciles de solucionar», comenta Banach, que ali-
mentard la investigacién matematica hasta la década de 1970.

Ya en el ano de 1932, John von Neumann publicé Fundamentos Matemdaticos de la Mecdani-
ca Cudntica, cuya importancia todavia se siente hoy a través de la geometria no conmu-
tativa de Alain Connes. Este trabajo enriquece los de su profesor, Hilbert, al definir los
espacios de Hilbert sobre el modelo de L? y sus operadores, mostrando todo su interés y
abriendo nuevas vias de investigacion que van mas alld del anélisis funcional.



Capitulo 2

Conceptos Algebraicos y Topoldgicos

El objetivo de este capitulo es recordar conceptos algebraicos y topolégicos referentes
a Andlisis Funcional. Se asumirda que la mayoria de ellos son esencialmente conocidos
por el lector. Sin embargo otros no lo son tanto. Cabe mencionar que por brevedad se
omitiran algunas demostraciones. Las definiciones, teoremas, proposiciones y ejemplos en
este capitulo fueron tomadas en parte de la bibliografia [7], [12] y [20].

2.1. Notacion de Teoria de Conjuntos y Funciones

En esta ocasion utilizaremos los siguientes simbolos (muy conocidos) que funcionarin
a modo de operaciones de conjuntos: AU B denota la unién, AN B la interseccion, A — B
(o quizd también A\ B) la diferencia de conjuntos Ay B, X — A es el complemento del
conjunto A. Asi mismo, los simbolos:

U4a. A Ju= 1 4

Aesl Aesl

significan uniones infinitas; y similarmente para intersecciones.

Ahora, la clase de todos los subconjutos de un conjunto X se denotard por 2%. También
vamos a escribir el producto Cartesiano de dos conjuntos A y B como A X B, y a su vez
un producto infinito de este tipo lo denotaremos por:

H AOU
a€d

esto ultimo también se podra escribir como:
ALL

siempre y cuando todas las A,’s sean idénticas a un conjunto A. Prosiguiendo, tenemos
también que el subconjunto de todos los elementos x de un conjunto X que cumplen con
una propiedad W (i. e., para los cuales W (x) se cumple) sera denotado por:

{z e X :W(x)}.
El simbolo {x,zs,...,x,} significa el conjunto finito que consiste de los elementos
T1,To,...,T,; 0 denotard al conjunto vacio.

El hecho de que una funcion ¢ esté definida sobre un conjunto A y tome valores en el

9



10 Conceptos Algebraicos y Topoldgicos

conjunto B sera escrito por ¢ : A — B; la funcién en si misma serd denotada por ¢ o
por el simbolo x — ¢(x), donde el simbolo () serd reservado para el valor de ¢ en el
punto x € A. La funcién caracteristica y 4 relativa a un subconjunto A C X es definida
por la ecuacion:
1 st x €A,

XA(m):{ 0 si z¢A
En particular, si X es el conjunto N de todos los enteros positivos o el conjunto Z de
todos los enteros, entonces la funcién caracteristica del conjunto {n}, que consiste del
unico punto n, sera denotado por el simbolo de Kronecker k — 0,y.
También tenemos que el simbolo B4 serd empleado para denotar a la familia de todas
las funciones de un conjunto A al conjunto B. Esta notacién coincide por ejemplo con la
notacién A% y 2% (lo ltimo se justifica por una identificacién del los subconjuntos de X
con sus respectivas funciones caracteristicas). Enseguida si

:UEX:HXa

act

entonces escribimos © = (4 )acy v €l elemento x, € X, es llamado la a-ésima coordenada
de x.

La funcién p, : X — X, dada por z — =z, tiene por nombre la proyeccion de X sobre el
eje X,. Aqui (como de costumbre) R denotard la recta de los niimeros reales y C el plano
complejo. Entonces las funciones ¢ : X — Ry ¢ : X — C serdn llamadas funciones de
valores reales y valores complejos respectivamente; esto sobre X.

2.2. Conjuntos ordenados

Un conjunto X de elementos z,y, z,... serd llamado un conjunto ordenado si una
relacion © < y esta definida para cada par de sus elementos, tales que las siguientes
condiciones se cumplen:

L x <,
II. siz <yyy <z, entonces r < z,

II. siz <yyy <z, entonces z = y.

Un conjunto ordenado es llamado conjunto linealmente ordenado si cualquier par de sus
elementos, digamos =,y € X, cumple con que x < y 6 bien y < z. Un subconjunto
linealmente ordenado de un conjunto ordenado X es también llamado una cadena en X.
También hemos establecido que un elemento xg de un conjunto ordenado X sera llamado
la minima cota superior de un subconjunto A C X, i. e., el supremo, si y < xy para todo
y € Ay sila condicién z = y para todo y € A implica que z > zy. De manera similar; el
infimo 0 mdzima cota inferior de B C X sera un elemento yo € X que cumple con que
Yo =z Vx € B y que si z < x para toda x € B entonces z < yo.

Un elemento xy € X (conjunto ordenado) es llamado un elemento maximal si la condicién
y > xo implica que y = xg. Un elemento minimal se define similarmente.

Ahora, un conjunto ordenado U serd llamado conjunto dirigido si para culesquiera dos
elementos «, § € U existe un elemento v € i tal que v = a 'y v > 5.

Un conjunto linealmente ordenado se dice que es bien ordenado si cada subconjunto no
vacio tiene un elemento minimal. En un conjunto bien ordenado todo elemento tiene un
sucesor, pero no necesariamente un predecesor.
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2.3. Espacios Vectoriales, Algebras e Ideales

Empezamos esta seccién con el concepto de Espacio Vectorial, el cual es muy conocido
desde siempre en las Matematicas universitarias. En esta ocasion nos hemos profundizado
un poco mas con definiciones mas abstractas, ademas de conceptos nuevos. Entonces a
continuacion:

Definicién 2.3.1. Un espacio vectorial sobre un campo K (C o R) es un conjunto
no vacio, digamos X, cuyos elementos son llamados vectores; en el cual se definen dos

operactones, la adicion
XxX—=X,(r,y)—»z+y

y la multiplicacion por un escalar
KxX— X, (,zx) > a-x
tales que cumplen las siguientes propiedades:

Propiedades de la adicion.

Asociativa: (z+y)+z=x+ (y+ 2).

Conmutativa: x +y =y + .

Eziste un elemento neutro, el cual es denotado por 0, tal que 0+x = x para cualquier
reX.

Para cada x € X existe un elemento opuesto, —x, que sumado con €l da 0.
Propiedades de la multiplicacion por un escalar.

» Asociativa: f(ax) = (Ba)x.

» Distributivas:

e Respecto de la suma de escalares: (o + f)x = ax + Px.

e Respecto de la adicion de vectores: o(x +y) = ax + ay.
Si X es un espacio vectorial, A C X, BC X, x € X,y )\ € K, considérese la siguiente
notacioén:
r+A={r+a:a€ A}
r—A={r—a:a€ A}
A+ B:={a+b:a€ Abe B},
A :={)a:a€ A}.

En particular (tomando A = —1), —A denota el conjunto de todos los inversos aditivos
de miembros de A.
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Definicién 2.3.2. Se denomina aplicacién lineal o transformacién lineal !, a toda
funcion cuyo dominio y codominio sean espacios vectoriales, tal que satisfaga lo siguiente:

Sean V' y W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo R o C. Una funcion T de V
en W, es decir, T : V — W, es una transformacion lineal si para todo par de vecto-
res u,v € V y para todo escalar k € R o C, se satisface que:

1. T(u+v)=T(u) +T(v).
2. T(ku) = kT (u).

Definicién 2.3.3. Un conjunto Y C X, con X espacio vectorial, es llamado subespacio
vectorial de X si 'Y es en si mismo un espacio vectorial con las mismas operaciones de

X.

Se puede verificar facilmente que Y es un subespacio vectorial del espacio vectorial X
siysolosi0eY y
oY + Y CY

Va, B escalares en K.
Definicién 2.3.4. Se dice que C' C X, con X un espacio vectorial, es convexo si
tC+(1—-CCC, (0<t<1).
En otras palabras, quetr + (1 —t)y e C six,y e C y0 <t <1.
A continuacién otras definiciones relacionadas con espacios vectoriales

Definicién 2.3.5. Se dice que un conjunto B C X, con X espacio vectorial, es balan-
ceado si aB C B VYo € K (de ahora en adelante K =R o C) con |a| < 1.

Definicién 2.3.6. Un dlgebra es un K-espacio vectorial A equipado con una multipli-
cacion
x: AX A=A (u,v) > ux*xv

la cual satisface las siguientes condiciones:
I ux(v+w)=u*xv+u*xw
2. (vHw)xu=v*u+twku
3. ux (M) = (Au) xv = Au*v)
Yu,v,w e A, VA € K.

Se dice que A tiene unidad e si este elemento es tal que ea = ae = a Ya € A.

Existen un tipo de algebras que son de utilidad en el estudio de los funcionales lineales
multiplicativos (vedse Capitulo 4 de este trabajo), entonces consideremos la defincién
correspondiente a continuacion:

'En este 4mbito también existe el término operador lineal, el cual usualmente se reserva para trans-
formaciones lineales V' — V.
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Definicién 2.3.7. Se dice que un dlgebra A es conmutativa si Va,b € A se cumple
que axb=">bxa.

Restringiremos nuestra atencién solamente a espacios vectoriales y dlgebras sobre C
o R; y nos referimos a cada uno de ellos como un espacio o algebra real o complejo
respectivamente. Un ejemplo de algebra es el espacio de todos los endomorfismos de
algin espacio vectorial X (recordemos que un endomorfismo de un espacio vectorial X
es cualquier transformacién lineal f : X — X) con la multiplicacién definida como la
composicién de funciones.

Definicién 2.3.8. Un subespacio I de un dlgebra A es llamada un tdeal derecho si
TA C I, y un tdeal izquierdo si AI C I.

Decimos que un ideal es bilateral si es i1zquierdo y derecho. En una dlgebra conmutativa
todos sus ideales son bilaterales.

2.3.1. Espacios Cociente

Definicién 2.3.9. Sea X un espacio vectorial y N un subespacio de éste.
Definimos para cada x su clase lateral

m(x)=x+N={x+y:ye N} (2.1)
El espacio cociente X/N de X mddulo N es aquel cuyos elementos son
X/N ={n(z) =2+ N,z € X}.
Se definen las operaciones en X/N de la siguiente manera:
m(x +y) =m(z) +7(y),
(2.2)
am(z) = m(ax),

ya que como N es un subespacio de X, entonces

t4+y+N=s+y+N+N=(x+N)+(y+N)

alr+ N)=az+aN =azx+ N.
Estas operaciones estdan bien definidas, ya que si w(z) = m(z'), entonces
x4+ N =2+ N,

lo cual implica que x — 2’ € N — N C N.
Andlogamente si w(y) = 7(y’), entonces y — ¢y’ € N. Por lo tanto tenemos que

m(x) +7(y) = 7(2') + 7(y')
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A continuacién también definimos el cero de X/N de la siguiente forma: 7(0) = N.

La funciéon © : X — X/N tal que © — 7(x) = x + N es lineal, suprayectiva. Es lla-
mada el homomorfismo candnico.

En cierta ocasién en este trabajo por brevedad también denotaremos por T a la clase
lateral de x € X espacio vectorial (vedse subseccion Espacio Cociente de un Espacio
Normado).

2.4. Espacios Topolégicos

Definicién 2.4.1. Un espacio topoldgico es un par (X, 1), donde 7 denota a una
familia de subconjuntos de un conjunto X, llamados abiertos, los cuales satisfacen las
siguientes propiedades:

7(1): El conjunto vacio ) y X pertenecen a .
T(2): St A,B € T, entonces ANB € T,

T(3): Si Ay € T, a € I, entonces | ,.; Ao € T.

ael

2.4.1. Ejemplos de Espacios Topolégicos

Ejemplo 2.4.1. 7 = {U C R : para toda x € U eziste 6 > 0 tal que (x — 0,z + ) C U}
es la topologia usual en R.

Ejemplo 2.4.2. Dado un subconjunto X, siempre es posible definir alguna topologia en
él. Por ejemplo, podemos considerar:

1. La topologia discreta. Estd es el conjunto potencia
P(X) :={U|U C X}.
Es facil verificar que P(X) es una topologia para X .

2. La topologia indiscreta. La cual también es llamada topologia trivial y se define
como

T:=1{0,X}.

En el caso en que X posea mas de un elemento, la coleccion de posibles topologias en X
consta de mds de un elemento. En efecto, en este caso la topologia discreta y la indiscreta
difieren. Denotemos por 7(X) al conjunto

7(X) = {7 CP(X) : 7 es una topologia en X}.

Podemos considerar en 7(X) el orden parcial definido por la inclusion: 71 < 15 <=
71 C 79. En este caso diremos que To es mds fina que 7| 0 que Ty €S Mmds gruesa que Ts.
Por ejemplo:

St 11 es la topologia discreta en X y 79 es la indiscreta, entonces para cualquier otra
topologia 7 en X se cumple que 19 < 7 < T1.
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Ejemplo 2.4.3. Si X es un conjunto, 7 := {A € P(X): X — A es finito o A =0} es la
topologia cofinita.

Demostracidn. Sea X un conjunto y 7:= {A € P(X): X — A es finito o A = (}. Como
X —X =0es finito, X € 7. Sean A, Ay en7.S1 A =00 Ay =0, AANA,=0ec7.Si
Al #QYAQ%(D, X—Al yX—AQ son finitos X—(Al mAg) = (X—A1>U(X—A2)
es finitoy .. AyNAy e7.81 1 =0, Uy, A4 =0 €. S11#0y, para toda i € I,
A; = 0 entonces | J,.; A; = 0 € 7. Supongamos entonces que existe iy € I tal que A4;, # ()
X = A esfinito . X —J;c; Ai = e, (X —4;) € X —Aj esfinitoy . J;.,; A er. O
Ejemplo 2.4.4. Consideremos un espacio topoldgico (X, T) y un subconjunto Y de X.
Siempre podemos construir una topologia mds fina que T al considerar la coleccion

v ={AUE:AeTyECY}

Demostracion. Es claro que cualquier elemento A € 7 pertenece a 7y ya que A = AU
y 0 C Y. Por lo tanto, 7 C 7y. En particular, () y X también pertenecen a 7y. Resulta
también que cualquier subconjunto E de Y pertenece a 7y yaque E=0UFE y () € 7.
Ahora bien, si A;, Ay y By, B € P(Y), entonces

(AL UE) N (AU By) = (AN As) U (A N Ey) U(E; N Ay) U (E) N Ey).

Y como A;NAy € 7y (ANEy)U(E;NA)U(E;NEy) es un subconjunto de Y, entonces
(A1 U E7) N (Ag U Ey) pertenece a Ty

Finalmente, supongamos que A := {O, : @ € A} es una subcoleccién de 7y. Para cada
a €A, O, es de la forma A, U E,, en donde A, € 7y E, C Y. Resulta claro que

UA:UAQUUEQ, UAQETy UEQQY;

aeA aclA ac aceA

por lo cual |JA € 7y. O
De esta manera podemos concluir que Ty es una topologia en X mds fina que 7. Es
usual denotar al espacio (X, 1y) con el simbolo Xy . Al espacio particular M = (R, 7p)
en donde T es la topologia usual en R y P es el conjunto de los nimeros irracionales, se
le denomina linea de Michael.
Ejemplo 2.4.5. Dado el espacio topologico (X, T) y dado Y C X, definimos la coleccion
Tly={ANY: :Aer}

Entonces T |y es una topologia en'Y .

Demostracion. Como @), X € 7, tenemos que §,Y € 7 |y. Si A, B € 7, entonces ANB € 7
y(ANY)N(BNY)=(ANB)NY €7 |y. Y para concluir, si A C 7,

U{AﬁY:AEA}Z(UA)ﬂYGT[y.
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Obsérvese que la condicién 7(2), en la Definicién 2.4.1, implica, usando un proceso
inductivo, que la interseccion de cualquier subcoleccién finita de elementos en 7, también
es un elemento en 7. Los primeros intentos por definir estructuras topoldgicas se deben a
M. Fréchet y a F. Riez entre los anos 1906 y 1908. La primera definicion satisfactoria al
respecto fue dada por F. Hausdorff en 1914 (vedse F. Hausdorff, Grundziige der Mengen-
lehre, Leipzig, 1914). A continuacién varias definiciones referentes a este tema las cuales
son bastante relevantes:

Definicién 2.4.2. Un subconjunto C' de X se dice cerrado si X \ C' es un abierto.
Continuamos con otra definiciéon de utilidad:

Definicién 2.4.3. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Entonces el interior
de A, denotado por int(A) es la union de todos los abiertos de X contenidos en A. As,
x € int(A) siy solo si existe una vecindad abierta U de x tal que x € U C A. Asimismo,
se define la cerradura A de A como la interseccion de todos los cerrados que contienen
a A.

Entonces x € A siy solo si para cualquier vecindad abierta U de = se tiene que UNA # ().
Se define la frontera de A como el subconjunto 0A = AN X \ A.

Proseguimos con la siguiente
Proposicién 2.4.1. Sea (X, T) un espacio topoldgico, entonces se cumple que:
1. X y 0 son cerrados.
2. 51 C' y D son cerrados, entonces C'U D es cerrado.
3. Si F,, a €1, es cerrado, entonces () ,c; Fuo también es cerrado.

Demostracion. La demostracion se sigue de las Definiciones 2.4.1 y 2.4.2, ademas de las
leyes de De Morgan. O]

Enseguida prosigamos con otra definicién

Definicién 2.4.4. Sea x un elemento del espacio topoldgico (X, ). Un subconjunto V
de X es una vecindad de x en el espacio (X,T) si podemos encontrar un A € T que
satisfaga x € A C V. A la coleccion de todas las vecindades de x en (X, T) le llamamos
sistema de vecindades del punto x en (X,7) y lo denotamos por V(z).

Proposicién 2.4.2. Un subconjunto A de un espacio (X, T) es abierto si y sélo si para
cada v € A sucede que A € V(x).

Demostracion. Supongamos que A es abierto y que x € A es cualquier elemento. Como
A es abierto y € A C A, por definicién de vecindad, sucede que A € V(z).

Inversamente, supongamos que para cada punto x € A se tiene que A € V(x). Por
definicion de vecindad, existe un abierto B, tal que x € B, C A. Entonces A = Ume 4 Bz
y por consiguiente, A € 7. ]

Continuaremos con la definicién de funcién continua entre espacios topoldgicos.

Definicién 2.4.5. Sea f una funcion cuyo dominio X y codominio Y son espacios to-
poldgicos.
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1. Diremos que f es continua en el punto xq € X st para cualquier subconjunto abierto
A deY que contiene a f(xg), existe un subconjunto abierto B de X que contiene a
xo y que satisface f(B) C A.

2. En el caso en que f sea continua en todos los puntos de X, se dird simplemente
que f es continua.

3. [ es discontinua en xo € X si no es continua en xg.
Ahora veamos el siguiente teorema sobre funciones continuas y espacios topolégicos

Teorema 2.4.1. Sean (X, 71) y (Y, 72) espacios topoldgicos, entonces se cumple que T :
X =Y es continua si y sélo si 7 (U) € 1y, VU € o

Demostracién. Supongamos que 7 es continua y que U € 5. Dado z € 7 !(U), tenemos
que existe B, € 11 que contiene a x, de tal forma que 7(B,) C U y, por ende, x € B, C
7~ 1(U). El resto es aplicar la Proposicién 2.4.2 para concluir que 7' (U) es abierto.

Por otro lado, sea x € X un punto arbitrario y sea V' un abierto en Y que contiene a
7(x); entonces x € 7~ H(V), luego como 71 (V) € 7y y w(w(V)) C V se concluye que 7 es
continua en X. O

Definicién 2.4.6. 1. Sea (X,7) un espacio topolégico. Una coleccion U de subcon-
guntos de X es una cubierta de X si X = |J,o,U. Si ademds cada uno de los
elementos de U es un subconjunto abierto de X, entonces a U le llamaremos cu-
bierta abierta de X.

Por otro lado, st U es una cubierta de X y V es una subcoleccion de U, diremos
que V es una subcubierta de U si X =, o, V.

2. Un espacio topologico X es un espacio compacto si toda cubierta abierta de X
tiene una subcubierta finita.

Corolario 2.4.1 (Teorema de Heine-Borel-Lebesgue). Un subconjunto A de R™ es com-
pacto si y solo si A es un subconjunto cerrado y acotado en R™.

Demostracion. La demostracion se puede encontrar en la pagina 206 de [7]. O

Definicién 2.4.7. Una familia B C 7, es llamada una base para un espacio topologico
(X, 7) (o0 también se dice a veces base para su topologia T) si cada subconjunto abierto no
vacio de X puede ser representado como la union de una subfamilia de B.

Ejemplo 2.4.6. Sean (X,7x) y (Y,7y) dos espacios topoldgicos. Si B es una base para

Tx y C es una base para 1y, entonces {B x C : B € B y C € C} resulta una base para la
topologia producto (vedse el libro de Casarrubias y Tamariz [7], pag. 4.2).

2.4.2. Espacios Vectoriales Topolégicos

Definicién 2.4.8. Sean X un espacio vectorial y T una topologia sobre X tal que

(1) cada punto x € X es un conjunto cerrado.
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(11) Las operaciones
+: XxX—=X
(z,y) =z +y

° FxX—=X
(o, ) = ax

son continuas.

Entonces (X, 7) es un espacio vectorial topolégico y T es llamada una topologia
vectorial sobre X.

Decir que la operacion + es continua significa que dada una vecindad V' de 0, existen
un par de vecindades Vi, V5 del cero tales que para cada x € Vi, y € V5, se tiene que

r+yeV.

Anélogamente para e.

Definicién 2.4.9. Sean (X, 7) un espacio vectorial topolégico y N un subespacio de X,
entonces se define una topologia cociente Ty sobre X/N que hace a X/N un espacio
vectorial topoldgico, Ty se define como la coleccion de todos los conjuntos E C X/N tales
que 7 1(E) es un abierto.

Teorema 2.4.2. Sean (X, T) un espacio vectorial topoldgico y N un subespacio cerrado
de X . Entonces se tiene:

(1) Ty es una topologia vectorial sobre X /N y el homomorfismo candnicon : X — X/N
es continuo y abierto, donde abierto significa que envia conjuntos abiertos de X en
conjuntos abiertos de X/N.

Demostracion. Ya que

™ (ANB)=a"YA) N7 Y(B)

r (U EA> = J7 (BN,

el el

se tiene que entonces 7y es una topologia.

Tenemos que F' C X/N es cerrado si y sélo si 77 1(F) es cerrado en X. Entonces co-

7l x(x) =t z+N)==z

se tiene que x + NN es cerrado.
7 es continua ya que V € 7y si y sélo si 7 1(V) € 7.

Ahora, sea V € 7, entonces

a(V)=V+N=|J@+V)

zeN
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el cual es abierto en X/N. Por lo tanto 7 es un mapeo abierto.

Ahora, sea U una vecindad del cero en X/N. Entonces 7~!(U) es una vecindad del
cero en X y por lo tanto existen V; y V5, vecindades del 0 en X tales que

Vi+Voca H(U)
y como 7 es abierto, entonces w(V;) y 7w(V2) son vecindades del cero en X/N tales que

(V1) +n(Vp) C U.

2.5. Espacios Métricos

Dos de los objetos matematicos més estudiados en un curso de analisis funcional son
los espacios métricos y los espacios normados, los cuales se definiran mas adelante. Los
ultimos son un tipo particular de espacios vectoriales topoldgicos, por lo que durante las
préximas secciones los abordaremos mas a detalle.

Definicién 2.5.1. Sea X un conjunto no vacio sobre un campo F =R o C.
Una métrica d sobre X es una funcion

d: X x X - RYU{0},
que satisface las siguientes condiciones:
1. d(z,y) =0 <= z =y,
2. d(z,y) = d(y,z) (Simetria);
3. d(z,y) < d(x,z)+ d(z,y) (Desigualdad triangular).

A la pareja ordenada (X, d) le llamaremos espacio métrico. En general, diremos sim-
plemente espacio métrico X .
St la funcion d cumple con 2 y 3 y en lugar de 1 cumple con

1. d(z,z) =0,

diremos que d es una pseudométrica en X.
Es decir, en el caso de que d sea una pseudométrica, no garantizamos que d(z,y) = 0,
implique que x = y.

Definicién 2.5.2. Dado x € X yr > 0, definimos la bola abierta
B(z,r) :={y e X :d(z,y) <r}.
La distancia o métrica d define una topologia 7; de la siguiente manera:
E es abierto o FEeT,

si Vo € E, 3r > 0 tal que B(z,r) C E. Es facil comprobar que 7, es una topologia para
X. De esto surge la siguiente

Proposicién 2.5.1. Toda bola B(x,r) es un abierto.

Demostracion. En efecto, sea y € B(x,r) y d(z,y) = s. Entonces B(y,r — s) C B(z,r),
puesto que si z € B(y,r —s) se tiene que d(y, z) < r—syasid(z,z) < d(z,y)+d(y,z) =
s+ d(y,z) < r, lo cual implica que d(x,z) < r y esto es si y solo si z € B(z, 7). O
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2.5.1. Ejemplos de Espacios Métricos y Pseudométricos
Ejemplo 2.5.1. Sea X =R, definimos d: R x R — RT U {0} como
d(x,y) = |z —yl.

En los cursos elementales de matemdticas, se demuestran las propiedades 1, 2 y 3. Esta
métrica se conoce como la métrica usual en R.

Ejemplo 2.5.2. Sea X =R", definimos dy : R" x R* — Rt U {0}, como

di(z,y) = o — il
=1

Las propiedades 1, 2, 3 se siguen inmediatamente de las propiedades del valor absoluto.
Esta métrica se conoce como la métrica del taxista.

Ejemplo 2.5.3. Sea X =R", n € N, n > 2, definimos dy : R" x R®™ = R" U {0} como

dQ(ZL‘,y): "7$n)7y:<y1a"'7yn)'

En el curso de cdlculo diferencial en varias variables, se demuestran las propiedades 1,
2, 3. Esta métrica se conoce como la métrica euclidiana en R™.

Ejemplo 2.5.4. Sea X =R", p > 1. Definimos d, : R" x R — R* U {0} por

n 1/p
dy(z,y) = (Z |z; — yi\p> , donde x = (x1,...,2,),y = (Y1, -, Yn)-
i=1

Frecuentemente a R™ con esta métrica se le denota por (P(n)?.

Ejemplo 2.5.5. Veamos ahora el siguiente ejemplo de sucesiones reales, aqui X = {(z,) :
Y onen [Tnl? < 00}, donde p € R, p > 1 fijo. Como en el caso inmediato anterior, la
demostracion de que la funcién d, : X x X — RT U {0}, definida por

1/p
dp(z,y) = (Z |z — yn|p>

neN
es una métrica se encuentra en [12]. Este espacio se denota por (7.

Ejemplo 2.5.6. Sea X = {(x,) : (z,,) es una sucesion acotada de nimeros reales}. De-
finimos do : X x X — RT U {0} como

dos ((zn), (yn)) = supflaz; —y;] - j € N},
Las propiedades 1 y 2 son inmediatas, para la desigualdad triangular, se usa
|2 — yj] < doo ((2n), (Yn))  para cada j € N.

Este espacio se denota por £°°.

2La demostracién de que d,, es una métrica se encuentra en [12]
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Ejemplo 2.5.7. Sea X = B(A,R) ={f: A — R|f es una funcién acotada en A}.
Definimos ds, : X x X — R* U {0} por

doo(f,g) = sup{|f(z) — g(x)| : x € A}.

Observe que d(f,9) € R ya que, la funcion f — g es acotada.
Las propiedades 1 y 2 son inmediatas, para la desigualdad del triangulo se usa

|f(z) — g(2)| < dxo(f,g), para z € A.

Esta métrica se conoce como la métrica uniforme en B(A,R).
Si A={1,2,...,n}, B(A,R) coincide con {>*(n). En el caso de que A =N, B(A,R) es
el espacio de sucesiones acotadas que ya dijimos que se denota por £°°.

Ejemplo 2.5.8. Sea X = Cla,b] = {f : [a,b] — R|f es continua en [a,b]}. Definimos
doo : X X X = RTU{0} por

doo(f;9) = sup{|f(z) — g(x)| : x € [a, b]}.

Observe que como Cla,b] es un subconjunto de B([a,b],R) y la funcion d es la misma,
entonces do, €S una métrica.

Ejemplo 2.5.9. Sea X como en el ejemplo anterior. Definimos di : X x X — RTU{0}
por

d(f,g) = / F(z) — g(x)|da.

Recuerde que una funcion continua en un intervalo cerrado |a,b] es Riemann-integrable
en [a,b] esto nos dice que di(f,g) € R. Las propiedades 1, 2 y 3 son consecuencia de las
propiedades de la integral de Riemann para funciones continuas.

Observacion. Si X = {f : [a,b] — R|f es Riemann integrable en [a,b]} y consideramos
en X X X la misma funcion dy, entonces dyi, en este caso, es una pseudométrica, ya que,
f; |f(z) — g(x)|dz = 0, no nos garantiza que f = g.

Ejemplo 2.5.10. Sea f : R — R inyectiva, definimos df : R x R — Rt U {0} como
de(z,y) =[f(x) = fy)l.

Es facil demostrar que es una métrica en R. En el caso de que la funcion f no sea
inyectiva, dy es una pseudométrica, ya que no podemos garantizar que si dse(x,y) = 0,
entonces T = 1y.

Ejemplo 2.5.11. Si (Xi,d1) y (Xa,ds) son espacios métricos la métrica producto d
definida en X1 x Xs estd dada por

d((ﬂﬁhfﬂz); (yh?h)) = mdx{dl(l’hyl),dz(@,y2)}-

Se pueden usar otras métricas en X1 X Xa, por ejemplo:

N

di(z1,11) + da(2,12) 0 [di(z1,51)° + da(2,y2)?]

Finalmente en esta subseccion presentamos el siguiente
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Ejemplo 2.5.12. Si (X,d) es un espacio métrico, muestra que se puede definir otra
métrica en X como

5 d(z,y)

d(x,y) = ———.
(z.9) 1+d(x,y)

Se trata de una métrica en la que la distancia entre cualquier par de puntos es menor

que 1.

d(zx,
—1+(d(xy,)y) y que d(x,y) > 0 porque d es una

Ly A . d
métrica en X. Por consiguiente se sigue que 5 +(dx(f)y)
propiedad de las métricas.

Demostracion. 1. Observe que cf(:c,y) =

> 0 y asi se cumple la primera

d(z,y)
1+d(z,y)
0, y como d es una métrica tenemos que r = y. [<:] Y a la inversa, supongamos que

tenemos = = y, entonces d(z,y) = 0 (de nuevo porque d es una métrica), entonces

2. [=] Supongamos que d(x,y) = 0. Entonces d(x,y) = implica que d(x,y) =

J(x, y) = 11296(7;;/,)3,) = 12—0 = % = 0. Y con esto ultimo se cumple la segunda propiedad

de las métricas.

dlzy) _ _dyx)
1+d(z,y) = 14d(y,x

3. Observe que d(z,y) =
dad de las métricas.

;= J(y, x). Asi se cumple la tercera propie-
4. Aqui debemos verificar que J(m, y) < J(x, z) + J(z, y) Vz,y,z € X. En efecto como
Vr,y,z € X d(z,y) < d(x,z) + d(z,y), entonces
d(z,y) + d(z,y) [d(z, 2) + d(z,y)] < d(z,2) +d(z,y) + d(z,y) [d(z, 2) + d(z,9)]
= d(z,2) +d(z,y) + [d(z, 2) + d(z,y)] d(z, y),
sacamos factor comun en ambos lados de la Ultima igualdad y obtenemos:
d(x,y) 1+ d(z, 2) +d(z,y)] < [d(z, 2) + d(z,y)] [1 + d(z, y)],

de esta forma
d(z,y) < d(z,2z)+d(y,z)
I+d(z,y) — 1+d(z,2)+d(z,y)

L dea) L dGy)
1+d(z,2)+d(z,y) 1+d(z,z)+d(z,y)

d(z,z2) d(zy) .
< 1+d(z,z) + 1+d(z,y)’
con lo que obtenemos que
d(z,y) _ _dz,2) d(z,y)

+ .
L+d(z,y) ~ 1+d(z,z)  1+4d(zy)

Asid(z,y) < d(x,2)+d(z,y) Vz,y, 2z € X. Y se cumple la desigualdad del triangulo,
cuarta propiedad de las métricas.
Entonces, con las 4 propiedades verificadas se tiene que d es una métrica sobre X. [J
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2.5.2. Espacios Vectoriales Métricos

Definicién 2.5.3. Sea X un espacio vectorial sobre ' =R o C y d una métrica sobre
X. Decimos que (X,d) es un espacio vectorial métrico si las operaciones

+: X xX—=X, (v,y) —mz+y

cFPxX =X, (gr)—a-zx
son continuas.
Decimos que una métrica d(z,y) es invariante si
dxz + z,y+z) =d(z,y)
para todas x,y, z en X. Es facil ver que en este caso se tiene el siguiente
Lema 2.5.1. Sea X un espacio vectorial métrico. Entonces se tiene que
(1) B(z,s) C B(x,r) si s <1 para toda z € X.
(11) Si la métrica d sobre X es invariante, entonces se tiene que
B(xz,r) =z + B(0,r)
Ve e X.
También se da la siguiente

Proposicién 2.5.2. Sea d(x,y) una métrica sobre un espacio vectorial X. Entonces se
tiene

(1) La operacion + es continua si y sdlo si para cada € > 0 existe § > 0 tal que si
z,y € B(0,9) entonces
r+y € B(0,¢).

(2) La operacion - es continua si y sélo si para cada € > 0 ezxisten v > 0 y 6 > 0 tales
que si la| <r yx € B(0,0), entonces

a-z € B(0,¢).

Demostracion. Demostramos (1) a continuacién:
[=]. Como + : X x X — X, +(z,y) = x + y es continua; dado (zg,y9) € X x X
se cumple que para cada ¢ > 0, 30 > 0 tal que si dx«x((z,y), (x0,%)) < & entonces
dx(x +y,zo+ o) < €. De esta forma; como dx (z, o), dx(y, yo) < dxxx((x,y), (0, y0)),
si (zo,v0) = (0,0), se sigue que: para cada ¢ > 0 existe 0 > 0 tal que si z,y € B(0,0)
entonces

x+y € B(0,¢).

[«<]. Sea ¢ > 0, entonces se cumple que 36 > 0 tal que si z,y € B(0,0) entonces
x4y € B(0,¢),0sea quesi dxxx((x,y),(0,0)) < 1, con §; > 4§, entonces dx(z+y,0) < e.
Por lo tanto se cumple que para cada (zg,yo) € X X X;

si dxxx((7,9), (2o,%0)) < dxxx((2,9),(0,0)) + dxxx((0,0), (o, v0))

< 01+ dxxx((0, 0)7 (x()a Yo)) = do
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entonces
dx(x +y,z0 +yo) < dx(z+y,0)+dx(0,z0+ yo)

< €+ dx<0,$0 + yo) = &9.
Luego como dy > 0y €5 > 0, se tiene que + : X x X — X, (z,y) — x+y es continua. [J

En vista de que una vecindad U de un punto x debe contener a una bola abierta
B(z,r) y la Definicién 2.4.3 se tiene la siguiente

Proposicién 2.5.3. Sea A un subconjunto de X un espacio vectorial métrico. Entonces
se tiene que el interior y la cerradura de A se pueden escribir como:

(a) int(A) = {z : existe B(x,r) C A}.
(b) cl(A) = {x: para toda B(x,r) se tiene que B(x,r) N A # (0}.

Note ademds que por la Definicién 2.4.1, la Proposicion 2.4.1 y la Definicion 2.4.3 se
sigue que A es cerrado e int(A) es abierto.

Seguimos con la siguiente

Proposicién 2.5.4. Sean A y B suconjuntos de un espacio vectorial métrico (X,d).
Entonces:

(a) A es abierto siy sdlo si A =int(A);

(b) A es cerrado si y sélo si A= A;

(c) int(A) = X\ (X \A); A=X \int(X\ A); A=A\ int(A);
(d) AUB = AUB;

Demostracion. Demostramos (d) por contenciones de conjuntos.
[C]. Aqui note que A C Ay B C B, por consiguiente AU B C AU B, asf

AUB C AUB.

[D]. Por otro lado, A, B C AU B, y entonces A, B C AU B. Por lo tanto

'
&

AUBC AU
Considérese la siguiente

Definicion 2.5.4. Sean d y d' dos métricas sobre un conjunto X. Decimos que estas
son equivalentes si las topologias definidas por ellas son la misma. Es decir, si para
cualquier € > 0 y x € X existen 6,0 > 0 tales que

{y:d(z,y) <o} C{y:d(z,y) <e}

&

{y :d(z,y) <8} C{y:d(z,y) <e}.
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Uno de los conceptos mas ttiles en un espacio vectorial métrico es el de sucesién
convergente, veamos su definicién a continuacion.

Definicién 2.5.5. Si {x1,z5,...} es una sucesion en un espacio vectorial métrico (X, d)
entonces {x,} converge a x (en simbolos x = limx,, 0 x,, — x) si para cada € > 0 existe
un entero positivo N tal que d(x,z,) <& sin > N.

Continuamos con la siguiente

Proposicién 2.5.5. Un subconjunto F de un espacio vectorial métrico (X,d) es cerrado
si y sdlo si para cada sucesion {x,} en F con x = limx,, tenemos que x € F.

Demostracion. Supongamos que F' es cerrado y = lim z,, donde cada z,, estd en F. Asi
para cada ¢ > 0, existe un punto z,, € B(z,¢); i. e., B(z,e) N F # (), de esta manera
r € F = F dada la Proposicién 2.5.4 (b) y la Proposicién 2.5.3.

Ahora supongamos que F no es cerrado; entonces existe un punto zy en F que no estd
en F'. Entonces de nuevo usando la Proposicién 2.5.3, tenemos que para cada ¢ > 0 se
cumple que B(xg,e) N F # (). Asi, en particular para cada nimero natural n existe un
punto x, en B (xo, %) N F. Por lo tanto, d(xg,z,) < % lo cual implica que z, — .
Y ya que xy ¢ F, esto nos indica que la condicién «para cada sucesiéon {z,} en F con
r = lim z,, tenemos que x € F'»falla. 0

Proseguimos con estas otras definiciones:

Definicién 2.5.6. Se dice que E es denso en X un espacio vectorial métrico, si E =

X, E es denso en minguna parte si int(E) = (), y X es separable si contiene un
subconjunto denso numerable.

Definicién 2.5.7. Sea (X, d) un espacio vectorial métrico, sea A C X . Se dice que x € X
es un punto de acumulacion de A si para cada B(z,r) existe y # x, tal que

y € B(z,r)N A.

Proposiciéon 2.5.6. Sea x un punto de acumulacion de un subconjunto A C X, con
X wun espacio vectorial topoldgico métrico, entonces existe una sucesion (x,) de puntos
distintos en A tal que (x,) converge a x.

Demostracion. Sea x € X un punto de acumulacion de A C X. Entonces existe x; # x
tal que
T € B(ZL‘, 1) N A.

Sea ro := min{d(z,z), 1}, entonces existe z, # z tal que
xe € B(z,1m) N A.

Y asi recursivamente, dada n € N sea
, 1
rp = min{d(z,_1,x), ﬁ}’

entonces existe x,, # z tal que
T, € B(z,r,) N A.

Es claro que esto define una sucesién (x,,) de puntos todos ellos distintos entre si tal que
(x,) converge a x. O
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Ahora continuamos con las tltimas definiciones en esta seccién:

Definicién 2.5.8. Sean (X,dx), (Y,dy) espacios vectoriales métricos. Se dice que f :
X =Y es uniformemente continua si para cada e > 0 existe § > 0 tal que si dx(x,y) < 6
entonces dy (f(x), f(y)) < € para toda x,y € X.

Definicién 2.5.9. Diremos que M C X, con X wun espacio vectorial métrico, es un
conjunto acotado si su didmetro

0(M) := sup d(z,y) < 0.
z,yeM

Diremos que {x,} es una sucesion acotada si M = {x, : n € N} es un conjunto
acotado. En particular que M sea acotado implica que M C B(xo, 1) para algunas g € X,
r > 0.

Por ultimo veamos el siguiente

Teorema 2.5.1. Una aplicacion T : X — Y, con X,Y espacios vectoriales métricos
es continua si y solo si para cada sucesion (x,) convergente en X se tiene que (Tx,)
converge en'Y .

Demostracion. =) Supongamos que T’ es continua en x,. Para todo ¢ > 0 existe § > 0
tal que si d(z,z9) < § = dy(T(x),T(x)) < € esto para toda z € X. Entonces como
T, — o se tiene que T'(x,) — T'(xp).

<) Supongamos que x, — xg = T(z,) — T(xo) pero sin embargo 7" no es continua.
Entonces existe € > 0 tal que Vo > 0 existe « # x( con la propiedad de que dx (z,zq) < 0
y sin embargo se tiene que dy (Tx,Tzy) > €. Sea § = %, entonces existe z, # xg tal que
d(zn,x0) < Ly d(T(x,),T(x0)) > € lo que supone una contradiccién, puesto que esto
implica que (z,) converge a zy pero (T'z,) no converge a T'zg. O

2.6. Espacios Semi-normados y Normados
Comenzaremos con la definicién de norma y seminorma:
Definicién 2.6.1. Sea X un espacio vectorial sobre C o R.
Una funcion || - || : X — RY U {0} se llama una mnorma si se cumplen las siguientes
propiedades:
(a) ||z|| =0 siy sdlo six=0;

(b) |lax| = |a|||z| Va escalar, Yz € X;

(c) llx+yll <zl + ||yll, Vo,y € X (la desigualdad del tridngulo).

Decimos que || - || es una seminorma si en el inciso (a) previo se cumple unicamente
que: x =0 = ||z|| = 0.
También se dice que el par (X, || -||) es un espacio normado ¢ seminormado segin

sea el caso.
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Supongamos que || - || es una norma sobre X. Entonces se tiene que la ecuacién

d(z,y) = [z =yl

define una métrica invariante sobre X, y por lo tanto las operaciones + y - son continuas.
A su vez con la ultima definicién, y considerando las bolas abiertas B(x,r) := {y € X :
|z — y|| < r}, se puede hablar de la topologia inducida por una norma:

T -|):=4{0}U{U C X : U es unién de bolas abiertas},

la cual es la misma que la topologia inducida por la métrica d(z,y) = ||z — y||.
También vamos a definir el concepto de normas equivalentes.

Definicién 2.6.2. Decimos que dos normas sobre un conjunto X son equivalentes
cuando generan la misma topologia, es decir, los conjuntos abiertos para ambas normas
son los mismos.

La equivalencia entre dos normas se caracteriza de forma muy sencilla, como vamos
a ver con la siguiente Proposicion y su continuacion:

Proposicién 2.6.1. Sean ||-||1 y ||-||2 dos normas sobre un espacio vectorial X, entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. Existe una constante p € R tal que ||z||2 < pllz||1 para todo x € X.
2. La topologia de la norma || - ||2 esta contenida en la de || - ||;.

Demostracién. Para la demostracion, dados x € X y r € RT, denotamos por Bi(z,r)

y Bs(z,7) a las bolas abiertas con centro en = y radio r, para las normas || - |1 v || - [|2
respectivamente. Ahora:
1 = 2. Sea U un conjunto abierto en la topologia inducida por la norma || - ||2, entonces

para todo x € U, existe € > 0 tal que By(x,e) C U. De 1 deducimos que By(x,e/p) C
By(z,e) C U, luego U es abierto en la topologia inducida por la norma || ||;.
2 = 1. Aqui se tiene que dada la bola Bs(0, 1), existe otra bola B;(0,d) tal que

B1(0,8) C By(0,1).

Entonces por la propiedad de Arquimides, si z € X y [|z||; > 0, AN € N tal que

1

NﬁHI <=

1

Nﬁ ) <l=

lzll2 < Nzl
Ahora, si ||z][; = 0, entonces ||z||2 = 0. Por lo tanto es claro que ||z||; = N||z||2. O
Corolario 2.6.1. Dos normas || - ||1 y || - ||2 en un espacio vectorial X son equivalentes

si, y sélo si existen constantes \, p € RY tales que

Ve e X, Azl < [lzlls < plllls
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2.6.1. Espacio Cociente de un Espacio Normado

A continuacién presentamos la siguiente Proposicion de gran relevancia.

Proposicién 2.6.2. Sea (V, || -||) un espacio normado y sea W un subespacio cerrado de
V. Entonces la funcion, definida mediante la siguiente formula, es una norma en V/W
(este ultimo es el espacio cociente definido en la subseccion 2.5.1):

\Z|lvw = Wmf{||z +w|ly : w e W}.

La funcion m : V. — V/W (homomorfismo candnico definido en la subseccion 2.3.1),
m(x) =x 4+ W es continua.

Demostracion. Demostraremos la desigualdad del tridangulo. Sean T,y € V/W (recorde-
mos esta notacién definida en la subseccién 2.3.1). Entonces para cualesquiera v € T y
v € Y tenemos que u+ v €  + y, luego

17+ gllvyw < llu+olly < llully + [follv;

lo cual implica que
1z +Yllvyw < [Zllvyw + 17llvw.

La continuidad de 7 se sigue de la desigualdad ||7(z)|v,w < [|z||v. O



Capitulo 3

Espacios y Algebras de Banach

Durante este capitulo profundizaremos el estudio de los espacios y algebras de Banach
de dimensién finita. El nombre Banach viene de Stefan Banach (1892-1945), él fue un
matematico polaco, y ya ha sido mencionado en la introduccion de este trabajo. Espera-
mos que el capitulo les sea de agrado.

Las definiciones, teoremas y proposiciones en este capitulo fueron tomadas en su mayoria
de [5], [17] y [20].

3.1. Espacios de Banach

Definicién 3.1.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesion {z,} C X se llama de
Cauchy si para todo € > 0 existe N > 0 tal que n,m > N implica d(x,, x,,) < €.

Definicion 3.1.2. Diremos que un espacio métrico es completo si toda sucesion de
Cauchy converge en el espacio.

Ejemplos de tales espacios son R y C con la métrica euclidiana.
Evidentemente no todo espacio vectorial métrico es completo: por ejemplo R\{a},Q o (a,b),
(estos con la métrica inducida por R) no lo son. Sin embargo el siguiente resultado es
siempre valido:

Teorema 3.1.1. Toda sucesion convergente en un espacio métrico es de Cauchy.

Demostracion. Si z, — x para todo ¢ > 0 existe N tal que d(z,,z) < 5 Vn > N.
Tenemos entonces que

d(xp, Tm) < d(Tp, ) +d(zp, ) < e sim,n >N

Ahora una definiciéon importante.

Definicién 3.1.3. Un espacio de Banach X es un espacio vectorial normado y com-
pleto en la métrica definida por su norma

Esto quiere decir que un espacio de Banach es un espacio vectorial X sobre el cuerpo
de los nimeros reales o el de los complejos con una norma || - || tal que toda sucesién de
Cauchy (con respecto a la métrica d(x,y) = ||z — y|| en X)) tiene un limite z en X.

29
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Definicién 3.1.4. Una transformacion lineal acotada o transformacion lineal
estable es una aplicacion entre dos espacios vectoriales normados tal que la norma de
sus valores puede acotarse. Mds precisamente, la aplicacion lineal B : X — Y es una
transformacion lineal acotada si y solo si:

JC eR: Ve X, |B@)|y < Clz||x.

El espacio de todas las transformaciones lineales acotadas se denota por B(X,Y)
L(X,Y) y en el caso de ser operadores lineales simplemente se denotard por B(X)

L(X).

0
0
Teorema 3.1.2. Una transformacion lineal T : X — Y es continua st y sélo si es

acotada.

Demostracion. [=]. Si (x,,) es una sucesién en X que converge a x, entonces lim,, ||z,, —
z||x = 0. Por lo tanto,

lmy, [[T'(2n) = T(2)ly lmy, [[T(2 — )|y

< lim, M|z, — z||x =0,

lo cual implica que la sucesién (T'(z,,)), oy converge a T'(x). Por lo tanto 7" es continuo
(vedse Teorema 2.5.1).

[«]. Por otro lado, dada la continuidad de T en el elemento cero, existe 6 > 0, tal que si
|z||x < 0 entonces ||T(z)||y < d. Asi para x # 0, se tiene que:

2||z ) 2
il = 25 |7 (g )], < e
con lo que en este caso T' es acotado, y si z = 0 también se da la acotacion. O]
Presentamos ahora una
Proposicién 3.1.1. Sea X un espacio de Banach con respecto a una norma |||, entonces

B(X) el espacio de los operadores lineales acotados de X en X es un espacio de Banach
con la norma
7| := sup || T(2)]|.

f[=]]<1

Demostracion. Sea (T,,) una sucesiéon de Cauchy en B(X), entonces para todo nimero
positivo € existe un entero positivo N tal que

T — T, <e (m>n>N).
Cuando x € X,
[Tz = Toz|| < [Tn = Talllz]| < eflz|| - (m >n > N). (3.1)
Por lo tanto (7),x) es una sucesién de Cauchy, la cual converge a un elemento que deno-

tamos por T'(x).
Esto define una funcion T : X — X, la cual es facil de ver que es lineal.



3.1 Espacios de Banach 31

Consideremos en la expresién (3.1) dnicamente que m,n > N. Conservemos n fijo y
hagamos tender m a co. Entonces tenemos que

T2 = Tozl| = (T = To)x| < efl].

Lo cual demuestra que 7' — T;, es un operador lineal acotado, y entonces T es acotado.
También se tiene que |T'—T,| < e sin > N. Por lo tanto T" = lim,,_,o, T}, y asi B(X) es
un espacio de Banach. O

Veamos ahora el siguiente

Lema 3.1.1. Sean || - ||1 y || - ||2 dos normas definidas sobre X, y sea X un espacio de
Banach con respecto a ambas normas mencionadas. Suponga que existe una constante
CeR, C >0, tal que para cada x € X tenemos que ||z|2 < C||z||1. Entonces || - |1 y
| - |l2 son equivalentes.

Demostracion. Sea T : X — X definido para toda x € X por T(x) = x. Esto es, T es
la funcion identidad sobre X, es facil verificar que T' es un operador lineal biyectivo. Y
ademds, se tiene que Vo € X

1T (@)l = llzll2 < Cllh,

de esta forma T es acotado. También note que 7'(X) = X, entonces T'(X) es un subespacio
cerrado de X. Asi por el Teorema del Mapeo Abierto (veése el libro de Kadison y Ringrose
[13], pdg. 61), tenemos que T es abierto. Por lo tanto T~! es continuo y por lo tanto
acotado. Asi Vx € X se cumple que

Il = 177 (@) [l < [T [l

Por consiguiente, para cada r € X

1
,T—,1||ICEII1 < [l

Finalmente, Vx € X obtenemos que:

1
m”ﬁﬂ\h < |lzlls < C|lz|1,

asi poniendo D = ﬁ > 0, vemos que || - ||1 y || - [|2 son equivalentes. ]

A continuacién veremos el Teorema de la Grafica Cerrada, el cual nos sera de utilidad
posteriormente.

Teorema 3.1.3 (Teorema de la Gréfica Cerrada). Si T' es una aplicacion lineal del
espacio de Banach X al espacio de Banach'Y tal que la grdfica {(x,T(z)) :x € X} de T
es un subespacio cerrado de X XY, entonces T es acotada.

Demostracion. Definimos una nueva norma || - ||z sobre X de la siguiente manera:
lzllz = llzllx + 1T @)y
Entonces, si ||z]|x > 0y ||T(x)|y > 0 se cumple que Vo € X

lzllx < llzllx + 1T @)y = 1-[lz]lr (3.2)
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y

IT@)ly < llzllx + 1T @)y =1 =]z (3.3)
Prosiguiendo, demostraremos que X con la norma ||-||7 es un espacio de Banach. Sea (z,)
una sucesién de Cauchy en X con respecto a la norma || - ||7. Sean m,n € N. Entonces

de (3.2) y (3.3) se sigue que:
[Zm — Znlx < [|m — zallT (3.4)

y

1T (2m) = T(zn)lly < l|lzm — znllr (3.5)
De (3.4) (x,,) debe ser de Cauchy en X con la norma original de X; y a su vez de (3.5)
(T'(x,)) es de Cauchy en Y con la norma || - ||y. Entonces, como la grafica de T es cerrada,
ademéds de que X y Y son espacios de Banach, se sigue que (z,) converge a x € X,y
(T'(x,)) converge a y € Y (confrontar Proposicién 2.5.5), de esta manera T'(z) = y.
Por lo tanto, en esta primera parte solo falta probar que la sucesiéon de Cauchy (z,)
converge a € X con respecto a la norma || - ||7. Efecto, note que:

lmy, oo |20 — 2llr = lmy, oo ||2n — 2|l x + Mmoo | T(2,) — T(2) ]y
= lim, 0 “zn - IHX + limy, 00 HT(In) - yHY

= 04+0=0.

Por consiguiente por el Lema 3.1.1 y lo obtenido en (3.2), se sigue que || - ||x v || - ||z son
normas equivalentes. Asi, existe C' > 0 tal que Vo € X

[zl < Cllallx
Pero de (3.3), esto significa que para toda z € X
1T(x)]] < Cll]l-
Asi T es una aplicacién lineal acotada. O
Enseguida exponemos el Teorema de Banach-Steinhaus.

Teorema 3.1.4 (Banach-Steinhaus). Sean X y Y dos espacios de Banach, asumimos
que Ay € L(X,)Y) (o € F) es una familia puntualmente acotada de operadores acotados,
i. e., para toda x € X existe una constante C, tal que ||Az| < C, para toda o € F.
Entonces eziste una constante C' tal que ||As|| < C para toda o € F.

Demostracion. Definimos el espacio @,Y = {(¥a) : Ya € Y,sup, ||ya|| < oo} con norma
|(ya)|| = sup, ||yall- Es facil verificar que @,Y también es un espacio de Banach. Ahora
definimos T': X — @,Y por Tz = (A,x). Note que Tx € &,Y, ya que la coleccién A,
es puntualmente acotada. Claramente 7" es lineal y afirmamos que T es cerrado. Para ver
esto, sea x, = 0y Tx, — (yo). Entonces A,x, — y, para toda o € F, pero también
Ay, — 0 para toda «. Por lo tanto (y,) = (0) y T es cerrado. Por el Teorema de la
Gréfica Cerrada (véase, Teorema 3.1.3 en este trabajo, y considere el hecho de que X es
Hausdorff!), T es acotado, es decir, existe una constante C tal que para toda ||z]] < 1
obtenemos que sup,, ||A.z| < C. Asi ||A,|| < C para toda o € F. O

'En topologia, especificamente en el tema de los axiomas de separacién, que un espacio sea tipo 15
«0 Hausdorff»implica que sea espacio tipo 71, y en los T; los conjuntos singulares son cerrados.



3.1 Espacios de Banach 33

Otros Ejemplos de Espacios de Banach

Recordemos que F =R o C.

Ejemplo 3.1.1. Los conocidos espacios euclidianos F™, donde la norma euclidiana de
x = (x1,%2,...,%,) esta dada por

n 1/2
Il = (Z !$j|2> ,

Jj=1
son espacios de Banach.

Ejemplo 3.1.2. El espacio de todas las funciones continuas f : [a,b] — F definidas sobre
un intervalo compacto (cerrado y acotado) [a,b] tiene la estructura de espacio de Banach
st definimos la norma como

If]l = sup{[f(2)] : = € [a, 0]}

Esta es una norma, gracias al hecho de que las funciones continuas definidas sobre un
intervalo cerrado estan acotadas. Este espacio es completo con esta norma, y el espacio
de Banach resultante se denota por Cla,b]. Este ejemplo se puede generalizar al espacio
C(X) de todas las funciones continuas X — F, donde X es un espacio compacto, o al
espacio de todas las funciones continuas acotadas A — F, donde A es cualquier espacio
topolégico; y ain al espacio B(X) de todas las funciones acotadas X — F, donde X es
cualquier conjunto.

Ejemplo 3.1.3 (Espacios de sucesiones *). Sip > 1 es un numero real, podemos consi-
derar el espacio de todas las sucesiones infinitas x = (1, x2,3,...) de elementos en F
tales que la serie infinita Y -, |z, [P < 00 (i. e., es finita). Entonces se define la p-norma
(o norma-p) de la sucesion x como

s 1/p
|z, = (Z |$n|p>

n=1

Este espacio, junto a su norma, es un espacio de Banach; se denota por (P

El espacio (> consiste de todas las sucesiones acotadas © = (xq1,x9,23,...) de elemen-
tos en F'; la norma de una de estas sucesiones se define como el supremo de los valores
absolutos de los miembros de la sucesion y se denota por

]loc = sup ||
n

Ejemplo 3.1.4. St X y Y son dos espacios de Banach, entonces podemos formar su
suma directa X @Y, que es un espacio de Banach también, considerando cualquiera de
las siguientes normas:

Lz oyl = llelx +llylly, Ve e X y vy e Y.

2. |z @ yllo = sup{llellx, lylly}, Vo e X yVy e Y.
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3.1.1. Espacio Cociente de un Espacio de Banach

Proposicion 3.1.2. Sea V un espacio de Banach y sea W un subespacio cerrado de V.
Entonces V/W es un espacio de Banach.

Demostracion. Para la demostracion usaremos el hecho de que una sucesion convergente
es de Cauchy. Entonces, sea (Ty)gen una sucesién en V/W tal que

> IZkllvyw < oo

keN

Aqui (Ty)gen es convergente, y por lo tanto es de Cauchy. Demostraremos que converge
a un elemento de V/W.

En efecto, usando la definicién de la norma en V/W se tiene que Vk € N encontramos
o, € Ty, tal que o |lv < [|Zk|lvyw + 27F; entonces

> llally <> IElvw + Y 27F < 0.

keN keN keN

Como V es de Banach, la serie ), _ ||ou||v converge a un elemento en V' que denotaremos
por (. Luego para cada n € N tenemos que ) ,_, oy — [ es un elemento de la clase

Y opy T — (B+ W), asi que

Zakfk—(ﬁ+W) S Zak—ﬁ
k=1 V/W k=1 \%
Esto implica que lim,,_,oo T, = 5+ W. O

3.2. Algebras Cociente

Sea [ un ideal bilateral propio de una algebra A. Entonces ya que I es también un
subespacio propio, tenemos al espacio cociente A/I con la suma y multiplicacién por un
escalar ya anteriormente definidas.

Por otra parte tenemos que:
(x+1)-(y+I) = ay+Ily+al+1-1
= ay+I+1+1
= xy+I;
lo cual define una multiplicacién en A/I, por lo tanto A/I tiene estructura de algebra.

Esta dlgebra serd denotada como A/I y sera llamada el dlgebra cociente de A
modulo /.
Si A tiene una unidad e, entonces (e + ) - (x + 1) = ze+ 1 = x + I, por lo tanto A/I
tiene como unidad a e + I.
La funcién 7 : A — A/I dada por = — x + I es llamada el homomorfismo canénico de A
sobre A/I.
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Definicién 3.2.1. Un ideal (izquierdo, derecho, bilateral) es llamado ideal maximal
(izquierdo, derecho, bilateral) si no estd contenido en otro ideal propio del mismo tipo.

En una algebra conmutativa con unidad todo ideal propio esta contenido en algin
ideal maximal; lo mismo se cumple para las algebras no conmutativas, con la observa-
cién de que los ideales izquierdos y derechos deben ser tratados de forma separada (los
correspondientes ideales maximales son también izquierdos o derechos).

Ahora presentamos la siguiente

Definicién 3.2.2. Sean A un dlgebra conmutativa con una unidad e, y S un subconjunto
de A. Definimos el ideal generado por S de la siguiente manera:

= {Z a;si(suma finita) : a; € A, s; € S}.
De acuerdo con lo anterior presentamos el siguiente

Ejemplo 3.2.1. 1. (S) es un ideal de A.

Demostracion. Tenemos que 0 = Os para cualquier s € S, luego 0 € (S). Si z =
>_aisi € (S) y y =) ajs; € (S), entonces

:10—3;—2@,8Z Zas —Zazsz—l—z

que es una suma finita del tipo de las que pertenecen a (S). Sia € Ay x = a;s; €

(S), entonces
ar =a Z a;S; = Z(aai)si7

que es una suma finita del tipo de las que pertenecen a (). ]
2. (S) es el menor de todos los ideales de A que contienen a S.

Demostracion. Todo elemento s € S es de la forma s = es, por tanto s € (5). Sea
ahora I un ideal de A conteniendo al subconjunto S. Para elementos cualesquiera
a1,09,...,0, de Ay s1,S9,...,8, de S se verifica,

a181+ -+ ams, € 1
por ser [ ideal, luego (S) C I. O]
Por ultimo veamos la siguiente

Proposicién 3.2.1. El dlgebra cociente A/M de alguna dlgebra A conmutativa con uni-
dad mddulo un ideal maximal M es un campo, i. e., todo elemento no cero de A/M tiene
UN INVETSO.

Demostracion. Sea x + M € A/M tal que no es el cero, entonces = ¢ M. Luego, note
que M esta contenido en el ideal generado por x y M, es decir:

M C (x, M) = {>_ z;y;(suma finita) : x; € A,y; € M}

(Aqui cada z; es de la forma z; = xa; con a; € A).
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Puesto que x ¢ M y M es maximal se tiene que (z, M) = A. Entonces por lo tanto
e = ijyj(suma finita), con z; € Ay y; € M,

x no aparece en esta suma finita, ya que si asi fuese, entonces e = Y x;y; € M, lo cual
es una contradiccién. Entonces

e = aﬁ(yjl—l—“-—i—yjs)—l—inyiExy—i—M.

Por lo tanto e + M = (x + M)(y + M).

3.3. Algebras Semitopoldgicas y Topoldgicas
Empezamos esta seccion con las siguientes definiciones:

Definicién 3.3.1. Sea A un dlgebra con una topologia T tal que (A,T) es un espacio
vectorial topoldgico. Se dice que A es un dlgebra semi-topologica si se cumple que las
transformaciones lineales

Ly: A— A Ly(a) = ba

Ry,: A— A, Ry(a) = ab

son continuas para toda b en A.
En este caso se dice que la multiplicacion es separadamente continua.
Se dice que A es un dlgebra topologica si la multiplicacion es conjuntamente con-
tinua.
Es decir
T AX A=A (a,b)—~a-b

es continua.

Es facil ver que un dlgebra topoldgica es también semi-topoldgica.

Definicién 3.3.2. Sea A un dlgebra, una seminorma || - || sobre A se dice que es A-
convexa si para cada x en A existe una constante M, > 0 (dependiendo de x) tal que

lzy|l < Melly|| para toda y en A.
Decimos que || - || es multiplicativamente convexa ¢ m-convexa si
lzyll < llzllllyll Yo,y € A.

Se dice entonces que A es un dlgebra A-seminormada ¢ seminormada si || - || es
A-convera ¢ m-conveza respectivamente, y en caso de que se trabaje solo con normas
diremos que esta es una A-norma ¢ simplemente norma en cada caso.
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Claramente, toda norma m-convexa es A-convexa, pero el reciproco no es cierto en
general, por ejemplo, considere el espacio vectorial de matrices cuadradas A := Ms(R)
con la norma

| M| = max; ;(|m)),

donde se utiliza la notaciéon M = (m;;) sobre R.
La anterior norma es A-convexa, sin embargo no es m-convexa, porque dada la matriz

2 2
Q=(22)7
, (8 8
o=(5%)

1Q-Qll =8>4=[Q- QI

Ahora anadimos la siguiente

se obtiene que

y asi:

Definicién 3.3.3. Sea A un dlgebra, decimos que || -|| es una seminorma de algebra
sobre A, si cumple con:

lzyll < [l llllyll

para toda x,y en A.
Proposicién 3.3.1. Sea || - || una seminorma sobre un dlgebra A. Entonces
(1) (A, 7)) es semitopoldgica siy solo si || - || es A-conveza.
(2) (A, 7)) es topoldgica si y sdlo si || - || es m-conveza.

Demostracion. Demostracién de (1): [=]. Sea © € A, entonces la transformacion lineal
L, : A— Atal que L,(a) = za es continua, por lo tanto existe M, > 0 tal que

[La(a)l| = [[zall < M,||al]

para toda a € A.
El regreso es inmediato.

Demostracién de (2): [=]. Supongamos que la multiplicacién es continua en (A, || - ||),
entonces dada € = 1, existe § > 0 tal que si 0 < ||z]| < d y 0 < ||ly|| < §, se cumple que

z Y
— || < 1.
‘ el Tyl H
De esta manera se sigue que
eyl < izl
Y si flzfl = 0 0 [lyl = 0, es claro que se cumple que [zy]| = |[l2]|ly]l

El regreso es inmediato. O
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Se puede probar (aqui confrontar Teorema 3.8.2 de este trabajo) que si || - || es m-
convexa, entonces existe una norma equivalente ||| - ||| tal que

Hzylll < [l - [yl

Por lo tanto, en este caso ||| - ||| es una seminorma de dlgebra. Es decir, se tiene que
Il [l = M]|[-[| con M > 0.

A continuacion otra

Definicién 3.3.4. Sea A un dlgebra con uno e. Se dice que a € A es itnvertible si existe
b€ A tal que
ab="ba =¢

A b lo llamamos el inverso de a, lo denotamos por a=! y decimos que a es invertible, el
cual es unico.

Denotamos por G(A) al conjunto de todos los elementos invertibles de A.
Proposicién 3.3.2. Sia, € G(A) entonces af € G(A).
Demostracion. afB ta™t = f~ta o =e. O

Enseguida veamos una definicion sobre elementos inversos de un algebra A con unidad
e:

Definicién 3.3.5. Dado E un subconjunto de un dlgebra A con uno e, definimos el
conmutante de E, denotado por E°, como el subconjunto

E¢:={a€ A:ax =xa,x € E}.
(E°)¢ es abreviado por E, y es llamado el segundo conmutante de E.

Definicién 3.3.6. Sea (G,®) un grupo, si (G,T) forma un espacio topoldgico decimos
que (G,®,T) es un grupo topoldgico si cumple que

1. ©:(G,7) x (G,7) = (G, T) es una funcién continua.
2.4:(G,7) = (G,1), tal que YV € G :i(x) =2~ es también una funcién continua.
Aqui (G, 1) x (G, 1) es considerado como G x G con la topologia producto.
Asi, continuamos con la siguiente
Proposicién 3.3.3. Sea a € G(A). Entonces a™' € {a}*.

Demostracion. Sea x € {a}¢. Entonces ax = za, y asi

-1

rat = a '(az)a!

=a Y(za)a ! = a tm.
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Es fécil probar que G(A) es un grupo con respecto a el producto en A, i. e., que
a,b € G(A) = ab,a™ ' € G(A).

G(A) es por esta razén llamado el grupo de elementos invertibles de A, o el grupo de
elementos requlares de A.

A continuacién se presenta otra proposicion relacionada

Proposicion 3.3.4. La multiplicacion en un dlgebra A provista con una norma de dlgebra
| - || es una funcion continua de A x A en A.

Demostracion. Sean x,y,a,b € A entonces note que
lzy —abll = [[(z —a)(y —b) +aly —b) + (z — )b

< |z = alllly = ol + llalllly = bll + [z = all[|b]]-

[
Continuamos con el siguiente
Lema 3.3.1. Sea A una dlgebra con uno e y con una norma de dlgebra ||-||. Sia,b € G(A)
y||b—all < 3lla”|| 7!, entonces
1o~ —a™H || < 2[la”"[*la — 0]
Demostracion. Para tales a, b tenemos que
_ _ _ _ _ _ L
b7 = lla™H < 107" = a7H = (107 (@ = b)a™" || < SII67.
Por lo tanto ||b7!|| < 2|ja™!||, y asi
16~ —a= [ < 1o~ lllla = blllla™" [} < 2fla™"[[*la — b]I.
[
Proposicién 3.3.5. Sea A un dlgebra con uno e y con una norma de dlgebra ||||. Enton-

ces, con la topologia inducida de la norma de A, la funcion a — a=1 es un homeomorfismo

de G(A) en G(A), y G(A) es un grupo topoldgico.

Demostracion. La multiplicaciéon en G(A) es continua por la Proposicién 3.3.4, ademés
note que si a,b € G(A) entonces ab € G(A) ya que (a-b)"' = b'a"! € G(A). Por lo
tanto la funcién h : a — a~! con a € G(A) preserva la operacién. Por 1ltimo se tiene el
siguiente diagrama

donde I : G(A) — G(A) es la funcién identidad. Asi h es un homeomorfismo.
Por consiguiente concluimos también que G(A) es un grupo topolégico. O]
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3.4. El Concepto de Espectro de un Elemento z
Definicién 3.4.1. Sea A un dlgebra con uno e, entonces para un elemento a € A defini-
mos respectivamente el espectro y el radio espectral sobre A de la siguiente forma:

oa(a) :=={X € C: Xe —a no tiene inverso en A}

pa(a) :=sup{|A| : A € 0a(a)}
Si no hay confusion sobre el dlgebra podemos solo escribir o(a) y p(a) respectivamente.

A continuacién definimos la seminorma || - || la cual tiene propiedades muy intere-
santes.

Definicién 3.4.2. Sea A un dlgebra con una norma de algebra ||||. Definimos
|a|® = inf{||a" |V, n=1,2,...}. (3.6)

Si A tiene uno e y |le|| = 1, entonces denotaremos a ||a||* por r(a). Demostraremos
mas adelante que

r(a) = ||al|* = p(a). (3.7)

A continuacién se exponen algunas propiedades del radio espectral, sin embargo para
mostrar algunas, se usaran hechos de secciones posteriores, por lo tanto hay que poner
atencion a esto.

Proposicién 3.4.1. Sea A un dlgebra con uno e, entonces se verifican las siguientes
propiedades sobre el radio espectral:

1. VYa,be A yVA e C, p(Aa) = |Ap(a) y pab) = p(ba).

2. Si B es una subdlgebra de A, entonces cada b € B con espectro no vacio sobre B
satisface que:
pa(b) < pp(b).

Demostracion. 1. En la primera parte de este inciso, sabemos que
p(Aa) :=sup{|g| : ¢ € o(Aa)}.

Entonces, como aqui ¢ € o(\a), existe a € o(a) tal que Aa = ¢, de esta forma

p(Aa) = sup{lg| : ¢ € o(ha)}
= sup{|Aa|:a €o(a)}

< [Alsup{lal: a € a(a)} = [Alp(a).

Por otro lado |[A|p(a) > {|Aa| : @ € o(a)}; por lo tanto si hacemos ¢ = A«
obtenemos que:

[Alp(a) = {Aal s a € o(a)} = {l¢l: ¢ ca(ra)}.
De donde |A|p(a) > p(Aa).

Para la segunda parte de este inciso, basta con probar que si a,b € A se cum-
ple que o(ab) \ {0} = o(ba) \ {0}. En efecto, nos interesa demostrar que 1 € o(ab)
siy s6lo si 1 € o(ba) 6 equivalentemente que ab es quasi-invertible si y sélo si ba es
quasi-invertible. Pero esto es la Proposicién 3.7.3.
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2. Note que bajo las hipétesis de este inciso se tiene que Vb € B, g4(b) C op(b). En
efecto, sea A ¢ op(b), entonces, b— \e es invertible en B C A; asi, b— Ae es invertible
en A, de donde A\ ¢ 04(b). De esta manera se tiene que:

p(b) Z {[A[ - A € op(b)} 2 {[A]: A € 0a(D)},

por lo tanto
pp(0) = {|Al - A € 0a(b)}
de donde se obtiene que cada b € B satisface que: pg(b) > pa(b).

0

A continuacién mostraremos algunas propiedades de || - ||*°.
Teorema 3.4.1. Para toda a,b € A, un dlgebra con una norma de algebra ||||, se tiene:
(a) lla]* = lm, o [Ja” /7.
(b) 0 < laf|* < |lal.
(c) xall> = [A[[[a]>.
(d) |lab]|> = [|bal|>.
(e) lla™|| = (llal|>)".
(f) llel|° =1 si A tiene una identidad e y ||e]| = 1.
(9) Sia yb conmutan, entonces

la+0l> < [laf|>+[|b]> &
labl|** < lal[*][b]|*.
Por lo tanto || - ||*° es una seminorma de dlgebra sobre cualquier dlgebra que sea

conmutativa.
(h) Sea (a,) una sucesion en A que converge a a en A. Entonces

lim sup ||a,||* < [la||*.

Demostracion. Nétese que (b), (¢), y (f) son inmediatas de la ecuacién (3.6). Por lo
tanto para probar (a), supongamos que ||a||*® < ||la]] < 1. Escogemos € > 0 que satisface
e < 1—|la]|*°. Ahora, por definicién de ||a]|*°, existe m € N tal que

la™ V™ < flall> +e/2.

También note que podemos elegir un r» € N tal que

r+1

lall* +e/2 < ([lal[*+¢e) .
A su vez, tenemos que Vn > mr, se puede escribir

n=mp+q
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conp>r,y0<q<m. Por lo tanto, todo lo anterior implica que:
lall> < fla™[[*/" < fla™[]/"]|a? ]|/
< (lla )™ falo/ < (llall* + (=/2)™"
< (llaf= 4™ < laf* +e,

puesto que mp(r + 1) > mpr + qr = nr. Y de esto se sigue que [|a||* = lim ||a™||*/™.

De (a) es facil demostrar (d). En efecto, sabemos que para toda n € N se cumple que
(ab)™ = a(ba)"'b, entonces por una parte:
labl|> = 1m0 |[(ab)" (|
= lim, o ||a(ba)"~1b|| /"
< Mmoo [lafl [ (Ba)™ 17| (ba) =M 0]
= Iy, [[(ba)"|[V" = |[ba]|*

y por otra:
Ibafl® = im0 || (ba)" /"

= 1m0 ||b(ab)" tal|/"
<l (161171 (ad)" ||| (ab) = ||V |al| /"

= limpoeo [|(ab)™ V" = [lab]|>.

Gracias a la propiedad (a) es facil probar (e) y la segunda desigualdad de (g).
Probaremos la primera desigualdad en (g). Sean a,b € A que conmutan, s > ||a||* vy
t > ||b]|>°. Entonces definimos ag y by como s 'a y ¢t~ 'b respectivamente. Ahora, como
lao™||*/™ y ||bo™||*/™ son estrictamente mayores que cero inclusive para una n suficiente-
mente grande, existe M < oo que satisface que

sup{{|ao”|[, [|bo™[| : n € N} < M.
De esta manera tenemos que para toda n € N se cumple que:
Ia+o)" = [|325= (a0
< koo ()" lao™ R 10
< Sopo (R)smTREM? = (s 4 t)" M2,

Asi obtenemos que:
|+ b||® = lim ||(a + b)"||/™ < s +t.

Esto tltimo completa la prueba de (g), ya que s > ||al|* y t > ||b]|*° fueron arbitrarios.
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(h): Como en la demostracién de (a), supongamos que |la|| < 1y [la,|| < 1 para to-
da n. Sea £ > 0 un nimero dado. La definicién nos muestra que es suficiente hallar ng y
m en N tales que

la,™||*™ < |la||® +¢/2 Vn > ng. (3.8)

Elegimos m tal que [[a™||*/™ < ||a|* + £/4. La desigualdad
lan™ —am| = |7 an(an — a)am=i|
< m max{lanl], lall}™an — al| < mllan —al

implica la existencia de un nq tal que

lan™ = a™ || < m(]la]|* +e/4)" /4
para toda n > ny. La expansién binomial para ((||a]|*® + £/4) 4+ €/4)™ nos muestra que

lan™[l = fla™ + (ax™ = a™)|| < [la™][ + [lan™ — a™|

< (lall*+e/4)™ + m(|lal|> +/4)™ /4

< (llall* +e/2)™
para toda n > ny. Tomando la raiz m-ésima obtenemos la desigualdad (3.8). O

Sea A un algebra con uno e y con una norma de édlgebra || - ||. Entonces con el fin de
demostrar que

n||1/n

r(a) = lim [[a"[|" = p(a)

n—oo

elaboramos la siguiente teorfa siguiendo a [5].

Sea D un subconjunto abierto de C no vacio. Denotamos por P(D) al algebra de todos
los polinomios con coeficientes complejos valuados en D, y por R(D) al dlgebra de todas
las funciones racionales valuadas en D tales que no tienen polos en D. Es decir,

R(D) := {g :p,q € P(D)yq(z) #OVZGD}.

Sea a € A, entonces dado p € P(D), denotamos por p(a) al elemento de A dado por
pla) =ap+oa+-- -+ a,a”,

donde
p(z) =ap+oz+ -+ a,2" (2 € D)

Es claro que p(a) estd bien definido para toda a € A. Es cuestién de una manipulacién
el demostrar que
p(z) = pla): P(D) — A

es un homomorfismo lineal. Con el fin de extender este homomorfismo a R(D), es necesario
suponer que
oala) C D.
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Sea q(z) € P(D) tal que ¢(z) # 0 Vz € D, entonces
q(z) = a(z = A)(z = A2) -+ (2 = An)
con A, A, ..., A\, € C\ D. Entonces es claro que
q(a) = ala — M\e)(a — Age) - -+ (a — A\ye),

con no todos los \; diferentes.
Entonces tenemos que g(a) es invertible y podemos definir

g(a)! = é(a M) a = Aae) e (@ — Ane) !

por conmutar estos elementos entre si.
Por lo tanto podemos definir

por la misma razon. Es claro que esto extiende apropiadamente nuestro homomorfismo a
R(D) — A. (3.9)
Con lo anterior veamos la siguiente

Proposicién 3.4.2. Sea A un dlgebra con uno e, a un elemento cualquiera en A y D una
vecindad abierta no vacia de o(a); entonces, dado p € P(D), no constante, se cumple

que:
o(p(a)) ={p(z) : z € o(a)}.
Demostracion. Sea \ € C. Entonces existen aq, ..., a,, 5 € C tales que
A=p(z) =pFlag —2)(ag —2) -+ (a, — 2) con z € D.
Por lo tanto, utilizando el homomorfismo de P(D) en A, tenemos que
de — p(a) = Blane — a)(aze —a) - - - (ape — a).

Ahora, como p es un polinomio no constante, se tiene que 5 # 0. Por lo tanto Ae — p(a)

es no invertible si y s6lo si age — a es no invertible para alguna k € {1,...,n}. Es decir,
si y s6lo si ay, € o(a) para alguna k € {1,...,n}. De esta forma se tiene que A\ € o(p(a))
siy s6lo si A — p(z) = 0 para algin z € o(a). O

La representaciéon p/q para f es tunica salvo factores comunes en el numerador y
denominador. Ademas los polinomios en a y los inversos de tales polinomios conmutan
uno con el otro (véase la Proposicion 3.3.3) y asi f(a) es independiente de la eleccién de
Py q. Esto nos genera la siguiente

Proposicién 3.4.3. Sean A un dlgebra con uno e, a € A y D una vecindad abierta no
vacia de o(a). Entonces la funcién f :=p/q— f(a) := p(a)(q(a))™! es un homomorfismo
lineal de R(D) en A el cual es una extension del homomorfismo de P(D) en A, y ademds
satisface que

o(f(a)) ={f(z):z € o(a)}.

En este caso f no puede ser una constante.
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Demostracion. La primera parte se verifica con lo obtenido previamente en (3.9).
Para la segunda parte sea A € C. Entonces existen ay,...,a,,7y € Cy 51,082,...,0mn €
C\ D tales que

A= f(2)=7(g —2)(ag —2) - (a — 2)(Br — 2) (B — 2) " - (Bm — 2) " con z € D.

Por lo tanto, utilizando el homomorfismo de R(D) en A, tenemos que
e — f(a) = B(are — a)(aze — a) - - - (ane — a)(Bre — 2) " H(Bae — 2) -+ (Bme — 2) L.

Ahora, como p es un polinomio no constante, se tiene que 7y # 0. Por lo tanto Ae — f(a)

es no invertible si y s6lo si age — a es no invertible para alguna k € {1,...,n}. Es decir,
si y solo si o € o(a) para alguna k € {1,...,n}. De esta forma se tiene que A € o(f(a))
siy sélosi A — f(z) = 0 para algin z € o(a). ]

Enseguida se expone un Teorema de importancia. Pero para su demostracién usaremos
el siguiente

Lema 3.4.1. Dado un entero positivo n, sean wq,ws, . . .,w, los ceros del polinomio z"—1.
Entonces se tiene la igualdad

1 1 — 1
1—z”_ﬁk2:;1—

z
Wk
Demostracion. Sea wy, k=1,...,n, uno de los ceros de 1 — 2™. Entonces
1 . _ ‘ WE—=2
ReS( 1—_zn» wk) - = hmz—)o.}k liz”

1 1
wi+wpn 1 nw,™ 1"

- - hmz—)o.;k Zn—1+zn—2

Por lo tanto

O

Teorema 3.4.2. Sea a un elemento de un dlgebra compleja con uno e, equipada con una
norma de dlgebra || - ||. Entonces existe un nimero complejo A en o(a) tal que |A| > r(a).
Lo cual implica la desigualdad:

r(a) = [lal|* < p(a).

Demostracion. Suponemos, sin pérdida de generalidad que p(a) = 1y también suponemos
que existe n > 1 tal que el anillo £ := {z € C: 1 < |z| < n} tiene interseccién vacia con
o(a). Se tiene entonces que para toda z € E se cumple que

ze —a € G(a),

y asi, por la Proposicién 3.3.5, la funcién z — z(ze —a)~! es continua de F en A, y como
E es compacto, esta funcién es uniformemente continua, por lo tanto dada € > 0, existe
0 > 0 tal que

N Ae —a)™t —p(pe —a) | <econ \up € By |A—pu| <6 (3.10)
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Ahora, dado un entero positivo n, sean wy, ..., w, los ceros del polinomio z" — 1; asi por
el lema anterior se tiene que:

1i 11
n l—wpy ™tz 1—27
k=1

Sea D = C\ E. Entonces D es una vecindad abierta no vacia de o(a), y cuando A € E
se tiene que A\wy € E, y esto implica que la ecuacion

%2221 1_wk711)\712 = 1—)\2”2" (Z c D)

relaciona funciones racionales que pertenecen a R(D). Por lo tanto, por la Proposicién
3.4.3

% Sorle—w AN a) Tt = (e = A"a)Tt (A€ E). (3.11)

Asf podemos definir para toda A € E la funcién ¢,(A) = 237 (e — w, A a) ™
Enseguida note que si A\, u € E con [A—p| < § se obtiene que Awg, pwi € E'y [Awp—pwy| <
d. Entonces por (3.10) obtenemos que

| Awr(Awge — a) ™' — pwy(pwre —a) Y| <econ k=1,...,n;

y asi
len(X) —en()ll <& (A p € B, X —pl <9). (3.12)

Si Al > 1, lim, 0o e — A7"a" = e, y asi, por la Proposicién 3.4.3 y (3.11),

lim ¢,(\) =e.
n—o0

Continuando, elegimos A en E con |A| > 1y |\ — 1] < . Entonces, por (3.12)
lea(A) = (D] < (n=1,2,...),

y asi |le — ¢,(1)|| < € para una n suficientemente grande. Por lo tanto, cuando n — oo,
tenemos en turno que c,(1) = e, (e —a")™' — e, e —a" — ey a® — 0!!. Pero esto es
imposible, ya que

la[[ = (r(@)" =1 (n=1,2,...).

Esta contradiccién prueba que E N o(a) no es vacio. O]

Queremos hacer notar que como consecuencia de este ultimo Teorema 3.4.2 se tiene
que

lall> < p(a). (3.13)
Ahora considere la siguiente definicion de un algebra de Banach.
Definicién 3.4.3. Sea A con una norma de dlgebra ||-||. Decimos que A es de Banach

si A es completa con respecto a || -||. Tal dlgebra también es llamada dlgebra de tipo B
o B-dlgebra. Esto en simbolos se puede escribir A € B.
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Ejemplos de Algebras de Banach

Ejemplo 3.4.1. Sea X un espacio de Banach con respecto a una norma || - ||, y conside-
remos B(X) el espacio de Banach de las transformaciones lineales acotadas de X en X
con la norma

7| := sup [|T(x)]]

l[=lI<1

(vedse la Proposicion 3.1.1).

Definimos la multiplicacion
T-S:X—-X

como

T-S(x):=T(S(x))

para toda x € X. Se tiene que este producto tiene todas las propiedades para que B(X)
sea un dlgebra. Ademds de ello, tenemos que

TS| = supjpy< [[T(S(2))]

IN

SUP||z|<1 (TS (2))
= [T}5].

Entonces se tiene que B(X) es un dlgebra de Banach con respecto a esta norma de dlgebra
-1

Ejemplo 3.4.2. Sea Q un espacio Hausdorff compacto. Denotamos por C(2) al espacio
de todas las funciones continuas de valores complejos definidas en ). Este es un espacio
de Banach bajo la norma ||z|| := mdzcq|x(t)|. Ahora; como es claro que ||zy|| < ||=||||y]|,

C(Q) es un dlgebra de Banach con la multiplicacion de funciones. Y de hecho es un
algebra conmutativa con unidad.

Ejemplo 3.4.3. Sea Q un espacio topolégico Hausdorff. Denotamos por C(S2) al espacio
de Banach de todas las funciones continuas y acotadas sobre Q con la norma ||z| =
SUPseq |2(t)|. Entonces tal espacio es un dlgebra de Banach bajo la multiplicacion de
funciones.

Ejemplo 3.4.4. Denotamos por Li(—00,00) al espacio de Banach de funciones absolu-
tamente integrables sobre la recta real, con la norma

lz|| = /00 |z (t)|dt, x € Ly(—00,00).

La multiplicacion en Li(—o0,00) se define:
THY = / x(t — 7)y(T)dr.

Esta multiplicacion es conmutativa y asociativa, ademds,

eyl = [ |/t = i) ard
S Lol = 7)ly(r) drdt
Sl >|f_°;| (t = 7ldtdr = ||z]l[]y]

IHIA
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de esta manera Li(—00,00) es una dlgebra de Banach. Se puede verificar también que
Li(—00,0) no tiene uno e. En efecto, supongamos que si lo tiene; entonces consideremos
la funcion en Li(—o00, 00)

0, t+#t
5150 (t) =
1 5 t:to
Por consiguiente se tiene que
1 - 6t0 (t())
= ex0y(to)

= f_oooo e(to — 7)oy, (T)dT

= 0
=1=0.
Pero esto ltimo es una contradiccion, por lo tanto tal uno e no existe.

Ejemplo 3.4.5. Denotemos por {1(—o0,00) al espacio de Banach de sucesiones dobles
de nimeros complejos o = {a, }°2 . con la norma

o

lall =" lal.

n=—0oo

Es un dlgebra de Banach con la multiplicacion definida de la siguiente forma:

(a * /B)n = Z Cn— e B,

n=—oo

es decir, a* [ es la sucesion cuya n-ésima entrada es igual a (a* f3),. Se puede verificar
facilmente que (1(—o0,00) es un dlgebra con uno e. El elemento uno es la sucesion e :=

{6()”}7
0 para 1 # j,
5ij =
1 para ©=j.

Esto es claro puesto que para toda « € £1(—00,00) se cumple que:

(Oé * e)n = 2202700 Op— L€k

o
= Zk:_oo Qp— 100k

Asimismo también se cumple que

(6 * a)n = Z;o:ﬂ)o En—kQk

= > pe o O0(n—k)

J.ex o= .
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Ejemplo 3.4.6. Denotamos por A al dlgebra de todas las funciones holomorfas en el
disco abierto D = {z € C : |z| < 1} y continuas en su cerradura. Esta es un dlgebra de
Banach bajo la norma

|z]| = mdzy<i]|z(t)| = mdny=1|z(t)]

y multiplicacion puntual de funciones. El dlgebra A puede ser considerada como una
subdlgebra del dlgebra C(D).

Ejemplo 3.4.7. Denotamos por Hy, al dlgebra de todas las funciones holomorfas y aco-
tadas en el disco unitario complejo D con la multiplicacion puntual de funciones, y la
norma ||z|| = sup |x(t)|. Esta es un dlgebra de Banach, una superdlgebra de A.

3.5. La norma ||||op, de una A-norma |||

Sea || - || una norma A-convexa sobre un algebra A. Entonces se define la norma
operador ||||op asociada a ||| como:

[ zllop := sup [lzyl| (3.14)
lyl<1

A continuacién probaremos que ||||op €s una norma m-convexa sobre A. Pero antes
notamos lo siguiente, lo cual es de cierto interés:
Puesto que ||| es A-convexa, se tiene que para cada x € A, existe M, > 0 tal que
|lzy|| < M.|ly|| para cada y € A.
para toda x,y € A. Entonces, vale que

[#llop = sup [lzyl| < M, sup y[| = M,.
lyli<t lyll<t

Si A tiene uno e, entonces ||e||op = 1, puesto que por definicién:

lellop = sup [lyl] =1
llylI<1

También es facil ver que
eyl < llllopllyll; (3.15)

ya que
¥

2
1yl

< llllop-

Enseguida nuestro proposito.
Teorema 3.5.1. ||||,, es m-conveza

Demostracion. Sean x,y € A, entonces

lzyll = supy.< lzy2|
< 2 llop - supyzy<i [yl

= l#llopllyllop-
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Enseguida, consideraremos una norma A-convexa, y observaremos que la norma ope-
rador ||||op nos puede inducir la m-convexidad de la norma A-convexa. Entonces veamos
esto con el siguiente:

Lema 3.5.1. Sea A una dlgebra conmutativa con una norma |||| A-convexa. Entonces |||
es m-convexa si y solo siVr € A, ||| < ||z

Demostracion. [=]. ||| es m-convexa si Va,y € A se cumple que

lzyll < [l lyl]

Entonces si y # 0, % < |lz||, por lo tanto por (3.14)

[llop < ]

[<]. Aqui tenemos que Vz € A, ||z||op < ||z||, entonces siy € A se cumple que ||z]|op||y|| <
|lz||||y]|, por lo tanto dada la propiedad (3.15) obtenemos que Vz,y € A

[yl < flellopllyll <l 1yl
de donde ||| es m-convexa. O

Por lo tanto, si deseamos estudiar la estructura multiplicativa de ||||, es de utilidad
comparar ||| con su norma operador ||||op. Ahora, en [3] se define una constante, la cual
es de importancia en el estudio de la relacion entre |||| v ||||op- Asi, sea

m([[[]) == sup [[yllop, y € A.
lyll<1

Diremos que m(||||) es el mddulo de m-convexidad de |||| sobre A. De la definicién de
m(]|]|) se sigue que, para cada x € A, ||z]lop < m(]||])]|z||. Por consiguiente, por el Lema
3.5.1 se sigue la siguiente

Proposicién 3.5.1. Una norma ||| es m-convexa sobre A si y sélo st m(||||) < 1.

Demostracion. [=]. Supongamos que [||| es una norma m-convexa y m(||||) > 1, entonces
tenemos que Vr € A:
[ llop < [l < m([H)]]l

asi si x = 0, se obtiene que 0 < 0, lo cual es un absurdo.
[<]. Sea € A, luego como m(]|||) < 1, se sigue que m(|||])||z|| < ||z||. Por lo tanto,

como se cumple que ||z||op < m(]|]|)]|z]], se sigue que Va € A, ||z||op < [|z||, de donde || - ||
es m-convexa. O

Por otro lado, es facil verificar que si m(||||) es finito (i.e., m(]||]) < oo), entonces
VE >0, m(k||) = (1/k)m(]|||). En efecto

i) = fsuppycr l1yllo
= supHyHg %HyHOP
= SUP|ky<1 ”%yHop
B 1
= SUDgLy|<1 ||EyHop

= ksupiy<i [1gyllop = Em([ll])-
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Por tanto, ||| puede ser considerado como una norma m-convexa sobre A si m(||||) es
finita.

3.6. Ideales y Algebras de Banach

Antes de continuar consideremos la siguiente Proposicién sobre ideales y cerradura en
ideales.

Proposicién 3.6.1. Si I es un ideal (derecho izquierdo o bilateral) de un dlgebra normada
(A, ]| - ||) 2 su cerradura también lo es (derecho, izquierdo o bilateral).

Demostracion. Aqui probaremos el caso de ideal izquierdo, siendo similar para los otros
Casos.
Primero demostraremos que cl(I) es un grupo con la suma. Sean z,y € cl(I), entonces se
cumple que

B(z,e1) NI #0 (3.16)

y que
Bly,es) NI #0 (3.17)

Demostraremos entonces que B(z — y,e1 + 2) N T # (.
En efecto, de (3.16) supongamos que o € B(x,e1) NI, y de (3.17) supongamos que
p € B(x,e9) N I; entonces se tiene que ||z — af| < ey ||y — B < ea.
Ahora note que
e —y—(a=B) = lz—y+B—all=lz—a+B—y|
< llz—all+ 18—yl <e1+er

Por lo tanto a — § € B(x —y,e1 +€2), y asu vez a — 3 € I puesto que [ es ideal. Asi
x—y € cl(l).

Enseguida probaremos que si @ € Ay x € cl(/) entonces ax € cl(I). En efecto, si
a=0,ar =0 € [ C cl(l). Supongamos entonces que a # 0. De esta forma V§ > 0,
B(x,d) N1 # 0. Supongamos que « € B(z,d) N1,

=|lz—al <§ y a€l

= llallllz —all <flalld y axel

= |lax — aal| < ||a||d (aqui note que ||a||d > 0)

c.aa € Blaz, ||al|d) N1,
de donde az € cl([).

Asi cl(I) es un ideal de (A, || - ||). O

2Aqui estamos considerando ya algebras de Banach A, ademés de que sean A-normadas o también
llamadas normas de dlgebra.
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Ahora veamos una proposicion adicional que trata sobre el conjunto de los invertibles
de una &lgebra normada.

Proposiciéon 3.6.2. El conjunto G(A) de los elementos invertibles en un dlgebra de
Banach (A, || -||) con uno e es abierto.

Demostracion. Primero demostraremos que los elementos del conjunto abierto U := {z €
A : |le — z|| < 1} son invertibles. En efecto, poniendo y = e — z para x € U tenemos
que |ly|| < @ < 1 para algin «, por lo tanto [|y"|| < " y la serie )" > 4™ converge
absolutamente en A. Entonces, sea z := Y, y"; luego se obtiene que:

zx = z(e —y) = iy" — iy”“ =e.
n=0 n=0
1

Similarmente vz = e, asi z = 27!, Ahora, seat € G(A),yseay € Atal que ||[y—t| < =T

entonces ) . .
lyt= —ell = [lyt7 =t

< [ty =l < 1,

de esta forma, yt~! es invertible, y como ¢ es invertible, entonces y € G(A). Por lo tanto
todo elemento de G(A) tiene una vecindad abierta que consiste enteramente de elementos
invertibles. O

Corolario 3.6.1. La cerradura de un ideal (izquierdo, derecho, bilateral) propio I de un
dlgebra de Banach (A, || -||) con uno e, es un ideal, del mismo tipo, propio.

Demostracion. Es facil ver que la cerradura de un ideal es un ideal (vedse la Proposicion
3.6.1). Puesto que [ es propio, se tiene que I N G(A) = ().
Supongamos que I es un ideal izquierdo propio tal que Iy € ING(A), entonces Iz € G(A)
tal que

xy=-e€l,

lo cual es un absurdo.
Por lo tanto como G(A) es abierto, se tiene que

cla(I)NG(A) =0,
lo cual implica que la cerradura de I esta contenida propiamente en A. O
Corolario 3.6.2. Todo ideal maximal M de un dlgebra de Banach A con uno e es cerrado.

Demostracion. Ya sabemos que M C cerr(M). Demostremos entonces que cerr(M) C M,
en efecto, si M = A es claro; pero si no, como no existe otro ideal propio J de A tal que
M C J, por ser M maximal; se tiene que por el Corolario anterior cerr(M) C M. Asi M
es cerrado. O]

Teorema 3.6.1. Todo ideal propio estd contenido en un ideal maximal.

Demostracion. Esto es consecuencia del lema de Zorn-Kuratowski el cual nos dice que:

«Todo conjunto parcialmente ordenado no vacio en el que toda cadena (subconjunto
totalmente ordenado) tiene una cota superior, contiene al menos un elemento maximal»

Aqui puede confrontar la Seccién 1.3 del libro de Zelazko [20]. O]
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Teorema 3.6.2. Sea a un elemento de un dlgebra de Banach (A, ||-||) con uno e. Entonces
o(a) es un subconjunto compacto de C.
Ademds

maz{|\| : X € o(a)} = r(a). (3.18)

Demostracion. Sea |A| > r(a). Entonces r(A7'a) < 1, de esta forma por definicién de
radio espectral e — A™'a es invertible, es decir, A ¢ o(a). Esto demuestra que o(a) C {\ €
C: |\ < r(a)}, y junto con el Teorema 3.4.2 también se demuestra (3.18). Asi, solo falta
probar que o(a) es cerrado, en efecto, note que C\ o(a) es la imagen inversa del conjunto
abierto G(A) con respecto a la funcién continua z + z — a. Por lo tanto C \ o(a) es
abierto. O

Teorema 3.6.3. Sea A un dlgebra de Banach con uno e; entonces la operacién x — x =1

es continua sobre G(A).

Demostracion. Sea x,, € G(A), n =1,2,..., y limz, = y € G(A). Queremos entonces
probar que lim z~! = y~!. Supongamos entonces que y = e; de esta forma existe un entero
positivo N tal que ||e — z,|| < 3 para n > N. Con esto tiltimo obtenemos que:

— - - . 1
lza M = 1) (e =) I <D le—aall* < oF = 2
k=0 k=0 k=0

para n > N, asi

o™t = ell = llza ™ (e = z) || < llzn ™ [lle = zall < 2le — 20l

paran > N, de donde lfim 2, 7! = e. Ahora sea y algtin elemento invertible de A. Entonces,

como y 'z, € G(A) y limy~'z, = e, obtenemos que:

lim(y 'z,) ' =limz,'y=¢ y limz, =y L

]

Posteriormente vamos a establecer que si A es un dlgebra de Banach entonces Va € A
o(a) es no vacio (aqui vedse el Teorema 4.1.2).

Ahora probaremos el Teorema de Gelfand-Mazur, el cual es crucial para la teoria in-
tegral de dlgebras de Banach.

Teorema 3.6.4 (Gelfand-Mazur). Sea A un campo de tipo B sobre C (i. e., A conside-
rado como un espacio vectorial topoldgico resulta un espacio de Banach). Entonces A es
isomorfo al campo de los nimeros complejos.

Demostracion. Es suficiente demostrar que cada elemento x € A tiene la forma x = Ae,
donde A es un escalar complejo. Suponga que este no es el caso, es decir, que existe un
x # e para todo A € C. Por lo tanto tenemos que x — Ae # 0 para cada A € C; de esta
forma el inverso (z — \e)™! existe para A € C.

Sea f un funcional lineal continuo sobre A tal que f(z™') # 0 y escribimos ¢(A\) =
f ([x — Xe]™1). Enseguida probaremos que ¢()) es una funcién entera. En efecto,

pA+h) — (V)

- =f ([x — el — (A + h)e]_l) :
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hacemos h — 0; el limite en el lado derecho existe por el Teorema 3.6.3. Ademas,

=1 (-9

|A1\i£>rloo (; B €>1 -

para A # 0, y ya que

asi

lim |@(\)] =0.

[A| =00

Entonces en virtud del Teorema de Liouville (vedse el libro de Conway [8], pag. 77)
obtenemos que ¢(A\) = 0, lo cual es imposible puesto que p(0) = f(x~!) # 0. Esto es una
contradiccion a la suposicion de que x # Ae para toda A € C. O

Enseguida examinaremos los conceptos de espectro de un elemento para las algebras
sin unidad mediante la siguiente teoria:

3.7. Algebras sin uno

En esta seccién veremos algebras que carecen uno, a menos de que se indique lo
contrario. Comencemos entonces con las siguientes definiciones:

Definicién 3.7.1. Sea (A, || - ||) un dlgebra normada. Entonces si A no tiene uno, defi-
nimos su unitizacion A ® Ce de la siguiente manera

AdCe:={z+Xe:z€ A\ C}
con las operaciones siquientes
(x+Xe)+ (y+Be) = (x+y)+ A+ P)e

alx+Xe) = azx+ lae

(z+Xe)(y + Be) = zy+ Ay+ B+ Aje.

A @ Ce tiene como norma
|z + Xe|l1 = ||z]| + |\ (3.19)

Es de rutina verificar que || - |1 es una norma.

Definicién 3.7.2. Dados x,y elementos de una dlgebra A, el cuasi-producto de x con
y es el elemento x oy de A definido de la siguiente forma

roy=x+y—2xy
De aqui surge la siguiente
Proposicién 3.7.1. (1) (xoy)oz=x0(yoz).
(2) xo0=00x=zx.
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Demostracion. (1) Notese que:

(roy)oz = (voy)+z—(roy)z
= x4+y+tz—axy—zxz—yz+axzyz=zxo0(yoz).

(2) Esta demostracién es clara.

Proseguimos con otra

Definicién 3.7.3. Sea x un elemento de un dlgebra A. Se dice que los elementos vy, z de
A son respectivamente cuast-inversos izquierdo y derecho de x si cumplen que:

yoxr=0, zoz=0

Un cuasi-inverso de z es un elemento de A que es cuasi-inverso izquierdo y derecho
de z, y se denota por x?. En este caso se dice que x es cuasi-invertible; si x no lo es,
entonces se dice que x es cuasi-singular.

Si  tiene un cuasi-inverso izquierdo y y un quasi-inverso derecho z, entonces por la Pro-
posiciéon 3.7.1 y = z.

Observaciéon 3.7.1. Cabe senalar en este momento que en dlgebras con uno también son
completamente validos los conceptos de cuasi-producto, cuasi-invertible, cuasi-singular y
CUASI-INVETSO.

Continuamos con la siguiente

Proposicién 3.7.2. Sea A un dlgebra. Entonces un elemento u € A tiene cuasi-inverso
v sty solo si (u— e) tiene como inverso a (v —e) en A @ Ce.

Demostracion. Considere que:
(u—e)(lv—e)=e—uow.
O

Observacién 3.7.2. En este caso es conveniente mencionar que la funcion a — a + Oe
es un isomorfismo isométrico de A un dlgebra cualquiera (ya sea con uno o sin uno) sobre
una subdlgebra de A + Ce.

Proposicién 3.7.3. Si xy es cuasi-invertible por la izquierda (derecha), entonces yz es
cuasi-invertible por la izquierda (derecha).

Demostracion. Note que si z es el cuasi-inverso izquierdo de xy, entonces se tiene que
(yzz —yz)oyzr = y(zoay)r =0,
y a su vez, si z es el inverso derecho de zy, entonces se tiene que
yro (yzz —yr) = ylzyoz)r =0.
m

Corolario 3.7.1. Si A tiene uno e, entonces (e — ab) es invertible si y sdlo si (e — ba)
es tnvertible.
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3.8. Completacion de un algebra A-normada
Empezamos esta parte con una

Definicién 3.8.1. Sean (X, d) y (Y, p) espacios métricos. Se dice que (Y, p) es una com-
pletacion de (X,d) si (Y, p) es completo y existe una isometria f: X — Y tal que f[X]
es un subconjunto denso de Y .

Aqui, antes de continuar veamos el siguiente

Teorema 3.8.1. Si (A,| - ||) es un dlgebra de Banach entonces la unitizacion A @ Ce
también lo es.

Demostracion. Es de rutina verificar que A & Ce es un algebra segtin las operaciones
definidas en la Definicién 3.7.1. Entonces ahora probaremos que A @ Ce es completo. Sea
(cvn,) una sucesién de Cauchy en A @ Ce, por demostrar que o € A@ Ce tal que o, — .
En efecto, como («,) es de Cauchy Ve > 0 existe N € N tal que Vm,n > N se cumple
que

|am — anll1 < e

= || T — Tol| + [ A — M| <o,

luego, como A es de Banach y C es un espacio completo, existen x € Ay A € C tales que
lim,, oo T, = T

&

limy, 00 A = A

Entonces
lim o, = lim (x, + \ye) = x + de = a € A+ Ce,
n—oo n—oo
de donde A + Ce es completo. H

Ahora presentamos un Teorema relevante enunciado originalmente por Gelfand.

Teorema 3.8.2. Sea (A, ||||) un dlgebra de Banach. Entonces existe ||| - ||| una norma
m-convezxa sobre A equivalente a || - ||. Por lo tanto A resulta ser de Banach. Si A tiene
uno e, entonces ||le||| = 1.

Demostracion. Sea X = A, si A tiene uno e. Si no, X = A @ Ce. Por consiguiente por el
Teorema 3.8.1, X es un algebra de Banach con uno e, y A es una subélgebra propia o no
de X.

Entonces hay una transformacion ¢ : A — B(X), ¢(x) = T, donde T,(y) = zy. Es fécil
ver que Vo,y € Ay VA n €K, Thpypy = Ny + ply y Ty = T,T,; ademés si T, = 0 en
B(X), entonces Yy € A, T,.(y) = xy = 0, y por consiguiente se tiene que x = 0 poniendo
y = e. Esto nos verifica que ¢ es un isomorfismo algebraico de A en B(X).

Ahora veamos que |||z||| = |T%| es equivalente a la norma original || - || definida en A. En
efecto,

zll] = 7% = sup [yl = |6

lyll<1

Y
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asi,

[l < {lelll[l]-

Las normas ||| - ||| y || - || son por lo tanto comparables y la equivalencia sera probada
si demostramos que el dlgebra A es completa con la norma |||||| (vedse 1.17 del libro
de Zelazko [20]) o, lo que es lo mismo, que la subdlgebra ¢(A) es cerrada con respecto
a la norma ||| - |||. Sea entonces (T, ), una sucesién de operadores lineales en p(A) los
cuales convergen a un operador lineal T en B(X). Para cualquier y, z € X tenemos que
T, (yz) — T(yz). Sabemos que la convergencia de operadores implica la convergencia de
ellos valuados en cada punto de X, y como la multiplicacién es separadamente continua,
tenemos pasando al limite que

T, (y2) = 2pyz = (wny)z = Ty, (y)2 — T(y)2

por lo tanto T'(yz) = T(y)z ; y si y = e se obtendra que T'(z) = T'(e)z. Enseguida nétese
que T'(e) = lim7T,, (e) = limx, = z¢ en A, porque A es completa. O sea que obtenemos
que T(z) = xoz = T,,(2). De esto ultimo se sigue que ¢(A) es una subdlgebra cerrada,
y asi |- | y || - || son equivalentes. Por iltimo, también es facil ver que |T.| = 1, y que

flop = TIHIT 0

Para el caso de algebras carentes de uno, la prueba de este Teorema se ha presentado
en la literatura matematica de la siguiente forma: Sea A, = A @® Ce la unitizacion de A, y
sea |||l como en (3.19). Asi, en este caso, la norma equivalente a |||| es el operador norma
de ||||1 sobre A, restringido a A, i. e.,

2] = ([lz + 0ell )gpey = sup[|(z + 0e)(y + Be)|s.
lyll+51<1

Aqui op(e) denota el operador norma sobre A.. Debe hacerse notar que esta norma incluye
un componente escalar extra que es independiente del algebra A, lo cual hace el uso de
([1[1)op(ey méds 0 menos complicado.

Corolario 3.8.1. En cada dlgebra de Banach A existe una norma | - |equiv equivalente a
la norma original || - |4 en A, la cual satisface la condicion

|xy‘equiv S ’x‘equiv‘y’equiva
y ademds también cumple que |e|equiv = 1 si A es unitaria.

Si A tiene una A-norma, entonces puede resultar que su completacién no sea un
algebra. Lo anterior se puede ver en el siguiente

Ejemplo 3.8.1. Aqui el dlgebra A es C[0,1] la cual consiste de todas las funciones
continuas de valores reales o complejos definidas en el intervalo [0, 1], equipada con las
operaciones de suma y producto de funciones. Sea ¢ la funcion cuya grdfica es:
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plx)y=z, 0<z<1.
Se define la norma en C[0,1] relativa a ¢ como:
[flle = mazo<o<i| f(2)p(2)].
Se puede probar que esta norma es A-convexa. En efecto:
[folle = mazocaca|f(2)g(2)p(2)]
< mazty<z<1|f(2)] - mazo<a<i|g(z)p(z)]
= [[fllsc - llglls-
Esta dalgebra no es completa y cuando la completamos no es dlgebra. Sea

ns s10< <

3=

para n = 1,2,.... Entonces se tiene que ()5, es una sucesion de Cauchy, ya que si
suponemos, sin perdida de generalidad, que n > m obtenemos que:

ns —ms , 0<az<i
- - n
_ — -2 2 1 1
(fo—Jfm)@)=q 273 —m3 | L<ao<L
0 , L <<l

m
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Por lo tanto

n _— — n
\fn = fmlo(z) < (x*%—m§>l , f<a<d
n n — — m
0 L<r<i

\ ) m — =

Y as?
( 2 , 0<z<i
n3

[fo = fmlp(@) < (n%—m§>% , l<a<d
\ O ) %Sxéla

de donde lim,, ;00 || fr — fimllp = 0. Sin embargo se tiene que
T [£2,61l, = lim n = oc.

Entonces lim,,_,o f, pertenece a la completacion del dlgebra, sin embargo, si lim, o fr, =
f, entonces f? no estd en la completacion.

3.9. Normas Espectrales

Definicién 3.9.1. Una seminorma espectral sobre un dlgebra A es un una seminorma
& sobre el dlgebra A, la cual es mayor o igual al radio espectral. Es decir,

pla) < &(a) Va € A.

Si la seminorma es de hecho una norma, en ese caso se dird que es una norma espec-
tral. Un &lgebra junto con una seminorma o norma espectral es respectivamente llamada
algebra espectral seminormada 6 dlgebra espectral normada.

Enseguida veamos el siguiente

Teorema 3.9.1. Para una norma & sobre un dlgebra A con uno e, son equivalentes los
siguientes incisos:

(a) & es una norma espectral.
(b) Paraa € A, |\ <&(a) <1, X € a(a), implica que e — a es invertible en A.

Demostracion. (a)=(b). Aqui tenemos que p(a) < 1, entonces 1 ¢ o(a), por consiguiente
e — a es invertible en A.

(b)=(a). Sea a € A que cumpla la hipotesis en (b), por lo tanto se tiene que ¢ — a €
G(a), de esta forma obtenemos que

pla) <1

de donde p(a) < &(a). Con lo cual € es una norma espectral. O
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Proseguimos presentando esta

Proposicion 3.9.1. Las siguientes condiciones son equivalentes para una norma de al-
gebra & definida en un dlgebra A con uno e.

(a) & es una norma espectral.

b) Sila sucesion (£(a™)) converge a 0, entonces la serie geométrica y .., a” tiene suma
q g n=1

en (A, o).
(c) Si>77 &(a™) es finita entonces la serie geométrica - a™ tiene suma en (A, ).
(d) Si |\ <&(a) <1, A€ o(a), la serie geométrica y -, a™ tiene suma en (A,¢§).

Demostracion. (a)= (b). Note que para una norma de algebra espectral &, la ecuacion
lim,, . &(a™) = 0 implica que a es cuasi-invertible en A, esto se sigue del hecho de que:

N N
ao _E a’ | = —g a’ | oa = aVt.
n=1 n=1

Enseguida demostraremos que —a? es la suma de la serie >~ | a". En efecto, note que
N n N n
I3 (aq +>._,a ) = ¢ ((e —a%)(e—a) <aq +>._a ))
< e—ag((e—a)(ar+ 20, "))

< (1+&@))€(ar+ X0 0 —aat = ) 0
= (1+¢&(a)€ (a? — aa? 4+ a — a™1?)
= (L+¢(am) (a™r).

Entonces € (a?+ >~ a") = 0, de donde se obtiene lo que se querta.

(b)= (c) =(d). Estas pruebas son inmediatas.

(d)= (a). Si la serie converge entonces note que:

(e —a) (e—i—Za”) = (e—i—Za”) (e —a)=ce.

De esta forma e — a es invertible y por el inciso (b) del Teorema 3.9.1 se tiene el resultado.
O

Ahora concluimos con las proposiciones en este capitulo.

Proposicién 3.9.2. En el caso de dlgebra de Banach (A, || -||) se tiene que:

lall> = p(a).
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Demostracién. Esto es porque segun el libro de Palmer [17] pagina 215 Corolario 2.2.8
toda norma de algebra completa es una norma espectral, asi tenemos que:

pla) < |laf| Va € A
= p(a") < |la"| Vn €N,
luego, sea A € o(a), entonces por la Proposicion 3.4.2 se tiene que A" € o(a™) y entonces:
(A" = A" < la”]],
por lo tanto [A| < [|a™||V/"
= A < lim oV
n—oo
= pla) < llaf[*.
Ya tenfamos en (3.13) que |[a||* < p(a) Va € A y por cosiguiente se da la igualdad. [

Enseguida, note que el modulo de m-convexidad (definido en la Subseccién 3.5 de este
trabajo) es de hecho el valor éptimo de aquellas constantes k > 0, que hacen a la norma
k|||| m-convexa sobre A. Es decir, si k > m(]|||), entonces k||| es m-convexa sobre A,y
si k < m(||||), entonces k||| no es m-convexa sobre A. Establezcamos lo anterior con el
siguiente

Lema 3.9.1. Sea el numero real k > 0, entonces se cumple lo siguiente:
1. Sim(]||]) < k entonces k||| es m-conveza.
2. Sim(||||) > k entonces k||| no es m-conveza

Demostracion. Demostraremos 1).

m(|[l) < k= gm([l) < 1= m(k|]) <1

= kl||| es m-convexa (vedse Proposicién 3.5.1)
Demostraremos 2).

m([[l) > &k = gm([ll) > 1= m(k[l]) > 1
= m(k||||) no es menor o igual a 1

= k||| no es m-convexa (vedse Proposicién 3.5.1)

Continuamos con el siguiente

Teorema 3.9.2. Sea A una dlgebra conmutativa, y ||| una norma completa sobre A que
hace a la multiplicacion separadamente continua. Entonces m(||||) es finito.

Demostracion. Para y € A, sea T, el operador multiplicacion sobre A, definido por
T,(x) = 2y, © € A. Es facil verificar que T, es un operador lineal ||||-continuo sobre
A. De hecho, para cada x € A, se tiene que ||T,(z)| = [|zy|| < ||z]lop|ly]]. Por lo tanto,
para cada = € A fijo, el conjunto {7, (z)|||y|| < 1} esta acotado por la norma ||||. De esta
manera, por el Teorema de Acotacién Uniforme (vedse el libro de Brezis [6] pagina 32),
m(|[[]) = supyy<1 [[yllop = supyy <1 [|7y[] es finito. u
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A continuaciéon presentamos un ejemplo tomado de la pagina 371 del articulo de
Arhippainen y Kauppi [3].

Ejemplo 3.9.1. Sea A = C([a,b]) el dlgebra de todas las funciones continuas de valores
complejos definidas sobre el intervalo [a,b] y equipada con operaciones algebraicas pun-
tuales (i.e., suma y composicion de funciones). A su vez, sea v una funcion continua de
la,b] en R para la cual v(a) =v(b) =0 yv(t) > 0, sit # a,b. Sean también |||le, v ||||o
dos normas A-convexas no completas sobre A, definidas por

b
e, =/ [x(®)]dt & [lzfl, = sup v(t)]x(t)], x € A.

tela,b]

Aqui se deduce que ([|[le,)op = (Illv)op = lllloo, y también que m(]|lle,) = m(|[]l,) = oo.
Note que las completaciones de (A, |||le,) v (A, ||||») no son dlgebras normadas. Ensequida
demostraremos que esta es una de las caracteristicas presentes en toda dlgebra normada

(A, [H) con m(][[]) = oo

Para una norma ||| sobre A dada, se denotard por A, a la completacién de A con
respecto a ||| y por |||l la extensién de ||| sobre A..

Teorema 3.9.3. Sea A una dlgebra conmutativa y ||| una norma A-convexa no completa
sobre A. Entonces (A, ||||c) es un dlgebra normada si y sélo si m(||||) es finito.

Demostracion. Si m(||||) es finito, entonces ||| es m-convexa en A, o bien, equivalente a
alguna norma m-convexa en A. Por lo tanto, de la teoria general de algebras normadas
se sigue que (A, ||||.) es una dlgebra normada.

Supongamos ahora que (A, ||||c) es una dlgebra normada. Ahora, como ||||. es completa
en A, se tiene que m(||||.) < oo. Por otro lado, es facil verificar que m(||||) < m(||||.), ¥
asi m(]|||) es finito. O



Capitulo 4

Algebras de Banach Conmutativas

Todas las dlgebras en esta seccién seran algebras de Banach complejas conmutativas
con una unidad e, a menos que se diga lo contrario.
Los teoremas y definiciones en este capitulo fueron tomados de [11] y [20].

4.1. Los Funcionales Lineales Multiplicativos

Definicién 4.1.1. Sea A un espacio de Banach. Una funcion f de A en C es un fun-
ctonal lineal acotado si:

(1) f()\1131 + )\2%2) = )\1f(3?1) + )\Qf(IQ) V:cl, o €A Y V/\l, Ay € C,' Y
(2) Existe M tal que |f(z)| < M||x|| para todo x € A.

Proposicion 4.1.1. Sea f un funcional lineal sobre un espacio de Banach A. Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) f es acotado;
(2) f es continuo;

(3) f es continuo en cero.

Demostracion. (1) implica (2). Si (z,,) es una sucesién en A que converge a x, entonces
lim,, ||z, — z|| = 0. Por lo tanto,

iy, [ f(2,) = f(2)] = M, |f (2, —2)|
< lim, M||z, —z|| =0,
lo cual implica que la sucesién (f(x,)),cy converge a f(x). Por lo tanto f es continuo.
El caso (2) implica (3) es una implicacién obvia.

Ahora (3) implica (1). Si f es continuo en 0, entonces existe 6 > 0 tal que ||z|| < ¢ implica
que |f(z)| < 1. Por lo tanto para cualquier b € A distinta de cero se cumple que

o) = 2|7 (i),

< 5ol

63
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Enseguida definimos una norma sobre el espacio de funcionales lineales acotados sobre
un espacio de Banach A.

Definicién 4.1.2. Denotaremos por A* al conjunto de todos los funcionales lineales
acotados sobre el espacio de Banach A. Para f en A*, definimos la norma de un
funcional lineal por

|/ (@)

11 =sup{—:x¢o}.

]

Entonces A* es llamado el espacio dual o conjugado de A.
Proposicién 4.1.2. El espacio dual A* es un espacio de Banach.

Demostracion. Es claro que A* es un espacio vectorial, también son obvias las propiedades
(a) y (b) de una norma (vedse la Definicién 2.6.1). Vamos a probar la propiedad (c), i.
e., la desigualdad triangular. Para esto, notese que

Ifi+ foll = sup, o U@l gy 16 hE)

[l lll

< i 48 o 2

= [AT+11I-

Finalmente, debemos demostrar que A* es completo. Para este fin, supongamos que
(fn)o2, es una sucesion de Cauchy en A*. Para cada x € A tenemos que | f,,(x) — fin(z)] <
| fr = fuallll]|, asi que la sucesién de nimeros complejos { f,,(x)}22, es de Cauchy para
cada z € A. Por lo tanto, podemos definir f(z) = lim, , f.(z). La linealidad de f se
sigue de la correspondiente linealidad de los funcionales f,,. Ademds, tenemos que existe
Ny € N tal que si n,m > Ny, entonces || f, — fm]| < 1; de esta manera para x en A
obtenemos que:

[f@)] < 1f(@) = o (0)] + [ ()]
< limy oo [fn(2) = o (2)] [ fv ()]
< Hmsup, oo [[fo = faollllz]l + 15 2]

< (T [ D]l

Asi, de esto ultimo se tiene que f esta en A*, con lo que inicamente nos resta probar que
lim, o0 ||f — ful| = 0. En efecto, dado € > 0, se puede escoger N tal que si n,m > N
entonces || f, — fm| < €. Entonces para z € Ay m,n > N, tenemos que

(= fa)@)] < (= fn) @)+ [ = fo) (2)]
< (= ) (@)] 4 ell]].

Y como lim,, o |(f — fin)(z)] = 0, de lo tltimo se obtiene que ||f — f,.|| < &. Por lo tanto
la sucesion (f,,)°, converge a f y A* es completo. ]

Ahora probaremos el Teorema de Gelfand-Mazur, el cual es crucial para la teoria
integral de algebras de Banach.
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Teorema 4.1.1 (Gelfand-Mazur). Sea A un campo de tipo B sobre C (i. e., A conside-
rado como un espacio vectorial topoldgico resulta un espacio de Banach). Entonces A es
1somorfo al campo de los nimeros complejos.

Demostracion. Es suficiente demostrar que cada elemento x € A tiene la forma x = Ae,
donde X es un escalar complejo. Suponga que este no es el caso, es decir, que existe un
x # Xe para todo A € C. Por lo tanto tenemos que = — Ae # 0 para cada A € C; de esta
forma el inverso (z — Ae) ™! existe para A € C.

Sea f un funcional lineal continuo sobre A tal que f(z™') # 0 y escribimos ¢(A\) =
f ([x — Xe]™!). Enseguida probaremos que ¢()) es una funcién entera. En efecto,

(A +h) —p(A)
h
hacemos h — 0; el limite en el lado derecho existe por el Teorema 3.6.3. Ademas,

=f(lz=Ae]Hz — (A +h)e] ™)

para A # 0, y ya que

asi

lim |@(A)] =0.

[A| =00
Entonces en virtud del Teorema de Liouville (vedse el libro de Conway [8], pag. 77)
obtenemos que ¢(A\) = 0, lo cual es imposible puesto que p(0) = f(x~!) # 0. Esto es una
contradiccion a la suposicién de que = # Ae para toda A € C. O

Enseguida un Teorema de interés

Teorema 4.1.2. Si A es un dlgebra de Banach con uno e y x € A, entonces o(x) no es
vacio.

Demostracidn. Si o(x) = (), Vf € A*, la funcién A — f[(z — Ae)™!] serfa una funcién
entera que se va al cero cuando A — oco. Entonces por el Teorema de Liouville, tal funcion
es identicamente la funcién 0. En particular se tiene que f(z~!) = 0 para cada funcional
lineal f € A*. Asi del Teorema de Hahn-Banach (vedse Corolario 1.28 del libro de Douglas
[11], pdg. 12) se sigue que z~! = 0, una contradiccién. Por lo tanto o(z) no es vacio. [J

Extendiendo la notacién de la Definicion 3.4.3 escribiremos A € B si A es un algebra de
Banach y A € BC si A es conmutativa. Similarmente, A € B, (A € BC,) significard que
A es un élgebra (conmutativa) con unidad. Esta notacién se puede usar por conveniencia,
es decir, para no escribir todo el enunciado: (A4, ||||) es de Banach (o Banach conmutativa,
o quiza Banach conmutativa con uno), se abreviard solo para A € B (o A € BC o quiza
A € BC,).

Definicién 4.1.3. Sea A un dlgebra de Banach con ¢ sin unidad. Un funcional lineal f
definido sobre A es llamado funcional lineal multiplicativo si

flzy) = f(2)f(y)  paratodo x,y € A, (4.1)
f(zx) #0. (4.2)
El conjunto de todos los funcionales lineales multiplicativos serd denotado por ' (A) o

simplemente M cuando no hay confusion.
p Y
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A continuacién presentamos unos ejemplos.
Ejemplo 4.1.1. Si un funcional lineal f satisface (4.1) y (4.2) entonces: f(e) =1

Demostracion. Tenemos que f # 0, entonces existe x € A con f(x) # 0, de esta forma
la ecuacién f(e)f(z) = f(ex) = f(z) implica que f(e) = 1. O

Ejemplo 4.1.2. Si f € 9 (A) y x es un elemento invertible en A, entonces f(x™1) =
[f ()]~

Demostracion. En este caso, note que se tiene que:
L=fle)=flz-a7") = fx)f(z™)

= fl2)f(a™h) =1
= f=7) = [f(@)]

Consideremos ahora la siguiente definicion:

Definicién 4.1.4. Sea V' un espacio vectorial sobre R o C y W un subespacio de V.
Decimos que la codimension de W es n, con n un nimero entero positivo, si el espacio
vectorial V/W tiene dimension n.

Observaciéon 4.1.1. En 1976 W. Zelazko (vedse el periddico matemdtico Studia Mathe-
matica de la Academia de Ciencias de Polonia: referencia exacta « Studia Math. 58:291-298,
1976») dio una caracterizacion de las dlgebras complejas conmutativas unitarias comple-
tas con norma m—convexa, ésta es que todos los ideales maximales en estas dlgebras son
de codimension 1.

Ahora vamos a establecer la conexién entre los funcionales lineales multiplicativos de
un algebra A y sus ideales maximales.

Lema 4.1.1. Si f € M (A), entonces My :={x € A: f(x) =0} es un ideal en A.
Demostracion. Seaa € Ay x € My, entonces f(ax) = f(a)f(z) = 0. O

Proposicién 4.1.3. Sea f € M (A), entonces My = {x € A: f(x) = 0} es un ideal
mazximal de codimension 1.

Demostracion. Tenemos que f(e) = 1, entonces (e, My) = A, ya que si y € A, entonces
(y — f(y)e) € M; y por lo tanto

y=fye+(y—f(ye)

con (y — f(y)e) € My.
Por lo tanto

A/Mf:{)\e+Mf)\€C}%“(C
]

El homomorfismo natural A — A/M = C, a — a + M, define entonces un funcional
lineal multiplicativo en A. Este funcional serd denotado por fy,.
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Teorema 4.1.3. Existe una correspondencia uno a uno entre los ideales maximales de
un dlgebra de Banach A y sus funcionales lineales multiplicativos; esta correspondencia

estd dada por la relacion

Demostracion. Si M es un ideal maximal, entonces es cerrado; y también el &lgebra
cociente A/M es isomorfa al campo de los nimeros complejos (vedse Teorema 4.1.1),
por lo cual A/M también es un algebra de Banach con unidad y sin ideales propios.
El homomorfismo natural fy, : A - A/M = C, a — a + M, es un funcional lineal
multiplicativo.

Por otro lado, si f es un funcional lineal multiplicativo no cero, es facil ver que My =
{r € A: f(z) = 0} es un ideal (vedse Lema 4.1.1), de esta manera por la Proposicién
4.1.3, My es un ideal maximal de codimension 1. O]

Por esta correspondencia también podemos llamar a los elementos de 9 (A) ideales
maximales, asimismo se puede identificar cada ideal maximal M de A con el correspon-
diente fj;. El conjunto 9 serd llamado conjunto de ideales mazximales de A.

Veamos ahora la siguiente

Proposicién 4.1.4. Dada un dlgebra de Banach A, se cumple que un funcional lineal f
es continuo si y solo si {x € A: f(x) =0} es cerrado en A.

Demostracién. [=]. En efecto, {x € A: f(z) =0} = f71({0}), el cual es cerrado por la
continuidad de f.
[<]. Supongamos que f no es continuo, entonces se cumple que:

Ve > 0,3z € A tal que |f(x)] > ¢z,
por consiguiente podemos definir una sucesién (z,,) C A tal que
|f(@n)| > nljzn]l > 0.

con lo cual tenemos una sucesién

De esta manera también se puede definir u, := ==

= Tl
unitaria (u,) tal que |f(u,)| > n, y entonces Vn € N, f(u,) # 0; y asimismo, podemos
definir la sucesién (v,,) de la siguiente forma:

Note que hasta aqui se tiene que:
1
[on]] < —,
n
entonces (v,) — 0.

Ahora, como {x € A: f(x) =0} # A, existe a € A tal que f(a) # 0, y entonces Vn € N
se cumple que a — f(a)v, € {x € A: f(x) = 0}. De esta forma

0= f(a)yo, —ag {v€A: f(z) =0},
lo cual implica que {z € A: f(x) = 0} no es cerrado. O

Ya que los ideales maximales de un algebra de Banach A son cerrados y como pre-
cisamente ellos son conjuntos cero de los funcionales lineales multiplicativos f; entonces
por la Proposicion 4.1.4 se tiene el siguiente



68 Algebras de Banach Conmutativas

Teorema 4.1.4. Todo funcional lineal multiplicativo en un dlgebra de Banach A es con-
tinuo.

Continuamos con el siguiente

Lema 4.1.2. Sea A un dlgebra de Banach; entonces todos los elementos x € A con
|z]| <1 son cuasi-invertibles.

Demostracion. Como ||z| < 1, entonces lim,,_, ||2"|| = 0, de esta forma el resultado se
sigue del hecho de que:

N N
T o —E " | = —E 2" | oz = 2N
n=1 n=1

Enseguida considere el siguiente

Teorema 4.1.5. El conjunto de elementos cuasi-invertibles de un dlgebra de Banach A
es abierto

Demostracion. Escribimos A; = A®Ce. Si x es un elemento cuasi-regular de A, entonces
existe un elemento x4 € A con z? o x = 0. Asi para cualquier y € A se tiene que

rioy = al'+y—aly=a'+y—aly—aioxw
= 294+y—aly—a!—x+alv

= y—z—z2ly+2iz=(e—2%)(y —x).

Consecuentemente
[z? oyl < le —29ly — ||,

asi, por el Lema 4.1.2, 2% o y es cuasi-regular para y lo suficientemente cerca a x. Por lo
tanto existe un z € A tal que 290 2% 0y = 0, de esta manera, como A es conmutativa,
se sigue que y es cuasi-regular. Asi existe una vecindad abierta de z que consiste de
elementos cuasi-regulares. O]

Ahora va otra

Definicién 4.1.5. Sea A un dlgebra cualquiera. Un ideal I C A es llamado un ideal
modular derecho (izquierdo) si existe un uno derecho (izquierdo) modulo I, es
decir, si existe un elemento e} € A (e € A) tal que x — zey € I (x — ehx € 1) para toda
x € A

Observacién 4.1.2. Obviamente, los elementos €} (€}) en la 4iltima definicion pueden
ser reemplazados por cualquier elemento € +m y €\ +m con m € I. También note que
si I es un ideal propio, entonces e & I (¢} ¢ 1), en efecto, probaremos esto 4iltimo para
I ideal modular propio derecho de A, siendo similar para los otros casos:

Demostracion. Supongamos que I es un ideal modular propio derecho de A un élgebra,
y que e} € I. Entonces, sea o € A, por lo tanto se tiene que o« — ae; € [ y e} € I, pero
esto implica que o € I, y asi A = I, lo cual es absurdo. O
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A su vez note que si I C J con J un ideal de A, entonces J también es un ideal
modular izquierdo (derecho) con unidad modular €% (e).
Un ideal I de A es llamado ideal modular si es a la vez un ideal modular izquierdo y
derecho. Por las observaciones previas, se sigue que para un ideal modular I existe un
uno modulo I, 1. e., existe un elemento e; € A tal que x —xe; € I yx—ejx € I para toda
x € A. En este caso tenemos que ¢ — ehet € I y el —ehel € I, asi e} — e} € I, entonces
el puede ser tomado como e;.

Teorema 4.1.6. Todo ideal modular propio esta contenido en un ideal modular maximal.

Demostracion. Esto es consecuencia inmediata del lema de Kuratowski-Zorn (aqui puede
confrontar la Seccién 1.3 del libro de Zelazko [20]). O

Lema 4.1.3. Sean A un dlgebra de Banach e I un ideal modular propio en A. Entonces
IN{xeA:|e—x| <1} =0.

Demostracion. Si |le; — || < 1, entonces por el Lema 4.1.2, e; — z es un elemento de
A cuasi-regular. Escribimos u := (e; — x)?; por lo tanto u + e; — x — ue; + ux = 0, de
donde e; = (ue; — u) + = — ux. Supongamos que x € I; entonces se obtendria que e; € I,
contrario a lo que remarcamos en la Observacion 4.1.2. O]

Este tdltimo lema implica los siguientes 2 corolarios:
Corolario 4.1.1. La cerradura de un ideal modular propio es un ideal modular propio.
Corolario 4.1.2. Todo ideal modular maximal es cerrado.

Ahora probaremos el analogo al Teorema 4.1.3 para algebras sin uno.

Teorema 4.1.7. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa compleja sin uno. Entonces
existe una correspondencia uno a uno entre los funcionales lineales multiplicativos de A
y los ideales mazximales modulares de A; esta correspondencia estd dada por la relacion

Demostracion. Si M es un ideal maximal modular, entonces es cerrado por el Corolario
4.1.2; y también el algebra cociente A/M es isomorfa al campo de los nimeros complejos
(vedse Teorema 4.1.1), por lo cual también es un dlgebra de Banach con unidad y sin
ideales propios. El homomorfismo natural fy; : A - A/M = C, a — a+ M, es un
funcional lineal multiplicativo como lo fue en el Teorema 4.1.3.

Por otro lado, si f es un funcional lineal multiplicativo no cero, entonces M; = {z €
A f(z) = 0} es un ideal modular. Porque entonces existe un elemento ey, € A tal
que f(en,;) = 1 (esto es porque se tiene que Vo € A, a — ey,a € My, y entonces
fla —ey,a) = 0, asi f(a) = flea,)f(), lo cual implica que f(ey,) = 1) y para
cualquier x € A tenemos que f(z — ey, x) = f(x) — flea,)f(x) =0,i. e, v —ey,xz € M.
Por lo tanto el elemento ey, define una unidad médulo My, de donde My es un ideal
modular. Por tltimo, por la Proposicién 4.1.3, M es un ideal maximal de codimensién
1. O

Observacion 4.1.3. Para dlgebras sin uno el simbolo M’ también denotard el conjunto
de todos los funcionales lineales multiplicativos o el conjunto de todos los ideales modulares
maximales.
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Corolario 4.1.3. En dlgebras de Banach complejas conmutativas sin uno los funcionales
lineales multiplicativos son continuos.

Corolario 4.1.4. Si A es un dlgebra de Banach y f € 9V (A), entonces || f]| = 1.

Demostracion. Primero note que para toda x € A se cumple que |f(x)| < ||z||. En efecto,
si tuvieramos que |f(zo)| > ||zo|| para dlgun zy € A, entonces, reemplazando zp por un
multiplo escalar apropiado axg, obtenemos que |f(axg)| > 1 > ||az|| de donde se tiene

que |f [(axo)™]| = | f(axo)|™ — oo mientras ||(cax)™|| < ||axzo||™ — 0, pero esto tltimo es
contrario al Corolario 4.1.3. Asf obtenemos que || f|| < 1.
Por otro lado, f(e) =1y |le|| = 1, lo cual implica que || f|| = 1. O

Corolario 4.1.5. En toda dlgebra de Banach A compleja conmutativa con uno e, existe
al menos un funcional lineal multiplicativo.

Demostracion. Si A es el campo complejo, entonces la identidad es tal funcional. Si A no
es un campo, entonces existe un elemento x € A que no es invertible y entonces el conjunto
xA es un ideal propio, asi por el Teorema 3.6.1, tal ideal propio zA estd contenido en
un ideal maximal. Por lo tanto el dlgebra A tiene un ideal maximal o, equivalentemente,
tiene un funcional lineal multiplicativo. O

Ejemplo 4.1.3. A continuacion exponemos un dlgebra de Banach real conmutativa con
uno y sin funcionales lineales reales multiplicativos.

Sea C con la estructura usual de dlgebra de Banach real conmutativa con uno. Si 1 :
C — R es un funcional lineal real y multiplicativo, entonces (1) = 1, de esta forma

—1=—y(1) = (1) = (i*) = ¥*(i)

lo cual tmplica que ¥ no es real. Por consiguiente no existe tal funcional lineal multipli-
cativo.

Ahora veamos otra

Definicién 4.1.6. Sea A un dlgebra de Banach, x € A. Definimos la funcion (M) sobre
M =M (A) por la formula

(M) = fu(z). (4.3)
Esta funcion serd llamada la transformada de Gelfand del elemento x € A. Por el

Corolario 4.1.4
sup |2(M)| < [|lz]. (4.4)
Mem

Denotamos por Cg(IM') al dlgebra de Banach de todas las funciones acotadas de valores
complejos definidas en MM con la norma |||l = suppeor @ (M)].

Lo siguiente es una consecuencia inmediata de la Definicién 4.1.6 y la desigualdad
(4.4):

Teorema 4.1.8. La funcion h : x — & es un homomorfismo continuo' del dlgebra de
Banach A hacia el dlgebra Cg(ON'). La imagen del uno e de A (bajo este homomorfismo)
es la funcion constante é(M) = 1. Todo funcional lineal multiplicativo en A es de la
forma f(x) = z(My), donde My es un punto fijo de M.

!Este homomorfismo ser4 llamado de ahora en adelante representacion o transformacién de Gelfand.
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Observacion 4.1.4. A partir de ahora A denotard la imagen de A bajo el homomorfismo
h, es decir, A = h(A) C Cg(M). A es un dlgebra normada (posiblemente no completa)
con la norma

[[#]|s = sup [2(M)]. (4.5)
Concluimos con el siguiente

Teorema 4.1.9. Un elemento x € A es invertible si y sélo si &(M) # 0 para todo
M e M. En este caso
(@1)(M) = [2(M)] . (4.6)

Demostracion. Si &(My) = 0, entonces © € My y x no puede ser invertible. Por otro lado,
si  no es invertible en A, entonces xA es un ideal propio en A, por consiguiente estd
contenido en algin ideal maximal M. Claramente x € My, asi #(M,) = 0. La férmula
(4.6) se sigue inmediatamente del Ejemplo 4.1.2. O

Observacion 4.1.5. El simbolo M es preliminar, y hasta ahora lo hemos visto como un
simple conjunto. Sin embargo puede ser equipado con una topologia (o inclusive con dos
topologias distintas) y el espacio topolégico que resulta se denota por M o M(A). Por
supuesto, todos los teoremas de esta seccion son vdlidos con I en vez de M’ ya que estos
no involucran a la estructura topolégica de .

Proseguimos con el siguiente

Teorema 4.1.10. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con uno e. Sea a € A,
entonces

o(a) = {f(a) : f € M(A)}.

Demostracion. Sea A € o(a), entonces Ae — a no es invertible. Luego tomamos el ideal
(Ae —a) - A que es propio; asi por el Lema de Zorn-Kuratowski, existe M ideal maximal
que lo contiene, por consiguiente, ya que e € A, A\e — a € M. De esta manera, como

M < fu,
se tiene que
f(Ae—a)=0
= A= f(a)

coo(a) C{f(a): feMA)}.

Por otro lado, sea f € M(A), entonces f(a)e — a no es invertible, ya que

f(fla)e —a) =0.

A continuacion presentamos esta

Proposicién 4.1.5. 2 Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con uno e. Entonces

a € A es invertible si y sdlo si f(a) #0, Vf € M(A).

2Esta es la llamada Propiedad de Norbert-Wiener para un algebra de Banach.



72 Algebras de Banach Conmutativas

Demostracion. Por un lado es facil, porque si f(a) = 0 para alguna f € 9(A) entonces,
a € My, y por lo tanto a no es invertible.

Por otro lado, supongamos que f(a) # 0, Vf € M(A), y que a no es invertible. Entonces
aA es un ideal propio de A, por consiguiente existe M ideal maximal de A tal que aA C M.
Asi a € M, y por la biyecciéon M <> fy, se tiene que fy(a) =0, lo cual es absurdo. [

Ahora veamos el siguiente
Ejemplo 4.1.4. M,,5(C) es un dlgebra, pero no tiene funcionales lineales multiplicativos.

Demostracion. En efecto, supongamos que f es un funcional multiplicativo del alge-
bra Mys(C), es decir, f € M (May2(C)). Ahora considere los siguientes elementos de

M2><2(C):
0 1 0 0
=(00) v 1=(10)
Entonces
o o (00
O‘_ﬁ_<o 0
y ademas

Por lo tanto obtenemos que:

Lo cual es absurdo. O
Enseguida otra

Definicién 4.1.7. Una funcion x — x* de un dlgebra de Banach A sobre si misma es
llamada una tnvolucion si satisface las siquientes condiciones:

1. (x%)* =,

2. (x+y) =z + vy,
3. (wy)" =y ",

4. (ax)* = ax*,

donde x,y € A y a es un escalar complejo.
A continuacién presentamos 2 ejemplos de algebras con involucién.
Ejemplo 4.1.5. A = C(Q) (vedse el Ejemplo 3.4.2),

x*(t) = x(t),t € Q.

Verificamos que x* cumple con 1-4 de la definicion anterior.
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1. (x*)* = z. En efecto; veamos que (x*)*(t) = x(t), para toda t € Q:

(@) (1) = ()

(z+9)"(t) = (z+y)(1)

= 2" (t) +yr(t) = (" +y7)(t).
3. (xy)* = y*z*. Aqui se tiene lo siguiente para toda t € §):

(zy)"(t) = (zy)(t)

4. (ax)* =ax*. En efecto,

(az)*(t) = oux(t)

= ax*(t).

Ejemplo 4.1.6. Sea A = H,, como en el ejemplo 3.4.7.
Aqui se define la siguiente involucion:

= z(t), t| < 1.
Verificamos las propiedades 1-4 de la definicion de involucion:

1. (z*)* = x. En efecto; demostraremos que (z*)*(t) = z(t), |t| < 1:

(@) (1) = ()
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2. (x+y)* = 2" +y*. Para la prueba note que si |[t| < 1 se cumple que:

(z+y)"(t) = (v+y)1)

= @"(t) +y*(t) = (" +y")(0).
3. (zy)* = y*z*. En esta parte se tiene lo siguiente para toda t € C tal que |t| < 1:

(zy) (@) = (zy)(?)

(az)*(t) = o



Conclusiones

Concluimos este trabajo con un problema de dos incisos resueltos. Note que se pueden
comparar, en cierta parte, caracteristicas en el campo de los nimeros reales R o los
numeros complejos C con caracteristics en un algebra de Banach. Por ejemplo, sabemos
que el radio de convergencia de la serie de potencias de la exponencial

OOI
“=2

es infinito (esta definicién es, de hecho aplicable a todos los nimeros complejos z € C),
y entonces, por el Teorema 3.3.5 del libro de Kadison-Ringrose [13], descubrimos que
también existe convergencia para la exponencial (e, a € A) pero ahora no en un campo
solamente, sino también en espacio matemadatico mas elaborado, el cual en este caso es
un algebra de Banach unitaria A. O quiza por ejemplo podriamos extender la siguiente
propiedad de la exponencial en el campo de los complejos, hacia un dlgebra de Banach:
e*eV = e*T 2 w € C. Esto parece que evidentemente se cumple también en un dlgebra
de Banach, pero en el siguiente Teorema se demuestra que los elementos del algebra de
Banach unitaria deben ser conmutativos

Teorema 4.1.11. Sea A un dlgebra de Banach con uno. Definimos la funcion expo-
nencial exp: A — A por exp(a) = e, donde

a an
e :ZH’VQEA' (4.7)

Demostracion. Como la expansién (4.7) converge ademés de que a y b conmutan, se
obtiene que:

eaeb = Zn On' Zm Om'

— Zk Oklzno() nbk n_ea—i-b.
]

Como se puede ver hay algunas similitudes entre los resultados ya obtenidos en es-
pacios mas sencillos, a un espacio mas elaborado. Entonces veamos a continuacion el
problema prometido:

75
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Problema 1

Sea A una algebra de Banach con uno y sea a € A tal que o(a) C R. Usando el
célculo funcional holomorfo se define ¢ := € (es decir, se debe tener en consideracién
que f(z) = e® con z € C es holomorfa en todo el plano complejo, esto es, se dice que es

entera y se define:
k

OOZ
R _
=D

k=0

es paralela a la definicién de la serie de potencias para los argumentos reales, donde la
variable real se reemplaza por una compleja). Entonces:

(a) ¢ es invertible.
(b) o(c) esta contenido en el circulo unitario.

(a). Demostracién. Sabemos que la funcién f(z) := €'* es entera y como por hipdtesis
o(a) C R, tenemos que por el Teorema 3.3.5 del libro de Kadison-Ringrose [13]

o0 . n
ci= e = E (ia) € A;
n!
n=0

del mismo modo usando la funcién entera h(z) := e~ podemos definir

Entonces, proponemos que d es el inverso de c¢. Para demostrar esto usaremos el hecho
de que si a0y 8 son conmutativos en un algebra de Banach unitaria A, entonces se
cumple que:

e“e? = e (aqui véase el Teorema 4.1.11).

Por consiguiente veamos en este caso que ia y —ia (elementos del algebra de Banach
A) son conmutativos, asi

(ia)(—ia) = —i*a® = a*

y a su vez

(—ia)(ia) = —i’a® = a*;

de esta manera
(ia)(~ia) = (~ia)(ia) = a?,

de donde ia & —ia son verdaderamente conmutativos.

Asi:
cd = e i@ — ezaJr(fza) _ 60 _ 1.A
&
de = 6—ia€ia _ e—ia—‘ria) _ 60 _ 1.A
es decir,
cd = dc=14.

Con lo ultimo se prueba que ¢ es invertible en A. O
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(b). Demostracion. Sea C el circulo unitario, entonces
={ze€C:|z| =1}

Ahora, sabemos que la funcién g(z) := €% es una funcién entera, por lo tanto como por
hipétesis o(a) C R, tenemos que por el Teorema 3.3.6 del libro de Kadison-Ringrose

[13]
o(g(a)) = {g9(A) - A € a(a)},

es decir, '
o(c) ={e?*: X €o(a)} (4.8)

y va que || = 1, obtenemos de (4.8) que
o(c) CC.

O

Entonces concluimos diciendo que en este trabajo también quisimos comenzar a investigar
sobre las similitudes que existen entre objetos matematicos no tan complicados como los
campos (R, C), y espacios a menudo bastante mas complejos como son las dlgebras de
Banach. También esperamos que alguien (a parte de nosotros) se interese en hacer un
trabajo mas especifico sobre las comparaciones que mencionamos en esta conclusién. Por
ultimo, note que se trato de llevar un «hilo conductor»sobre los temas en la tesis, llendo
de lo mas simple hasta lo mas complicado. Sin més jhasta pronto!



Bibliografia

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

Ahlfors, L. V. Complex Analysis, 2nd ed., McGraw-Hill, New York, 1966.

Aleksandrov, A. D., Kolmogorov, A. N. and Lavrent’ev M. A. Mathematics Its Con-
tents, Methods, and Meaning I and II. The M. 1. T. Press, Second Edition, 1969.

Arhippainen, J and Kauppi, K. On A-convex Norms on Commutative Algebras. Ar-
ticle of Rocky Mountains Journal of Mathematics. Volume 40, Number 2, 2010.

Bombal, F. Los Principios del Andlisis Funcional, Preprint.
Bonsall, F. F and Duncan, J. Complete Normed Algebras, Springer-Verlag, 1973.

Brezis, H. Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations,
Springer, New York 2011.

Casarrubias, Fidel & Tamariz, Angel. Elementos de Topologia General, 1a Edicion,
Facultad de Ciencias, Departamento de Matematicas UNAM. CDMX 2012.

Conway, John B. Functions of One Complex Variable, Second Edition, Springer, New
York 1978.

Dieudonné, J. History of Functional Analysis, Mathematics Studies 49, North Ho-
lland 1981.

Dieudonné, J. Abrégé d’Histoire des Mathématiques 1700-1900 I y II, Hermann,
1978.

Douglas, Ronald G. Banach Algebra Techniques in Operator Theory, Second Edition,
Springer, New York 1998.

Giles, J. R. Introduction to the Analysis of Metric Spaces, 1% edition, Cambridge
University Press, 1999.

Kadison, Richard V. & Ringrose, Jhon R. Fundamentals of the Theory of Operator
Algebras, Academic Press, New York and London 1983.

Larsen, R. Functional Analysis an Introduction, Editorial Marcel Dekker, New York
1973.

Larsen, R. Banach Algebras an Introduction, Editorial Marcel Dekker, New York
1973.

Lax, Peter D. Functional Analysis, Wiley-Interscience, USA, 2002.

78



BIBLIOGRAFIA 79

[17] Palmer, T. W. Banach Algebras and The General Theory of *-Algebras, Cambridge
University Press, 1994.

[18] Salicrup, G. Introduccion a la Topologia, Editores J. Rosenblueth y C. Prieto. Socie-
dad Matematica Mexicana, 1993.

[19] Spivak, M. Cdlculo Infinitesimal, 2a Edicién, Editorial Reverté, S.A.

[20] Zelazko, W. Banach Algebras, Co-edicién Elsevier Publishing Company & PWN-
Polish Scientific Publishers, 1973.



