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trabajo porque es lo que tengo ahora y ya te la deb́ıa. No puedo evitar llorar, se me da muy bien,
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Participación con el póster Effective thermal conductivity of composites with ellipsoidal inclus-
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la charla Propiedades térmicas efectivas de sistemas compuestos en el régimen de mesoescala,

realizado en Ciudad Universitaria, CDMX, 2019.

iii



Participación oral en la Primera Reunión de la Sección México de la Sociedad para las Ma-
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Resumen

En este trabajo estudiamos el problema de conducción de calor en sólidos cuyos portadores de

calor mayoritarios son fonones. En el primer caṕıtulo planteamos las condiciones de validez de la

ley de Fourier como modelo de conducción de calor en sólidos. En el caṕıtulo 2 propusimos un

método de homogeneización para calcular la conductividad térmica efectiva de sistemas compuestos

bifásicos para inclusiones esféricas, elipsoidales, ciĺındricas, ciĺındricas de sección trasnversal eĺıptica

y toroidales. En el caṕıtulo 3 incorporamos los efectos de memoria en el modelo de difusivo, dando

lugar a la ecuación de Cattaneo, definimos sus soluciones como ondas térmicas y discutimos algunos

de los aspectos f́ısicos relacionados con la construcción de un modelo de respuesta lineal causal para

describir el fenómeno de conducción de calor. En el caṕıtulo 4 propusimos la configuración de espejos

de Bragg térmicos, esto nos permitió discutir la posibilidad de extender el formalismo de la estruc-

tura de bandas de cristales al caso térmico. En el caṕıtulo 5 empleamos la ecuación de Cattaneo

para describir el problema de calentamiento fototérmico de nanopart́ıculas de oro embebidas en un

medio con tiempo de respuesta térmico no nulo, análogo a la configuración de la Terapia Fototérmi-

ca Plasmónica. En el caṕıtulo 6 dedujimos la ley de Fourier, la ecuación de Cattaneo-Vernotte y

la ecuación de Guyer-Krumhansl a partir de la Termodinámica Irreversible Extendida, cada una

obtenida modificando alguna de las condiciones de validez del modelo difusivo.
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Introducción

El trabajo la Teoŕıa Anaĺıtica del Calor de 1822 del f́ısico francés Jean Baptiste Fourier (1)

revolucionó el estudio de los procesos de transferencia de enerǵıa. En este trabajo, Fourier planteó

la formulación matemática que describe el proceso de conducción de calor en sólidos, ecuación

constitutiva que hoy conocemos como ley de Fourier. El problema de la conducción de calor en

sólidos fue abordado por Fourier desde la perspectiva de un fenómeno difusivo en un medio continuo

(2), esto rompió con el esquema mecanicista con el que hab́ıan sido tratados hasta el momento los

fenómenos f́ısicos, es decir, se transitó de descripciones reversibles a una irreversible. Respaldado por

la evidencia experimental, concluyó que el flujo de calor es directamente proporcional al gradiente

de temperatura, fluyendo de regiones de mayor a menor temperatura.

No es que el problema de la transferencia de enerǵıa térmica haya sido estudiado por primera

vez con Fourier, evidencia de esto es que la fecha de publicación de este trabajo corresponde a la

etapa tard́ıa de la revolución industrial, momento histórico occidental en donde la conversión de

enerǵıa mecánica y térmica modificaron radicalmente la producción y la reproducción de la vida

(3). De forma mutua, el desarrollo de la tecnoloǵıa y el de la termodinámica, permitieron el avance

acelerado de la industrialización e instauración de nuevos modos de producción. En buena medida

lo revolucionario del trabajo de Fourier se debe a la construcción de una maquinaria matemática

para describir el proceso de conducción de calor, cimientos de la f́ısica matemática moderna (2).

El impulso que ejercen entre śı el desarrollo tecnólogico y cient́ıfico ha llevado a plantear nuevas

preguntas relacionadas con el proceso de conducción de calor. Por ejemplo, el matemático británico

James Maxwell (4) observó que el modelo propuesto por Fourier supone que el calor se propaga a

una velocidad infinita, pregunta que retomamos en este trabajo y que se motiva en la posibilidad

de construir sistemas de transporte de calor rápidos. A esto se suma la tendencia en la fabricación

de sistemas bidimensionales y de escalas nanométricas, donde la ley de Fourier no describe correcta-

mente las propiedades térmicas, que suelen depender del tamaño del sistema (5). Este rompimiento

de la ley de Fourier deja la tarea de clarificar los mecanismos de transporte para los sistemas en
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mesoescala y las perturbaciones térmicas rápidas.

Hay tres mecanismos que originan la transferencia de calor: convección, radiación y conduc-

ción. Por un lado la convección es resultado del movimiento en bulto de un fluido; mientras que la

transferencia radiativa es la forma en que los sistemas alcanzan el equilibrio termodinámico con su

alrededor mediante la emisión de ondas electromagnéticas. La conducción de calor tiene lugar en

sólidos y fluidos en reposo, para fluidos es resultado del movimiento y colisiones de las moléculas,

mientras que para sólidos ocurre debido a las vibraciones de la red cristalina (fonones), el trans-

porte de electrones libres y magnones (6). Una diferencia fundamental entre los mecanismos, es que

tanto conducción como convección requieren de un medio para propagar la enerǵıa, mientras que la

radiación no. Cada uno constituye un rubro de estudio de la f́ısica por śı mismo. En este trabajo

se toma en consideración el mecanismo de conducción para sólidos, muchas veces también referido

como transporte de calor.

La miniaturización de los sistemas y el surgimiento de técnicas como la microscoṕıa de tuneleo

y de fuerza atómica que ha permitido caracterizarlos, lleva a observar que las propiedades f́ısicas

de estos sistemas se modifican respecto a su contraparte macroscópica. Por otro lado la fabricación

de metamateriales, caracteŕısticos porque sus propiedades f́ısicas no se presentan en la naturaleza,

también requiere de una descripción teórica.

Este trabajo comienza con el planteamiento de las condiciones de validez del modelo de con-

ducción difusivo, para lo cual se define el número de Knudsen, dado por la razón entre el camino

libre medio de los fonones y la longitud caracteŕıstica del sistema bajo estudio. Partimos de un

caso difusivo, formulamos un método de homogeneización para determinar la propiedades térmicas

efectivas de un sistema compuesto bifásico. A continuación, rompemos una de las condiciones de

validez de la ley de Fourier y admitimos la posibilidad de estudiar fenómenos con perturbaciones

térmicas rápidas, lo que nos lleva al planteamiento de la ecuación de Cattaneo y sus soluciones, a

las que denominamos ondas térmicas. En el siguiente caṕıtulo proponemos una configuración expe-

rimental que demuestre o refute la existencia de la propagación de tipo onduladoria del calor, que

denominamos espejos de Bragg térmicos. El caṕıtulo subsecuente parte de que las ondas térmicas

existen y propone su uso para describir el perfil de temperatura de una configuración experimental

que asemeja la técnica médica conocida como Terapia Fototérmica Plasmónica (PPTT). Concluimos

el trabajo con la exposición de un modelo de conducción que además de incorporar los efectos de

memoria de la ecuación de Cattaneo, considera los efectos vinculados a la miniaturización de los

sistemas.
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2.1. Teoŕıa de medio efectivo y sistemas compuestos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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ÍNDICE DE FIGURAS
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asteriscos a la dirección x2. (a) La ĺınea verde corresponde a f = 0.1, (b) la ĺınea azul
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de capa está dado por d = 100µm. La ĺınea negra corresponde a la parte real de
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Caṕıtulo 1

Transporte de calor de tipo difusivo

En este caṕıtulo exponemos las condiciones de necesidad para poder aplicar la ley de Fourier como

modelo de conducción de calor en sólidos. Se trabajará con sistemas cuyos principales portadores

de calor son fonones. Para su descripción se usa la representación de los sólidos como un arreglo

periódico de átomos que oscilan alrededor de su posición de equilibrio, que nos lleva a la exposición

de los fonones como oscilaciones colectivas cuantizadas del sistema. Se construye este modelo de

transporte difusivo usando la Ecuación de Transporte de Boltzmann en su aproximación de tiempo

de relajación. Las aproximaciones usadas nos llevan a las condiciones de validez de la ley de Fourier

que son: (i) números de Knudsen pequeños, (ii) procesos lentos y (iii) temperaturas lejanas del cero

absoluto.

1.1. Ley de Fourier

La teoŕıa fenomenológica de conducción de calor fue propuesta por el matemático francés Jean

Baptiste Joseph Fourier en el libro Teoŕıa anaĺıtica del calor en el año de 1822 (1) . En ese extenso

trabajo expone que la conducción de calor es un fenómeno de difusión y construye un aparato

matemático para su modelado que hoy conocemos como análisis de Fourier. Plantea que el objetivo

de nuestro [su] trabajo es exponer las leyes matemáticas que sigue este elemento [el calor]. De aqúı

en adelante esta teoŕıa será una de las ramas más importantes de la f́ısica general. A doscientos

años de gigantesca contribución, la ley de Fourier se mantiene como el mejor modelo para describir

la conducción de calor en sistemas en macroescala y es verdad que es una de las grandes ramas de

la f́ısica.

En esta teoŕıa fenomenológica la estructura molecular de las sustancias o sistemas en cuestión

es despreciable, se describen como medios continuos (13) y el fenómeno de conducción de calor se

limita al estudio de las variaciones espaciales y temporales de la temperatura T = T (~r, t), también

conocida como campo de temperatura. La condición necesaria para que tenga lugar la conducción

de calor es que el gradiente de temperatura sea no nulo, con éste se define la intensidad del campo

de temperatura como ~E = −∇T .

Mediante observaciones experimentales, Fourier estableció que la transferencia de calor ocurre

1



1.2 Transporte de calor por fonones

de regiones de mayor a menor temperatura. El enunciado conocido como ley de Fourier dice que

el flujo de calor ~q es proporcional a la intensidad del campo de temperatura, cuya constante de

proporcionalidad es la conductividad térmica κ. La conductividad térmica no es en general una

constante, se trata de un tensor que puede depender de la temperatura, presión, densidad e incluso

del tamaño del sistema. La formulación matemática de la ley de Fourier es

~q(~r, t) = −κ∇T (~r, t) = κ~E. (1.1)

A la fecha no existe una derivación fundamental de la ley de Fourier (14), es decir, ésta no es

resultado de un principio variacional, por lo que el esquema fenomenológico es su mejor justificación.

Con ayuda de la mecánica cuántica se estudian algunos sólidos suponiendo que sus átomos se

encuentran en un arreglo periódico. Este esquema permite describir el fenómeno de conducción de

calor en términos de la enerǵıa transportada por sus portadores, de ah́ı la equivalencia al referirse a la

conducción de calor como transporte de calor. Más adelante se desarrolla este caso con la advertencia

de que no se trata de una derivación general o fundamental de la ley de Fourier, sino de un modelo

que es consistente con la suposición de medio continuo.

1.2. Transporte de calor por fonones

El tipo de portadores de calor mayoritarios en un material depende de sus propiedades y la tem-

peratura, en este trabajo suponemos que los principales portadores son fonones, los cuales definimos

más adelante. Materiales aislantes, algunos semiconductores y aleaciones, son los sistemas que en un

amplio rango de temperaturas tienen como portadores de calor principales a los fonones (15).
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qi
2
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(a)
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(b)

Figura 1.1: Vista superior del modelo de sólido cristalino cuyos átomos forman un arreglo periódico. (a)
Arreglo periódico con los átomos en su posición equilibrio (qi1, q

i
2, q

i
3) = (0, 0, 0) y distancia interatómica

dada por a, (b) átomo i-ésimo fuera de equilibrio con el vector de desplazamiento dado por ~xi = (qi1, q
i
2, q

i
3).
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1.2 Transporte de calor por fonones

Estos materiales corresponden a sólidos cristalinos, que suelen modelarse como arreglos periódicos

de N átomos que oscilan respecto a su posición de equilibrio. Se trata de osciladores armónicos

acoplados (16) como se muestra en la Figura 1.1.

Definimos ~xi como el vector de desplazamiento respecto a la posición de equilibrio del átomo

i-ésimo, que corresponde al desplazamiento en cada dirección ~xi = (qi1, q
i
2, q

i
3), donde la coordenada

generalizada qij es el desplazamiento en la dirección j del átomo i-ésimo. Los momentos asociados

están dados por ~pi = m~̇xi. Entonces si ~r
(0)
i es la posición de equilibrio del átomo i-ésimo, para éste su

posición es ~ri = ~r
(0)
i +~xi. Bajo la suposición de que |~xi| << |~ri| se puede aproximar el potencial V que

sienten los átomos del arreglo. Cambiamos la notación extendiendo los valores de las coordenadas

generalizadas tal que el potencial es V (~r1, ..., ~rN ) = V (q1, ..., q3N ), es aśı que en una aproximación

de segundo orden se tiene

V ≈ V (0, .., 0) +
3N∑
i=1

∂V

∂qi
|0 qi +

1

2

3N∑
i=1

3N∑
j=1

∂2V

∂qi∂qj
|0 qiqj . (1.2)

Cada par de átomos del arreglo está sujeto a dos fuerzas, una de corto alcance que es repulsiva

y otra de largo alcance que es atractiva. El potencial de Lennard-Jones (17) representa ambas

acciones a través de una expresión dependiente de la separación de los átomos (r) con forma de pozo

en distancias cortas y que se aproxima a cero en distancias largas, dado por VLJ = 4ε
(
(σr )12 − (σr )6

)
,

con ε la profundidad del pozo y σ la distancia entre átomos tal que el potencial se anula. La posición

de equilibro de los átomos corresponde a un mı́nimo de este potencial, por tanto el primer término

de la Ec. (1.2) es una constante, el segundo término es nulo y el tercero es positivo. Desplazando el

origen a V (0, .., 0) se tiene que

V (q1, ..., q3N ) =
1

2

3N∑
i=1

3N∑
j=1

αijqiqj , (1.3)

con αij =

(
∂2V

∂qi∂qj

)
|0 positiva para todo i, j. Esta información nos permite escribir el hamiltoniano

del sistema, dado por

H(~x1, ..., ~xN ) =
3N∑
i=1

p2
i

2m
+

1

2

3N∑
i,j=1

αijqiqj . (1.4)

El potencial se reescribe en forma más sintética si sustituimos ~q = (q1, .., q3N ) y a la matriz

definida positiva α̃ de entradas αij . Entonces V = 1
2(~q)T α̃~q, con (~q)T el vector transpuesto de ~q. Sea

Q una matriz invertible que permite diagonalizar a α̃, entonces Qα̃Q−1 = Λ, donde Λii = ω2
i son los
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1.2 Transporte de calor por fonones

valores propios de α, mientras que fuera de la diagonal todas las entradas de Λ son cero. Esto da

V =
1

2
(~q)T α̃~q =

1

2
(~q)TQ−1Qα̃Q−1Q~q =

1

2
(~q)TQ−1ΛQ~q. (1.5)

Donde por ser α̃ definida positiva, Q es una matriz unitaria, esto significa que QQ∗ = I con Q∗

la transpuesta congujada. En este caso implica que QQT = 1 ⇒ Q−1 = QT . Con lo que V =

1
2(Q~q)TΛQ~q.

Se define la transformación lineal de coordenadas ~ξ = Q~q, mejor conocidas como coordenadas

o modos normales. En estas coordenadas el potencial queda como V = 1
2(~ξ)TΛ~ξ, mientras que el

término cinético del hamiltoniano también se transforma

(~p)T ~p = (~p)T (QTQ)~p = (Q~p)TQ~p = m2(~̇ξ)T ~̇ξ

y se encuentra que

H(ξ1, ..., ξ3N ) =

3N∑
i=1

(
m

2
ξ̇2
i +

1

2
ω2
i ξ

2
i

)
=

3N∑
i=1

hi. (1.6)

La Ec. (1.6) muestra que el hamiltoniano del sistema de N átomos en un arreglo periódico

oscilando alrededor de su posición de equilibrio, puede tratarse como la suma de 3N hamiltonianos

de osciladores armónicos, hi. La función de las coordenadas normales es convertir los N osciladores

acoplados en 3N osciladores desacoplados. Para continuar con la solución del problema hay que

determinar la función de onda asociada a H, un problema de valores propios, donde la enerǵıa es el

valor propio asociado a una función de onda propia, Hψn = Enψn.

La enerǵıa de cada uno de estos osciladores armónicos de frecuencia ωi está cuantizada, dando

lugar a niveles de enerǵıa. El nivel n-ésimo de enerǵıa para el modo i-ésimo de frecuencia ωi es

~ωi(n + 1
2), con ~ la constante de Planck y n ∈ N. Puede ocurrir que más de un oscilador se

encuentre en un mismo nivel de enerǵıa, es decir que la enerǵıa total del sistema toma en cuenta la

existencia de una distribución de los niveles de enerǵıa ocupados, que se conoce como distribución

de los números de ocupación {n} por lo que ni indica cuántos modos normales i se encuentran en el

estado n de enerǵıa. Resultando que

E({n}) =
3N∑
i=1

εi + ε0 =
3N∑
i=1

~ωini + ε0. (1.7)

Donde ε0 es la enerǵıa vibracional del nivel cero. En el contexto de la Ecuación de Transporte de

Boltzmann que se verá más adelante, {n} se identifica con la función de distribución de los fonones,

f .

Lo que podemos observar es que las vibraciones colectivas del arreglo periódico de átomos están
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1.3 Ecuación de Transporte de Boltzmann

cuantizadas, esas vibraciones reciben el nombre de fonones. El sólido en cuestión se modeló como

un arreglo periódico de N átomos vibrando alrededor de su posición de equilibrio, que a su vez se

describió como 3N osciladores cuánticos desacoplados cuyos niveles de enerǵıa se contabilizan en la

Ec. (1.7). Finalmente el sistema se identifica con un volumen cuyo único contenido son 3N part́ıculas

indistinguibles cuyos números de ocupación no tienen restricción (ni = 0, 1...3N), es decir, un gas

ideal de bosones. Esto significa que la distribución de equilibrio (f0) o número de ocupación del nivel

cero (n0) se describe con la distribución de equilibrio de Bose-Einstein (18).

Cada uno de estos fonones es portador de paquetes de enerǵıa de tamaño ~ωi. Es común que

se diga que los fonones son cuasipart́ıculas, porque no son part́ıculas reales pero su representación

es la de part́ıulas de un gas ideal cuántico. Estas cuasipart́ıculas son las encargadas de transportar

la enerǵıa que reestablece el equlibrio térmico una vez que es aplicada una perturbación térmica

(gradiente de temperatura), en ese proceso modifican sus posiciones y momento, además, interactúan

entre ellas a través de colisiones que pueden ser elásticas o inelásticas, y chocan con las fronteras del

sistema y sus defectos (19). El comportamiento dinámico de los fonones considera estos mecanismos

de reestablecimiento del equilibrio térmico. El estudio del transporte de calor puede abordarse desde

una perspectiva semiclásica a través de la evolución de la función de distribución de fonones mediante

la Ecuación de Transporte de Boltzmann (20) que se expone en la siguiente sección.

1.3. Ecuación de Transporte de Boltzmann

El uso de la Ecuación de Transporte de Boltzmann (ETB) es poco frecuente, incluso en sistemas

simples su implementación es complicada. Se usa con el objetivo de determinar las propiedades

macroscópicas de un sistema a partir del estudio colectivo de sus componentes microscópicas, también

describe el comportamiento dinámico de sistemas donde la escala entre componentes y escala de

medición es comparable (21).

En este trabajo no resolvemos la ETB, la usamos para entender el origen de la conductividad

térmica en un sistema donde es válida la ley de Fourier, aśı como para definir el número de Knudsen

como un criterio de identifcación de los diferentes reǵımenes de transporte de calor.

La ETB es resultado de una descripción estad́ıstica dependiente del tiempo de un sistema o

cuerpo compuesto por una gran cantidad de part́ıculas, en nuestro caso se trata de fonones.

La función de distribución de fonones fuera de equilibrio, f(~r, ~p, t), describe la distribución de

probabilidad de posición (~r) y momento (~p) que las componentes (fonones) del sistema pueden tener

al tiempo t. Hay dos mecanismos que originan el estado de no-equilibrio, la presencia de fuerzas

mecánicas y qúımicas externas que denotamos como ~F , el otro mecanismo se debe a las colisiones
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1.3 Ecuación de Transporte de Boltzmann

entre fonones e interacciones con otras part́ıculas que identificamos con el término (∂f/∂t)col y que

se conoce como operador de colisiones (22). Con estos términos se plantea la ecuación de evolución

temporal de f dada por

df(~r, ~p, t)

dt
=

(
∂f(~r, ~p, t)

∂t

)
col

= I[f(t)] (1.8)

la función de distribución depende de tres variables, por lo que su derivada total en el lado izquierdo

es

∂f

∂t
+

~p

m
· ∇rf + ~F · ∇pf =

(
∂f

∂t

)
col

. (1.9)

Esta expresión se conoce como Ecuación de Tranporte de Boltzmann (ETB). El operador de

colisiones suele denotarse con I[f ] (21), frecuentemente un operador integral.

En este trabajo sólo consideramos la Aproximación de Tiempo de Relajación (23), que consiste

en proponer al operador de colisiones como

I[f ] = −f(~r, ~p, t)− f0(~r, ~p)

τ0
. (1.10)

Donde f0(~r, ~p) es la función de distribución de fonones en equilibrio y τ0 un tiempo de relajación,

que mide el tiempo que le toma a la población de fonones en un estado fuera de equilibrio térmico

alcanzar el estado de equilibrio f0.

Los fonones también se describen como la excitación colectiva de un arreglo periódico de átomos,

se puede definir su velocidad de grupo vg. Si multiplicamos τ0 por la velocidad de grupo, se obtiene

el camino libre medio de los fonones `th, que define la distancia promedio que recorre un fonón entre

dos colisiones suscesivas. Siempre que trabajamos con la ley de Fourier como modelo de conducción

de calor estamos suponiendo que `th es despreciable en comparación con las dimensiones del sistema.

En particular la solución de la aproximación de tiempo de relajación es una función de distribución

consistente con esta ley.

Suponemos que la solución de la Ec. (1.9) en la aproximación de tiempo de relajación es una

perturbación del estado fonónico de equilibrio f = f0 + g, tal que |g| = |f − f0| << |f0| y cualquier

variación en g puede ser despreciada, ya sea en el espacio, tiempo o momentos, entonces

f = f0 − τ0(~v · ∇rf0 + ~F · ∇pf0), (1.11)

6



1.3 Ecuación de Transporte de Boltzmann

si no hay fuerzas externas aplicadas al sistema, se encuentra que

f = f0 − τ0~v · ∇rf0. (1.12)

Donde f0 es la distribución de equilibrio de los fonones que son bosones, dada por la distribución

de Bose-Einstein

f0 =
1

exp(~ω/κT (~r, t))− 1
. (1.13)

La dependencia espacial de f0 se encuentra en forma impĺıcita en la temperatura, por lo que en

la Ec. (1.12) se usa la regla de la cadena para obtener

~v · ∇f0 =
∂f0

∂T
~v · ∇T, (1.14)

y la función de distribución es

f(~r, t) = f0(~r)− τ0
∂f0

∂T
~v · ∇T (~r, t). (1.15)

A través de f se calculan funciones de respuesta y variables extensivas e intensivas del sistema.

Para teoŕıa cinética de gases, por ejemplo, se calculan la viscosidad, el volumen y la presión del

gas. En el problema de conducción de calor se determina el comportamiento del flujo de calor ~q. Su

carácter vectorial nos obligar a fijar una dirección, sea î en la dirección normal a la isoterma. Hay

que tomar la contribución de cada estado cuántico de enerǵıa ~ω, estas oscilaciones propagándose

en un medio continuo tienen distintos modos de propagación o polarizaciones p que también deben

ser tomadas en cuenta. Para la dirección î, el flujo de calor es

qi =
1

V

∑
p

∞∑
kx,ky ,kz=−∞

~ωvif, (1.16)

con ~k = (kx, ky, kz) el vector de onda. En lugar de calcular la componente i del flujo con una suma

infinita, ésta se aproxima mediante una integral usando la densidad de estados D(ω):

qi =

∫ ωmax

0

∫ 2π

0

∫ π

0
vi~ω(f0 − τ0

∂f0

∂T
~v · ∇T )

D(ω)

4π
sin θdθdϕdω. (1.17)

Los fonones pueden viajar en todas direcciones y contribuir al flujo de calor por lo que podemos

7



1.3 Ecuación de Transporte de Boltzmann

emplear coordenadas esféricas. Las tres proyecciones para la velocidad vi son

vi =


v sin θ cosϕ, i = 1

v sin θ sinϕ, i = 2

v cos θ, i = 3,

(1.18)

notamos que para un sistema bidimensional estas proyecciones son incorrectas pues los fonones están

restringidos a transportar enerǵıa en el plano. Para el primer término de la integral se tiene que

para i = 1, 2 la integración de cosϕ y sinϕ en [0, 2π] es cero, lo mismo que la integral de cos θ sin θ

en [0, π], aśı

f0~
∫ ωmax

0
ω
D(ω)

4π
dω

∫ 2π

0

∫ π

0
vi sin θdθdϕ = 0. (1.19)

Sólo queda el segundo sumando, con el cual escribimos la ley de Fourier en notación de ı́ndices

qi = −
3∑
j=1

κij
∂T

∂xj
, (1.20)

donde hemos definido la conductividad térmica

κij =

∫ ωmax

0

∫ 2π

0

∫ π

0
τ0vivj~ω

∂f0

∂T

D(ω)

4π
sin θdθdϕdω, (1.21)

cuyas unidades son [W m−1 K−1]. Los buenos conductores de calor, como los metales, se caracterizan

por tener conductividades térmicas altas, del orden de 102 W/mK, mientras que los aislantes como

el silicio tienen conductividades bajas, del orden de 100 W/mK.

Los elementos κij son las entradas del tensor de conductividad térmica κ, cada entrada ij deter-

mina cómo es la conducción de calor en esa dirección. Usando esto, la ley de Fourier en la Ec. (1.20)

se reescribe como

~q = −κ∇T. (1.22)

El tensor de conductividad térmica tiene nueve entradas, es no singular y simétrico (24), es decir que

κij = κji, por lo que en general sólo seis de sus entradas son independientes. Al ser no singular es

posible escribirlo en una representación diagonal, para el ı́ndice i ∈ {1, 2, 3} la Ec. (1.20) se convierte

en

qi = −κii
∂T

∂xi
. (1.23)

En general nos referimos a κ como el escalar que es un tercio de la traza del tensor de entradas

8



1.3 Ecuación de Transporte de Boltzmann

κij en su representación diagonal, es decir,

κ =
1

3
(κ11 + κ22 + κ33). (1.24)

En el caso de materiales isótropos se observa que κ11 = κ22 = κ33 y la definición de Eq. (1.24) es

consistente con el hecho de que la conductividad térmica del medio se convierte en un escalar. En

este trabajo usaremos materiales de este tipo.

Dada la homogeneidad de estos sistemas, la Ec. (1.21) se reduce a

κ =
1

3
τ0v

2 ∂

∂T

(∫ ωm

0
~ωf0D(ω)dω

)
, (1.25)

el término en paréntesis corresponde a la densidad de enerǵıa interna de los fonones por debajo de

la enerǵıa de Debye (25). La derivada respecto a la temperatura indica que se trata de la función de

respuesta que mide la cantidad de calor que debe añadirse al sistema para incrementar su tempera-

tura (26), mejor conocido como calor espećıfico a volumen constante, cv, de unidades [J kg−1K−1].

Si sustituimos el término τ0v por el camino libre medio se tiene que

κ =
1

3
`thvcv. (1.26)

En esta aproximación, la conductividad guarda una dependencia en la temperatura debido a

f0, aunque es independiente del tamaño del sistema. La evidencia experimental muestra que la

conductividad śı depende de las dimensiones del sistema (27).

1.3.1. La ley de Fourier desde la ETB

En la sección anterior usamos la aproximación de tiempo de relajación para expresar el operador

de colisiones de la ETB y obtuvimos una expresión de la ley de Fourier (Ec. (1.20)) que para un

sistema isótropo tiene la forma

~q(~r, t) = −κ∇T, (1.27)

ésta involucra al flujo de calor y temperatura. La Ecuación Diferencial Parcial (EDP) que describe

el comportamiento de la temperatura se construye con ayuda de la ecuación de conservación de la

densidad de enerǵıa, u(~r, t), dada por

∇ · ~q(~r, t) +
∂

∂t
u(~r, t) = s(~r, t), (1.28)

donde s es una fuente de enerǵıa térmica. La densidad de enerǵıa para los casos en que no hay efectos

de convección y radiación, está dada por u = cvρT (~r, t), con ρ la densidad de masa [kg m−3].

9



1.3 Ecuación de Transporte de Boltzmann

Calculamos la divergencia de la Ec. (1.27) y sustituimos el término ∇·~q con la ley de conservación

de la enerǵıa (Ec. (1.28)) suponiendo que ρ es constante. De donde se encuentra una ecuación que

involucra a la temperatura y no al flujo de calor

∇2T (~r, t)− 1

α

∂

∂t
T (~r, t) = −1

κ
s(~r, t), (1.29)

hemos definido la difusividad térmica como α =
κ

cvρ
[m2s−1], que mide la tasa de calor transferido

de una región caliente a una fŕıa. Hasta el momento mencionamos tres parámetros vinculados a la

conducción de calor: la conductividad térmica que indica si un material es buen conductor de calor;

el calor espećıfico que cuantifica la capacidad del sistema a almacenar enerǵıa antes de ocurrir una

transición de fase; y la difusividad térmica que está vinculada a la velocidad con la que el sistema

realiza el transporte de calor (13).

La Ec. (1.29) es usada como equivalente de la ley de Fourier. Se trata de una EDP de tipo

parabólico (28) conocida como ecuación de difusión. La ley de Fourier modela el transporte de

fonones como un fenómeno de tipo difusivo, es aśı que nos referiremos a éste como el régimen de

transporte difusivo.

Aún sin resolver la ecuación se pueden conocer algunas de sus propiedades. En primer lugar

se espera que la influencia de las condiciones iniciales se debilite para t >> 0, consistente con la

aproximación de tiempo de relajación de la ETB, pues en el caso en que la función de distribución

sólo tenga dependencia en el tiempo se encuentra que f = f0 + e−t/τ0 . En cambio se espera que

el comportamiento de la temperatura T quede mayormente determinado por las condiciones de

frontera. Adicionalmente, si la EDP se restringe a describir una región acotada, la temperatura

sigue un principio de máximo (29), esto significa que la temperatura alcanzará sus valores máximo

y mı́nimo en el momento inicial o en la frontera del sistema.

La ETB nos permitió construir la ley de Fourier, a continuación la usamos para determinar el

número de Knudsen Kn. El valor de este parámetro sirve como criterio para saber si es correcto o

no usar la ley de Fourier como modelo de conducción de calor en un sistema.

La perturbación del estado de equilibro térmico en la aproximación de tiempo de relajación se

propuso como g = −τ0~v · ∇rf0, para funcionar como término perturbativo debe ser mucho menor

que la distribución del estado de equilibrio, es decir

τ0(~v · ∇f0) << f0, (1.30)

supusimos que v es la misma en todas direcciones, aśı que ~v · ∇f0 = v ∂f0

∂T

(
∂T
∂x + ∂T

∂y + ∂T
∂z

)
y reescri-
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1.3 Ecuación de Transporte de Boltzmann

bimos la condición de la Ec. (1.30) como

`th
∂f0

∂T

(
∂T

∂x
+
∂T

∂y
+
∂T

∂z

)
<< f0. (1.31)

Una expresión equivalente es

`th
T

(
∂T

∂x
+
∂T

∂y
+
∂T

∂z

)
<< 1. (1.32)

Sea L la longitud más pequeña involucrada en las dimensiones del sistema, mejor conocida como

longitud caracteŕıstica del sistema (30). Las unidades de 1
T
∂T
∂x son [m−1], por lo que el valor máximo

de la condición de validez de la aproximación en la Ec. (1.32) es

`th
T

(
∂T

∂x
+
∂T

∂y
+
∂T

∂z

)
≤ 3

`th
L
≡ 3Kn, (1.33)

donde definimos el número de Knudsen Kn como la razón del camino libre medio de los fonones

sobre la longitud caracteŕıstica del sistema (27). Entonces el fenómeno de conducción de calor es de

tipo difusivo si

Kn << 1. (1.34)

Es decir, la condición mı́nima para poder emplear la ley de Fourier, es que las dimensiones del

sistema sean mucho mayores que el camino libre medio de los portadores de calor.

Por ejemplo, para silicio en bulto a temperatura ambiente, el camino libre medio efectivo es del

orden de 125 nm (31), si el grosor de la peĺıcula es de 200 nm estaremos fuera del régimen difusivo.

Las peĺıculas delgadas tienen grosores que van de los 10 a los 200 nm, por lo que puede ser incorrecto

usar la ley de Fourier para modelar la conducción de calor en estos sistemas.

La aproximación de tiempo de relajación que nos permitió obtener la ley de Fourier no es válida

para sistemas donde Kn ' 1 o Kn ≥ 1. Esto es corroborado experimentalmente en algunos sistemas

bidimensionales, a la nanoescala y para perturbaciones térmicas rápidas, donde la conductividad

térmica, flujo de calor y temperatura no coinciden con las predicciones hechas con el modelo difusivo

(27). En la siguiente sección hacemos una revisión breve de las técnicas experimentales usadas para

determinar el camino libre medio y disponer del número de Knudsen como criterio de validez del

modelo difusivo.

1.3.2. El camino libre medio

Para que el número de Knudsen sea un criterio útil para determinar en qué régimen de transporte

se está trabajando, primero debemos conocer el valor del camino libre medio de los materiales,

`th, mejor conocido por su nombre en inglés como mean-free-path (MFP). La magnitud del MFP

depende de la temperatura. Para temperaturas bajas los valores de `th pueden alcanzar el orden de
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1.3 Ecuación de Transporte de Boltzmann

mm, mientras que para temperaturas altas, por ejemplo cercanas a los puntos de fusión, `th puede

ser de pocos espacios interatómicos (25). Los métodos experimentales para determinar el camino

libre medio son indirectos.

Para sistemas en bulto se mide la conductividad térmica, después este valor experimental es

sustituido en la expresión de la conductividad para sistemas isótropos en el régimen difusivo (Ec.

(1.26)) y se despeja al camino libre medio, de donde se obtiene que

`th = 3κ/vcv. (1.35)

Además se supone que la velocidad de grupo de los fonones puede aproximarse bien con la velocidad

del sonido en el material (25).

Existen diversas técnicas para medir la conductividad térmica en bulto, por ejemplo el método

de estado estacionario 1, en donde se mide la diferencia de temperaturas 4T que se genera en una

muestra una vez que se ha suministrado calor2, es decir, se determina el flujo de calor a través

del sistema. Se usa la ley de Fourier para graficar la recta que genera la potencia en función de

4T y se identifica la pendiente con la conductividad térmica. Existen otros métodos que dependen

del tiempo, por ejemplo el de difusividad de flash-láser 3, en donde se irradia una muestra con

un láser como fuente de enerǵıa y con un detector infrarrojo se construye el perfil de temperatura

dependiente del tiempo solución de la Ec. (1.29), usando esta curva se calcula la difusividad térmica

α, al sustituir la densidad y calor espećıfico se determina la conductividad (15). En ambos casos el

modelo de conducción es la ley de Fourier, por eso se señala la utilidad de estos métodos sólo para

sistemas en bulto, cabe decir que tampoco funcionan para temperaturas cercanas al cero absoluto

(32).

Otra técnica para determinar la conductividad es el método 3ω propuesto por Cahill y Pohl en

1986 (33) y que a pesar de ser viejo se mantiene como un método muy usado con y sin modificaciones

(34). Sobre una muestra se deposita una ĺınea o capa delgada de un metal que funciona como fuente

de calor y termómetro, ésta se calienta al hacer pasar una corriente alterna a una frecuencia ω.

Asociado al cambio de temperatura en la muestra aparece un cambio en la resistencia del sistema, el

cual depende de sus propiedades térmicas, esto se cuantifica a través de la medición de la oscilación

del voltaje de salida de frecuencia 3ω, de ah́ı el nombre del método. La conductividad térmica de la

muestra se determina como la pendiente de la curva de calibración de la temperatura como función

1Mejor conocido por su nombre en inglés como steady-state method.
2No confundir la diferencia de temperatura 4T con el operador laplaciano ∇2 que suele denotarse también con la

delta mayúscula.
3Mejor conocido por su nombre en inglés como laser flash-diffusivity.
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1.3 Ecuación de Transporte de Boltzmann

de la resistencia (33, 35). Se ha hecho énfasis en esta técnica porque es mayormente aplicada a

peĺıculas delgadas, sistemas multicapa de peĺıculas delgadas y sistemas en nanoescala, y en menor

medida para sistemas en bulto.

Los resultados del método 3ω muestran que para peĺıculas delgadas la conductividad térmica

transversal y perpendicular al plano difieren entre śı, y respecto al valor en bulto (31). Este método

emplea a la ley de Fourier como modelo de conducción y aún aśı predice valores diferenciados entre

sistemas en bulto y miniaturizados, esto radica en el camino libre medio. En la expresión de la

conductividad usada en la ley de Fourier, κ = `thvcv/3, el camino libre medio cambia al reducir el

tamaño del sistema, ya que en el proceso de transporte de enerǵıa los fonones ven modificada la

probabilidad de chocar con las fronteras y defectos del sistema, a lo que se le conoce como efectos

clásicos de tamaño (34). Una de las consecuencias de la reducción del tamaño del sistema es que la

conductividad térmica es dependiente del tamaño del mismo (32, 36).

Sin embargo, los efectos de tamaño no siempre pueden modelarse bajo el régimen de transporte

difusivo porque el flujo de calor deja de ser proporcional al gradiente de temperatura, en su lugar

depende de la distribución de temperatura y se pasa a un régimen de transporte no-local (37).

Un método para identificar el valor del MFP consiste en analizar el umbral de validez del trans-

porte difusivo a través de la ruptura de la condición que da el número de Knudsen, Kn << 1. Se

observa que para sistemas con el MFP, o una distribución de éste, mayor que la longitud caracteŕısti-

ca del sistema se exhiben flujos de calor fuertemente inhibidos en comparación a las predicciones de

la ley de Fourier (38). El valor del MFP se obtiene al identificar una transición de la conductividad

térmica efectiva del sistema entre la predicción difusiva y el régimen de transporte no-difusivo, siendo

la longitud caracteŕıstica del sistema el parámetro que se vaŕıa. Se usa la técnica de la red térmica

transitoria 1, en la cual se genera un patrón de interferencia de dos láseres sobre la superficie de

una muestra, el periodo del patrón es L. La absorción de la luz induce un perfil de temperatura

(conocido por el anglicismo grating temperature) cuyo decaimiento es exponencial y es monitoreado

con un haz láser actuando como sonda, correspondiente al estado transitorio del sistema (t >> 0).

De la tasa de decaimiento de la curva de temperatura, que depende de L y la conductividad térmica,

se extrae el valor de ésta última. El periodo L es la longitud caracteŕıstica del sistema y a través del

ángulo entre los láseres se modifica su tamaño (39).

Esta técnica experimental demuestra que al reducir las dimensiones del sistema, el modelo de

conducción de calor difusivo falla, aunque la expresión para la conductividad térmica de la Ec. (1.21)

puede usarse con un factor de corrección que depende del camino libre medio. Esto es resultado de que

1Traducción de transient thermal grating.
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la transición entre el transporte difusivo y no-difusivo es suave, también a que los fonones describen

una distribución del MFP1. Aunque hasta este momento hemos despreciado este hecho pues se ha

supuesto que v se aproxima bien con la velocidad del sonido en el material. Esta aproximación se

conoce como modelo de medio-gris (40) y que al reducir la longitud caracteŕıstica del sistema, los

valores del camino libre medio mayores a L son más relevantes en el transporte de enerǵıa.

En Chen (1996) (41), se expone la necesidad de examinar la aplicabilidad de la ley de Fourier en

la vecindad de una nanopart́ıcula (NP), ya que el MFP de los portadores de calor alcanza valores

mayores a los del radio de las nanopart́ıculas (refiriéndose al caso esférico). La consecuencia de esto

es que disminuye la tasa de colisiones alrededor de la NP, lo que conduce a un tipo de transporte

de enerǵıa no-local y fuera de equilibrio cerca de la misma. Para el análisis resuelve la ETB en la

aproximación de tiempo de relajación para la intensidad total de los fonones definida como

I =
∑
p

∫
vf~ωD(ω)/4πdω,

la cual toma la contribución sobre todas la polarizaciones p y frecuencias ω del flujo de enerǵıa que

portan los fonones por unidad de tiempo por unidad de área (42, 43). Se usa la intensidad de los

fonones porque establecen una analoǵıa entre los fotones y los fonones, similar a la propuesta de

A. Majumdar (44). Observan que al disminuir las dimensiones del sistema, no es posible definir un

gradiente de temperatura, aśı que el flujo de calor que reestablece el equilibro térmico se modela

como la diferencia de potencias radiadas por las fronteras del sistema, comportándose éstas como

cuerpos negros descritos con la ley de Stefan-Boltzmann, es decir, proporcional a la cuarta potencia

de sus temperaturas. Este ĺımite se conoce como ĺımite de Casimir, tal que los fonones sólo colisionan

con las fronteras del sistema y no entre ellos. En el caso de radiación de fotones, este régimen se

identifica con un sistema ópticamente delgado o transparente, mientras que el transporte difusivo

de fonones se identifica con el de un sistema ópticamente grueso u opaco en el caso de fotones.

Chen (41) resuelve la ETB para la intensidad de fonones con la suposición de que se comportan

como fotones de un sistema ópticamente delgado, determina el flujo de calor y lo compara con la

ley de Fourier para una NP esférica tipo cuerpo negro que actúa como emisora de calor. Encuentra

que el error porcentual entre lo predicho por la ley de Fourier y la ETB en el ĺımite de Casimir es

aceptable (menor al 5 por ciento) para r/`th > 21, donde r es el radio de la NP. De la mano de

la discrepancia en los flujos de calor, la conductividad térmica de ambos modelos difiere. Además

de cuantificar el error, este autor señala que una diferencia entre los modelos es que en la ETB

1En el flujo de calor de la Ec. (1.17), la velocidad de grupo de los fonones es dependiente de la frecuencia ω asociada
a la contribución energética de cada estado fonónico. Esta dependencia la hereda el camino libre medio y en lugar
de ser un valor constante debe notarse que se trata de una distribución de los posibles valores del MFP, es decir que
`th = `th(ω).
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aparece una discontinuidad en la temperatura a lo largo de la frontera, término que se conoce como

Resistencia Térmica de Frontera o Resistencia de Kapitza, que retomamos más adelante (42). Lo

que resaltamos de este trabajo es que muestra que la ley de Fourier para NP esféricas tiene como

ĺımite de validez números de Knudsen tales que Kn ≤ 1/21 ∼ 0.05, que es una cuantificación del

criterio de validez del régimen de transporte difusivo que expusimos como Kn << 1 (Ec. (1.34)),

ésta es una condición necesaria y más adelante veremos que no de suficiencia.

Nuestra revisión de técnicas experimentales para calcular el camino libre medio, revela que la ley

de Fourier es confiable como modelo de conducción de calor siempre que la longitud caracteŕıstica

del sistema sea mucho mayor que el camino libre medio de los portadores de calor, no especifican

la proporción que deben guardar entre śı, salvo el trabajo de Chen (41) y que sólo sirve para una

configuración particular. En resumen, se mantiene la imprecisión del criterio de validez de la ley

de Fourier dado por Kn << 1. No obstante, esta sección pretende hacer evidente la necesidad de

construir una teoŕıa del calor que conecte la escala nano y microscópica con la macroscópica, a este

puente le llamamos régimen mesoscópico.

1.3.3. Las condiciones de validez del modelo difusivo

El modelo difusivo para la conducción de calor se postula bajo la suposición de que los sistemas

bajo estudio son medios continuos, esto significa que cualquier volumen escogido es lo suficientemente

grande para contener toda la información del sistema (45), lo que se traduce en la restricción a

números de Knudsen pequeños, Kn << 1. Esta es una condición de necesidad y no de suficiencia

para la validez de la ley de Fourier.

Retomemos la aproximación de tiempo de relajación que usamos para resolver la ETB y construir

la ley de Fourier. En esta aproximación se supuso que τ0(~v · ∇f0) << f0 (Ec. (1.30)), que se puede

reescribir como

3∑
j=1

τ0
dxj
dt

(
∂f0

∂xj

1

f0

)
<< 1. (1.36)

Denotamos por t∗ al tiempo más corto involucrado en el proceso de conducción de calor, entonces

el término que determina esta desigualdad es proporcional a 1/t∗. El valor más grande que puede

alcanzar la expresión es

τ0

t∗
<< 1, (1.37)

y es otra condición necesaria para que funcione la aproximación que nos permitió construir la ley de

Fourier.
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1.3 Ecuación de Transporte de Boltzmann

La identificación del tiempo caracteŕıstico t∗ de un proceso de conducción es menos intuitiva

que la identificación de la longitud caracteŕıstica de un sistema. Por ejemplo, los láseres pulsados

intensifican su enerǵıa respecto a los láseres funcionando en modo continuo, si se usa un láser de

pulsos ultracortos sobre una muestra tal que se induce un perfil de temperatura, similar a la técnica

de la red térmica transitoria, el tiempo caracteŕıstico del sistema es la duración del pulso, para la

categoŕıa de pulsos ultra-cortos es del orden de t∗ ∼ 10−12 s.

Hasta este momento no hemos dado valores aproximados del tiempo de relajación (τ0) que se

usa en la aproximación de la ETB. Reanudemos la exposición sobre las interacciones que tienen

los fonones en el proceso de transporte de calor, dijimos que pueden colisionar entre ellos en forma

elástica e inelástica, con las fronteras y defectos del sistema. Las interacciones se clasifican entre

las que conservan el momento y las que no, y reciben el nombre de procesos Normales y Umklapp,

respectivamente (19). El predominio de uno u otro tipo de interacción modifica las propiedades

térmicas del sistema, cada tipo de interacción se caracteriza por su propio tiempo de relajación, τN ,

para procesos de tipo Normal y, τU , para procesos de tipo Umklapp. Con ellos se define el tiempo de

relajación combinado τc y que aqúı hemos identificado como τ0, dado por τ−1
c = τ−1

N + τ−1
U (46). En

(19) determinan los tiempos de relajación de cada proceso para algunos materiales, para muestras

de Germanio a 100 K reportan que τ0 ∼ 1.7× 10−10 s.

Una técnica experimental que trabaja con láseres pulsados es la espectroscoṕıa de rompimiento

inducido por ablación láser (47) mejor conocida como LIBS1, consiste en enfocar un haz láser sobre

la superficie de una muestra, la alta concentración de enerǵıa vaporiza una pequeña porción de ésta

formando un plasma. La radiación emitida por el plasma es la señal espectroscópica que se analiza

para determinar las componentes del sistema. Una de las formas más accesibles de practicar esta

técnica es con láseres pulsados no tan cortos, por ejemplo de 100 ns (∼ 10−7 s). Imaginemos una

configuración en la que se ablaciona germanio con este láser pulsado, tal que se genera un cráter

sobre la muestra cuyo radio es del orden de µm, el proceso de conducción de calor en los alrededores

del cráter se caracteriza por tener T >> 0 K, Kn << 1 y τ0/t
∗ ∼ 0.001 << 1. Es un ejemplo que

cumple con las condiciones necesarias para la aplicabilidad de la ley de Fourier, aunque aparente ser

un fenómeno fŕıo, pequeño y rápido.

El avance constante en el diseño y fabricación de láseres empuja al uso de aquellos cuyos pulsos

sean cada vez más cortos, en mayor medida usan los de pulsos ultra cortos, que corresponden a ps

(10−12 s). Para nuestra configuración imaginaria resulta en τ0/t
∗ > 1 y no es posible usar la ley

de Fourier. Esto empeora si se usan los avances tecnológicos más recientes como la ablación y daño

1Acrónimo de Laser Induced Breakdown Spectroscopy.
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1.4 Reǵımenes de transporte de calor

inducido por láser (48) o LIDA1 que usa pulsos de femtosegundos, aunque no tiene como principal

objetivo el análisis espectroscópico, ofrece oportunidades para el estudio de la interacción láser-sólido

y se empleó por primera vez en muestras de Germanio.

Resumimos esta sección con la idea de que la ley de Fourier, o régimen difusivo de transporte de

calor, puede emplearse como modelo de conducción de calor en sistemas donde los portadores son

mayoritariamente fonones bajo tres condiciones necesarias y suficientes: (i) temperaturas lejanas

del cero absoluto, consecuencia de la aproximación semi-clásica que hacemos al usar la Ecuación

de Transporte de Boltzmann; (ii) números de Knudsen pequeños (Kn << 1), consecuencia de la

hipótesis de medio continuo; y (iii) se trata de fenómenos lentos donde τ0/t
∗ << 1, consecuencia de

la aproximación de tiempo de relajación de la ETB.

1.4. Reǵımenes de transporte de calor

Hasta donde hemos revisado se tienen tres condiciones necesarias para la validez de la ley de

Fourier: Kn << 1 (en el espacio), τ0/t
∗ << 1 (en el tiempo) y T >> 0 K (en la temperatura).

El rompimiento de alguna de estas condiciones nos lleva a mecanismos de transporte de calor que

difieren del difusivo. En este trabajo vamos a considerar únicamente los dos primeros casos.

En la primera sección del trabajo (caṕıtulo 2) consideramos sistemas inhomogéneos que respe-

tan las tres condiciones del régimen difusivo, trabajamos con sistemas compuestos de dos fases de

geometŕıa espećıfica, una actuando como medio hospedero y la otra como inclusiones, determinamos

su conductividad térmica efectiva a través de la construcción de una técnica de homogeneización

de tipo Maxwell-Garnett, que se caracteriza por depender de la forma de las inhomogeneidades y

su fracción relativa. En el caṕıtulo 3 romperemos la segunda condición del régimen de transporte

difusivo y suponemos que τ0/t
∗ ≥ 1, dando pie al estudio de fenómenos rápidos de conducción de

calor; usamos la ecuación de Cattaneo-Vernotte como modelo de conducción y hacemos un estudio

minucioso de sus soluciones y su identificación con ondas térmicas. Finalmente hallamos sus solu-

ciones para un sistema tipo espejo de Bragg (caṕıtulo 4) y un sistema que emplea el calentamiento

fototérmico por una esfera metálica en un medio de tipo no-Fourier (caṕıtulo 5). En el caṕıtulo 6

rompemos la primera y segunda condición del régimen difusivo, lo que nos dará entrada al estudio

de la ecuación de Guyer-Krumhanls y su relación con la Termodinámica Irreversible Extendida.

1Acrónimo de Laser-Induced Damage and Ablation.
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa de medio efectivo tipo Maxwell Garnett

Este caṕıtulo se divide en dos partes. En la primera desarrollamos un método para obtener la

conductividad térmica efectiva κe de un sistema compuesto bifásico, con dependencia en la fracción

de llenado y la forma de los componentes. El método que construimos nos permite obtener una

generalización de la fórmula de Maxwell-Garnett para inclusiones esféricas y elipsoidales, en nuestro

caso la extendemos a cilindros y cilindros de sección transversal eĺıptica. En la segunda parte del

caṕıtulo modificamos nuestro propio método para poder determinar la conductividad efectiva de

sistemas con inclusiones toroidales, logrando una fórmula para κe cuya dependencia es en la fracción

de llenado de superficie y el factor de forma asociado a toroides.

2.1. Teoŕıa de medio efectivo y sistemas compuestos

Los sistemas compuestos son materiales que tienen inhomogeneidades de longitud caracteŕıstica

mucho mayor que la escala atómica (49), no se trata de compuestos en el sentido qúımico. La

condición en el tamaño permite la descripción clásica de los materiales. Se trata de sistemas que

a nivel macroscópico se pueden tratar como homogéneos y con propiedades f́ısicas efectivas que se

determinan a partir de las propiedades de sus componentes. En el contexto de la conducción de calor,

la elección y manufactura de materiales compuestos posibilita el manejo del transporte de enerǵıa

térmica.

La teoŕıa de medio efectivo (TME) describe las propiedades f́ısicas promedio de un medio com-

puesto, predicciones que son aceptables respecto a los valores experimentales. La estimación de las

propiedades efectivas tiene dependencia en las fracciones relativas y las propiedades de los componen-

tes (50). En este trabajo desarrollamos el caso de conducción de calor con el objetivo de calcular la

conductividad térmica efectiva, κe, de sistemas heterogéneos bifásicos, es decir, de dos componentes.

Las ecuaciones constitutivas establecen la relación que guardan dos cantidades f́ısicas, una de

ellas el est́ımulo aplicado al sistema, y la otra, la respuesta del sistema al est́ımulo. Para conocer

la conductividad efectiva de sistemas compuestos partimos de que se trata de un problema inde-

pendiente del tiempo y que satisface que Kn << 1. La ecuación constitutiva es la ley de Fourier,
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2.1 Teoŕıa de medio efectivo y sistemas compuestos
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Figura 2.1: Diagrama de medio compuesto bifásico. El sistema puede verse como uno homogéneo para
l1, la condición de homogeneización se satisface en l2 y las inclusiones o heterogeneidades son notorias
para la escala l3. Tal que se cumple que l3 << l2 << l1.

~q(~r) = −κ∇T (~r), además se satisface la ecuación de conservación de la enerǵıa térmica, indepen-

diente del tiempo y sin fuentes, ∇ · ~q(~r) = 0. Usaremos la definición de la intensidad del campo de

temperatura dada por ~E = −∇T (~r).

La Figura 2.1 muestra el diagrama del compuesto bifásico. Se trata de un material que actúa

como matriz de conductividad térmica κ, volumen V , y que cubre una región Σ ∈ R3; embebidas en

esta matriz hay N inclusiones, o heterogeneidades, que no se traslapan, con una geometŕıa definida,

cada una con conductividad térmica κ1, de volumen v y ocupando una región Ω ∈ R3. El sistema

compuesto se ve como un sistema homogéneo para la longitud l1 y satisface la relación constitutiva

~qe = κe ~Ee. Para cada inclusión, en longitudes comparables a l3, se satisface ~q = κ1
~E. La conexión

entre ambas escalas ocurre en la longitud l2, donde elementos de volumen del orden de l32 satisfacen

que

< ~q >= κe < ~E >, (2.1)

donde < · > indica el promedio espacial, que se calcula con ayuda de la distribución de inclusiones en

la matriz. Para que estas suposiciones sean válidas es necesario que cada escala esté bien diferenciada

una de otra, es decir que l3 << l2 << l1 (49). La Ec. (2.1) es el método formal de homogeneización,

el procedimiento para desacoplar esta ecuación define los diferentes métodos de homogeneización. En

este trabajo desarrollamos uno de tipo autoconsistente conocido como TME de Maxwell-Garnett.

2.1.1. Aplicación de la teoŕıa de campo medio

La teoŕıa de campo medio se usa para encontrar soluciones a modelos que describen la interacción

de muchos cuerpos, los reduce a un sistema más simple que se aproxima con el promedio de los grados

de libertad del sistema original. Esta teoŕıa tiene el efecto de reducir el problema de muchos cuerpos
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interactuando, al problema de un cuerpo bajo una interacción efectiva. Afirma Kadanoff (2009) que

la teoŕıa de campo medio “ofrece una respuesta parcial y parcialmente imprecisa” (51). En nuestro

caso, el problema de N cuerpos interactuando es el de N inclusiones en un medio homogéneo, para

reducir al problema de una inclusión que está embebida en un medio efectivo, planteamos las hipótesis

de campo medio siguientes:

1. Todas las inclusiones son estad́ısticamente equivalentes, es decir, su distribución en el interior

de la matriz es uniforme.

2. Todas las inclusiones son estad́ısticamente independientes, es decir, no hay contacto térmico

entre ellas.

La ecuación constitutiva que gobierna el problema es < ~q >= κe < ~E >, con la condición de que

∇· < ~q >= 0. Por tanto se satisface que ∇·(κe < ∇T >) = 0. La conductividad efectiva corresponde

al sistema homogeneizado y es independiente de la posición, encontramos entonces que la ecuación

a resolver es

∇· < ∇T >= 0. (2.2)

Calculamos el valor promedio o valor esperado de ∇T sobre la distribución de inclusiones en el

sistema completo, es decir

< ∇T >=

N∑
i=1

~Eipi,

donde ~Ei es la intensidad del campo de temperatura en una vecindad de radio l2 de la i-ésima

inclusión, mientras que pi es la probabilidad de que la i-ésima inclusión se encuentre en la posición

~r. En principio ambas cantidades son desconocidas, pero las hipótesis de campo medio nos permiten

determinarlas. La primera hipótesis dice que la distribución de inclusiones es uniforme, por lo que

pi = v/V para todo i. La segunda hipótesis dice que no hay interacción entre las inclusiones, por lo

que cada ~Ei es independiente del efecto de otras intensidades, lo que resulta en

∇· < ∇T >=
(
N
v

V

)
∇2T (~r) = 0. (2.3)

En resumen, las hipótesis de campo medio nos permiten resolver el problema de conducción

de calor para una sola inclusión arbitraria, y el sistema de N inclusiones se resuelve al sumar N

veces la solución de esta inclusión aislada. Obtenemos la conductividad efectiva de las condiciones

de frontera, como veremos en la siguiente sección.
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2.1.2. Procedimiento general para la homogeneización

En esta sección desarrollamos un procedimiento para encontrar κe para inclusiones de geometŕıa

arbitraria a partir de la solución de ∇2T = 0. A las soluciones fuera del volumen ocupado por las

inclusiones las denotamos con T>, mientras que a las soluciones en el interior del volumen ocupado

por las inclusiones con T<.

Dependiendo de la forma de las inclusiones escogemos el sistema coordenado apropiado para

escribir ~r = ~r(Q1,Q2,Q3), donde Qi = Qi(x = x1, y = x2, z = x3) e i ∈ {1, 2, 3}. Los factores de

escala asociados son hi = |∂~r/∂Qi| y existe una transformación entre la base canónica ê1, ê2, ê3 y las

coordenadas (Q1,Q2,Q3). En el caso esférico, por ejemplo, (Q1,Q2,Q3) = (r, θ, ϕ).

Los pasos que seguimos son los siguientes:

Paso 1. La matriz. Suponemos que es conocida la solución a la ecuación de Laplace en un medio

homogéneo con la geometŕıa escogida. La denotamos por T0(~r). Si hay un flujo de calor pasando por el

sistema en la dirección êr dado por ~q0 = q0êr, la ecuación constitutiva establece que T0 = − q0
κ (êr ·~r).

Paso 2. La inclusión aislada. Aproximamos la presencia de la inclusión embebida en la matriz

como una perturbación a primer orden de la solución T0. La escribimos como T> = Ti, dada por

Ti(~r) = T0(~r) (A1 +A2F (Q1)) , (2.4)

donde A1 y A2 son constantes y la función perturbativa es F (Q1), que depende de una sola coorde-

nada. El método que proponemos imita el procedimiento que se usa en el problema de determinar

el potencial electromagnético de un eliposoide inmerso en un campo eléctrico (52).

La ecuación de Laplace se convierte en

∇2Ti = ∇2T0(A1 +A2F ) + 2A2∇T0 · ∇F +A2T0∇2F = 0, (2.5)

el primer término se anula. Y la ecuación se reescribe como

2∇T0(~r) · ∇F (Q1) + T0(~r)∇2F (Q1) = 0. (2.6)

Para escribir de forma expĺıcita la Ec. (2.6) consideremos

~ai =
3∑
j=1

γij êj ,

con

γij =
1

hi

∂xj
∂Qi

.

Con esto escribimos el gradiente y laplaciano de una función con dependencia en las coordenadas
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generales Qi, dados por

∇ψ =
3∑
i=1

~ai
hi

∂ψ

∂Qi
(2.7)

y

∇2ψ =
1

h1h2h3

3∑
i=1

∂

∂Qi

 1

h2
i

3∏
j=1

hj
∂ψ

∂Qi

 . (2.8)

Del paso 1, recordamos que T0 = − q0
κ (~r · êr) y ∇T0 = − q0

κ êr para r ∈ {1, 2, 3}. Sustitutimos las

Ecs. (2.7) y (2.8) para F en la Ec. (2.6), de donde se obtiene una ecuación diferencial ordinaria para

la función perturbativa F (Q1), que no depende de la magnitud del flujo, dada por

xr
h2

1

d2F

dQ2
1

+
dF

dQ1

(
2

h2
1

∂xr
∂Q1

+
xr

h1h2h3

∂

∂Q1
(h2h3/h1)

)
= 0. (2.9)

A distancias similares a l1 el sistema se ve como uno homogéneo, por tanto se debe cumplir que para

|~r| → ∞ la función perturbativa es nula.

Dentro de la inclusión el sistema es homogéneo y se satisface la solución T< = A3T0, donde A3

es una constante que se obtiene a partir de las condiciones de frontera.

Paso 3. Superposición. Tenemos más de una región y eso nos obliga a imponer condiciones de

frontera entre cambio de dominios. Cada inclusión ocupa una región Ω ∈ R3, en particular lo hace

la inclusión que hemos fijado. Su superficie o frontera se denota con ∂Ω. La matriz ocupa la región

Σ de frontera ∂Σ. Suponemos que entre la matriz y la inclusión existe contacto térmico perfecto,

es decir que la temperatura y el flujo de calor son continuos a lo largo de la frontera. Establecemos

entonces que

1. T> |∂Ω+= T< |∂Ω−

2. κ
∂T>
∂n
|∂Ω+= κ1

∂T<
∂n
|∂Ω− ,

donde ∂
∂n indica la derivada direccional, y los sub́ındices + o - indican si la evaluación es hecha por

fuera o por dentro de la frontera definida por la inclusión. Ahora buscamos dejar a T> y T< como

dependientes de una sola constante, A1.

De las condiciones (1) y (2) se encuentra que los coeficientes A1, A2 y A3 cumplen que

A1 +A2F |∂Ω= A3 (2.10)

y

κ1A3
∂T0

∂n
|∂Ω= κ

∂T0

∂n
|∂Ω (A1 +A2F ) |∂Ω +κT0 |∂Ω A2

dF

dQ1
|∂Ω, (2.11)
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de las Ecs.(2.10)-(2.11) tenemos que

A2 = A1
κ− κ1

(κ1 − κ)F |∂Ω −κ
(
∂LnT0

∂n
|∂Ω

)−1 dF

dQ1
|∂Ω

. (2.12)

Reescribimos la solución alrededor de la inclusión dada por T> en términos de A1 como

T> = T0A1

1 +
κ− κ1

(κ1 − κ)F |∂Ω −κ
(
∂LnT0

∂n
|∂Ω

)−1 dF

dQ1
|∂Ω

F (Q1)

 . (2.13)

La segunda hipótesis de campo medio nos permite escribir la solución para las N inclusiones

como la superposición de cada una de las soluciones T>. De modo que

T (~r) = T0A1

1 +N
κ− κ1

(κ1 − κ)F |∂Ω −κ
(
∂LnT0

∂n
|∂Ω

)−1 dF

dQ1
|∂Ω

F (Q1)

 . (2.14)

Paso 4. Homogeneización. Este es el paso de autoconsistencia. Vemos al sistema como una

inclusión hecha del material efectivo con conductividad térmica κe, que a su vez está embebido en

un medio homogéneo de conductividad κ. Debido al cambio de dominio debemos imponer condiciones

de frontera en la superficie de la inclusión efectiva, fijadas como

1. T> |∂Σ+= T< |∂Σ−

2. κ
∂T>
∂n
|∂Σ+= κe

∂T<
∂n
|∂Σ− .

Con el paso de autoconsistencia identificamos que sobre la superficie de la inclusión efectiva, la

solución que resulta de la superposición (Ec. (2.14)) y la solución que se obtiene de las condiciones

de frontera de arriba, son iguales. De lo que obtenemos

N

(
∂LnT0
∂n
dF
dQ1

)
∂Ω

(
dF
dQ1

∂LnT0
∂n

)
∂Σ

κ− κ1

(κ1 − κ) ∂LnT0
∂n

|∂Ω
dLnF
dQ1

|−1
∂Ω −κ

=
κ− κe

(κe − κ) ∂LnT0
∂n

|∂Σ
dLnF
dQ1

|−1
∂Σ −κ

. (2.15)

Definimos el término L(r) como

L(r) = −
(
∂LnT0

∂n

(
dLnF

dQ1

)−1
)
∂Ω

, (2.16)

el cual identificamos con un factor de forma en la dirección r. La dirección r aparece de forma

impĺıcita en T0, ya que ésta depende de la dirección en la que se ha aplicado el flujo de calor.

Notamos que la evaluación se hace sobre la superficie de la inclusión (∂Ω). Hemos suprimido la
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evaluación sobre la superficie del sistema (∂Σ) porque suponemos que éste es lo suficientemente

grande como para que no sea relevante su forma, podamos identificarlo con una figura similar y aśı

se satisface que LΣ = LΩ. Para las direcciones de la base canónica r ∈ {1, 2, 3}, los factores de forma

satisfacen una relación de cerradura, y que puede demostrarse en cada geometŕıa, dada por

L(1) + L(2) + L(3) = 1. (2.17)

Definimos la fracción de volumen o fracción de llenado como

f =

(
∂LnT0
∂n
dF
dQ1

)
∂Ω

(
dF
dQ1

∂LnT0
∂n

)
∂Σ

. (2.18)

Al especificar la geometŕıa de las inclusiones encontramos que f es el cociente del volumen ocupado

por las inclusiones sobre el volumen del sistema, tal que f ∈ [0, 1].



1

1

1 1

1 1⌦

⌃
e

<latexit sha1_base64="kVZxfhyZJUV2ux6BMZwIC5VTEG8=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoMegF48RzAOSJfROZpMhs7PjzKwQQn7CiwdFvPo73vwbJ8keNLGgoajqprsrUoIb6/vfXmFtfWNzq7hd2tnd2z8oHx41TZppyho0FaluR2iY4JI1LLeCtZVmmESCtaLR7cxvPTFteCof7FixMMGB5DGnaJ3U7o5QKeyxXrniV/05yCoJclKBHPVe+avbT2mWMGmpQGM6ga9sOEFtORVsWupmhimkIxywjqMSE2bCyfzeKTlzSp/EqXYlLZmrvycmmBgzTiLXmaAdmmVvJv7ndTIbX4cTLlVmmaSLRXEmiE3J7HnS55pRK8aOINXc3UroEDVS6yIquRCC5ZdXSfOiGvjV4P6yUrvJ4yjCCZzCOQRwBTW4gzo0gIKAZ3iFN+/Re/HevY9Fa8HLZ47hD7zPHw5pj/c=</latexit><latexit sha1_base64="kVZxfhyZJUV2ux6BMZwIC5VTEG8=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoMegF48RzAOSJfROZpMhs7PjzKwQQn7CiwdFvPo73vwbJ8keNLGgoajqprsrUoIb6/vfXmFtfWNzq7hd2tnd2z8oHx41TZppyho0FaluR2iY4JI1LLeCtZVmmESCtaLR7cxvPTFteCof7FixMMGB5DGnaJ3U7o5QKeyxXrniV/05yCoJclKBHPVe+avbT2mWMGmpQGM6ga9sOEFtORVsWupmhimkIxywjqMSE2bCyfzeKTlzSp/EqXYlLZmrvycmmBgzTiLXmaAdmmVvJv7ndTIbX4cTLlVmmaSLRXEmiE3J7HnS55pRK8aOINXc3UroEDVS6yIquRCC5ZdXSfOiGvjV4P6yUrvJ4yjCCZzCOQRwBTW4gzo0gIKAZ3iFN+/Re/HevY9Fa8HLZ47hD7zPHw5pj/c=</latexit><latexit sha1_base64="kVZxfhyZJUV2ux6BMZwIC5VTEG8=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoMegF48RzAOSJfROZpMhs7PjzKwQQn7CiwdFvPo73vwbJ8keNLGgoajqprsrUoIb6/vfXmFtfWNzq7hd2tnd2z8oHx41TZppyho0FaluR2iY4JI1LLeCtZVmmESCtaLR7cxvPTFteCof7FixMMGB5DGnaJ3U7o5QKeyxXrniV/05yCoJclKBHPVe+avbT2mWMGmpQGM6ga9sOEFtORVsWupmhimkIxywjqMSE2bCyfzeKTlzSp/EqXYlLZmrvycmmBgzTiLXmaAdmmVvJv7ndTIbX4cTLlVmmaSLRXEmiE3J7HnS55pRK8aOINXc3UroEDVS6yIquRCC5ZdXSfOiGvjV4P6yUrvJ4yjCCZzCOQRwBTW4gzo0gIKAZ3iFN+/Re/HevY9Fa8HLZ47hD7zPHw5pj/c=</latexit><latexit sha1_base64="kVZxfhyZJUV2ux6BMZwIC5VTEG8=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoMegF48RzAOSJfROZpMhs7PjzKwQQn7CiwdFvPo73vwbJ8keNLGgoajqprsrUoIb6/vfXmFtfWNzq7hd2tnd2z8oHx41TZppyho0FaluR2iY4JI1LLeCtZVmmESCtaLR7cxvPTFteCof7FixMMGB5DGnaJ3U7o5QKeyxXrniV/05yCoJclKBHPVe+avbT2mWMGmpQGM6ga9sOEFtORVsWupmhimkIxywjqMSE2bCyfzeKTlzSp/EqXYlLZmrvycmmBgzTiLXmaAdmmVvJv7ndTIbX4cTLlVmmaSLRXEmiE3J7HnS55pRK8aOINXc3UroEDVS6yIquRCC5ZdXSfOiGvjV4P6yUrvJ4yjCCZzCOQRwBTW4gzo0gIKAZ3iFN+/Re/HevY9Fa8HLZ47hD7zPHw5pj/c=</latexit>



1

1

11
<latexit sha1_base64="FpGugPi/wQI/82ESW1MfkqLa6as=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQI8BLx4jmAckS+idzCZDZmfHmVkhhPyEFw+KePV3vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXpAQ31ve/vcLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj5pmTTTlDVpKlLdidAwwSVrWm4F6yjNMIkEa0fj27nffmLa8FQ+2IliYYJDyWNO0Tqp0xujUtgP+uWKX/UXIOskyEkFcjT65a/eIKVZwqSlAo3pBr6y4RS15VSwWamXGaaQjnHIuo5KTJgJp4t7Z+TCKQMSp9qVtGSh/p6YYmLMJIlcZ4J2ZFa9ufif181sfBNOuVSZZZIuF8WZIDYl8+fJgGtGrZg4glRzdyuhI9RIrYuo5EIIVl9eJ62rauBXg/tapV7L4yjCGZzDJQRwDXW4gwY0gYKAZ3iFN+/Re/HevY9la8HLZ07hD7zPH7tUj7U=</latexit><latexit sha1_base64="FpGugPi/wQI/82ESW1MfkqLa6as=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQI8BLx4jmAckS+idzCZDZmfHmVkhhPyEFw+KePV3vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXpAQ31ve/vcLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj5pmTTTlDVpKlLdidAwwSVrWm4F6yjNMIkEa0fj27nffmLa8FQ+2IliYYJDyWNO0Tqp0xujUtgP+uWKX/UXIOskyEkFcjT65a/eIKVZwqSlAo3pBr6y4RS15VSwWamXGaaQjnHIuo5KTJgJp4t7Z+TCKQMSp9qVtGSh/p6YYmLMJIlcZ4J2ZFa9ufif181sfBNOuVSZZZIuF8WZIDYl8+fJgGtGrZg4glRzdyuhI9RIrYuo5EIIVl9eJ62rauBXg/tapV7L4yjCGZzDJQRwDXW4gwY0gYKAZ3iFN+/Re/HevY9la8HLZ07hD7zPH7tUj7U=</latexit><latexit sha1_base64="FpGugPi/wQI/82ESW1MfkqLa6as=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQI8BLx4jmAckS+idzCZDZmfHmVkhhPyEFw+KePV3vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXpAQ31ve/vcLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj5pmTTTlDVpKlLdidAwwSVrWm4F6yjNMIkEa0fj27nffmLa8FQ+2IliYYJDyWNO0Tqp0xujUtgP+uWKX/UXIOskyEkFcjT65a/eIKVZwqSlAo3pBr6y4RS15VSwWamXGaaQjnHIuo5KTJgJp4t7Z+TCKQMSp9qVtGSh/p6YYmLMJIlcZ4J2ZFa9ufif181sfBNOuVSZZZIuF8WZIDYl8+fJgGtGrZg4glRzdyuhI9RIrYuo5EIIVl9eJ62rauBXg/tapV7L4yjCGZzDJQRwDXW4gwY0gYKAZ3iFN+/Re/HevY9la8HLZ07hD7zPH7tUj7U=</latexit><latexit sha1_base64="FpGugPi/wQI/82ESW1MfkqLa6as=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQI8BLx4jmAckS+idzCZDZmfHmVkhhPyEFw+KePV3vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXpAQ31ve/vcLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj5pmTTTlDVpKlLdidAwwSVrWm4F6yjNMIkEa0fj27nffmLa8FQ+2IliYYJDyWNO0Tqp0xujUtgP+uWKX/UXIOskyEkFcjT65a/eIKVZwqSlAo3pBr6y4RS15VSwWamXGaaQjnHIuo5KTJgJp4t7Z+TCKQMSp9qVtGSh/p6YYmLMJIlcZ4J2ZFa9ufif181sfBNOuVSZZZIuF8WZIDYl8+fJgGtGrZg4glRzdyuhI9RIrYuo5EIIVl9eJ62rauBXg/tapV7L4yjCGZzDJQRwDXW4gwY0gYKAZ3iFN+/Re/HevY9la8HLZ07hD7zPH7tUj7U=</latexit>

1
<latexit sha1_base64="FpGugPi/wQI/82ESW1MfkqLa6as=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQI8BLx4jmAckS+idzCZDZmfHmVkhhPyEFw+KePV3vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXpAQ31ve/vcLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj5pmTTTlDVpKlLdidAwwSVrWm4F6yjNMIkEa0fj27nffmLa8FQ+2IliYYJDyWNO0Tqp0xujUtgP+uWKX/UXIOskyEkFcjT65a/eIKVZwqSlAo3pBr6y4RS15VSwWamXGaaQjnHIuo5KTJgJp4t7Z+TCKQMSp9qVtGSh/p6YYmLMJIlcZ4J2ZFa9ufif181sfBNOuVSZZZIuF8WZIDYl8+fJgGtGrZg4glRzdyuhI9RIrYuo5EIIVl9eJ62rauBXg/tapV7L4yjCGZzDJQRwDXW4gwY0gYKAZ3iFN+/Re/HevY9la8HLZ07hD7zPH7tUj7U=</latexit><latexit sha1_base64="FpGugPi/wQI/82ESW1MfkqLa6as=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQI8BLx4jmAckS+idzCZDZmfHmVkhhPyEFw+KePV3vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXpAQ31ve/vcLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj5pmTTTlDVpKlLdidAwwSVrWm4F6yjNMIkEa0fj27nffmLa8FQ+2IliYYJDyWNO0Tqp0xujUtgP+uWKX/UXIOskyEkFcjT65a/eIKVZwqSlAo3pBr6y4RS15VSwWamXGaaQjnHIuo5KTJgJp4t7Z+TCKQMSp9qVtGSh/p6YYmLMJIlcZ4J2ZFa9ufif181sfBNOuVSZZZIuF8WZIDYl8+fJgGtGrZg4glRzdyuhI9RIrYuo5EIIVl9eJ62rauBXg/tapV7L4yjCGZzDJQRwDXW4gwY0gYKAZ3iFN+/Re/HevY9la8HLZ07hD7zPH7tUj7U=</latexit><latexit sha1_base64="FpGugPi/wQI/82ESW1MfkqLa6as=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQI8BLx4jmAckS+idzCZDZmfHmVkhhPyEFw+KePV3vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXpAQ31ve/vcLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj5pmTTTlDVpKlLdidAwwSVrWm4F6yjNMIkEa0fj27nffmLa8FQ+2IliYYJDyWNO0Tqp0xujUtgP+uWKX/UXIOskyEkFcjT65a/eIKVZwqSlAo3pBr6y4RS15VSwWamXGaaQjnHIuo5KTJgJp4t7Z+TCKQMSp9qVtGSh/p6YYmLMJIlcZ4J2ZFa9ufif181sfBNOuVSZZZIuF8WZIDYl8+fJgGtGrZg4glRzdyuhI9RIrYuo5EIIVl9eJ62rauBXg/tapV7L4yjCGZzDJQRwDXW4gwY0gYKAZ3iFN+/Re/HevY9la8HLZ07hD7zPH7tUj7U=</latexit><latexit sha1_base64="FpGugPi/wQI/82ESW1MfkqLa6as=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQI8BLx4jmAckS+idzCZDZmfHmVkhhPyEFw+KePV3vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXpAQ31ve/vcLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj5pmTTTlDVpKlLdidAwwSVrWm4F6yjNMIkEa0fj27nffmLa8FQ+2IliYYJDyWNO0Tqp0xujUtgP+uWKX/UXIOskyEkFcjT65a/eIKVZwqSlAo3pBr6y4RS15VSwWamXGaaQjnHIuo5KTJgJp4t7Z+TCKQMSp9qVtGSh/p6YYmLMJIlcZ4J2ZFa9ufif181sfBNOuVSZZZIuF8WZIDYl8+fJgGtGrZg4glRzdyuhI9RIrYuo5EIIVl9eJ62rauBXg/tapV7L4yjCGZzDJQRwDXW4gwY0gYKAZ3iFN+/Re/HevY9la8HLZ07hD7zPH7tUj7U=</latexit>

1
<latexit sha1_base64="FpGugPi/wQI/82ESW1MfkqLa6as=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQI8BLx4jmAckS+idzCZDZmfHmVkhhPyEFw+KePV3vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXpAQ31ve/vcLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj5pmTTTlDVpKlLdidAwwSVrWm4F6yjNMIkEa0fj27nffmLa8FQ+2IliYYJDyWNO0Tqp0xujUtgP+uWKX/UXIOskyEkFcjT65a/eIKVZwqSlAo3pBr6y4RS15VSwWamXGaaQjnHIuo5KTJgJp4t7Z+TCKQMSp9qVtGSh/p6YYmLMJIlcZ4J2ZFa9ufif181sfBNOuVSZZZIuF8WZIDYl8+fJgGtGrZg4glRzdyuhI9RIrYuo5EIIVl9eJ62rauBXg/tapV7L4yjCGZzDJQRwDXW4gwY0gYKAZ3iFN+/Re/HevY9la8HLZ07hD7zPH7tUj7U=</latexit><latexit sha1_base64="FpGugPi/wQI/82ESW1MfkqLa6as=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQI8BLx4jmAckS+idzCZDZmfHmVkhhPyEFw+KePV3vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXpAQ31ve/vcLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj5pmTTTlDVpKlLdidAwwSVrWm4F6yjNMIkEa0fj27nffmLa8FQ+2IliYYJDyWNO0Tqp0xujUtgP+uWKX/UXIOskyEkFcjT65a/eIKVZwqSlAo3pBr6y4RS15VSwWamXGaaQjnHIuo5KTJgJp4t7Z+TCKQMSp9qVtGSh/p6YYmLMJIlcZ4J2ZFa9ufif181sfBNOuVSZZZIuF8WZIDYl8+fJgGtGrZg4glRzdyuhI9RIrYuo5EIIVl9eJ62rauBXg/tapV7L4yjCGZzDJQRwDXW4gwY0gYKAZ3iFN+/Re/HevY9la8HLZ07hD7zPH7tUj7U=</latexit><latexit sha1_base64="FpGugPi/wQI/82ESW1MfkqLa6as=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQI8BLx4jmAckS+idzCZDZmfHmVkhhPyEFw+KePV3vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXpAQ31ve/vcLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj5pmTTTlDVpKlLdidAwwSVrWm4F6yjNMIkEa0fj27nffmLa8FQ+2IliYYJDyWNO0Tqp0xujUtgP+uWKX/UXIOskyEkFcjT65a/eIKVZwqSlAo3pBr6y4RS15VSwWamXGaaQjnHIuo5KTJgJp4t7Z+TCKQMSp9qVtGSh/p6YYmLMJIlcZ4J2ZFa9ufif181sfBNOuVSZZZIuF8WZIDYl8+fJgGtGrZg4glRzdyuhI9RIrYuo5EIIVl9eJ62rauBXg/tapV7L4yjCGZzDJQRwDXW4gwY0gYKAZ3iFN+/Re/HevY9la8HLZ07hD7zPH7tUj7U=</latexit><latexit sha1_base64="FpGugPi/wQI/82ESW1MfkqLa6as=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKexKQI8BLx4jmAckS+idzCZDZmfHmVkhhPyEFw+KePV3vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXpAQ31ve/vcLG5tb2TnG3tLd/cHhUPj5pmTTTlDVpKlLdidAwwSVrWm4F6yjNMIkEa0fj27nffmLa8FQ+2IliYYJDyWNO0Tqp0xujUtgP+uWKX/UXIOskyEkFcjT65a/eIKVZwqSlAo3pBr6y4RS15VSwWamXGaaQjnHIuo5KTJgJp4t7Z+TCKQMSp9qVtGSh/p6YYmLMJIlcZ4J2ZFa9ufif181sfBNOuVSZZZIuF8WZIDYl8+fJgGtGrZg4glRzdyuhI9RIrYuo5EIIVl9eJ62rauBXg/tapV7L4yjCGZzDJQRwDXW4gwY0gYKAZ3iFN+/Re/HevY9la8HLZ07hD7zPH7tUj7U=</latexit>

eff


<latexit sha1_base64="HS3SLxswqyre5Oj5wfHAh/fI1KE=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoHgKePEYwTwgWULvZJKMmZ1ZZmaFsOQfvHhQxKv/482/cZLsQRMLGoqqbrq7okRwY33/2yusrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjplGppqxBlVC6HaFhgkvWsNwK1k40wzgSrBWNb2d+64lpw5V8sJOEhTEOJR9witZJze4YkwR75Ypf9ecgqyTISQVy1Hvlr25f0TRm0lKBxnQCP7FhhtpyKti01E0NS5COccg6jkqMmQmz+bVTcuaUPhko7UpaMld/T2QYGzOJI9cZox2ZZW8m/ud1Uju4DjMuk9QySReLBqkgVpHZ66TPNaNWTBxBqrm7ldARaqTWBVRyIQTLL6+S5kU18KvB/WWldpPHUYQTOIVzCOAKanAHdWgAhUd4hld485T34r17H4vWgpfPHMMfeJ8/k8SPFw==</latexit><latexit sha1_base64="HS3SLxswqyre5Oj5wfHAh/fI1KE=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoHgKePEYwTwgWULvZJKMmZ1ZZmaFsOQfvHhQxKv/482/cZLsQRMLGoqqbrq7okRwY33/2yusrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjplGppqxBlVC6HaFhgkvWsNwK1k40wzgSrBWNb2d+64lpw5V8sJOEhTEOJR9witZJze4YkwR75Ypf9ecgqyTISQVy1Hvlr25f0TRm0lKBxnQCP7FhhtpyKti01E0NS5COccg6jkqMmQmz+bVTcuaUPhko7UpaMld/T2QYGzOJI9cZox2ZZW8m/ud1Uju4DjMuk9QySReLBqkgVpHZ66TPNaNWTBxBqrm7ldARaqTWBVRyIQTLL6+S5kU18KvB/WWldpPHUYQTOIVzCOAKanAHdWgAhUd4hld485T34r17H4vWgpfPHMMfeJ8/k8SPFw==</latexit><latexit sha1_base64="HS3SLxswqyre5Oj5wfHAh/fI1KE=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoHgKePEYwTwgWULvZJKMmZ1ZZmaFsOQfvHhQxKv/482/cZLsQRMLGoqqbrq7okRwY33/2yusrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjplGppqxBlVC6HaFhgkvWsNwK1k40wzgSrBWNb2d+64lpw5V8sJOEhTEOJR9witZJze4YkwR75Ypf9ecgqyTISQVy1Hvlr25f0TRm0lKBxnQCP7FhhtpyKti01E0NS5COccg6jkqMmQmz+bVTcuaUPhko7UpaMld/T2QYGzOJI9cZox2ZZW8m/ud1Uju4DjMuk9QySReLBqkgVpHZ66TPNaNWTBxBqrm7ldARaqTWBVRyIQTLL6+S5kU18KvB/WWldpPHUYQTOIVzCOAKanAHdWgAhUd4hld485T34r17H4vWgpfPHMMfeJ8/k8SPFw==</latexit><latexit sha1_base64="HS3SLxswqyre5Oj5wfHAh/fI1KE=">AAAB7XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoHgKePEYwTwgWULvZJKMmZ1ZZmaFsOQfvHhQxKv/482/cZLsQRMLGoqqbrq7okRwY33/2yusrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjplGppqxBlVC6HaFhgkvWsNwK1k40wzgSrBWNb2d+64lpw5V8sJOEhTEOJR9witZJze4YkwR75Ypf9ecgqyTISQVy1Hvlr25f0TRm0lKBxnQCP7FhhtpyKti01E0NS5COccg6jkqMmQmz+bVTcuaUPhko7UpaMld/T2QYGzOJI9cZox2ZZW8m/ud1Uju4DjMuk9QySReLBqkgVpHZ66TPNaNWTBxBqrm7ldARaqTWBVRyIQTLL6+S5kU18KvB/WWldpPHUYQTOIVzCOAKanAHdWgAhUd4hld485T34r17H4vWgpfPHMMfeJ8/k8SPFw==</latexit>

Sistema	equivalente

Paso	1

Paso 4

Paso	2 T0(A1 + A2F (q1))
<latexit sha1_base64="8ggtu+ux5gAWwiRwMNGBIAAD7uo=">AAAB+3icbVDLSgMxFM34rPU11qWbYBFahDIpoi5bBHFZoS9ohyGTZtrQTGZMMmIZ+ituXCji1h9x59+YtrPQ1gMXDufcy733+DFnSjvOt7W2vrG5tZ3bye/u7R8c2keFtooSSWiLRDySXR8rypmgLc00p91YUhz6nHb88c3M7zxSqVgkmnoSUzfEQ8ECRrA2kmcXmp5TqnvovO5Vb0sPHiqXPbvoVJw54CpBGSmCDA3P/uoPIpKEVGjCsVI95MTaTbHUjHA6zfcTRWNMxnhIe4YKHFLlpvPbp/DMKAMYRNKU0HCu/p5IcajUJPRNZ4j1SC17M/E/r5fo4NpNmYgTTQVZLAoSDnUEZ0HAAZOUaD4xBBPJzK2QjLDERJu48iYEtPzyKmlXK8ipoPuLYu0yiyMHTsApKAEErkAN3IEGaAECnsAzeAVv1tR6sd6tj0XrmpXNHIM/sD5/ADuGke0=</latexit><latexit sha1_base64="8ggtu+ux5gAWwiRwMNGBIAAD7uo=">AAAB+3icbVDLSgMxFM34rPU11qWbYBFahDIpoi5bBHFZoS9ohyGTZtrQTGZMMmIZ+ituXCji1h9x59+YtrPQ1gMXDufcy733+DFnSjvOt7W2vrG5tZ3bye/u7R8c2keFtooSSWiLRDySXR8rypmgLc00p91YUhz6nHb88c3M7zxSqVgkmnoSUzfEQ8ECRrA2kmcXmp5TqnvovO5Vb0sPHiqXPbvoVJw54CpBGSmCDA3P/uoPIpKEVGjCsVI95MTaTbHUjHA6zfcTRWNMxnhIe4YKHFLlpvPbp/DMKAMYRNKU0HCu/p5IcajUJPRNZ4j1SC17M/E/r5fo4NpNmYgTTQVZLAoSDnUEZ0HAAZOUaD4xBBPJzK2QjLDERJu48iYEtPzyKmlXK8ipoPuLYu0yiyMHTsApKAEErkAN3IEGaAECnsAzeAVv1tR6sd6tj0XrmpXNHIM/sD5/ADuGke0=</latexit><latexit sha1_base64="8ggtu+ux5gAWwiRwMNGBIAAD7uo=">AAAB+3icbVDLSgMxFM34rPU11qWbYBFahDIpoi5bBHFZoS9ohyGTZtrQTGZMMmIZ+ituXCji1h9x59+YtrPQ1gMXDufcy733+DFnSjvOt7W2vrG5tZ3bye/u7R8c2keFtooSSWiLRDySXR8rypmgLc00p91YUhz6nHb88c3M7zxSqVgkmnoSUzfEQ8ECRrA2kmcXmp5TqnvovO5Vb0sPHiqXPbvoVJw54CpBGSmCDA3P/uoPIpKEVGjCsVI95MTaTbHUjHA6zfcTRWNMxnhIe4YKHFLlpvPbp/DMKAMYRNKU0HCu/p5IcajUJPRNZ4j1SC17M/E/r5fo4NpNmYgTTQVZLAoSDnUEZ0HAAZOUaD4xBBPJzK2QjLDERJu48iYEtPzyKmlXK8ipoPuLYu0yiyMHTsApKAEErkAN3IEGaAECnsAzeAVv1tR6sd6tj0XrmpXNHIM/sD5/ADuGke0=</latexit><latexit sha1_base64="8ggtu+ux5gAWwiRwMNGBIAAD7uo=">AAAB+3icbVDLSgMxFM34rPU11qWbYBFahDIpoi5bBHFZoS9ohyGTZtrQTGZMMmIZ+ituXCji1h9x59+YtrPQ1gMXDufcy733+DFnSjvOt7W2vrG5tZ3bye/u7R8c2keFtooSSWiLRDySXR8rypmgLc00p91YUhz6nHb88c3M7zxSqVgkmnoSUzfEQ8ECRrA2kmcXmp5TqnvovO5Vb0sPHiqXPbvoVJw54CpBGSmCDA3P/uoPIpKEVGjCsVI95MTaTbHUjHA6zfcTRWNMxnhIe4YKHFLlpvPbp/DMKAMYRNKU0HCu/p5IcajUJPRNZ4j1SC17M/E/r5fo4NpNmYgTTQVZLAoSDnUEZ0HAAZOUaD4xBBPJzK2QjLDERJu48iYEtPzyKmlXK8ipoPuLYu0yiyMHTsApKAEErkAN3IEGaAECnsAzeAVv1tR6sd6tj0XrmpXNHIM/sD5/ADuGke0=</latexit>

T0
<latexit sha1_base64="VVrkTN5LLl5vpDiRK7ZomSMN+L8=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqseCF48V+wVtKJvtpF262YTdjVBCf4IXD4p49Rd589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfTmFjc2t7p7hb2ts/ODwqH5+0dZwqhi0Wi1h1A6pRcIktw43AbqKQRoHATjC5m/udJ1Sax7Jppgn6ER1JHnJGjZUemwN3UK64VXcBsk68nFQgR2NQ/uoPY5ZGKA0TVOue5ybGz6gynAmclfqpxoSyCR1hz1JJI9R+tjh1Ri6sMiRhrGxJQxbq74mMRlpPo8B2RtSM9ao3F//zeqkJb/2MyyQ1KNlyUZgKYmIy/5sMuUJmxNQSyhS3txI2pooyY9Mp2RC81ZfXSfuq6rlV7+G6Uq/lcRThDM7hEjy4gTrcQwNawGAEz/AKb45wXpx352PZWnDymVP4A+fzB8+pjW8=</latexit><latexit sha1_base64="VVrkTN5LLl5vpDiRK7ZomSMN+L8=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqseCF48V+wVtKJvtpF262YTdjVBCf4IXD4p49Rd589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfTmFjc2t7p7hb2ts/ODwqH5+0dZwqhi0Wi1h1A6pRcIktw43AbqKQRoHATjC5m/udJ1Sax7Jppgn6ER1JHnJGjZUemwN3UK64VXcBsk68nFQgR2NQ/uoPY5ZGKA0TVOue5ybGz6gynAmclfqpxoSyCR1hz1JJI9R+tjh1Ri6sMiRhrGxJQxbq74mMRlpPo8B2RtSM9ao3F//zeqkJb/2MyyQ1KNlyUZgKYmIy/5sMuUJmxNQSyhS3txI2pooyY9Mp2RC81ZfXSfuq6rlV7+G6Uq/lcRThDM7hEjy4gTrcQwNawGAEz/AKb45wXpx352PZWnDymVP4A+fzB8+pjW8=</latexit><latexit sha1_base64="VVrkTN5LLl5vpDiRK7ZomSMN+L8=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqseCF48V+wVtKJvtpF262YTdjVBCf4IXD4p49Rd589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfTmFjc2t7p7hb2ts/ODwqH5+0dZwqhi0Wi1h1A6pRcIktw43AbqKQRoHATjC5m/udJ1Sax7Jppgn6ER1JHnJGjZUemwN3UK64VXcBsk68nFQgR2NQ/uoPY5ZGKA0TVOue5ybGz6gynAmclfqpxoSyCR1hz1JJI9R+tjh1Ri6sMiRhrGxJQxbq74mMRlpPo8B2RtSM9ao3F//zeqkJb/2MyyQ1KNlyUZgKYmIy/5sMuUJmxNQSyhS3txI2pooyY9Mp2RC81ZfXSfuq6rlV7+G6Uq/lcRThDM7hEjy4gTrcQwNawGAEz/AKb45wXpx352PZWnDymVP4A+fzB8+pjW8=</latexit><latexit sha1_base64="VVrkTN5LLl5vpDiRK7ZomSMN+L8=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqseCF48V+wVtKJvtpF262YTdjVBCf4IXD4p49Rd589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfTmFjc2t7p7hb2ts/ODwqH5+0dZwqhi0Wi1h1A6pRcIktw43AbqKQRoHATjC5m/udJ1Sax7Jppgn6ER1JHnJGjZUemwN3UK64VXcBsk68nFQgR2NQ/uoPY5ZGKA0TVOue5ybGz6gynAmclfqpxoSyCR1hz1JJI9R+tjh1Ri6sMiRhrGxJQxbq74mMRlpPo8B2RtSM9ao3F//zeqkJb/2MyyQ1KNlyUZgKYmIy/5sMuUJmxNQSyhS3txI2pooyY9Mp2RC81ZfXSfuq6rlV7+G6Uq/lcRThDM7hEjy4gTrcQwNawGAEz/AKb45wXpx352PZWnDymVP4A+fzB8+pjW8=</latexit>

Paso 3

Superposición

Homogeneización





1

Figura 2.2: Pasos del procedimiento de homogeneización de tipo Maxwell-Garnett para determinar la
conductividad térmica efectiva κe de un sistema compuesto.

Con las definiciones de las Ecs. (2.16)-(2.18) reescribimos la Ec. (2.15). Se trata de una expresión

impĺıcita para la conductividad térmica efectiva en la dirección r, dada por

κ
(r)
e − κ

κ+ L(r)(κ
(r)
e − κ)

= f
κ1 − κ

κ+ L(r)(κ1 − κ)
. (2.19)

La Ec. (2.19) es la expresión de la conductividad térmica efectiva tipo Maxwell-Garnett para siste-

mas donde la función perturbativa del sistema depende de una sola coordenada. En la Figura 2.2

mostramos el esquema de la secuencia de pasos para la homogeneización del sistema. En la siguiente

sección abordamos los casos de estudio donde es posible emplear este método.
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2.2 Casos de estudio

2.2. Casos de estudio

En esta sección ejemplificamos el uso de la Ec. (2.19), que depende de los factores de forma

y fracción de llenado generales asociados a la geometŕıa del sistema. Comenzamos con el caso de

inclusiones esféricas, de donde recuperamos la expresión de Clausius-Mossotti también conocida

como de Maxwell-Garnett. Seguimos con el caso de inclusiones elipsoidales que nos permite definir

el factor de depolarización que se usa en electromagnetismo, un caso ĺımite nos lleva a cilindros de

sección transversal circular. El último caso es de cilindros de sección transversal eĺıptica.

Inclusiones esféricas

Iniciamos con el caso más simple, suponemos que hayN inclusiones esféricas de radio a embebidas

en un medio que podemos suponer esférico con radio A, tal que a << A. El sistema coordenado

apropiado son las coordenadas esféricas (53), de donde Q1 = r, ∂/∂n = ∂/∂r y cualquier dirección

en la que apliquemos el flujo de calor es equilavente.

Subtituimos en la ecuación que satisface la función perturbativa (Ec. (2.9)) y obtenemos

r
d2F

dr2
+ 4

dF

dr
= 0, (2.20)

después de integrar dos veces tenemos que F = −1
3r
−3, mientras que T0 = − q0

κ r sin θ cosϕ. Con

estas funciones determinamos la fracción de llenado (Ec. (2.18)) dada por

f = N
a3

A3
= N

4/3πa3

4/3πA3
= N

v

V
, (2.21)

y el factor de forma (Ec. (2.16)) es independiente de la dirección, dado por

L = 1/3. (2.22)

Con ambas cantidades encontramos que la ecuación para la conductividad efectiva es

κe − κ
2κ+ κe

= f
κ1 − κ
2κ+ κ1

, (2.23)

mejor conocida como relación de Clausius-Mossotti o de Maxwell-Garnett esférico (50). Esta fórmu-

la suele construirse como una relación entre las propiedades microscópicas con las macroscópicas

del sistema, en el caso electromagnético se trata de la polarizabilidad molecular con la constante

dieléctrica para suspensiones de esferas metálicas.

Los valores que puede tomar la conductividad efectiva vaŕıan dentro de dos cotas que se conocen

como de Hashin-Shtrikman (50) y que se derivan a través de un método variacional. Para inclusiones
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2.2 Casos de estudio

A
<latexit sha1_base64="acVwvBJMzGKF6HcO/ol/1zrUY94=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoMeKF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipeTsoV9yquwBZJ15OKpCjMSh/9YcxSyOUhgmqdc9zE+NnVBnOBM5K/VRjQtmEjrBnqaQRaj9bHDojF1YZkjBWtqQhC/X3REYjradRYDsjasZ61ZuL/3m91IQ3fsZlkhqUbLkoTAUxMZl/TYZcITNiagllittbCRtTRZmx2ZRsCN7qy+ukfVX13KrXrFXqtTyOIpzBOVyCB9dQh3toQAsYIDzDK7w5j86L8+58LFsLTj5zCn/gfP4AjqeMtw==</latexit><latexit sha1_base64="acVwvBJMzGKF6HcO/ol/1zrUY94=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoMeKF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipeTsoV9yquwBZJ15OKpCjMSh/9YcxSyOUhgmqdc9zE+NnVBnOBM5K/VRjQtmEjrBnqaQRaj9bHDojF1YZkjBWtqQhC/X3REYjradRYDsjasZ61ZuL/3m91IQ3fsZlkhqUbLkoTAUxMZl/TYZcITNiagllittbCRtTRZmx2ZRsCN7qy+ukfVX13KrXrFXqtTyOIpzBOVyCB9dQh3toQAsYIDzDK7w5j86L8+58LFsLTj5zCn/gfP4AjqeMtw==</latexit><latexit sha1_base64="acVwvBJMzGKF6HcO/ol/1zrUY94=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoMeKF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipeTsoV9yquwBZJ15OKpCjMSh/9YcxSyOUhgmqdc9zE+NnVBnOBM5K/VRjQtmEjrBnqaQRaj9bHDojF1YZkjBWtqQhC/X3REYjradRYDsjasZ61ZuL/3m91IQ3fsZlkhqUbLkoTAUxMZl/TYZcITNiagllittbCRtTRZmx2ZRsCN7qy+ukfVX13KrXrFXqtTyOIpzBOVyCB9dQh3toQAsYIDzDK7w5j86L8+58LFsLTj5zCn/gfP4AjqeMtw==</latexit><latexit sha1_base64="acVwvBJMzGKF6HcO/ol/1zrUY94=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoMeKF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1FipeTsoV9yquwBZJ15OKpCjMSh/9YcxSyOUhgmqdc9zE+NnVBnOBM5K/VRjQtmEjrBnqaQRaj9bHDojF1YZkjBWtqQhC/X3REYjradRYDsjasZ61ZuL/3m91IQ3fsZlkhqUbLkoTAUxMZl/TYZcITNiagllittbCRtTRZmx2ZRsCN7qy+ukfVX13KrXrFXqtTyOIpzBOVyCB9dQh3toQAsYIDzDK7w5j86L8+58LFsLTj5zCn/gfP4AjqeMtw==</latexit>

a
<latexit sha1_base64="saRI2obXsl4tYQEu+TibIwWDsGk=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqHgqePHYgv2ANpTNdtKu3WzC7kYoob/AiwdFvPqTvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLBtXHdb6ewsbm1vVPcLe3tHxwelY9P2jpOFcMWi0WsugHVKLjEluFGYDdRSKNAYCeY3M39zhMqzWP5YKYJ+hEdSR5yRo2VmnRQrrhVdwGyTrycVCBHY1D+6g9jlkYoDRNU657nJsbPqDKcCZyV+qnGhLIJHWHPUkkj1H62OHRGLqwyJGGsbElDFurviYxGWk+jwHZG1Iz1qjcX//N6qQlv/IzLJDUo2XJRmApiYjL/mgy5QmbE1BLKFLe3EjamijJjsynZELzVl9dJ+6rquVWveV2p3+ZxFOEMzuESPKhBHe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWwtOPnMKfyB8/kDwPWM3Q==</latexit><latexit sha1_base64="saRI2obXsl4tYQEu+TibIwWDsGk=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqHgqePHYgv2ANpTNdtKu3WzC7kYoob/AiwdFvPqTvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLBtXHdb6ewsbm1vVPcLe3tHxwelY9P2jpOFcMWi0WsugHVKLjEluFGYDdRSKNAYCeY3M39zhMqzWP5YKYJ+hEdSR5yRo2VmnRQrrhVdwGyTrycVCBHY1D+6g9jlkYoDRNU657nJsbPqDKcCZyV+qnGhLIJHWHPUkkj1H62OHRGLqwyJGGsbElDFurviYxGWk+jwHZG1Iz1qjcX//N6qQlv/IzLJDUo2XJRmApiYjL/mgy5QmbE1BLKFLe3EjamijJjsynZELzVl9dJ+6rquVWveV2p3+ZxFOEMzuESPKhBHe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWwtOPnMKfyB8/kDwPWM3Q==</latexit><latexit sha1_base64="saRI2obXsl4tYQEu+TibIwWDsGk=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqHgqePHYgv2ANpTNdtKu3WzC7kYoob/AiwdFvPqTvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLBtXHdb6ewsbm1vVPcLe3tHxwelY9P2jpOFcMWi0WsugHVKLjEluFGYDdRSKNAYCeY3M39zhMqzWP5YKYJ+hEdSR5yRo2VmnRQrrhVdwGyTrycVCBHY1D+6g9jlkYoDRNU657nJsbPqDKcCZyV+qnGhLIJHWHPUkkj1H62OHRGLqwyJGGsbElDFurviYxGWk+jwHZG1Iz1qjcX//N6qQlv/IzLJDUo2XJRmApiYjL/mgy5QmbE1BLKFLe3EjamijJjsynZELzVl9dJ+6rquVWveV2p3+ZxFOEMzuESPKhBHe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWwtOPnMKfyB8/kDwPWM3Q==</latexit><latexit sha1_base64="saRI2obXsl4tYQEu+TibIwWDsGk=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqHgqePHYgv2ANpTNdtKu3WzC7kYoob/AiwdFvPqTvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLBtXHdb6ewsbm1vVPcLe3tHxwelY9P2jpOFcMWi0WsugHVKLjEluFGYDdRSKNAYCeY3M39zhMqzWP5YKYJ+hEdSR5yRo2VmnRQrrhVdwGyTrycVCBHY1D+6g9jlkYoDRNU657nJsbPqDKcCZyV+qnGhLIJHWHPUkkj1H62OHRGLqwyJGGsbElDFurviYxGWk+jwHZG1Iz1qjcX//N6qQlv/IzLJDUo2XJRmApiYjL/mgy5QmbE1BLKFLe3EjamijJjsynZELzVl9dJ+6rquVWveV2p3+ZxFOEMzuESPKhBHe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWwtOPnMKfyB8/kDwPWM3Q==</latexit>
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Figura 2.3: Conductividad térmica efectiva tipo MG dependiente de la fracción de llenado (ĺınea sólida)
para un sistema con inclusiones esféricas de radio a y κ1 = 0.9 W/mK, y matriz de longitud caracteŕıtsica
A tal que a << A, con κ = 0.198 W/mK. Las ĺıneas punteadas corresponden a las cotas máxima y mı́nima
de Hashin-Shtrikman para la conductividad del medio compuesto.

esféricas se tiene que

(
κ+

κf
κ

κ1−κ + (1−f)
3

)
= κmin < κe < κmax =

(
κ1 +

κ(1− f)
κ1

κ−κ1
+ f

3

)
. (2.24)

Notamos que para este caso la cota inferior coincide con la conductividad efectiva tipo MG

κmin = κe = κ
κ+ (κ1 − κ)(1

3(1− f) + f)

κ+ 1
3(1− f)(κ1 − κ)

. (2.25)

En la Figura 2.3 mostramos cómo se usa la expresión de la conductividad térmica efectiva como

función de la fracción de llenado para el caso esférico. Las inclusiones esféricas de radio a están hechas

de silicio con conductividad térmica κ1 = 0.9 W/mK, mientras que la matriz tiene conductividad

κ = 0.198 W/mK. La ĺınea sólida corresponde a κe, la ĺınea punteada a las cotas superior e inferior.

Esta gráfica muestra una de las carencias de la aproximación, hemos supuesto que es posible alcanzar

el caso en que f = 1, es decir, que las inclusiones ocupan todo el volumen disponible, sin embargo

esto rompe las condiciones de validez del método desarrollado y es que no debe haber contacto

térmico entre las inclusiones. La TME tipo Maxwell-Garnett no predice la percolación del sistema,

que ocurre cuando, al incrementar el número de inclusiones, éstas se agrupan generando canales

de conducción o de resistencia al flujo de calor (54), esto depende de que las inclusiones tengan

propiedades térmicas conductoras o aislantes. Para evitar entrar en el umbral de percolación se

deben exigir fracciones de llenado bajas. De ahora en adelante nos limitaremos a usar valores de f

pequeños.
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2.2 Casos de estudio

Inclusiones elipsoidales

Supongamos que se tienen N inclusiones elipsoidales orientadas en la dirección êr, con semiejes

a > b > c y conductividad térmica κ1. Están embebidas en una matriz cuya longitud caracteŕıstica

es A >> a y tiene conductividad κ. Las coordenadas elipsoidales son apropiadas para este sistema

(Apéndice 8.1), donde (Q1,Q2,Q3) = (λ, ν, µ).

La función perturbativa del problema tiene la dependencia del tipo F = F (λ). La ecuación

diferencial según la dirección en la que están orientadas las inclusiones está dada por

d2F

dλ2
+
dF

dλ

(
∂

∂λ
Ln(x2

r) +
∂

∂λ
Ln

(
h2h3

h1

))
= 0, (2.26)

definimos la función φ(s) = (s+ a2)(s+ b2)(s+ c2), entonces esta ecuación se reescribe como

d2F

dλ2
+
dF

dλ

(
∂

∂λ
Ln(x2

r) +
∂

∂λ
Ln
√
φ(λ)

)
= 0. (2.27)

Evaluamos el término ∂
∂λLn(x2

r), para lo que definimos (α1, α2, α3) = (a, b, c) y obtenemos

∂

∂λ
Ln(x2

r) =
1

(α2
r + λ)

=



(a2 + λ)−1 si r = 1

(b2 + λ)−1 si r = 2

(c2 + λ)−1 si r = 3

. (2.28)

Sustituimos estos términos y al integrar dos veces la Ec. (2.27) llegamos a tres funciones pertur-

bativas que dependen de la dirección del flujo de calor, dadas por

F (r)(λ) =

∫ ∞
λ

ds

(α2
r + λ)

√
φ(s)

, (2.29)

notamos que para λ → ∞ esta función se va a cero, como se precisó antes. La superficie de la

inclusión corresponde a λ = 0, entonces

(
dLnF

dλ

)
∂Ω

=
1

α2
rabcF

(r)(0)
. (2.30)

Sustituimos esta expresión y la Ec. (2.28) para determinar los factores de forma, dados por

L(r) =
1

2
abcF (r)(0) =

1

2
abc

∫ ∞
0

ds

(α2
r + λ)

√
φ(s)

. (2.31)

Los tres factores de forma de la Ec. (2.31), uno por cada dirección r, coinciden con los factores

de depolarización que se calculan en el problema de un eliposoide conductor inmerso en un campo
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2.2 Casos de estudio

eléctrico constante (52).

~E<latexit sha1_base64="Y9i5+nE1yqYYXIz+U54hOCmixpg=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqHgqiOCxgv2ANpTNdtIu3WzC7qZQQn+EFw+KePX3ePPfuG1z0NYHA4/3ZpiZFySCa+O6305hY3Nre6e4W9rbPzg8Kh+ftHScKoZNFotYdQKqUXCJTcONwE6ikEaBwHYwvpv77QkqzWP5ZKYJ+hEdSh5yRo2V2r0Jsux+1i9X3Kq7AFknXk4qkKPRL3/1BjFLI5SGCap113MT42dUGc4Ezkq9VGNC2ZgOsWuppBFqP1ucOyMXVhmQMFa2pCEL9fdERiOtp1FgOyNqRnrVm4v/ed3UhDd+xmWSGpRsuShMBTExmf9OBlwhM2JqCWWK21sJG1FFmbEJlWwI3urL66R1VfXcqvd4Xanf5nEU4QzO4RI8qEEdHqABTWAwhmd4hTcncV6cd+dj2Vpw8plT+APn8wdh/I+P</latexit><latexit sha1_base64="Y9i5+nE1yqYYXIz+U54hOCmixpg=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqHgqiOCxgv2ANpTNdtIu3WzC7qZQQn+EFw+KePX3ePPfuG1z0NYHA4/3ZpiZFySCa+O6305hY3Nre6e4W9rbPzg8Kh+ftHScKoZNFotYdQKqUXCJTcONwE6ikEaBwHYwvpv77QkqzWP5ZKYJ+hEdSh5yRo2V2r0Jsux+1i9X3Kq7AFknXk4qkKPRL3/1BjFLI5SGCap113MT42dUGc4Ezkq9VGNC2ZgOsWuppBFqP1ucOyMXVhmQMFa2pCEL9fdERiOtp1FgOyNqRnrVm4v/ed3UhDd+xmWSGpRsuShMBTExmf9OBlwhM2JqCWWK21sJG1FFmbEJlWwI3urL66R1VfXcqvd4Xanf5nEU4QzO4RI8qEEdHqABTWAwhmd4hTcncV6cd+dj2Vpw8plT+APn8wdh/I+P</latexit><latexit sha1_base64="Y9i5+nE1yqYYXIz+U54hOCmixpg=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqHgqiOCxgv2ANpTNdtIu3WzC7qZQQn+EFw+KePX3ePPfuG1z0NYHA4/3ZpiZFySCa+O6305hY3Nre6e4W9rbPzg8Kh+ftHScKoZNFotYdQKqUXCJTcONwE6ikEaBwHYwvpv77QkqzWP5ZKYJ+hEdSh5yRo2V2r0Jsux+1i9X3Kq7AFknXk4qkKPRL3/1BjFLI5SGCap113MT42dUGc4Ezkq9VGNC2ZgOsWuppBFqP1ucOyMXVhmQMFa2pCEL9fdERiOtp1FgOyNqRnrVm4v/ed3UhDd+xmWSGpRsuShMBTExmf9OBlwhM2JqCWWK21sJG1FFmbEJlWwI3urL66R1VfXcqvd4Xanf5nEU4QzO4RI8qEEdHqABTWAwhmd4hTcncV6cd+dj2Vpw8plT+APn8wdh/I+P</latexit><latexit sha1_base64="Y9i5+nE1yqYYXIz+U54hOCmixpg=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqHgqiOCxgv2ANpTNdtIu3WzC7qZQQn+EFw+KePX3ePPfuG1z0NYHA4/3ZpiZFySCa+O6305hY3Nre6e4W9rbPzg8Kh+ftHScKoZNFotYdQKqUXCJTcONwE6ikEaBwHYwvpv77QkqzWP5ZKYJ+hEdSh5yRo2V2r0Jsux+1i9X3Kq7AFknXk4qkKPRL3/1BjFLI5SGCap113MT42dUGc4Ezkq9VGNC2ZgOsWuppBFqP1ucOyMXVhmQMFa2pCEL9fdERiOtp1FgOyNqRnrVm4v/ed3UhDd+xmWSGpRsuShMBTExmf9OBlwhM2JqCWWK21sJG1FFmbEJlWwI3urL66R1VfXcqvd4Xanf5nEU4QzO4RI8qEEdHqABTWAwhmd4hTcncV6cd+dj2Vpw8plT+APn8wdh/I+P</latexit>

~p = ↵E
~E

<latexit sha1_base64="i7eScdS4985KSvNa7THctAgT58Q=">AAACAXicbVDLSsNAFJ3UV62vqBvBzWARXJVEBEUQClJwWcE+oAlhMp20QyeTYWZSKKFu/BU3LhRx61+482+cpllo64ELh3Pu5d57QsGo0o7zbZVWVtfWN8qbla3tnd09e/+grZJUYtLCCUtkN0SKMMpJS1PNSFdIguKQkU44up35nTGRiib8QU8E8WM04DSiGGkjBfaRNyY4E9MbDzExREED5kJjGthVp+bkgMvELUgVFGgG9pfXT3AaE64xQ0r1XEdoP0NSU8zItOKligiER2hAeoZyFBPlZ/kHU3hqlD6MEmmKa5irvycyFCs1iUPTGSM9VIveTPzP66U6uvIzykWqCcfzRVHKoE7gLA7Yp5JgzSaGICypuRXiIZIIaxNaxYTgLr68TNrnNdepufcX1fp1EUcZHIMTcAZccAnq4A40QQtg8AiewSt4s56sF+vd+pi3lqxi5hD8gfX5A2U5ls8=</latexit><latexit sha1_base64="i7eScdS4985KSvNa7THctAgT58Q=">AAACAXicbVDLSsNAFJ3UV62vqBvBzWARXJVEBEUQClJwWcE+oAlhMp20QyeTYWZSKKFu/BU3LhRx61+482+cpllo64ELh3Pu5d57QsGo0o7zbZVWVtfWN8qbla3tnd09e/+grZJUYtLCCUtkN0SKMMpJS1PNSFdIguKQkU44up35nTGRiib8QU8E8WM04DSiGGkjBfaRNyY4E9MbDzExREED5kJjGthVp+bkgMvELUgVFGgG9pfXT3AaE64xQ0r1XEdoP0NSU8zItOKligiER2hAeoZyFBPlZ/kHU3hqlD6MEmmKa5irvycyFCs1iUPTGSM9VIveTPzP66U6uvIzykWqCcfzRVHKoE7gLA7Yp5JgzSaGICypuRXiIZIIaxNaxYTgLr68TNrnNdepufcX1fp1EUcZHIMTcAZccAnq4A40QQtg8AiewSt4s56sF+vd+pi3lqxi5hD8gfX5A2U5ls8=</latexit><latexit sha1_base64="i7eScdS4985KSvNa7THctAgT58Q=">AAACAXicbVDLSsNAFJ3UV62vqBvBzWARXJVEBEUQClJwWcE+oAlhMp20QyeTYWZSKKFu/BU3LhRx61+482+cpllo64ELh3Pu5d57QsGo0o7zbZVWVtfWN8qbla3tnd09e/+grZJUYtLCCUtkN0SKMMpJS1PNSFdIguKQkU44up35nTGRiib8QU8E8WM04DSiGGkjBfaRNyY4E9MbDzExREED5kJjGthVp+bkgMvELUgVFGgG9pfXT3AaE64xQ0r1XEdoP0NSU8zItOKligiER2hAeoZyFBPlZ/kHU3hqlD6MEmmKa5irvycyFCs1iUPTGSM9VIveTPzP66U6uvIzykWqCcfzRVHKoE7gLA7Yp5JgzSaGICypuRXiIZIIaxNaxYTgLr68TNrnNdepufcX1fp1EUcZHIMTcAZccAnq4A40QQtg8AiewSt4s56sF+vd+pi3lqxi5hD8gfX5A2U5ls8=</latexit><latexit sha1_base64="i7eScdS4985KSvNa7THctAgT58Q=">AAACAXicbVDLSsNAFJ3UV62vqBvBzWARXJVEBEUQClJwWcE+oAlhMp20QyeTYWZSKKFu/BU3LhRx61+482+cpllo64ELh3Pu5d57QsGo0o7zbZVWVtfWN8qbla3tnd09e/+grZJUYtLCCUtkN0SKMMpJS1PNSFdIguKQkU44up35nTGRiib8QU8E8WM04DSiGGkjBfaRNyY4E9MbDzExREED5kJjGthVp+bkgMvELUgVFGgG9pfXT3AaE64xQ0r1XEdoP0NSU8zItOKligiER2hAeoZyFBPlZ/kHU3hqlD6MEmmKa5irvycyFCs1iUPTGSM9VIveTPzP66U6uvIzykWqCcfzRVHKoE7gLA7Yp5JgzSaGICypuRXiIZIIaxNaxYTgLr68TNrnNdepufcX1fp1EUcZHIMTcAZccAnq4A40QQtg8AiewSt4s56sF+vd+pi3lqxi5hD8gfX5A2U5ls8=</latexit>

rT
<latexit sha1_base64="yQk9dS88SgHSqXP91IiDhQo0Akc=">AAAB8HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0RFE8BLx4j5CXJEnons8mQmdllZlYIIV/hxYMiXv0cb/6Nk2QPmljQUFR1090VpYIb6/vf3tr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpumiTTlDVoIhLdjtAwwRVrWG4Fa6eaoYwEa0Wju5nfemLa8ETV7ThlocSB4jGnaJ302FUYCSR10iuV/Yo/B1klQU7KkKPWK311+wnNJFOWCjSmE/ipDSeoLaeCTYvdzLAU6QgHrOOoQslMOJkfPCXnTumTONGulCVz9ffEBKUxYxm5Tol2aJa9mfif18lsfBNOuEozyxRdLIozQWxCZt+TPteMWjF2BKnm7lZCh6iRWpdR0YUQLL+8SpqXlcCvBA9X5eptHkcBTuEMLiCAa6jCPdSgARQkPMMrvHnae/HevY9F65qXz5zAH3ifP9PFj7o=</latexit><latexit sha1_base64="yQk9dS88SgHSqXP91IiDhQo0Akc=">AAAB8HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0RFE8BLx4j5CXJEnons8mQmdllZlYIIV/hxYMiXv0cb/6Nk2QPmljQUFR1090VpYIb6/vf3tr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpumiTTlDVoIhLdjtAwwRVrWG4Fa6eaoYwEa0Wju5nfemLa8ETV7ThlocSB4jGnaJ302FUYCSR10iuV/Yo/B1klQU7KkKPWK311+wnNJFOWCjSmE/ipDSeoLaeCTYvdzLAU6QgHrOOoQslMOJkfPCXnTumTONGulCVz9ffEBKUxYxm5Tol2aJa9mfif18lsfBNOuEozyxRdLIozQWxCZt+TPteMWjF2BKnm7lZCh6iRWpdR0YUQLL+8SpqXlcCvBA9X5eptHkcBTuEMLiCAa6jCPdSgARQkPMMrvHnae/HevY9F65qXz5zAH3ifP9PFj7o=</latexit><latexit sha1_base64="yQk9dS88SgHSqXP91IiDhQo0Akc=">AAAB8HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0RFE8BLx4j5CXJEnons8mQmdllZlYIIV/hxYMiXv0cb/6Nk2QPmljQUFR1090VpYIb6/vf3tr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpumiTTlDVoIhLdjtAwwRVrWG4Fa6eaoYwEa0Wju5nfemLa8ETV7ThlocSB4jGnaJ302FUYCSR10iuV/Yo/B1klQU7KkKPWK311+wnNJFOWCjSmE/ipDSeoLaeCTYvdzLAU6QgHrOOoQslMOJkfPCXnTumTONGulCVz9ffEBKUxYxm5Tol2aJa9mfif18lsfBNOuEozyxRdLIozQWxCZt+TPteMWjF2BKnm7lZCh6iRWpdR0YUQLL+8SpqXlcCvBA9X5eptHkcBTuEMLiCAa6jCPdSgARQkPMMrvHnae/HevY9F65qXz5zAH3ifP9PFj7o=</latexit><latexit sha1_base64="yQk9dS88SgHSqXP91IiDhQo0Akc=">AAAB8HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0RFE8BLx4j5CXJEnons8mQmdllZlYIIV/hxYMiXv0cb/6Nk2QPmljQUFR1090VpYIb6/vf3tr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpumiTTlDVoIhLdjtAwwRVrWG4Fa6eaoYwEa0Wju5nfemLa8ETV7ThlocSB4jGnaJ302FUYCSR10iuV/Yo/B1klQU7KkKPWK311+wnNJFOWCjSmE/ipDSeoLaeCTYvdzLAU6QgHrOOoQslMOJkfPCXnTumTONGulCVz9ffEBKUxYxm5Tol2aJa9mfif18lsfBNOuEozyxRdLIozQWxCZt+TPteMWjF2BKnm7lZCh6iRWpdR0YUQLL+8SpqXlcCvBA9X5eptHkcBTuEMLiCAa6jCPdSgARQkPMMrvHnae/HevY9F65qXz5zAH3ifP9PFj7o=</latexit>

~q = �rT
<latexit sha1_base64="bShPJWMEEzq788lSx+S6KPR14cU=">AAACA3icbVBNS8NAEN34WetX1JteFovgxZKIoAhCwYvHCv2CJpTJdtMu3Wzi7qZQQsGLf8WLB0W8+ie8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEs6Udpxva2l5ZXVtvbBR3Nza3tm19/YbKk4loXUS81i2AlCUM0HrmmlOW4mkEAWcNoPB7cRvDqlULBY1PUqoH0FPsJAR0Ebq2IfekJLsYYxv8Jk3gCQBT0DAAddwxy45ZWcKvEjcnJRQjmrH/vK6MUkjKjThoFTbdRLtZyA1I5yOi16qaAJkAD3aNlRARJWfTX8Y4xOjdHEYS1NC46n6eyKDSKlRFJjOCHRfzXsT8T+vnerwys+YSFJNBZktClOOdYwngeAuk5RoPjIEiGTmVkz6IIFoE1vRhODOv7xIGudl1ym79xelynUeRwEdoWN0ilx0iSroDlVRHRH0iJ7RK3qznqwX6936mLUuWfnMAfoD6/MHZI2Wqw==</latexit><latexit sha1_base64="bShPJWMEEzq788lSx+S6KPR14cU=">AAACA3icbVBNS8NAEN34WetX1JteFovgxZKIoAhCwYvHCv2CJpTJdtMu3Wzi7qZQQsGLf8WLB0W8+ie8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEs6Udpxva2l5ZXVtvbBR3Nza3tm19/YbKk4loXUS81i2AlCUM0HrmmlOW4mkEAWcNoPB7cRvDqlULBY1PUqoH0FPsJAR0Ebq2IfekJLsYYxv8Jk3gCQBT0DAAddwxy45ZWcKvEjcnJRQjmrH/vK6MUkjKjThoFTbdRLtZyA1I5yOi16qaAJkAD3aNlRARJWfTX8Y4xOjdHEYS1NC46n6eyKDSKlRFJjOCHRfzXsT8T+vnerwys+YSFJNBZktClOOdYwngeAuk5RoPjIEiGTmVkz6IIFoE1vRhODOv7xIGudl1ym79xelynUeRwEdoWN0ilx0iSroDlVRHRH0iJ7RK3qznqwX6936mLUuWfnMAfoD6/MHZI2Wqw==</latexit><latexit sha1_base64="bShPJWMEEzq788lSx+S6KPR14cU=">AAACA3icbVBNS8NAEN34WetX1JteFovgxZKIoAhCwYvHCv2CJpTJdtMu3Wzi7qZQQsGLf8WLB0W8+ie8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEs6Udpxva2l5ZXVtvbBR3Nza3tm19/YbKk4loXUS81i2AlCUM0HrmmlOW4mkEAWcNoPB7cRvDqlULBY1PUqoH0FPsJAR0Ebq2IfekJLsYYxv8Jk3gCQBT0DAAddwxy45ZWcKvEjcnJRQjmrH/vK6MUkjKjThoFTbdRLtZyA1I5yOi16qaAJkAD3aNlRARJWfTX8Y4xOjdHEYS1NC46n6eyKDSKlRFJjOCHRfzXsT8T+vnerwys+YSFJNBZktClOOdYwngeAuk5RoPjIEiGTmVkz6IIFoE1vRhODOv7xIGudl1ym79xelynUeRwEdoWN0ilx0iSroDlVRHRH0iJ7RK3qznqwX6936mLUuWfnMAfoD6/MHZI2Wqw==</latexit><latexit sha1_base64="bShPJWMEEzq788lSx+S6KPR14cU=">AAACA3icbVBNS8NAEN34WetX1JteFovgxZKIoAhCwYvHCv2CJpTJdtMu3Wzi7qZQQsGLf8WLB0W8+ie8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEs6Udpxva2l5ZXVtvbBR3Nza3tm19/YbKk4loXUS81i2AlCUM0HrmmlOW4mkEAWcNoPB7cRvDqlULBY1PUqoH0FPsJAR0Ebq2IfekJLsYYxv8Jk3gCQBT0DAAddwxy45ZWcKvEjcnJRQjmrH/vK6MUkjKjThoFTbdRLtZyA1I5yOi16qaAJkAD3aNlRARJWfTX8Y4xOjdHEYS1NC46n6eyKDSKlRFJjOCHRfzXsT8T+vnerwys+YSFJNBZktClOOdYwngeAuk5RoPjIEiGTmVkz6IIFoE1vRhODOv7xIGudl1ym79xelynUeRwEdoWN0ilx0iSroDlVRHRH0iJ7RK3qznqwX6936mLUuWfnMAfoD6/MHZI2Wqw==</latexit>

~E<latexit sha1_base64="Y9i5+nE1yqYYXIz+U54hOCmixpg=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqHgqiOCxgv2ANpTNdtIu3WzC7qZQQn+EFw+KePX3ePPfuG1z0NYHA4/3ZpiZFySCa+O6305hY3Nre6e4W9rbPzg8Kh+ftHScKoZNFotYdQKqUXCJTcONwE6ikEaBwHYwvpv77QkqzWP5ZKYJ+hEdSh5yRo2V2r0Jsux+1i9X3Kq7AFknXk4qkKPRL3/1BjFLI5SGCap113MT42dUGc4Ezkq9VGNC2ZgOsWuppBFqP1ucOyMXVhmQMFa2pCEL9fdERiOtp1FgOyNqRnrVm4v/ed3UhDd+xmWSGpRsuShMBTExmf9OBlwhM2JqCWWK21sJG1FFmbEJlWwI3urL66R1VfXcqvd4Xanf5nEU4QzO4RI8qEEdHqABTWAwhmd4hTcncV6cd+dj2Vpw8plT+APn8wdh/I+P</latexit><latexit sha1_base64="Y9i5+nE1yqYYXIz+U54hOCmixpg=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqHgqiOCxgv2ANpTNdtIu3WzC7qZQQn+EFw+KePX3ePPfuG1z0NYHA4/3ZpiZFySCa+O6305hY3Nre6e4W9rbPzg8Kh+ftHScKoZNFotYdQKqUXCJTcONwE6ikEaBwHYwvpv77QkqzWP5ZKYJ+hEdSh5yRo2V2r0Jsux+1i9X3Kq7AFknXk4qkKPRL3/1BjFLI5SGCap113MT42dUGc4Ezkq9VGNC2ZgOsWuppBFqP1ucOyMXVhmQMFa2pCEL9fdERiOtp1FgOyNqRnrVm4v/ed3UhDd+xmWSGpRsuShMBTExmf9OBlwhM2JqCWWK21sJG1FFmbEJlWwI3urL66R1VfXcqvd4Xanf5nEU4QzO4RI8qEEdHqABTWAwhmd4hTcncV6cd+dj2Vpw8plT+APn8wdh/I+P</latexit><latexit sha1_base64="Y9i5+nE1yqYYXIz+U54hOCmixpg=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqHgqiOCxgv2ANpTNdtIu3WzC7qZQQn+EFw+KePX3ePPfuG1z0NYHA4/3ZpiZFySCa+O6305hY3Nre6e4W9rbPzg8Kh+ftHScKoZNFotYdQKqUXCJTcONwE6ikEaBwHYwvpv77QkqzWP5ZKYJ+hEdSh5yRo2V2r0Jsux+1i9X3Kq7AFknXk4qkKPRL3/1BjFLI5SGCap113MT42dUGc4Ezkq9VGNC2ZgOsWuppBFqP1ucOyMXVhmQMFa2pCEL9fdERiOtp1FgOyNqRnrVm4v/ed3UhDd+xmWSGpRsuShMBTExmf9OBlwhM2JqCWWK21sJG1FFmbEJlWwI3urL66R1VfXcqvd4Xanf5nEU4QzO4RI8qEEdHqABTWAwhmd4hTcncV6cd+dj2Vpw8plT+APn8wdh/I+P</latexit><latexit sha1_base64="Y9i5+nE1yqYYXIz+U54hOCmixpg=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqHgqiOCxgv2ANpTNdtIu3WzC7qZQQn+EFw+KePX3ePPfuG1z0NYHA4/3ZpiZFySCa+O6305hY3Nre6e4W9rbPzg8Kh+ftHScKoZNFotYdQKqUXCJTcONwE6ikEaBwHYwvpv77QkqzWP5ZKYJ+hEdSh5yRo2V2r0Jsux+1i9X3Kq7AFknXk4qkKPRL3/1BjFLI5SGCap113MT42dUGc4Ezkq9VGNC2ZgOsWuppBFqP1ucOyMXVhmQMFa2pCEL9fdERiOtp1FgOyNqRnrVm4v/ed3UhDd+xmWSGpRsuShMBTExmf9OBlwhM2JqCWWK21sJG1FFmbEJlWwI3urL66R1VfXcqvd4Xanf5nEU4QzO4RI8qEEdHqABTWAwhmd4hTcncV6cd+dj2Vpw8plT+APn8wdh/I+P</latexit>

~p = ↵E
~E

<latexit sha1_base64="i7eScdS4985KSvNa7THctAgT58Q=">AAACAXicbVDLSsNAFJ3UV62vqBvBzWARXJVEBEUQClJwWcE+oAlhMp20QyeTYWZSKKFu/BU3LhRx61+482+cpllo64ELh3Pu5d57QsGo0o7zbZVWVtfWN8qbla3tnd09e/+grZJUYtLCCUtkN0SKMMpJS1PNSFdIguKQkU44up35nTGRiib8QU8E8WM04DSiGGkjBfaRNyY4E9MbDzExREED5kJjGthVp+bkgMvELUgVFGgG9pfXT3AaE64xQ0r1XEdoP0NSU8zItOKligiER2hAeoZyFBPlZ/kHU3hqlD6MEmmKa5irvycyFCs1iUPTGSM9VIveTPzP66U6uvIzykWqCcfzRVHKoE7gLA7Yp5JgzSaGICypuRXiIZIIaxNaxYTgLr68TNrnNdepufcX1fp1EUcZHIMTcAZccAnq4A40QQtg8AiewSt4s56sF+vd+pi3lqxi5hD8gfX5A2U5ls8=</latexit><latexit sha1_base64="i7eScdS4985KSvNa7THctAgT58Q=">AAACAXicbVDLSsNAFJ3UV62vqBvBzWARXJVEBEUQClJwWcE+oAlhMp20QyeTYWZSKKFu/BU3LhRx61+482+cpllo64ELh3Pu5d57QsGo0o7zbZVWVtfWN8qbla3tnd09e/+grZJUYtLCCUtkN0SKMMpJS1PNSFdIguKQkU44up35nTGRiib8QU8E8WM04DSiGGkjBfaRNyY4E9MbDzExREED5kJjGthVp+bkgMvELUgVFGgG9pfXT3AaE64xQ0r1XEdoP0NSU8zItOKligiER2hAeoZyFBPlZ/kHU3hqlD6MEmmKa5irvycyFCs1iUPTGSM9VIveTPzP66U6uvIzykWqCcfzRVHKoE7gLA7Yp5JgzSaGICypuRXiIZIIaxNaxYTgLr68TNrnNdepufcX1fp1EUcZHIMTcAZccAnq4A40QQtg8AiewSt4s56sF+vd+pi3lqxi5hD8gfX5A2U5ls8=</latexit><latexit sha1_base64="i7eScdS4985KSvNa7THctAgT58Q=">AAACAXicbVDLSsNAFJ3UV62vqBvBzWARXJVEBEUQClJwWcE+oAlhMp20QyeTYWZSKKFu/BU3LhRx61+482+cpllo64ELh3Pu5d57QsGo0o7zbZVWVtfWN8qbla3tnd09e/+grZJUYtLCCUtkN0SKMMpJS1PNSFdIguKQkU44up35nTGRiib8QU8E8WM04DSiGGkjBfaRNyY4E9MbDzExREED5kJjGthVp+bkgMvELUgVFGgG9pfXT3AaE64xQ0r1XEdoP0NSU8zItOKligiER2hAeoZyFBPlZ/kHU3hqlD6MEmmKa5irvycyFCs1iUPTGSM9VIveTPzP66U6uvIzykWqCcfzRVHKoE7gLA7Yp5JgzSaGICypuRXiIZIIaxNaxYTgLr68TNrnNdepufcX1fp1EUcZHIMTcAZccAnq4A40QQtg8AiewSt4s56sF+vd+pi3lqxi5hD8gfX5A2U5ls8=</latexit><latexit sha1_base64="i7eScdS4985KSvNa7THctAgT58Q=">AAACAXicbVDLSsNAFJ3UV62vqBvBzWARXJVEBEUQClJwWcE+oAlhMp20QyeTYWZSKKFu/BU3LhRx61+482+cpllo64ELh3Pu5d57QsGo0o7zbZVWVtfWN8qbla3tnd09e/+grZJUYtLCCUtkN0SKMMpJS1PNSFdIguKQkU44up35nTGRiib8QU8E8WM04DSiGGkjBfaRNyY4E9MbDzExREED5kJjGthVp+bkgMvELUgVFGgG9pfXT3AaE64xQ0r1XEdoP0NSU8zItOKligiER2hAeoZyFBPlZ/kHU3hqlD6MEmmKa5irvycyFCs1iUPTGSM9VIveTPzP66U6uvIzykWqCcfzRVHKoE7gLA7Yp5JgzSaGICypuRXiIZIIaxNaxYTgLr68TNrnNdepufcX1fp1EUcZHIMTcAZccAnq4A40QQtg8AiewSt4s56sF+vd+pi3lqxi5hD8gfX5A2U5ls8=</latexit>

rT
<latexit sha1_base64="yQk9dS88SgHSqXP91IiDhQo0Akc=">AAAB8HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0RFE8BLx4j5CXJEnons8mQmdllZlYIIV/hxYMiXv0cb/6Nk2QPmljQUFR1090VpYIb6/vf3tr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpumiTTlDVoIhLdjtAwwRVrWG4Fa6eaoYwEa0Wju5nfemLa8ETV7ThlocSB4jGnaJ302FUYCSR10iuV/Yo/B1klQU7KkKPWK311+wnNJFOWCjSmE/ipDSeoLaeCTYvdzLAU6QgHrOOoQslMOJkfPCXnTumTONGulCVz9ffEBKUxYxm5Tol2aJa9mfif18lsfBNOuEozyxRdLIozQWxCZt+TPteMWjF2BKnm7lZCh6iRWpdR0YUQLL+8SpqXlcCvBA9X5eptHkcBTuEMLiCAa6jCPdSgARQkPMMrvHnae/HevY9F65qXz5zAH3ifP9PFj7o=</latexit><latexit sha1_base64="yQk9dS88SgHSqXP91IiDhQo0Akc=">AAAB8HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0RFE8BLx4j5CXJEnons8mQmdllZlYIIV/hxYMiXv0cb/6Nk2QPmljQUFR1090VpYIb6/vf3tr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpumiTTlDVoIhLdjtAwwRVrWG4Fa6eaoYwEa0Wju5nfemLa8ETV7ThlocSB4jGnaJ302FUYCSR10iuV/Yo/B1klQU7KkKPWK311+wnNJFOWCjSmE/ipDSeoLaeCTYvdzLAU6QgHrOOoQslMOJkfPCXnTumTONGulCVz9ffEBKUxYxm5Tol2aJa9mfif18lsfBNOuEozyxRdLIozQWxCZt+TPteMWjF2BKnm7lZCh6iRWpdR0YUQLL+8SpqXlcCvBA9X5eptHkcBTuEMLiCAa6jCPdSgARQkPMMrvHnae/HevY9F65qXz5zAH3ifP9PFj7o=</latexit><latexit sha1_base64="yQk9dS88SgHSqXP91IiDhQo0Akc=">AAAB8HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0RFE8BLx4j5CXJEnons8mQmdllZlYIIV/hxYMiXv0cb/6Nk2QPmljQUFR1090VpYIb6/vf3tr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpumiTTlDVoIhLdjtAwwRVrWG4Fa6eaoYwEa0Wju5nfemLa8ETV7ThlocSB4jGnaJ302FUYCSR10iuV/Yo/B1klQU7KkKPWK311+wnNJFOWCjSmE/ipDSeoLaeCTYvdzLAU6QgHrOOoQslMOJkfPCXnTumTONGulCVz9ffEBKUxYxm5Tol2aJa9mfif18lsfBNOuEozyxRdLIozQWxCZt+TPteMWjF2BKnm7lZCh6iRWpdR0YUQLL+8SpqXlcCvBA9X5eptHkcBTuEMLiCAa6jCPdSgARQkPMMrvHnae/HevY9F65qXz5zAH3ifP9PFj7o=</latexit><latexit sha1_base64="yQk9dS88SgHSqXP91IiDhQo0Akc=">AAAB8HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV0RFE8BLx4j5CXJEnons8mQmdllZlYIIV/hxYMiXv0cb/6Nk2QPmljQUFR1090VpYIb6/vf3tr6xubWdmGnuLu3f3BYOjpumiTTlDVoIhLdjtAwwRVrWG4Fa6eaoYwEa0Wju5nfemLa8ETV7ThlocSB4jGnaJ302FUYCSR10iuV/Yo/B1klQU7KkKPWK311+wnNJFOWCjSmE/ipDSeoLaeCTYvdzLAU6QgHrOOoQslMOJkfPCXnTumTONGulCVz9ffEBKUxYxm5Tol2aJa9mfif18lsfBNOuEozyxRdLIozQWxCZt+TPteMWjF2BKnm7lZCh6iRWpdR0YUQLL+8SpqXlcCvBA9X5eptHkcBTuEMLiCAa6jCPdSgARQkPMMrvHnae/HevY9F65qXz5zAH3ifP9PFj7o=</latexit>

~q = �rT
<latexit sha1_base64="bShPJWMEEzq788lSx+S6KPR14cU=">AAACA3icbVBNS8NAEN34WetX1JteFovgxZKIoAhCwYvHCv2CJpTJdtMu3Wzi7qZQQsGLf8WLB0W8+ie8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEs6Udpxva2l5ZXVtvbBR3Nza3tm19/YbKk4loXUS81i2AlCUM0HrmmlOW4mkEAWcNoPB7cRvDqlULBY1PUqoH0FPsJAR0Ebq2IfekJLsYYxv8Jk3gCQBT0DAAddwxy45ZWcKvEjcnJRQjmrH/vK6MUkjKjThoFTbdRLtZyA1I5yOi16qaAJkAD3aNlRARJWfTX8Y4xOjdHEYS1NC46n6eyKDSKlRFJjOCHRfzXsT8T+vnerwys+YSFJNBZktClOOdYwngeAuk5RoPjIEiGTmVkz6IIFoE1vRhODOv7xIGudl1ym79xelynUeRwEdoWN0ilx0iSroDlVRHRH0iJ7RK3qznqwX6936mLUuWfnMAfoD6/MHZI2Wqw==</latexit><latexit sha1_base64="bShPJWMEEzq788lSx+S6KPR14cU=">AAACA3icbVBNS8NAEN34WetX1JteFovgxZKIoAhCwYvHCv2CJpTJdtMu3Wzi7qZQQsGLf8WLB0W8+ie8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEs6Udpxva2l5ZXVtvbBR3Nza3tm19/YbKk4loXUS81i2AlCUM0HrmmlOW4mkEAWcNoPB7cRvDqlULBY1PUqoH0FPsJAR0Ebq2IfekJLsYYxv8Jk3gCQBT0DAAddwxy45ZWcKvEjcnJRQjmrH/vK6MUkjKjThoFTbdRLtZyA1I5yOi16qaAJkAD3aNlRARJWfTX8Y4xOjdHEYS1NC46n6eyKDSKlRFJjOCHRfzXsT8T+vnerwys+YSFJNBZktClOOdYwngeAuk5RoPjIEiGTmVkz6IIFoE1vRhODOv7xIGudl1ym79xelynUeRwEdoWN0ilx0iSroDlVRHRH0iJ7RK3qznqwX6936mLUuWfnMAfoD6/MHZI2Wqw==</latexit><latexit sha1_base64="bShPJWMEEzq788lSx+S6KPR14cU=">AAACA3icbVBNS8NAEN34WetX1JteFovgxZKIoAhCwYvHCv2CJpTJdtMu3Wzi7qZQQsGLf8WLB0W8+ie8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEs6Udpxva2l5ZXVtvbBR3Nza3tm19/YbKk4loXUS81i2AlCUM0HrmmlOW4mkEAWcNoPB7cRvDqlULBY1PUqoH0FPsJAR0Ebq2IfekJLsYYxv8Jk3gCQBT0DAAddwxy45ZWcKvEjcnJRQjmrH/vK6MUkjKjThoFTbdRLtZyA1I5yOi16qaAJkAD3aNlRARJWfTX8Y4xOjdHEYS1NC46n6eyKDSKlRFJjOCHRfzXsT8T+vnerwys+YSFJNBZktClOOdYwngeAuk5RoPjIEiGTmVkz6IIFoE1vRhODOv7xIGudl1ym79xelynUeRwEdoWN0ilx0iSroDlVRHRH0iJ7RK3qznqwX6936mLUuWfnMAfoD6/MHZI2Wqw==</latexit><latexit sha1_base64="bShPJWMEEzq788lSx+S6KPR14cU=">AAACA3icbVBNS8NAEN34WetX1JteFovgxZKIoAhCwYvHCv2CJpTJdtMu3Wzi7qZQQsGLf8WLB0W8+ie8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEs6Udpxva2l5ZXVtvbBR3Nza3tm19/YbKk4loXUS81i2AlCUM0HrmmlOW4mkEAWcNoPB7cRvDqlULBY1PUqoH0FPsJAR0Ebq2IfekJLsYYxv8Jk3gCQBT0DAAddwxy45ZWcKvEjcnJRQjmrH/vK6MUkjKjThoFTbdRLtZyA1I5yOi16qaAJkAD3aNlRARJWfTX8Y4xOjdHEYS1NC46n6eyKDSKlRFJjOCHRfzXsT8T+vnerwys+YSFJNBZktClOOdYwngeAuk5RoPjIEiGTmVkz6IIFoE1vRhODOv7xIGudl1ym79xelynUeRwEdoWN0ilx0iSroDlVRHRH0iJ7RK3qznqwX6936mLUuWfnMAfoD6/MHZI2Wqw==</latexit>

(a) (b)

(c) (d)Figura 2.4: Analoǵıa entre ecuaciones constitutivas del caso eléctrico y de conducción de calor. (a)
Muestra el momento dipolar inducido en una esfera inmersa en un campo eléctrico constante. (b) Muestra
el flujo de calor inducido en una esfera inmersa en un gradiente de temperatura constante.

Si sobre una esfera de permitividad eléctrica ε se aplica un campo eléctrico constante ~E, dentro

de la esfera se induce un momento dipolar dado por ~p = αE ~E en sentido opuesto al campo inducido

fuera de la esfera, como se muestra en la Figura 2.4(a), la constante de proporcionalidad entre

el campo y el momento dipolar es αE , conocida como polarizabilidad eléctrica. Esta depende del

volumen de la esfera v y está dada por

αE = v
ε0(ε− ε0)

ε0 + 1
3(ε− ε0)

,

donde ε0 es la permitividad del vaćıo. Aparece el término 1/3 en el denominador, que es el factor

de forma esférico. Si en lugar de tener una esfera se tiene un elipsoide, al aplicar el campo eléctrico

también se induce un momento dipolar ~p, cuya magnitud depende no sólo del volumen del elipsoide

sino de su forma, y lo hace a través de la polarizabilidad αE . Esto se debe a que se ha roto la

isotroṕıa y la polarizabilidad se convierte en una matriz, donde cada entrada modifica el momento

dipolar inducido en esa dirección, en lugar de 1/3 aparece el factor de forma L(r), de ah́ı el término

de depolarización.

La ecuación constitutiva del fenómeno de conducción de calor es la ley de Fourier, ~q = −κ∇T . A

diferencia del caso eléctrico, la respuesta del sistema en este caso (el flujo de calor) no va en el mismo

sentido que el campo aplicado, como se muestra en la Figura 2.4(b). Para el caso de conducción,

la conductividad térmica hereda las propiedades de la polarizabilidad y depende de los factores de

forma (depolarización) de la inclusión. Cabe señalar que en el proceso conducción los portadores de

calor no tienen asociada una carga, a diferencia del caso eléctrico, por lo que la dirección del flujo

de calor se determina con el gradiente de temperatura.

Los factores de depolarización son integrales eĺıpticas (53), toman valores positivos que satisfacen

la relación de cerradura

L(1) + L(2) + L(3) =
abc

2

∫ ∞
(abc)2

du

u3/2
= 1, (2.32)
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donde hicimos el cambio de variable u = φ(s). De aqúı se encuentra que L(r) ≤ 1. En el caso ĺımite de

esferas (a = b = c) los factores son iguales, la relación de cerradura implica que L(1) +L(2) +L(3) =

3L = 1 y L = 1/3, como vimos en la sección previa. Otro caso ĺımite corresponde a a → ∞, con

a >> b = c, de donde L(1) = 0 y la relación de cerradura indica que L(2) = L(3) = 1/2. Se trata de

los factores de forma asociados a cilindros largos de sección transversal circular.
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<latexit sha1_base64="8EVmKyJs5KK+emJg+ZOEASBmYZk=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4CkkR9Fjw4rGi/YA2lM120i7dbMLuRiyhP8GLB0W8+ou8+W/ctjlo64OBx3szzMwLU8G18bxvZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dJIphk2WiER1QqpRcIlNw43ATqqQxqHAdji+mfntR1SaJ/LBTFIMYjqUPOKMGivdP/Vr/UrVc705yCrxC1KFAo1+5as3SFgWozRMUK27vpeaIKfKcCZwWu5lGlPKxnSIXUsljVEH+fzUKTm3yoBEibIlDZmrvydyGms9iUPbGVMz0sveTPzP62Ymug5yLtPMoGSLRVEmiEnI7G8y4AqZERNLKFPc3krYiCrKjE2nbEPwl19eJa2a63uuf3dZrbtFHCU4hTO4AB+uoA630IAmMBjCM7zCmyOcF+fd+Vi0rjnFzAn8gfP5AwcwjY0=</latexit><latexit sha1_base64="8EVmKyJs5KK+emJg+ZOEASBmYZk=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4CkkR9Fjw4rGi/YA2lM120i7dbMLuRiyhP8GLB0W8+ou8+W/ctjlo64OBx3szzMwLU8G18bxvZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dJIphk2WiER1QqpRcIlNw43ATqqQxqHAdji+mfntR1SaJ/LBTFIMYjqUPOKMGivdP/Vr/UrVc705yCrxC1KFAo1+5as3SFgWozRMUK27vpeaIKfKcCZwWu5lGlPKxnSIXUsljVEH+fzUKTm3yoBEibIlDZmrvydyGms9iUPbGVMz0sveTPzP62Ymug5yLtPMoGSLRVEmiEnI7G8y4AqZERNLKFPc3krYiCrKjE2nbEPwl19eJa2a63uuf3dZrbtFHCU4hTO4AB+uoA630IAmMBjCM7zCmyOcF+fd+Vi0rjnFzAn8gfP5AwcwjY0=</latexit><latexit sha1_base64="8EVmKyJs5KK+emJg+ZOEASBmYZk=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4CkkR9Fjw4rGi/YA2lM120i7dbMLuRiyhP8GLB0W8+ou8+W/ctjlo64OBx3szzMwLU8G18bxvZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dJIphk2WiER1QqpRcIlNw43ATqqQxqHAdji+mfntR1SaJ/LBTFIMYjqUPOKMGivdP/Vr/UrVc705yCrxC1KFAo1+5as3SFgWozRMUK27vpeaIKfKcCZwWu5lGlPKxnSIXUsljVEH+fzUKTm3yoBEibIlDZmrvydyGms9iUPbGVMz0sveTPzP62Ymug5yLtPMoGSLRVEmiEnI7G8y4AqZERNLKFPc3krYiCrKjE2nbEPwl19eJa2a63uuf3dZrbtFHCU4hTO4AB+uoA630IAmMBjCM7zCmyOcF+fd+Vi0rjnFzAn8gfP5AwcwjY0=</latexit><latexit sha1_base64="8EVmKyJs5KK+emJg+ZOEASBmYZk=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4CkkR9Fjw4rGi/YA2lM120i7dbMLuRiyhP8GLB0W8+ou8+W/ctjlo64OBx3szzMwLU8G18bxvZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dJIphk2WiER1QqpRcIlNw43ATqqQxqHAdji+mfntR1SaJ/LBTFIMYjqUPOKMGivdP/Vr/UrVc705yCrxC1KFAo1+5as3SFgWozRMUK27vpeaIKfKcCZwWu5lGlPKxnSIXUsljVEH+fzUKTm3yoBEibIlDZmrvydyGms9iUPbGVMz0sveTPzP62Ymug5yLtPMoGSLRVEmiEnI7G8y4AqZERNLKFPc3krYiCrKjE2nbEPwl19eJa2a63uuf3dZrbtFHCU4hTO4AB+uoA630IAmMBjCM7zCmyOcF+fd+Vi0rjnFzAn8gfP5AwcwjY0=</latexit>

x3
<latexit sha1_base64="33+oPZRx8ZJE0WgBv7o9umNx/7E=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hU0GPBi8eKthbaUDbbSbt0swm7G7GE/gQvHhTx6i/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxvO+ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T9o6SRTDJssEYlqh1Sj4BKbhhuB7VQhjUOBD+Hoeuo/PKLSPJH3ZpxiENOB5BFn1Fjp7ql33qvWPNebgSwTvyA1KNDoVb+6/YRlMUrDBNW643upCXKqDGcCJ5VupjGlbEQH2LFU0hh1kM9OnZATq/RJlChb0pCZ+nsip7HW4zi0nTE1Q73oTcX/vE5moqsg5zLNDEo2XxRlgpiETP8mfa6QGTG2hDLF7a2EDamizNh0KjYEf/HlZdI6c33P9W8vanW3iKMMR3AMp+DDJdThBhrQBAYDeIZXeHOE8+K8Ox/z1pJTzBzCHzifPwi0jY4=</latexit><latexit sha1_base64="33+oPZRx8ZJE0WgBv7o9umNx/7E=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hU0GPBi8eKthbaUDbbSbt0swm7G7GE/gQvHhTx6i/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxvO+ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T9o6SRTDJssEYlqh1Sj4BKbhhuB7VQhjUOBD+Hoeuo/PKLSPJH3ZpxiENOB5BFn1Fjp7ql33qvWPNebgSwTvyA1KNDoVb+6/YRlMUrDBNW643upCXKqDGcCJ5VupjGlbEQH2LFU0hh1kM9OnZATq/RJlChb0pCZ+nsip7HW4zi0nTE1Q73oTcX/vE5moqsg5zLNDEo2XxRlgpiETP8mfa6QGTG2hDLF7a2EDamizNh0KjYEf/HlZdI6c33P9W8vanW3iKMMR3AMp+DDJdThBhrQBAYDeIZXeHOE8+K8Ox/z1pJTzBzCHzifPwi0jY4=</latexit><latexit sha1_base64="33+oPZRx8ZJE0WgBv7o9umNx/7E=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hU0GPBi8eKthbaUDbbSbt0swm7G7GE/gQvHhTx6i/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxvO+ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T9o6SRTDJssEYlqh1Sj4BKbhhuB7VQhjUOBD+Hoeuo/PKLSPJH3ZpxiENOB5BFn1Fjp7ql33qvWPNebgSwTvyA1KNDoVb+6/YRlMUrDBNW643upCXKqDGcCJ5VupjGlbEQH2LFU0hh1kM9OnZATq/RJlChb0pCZ+nsip7HW4zi0nTE1Q73oTcX/vE5moqsg5zLNDEo2XxRlgpiETP8mfa6QGTG2hDLF7a2EDamizNh0KjYEf/HlZdI6c33P9W8vanW3iKMMR3AMp+DDJdThBhrQBAYDeIZXeHOE8+K8Ox/z1pJTzBzCHzifPwi0jY4=</latexit><latexit sha1_base64="33+oPZRx8ZJE0WgBv7o9umNx/7E=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hU0GPBi8eKthbaUDbbSbt0swm7G7GE/gQvHhTx6i/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxvO+ndLK6tr6RnmzsrW9s7tX3T9o6SRTDJssEYlqh1Sj4BKbhhuB7VQhjUOBD+Hoeuo/PKLSPJH3ZpxiENOB5BFn1Fjp7ql33qvWPNebgSwTvyA1KNDoVb+6/YRlMUrDBNW643upCXKqDGcCJ5VupjGlbEQH2LFU0hh1kM9OnZATq/RJlChb0pCZ+nsip7HW4zi0nTE1Q73oTcX/vE5moqsg5zLNDEo2XxRlgpiETP8mfa6QGTG2hDLF7a2EDamizNh0KjYEf/HlZdI6c33P9W8vanW3iKMMR3AMp+DDJdThBhrQBAYDeIZXeHOE8+K8Ox/z1pJTzBzCHzifPwi0jY4=</latexit>

x1
<latexit sha1_base64="75JBeiPWV8LyO7cPY99dtJeVgNM=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hE0GPBi8eK9gPaUDbbSbt0swm7G7GE/gQvHhTx6i/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxvO+ndLa+sbmVnm7srO7t39QPTxq6SRTDJssEYnqhFSj4BKbhhuBnVQhjUOB7XB8M/Pbj6g0T+SDmaQYxHQoecQZNVa6f+r7/WrNc705yCrxC1KDAo1+9as3SFgWozRMUK27vpeaIKfKcCZwWullGlPKxnSIXUsljVEH+fzUKTmzyoBEibIlDZmrvydyGms9iUPbGVMz0sveTPzP62Ymug5yLtPMoGSLRVEmiEnI7G8y4AqZERNLKFPc3krYiCrKjE2nYkPwl19eJa0L1/dc/+6yVneLOMpwAqdwDj5cQR1uoQFNYDCEZ3iFN0c4L86787FoLTnFzDH8gfP5AwWsjYw=</latexit><latexit sha1_base64="75JBeiPWV8LyO7cPY99dtJeVgNM=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hE0GPBi8eK9gPaUDbbSbt0swm7G7GE/gQvHhTx6i/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxvO+ndLa+sbmVnm7srO7t39QPTxq6SRTDJssEYnqhFSj4BKbhhuBnVQhjUOB7XB8M/Pbj6g0T+SDmaQYxHQoecQZNVa6f+r7/WrNc705yCrxC1KDAo1+9as3SFgWozRMUK27vpeaIKfKcCZwWullGlPKxnSIXUsljVEH+fzUKTmzyoBEibIlDZmrvydyGms9iUPbGVMz0sveTPzP62Ymug5yLtPMoGSLRVEmiEnI7G8y4AqZERNLKFPc3krYiCrKjE2nYkPwl19eJa0L1/dc/+6yVneLOMpwAqdwDj5cQR1uoQFNYDCEZ3iFN0c4L86787FoLTnFzDH8gfP5AwWsjYw=</latexit><latexit sha1_base64="75JBeiPWV8LyO7cPY99dtJeVgNM=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hE0GPBi8eK9gPaUDbbSbt0swm7G7GE/gQvHhTx6i/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxvO+ndLa+sbmVnm7srO7t39QPTxq6SRTDJssEYnqhFSj4BKbhhuBnVQhjUOB7XB8M/Pbj6g0T+SDmaQYxHQoecQZNVa6f+r7/WrNc705yCrxC1KDAo1+9as3SFgWozRMUK27vpeaIKfKcCZwWullGlPKxnSIXUsljVEH+fzUKTmzyoBEibIlDZmrvydyGms9iUPbGVMz0sveTPzP62Ymug5yLtPMoGSLRVEmiEnI7G8y4AqZERNLKFPc3krYiCrKjE2nYkPwl19eJa0L1/dc/+6yVneLOMpwAqdwDj5cQR1uoQFNYDCEZ3iFN0c4L86787FoLTnFzDH8gfP5AwWsjYw=</latexit><latexit sha1_base64="75JBeiPWV8LyO7cPY99dtJeVgNM=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hE0GPBi8eK9gPaUDbbSbt0swm7G7GE/gQvHhTx6i/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxvO+ndLa+sbmVnm7srO7t39QPTxq6SRTDJssEYnqhFSj4BKbhhuBnVQhjUOB7XB8M/Pbj6g0T+SDmaQYxHQoecQZNVa6f+r7/WrNc705yCrxC1KDAo1+9as3SFgWozRMUK27vpeaIKfKcCZwWullGlPKxnSIXUsljVEH+fzUKTmzyoBEibIlDZmrvydyGms9iUPbGVMz0sveTPzP62Ymug5yLtPMoGSLRVEmiEnI7G8y4AqZERNLKFPc3krYiCrKjE2nYkPwl19eJa0L1/dc/+6yVneLOMpwAqdwDj5cQR1uoQFNYDCEZ3iFN0c4L86787FoLTnFzDH8gfP5AwWsjYw=</latexit>

(a)

(b)

(c)

Figura 2.5: Conductividad térmica efectiva para un sistema de inclusiones elipsoidales con semiejes
dados por b = a/2 y c = a/4, conductividad κ1 = 0.9 W/mK, embebidas en una matriz de conductividad
κ = 0.198 W/mK. (a) La ĺınea azul corresponde a la conductividad en la dirección x1 donde yace el
semieje a; (b) la ĺınea naranja a la dirección x2 donde yace el semieje b; y (c) la ĺınea verde a la dirección
x3 donde yace el semieje c.

En la Figura 2.5 mostramos un ejemplo de cómo la forma elipsoidal de la inclusiones induce una

anisotroṕıa en la conductividad térmica efectiva. Las inclusiones tienen κ1 = 0.9 W/mK, y semiejes

b = a/2 y c = a/4, mientras que la matriz tiene κ = 0.198 W/mK. (a) La ĺınea azul corresponde a

κ
(1)
e , (b) la ĺınea naranja a κ

(2)
e y (c) la ĺınea verde a κ

(3)
e .

Ya mencionamos el caso de cilindros circulares como caso ĺımite de inclusiones elipsoidales.

Supongamos que los cilindros están alineados en el eje x3, de donde L(3) = 0 y L(1) = L(2) = 1/2. Al

aplicar un esfuerzo en x1 o x2 podemos deformar estas inclusiones a cilindros de sección transversal

eĺıptica, caso que desarrollamos en la siguiente sección.

Inclusiones ciĺındricas de sección transversal eĺıptica

Suponemos que hay N inclusiones ciĺındricas de sección transversal eĺıptica con semiejes a > b

que yacen sobre x1 y x2 respectivamente, alineadas en el eje x3, con conductividad térmica κ1. La

distancia confocal es definida como c2 = a2 − b2, de modo que los focos de la elipse están dados

por F1 = (c, 0) y F2 = (−c, 0). Usando la distancia confocal escribimos las coordenadas eĺıptico-

ciĺındricas como

x1 = cστ, x2 = c
√

(σ2 − 1)(1− τ2), x3 = z, (2.33)
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donde σ ∈ [0,∞) y τ ∈ [−1, 1]. Los valores constantes de σ describen cilindros eĺıpticos concéntricos,

para τ constante se describen cilindros hiperbólicos confocales, y para z constante se describen

planos. En este sistema coordenado (Q1,Q2,Q3) = (σ, τ, z) (Apéndice 8.2).

La función perturbativa de este caso tiene la dependencia del tipo F = F (σ), tratamos el

problema cuando los flujos de calor son aplicados en x1 o x2. Nuevamente buscamos resolver la

ecuación diferencial ordinaria para F (σ) (Ec. (2.9)), por lo que usamos las funciones siguientes

∂

∂σ
Ln

(
h2h3

h1

)
=

σ

σ2 − 1
(2.34)

y

∂

∂σ
Ln(x2

r) =


2

σ
si r = 1

2σ

σ2 − 1
si r = 2

. (2.35)

Según estas expresiones, la función perturbativa para el flujo de calor aplicado en x1 es

F (1)(σ) =

∫ ∞
σ

ds

s2
√
s2 − 1

, (2.36)

mientras que para la dirección x2 es

F (2)(σ) =

∫ ∞
σ

ds

(s2 − 1)3/2
. (2.37)

Según nuestra secuencia de pasos debemos evaluar ambas en la superficie de la inclusión. Para

ello consideramos que la parametrización de un cilindro general en estas coordenadas es

x2

σ2
+

y2

σ2 − 1
= c2, (2.38)

de donde obtenemos que para el caso de sección transversal eĺıptica de semiejes a y b se cumple que

σab =
a√

a2 − b2
=
a

c
, (2.39)

que define el ĺımite de integración requerido para calcular los factores de forma. Tenemos que

L(1)(σab) =
ab

a2 − b2
∫ ∞
σab

ds

s2
√
s2 − 1

(2.40)

y

L(2)(σab) =
ab

a2 − b2
∫ ∞
σab

ds

(s2 − 1)3/2
. (2.41)
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Mientras que para la dirección x3 heredamos del caso ciĺındrico usual que es L(3) = 0.

Los factores de forma de este caso respetan la relación de cerradura L(1) + L(2) + L(3) = 1. Sólo

los dos primeros términos son distintos de cero

L(1) + L(2) =
ab

a2 − b2
∫ ∞
σab

(
1

s2
√
s2 − 1

+
1

(s2 − 1)3/2

)
ds, (2.42)

usamos el cambio de variable s = coshx, los nuevos ĺımites de integración superior e inferior son

x+ →∞ y x− = cosh−1 (σab). Encontramos que la Ec. (2.42) se lleva a

L(1) + L(2) = − ĺım
x+→∞

ab

a2 − b2
(

1

sinhx coshx

) ∣∣∣∣x+

x−

= 1. (2.43)
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x1
<latexit sha1_base64="75JBeiPWV8LyO7cPY99dtJeVgNM=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hE0GPBi8eK9gPaUDbbSbt0swm7G7GE/gQvHhTx6i/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxvO+ndLa+sbmVnm7srO7t39QPTxq6SRTDJssEYnqhFSj4BKbhhuBnVQhjUOB7XB8M/Pbj6g0T+SDmaQYxHQoecQZNVa6f+r7/WrNc705yCrxC1KDAo1+9as3SFgWozRMUK27vpeaIKfKcCZwWullGlPKxnSIXUsljVEH+fzUKTmzyoBEibIlDZmrvydyGms9iUPbGVMz0sveTPzP62Ymug5yLtPMoGSLRVEmiEnI7G8y4AqZERNLKFPc3krYiCrKjE2nYkPwl19eJa0L1/dc/+6yVneLOMpwAqdwDj5cQR1uoQFNYDCEZ3iFN0c4L86787FoLTnFzDH8gfP5AwWsjYw=</latexit><latexit sha1_base64="75JBeiPWV8LyO7cPY99dtJeVgNM=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hE0GPBi8eK9gPaUDbbSbt0swm7G7GE/gQvHhTx6i/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxvO+ndLa+sbmVnm7srO7t39QPTxq6SRTDJssEYnqhFSj4BKbhhuBnVQhjUOB7XB8M/Pbj6g0T+SDmaQYxHQoecQZNVa6f+r7/WrNc705yCrxC1KDAo1+9as3SFgWozRMUK27vpeaIKfKcCZwWullGlPKxnSIXUsljVEH+fzUKTmzyoBEibIlDZmrvydyGms9iUPbGVMz0sveTPzP62Ymug5yLtPMoGSLRVEmiEnI7G8y4AqZERNLKFPc3krYiCrKjE2nYkPwl19eJa0L1/dc/+6yVneLOMpwAqdwDj5cQR1uoQFNYDCEZ3iFN0c4L86787FoLTnFzDH8gfP5AwWsjYw=</latexit><latexit sha1_base64="75JBeiPWV8LyO7cPY99dtJeVgNM=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hE0GPBi8eK9gPaUDbbSbt0swm7G7GE/gQvHhTx6i/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxvO+ndLa+sbmVnm7srO7t39QPTxq6SRTDJssEYnqhFSj4BKbhhuBnVQhjUOB7XB8M/Pbj6g0T+SDmaQYxHQoecQZNVa6f+r7/WrNc705yCrxC1KDAo1+9as3SFgWozRMUK27vpeaIKfKcCZwWullGlPKxnSIXUsljVEH+fzUKTmzyoBEibIlDZmrvydyGms9iUPbGVMz0sveTPzP62Ymug5yLtPMoGSLRVEmiEnI7G8y4AqZERNLKFPc3krYiCrKjE2nYkPwl19eJa0L1/dc/+6yVneLOMpwAqdwDj5cQR1uoQFNYDCEZ3iFN0c4L86787FoLTnFzDH8gfP5AwWsjYw=</latexit><latexit sha1_base64="75JBeiPWV8LyO7cPY99dtJeVgNM=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hE0GPBi8eK9gPaUDbbSbt0swm7G7GE/gQvHhTx6i/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvTAXXxvO+ndLa+sbmVnm7srO7t39QPTxq6SRTDJssEYnqhFSj4BKbhhuBnVQhjUOB7XB8M/Pbj6g0T+SDmaQYxHQoecQZNVa6f+r7/WrNc705yCrxC1KDAo1+9as3SFgWozRMUK27vpeaIKfKcCZwWullGlPKxnSIXUsljVEH+fzUKTmzyoBEibIlDZmrvydyGms9iUPbGVMz0sveTPzP62Ymug5yLtPMoGSLRVEmiEnI7G8y4AqZERNLKFPc3krYiCrKjE2nYkPwl19eJa0L1/dc/+6yVneLOMpwAqdwDj5cQR1uoQFNYDCEZ3iFN0c4L86787FoLTnFzDH8gfP5AwWsjYw=</latexit>

x2
<latexit sha1_base64="8EVmKyJs5KK+emJg+ZOEASBmYZk=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4CkkR9Fjw4rGi/YA2lM120i7dbMLuRiyhP8GLB0W8+ou8+W/ctjlo64OBx3szzMwLU8G18bxvZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dJIphk2WiER1QqpRcIlNw43ATqqQxqHAdji+mfntR1SaJ/LBTFIMYjqUPOKMGivdP/Vr/UrVc705yCrxC1KFAo1+5as3SFgWozRMUK27vpeaIKfKcCZwWu5lGlPKxnSIXUsljVEH+fzUKTm3yoBEibIlDZmrvydyGms9iUPbGVMz0sveTPzP62Ymug5yLtPMoGSLRVEmiEnI7G8y4AqZERNLKFPc3krYiCrKjE2nbEPwl19eJa2a63uuf3dZrbtFHCU4hTO4AB+uoA630IAmMBjCM7zCmyOcF+fd+Vi0rjnFzAn8gfP5AwcwjY0=</latexit><latexit sha1_base64="8EVmKyJs5KK+emJg+ZOEASBmYZk=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4CkkR9Fjw4rGi/YA2lM120i7dbMLuRiyhP8GLB0W8+ou8+W/ctjlo64OBx3szzMwLU8G18bxvZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dJIphk2WiER1QqpRcIlNw43ATqqQxqHAdji+mfntR1SaJ/LBTFIMYjqUPOKMGivdP/Vr/UrVc705yCrxC1KFAo1+5as3SFgWozRMUK27vpeaIKfKcCZwWu5lGlPKxnSIXUsljVEH+fzUKTm3yoBEibIlDZmrvydyGms9iUPbGVMz0sveTPzP62Ymug5yLtPMoGSLRVEmiEnI7G8y4AqZERNLKFPc3krYiCrKjE2nbEPwl19eJa2a63uuf3dZrbtFHCU4hTO4AB+uoA630IAmMBjCM7zCmyOcF+fd+Vi0rjnFzAn8gfP5AwcwjY0=</latexit><latexit sha1_base64="8EVmKyJs5KK+emJg+ZOEASBmYZk=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4CkkR9Fjw4rGi/YA2lM120i7dbMLuRiyhP8GLB0W8+ou8+W/ctjlo64OBx3szzMwLU8G18bxvZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dJIphk2WiER1QqpRcIlNw43ATqqQxqHAdji+mfntR1SaJ/LBTFIMYjqUPOKMGivdP/Vr/UrVc705yCrxC1KFAo1+5as3SFgWozRMUK27vpeaIKfKcCZwWu5lGlPKxnSIXUsljVEH+fzUKTm3yoBEibIlDZmrvydyGms9iUPbGVMz0sveTPzP62Ymug5yLtPMoGSLRVEmiEnI7G8y4AqZERNLKFPc3krYiCrKjE2nbEPwl19eJa2a63uuf3dZrbtFHCU4hTO4AB+uoA630IAmMBjCM7zCmyOcF+fd+Vi0rjnFzAn8gfP5AwcwjY0=</latexit><latexit sha1_base64="8EVmKyJs5KK+emJg+ZOEASBmYZk=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4CkkR9Fjw4rGi/YA2lM120i7dbMLuRiyhP8GLB0W8+ou8+W/ctjlo64OBx3szzMwLU8G18bxvZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dJIphk2WiER1QqpRcIlNw43ATqqQxqHAdji+mfntR1SaJ/LBTFIMYjqUPOKMGivdP/Vr/UrVc705yCrxC1KFAo1+5as3SFgWozRMUK27vpeaIKfKcCZwWu5lGlPKxnSIXUsljVEH+fzUKTm3yoBEibIlDZmrvydyGms9iUPbGVMz0sveTPzP62Ymug5yLtPMoGSLRVEmiEnI7G8y4AqZERNLKFPc3krYiCrKjE2nbEPwl19eJa2a63uuf3dZrbtFHCU4hTO4AB+uoA630IAmMBjCM7zCmyOcF+fd+Vi0rjnFzAn8gfP5AwcwjY0=</latexit>

b
<latexit sha1_base64="YiK4TjarFzAnRdAm/pYxqE9sk1Y=">AAAB6HicdVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0ikUHsrePHYgm2FNpTNdtKu3XywuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt2kEFX0w8Hhvhpl5fiK40o7zYZXW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRT8WpZNhlsYjlrU8VCh5hV3Mt8DaRSENfYN+fXS39/j1KxePoRs8T9EI6iXjAGdVG6vijas2xmznIijTqBWm6xLWdHDUo0B5V34fjmKUhRpoJqtTAdRLtZVRqzgQuKsNUYULZjE5wYGhEQ1Relh+6IGdGGZMglqYiTXL1+0RGQ6XmoW86Q6qn6re3FP/yBqkOLr2MR0mqMWKrRUEqiI7J8msy5hKZFnNDKJPc3ErYlErKtMmmYkL4+pT8T3oXtuvYbqdeazlFHGU4gVM4Bxca0IJraEMXGCA8wBM8W3fWo/Viva5aS1Yxcww/YL19ApSxjWc=</latexit><latexit sha1_base64="YiK4TjarFzAnRdAm/pYxqE9sk1Y=">AAAB6HicdVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0ikUHsrePHYgm2FNpTNdtKu3XywuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt2kEFX0w8Hhvhpl5fiK40o7zYZXW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRT8WpZNhlsYjlrU8VCh5hV3Mt8DaRSENfYN+fXS39/j1KxePoRs8T9EI6iXjAGdVG6vijas2xmznIijTqBWm6xLWdHDUo0B5V34fjmKUhRpoJqtTAdRLtZVRqzgQuKsNUYULZjE5wYGhEQ1Relh+6IGdGGZMglqYiTXL1+0RGQ6XmoW86Q6qn6re3FP/yBqkOLr2MR0mqMWKrRUEqiI7J8msy5hKZFnNDKJPc3ErYlErKtMmmYkL4+pT8T3oXtuvYbqdeazlFHGU4gVM4Bxca0IJraEMXGCA8wBM8W3fWo/Viva5aS1Yxcww/YL19ApSxjWc=</latexit><latexit sha1_base64="YiK4TjarFzAnRdAm/pYxqE9sk1Y=">AAAB6HicdVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0ikUHsrePHYgm2FNpTNdtKu3XywuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt2kEFX0w8Hhvhpl5fiK40o7zYZXW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRT8WpZNhlsYjlrU8VCh5hV3Mt8DaRSENfYN+fXS39/j1KxePoRs8T9EI6iXjAGdVG6vijas2xmznIijTqBWm6xLWdHDUo0B5V34fjmKUhRpoJqtTAdRLtZVRqzgQuKsNUYULZjE5wYGhEQ1Relh+6IGdGGZMglqYiTXL1+0RGQ6XmoW86Q6qn6re3FP/yBqkOLr2MR0mqMWKrRUEqiI7J8msy5hKZFnNDKJPc3ErYlErKtMmmYkL4+pT8T3oXtuvYbqdeazlFHGU4gVM4Bxca0IJraEMXGCA8wBM8W3fWo/Viva5aS1Yxcww/YL19ApSxjWc=</latexit><latexit sha1_base64="YiK4TjarFzAnRdAm/pYxqE9sk1Y=">AAAB6HicdVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0ikUHsrePHYgm2FNpTNdtKu3XywuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt2kEFX0w8Hhvhpl5fiK40o7zYZXW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRT8WpZNhlsYjlrU8VCh5hV3Mt8DaRSENfYN+fXS39/j1KxePoRs8T9EI6iXjAGdVG6vijas2xmznIijTqBWm6xLWdHDUo0B5V34fjmKUhRpoJqtTAdRLtZVRqzgQuKsNUYULZjE5wYGhEQ1Relh+6IGdGGZMglqYiTXL1+0RGQ6XmoW86Q6qn6re3FP/yBqkOLr2MR0mqMWKrRUEqiI7J8msy5hKZFnNDKJPc3ErYlErKtMmmYkL4+pT8T3oXtuvYbqdeazlFHGU4gVM4Bxca0IJraEMXGCA8wBM8W3fWo/Viva5aS1Yxcww/YL19ApSxjWc=</latexit>

a
<latexit sha1_base64="affopou84MgMsoc5Ea4c482cLiY=">AAAB6HicdVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0ikUHsrePHYgm2FNpTNdtKu3XywuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt2kEFX0w8Hhvhpl5fiK40o7zYZXW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRT8WpZNhlsYjlrU8VCh5hV3Mt8DaRSENfYN+fXS39/j1KxePoRs8T9EI6iXjAGdVG6tBRtebYzRxkRRr1gjRd4tpOjhoUaI+q78NxzNIQI80EVWrgOon2Mio1ZwIXlWGqMKFsRic4MDSiISovyw9dkDOjjEkQS1ORJrn6fSKjoVLz0DedIdVT9dtbin95g1QHl17GoyTVGLHVoiAVRMdk+TUZc4lMi7khlElubiVsSiVl2mRTMSF8fUr+J70L23Vst1OvtZwijjKcwCmcgwsNaME1tKELDBAe4AmerTvr0XqxXletJauYOYYfsN4+AZMtjWY=</latexit><latexit sha1_base64="affopou84MgMsoc5Ea4c482cLiY=">AAAB6HicdVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0ikUHsrePHYgm2FNpTNdtKu3XywuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt2kEFX0w8Hhvhpl5fiK40o7zYZXW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRT8WpZNhlsYjlrU8VCh5hV3Mt8DaRSENfYN+fXS39/j1KxePoRs8T9EI6iXjAGdVG6tBRtebYzRxkRRr1gjRd4tpOjhoUaI+q78NxzNIQI80EVWrgOon2Mio1ZwIXlWGqMKFsRic4MDSiISovyw9dkDOjjEkQS1ORJrn6fSKjoVLz0DedIdVT9dtbin95g1QHl17GoyTVGLHVoiAVRMdk+TUZc4lMi7khlElubiVsSiVl2mRTMSF8fUr+J70L23Vst1OvtZwijjKcwCmcgwsNaME1tKELDBAe4AmerTvr0XqxXletJauYOYYfsN4+AZMtjWY=</latexit><latexit sha1_base64="affopou84MgMsoc5Ea4c482cLiY=">AAAB6HicdVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0ikUHsrePHYgm2FNpTNdtKu3XywuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt2kEFX0w8Hhvhpl5fiK40o7zYZXW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRT8WpZNhlsYjlrU8VCh5hV3Mt8DaRSENfYN+fXS39/j1KxePoRs8T9EI6iXjAGdVG6tBRtebYzRxkRRr1gjRd4tpOjhoUaI+q78NxzNIQI80EVWrgOon2Mio1ZwIXlWGqMKFsRic4MDSiISovyw9dkDOjjEkQS1ORJrn6fSKjoVLz0DedIdVT9dtbin95g1QHl17GoyTVGLHVoiAVRMdk+TUZc4lMi7khlElubiVsSiVl2mRTMSF8fUr+J70L23Vst1OvtZwijjKcwCmcgwsNaME1tKELDBAe4AmerTvr0XqxXletJauYOYYfsN4+AZMtjWY=</latexit><latexit sha1_base64="affopou84MgMsoc5Ea4c482cLiY=">AAAB6HicdVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0ikUHsrePHYgm2FNpTNdtKu3XywuxFK6C/w4kERr/4kb/4bt2kEFX0w8Hhvhpl5fiK40o7zYZXW1jc2t8rblZ3dvf2D6uFRT8WpZNhlsYjlrU8VCh5hV3Mt8DaRSENfYN+fXS39/j1KxePoRs8T9EI6iXjAGdVG6tBRtebYzRxkRRr1gjRd4tpOjhoUaI+q78NxzNIQI80EVWrgOon2Mio1ZwIXlWGqMKFsRic4MDSiISovyw9dkDOjjEkQS1ORJrn6fSKjoVLz0DedIdVT9dtbin95g1QHl17GoyTVGLHVoiAVRMdk+TUZc4lMi7khlElubiVsSiVl2mRTMSF8fUr+J70L23Vst1OvtZwijjKcwCmcgwsNaME1tKELDBAe4AmerTvr0XqxXletJauYOYYfsN4+AZMtjWY=</latexit> (a)

(b)

(c)

Figura 2.6: Conductividad térmica efectiva para un sistema de inclusiones ciĺındricas de sección trans-
versal eĺıptica con semiejes tales que b = a/2, con altura L >> 1 y conductividad κ1 = 0.9 W/mK,
embebidas en una matriz de conductividad κ = 0.198 W/mK. (a) La ĺınea verde corresponde a la con-
ductividad en la dirección x3; (b) la ĺınea azul a la dirección x1 donde yace el semieje a; y (c) la ĺınea
naranja a la dirección x2 donde yace el semieje b.

En la Figura 2.6 mostramos la conductividad térmica efectiva de inclusiones ciĺındricas de sección

transversal eĺıptica cuyos semiejes cumplen que b = a/2, tienen las mismas propiedades térmicas

que los ejemplos previos. Al igual que en el caso de los elipsoides, esta gráfica muestra la anisotroṕıa

inducida por las inclusiones. Cabe resaltar que en la dirección x3 se tiene que la conductividad efectiva

corresponde a la media aritmética, κ
(3)
e = κ(1−f)+κ1f , expresión caracteŕıstica de sistemas fibrados

correspondiente a la ĺınea verde (a). Los términos transversales corresponden a (b) la ĺınea azul para

la dirección x1 y (c) ĺınea naranja para la dirección x2.

Otra forma de modificar la respuesta térmica es cambiando la razón de los semiejes, r = b/a.

Mostramos esto en la Figura 2.7, donde graficamos la conductividad térmica efectiva como una

función de r. Los materiales son los mismos que en las figuras anteriores. Calculamos κe para

diferentes fracciones de llenado: (a) f = 0.1, (b) f = 0.2, y (c) f = 0.3. Para cada f las ĺıneas sólidas

corresponden a la dirección x1, mientras que las ĺıneas con asteriscos a x2. Observamos que para
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2.2 Casos de estudio

Tabla 2.1: Factores de forma para inclusiones de distintas geometŕıas. Para el caso elipsoidal se define
la función φ(s) = (a2 + s)(b2 + s)(c2 + s). Para el caso de cilindros de sección transversal eĺıptica el ĺımite
de integración inferior es σab = a/

√
a2 − b2.

Geometŕıa factor de forma L(1) factor de forma L(2) factor de forma L(3) f

Esfera 1/3 1/3 1/3 N a3

A3

Elipsoide 1
2abc

∫∞
0

ds

(s+a2)
√
φ(s)

1
2abc

∫∞
0

ds

(s+b2)
√
φ(s)

1
2abc

∫∞
0

ds

(s+c2)
√
φ(s)

N abc
ABC

Cilindro 1/2 1/2 0 N a2

A2

Cilindro ab
a2−b2

∫∞
σab

ds
s2
√
s2−1

ab
a2−b2

∫∞
σab

ds
(s2−1)3/2 0 N ab

AB

eĺıptico

r → 1 recuperamos el caso de cilindros circulares donde κ
(1)
e = κ

(2)
e .

b
<latexit sha1_base64="ZyIwz+zdvGoLDFKMeSYsz3kI86Q=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSKxiWK8QldUJIHefEW5Ma9lyyRAXlaA7LH4NRzNIIpGGCat33SGL8jCrDmYB5aZBqSCib0jH0LZU0Au1ny0Pn+MIqIxzGypY0eKl+n8hopPUsCmxnRM1E//YW4l9ePzXhtZ9xmaQGJFstClOBTYwXX+MRV8CMmFlCmeL2VswmVFFmbDYlG8L6U/w/6dRcj7he67LSqOZxFNEZOkdV5KEr1EC3qInaiCFAj+gZvTj3zpPz6rytWgtOPnOKfsB5/wLSzIzb</latexit><latexit sha1_base64="ZyIwz+zdvGoLDFKMeSYsz3kI86Q=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSKxiWK8QldUJIHefEW5Ma9lyyRAXlaA7LH4NRzNIIpGGCat33SGL8jCrDmYB5aZBqSCib0jH0LZU0Au1ny0Pn+MIqIxzGypY0eKl+n8hopPUsCmxnRM1E//YW4l9ePzXhtZ9xmaQGJFstClOBTYwXX+MRV8CMmFlCmeL2VswmVFFmbDYlG8L6U/w/6dRcj7he67LSqOZxFNEZOkdV5KEr1EC3qInaiCFAj+gZvTj3zpPz6rytWgtOPnOKfsB5/wLSzIzb</latexit><latexit sha1_base64="ZyIwz+zdvGoLDFKMeSYsz3kI86Q=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSKxiWK8QldUJIHefEW5Ma9lyyRAXlaA7LH4NRzNIIpGGCat33SGL8jCrDmYB5aZBqSCib0jH0LZU0Au1ny0Pn+MIqIxzGypY0eKl+n8hopPUsCmxnRM1E//YW4l9ePzXhtZ9xmaQGJFstClOBTYwXX+MRV8CMmFlCmeL2VswmVFFmbDYlG8L6U/w/6dRcj7he67LSqOZxFNEZOkdV5KEr1EC3qInaiCFAj+gZvTj3zpPz6rytWgtOPnOKfsB5/wLSzIzb</latexit><latexit sha1_base64="ZyIwz+zdvGoLDFKMeSYsz3kI86Q=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSKxiWK8QldUJIHefEW5Ma9lyyRAXlaA7LH4NRzNIIpGGCat33SGL8jCrDmYB5aZBqSCib0jH0LZU0Au1ny0Pn+MIqIxzGypY0eKl+n8hopPUsCmxnRM1E//YW4l9ePzXhtZ9xmaQGJFstClOBTYwXX+MRV8CMmFlCmeL2VswmVFFmbDYlG8L6U/w/6dRcj7he67LSqOZxFNEZOkdV5KEr1EC3qInaiCFAj+gZvTj3zpPz6rytWgtOPnOKfsB5/wLSzIzb</latexit>

a
<latexit sha1_base64="SUSf6yK0E9Lq10RzH4U1WJs9OvA=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSiw7LFeKSOiGkjnPirUkNey5ZooJyNIflj8EoZmkE0jBBte57JDF+RpXhTMC8NEg1JJRN6Rj6lkoagfaz5aFzfGGVEQ5jZUsavFS/T2Q00noWBbYzomaif3sL8S+vn5rw2s+4TFIDkq0WhanAJsaLr/GIK2BGzCyhTHF7K2YTqigzNpuSDWH9Kf6fdGquR1yvdVlpVPM4iugMnaMq8tAVaqBb1ERtxBCgR/SMXpx758l5dd5WrQUnnzlFP+C8fwHRSIza</latexit><latexit sha1_base64="SUSf6yK0E9Lq10RzH4U1WJs9OvA=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSiw7LFeKSOiGkjnPirUkNey5ZooJyNIflj8EoZmkE0jBBte57JDF+RpXhTMC8NEg1JJRN6Rj6lkoagfaz5aFzfGGVEQ5jZUsavFS/T2Q00noWBbYzomaif3sL8S+vn5rw2s+4TFIDkq0WhanAJsaLr/GIK2BGzCyhTHF7K2YTqigzNpuSDWH9Kf6fdGquR1yvdVlpVPM4iugMnaMq8tAVaqBb1ERtxBCgR/SMXpx758l5dd5WrQUnnzlFP+C8fwHRSIza</latexit><latexit sha1_base64="SUSf6yK0E9Lq10RzH4U1WJs9OvA=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSiw7LFeKSOiGkjnPirUkNey5ZooJyNIflj8EoZmkE0jBBte57JDF+RpXhTMC8NEg1JJRN6Rj6lkoagfaz5aFzfGGVEQ5jZUsavFS/T2Q00noWBbYzomaif3sL8S+vn5rw2s+4TFIDkq0WhanAJsaLr/GIK2BGzCyhTHF7K2YTqigzNpuSDWH9Kf6fdGquR1yvdVlpVPM4iugMnaMq8tAVaqBb1ERtxBCgR/SMXpx758l5dd5WrQUnnzlFP+C8fwHRSIza</latexit><latexit sha1_base64="SUSf6yK0E9Lq10RzH4U1WJs9OvA=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSiw7LFeKSOiGkjnPirUkNey5ZooJyNIflj8EoZmkE0jBBte57JDF+RpXhTMC8NEg1JJRN6Rj6lkoagfaz5aFzfGGVEQ5jZUsavFS/T2Q00noWBbYzomaif3sL8S+vn5rw2s+4TFIDkq0WhanAJsaLr/GIK2BGzCyhTHF7K2YTqigzNpuSDWH9Kf6fdGquR1yvdVlpVPM4iugMnaMq8tAVaqBb1ERtxBCgR/SMXpx758l5dd5WrQUnnzlFP+C8fwHRSIza</latexit>

a
<latexit sha1_base64="SUSf6yK0E9Lq10RzH4U1WJs9OvA=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSiw7LFeKSOiGkjnPirUkNey5ZooJyNIflj8EoZmkE0jBBte57JDF+RpXhTMC8NEg1JJRN6Rj6lkoagfaz5aFzfGGVEQ5jZUsavFS/T2Q00noWBbYzomaif3sL8S+vn5rw2s+4TFIDkq0WhanAJsaLr/GIK2BGzCyhTHF7K2YTqigzNpuSDWH9Kf6fdGquR1yvdVlpVPM4iugMnaMq8tAVaqBb1ERtxBCgR/SMXpx758l5dd5WrQUnnzlFP+C8fwHRSIza</latexit><latexit sha1_base64="SUSf6yK0E9Lq10RzH4U1WJs9OvA=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSiw7LFeKSOiGkjnPirUkNey5ZooJyNIflj8EoZmkE0jBBte57JDF+RpXhTMC8NEg1JJRN6Rj6lkoagfaz5aFzfGGVEQ5jZUsavFS/T2Q00noWBbYzomaif3sL8S+vn5rw2s+4TFIDkq0WhanAJsaLr/GIK2BGzCyhTHF7K2YTqigzNpuSDWH9Kf6fdGquR1yvdVlpVPM4iugMnaMq8tAVaqBb1ERtxBCgR/SMXpx758l5dd5WrQUnnzlFP+C8fwHRSIza</latexit><latexit sha1_base64="SUSf6yK0E9Lq10RzH4U1WJs9OvA=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSiw7LFeKSOiGkjnPirUkNey5ZooJyNIflj8EoZmkE0jBBte57JDF+RpXhTMC8NEg1JJRN6Rj6lkoagfaz5aFzfGGVEQ5jZUsavFS/T2Q00noWBbYzomaif3sL8S+vn5rw2s+4TFIDkq0WhanAJsaLr/GIK2BGzCyhTHF7K2YTqigzNpuSDWH9Kf6fdGquR1yvdVlpVPM4iugMnaMq8tAVaqBb1ERtxBCgR/SMXpx758l5dd5WrQUnnzlFP+C8fwHRSIza</latexit><latexit sha1_base64="SUSf6yK0E9Lq10RzH4U1WJs9OvA=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSiw7LFeKSOiGkjnPirUkNey5ZooJyNIflj8EoZmkE0jBBte57JDF+RpXhTMC8NEg1JJRN6Rj6lkoagfaz5aFzfGGVEQ5jZUsavFS/T2Q00noWBbYzomaif3sL8S+vn5rw2s+4TFIDkq0WhanAJsaLr/GIK2BGzCyhTHF7K2YTqigzNpuSDWH9Kf6fdGquR1yvdVlpVPM4iugMnaMq8tAVaqBb1ERtxBCgR/SMXpx758l5dd5WrQUnnzlFP+C8fwHRSIza</latexit>

a
<latexit sha1_base64="SUSf6yK0E9Lq10RzH4U1WJs9OvA=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSiw7LFeKSOiGkjnPirUkNey5ZooJyNIflj8EoZmkE0jBBte57JDF+RpXhTMC8NEg1JJRN6Rj6lkoagfaz5aFzfGGVEQ5jZUsavFS/T2Q00noWBbYzomaif3sL8S+vn5rw2s+4TFIDkq0WhanAJsaLr/GIK2BGzCyhTHF7K2YTqigzNpuSDWH9Kf6fdGquR1yvdVlpVPM4iugMnaMq8tAVaqBb1ERtxBCgR/SMXpx758l5dd5WrQUnnzlFP+C8fwHRSIza</latexit><latexit sha1_base64="SUSf6yK0E9Lq10RzH4U1WJs9OvA=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSiw7LFeKSOiGkjnPirUkNey5ZooJyNIflj8EoZmkE0jBBte57JDF+RpXhTMC8NEg1JJRN6Rj6lkoagfaz5aFzfGGVEQ5jZUsavFS/T2Q00noWBbYzomaif3sL8S+vn5rw2s+4TFIDkq0WhanAJsaLr/GIK2BGzCyhTHF7K2YTqigzNpuSDWH9Kf6fdGquR1yvdVlpVPM4iugMnaMq8tAVaqBb1ERtxBCgR/SMXpx758l5dd5WrQUnnzlFP+C8fwHRSIza</latexit><latexit sha1_base64="SUSf6yK0E9Lq10RzH4U1WJs9OvA=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSiw7LFeKSOiGkjnPirUkNey5ZooJyNIflj8EoZmkE0jBBte57JDF+RpXhTMC8NEg1JJRN6Rj6lkoagfaz5aFzfGGVEQ5jZUsavFS/T2Q00noWBbYzomaif3sL8S+vn5rw2s+4TFIDkq0WhanAJsaLr/GIK2BGzCyhTHF7K2YTqigzNpuSDWH9Kf6fdGquR1yvdVlpVPM4iugMnaMq8tAVaqBb1ERtxBCgR/SMXpx758l5dd5WrQUnnzlFP+C8fwHRSIza</latexit><latexit sha1_base64="SUSf6yK0E9Lq10RzH4U1WJs9OvA=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSiw7LFeKSOiGkjnPirUkNey5ZooJyNIflj8EoZmkE0jBBte57JDF+RpXhTMC8NEg1JJRN6Rj6lkoagfaz5aFzfGGVEQ5jZUsavFS/T2Q00noWBbYzomaif3sL8S+vn5rw2s+4TFIDkq0WhanAJsaLr/GIK2BGzCyhTHF7K2YTqigzNpuSDWH9Kf6fdGquR1yvdVlpVPM4iugMnaMq8tAVaqBb1ERtxBCgR/SMXpx758l5dd5WrQUnnzlFP+C8fwHRSIza</latexit>

a
<latexit sha1_base64="SUSf6yK0E9Lq10RzH4U1WJs9OvA=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSiw7LFeKSOiGkjnPirUkNey5ZooJyNIflj8EoZmkE0jBBte57JDF+RpXhTMC8NEg1JJRN6Rj6lkoagfaz5aFzfGGVEQ5jZUsavFS/T2Q00noWBbYzomaif3sL8S+vn5rw2s+4TFIDkq0WhanAJsaLr/GIK2BGzCyhTHF7K2YTqigzNpuSDWH9Kf6fdGquR1yvdVlpVPM4iugMnaMq8tAVaqBb1ERtxBCgR/SMXpx758l5dd5WrQUnnzlFP+C8fwHRSIza</latexit><latexit sha1_base64="SUSf6yK0E9Lq10RzH4U1WJs9OvA=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSiw7LFeKSOiGkjnPirUkNey5ZooJyNIflj8EoZmkE0jBBte57JDF+RpXhTMC8NEg1JJRN6Rj6lkoagfaz5aFzfGGVEQ5jZUsavFS/T2Q00noWBbYzomaif3sL8S+vn5rw2s+4TFIDkq0WhanAJsaLr/GIK2BGzCyhTHF7K2YTqigzNpuSDWH9Kf6fdGquR1yvdVlpVPM4iugMnaMq8tAVaqBb1ERtxBCgR/SMXpx758l5dd5WrQUnnzlFP+C8fwHRSIza</latexit><latexit sha1_base64="SUSf6yK0E9Lq10RzH4U1WJs9OvA=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSiw7LFeKSOiGkjnPirUkNey5ZooJyNIflj8EoZmkE0jBBte57JDF+RpXhTMC8NEg1JJRN6Rj6lkoagfaz5aFzfGGVEQ5jZUsavFS/T2Q00noWBbYzomaif3sL8S+vn5rw2s+4TFIDkq0WhanAJsaLr/GIK2BGzCyhTHF7K2YTqigzNpuSDWH9Kf6fdGquR1yvdVlpVPM4iugMnaMq8tAVaqBb1ERtxBCgR/SMXpx758l5dd5WrQUnnzlFP+C8fwHRSIza</latexit><latexit sha1_base64="SUSf6yK0E9Lq10RzH4U1WJs9OvA=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSiw7LFeKSOiGkjnPirUkNey5ZooJyNIflj8EoZmkE0jBBte57JDF+RpXhTMC8NEg1JJRN6Rj6lkoagfaz5aFzfGGVEQ5jZUsavFS/T2Q00noWBbYzomaif3sL8S+vn5rw2s+4TFIDkq0WhanAJsaLr/GIK2BGzCyhTHF7K2YTqigzNpuSDWH9Kf6fdGquR1yvdVlpVPM4iugMnaMq8tAVaqBb1ERtxBCgR/SMXpx758l5dd5WrQUnnzlFP+C8fwHRSIza</latexit>

b
<latexit sha1_base64="ZyIwz+zdvGoLDFKMeSYsz3kI86Q=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSKxiWK8QldUJIHefEW5Ma9lyyRAXlaA7LH4NRzNIIpGGCat33SGL8jCrDmYB5aZBqSCib0jH0LZU0Au1ny0Pn+MIqIxzGypY0eKl+n8hopPUsCmxnRM1E//YW4l9ePzXhtZ9xmaQGJFstClOBTYwXX+MRV8CMmFlCmeL2VswmVFFmbDYlG8L6U/w/6dRcj7he67LSqOZxFNEZOkdV5KEr1EC3qInaiCFAj+gZvTj3zpPz6rytWgtOPnOKfsB5/wLSzIzb</latexit><latexit sha1_base64="ZyIwz+zdvGoLDFKMeSYsz3kI86Q=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSKxiWK8QldUJIHefEW5Ma9lyyRAXlaA7LH4NRzNIIpGGCat33SGL8jCrDmYB5aZBqSCib0jH0LZU0Au1ny0Pn+MIqIxzGypY0eKl+n8hopPUsCmxnRM1E//YW4l9ePzXhtZ9xmaQGJFstClOBTYwXX+MRV8CMmFlCmeL2VswmVFFmbDYlG8L6U/w/6dRcj7he67LSqOZxFNEZOkdV5KEr1EC3qInaiCFAj+gZvTj3zpPz6rytWgtOPnOKfsB5/wLSzIzb</latexit><latexit sha1_base64="ZyIwz+zdvGoLDFKMeSYsz3kI86Q=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSKxiWK8QldUJIHefEW5Ma9lyyRAXlaA7LH4NRzNIIpGGCat33SGL8jCrDmYB5aZBqSCib0jH0LZU0Au1ny0Pn+MIqIxzGypY0eKl+n8hopPUsCmxnRM1E//YW4l9ePzXhtZ9xmaQGJFstClOBTYwXX+MRV8CMmFlCmeL2VswmVFFmbDYlG8L6U/w/6dRcj7he67LSqOZxFNEZOkdV5KEr1EC3qInaiCFAj+gZvTj3zpPz6rytWgtOPnOKfsB5/wLSzIzb</latexit><latexit sha1_base64="ZyIwz+zdvGoLDFKMeSYsz3kI86Q=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSKxiWK8QldUJIHefEW5Ma9lyyRAXlaA7LH4NRzNIIpGGCat33SGL8jCrDmYB5aZBqSCib0jH0LZU0Au1ny0Pn+MIqIxzGypY0eKl+n8hopPUsCmxnRM1E//YW4l9ePzXhtZ9xmaQGJFstClOBTYwXX+MRV8CMmFlCmeL2VswmVFFmbDYlG8L6U/w/6dRcj7he67LSqOZxFNEZOkdV5KEr1EC3qInaiCFAj+gZvTj3zpPz6rytWgtOPnOKfsB5/wLSzIzb</latexit>

b
<latexit sha1_base64="ZyIwz+zdvGoLDFKMeSYsz3kI86Q=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSKxiWK8QldUJIHefEW5Ma9lyyRAXlaA7LH4NRzNIIpGGCat33SGL8jCrDmYB5aZBqSCib0jH0LZU0Au1ny0Pn+MIqIxzGypY0eKl+n8hopPUsCmxnRM1E//YW4l9ePzXhtZ9xmaQGJFstClOBTYwXX+MRV8CMmFlCmeL2VswmVFFmbDYlG8L6U/w/6dRcj7he67LSqOZxFNEZOkdV5KEr1EC3qInaiCFAj+gZvTj3zpPz6rytWgtOPnOKfsB5/wLSzIzb</latexit><latexit sha1_base64="ZyIwz+zdvGoLDFKMeSYsz3kI86Q=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSKxiWK8QldUJIHefEW5Ma9lyyRAXlaA7LH4NRzNIIpGGCat33SGL8jCrDmYB5aZBqSCib0jH0LZU0Au1ny0Pn+MIqIxzGypY0eKl+n8hopPUsCmxnRM1E//YW4l9ePzXhtZ9xmaQGJFstClOBTYwXX+MRV8CMmFlCmeL2VswmVFFmbDYlG8L6U/w/6dRcj7he67LSqOZxFNEZOkdV5KEr1EC3qInaiCFAj+gZvTj3zpPz6rytWgtOPnOKfsB5/wLSzIzb</latexit><latexit sha1_base64="ZyIwz+zdvGoLDFKMeSYsz3kI86Q=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSKxiWK8QldUJIHefEW5Ma9lyyRAXlaA7LH4NRzNIIpGGCat33SGL8jCrDmYB5aZBqSCib0jH0LZU0Au1ny0Pn+MIqIxzGypY0eKl+n8hopPUsCmxnRM1E//YW4l9ePzXhtZ9xmaQGJFstClOBTYwXX+MRV8CMmFlCmeL2VswmVFFmbDYlG8L6U/w/6dRcj7he67LSqOZxFNEZOkdV5KEr1EC3qInaiCFAj+gZvTj3zpPz6rytWgtOPnOKfsB5/wLSzIzb</latexit><latexit sha1_base64="ZyIwz+zdvGoLDFKMeSYsz3kI86Q=">AAAB6HicdVBNSwMxEM3Wr1q/qh69BIvQ05JtBT0WvHhswX5Au5RsOtvGZrNLkhXK0l/gxYMiXv1J3vw3pu0WVPTBwOO9GWbmBYng2hDy6RQ2Nre2d4q7pb39g8Oj8vFJR8epYtBmsYhVL6AaBJfQNtwI6CUKaBQI6AbTm4XffQCleSzvzCwBP6JjyUPOqLFSKxiWK8QldUJIHefEW5Ma9lyyRAXlaA7LH4NRzNIIpGGCat33SGL8jCrDmYB5aZBqSCib0jH0LZU0Au1ny0Pn+MIqIxzGypY0eKl+n8hopPUsCmxnRM1E//YW4l9ePzXhtZ9xmaQGJFstClOBTYwXX+MRV8CMmFlCmeL2VswmVFFmbDYlG8L6U/w/6dRcj7he67LSqOZxFNEZOkdV5KEr1EC3qInaiCFAj+gZvTj3zpPz6rytWgtOPnOKfsB5/wLSzIzb</latexit>~Jx1

<latexit sha1_base64="SYOBXWWuvRcyknRerMURDnzXtxI=">AAAB9HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIvgqSQi6LHgRTxVsB/QhrDZTtqlm03c3RRLyO/w4kERr/4Yb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgoQzpR3n2yqtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjtopTSbFFYx7LbkAUciawpZnm2E0kkijg2AnGNzO/M0GpWCwe9DRBLyJDwUJGiTaS158gze5yP3vy3dyv1py6M4e9StyC1KBA069+9QcxTSMUmnKiVM91Eu1lRGpGOeaVfqowIXRMhtgzVJAIlZfNj87tM6MM7DCWpoS25+rviYxESk2jwHRGRI/UsjcT//N6qQ6vvYyJJNUo6GJRmHJbx/YsAXvAJFLNp4YQKpm51aYjIgnVJqeKCcFdfnmVtC/qrlN37y9rDaeIowwncArn4MIVNOAWmtACCo/wDK/wZk2sF+vd+li0lqxi5hj+wPr8AfPPkiU=</latexit><latexit sha1_base64="SYOBXWWuvRcyknRerMURDnzXtxI=">AAAB9HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIvgqSQi6LHgRTxVsB/QhrDZTtqlm03c3RRLyO/w4kERr/4Yb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgoQzpR3n2yqtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjtopTSbFFYx7LbkAUciawpZnm2E0kkijg2AnGNzO/M0GpWCwe9DRBLyJDwUJGiTaS158gze5yP3vy3dyv1py6M4e9StyC1KBA069+9QcxTSMUmnKiVM91Eu1lRGpGOeaVfqowIXRMhtgzVJAIlZfNj87tM6MM7DCWpoS25+rviYxESk2jwHRGRI/UsjcT//N6qQ6vvYyJJNUo6GJRmHJbx/YsAXvAJFLNp4YQKpm51aYjIgnVJqeKCcFdfnmVtC/qrlN37y9rDaeIowwncArn4MIVNOAWmtACCo/wDK/wZk2sF+vd+li0lqxi5hj+wPr8AfPPkiU=</latexit><latexit sha1_base64="SYOBXWWuvRcyknRerMURDnzXtxI=">AAAB9HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIvgqSQi6LHgRTxVsB/QhrDZTtqlm03c3RRLyO/w4kERr/4Yb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgoQzpR3n2yqtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjtopTSbFFYx7LbkAUciawpZnm2E0kkijg2AnGNzO/M0GpWCwe9DRBLyJDwUJGiTaS158gze5yP3vy3dyv1py6M4e9StyC1KBA069+9QcxTSMUmnKiVM91Eu1lRGpGOeaVfqowIXRMhtgzVJAIlZfNj87tM6MM7DCWpoS25+rviYxESk2jwHRGRI/UsjcT//N6qQ6vvYyJJNUo6GJRmHJbx/YsAXvAJFLNp4YQKpm51aYjIgnVJqeKCcFdfnmVtC/qrlN37y9rDaeIowwncArn4MIVNOAWmtACCo/wDK/wZk2sF+vd+li0lqxi5hj+wPr8AfPPkiU=</latexit><latexit sha1_base64="SYOBXWWuvRcyknRerMURDnzXtxI=">AAAB9HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIvgqSQi6LHgRTxVsB/QhrDZTtqlm03c3RRLyO/w4kERr/4Yb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgoQzpR3n2yqtrW9sbpW3Kzu7e/sH1cOjtopTSbFFYx7LbkAUciawpZnm2E0kkijg2AnGNzO/M0GpWCwe9DRBLyJDwUJGiTaS158gze5yP3vy3dyv1py6M4e9StyC1KBA069+9QcxTSMUmnKiVM91Eu1lRGpGOeaVfqowIXRMhtgzVJAIlZfNj87tM6MM7DCWpoS25+rviYxESk2jwHRGRI/UsjcT//N6qQ6vvYyJJNUo6GJRmHJbx/YsAXvAJFLNp4YQKpm51aYjIgnVJqeKCcFdfnmVtC/qrlN37y9rDaeIowwncArn4MIVNOAWmtACCo/wDK/wZk2sF+vd+li0lqxi5hj+wPr8AfPPkiU=</latexit>

~Jx2
<latexit sha1_base64="bekkIIH1pFVTGT+1SFR7gQ/LtWA=">AAAB9HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0g6DHgRTxFMA9IlmV20psMmX04MxsMy36HFw+KePVjvPk3TpI9aGJBQ1HVTXeXnwiutG1/W2vrG5tb26Wd8u7e/sFh5ei4reJUMmyxWMSy61OFgkfY0lwL7CYSaegL7Pjjm5nfmaBUPI4e9DRBN6TDiAecUW0ktz9Blt3lXvbk1XOvUrVr9hxklTgFqUKBplf56g9iloYYaSaoUj3HTrSbUak5E5iX+6nChLIxHWLP0IiGqNxsfnROzo0yIEEsTUWazNXfExkNlZqGvukMqR6pZW8m/uf1Uh1cuxmPklRjxBaLglQQHZNZAmTAJTItpoZQJrm5lbARlZRpk1PZhOAsv7xK2vWaY9ec+8tqwy7iKMEpnMEFOHAFDbiFJrSAwSM8wyu8WRPrxXq3Phata1YxcwJ/YH3+APVUkiY=</latexit><latexit sha1_base64="bekkIIH1pFVTGT+1SFR7gQ/LtWA=">AAAB9HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0g6DHgRTxFMA9IlmV20psMmX04MxsMy36HFw+KePVjvPk3TpI9aGJBQ1HVTXeXnwiutG1/W2vrG5tb26Wd8u7e/sFh5ei4reJUMmyxWMSy61OFgkfY0lwL7CYSaegL7Pjjm5nfmaBUPI4e9DRBN6TDiAecUW0ktz9Blt3lXvbk1XOvUrVr9hxklTgFqUKBplf56g9iloYYaSaoUj3HTrSbUak5E5iX+6nChLIxHWLP0IiGqNxsfnROzo0yIEEsTUWazNXfExkNlZqGvukMqR6pZW8m/uf1Uh1cuxmPklRjxBaLglQQHZNZAmTAJTItpoZQJrm5lbARlZRpk1PZhOAsv7xK2vWaY9ec+8tqwy7iKMEpnMEFOHAFDbiFJrSAwSM8wyu8WRPrxXq3Phata1YxcwJ/YH3+APVUkiY=</latexit><latexit sha1_base64="bekkIIH1pFVTGT+1SFR7gQ/LtWA=">AAAB9HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0g6DHgRTxFMA9IlmV20psMmX04MxsMy36HFw+KePVjvPk3TpI9aGJBQ1HVTXeXnwiutG1/W2vrG5tb26Wd8u7e/sFh5ei4reJUMmyxWMSy61OFgkfY0lwL7CYSaegL7Pjjm5nfmaBUPI4e9DRBN6TDiAecUW0ktz9Blt3lXvbk1XOvUrVr9hxklTgFqUKBplf56g9iloYYaSaoUj3HTrSbUak5E5iX+6nChLIxHWLP0IiGqNxsfnROzo0yIEEsTUWazNXfExkNlZqGvukMqR6pZW8m/uf1Uh1cuxmPklRjxBaLglQQHZNZAmTAJTItpoZQJrm5lbARlZRpk1PZhOAsv7xK2vWaY9ec+8tqwy7iKMEpnMEFOHAFDbiFJrSAwSM8wyu8WRPrxXq3Phata1YxcwJ/YH3+APVUkiY=</latexit><latexit sha1_base64="bekkIIH1pFVTGT+1SFR7gQ/LtWA=">AAAB9HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd0g6DHgRTxFMA9IlmV20psMmX04MxsMy36HFw+KePVjvPk3TpI9aGJBQ1HVTXeXnwiutG1/W2vrG5tb26Wd8u7e/sFh5ei4reJUMmyxWMSy61OFgkfY0lwL7CYSaegL7Pjjm5nfmaBUPI4e9DRBN6TDiAecUW0ktz9Blt3lXvbk1XOvUrVr9hxklTgFqUKBplf56g9iloYYaSaoUj3HTrSbUak5E5iX+6nChLIxHWLP0IiGqNxsfnROzo0yIEEsTUWazNXfExkNlZqGvukMqR6pZW8m/uf1Uh1cuxmPklRjxBaLglQQHZNZAmTAJTItpoZQJrm5lbARlZRpk1PZhOAsv7xK2vWaY9ec+8tqwy7iKMEpnMEFOHAFDbiFJrSAwSM8wyu8WRPrxXq3Phata1YxcwJ/YH3+APVUkiY=</latexit>

x3
<latexit sha1_base64="NqSXfSc077uB03AodALkkvXLaYw=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0m0oMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9S/7JcrbtWdg6wSLycVyNHol796g5ilEUrDBNW667mJ8TOqDGcCp6VeqjGhbEyH2LVU0gi1n81PnZIzqwxIGCtb0pC5+nsio5HWkyiwnRE1I73szcT/vG5qwms/4zJJDUq2WBSmgpiYzP4mA66QGTGxhDLF7a2EjaiizNh0SjYEb/nlVdK6qHpu1burVepuHkcRTuAUzsGDK6jDLTSgCQyG8Ayv8OYI58V5dz4WrQUnnzmGP3A+fwAJTo2Q</latexit><latexit sha1_base64="NqSXfSc077uB03AodALkkvXLaYw=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0m0oMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9S/7JcrbtWdg6wSLycVyNHol796g5ilEUrDBNW667mJ8TOqDGcCp6VeqjGhbEyH2LVU0gi1n81PnZIzqwxIGCtb0pC5+nsio5HWkyiwnRE1I73szcT/vG5qwms/4zJJDUq2WBSmgpiYzP4mA66QGTGxhDLF7a2EjaiizNh0SjYEb/nlVdK6qHpu1burVepuHkcRTuAUzsGDK6jDLTSgCQyG8Ayv8OYI58V5dz4WrQUnnzmGP3A+fwAJTo2Q</latexit><latexit sha1_base64="NqSXfSc077uB03AodALkkvXLaYw=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0m0oMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9S/7JcrbtWdg6wSLycVyNHol796g5ilEUrDBNW667mJ8TOqDGcCp6VeqjGhbEyH2LVU0gi1n81PnZIzqwxIGCtb0pC5+nsio5HWkyiwnRE1I73szcT/vG5qwms/4zJJDUq2WBSmgpiYzP4mA66QGTGxhDLF7a2EjaiizNh0SjYEb/nlVdK6qHpu1burVepuHkcRTuAUzsGDK6jDLTSgCQyG8Ayv8OYI58V5dz4WrQUnnzmGP3A+fwAJTo2Q</latexit><latexit sha1_base64="NqSXfSc077uB03AodALkkvXLaYw=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0m0oMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9S/7JcrbtWdg6wSLycVyNHol796g5ilEUrDBNW667mJ8TOqDGcCp6VeqjGhbEyH2LVU0gi1n81PnZIzqwxIGCtb0pC5+nsio5HWkyiwnRE1I73szcT/vG5qwms/4zJJDUq2WBSmgpiYzP4mA66QGTGxhDLF7a2EjaiizNh0SjYEb/nlVdK6qHpu1burVepuHkcRTuAUzsGDK6jDLTSgCQyG8Ayv8OYI58V5dz4WrQUnnzmGP3A+fwAJTo2Q</latexit>

x1<latexit sha1_base64="D3e8KoGzZK3tKQjDup2oOnv0IHI=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0GPBi8eKpi20oWy2m3bpZhN2J2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZemEph0HW/ndLa+sbmVnm7srO7t39QPTxqmSTTjPsskYnuhNRwKRT3UaDknVRzGoeSt8PxzcxvP3JtRKIecJLyIKZDJSLBKFrp/qnv9as1t+7OQVaJV5AaFGj2q1+9QcKymCtkkhrT9dwUg5xqFEzyaaWXGZ5SNqZD3rVU0ZibIJ+fOiVnVhmQKNG2FJK5+nsip7Exkzi0nTHFkVn2ZuJ/XjfD6DrIhUoz5IotFkWZJJiQ2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nYkPwll9eJa2LuufWvbvLWsMt4ijDCZzCOXhwBQ24hSb4wGAIz/AKb450Xpx352PRWnKKmWP4A+fzBwZGjY4=</latexit><latexit sha1_base64="D3e8KoGzZK3tKQjDup2oOnv0IHI=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0GPBi8eKpi20oWy2m3bpZhN2J2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZemEph0HW/ndLa+sbmVnm7srO7t39QPTxqmSTTjPsskYnuhNRwKRT3UaDknVRzGoeSt8PxzcxvP3JtRKIecJLyIKZDJSLBKFrp/qnv9as1t+7OQVaJV5AaFGj2q1+9QcKymCtkkhrT9dwUg5xqFEzyaaWXGZ5SNqZD3rVU0ZibIJ+fOiVnVhmQKNG2FJK5+nsip7Exkzi0nTHFkVn2ZuJ/XjfD6DrIhUoz5IotFkWZJJiQ2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nYkPwll9eJa2LuufWvbvLWsMt4ijDCZzCOXhwBQ24hSb4wGAIz/AKb450Xpx352PRWnKKmWP4A+fzBwZGjY4=</latexit><latexit sha1_base64="D3e8KoGzZK3tKQjDup2oOnv0IHI=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0GPBi8eKpi20oWy2m3bpZhN2J2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZemEph0HW/ndLa+sbmVnm7srO7t39QPTxqmSTTjPsskYnuhNRwKRT3UaDknVRzGoeSt8PxzcxvP3JtRKIecJLyIKZDJSLBKFrp/qnv9as1t+7OQVaJV5AaFGj2q1+9QcKymCtkkhrT9dwUg5xqFEzyaaWXGZ5SNqZD3rVU0ZibIJ+fOiVnVhmQKNG2FJK5+nsip7Exkzi0nTHFkVn2ZuJ/XjfD6DrIhUoz5IotFkWZJJiQ2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nYkPwll9eJa2LuufWvbvLWsMt4ijDCZzCOXhwBQ24hSb4wGAIz/AKb450Xpx352PRWnKKmWP4A+fzBwZGjY4=</latexit><latexit sha1_base64="D3e8KoGzZK3tKQjDup2oOnv0IHI=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0GPBi8eKpi20oWy2m3bpZhN2J2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZemEph0HW/ndLa+sbmVnm7srO7t39QPTxqmSTTjPsskYnuhNRwKRT3UaDknVRzGoeSt8PxzcxvP3JtRKIecJLyIKZDJSLBKFrp/qnv9as1t+7OQVaJV5AaFGj2q1+9QcKymCtkkhrT9dwUg5xqFEzyaaWXGZ5SNqZD3rVU0ZibIJ+fOiVnVhmQKNG2FJK5+nsip7Exkzi0nTHFkVn2ZuJ/XjfD6DrIhUoz5IotFkWZJJiQ2d9kIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoU2nYkPwll9eJa2LuufWvbvLWsMt4ijDCZzCOXhwBQ24hSb4wGAIz/AKb450Xpx352PRWnKKmWP4A+fzBwZGjY4=</latexit>

x2<latexit sha1_base64="nZWILEn4F+sM+c39ipxamIE2pMQ=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKUI8FLx4r2g9oQ9lsN+3SzSbsTsQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WNza3tneJuaW//4PCofHzSNnGqGW+xWMa6G1DDpVC8hQIl7yaa0yiQvBNMbuZ+55FrI2L1gNOE+xEdKREKRtFK90+D2qBccavuAmSdeDmpQI7moPzVH8YsjbhCJqkxPc9N0M+oRsEkn5X6qeEJZRM64j1LFY248bPFqTNyYZUhCWNtSyFZqL8nMhoZM40C2xlRHJtVby7+5/VSDK/9TKgkRa7YclGYSoIxmf9NhkJzhnJqCWVa2FsJG1NNGdp0SjYEb/XlddKuVT236t1dVRpuHkcRzuAcLsGDOjTgFprQAgYjeIZXeHOk8+K8Ox/L1oKTz5zCHzifPwfKjY8=</latexit><latexit sha1_base64="nZWILEn4F+sM+c39ipxamIE2pMQ=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKUI8FLx4r2g9oQ9lsN+3SzSbsTsQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WNza3tneJuaW//4PCofHzSNnGqGW+xWMa6G1DDpVC8hQIl7yaa0yiQvBNMbuZ+55FrI2L1gNOE+xEdKREKRtFK90+D2qBccavuAmSdeDmpQI7moPzVH8YsjbhCJqkxPc9N0M+oRsEkn5X6qeEJZRM64j1LFY248bPFqTNyYZUhCWNtSyFZqL8nMhoZM40C2xlRHJtVby7+5/VSDK/9TKgkRa7YclGYSoIxmf9NhkJzhnJqCWVa2FsJG1NNGdp0SjYEb/XlddKuVT236t1dVRpuHkcRzuAcLsGDOjTgFprQAgYjeIZXeHOk8+K8Ox/L1oKTz5zCHzifPwfKjY8=</latexit><latexit sha1_base64="nZWILEn4F+sM+c39ipxamIE2pMQ=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKUI8FLx4r2g9oQ9lsN+3SzSbsTsQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WNza3tneJuaW//4PCofHzSNnGqGW+xWMa6G1DDpVC8hQIl7yaa0yiQvBNMbuZ+55FrI2L1gNOE+xEdKREKRtFK90+D2qBccavuAmSdeDmpQI7moPzVH8YsjbhCJqkxPc9N0M+oRsEkn5X6qeEJZRM64j1LFY248bPFqTNyYZUhCWNtSyFZqL8nMhoZM40C2xlRHJtVby7+5/VSDK/9TKgkRa7YclGYSoIxmf9NhkJzhnJqCWVa2FsJG1NNGdp0SjYEb/XlddKuVT236t1dVRpuHkcRzuAcLsGDOjTgFprQAgYjeIZXeHOk8+K8Ox/L1oKTz5zCHzifPwfKjY8=</latexit><latexit sha1_base64="nZWILEn4F+sM+c39ipxamIE2pMQ=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKUI8FLx4r2g9oQ9lsN+3SzSbsTsQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WNza3tneJuaW//4PCofHzSNnGqGW+xWMa6G1DDpVC8hQIl7yaa0yiQvBNMbuZ+55FrI2L1gNOE+xEdKREKRtFK90+D2qBccavuAmSdeDmpQI7moPzVH8YsjbhCJqkxPc9N0M+oRsEkn5X6qeEJZRM64j1LFY248bPFqTNyYZUhCWNtSyFZqL8nMhoZM40C2xlRHJtVby7+5/VSDK/9TKgkRa7YclGYSoIxmf9NhkJzhnJqCWVa2FsJG1NNGdp0SjYEb/XlddKuVT236t1dVRpuHkcRzuAcLsGDOjTgFprQAgYjeIZXeHOk8+K8Ox/L1oKTz5zCHzifPwfKjY8=</latexit>

(a)

(b)

(c)

Figura 2.7: Conductividad térmica efectiva de un sistema compuesto fibrado hecho de cilindros de silicio
de sección transversal eĺıptica. La conductividad efectiva es función de la razón de los semiejes, r = b/a.
Mostramos las curvas para diferentes fracciones de llenado, las ĺıneas sólidas corresponden a la dirección
x1, mientras que las ĺıneas con asteriscos a la dirección x2. (a) La ĺınea verde corresponde a f = 0.1, (b)
la ĺınea azul a f = 0.2, y (c) la ĺınea roja a f = 0.3.

En la Tabla 2.2 ordenamos los factores de forma y fracciones de llenado para las inclusiones

esféricas, elipsoidales, ciĺındricas y ciĺındricas con sección transversal eĺıptica. Estos términos se

sustituyen en la ecuación impĺıcita de la conductividad térmica efectiva de tipo Maxwell-Garnett de

la Ec. (2.19).

Establecimos que este método funciona para sistemas compuestos que admiten que la función

perturbativa dependa de una sola coordenada, F (Q1). Las geometŕıas permitidas son las que pre-

sentamos. Esta suposición excluye geometŕıas altamente simétricas, por ejemplo toroides, donde no

es posible reducir la dependencia de F a una sola coordenada. En la siguiente sección desarrollamos

una teoŕıa modificada de medio efectivo para este caso.

32



2.3 Teoŕıa de medio efectivo modificada

2.3. Teoŕıa de medio efectivo modificada

En esta sección desarrollamos una TME modificada que sirve para medios compuestos hechos

de un material homogéneo y una distribución aleatoria uniforme de toroides delgados alineados en

el eje x3 que actúan como inclusiones. En la Figura 2.8 mostramos un esquema de las coordenadas

toroidales que usamos en esta sección. Tomamos una circunferencia de radio a en el plano x2 − x3,

centrado en el punto (b, 0, x3), tal que b > a; ésta es rotada alrededor del eje x3 describiendo un

ćırculo de radio b. Con ambos parámetros definimos c =
√
b2 − c2.

0
XX

2b
<latexit sha1_base64="HjCDy4tPx8117fcJRjZLUwullDE=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKoMeCF49VTFtoQ9lsN+3SzSbsToQS+g+8eFDEq//Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8MJXCoOt+O6WNza3tnfJuZW//4PCoenzSNkmmGfdZIhPdDanhUijuo0DJu6nmNA4l74ST27nfeeLaiEQ94jTlQUxHSkSCUbTSQyMcVGtu3V2ArBOvIDUo0BpUv/rDhGUxV8gkNabnuSkGOdUomOSzSj8zPKVsQke8Z6miMTdBvrh0Ri6sMiRRom0pJAv190ROY2OmcWg7Y4pjs+rNxf+8XobRTZALlWbIFVsuijJJMCHzt8lQaM5QTi2hTAt7K2FjqilDG07FhuCtvrxO2o2659a9+6ta0y3iKMMZnMMleHANTbiDFvjAIIJneIU3Z+K8OO/Ox7K15BQzp/AHzucPMGSNEA==</latexit><latexit sha1_base64="HjCDy4tPx8117fcJRjZLUwullDE=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKoMeCF49VTFtoQ9lsN+3SzSbsToQS+g+8eFDEq//Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8MJXCoOt+O6WNza3tnfJuZW//4PCoenzSNkmmGfdZIhPdDanhUijuo0DJu6nmNA4l74ST27nfeeLaiEQ94jTlQUxHSkSCUbTSQyMcVGtu3V2ArBOvIDUo0BpUv/rDhGUxV8gkNabnuSkGOdUomOSzSj8zPKVsQke8Z6miMTdBvrh0Ri6sMiRRom0pJAv190ROY2OmcWg7Y4pjs+rNxf+8XobRTZALlWbIFVsuijJJMCHzt8lQaM5QTi2hTAt7K2FjqilDG07FhuCtvrxO2o2659a9+6ta0y3iKMMZnMMleHANTbiDFvjAIIJneIU3Z+K8OO/Ox7K15BQzp/AHzucPMGSNEA==</latexit><latexit sha1_base64="HjCDy4tPx8117fcJRjZLUwullDE=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKoMeCF49VTFtoQ9lsN+3SzSbsToQS+g+8eFDEq//Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8MJXCoOt+O6WNza3tnfJuZW//4PCoenzSNkmmGfdZIhPdDanhUijuo0DJu6nmNA4l74ST27nfeeLaiEQ94jTlQUxHSkSCUbTSQyMcVGtu3V2ArBOvIDUo0BpUv/rDhGUxV8gkNabnuSkGOdUomOSzSj8zPKVsQke8Z6miMTdBvrh0Ri6sMiRRom0pJAv190ROY2OmcWg7Y4pjs+rNxf+8XobRTZALlWbIFVsuijJJMCHzt8lQaM5QTi2hTAt7K2FjqilDG07FhuCtvrxO2o2659a9+6ta0y3iKMMZnMMleHANTbiDFvjAIIJneIU3Z+K8OO/Ox7K15BQzp/AHzucPMGSNEA==</latexit><latexit sha1_base64="HjCDy4tPx8117fcJRjZLUwullDE=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKoMeCF49VTFtoQ9lsN+3SzSbsToQS+g+8eFDEq//Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8MJXCoOt+O6WNza3tnfJuZW//4PCoenzSNkmmGfdZIhPdDanhUijuo0DJu6nmNA4l74ST27nfeeLaiEQ94jTlQUxHSkSCUbTSQyMcVGtu3V2ArBOvIDUo0BpUv/rDhGUxV8gkNabnuSkGOdUomOSzSj8zPKVsQke8Z6miMTdBvrh0Ri6sMiRRom0pJAv190ROY2OmcWg7Y4pjs+rNxf+8XobRTZALlWbIFVsuijJJMCHzt8lQaM5QTi2hTAt7K2FjqilDG07FhuCtvrxO2o2659a9+6ta0y3iKMMZnMMleHANTbiDFvjAIIJneIU3Z+K8OO/Ox7K15BQzp/AHzucPMGSNEA==</latexit>

a
<latexit sha1_base64="/m8pmlNmcD8JmJSlG48xShOd6x4=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0GPBi8cWTFtoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG9f9dkobm1vbO+Xdyt7+weFR9fikrZNMMfRZIhLVDalGwSX6hhuB3VQhjUOBnXByN/c7T6g0T+SDmaYYxHQkecQZNVZq0UG15tbdBcg68QpSgwLNQfWrP0xYFqM0TFCte56bmiCnynAmcFbpZxpTyiZ0hD1LJY1RB/ni0Bm5sMqQRImyJQ1ZqL8nchprPY1D2xlTM9ar3lz8z+tlJroNci7TzKBky0VRJohJyPxrMuQKmRFTSyhT3N5K2JgqyozNpmJD8FZfXiftq7rn1r3Wda3hFnGU4QzO4RI8uIEG3EMTfGCA8Ayv8OY8Oi/Ou/OxbC05xcwp/IHz+QO984zT</latexit><latexit sha1_base64="/m8pmlNmcD8JmJSlG48xShOd6x4=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0GPBi8cWTFtoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG9f9dkobm1vbO+Xdyt7+weFR9fikrZNMMfRZIhLVDalGwSX6hhuB3VQhjUOBnXByN/c7T6g0T+SDmaYYxHQkecQZNVZq0UG15tbdBcg68QpSgwLNQfWrP0xYFqM0TFCte56bmiCnynAmcFbpZxpTyiZ0hD1LJY1RB/ni0Bm5sMqQRImyJQ1ZqL8nchprPY1D2xlTM9ar3lz8z+tlJroNci7TzKBky0VRJohJyPxrMuQKmRFTSyhT3N5K2JgqyozNpmJD8FZfXiftq7rn1r3Wda3hFnGU4QzO4RI8uIEG3EMTfGCA8Ayv8OY8Oi/Ou/OxbC05xcwp/IHz+QO984zT</latexit><latexit sha1_base64="/m8pmlNmcD8JmJSlG48xShOd6x4=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0GPBi8cWTFtoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG9f9dkobm1vbO+Xdyt7+weFR9fikrZNMMfRZIhLVDalGwSX6hhuB3VQhjUOBnXByN/c7T6g0T+SDmaYYxHQkecQZNVZq0UG15tbdBcg68QpSgwLNQfWrP0xYFqM0TFCte56bmiCnynAmcFbpZxpTyiZ0hD1LJY1RB/ni0Bm5sMqQRImyJQ1ZqL8nchprPY1D2xlTM9ar3lz8z+tlJroNci7TzKBky0VRJohJyPxrMuQKmRFTSyhT3N5K2JgqyozNpmJD8FZfXiftq7rn1r3Wda3hFnGU4QzO4RI8uIEG3EMTfGCA8Ayv8OY8Oi/Ou/OxbC05xcwp/IHz+QO984zT</latexit><latexit sha1_base64="/m8pmlNmcD8JmJSlG48xShOd6x4=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0GPBi8cWTFtoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG9f9dkobm1vbO+Xdyt7+weFR9fikrZNMMfRZIhLVDalGwSX6hhuB3VQhjUOBnXByN/c7T6g0T+SDmaYYxHQkecQZNVZq0UG15tbdBcg68QpSgwLNQfWrP0xYFqM0TFCte56bmiCnynAmcFbpZxpTyiZ0hD1LJY1RB/ni0Bm5sMqQRImyJQ1ZqL8nchprPY1D2xlTM9ar3lz8z+tlJroNci7TzKBky0VRJohJyPxrMuQKmRFTSyhT3N5K2JgqyozNpmJD8FZfXiftq7rn1r3Wda3hFnGU4QzO4RI8uIEG3EMTfGCA8Ayv8OY8Oi/Ou/OxbC05xcwp/IHz+QO984zT</latexit>

�
<latexit sha1_base64="pKDGOasvv5NGn0YSq5VgMT+jboM=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIvgqSQi6LHgxWMF0xbaUDbbSbt0swm7E6GU/gYvHhTx6g/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvyqQw5HnfTmljc2t7p7xb2ds/ODyqHp+0TJprjgFPZao7ETMohcKABEnsZBpZEklsR+O7ud9+Qm1Eqh5pkmGYsKESseCMrBT0IiTWr9a8ureAu078gtSgQLNf/eoNUp4nqIhLZkzX9zIKp0yT4BJnlV5uMGN8zIbYtVSxBE04XRw7cy+sMnDjVNtS5C7U3xNTlhgzSSLbmTAamVVvLv7ndXOKb8OpUFlOqPhyUZxLl1J3/rk7EBo5yYkljGthb3X5iGnGyeZTsSH4qy+vk9ZV3ffq/sN1reEVcZThDM7hEny4gQbcQxMC4CDgGV7hzVHOi/PufCxbS04xcwp/4Hz+AL5sjpI=</latexit><latexit sha1_base64="pKDGOasvv5NGn0YSq5VgMT+jboM=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIvgqSQi6LHgxWMF0xbaUDbbSbt0swm7E6GU/gYvHhTx6g/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvyqQw5HnfTmljc2t7p7xb2ds/ODyqHp+0TJprjgFPZao7ETMohcKABEnsZBpZEklsR+O7ud9+Qm1Eqh5pkmGYsKESseCMrBT0IiTWr9a8ureAu078gtSgQLNf/eoNUp4nqIhLZkzX9zIKp0yT4BJnlV5uMGN8zIbYtVSxBE04XRw7cy+sMnDjVNtS5C7U3xNTlhgzSSLbmTAamVVvLv7ndXOKb8OpUFlOqPhyUZxLl1J3/rk7EBo5yYkljGthb3X5iGnGyeZTsSH4qy+vk9ZV3ffq/sN1reEVcZThDM7hEny4gQbcQxMC4CDgGV7hzVHOi/PufCxbS04xcwp/4Hz+AL5sjpI=</latexit><latexit sha1_base64="pKDGOasvv5NGn0YSq5VgMT+jboM=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIvgqSQi6LHgxWMF0xbaUDbbSbt0swm7E6GU/gYvHhTx6g/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvyqQw5HnfTmljc2t7p7xb2ds/ODyqHp+0TJprjgFPZao7ETMohcKABEnsZBpZEklsR+O7ud9+Qm1Eqh5pkmGYsKESseCMrBT0IiTWr9a8ureAu078gtSgQLNf/eoNUp4nqIhLZkzX9zIKp0yT4BJnlV5uMGN8zIbYtVSxBE04XRw7cy+sMnDjVNtS5C7U3xNTlhgzSSLbmTAamVVvLv7ndXOKb8OpUFlOqPhyUZxLl1J3/rk7EBo5yYkljGthb3X5iGnGyeZTsSH4qy+vk9ZV3ffq/sN1reEVcZThDM7hEny4gQbcQxMC4CDgGV7hzVHOi/PufCxbS04xcwp/4Hz+AL5sjpI=</latexit><latexit sha1_base64="pKDGOasvv5NGn0YSq5VgMT+jboM=">AAAB7HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIvgqSQi6LHgxWMF0xbaUDbbSbt0swm7E6GU/gYvHhTx6g/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvyqQw5HnfTmljc2t7p7xb2ds/ODyqHp+0TJprjgFPZao7ETMohcKABEnsZBpZEklsR+O7ud9+Qm1Eqh5pkmGYsKESseCMrBT0IiTWr9a8ureAu078gtSgQLNf/eoNUp4nqIhLZkzX9zIKp0yT4BJnlV5uMGN8zIbYtVSxBE04XRw7cy+sMnDjVNtS5C7U3xNTlhgzSSLbmTAamVVvLv7ndXOKb8OpUFlOqPhyUZxLl1J3/rk7EBo5yYkljGthb3X5iGnGyeZTsSH4qy+vk9ZV3ffq/sN1reEVcZThDM7hEny4gQbcQxMC4CDgGV7hzVHOi/PufCxbS04xcwp/4Hz+AL5sjpI=</latexit>

x1
<latexit sha1_base64="wYsny9+rNcd4kQu4wbaYToJ9yos=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0m0oMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9T3+uWKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGZphNIwQbXuem5i/Iwqw5nAaamXakwoG9Mhdi2VNELtZ/NTp+TMKgMSxsqWNGSu/p7IaKT1JApsZ0TNSC97M/E/r5ua8NrPuExSg5ItFoWpICYms7/JgCtkRkwsoUxxeythI6ooMzadkg3BW355lbQuqp5b9e5qlfplHkcRTuAUzsGDK6jDLTSgCQyG8Ayv8OYI58V5dz4WrQUnnzmGP3A+fwAHLY2R</latexit><latexit sha1_base64="wYsny9+rNcd4kQu4wbaYToJ9yos=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0m0oMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9T3+uWKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGZphNIwQbXuem5i/Iwqw5nAaamXakwoG9Mhdi2VNELtZ/NTp+TMKgMSxsqWNGSu/p7IaKT1JApsZ0TNSC97M/E/r5ua8NrPuExSg5ItFoWpICYms7/JgCtkRkwsoUxxeythI6ooMzadkg3BW355lbQuqp5b9e5qlfplHkcRTuAUzsGDK6jDLTSgCQyG8Ayv8OYI58V5dz4WrQUnnzmGP3A+fwAHLY2R</latexit><latexit sha1_base64="wYsny9+rNcd4kQu4wbaYToJ9yos=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0m0oMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9T3+uWKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGZphNIwQbXuem5i/Iwqw5nAaamXakwoG9Mhdi2VNELtZ/NTp+TMKgMSxsqWNGSu/p7IaKT1JApsZ0TNSC97M/E/r5ua8NrPuExSg5ItFoWpICYms7/JgCtkRkwsoUxxeythI6ooMzadkg3BW355lbQuqp5b9e5qlfplHkcRTuAUzsGDK6jDLTSgCQyG8Ayv8OYI58V5dz4WrQUnnzmGP3A+fwAHLY2R</latexit><latexit sha1_base64="wYsny9+rNcd4kQu4wbaYToJ9yos=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0m0oMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9T3+uWKW3XnIKvEy0kFcjT65a/eIGZphNIwQbXuem5i/Iwqw5nAaamXakwoG9Mhdi2VNELtZ/NTp+TMKgMSxsqWNGSu/p7IaKT1JApsZ0TNSC97M/E/r5ua8NrPuExSg5ItFoWpICYms7/JgCtkRkwsoUxxeythI6ooMzadkg3BW355lbQuqp5b9e5qlfplHkcRTuAUzsGDK6jDLTSgCQyG8Ayv8OYI58V5dz4WrQUnnzmGP3A+fwAHLY2R</latexit>

x2
<latexit sha1_base64="MZQKE+/1h1JisDPmc3vvw6ysPU8=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9Sv9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSCKVhgmrd9dzE+BlVhjOB01Iv1ZhQNqZD7FoqaYTaz+anTsmZVQYkjJUtachc/T2R0UjrSRTYzoiakV72ZuJ/Xjc14bWfcZmkBiVbLApTQUxMZn+TAVfIjJhYQpni9lbCRlRRZmw6JRuCt/zyKmnVqp5b9e4uK/WLPI4inMApnIMHV1CHW2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gAIsY2S</latexit><latexit sha1_base64="MZQKE+/1h1JisDPmc3vvw6ysPU8=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9Sv9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSCKVhgmrd9dzE+BlVhjOB01Iv1ZhQNqZD7FoqaYTaz+anTsmZVQYkjJUtachc/T2R0UjrSRTYzoiakV72ZuJ/Xjc14bWfcZmkBiVbLApTQUxMZn+TAVfIjJhYQpni9lbCRlRRZmw6JRuCt/zyKmnVqp5b9e4uK/WLPI4inMApnIMHV1CHW2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gAIsY2S</latexit><latexit sha1_base64="MZQKE+/1h1JisDPmc3vvw6ysPU8=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9Sv9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSCKVhgmrd9dzE+BlVhjOB01Iv1ZhQNqZD7FoqaYTaz+anTsmZVQYkjJUtachc/T2R0UjrSRTYzoiakV72ZuJ/Xjc14bWfcZmkBiVbLApTQUxMZn+TAVfIjJhYQpni9lbCRlRRZmw6JRuCt/zyKmnVqp5b9e4uK/WLPI4inMApnIMHV1CHW2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gAIsY2S</latexit><latexit sha1_base64="MZQKE+/1h1JisDPmc3vvw6ysPU8=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9Sv9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSCKVhgmrd9dzE+BlVhjOB01Iv1ZhQNqZD7FoqaYTaz+anTsmZVQYkjJUtachc/T2R0UjrSRTYzoiakV72ZuJ/Xjc14bWfcZmkBiVbLApTQUxMZn+TAVfIjJhYQpni9lbCRlRRZmw6JRuCt/zyKmnVqp5b9e4uK/WLPI4inMApnIMHV1CHW2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gAIsY2S</latexit>

x3
<latexit sha1_base64="dZIlBXy01g7rOcIc0g4gX49e0gQ=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0msoMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9Sv9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSCKVhgmrd9dzE+BlVhjOB01Iv1ZhQNqZD7FoqaYTaz+anTsmZVQYkjJUtachc/T2R0UjrSRTYzoiakV72ZuJ/Xjc14bWfcZmkBiVbLApTQUxMZn+TAVfIjJhYQpni9lbCRlRRZmw6JRuCt/zyKmldVD236t1dVuq1PI4inMApnIMHV1CHW2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gAKNY2T</latexit><latexit sha1_base64="dZIlBXy01g7rOcIc0g4gX49e0gQ=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0msoMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9Sv9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSCKVhgmrd9dzE+BlVhjOB01Iv1ZhQNqZD7FoqaYTaz+anTsmZVQYkjJUtachc/T2R0UjrSRTYzoiakV72ZuJ/Xjc14bWfcZmkBiVbLApTQUxMZn+TAVfIjJhYQpni9lbCRlRRZmw6JRuCt/zyKmldVD236t1dVuq1PI4inMApnIMHV1CHW2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gAKNY2T</latexit><latexit sha1_base64="dZIlBXy01g7rOcIc0g4gX49e0gQ=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0msoMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9Sv9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSCKVhgmrd9dzE+BlVhjOB01Iv1ZhQNqZD7FoqaYTaz+anTsmZVQYkjJUtachc/T2R0UjrSRTYzoiakV72ZuJ/Xjc14bWfcZmkBiVbLApTQUxMZn+TAVfIjJhYQpni9lbCRlRRZmw6JRuCt/zyKmldVD236t1dVuq1PI4inMApnIMHV1CHW2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gAKNY2T</latexit><latexit sha1_base64="dZIlBXy01g7rOcIc0g4gX49e0gQ=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0msoMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9Sv9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSCKVhgmrd9dzE+BlVhjOB01Iv1ZhQNqZD7FoqaYTaz+anTsmZVQYkjJUtachc/T2R0UjrSRTYzoiakV72ZuJ/Xjc14bWfcZmkBiVbLApTQUxMZn+TAVfIjJhYQpni9lbCRlRRZmw6JRuCt/zyKmldVD236t1dVuq1PI4inMApnIMHV1CHW2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gAKNY2T</latexit>

x2
<latexit sha1_base64="MZQKE+/1h1JisDPmc3vvw6ysPU8=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9Sv9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSCKVhgmrd9dzE+BlVhjOB01Iv1ZhQNqZD7FoqaYTaz+anTsmZVQYkjJUtachc/T2R0UjrSRTYzoiakV72ZuJ/Xjc14bWfcZmkBiVbLApTQUxMZn+TAVfIjJhYQpni9lbCRlRRZmw6JRuCt/zyKmnVqp5b9e4uK/WLPI4inMApnIMHV1CHW2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gAIsY2S</latexit><latexit sha1_base64="MZQKE+/1h1JisDPmc3vvw6ysPU8=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9Sv9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSCKVhgmrd9dzE+BlVhjOB01Iv1ZhQNqZD7FoqaYTaz+anTsmZVQYkjJUtachc/T2R0UjrSRTYzoiakV72ZuJ/Xjc14bWfcZmkBiVbLApTQUxMZn+TAVfIjJhYQpni9lbCRlRRZmw6JRuCt/zyKmnVqp5b9e4uK/WLPI4inMApnIMHV1CHW2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gAIsY2S</latexit><latexit sha1_base64="MZQKE+/1h1JisDPmc3vvw6ysPU8=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9Sv9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSCKVhgmrd9dzE+BlVhjOB01Iv1ZhQNqZD7FoqaYTaz+anTsmZVQYkjJUtachc/T2R0UjrSRTYzoiakV72ZuJ/Xjc14bWfcZmkBiVbLApTQUxMZn+TAVfIjJhYQpni9lbCRlRRZmw6JRuCt/zyKmnVqp5b9e4uK/WLPI4inMApnIMHV1CHW2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gAIsY2S</latexit><latexit sha1_base64="MZQKE+/1h1JisDPmc3vvw6ysPU8=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9Sv9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSCKVhgmrd9dzE+BlVhjOB01Iv1ZhQNqZD7FoqaYTaz+anTsmZVQYkjJUtachc/T2R0UjrSRTYzoiakV72ZuJ/Xjc14bWfcZmkBiVbLApTQUxMZn+TAVfIjJhYQpni9lbCRlRRZmw6JRuCt/zyKmnVqp5b9e4uK/WLPI4inMApnIMHV1CHW2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gAIsY2S</latexit>

x3
<latexit sha1_base64="dZIlBXy01g7rOcIc0g4gX49e0gQ=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0msoMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9Sv9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSCKVhgmrd9dzE+BlVhjOB01Iv1ZhQNqZD7FoqaYTaz+anTsmZVQYkjJUtachc/T2R0UjrSRTYzoiakV72ZuJ/Xjc14bWfcZmkBiVbLApTQUxMZn+TAVfIjJhYQpni9lbCRlRRZmw6JRuCt/zyKmldVD236t1dVuq1PI4inMApnIMHV1CHW2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gAKNY2T</latexit><latexit sha1_base64="dZIlBXy01g7rOcIc0g4gX49e0gQ=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0msoMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9Sv9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSCKVhgmrd9dzE+BlVhjOB01Iv1ZhQNqZD7FoqaYTaz+anTsmZVQYkjJUtachc/T2R0UjrSRTYzoiakV72ZuJ/Xjc14bWfcZmkBiVbLApTQUxMZn+TAVfIjJhYQpni9lbCRlRRZmw6JRuCt/zyKmldVD236t1dVuq1PI4inMApnIMHV1CHW2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gAKNY2T</latexit><latexit sha1_base64="dZIlBXy01g7rOcIc0g4gX49e0gQ=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0msoMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9Sv9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSCKVhgmrd9dzE+BlVhjOB01Iv1ZhQNqZD7FoqaYTaz+anTsmZVQYkjJUtachc/T2R0UjrSRTYzoiakV72ZuJ/Xjc14bWfcZmkBiVbLApTQUxMZn+TAVfIjJhYQpni9lbCRlRRZmw6JRuCt/zyKmldVD236t1dVuq1PI4inMApnIMHV1CHW2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gAKNY2T</latexit><latexit sha1_base64="dZIlBXy01g7rOcIc0g4gX49e0gQ=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0msoMeCF48V7Qe0oWy2k3bpZhN2N2IJ/QlePCji1V/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4Zua3H1FpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0/9Sv9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSCKVhgmrd9dzE+BlVhjOB01Iv1ZhQNqZD7FoqaYTaz+anTsmZVQYkjJUtachc/T2R0UjrSRTYzoiakV72ZuJ/Xjc14bWfcZmkBiVbLApTQUxMZn+TAVfIjJhYQpni9lbCRlRRZmw6JRuCt/zyKmldVD236t1dVuq1PI4inMApnIMHV1CHW2hAExgM4Rle4c0Rzovz7nwsWgtOPnMMf+B8/gAKNY2T</latexit>

~J
<latexit sha1_base64="HatE/2YZhZmvpjL2hsLkctZcmt4=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0m0oMeCF/FUwX5AG8pmO2mXbjZhd1MooT/CiwdFvPp7vPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLBtXHdb6ewsbm1vVPcLe3tHxwelY9PWjpOFcMmi0WsOgHVKLjEpuFGYCdRSKNAYDsY38399gSV5rF8MtME/YgOJQ85o8ZK7d4EWfYw65crbtVdgKwTLycVyNHol796g5ilEUrDBNW667mJ8TOqDGcCZ6VeqjGhbEyH2LVU0gi1ny3OnZELqwxIGCtb0pCF+nsio5HW0yiwnRE1I73qzcX/vG5qwls/4zJJDUq2XBSmgpiYzH8nA66QGTG1hDLF7a2EjaiizNiESjYEb/XlddK6qnpu1XusVerXeRxFOINzuAQPbqAO99CAJjAYwzO8wpuTOC/Ou/OxbC04+cwp/IHz+QNneo+N</latexit><latexit sha1_base64="HatE/2YZhZmvpjL2hsLkctZcmt4=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0m0oMeCF/FUwX5AG8pmO2mXbjZhd1MooT/CiwdFvPp7vPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLBtXHdb6ewsbm1vVPcLe3tHxwelY9PWjpOFcMmi0WsOgHVKLjEpuFGYCdRSKNAYDsY38399gSV5rF8MtME/YgOJQ85o8ZK7d4EWfYw65crbtVdgKwTLycVyNHol796g5ilEUrDBNW667mJ8TOqDGcCZ6VeqjGhbEyH2LVU0gi1ny3OnZELqwxIGCtb0pCF+nsio5HW0yiwnRE1I73qzcX/vG5qwls/4zJJDUq2XBSmgpiYzH8nA66QGTG1hDLF7a2EjaiizNiESjYEb/XlddK6qnpu1XusVerXeRxFOINzuAQPbqAO99CAJjAYwzO8wpuTOC/Ou/OxbC04+cwp/IHz+QNneo+N</latexit><latexit sha1_base64="HatE/2YZhZmvpjL2hsLkctZcmt4=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0m0oMeCF/FUwX5AG8pmO2mXbjZhd1MooT/CiwdFvPp7vPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLBtXHdb6ewsbm1vVPcLe3tHxwelY9PWjpOFcMmi0WsOgHVKLjEpuFGYCdRSKNAYDsY38399gSV5rF8MtME/YgOJQ85o8ZK7d4EWfYw65crbtVdgKwTLycVyNHol796g5ilEUrDBNW667mJ8TOqDGcCZ6VeqjGhbEyH2LVU0gi1ny3OnZELqwxIGCtb0pCF+nsio5HW0yiwnRE1I73qzcX/vG5qwls/4zJJDUq2XBSmgpiYzH8nA66QGTG1hDLF7a2EjaiizNiESjYEb/XlddK6qnpu1XusVerXeRxFOINzuAQPbqAO99CAJjAYwzO8wpuTOC/Ou/OxbC04+cwp/IHz+QNneo+N</latexit><latexit sha1_base64="HatE/2YZhZmvpjL2hsLkctZcmt4=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0m0oMeCF/FUwX5AG8pmO2mXbjZhd1MooT/CiwdFvPp7vPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLBtXHdb6ewsbm1vVPcLe3tHxwelY9PWjpOFcMmi0WsOgHVKLjEpuFGYCdRSKNAYDsY38399gSV5rF8MtME/YgOJQ85o8ZK7d4EWfYw65crbtVdgKwTLycVyNHol796g5ilEUrDBNW667mJ8TOqDGcCZ6VeqjGhbEyH2LVU0gi1ny3OnZELqwxIGCtb0pCF+nsio5HW0yiwnRE1I73qzcX/vG5qwls/4zJJDUq2XBSmgpiYzH8nA66QGTG1hDLF7a2EjaiizNiESjYEb/XlddK6qnpu1XusVerXeRxFOINzuAQPbqAO99CAJjAYwzO8wpuTOC/Ou/OxbC04+cwp/IHz+QNneo+N</latexit>

(a) (b)
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Figura 2.8: Radios de un toro. (a) Mostramos la sección transversal de un toro construido como un
ćırculo de radio a que es rotado alrededor de x3 siguiendo un ćırculo de radio b. (b) Mostramos el toro
con un flujo de calor pasando en la dirección x3.

El sistema coordenado (Q1,Q2,Q3) corresponde a las coordenadas toroidales, que denotamos

como (α, β, ϕ). Donde α ∈ [0,∞), β ∈ [−π, π] y ϕ ∈ [−π, π]. Para valores constantes de α = α0 el

toro es definido por b = c cothα0 y a = c/ sinhα0. La parte exterior al toro se describe con valores

de la forma α < α0, mientras que α > α0 describe el interior del toro. Consideramos inclusiones

toroidales coplanares con simetŕıa en ϕ (Apéndice 8.3).

El problema no admite una función perturbativa que dependa de una sola coordenada, esto

ocurre porque la ecuación de Laplace no admite soluciones separables en coordenadas toroidales y

no es posible aislar la dependencia de las funciones a una sola coordenada. Sin embargo podemos

usar el método de R-separación (55, 56), este método consiste en introducir una función auxiliar R

que permita separar la ecuación de Laplace. En el caso toroidal la definimos como

R(α, β) =
√

2 coshα− 2 cosβ, (2.44)

y la solución a ∇2T = 0 se propone como T = R(α, β)Θ(α, β, ϕ), donde Θ = f1(α)f2(β)f3(ϕ). Para

las constantes de separación ν2 y µ2 la solución queda como

Tνµ = R [Mνµ cos(νβ + µϕ) +Nνµ sin(νβ + µϕ)]
[
AνQν−1/2(coshα) +BνPν−1/2(coshα)

]
, (2.45)

donde Pν−1/2 y Qν−1/2 son las funciones de Legendre de orden cero y de grado ν − 1/2, mejor
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conocidas como funciones Toroidales o Anillo (56), dichas funciones forman un conjunto completo.

Extendemos la idea de la R-separación para encontrar la función perturbativa. Suponemos que

un flujo de calor constante es aplicado en la dirección x3, ~q0 = q0x̂3, entonces T0 = − q0
κ x3, ignorando

las constantes obtenemos

T0 = − sinβ

coshα− cosβ
. (2.46)

Buscamos una solución perturbativa de la forma T = T0 + T ′, tal que T ′ = T0F satisfaga la

ecuación de Laplace. Obligamos a la función perturbativa a tener la estructura T ′ = Rf(α), de

donde resulta

F = −R
3(α, β)

2 sinβ
f(α), (2.47)

empatamos con la solución general a la ecuación de Laplace de la Ec. (2.45) para µ y ν cero, lo que

elimina la dependencia en ϕ. Entonces

T ′(α, β) = R(α, β)
[
A1Q−1/2(coshα) +A2P−1/2(coshα)

]
.

La función perturbativa T ′ debe anularse para cuando nos alejamos mucho de las inclusiones,

región que corresponde a α < α0, en el caso ĺımite α → 0 ⇒ Q−1/2(1) → ∞, entonces imponemos

que A1 = 0. La solución perturbativa T ′, que en la TME es T ′ = T0F (Q1), para este caso toma la

forma

T ′(α, β) = R(α, β)P−1/2(coshα), (2.48)

sobre esta función debemos imponer las condiciones de frontera.

Condiciones de frontera modificadas

Hasta este momento hemos desarrollado los dos primeros pasos equivalentes al procedimiento de

homogeneización de la sección anterior. Los siguientes pasos involucran las condiciones de frontera

entre la región homogénea, el interior de la inclusión, y la región perturbada, el exterior de la

inclusión. Usamos la misma notación, el sub́ındice > (<) denota que evaluamos la función fuera

(dentro) de la inclusión. La solución para cada región tiene la forma T> = A1T0 +A2T
′ y T< = A3T0.

Debemos modificar las condiciones de frontera porque no es suficiente fijar el valor de Q1 = α

para barrer toda la frontera. Para hacerlo nos valemos de la integral de superficie sobre los campos

de temperatura y el flujo de calor, es aśı que:
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1. En analoǵıa a la condición de contacto térmico perfecto T< |∂Ω−= T> |∂Ω+ , proponemos

(∫
T<dS

)
∂Ω−

=

(∫
T>dS

)
∂Ω+

. (2.49)

2. En analoǵıa a la condición de continuidad del flujo de calor en la frontera κ1
∂T<
∂α |∂Ω−=

κ∂T>∂n |∂Ω+ , proponemos

κ1

(∫
1

hα

∂T<
∂α

dS

)
∂Ω−

= κ

(∫
1

hα

∂T>
∂α

dS

)
∂Ω+

. (2.50)

El elemento de superficie que aparece en estas integrales es

dS =
4c2 sinhα

R4
dβdϕ,

con el factor de escala hα = 2c/R2.

Nuevamente estamos trabajando con las hipótesis de campo medio, esto permite repetir los pasos

de superposición y autoconsistencia del método anterior. Con lo que llegamos a la expresión impĺıcita

de la conductividad térmica efectiva κ
(3)
e para el caso toroidal, dada por

κ
(3)
e − κ

κ+ L1κ
(3)
e

= fS
κ1 − κ
κ+ L0κ1

. (2.51)

Donde hemos definido la función fS y los factores de forma L0/1, que sólo calculamos en la dirección

x3. Estos se evaluan sobre ∂Ω para el sub́ındice 0, y sobre ∂Σ para el sub́ındice 1, lo que da

L0,1 =

∫
1
hα

∂T0
∂α dS∫
T0dS

∫
T ′dS∫

1
hα

∂T ′

∂α dS
(2.52)

y

fS = N

( ∫
T0dS∫

1
hα

∂T ′

∂α dS

)
α0

( ∫
T0dS∫

1
hα

∂T ′

∂α dS

)−1

∂Σ

. (2.53)

Para la dirección x3, el factor de forma queda como

L = −2 sinhα0P−1/2(coshα0)Q1
−1/2(coshα0). (2.54)

Donde hemos usado la definición

Qi−1/2(z) = (z2 − 1)i/2
di

dzi
Q−1/2(z)

con Qi−1/2 la función de Legendre de (−1/2) grado de i-ésimo orden.

El término fs está dado por

fS = N

(
c2 coshα0

sinh2 α0

)(
C2 coshα1

sinh2 α1

)−1

. (2.55)
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Notamos que el área superficial de un toro de radios b > a es s(a, b) = 4π2ba, en coordenadas

toroidales se reescribe como

s(a, b) = 4π2c2 coshα0

sinh2 α0

, (2.56)

que coincide con lo que aparece en fS aunque se ha perdido el término 4π2 por el cociente. Entonces

identificamos a fS con una fracción de superficie, en lugar de la fracción volumétrica o de llenado

que aparece en la TME usual. Esta fracción de superficie, razón de las áreas de la superficie de los

toroides y el sistema completo, actúa como un cuantificador de la concentración de inclusiones.

2.3.0.1. Polarizabilidad de un toro

En esta sección buscamos verificar que es correcta nuestra expresión del factor de forma en la di-

rección x3 para inclusiones toroidales. Para ello aplicamos esta fórmula al caso de la respuesta óptica

a luz en el espectro visible de un nanotoro delgado, metálico, y de función dieléctrica dependiente

de la frecuencia ε1(ω). Comparamos nuestro resultado con el que obtienen en el trabajo de Mary,

et.al. (2007) (7). En este trabajo resuelven la ecuación de Laplace para el potencial eléctrico en

coordenadas toroidales y, sin emplear teoŕıa de perturbaciones, únicamente consideran condiciones

de frontera, calculan una expresión de la polarizabilidad para esta geometŕıa, que usan en el cálculo

de la sección transversal de extinción, dada por

Cext =
k4
l

6π
|αE |2 + klIm(αE), (2.57)

donde kl = 2π/λ es el número de onda de la luz incidente de longitud de onda λ, αE es la polarizabi-

lidad eléctrica, que adquiere valores complejos debido a la función dieléctrica, ésta se aproxima bien

con el modelo de Drude-Lorentz para el caso de un nanotoroide de oro (57). Finalmente comparan

la extinción usando su polarizabilidad teórica con datos experimentales, observan que su solución

tiene un buen ajuste con los datos experimentales.

Comparamos la extinción usando la polarizabilidad dada por

αE =
ε1 − ε
ε+ Lε1

(2.58)

donde suponemos que el material que rodea al nanotoro tiene ε = 1. El factor de forma L que usamos

corresponde a la Ec. (2.54) para un toroide con a = 10.5 nm y b = 31.5 nm.

En la Figura 2.9 graficamos la sección transversal de extinción [nm2] como función de la longitud

de onda de la luz incidente [nm]. La extinción mide el flujo de la radiación dispersado y absorbido

por un toro de oro de radio menor a = 10.5 nm y radio mayor b = 31.5 nm, el cual está embebido
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Figura 2.9: Sección transversal de extinción [nm2] como función de la longitud de onda de la luz incidente
[nm] en un toroide de oro, de radio menor a = 10 nm y radio mayor b = 31 nm, embebida en aire. La
ĺınea roja punteada corresponde a los resultados presentados en el trabajo de Mary, et. al. (7), y la ĺınea
azul sólida a la extinción calculada con nuestra aproximación.

en aire. La ĺınea roja punteada corresponde a la extinción en el trabajo de Mary (7) y la ĺınea azul

sólida es la misma expresión de la extinción (Ec. (2.57)), pero usando la polarizabilidad calculada

con nuestra aproximación. Observamos un buen ajuste con nuestros resultados.

La ruptura entre la teoŕıa de medio efectivo que recupera la fórmula de Maxwell-Garnett usual

y la teoŕıa modificada que proponemos para los toroides, recae en que para el primer caso las

geometŕıas usadas tienen asociadas coordenadas donde la ecuación de Laplace admite soluciones

que provienen de la separación de variables, mientras que en las coordenadas toroidales se usa el

método de R-separación. Para ambos casos construimos una aproximación parcialmente imprecisa

pero fácil de usar, caracteŕıstica inherente de la teoŕıa de campo medio, la cual es nuestro punto

de partida en la imposición de las hipótesis de campo medio. La aplicación de la ley de Fourier en

estado estacionario es suficiente para obtener un método simple y útil, sin embargo, debemos tener

cuidado en satisfacer las condiciones de aplicabilidad del modelo. En el siguiente caṕıtulo rompemos

estas condiciones para describir el proceso de conducción de calor con efectos de memoria.
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Caṕıtulo 3

Ecuación de Cattaneo-Vernotte

En este caṕıtulo exponemos el modelo de conducción de calor conocido como ecuación de

Cattaneo-Vernotte. Se comparan los comportamientos del fenómeno de conducción de calor mo-

delados con la ley de Fourier y con la ecuación de Cattaneo-Vernotte, tomando especial énfasis

en la descripción de tipo respuesta lineal del fenómeno. Con ayuda de las relaciones de Kramers-

Krönig abordamos la condición de causalidad en la descripción de respuesta lineal del fenómeno de

conducción de calor.

Más adelante adoptamos el concepto de ondas térmicas para describir el fenómeno de conducción

de calor para temperaturas altas, números de Knudsen pequeños y fenómenos lentos. Identificamos

a las ondas térmicas como las soluciones a la ecuación de Cattaneo-Vernotte, discutimos su carácter

ondulatorio y mostramos una revisión bibliográfica de los datos experimentales vindulados a ellas.

3.1. Ecuación de Cattaneo-Vernotte como una respuesta lineal cau-
sal

En el primer caṕıtulo expusimos que la ley de Fourier puede emplearse como modelo de con-

ducción de calor bajo tres condiciones necesarias y suficientes: (i) temperaturas lejanas del cero

absoluto, (ii) números de Knudsen pequeños (Kn << 1), y (iii) fenómenos lentos donde τ0/t
∗ << 1.

En el caṕıtulo anterior trabajamos con el caso difusivo para sistemas heterogéneos, en este caṕıtulo

rompemos la tercera condición. Suponemos que el problema de conducción es un fenómeno lento

donde no se satisface que τ0/t
∗ << 1.

La ley de Fourier establece que ante una perturbación térmica (∇T ) aparece un flujo de calor

(~q) que reestablece el equilibrio térmico, el cual fluye de regiones de mayor a menor temperatura. El

sistema completo siente esta perturbación térmica de forma instántanea y simultáneamente aparece

el flujo de calor. Se trata de un comportamiento de respuesta lineal instantánea, la señal térmica se

propaga en el medio con una velocidad infinita, sin importar la estructura de la materia. Este hecho

es conocido como la paradoja de la propagación de señales térmicas con velocidad infinita (58).

Consideramos el problema de conducción de calor de tipo difusivo unodimensional para una
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3.1 Ecuación de Cattaneo-Vernotte como una respuesta lineal causal

barra semi-infinita donde se aplica un pulso en x = x0 al tiempo t = 0, dado por

 α
∂2T

∂x2
− ∂T

∂t
= 0 con 0 ≤ x y 0 ≤ t

y T (x, 0) = δ(x− x0).
(3.1)

Nos conviene escribir este problema sin dimensiones, para ello definimos una longitud caracteŕıstica

del problema dada por L = 2x0, con lo que escribimos nuevas variables t̄ = (α/L2)t, x̄ = x/L y

q̄ = (L/κ)q. El problema queda reescrito como


∂2T

∂x̄2
− ∂T

∂t̄
= 0 con 0 ≤ x̄ y 0 ≤ t̄,

T (x̄, 0) = 1
Lδ(x̄− 1

2) y q̄ = −∂T
∂x̄

.
(3.2)

La transformada de Fourier en el espacio se como

F{f(x̄)} = f̂ =

∫ ∞
−∞

f(x)e−2πikx̄dx̄, (3.3)

mientras que la transformación inversa es

F−1{f̂(k)} = f =
1

2π

∫ ∞
−∞

f(x)e2πikx̄dk. (3.4)

Aplicamos la transformada de Fourier a la Ec. (3.2), que convierte el problema en
dT̂ (t̄; k)

dt̄
= −(2πk)2T̂ (t̄; k)⇒ T̂ (t̄; k) = Ae−(2πk)2 t̄

y F{T (x̄, 0)} = 1
Le
−πik.

(3.5)

Al calcular la transformada de Fourier inversa encontramos que

T (x̄, t̄) =
1

L
√

4πt̄
exp

(
−(x̄− 1

2)2

4t̄

)
. (3.6)

En la Figura 3.1(a) graficamos la temperatura para una barra delgada en un intervalo cuyo valor

medio es x0 para t = 1×10−7 s (ĺınea roja), t = 1×10−6 s (ĺınea azul) y t = 1×10−5 s (ĺınea verde).

En el panel (c) hemos calculado el flujo de calor para los mismos tiempos. Esta figura representa bien

el comportamiento difusivo de la ley de Fourier: se alcanza el valor máximo de la temperatura en la

condición inicial, que es también cuando el flujo de calor es mayor; el punto cŕıtico de la temperatura

para cada tiempo corresponde al flujo de calor nulo; instantes después de ocurrida la perturbación

térmica el sistema se termaliza y el flujo de calor es despreciable para todo el sistema; y finalmente,

el sistema completo siente de forma instantánea la perturbación térmica.

En la Figura 3.1(b) y (d) graficamos a la temperatura y flujo de calor transformados únicamen-

te para el tiempo t = 10−7 s, la ĺınea sólida corresponde a la magnitud, la ĺınea segmentada a la
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3.1 Ecuación de Cattaneo-Vernotte como una respuesta lineal causal

parte imaginaria y la ĺınea punteada a la parte real. En general es complicado encontrar expresio-

nes expĺıcitas de las transformadas inversas una vez que se resuelven las ecuaciones en el espacio

rećıproco, este caso lo permite, sin embargo introducimos la posibilidad de hacer el análisis en las

nuevas variables (k en este caso).

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.1: Graficamos la temperatura y flujo de calor solución al problema Ec. (3.5) con dependencia
en x̄ y en el espacio rećıproco k. El panel (a) corresponde a la temperatura para una barra delgada dada
por la Ec. (3.6), fijamos tres tiempos t = 1×10−7 s (ĺınea roja), t = 1×10−6 s (ĺınea azul) y t = 1×10−5

s (ĺınea verde), mientras que el panel (c) corresponde al flujo de calor asociado a cada tiempo. En los
paneles (b) y (d) sólo fijamos el tiempo t = 1 × 10−7 s para el cual calculamos la temperatura y flujo
de calor transformados, T̂ (t; k) y ˆ̄q(t; k), respectivamente. La ĺınea sólida corresponde a la magnitud de
estas funciones, la ĺınea segmentada a la parte imaginaria y la ĺınea punteada a la parte real.

Como vimos en el primer caṕıtulo, la suposición de que un sistema responda de forma instantánea

a una perturbación térmica funciona bien para fenómenos lentos, donde τ0/t
∗ << 1. Para tomar en

cuenta casos fuera de este régimen supongamos que τ0 ∼ t∗.
De la ley de Fourier resulta que el sistema presenta una respuesta instantánea ante perturbaciones

térmicas, este comportamiento es equivalente a suponer que la velocidad de propagación de calor es

infinita (14). Esto fue observado por el matemático escocés James Clerk Maxwell en 1867 (4), 45

años después de los trabajos de Fourier sobre la teoŕıa anaĺıtica del calor. Casi un siglo después, en

1958, de forma independiente, los matemáticos Carlo Cattaneo (italiano) y P. Vernotte (francés),

propusieron que esta inconsistencia se puede resolver al introducir un tiempo de retardo entre la

perturbación térmica y la respuesta a este est́ımulo, el flujo de calor. Esta propuesta se escribe como

~q(~r, t+ τ) = −κ∇T (~r, t), (3.7)

donde τ es el tiempo de respuesta del sistema a una perturbación térmica. A diferencia de la ley de
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3.1 Ecuación de Cattaneo-Vernotte como una respuesta lineal causal

Fourier, esta expresión respeta el principio de causalidad (59).

No debemos confundir el tiempo de respuesta τ con el tiempo de relajación τ0. El primero se

refiere a la respuesta macroscópica del sistema a un gradiente de temperatura. El segundo se refiere

a la respuesta del sistema a nivel microscópico, ya que mide el tiempo entre dos colisiones suscesivas

de los portadores de calor. Hasta el momento no se cuenta con un modelo aceptado para calcular

el tiempo de respuesta τ , pero debe relacionarse con la estructura espećıfica de los materiales y los

mecanismos de transporte de calor.

Bajo la suposición de que el tiempo de respuesta τ es muy pequeño, hacemos una aproximación

de primer orden en el tiempo en la Ec. (3.7), dada por

~q(~r, t) + τ
∂

∂t
~q(~r, t) = −κ∇T (~r, t). (3.8)

Esta ecuación se conoce como ecuación de Cattaneo-Vernotte (CV). Para τ → 0 recuperamos

la ley de Fourier. Notamos que al remover el gradiente de temperatura que origina el desequilibrio

térmico, el flujo de calor no es nulo

~q(~r, t) = −τ ∂~q(~r, t)
∂t

, (3.9)

el lado derecho de esta ecuación se conoce como inercia térmica (60). El flujo de calor no se detiene

instantáneamente al remover la perturbación térmica, en su lugar decrece exponencialmente, si τ es

muy pequeña decrece muy rápido y el efecto de la inercia térmica es despreciable.

La Ec. (3.8) es una ecuación diferencial ordinaria inhomogénea de ~q. La solución homogénea para

la condición inicial establecida en t = t0, ~q0(~r), está dada por

~qh(~r, t) = ~q0(~r)e−(t−t0)/τ . (3.10)

El término inhomogéneo es ∇T , se trata de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales de la forma

~̇x(t) = A~x(t) + b(t), donde A es una matriz de constantes. La solución a este sistema es

~x(t) = eAt~x0 + eAt
∫ (

eAt
′
)−1

~b(t′)dt′.

Con esto encontramos que la solución a la ecuación CV en el tiempo es

~q(~r, t) = e−(t−t0)/τ~q0(~r)− κ

τ

∫ t

t0

e−(t−t′)/τ∇T (~r, t′)dt′, (3.11)
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3.1 Ecuación de Cattaneo-Vernotte como una respuesta lineal causal

tomando el tiempo inicial t0 → −∞, un tiempo muy lejano, escribimos

~q(~r, t) = −κ
τ

∫ t

−∞
e−(t−t′)/τ∇T (~r, t′)dt′. (3.12)

Que tiene la forma de una expresión de respuesta lineal

~q(~r, t) = −
∫ t

−∞
H(t− t′)∇T (~r, t′)dt′, (3.13)

donde H(t − t′) = κ
τ e
−(t−t′)/τ es el kernel de la transformación. En el contexto de la teoŕıa de

respuesta lineal se conoce como función de memoria, tiene unidades de [W m−1 K−1 s−1] (61), el

signo negativo indica la dirección del flujo de calor.

En general, para una función de memoria del tipo H(t − t′), su forma espećıfica depende de

las ecuaciones constitutivas entre la perturbación y la respuesta, es decir, entre el gradiente de

temperatura y el flujo de calor. Por ejemplo, la ley de Fourier es la ecuación constitutiva del caso

difusivo, se recupera al tomar el ĺımite τ → 0 en la ecuación de Cattaneo, es aśı que la función de

memoria se transforma en HF (t− t′) = κδ(t− t′), por lo que al evaluar en la Ec. (3.13) recuperamos

la ley de Fourier.

La función de memoria de la ley de Fourier es una delta de Dirac, esto es evidencia de la respuesta

instantánea del sistema ante una perturbación térmica. La ley de Fourier es un ejemplo de modelos

de respuesta lineal que no obedecen causalidad. Por ello insistimos en que el modelo de CV remueve

dos inconsistencias f́ısicas: una es la propagación infinita de las señales térmicas, en su lugar se

determina que la velocidad de propagación de las señales térmicas es v =
√
α/τ ; la segunda es que

la forma en que se propaga la señal térmica es indenpendiente de los materiales, la definición de v

muestra lo contrario.

Aprovechamos esta ĺıneas para introducir otro modelo de conducción de calor causal, se trata

del modelo de doble retardo, mejor conocido por su nombre en inglés, dual-phase-lag model (62).

Este modelo supone que existen dos tiempos de retardo asociados a la conducción de calor, τT y τ ,

el primer parámetro τT vinculado al gradiente de temperatura y el segundo τ al flujo de calor, el

cual coincide con el tiempo de respuesta de Cattaneo.

Para postular el modelo de doble retardo se argumenta que es necesario introducir la condición

de causalidad en la ecuación de conservación de la enerǵıa, aunque de forma algo arbitraria el

retardo se considera en la ecuación constitutiva. Desde este punto de vista, el flujo de calor puede

ser la respuesta del sistema para restaurar el equilibrio térmico después de que un gradiente de

temperatura es impuesto (τT < τ), o puede ser que el flujo de calor sea el impulso que perturba el

equilibrio térmico y el gradiente actúa como respuesta (τ < τT ).
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3.1 Ecuación de Cattaneo-Vernotte como una respuesta lineal causal

En este modelo proponen que la ecuación constitutiva es

~q(~r, t) + τ
∂

∂t
~q(~r, t)+ = −κ∇T (~r, t+ τT ), (3.14)

con una aproximación a primer orden en el tiempo del lado derecho, idéntica al modelo de CV,

tenemos que

~q(~r, t) + τ
∂

∂t
~q(~r, t)+ = −κ

(
∇T (~r, t) + τT

∂

∂t
∇T (~r, t)

)
. (3.15)

Al tomar el ĺımite τT → 0 se recupera la ecuación de Cattaneo. La función de memoria de la Ec.

(3.15) para τ > τT está dada por

Hdpl(t− t′) =
κ

τ
e−(t−t′)/τ (1 + τT∂/∂t

′) . (3.16)

Por lo que es posible trabajar con este modelo desde la perspectiva de respuesta lineal, sin embargo

su estudio sale de este trabajo y se aborda únicamente en esta sección.

Vamos a estudiar los tres modelos de conducción que planteamos desde la teoŕıa de respuesta

lineal causal. Es conveniente hacer el cambio de variable η = t− t′, aśı la Ec. (3.13) pasa a ser

~q(~r, t) = −
∫ ∞
−∞

K(η)∇T (~r, t− η)dη, (3.17)

con K(η) = Θ(η)H(η), donde definimos la función de paso o de Heaviside Θ(η), que es uno para

η > 0 (t > t′) y cero para η < 0 (t < t′). La introducción de esta función nos permite extender el

ĺımite de integración inferior. Entonces las nuevas funciones de memoria son:

1. Para la ley de Fourier, Kf (η) = κδ(η);

2. para el modelo de Cattaneo, Kcv(η) = κ
τ e
−η/τΘ(η);

3. y para el modelo de doble retardo, Kdpl(η) = κ
τ e
−η/τΘ(η)(1− τT∂/∂η).

La Ec. (3.17) tiene la estructura de la convolución de dos funciones (f∗g)(t) =
∫∞
−∞ f(η)g(t−η)dη,

ésta describe la forma en que g modifica a f a lo largo del tiempo. Aprovechamos para definir la

transformada de Fourier en el tiempo como

F{f(t)} = f̂(ω) =

∫ ∞
−∞

f(t)eiωtdt, (3.18)

mientras que la transformada inversa está dada por f(t) = 1
2π

∫∞
−∞ f̂(ω)e−iωtdω. La transformada

de una convolución es F{(f ∗ g)(t)} = f̂ ĝ.
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Usamos la transformada de la convolución para reescribir la Ec. (3.17) como

~̂q(~r;ω) = −K̂(ω)∇T̂ (~r;ω). (3.19)

Identificamos al término K̂(ω) como una susceptibilidad térmica generalizada compleja (63), esta

función ayuda a establecer la relación lineal entre el flujo de calor y el gradiente de temperatura.

Más adelante mostramos cómo K̂(ω) describe una relación lineal causal si satisface las relaciones de

Kramers-Krönig.

La susceptibilidad térmica para cada uno de los modelos es:

1. Para la ley de Fourier, K̂f = κ;

2. para la ecuación de Cattaneo, K̂cv = κ (1 + iωτ) /
(
1 + (ωτ)2

)
;

3. y para el modelo de doble retardo, K̂dpl = κ (1− iωτT ) (1 + iωτ) /
(
1 + (ωτ)2

)
.

3.1.0.1. Relaciones de Kramers-Kroning

Las relaciones de Kramers-Krönig (KK) describen cómo se relacionan las partes real e imaginaria

de la susceptibilidad generalizada. Las relaciones de KK son satisfechas por buenas funciones de

memoria, es decir, funciones que son anaĺıticas y resultan de un modelo causal (64). El objetivo de

esta sección es determinar si los modelos que presentamos satisfacen la condición de causalidad.

Para obtener las relaciones de KK es conveniente introducir la transformada de Hilbert (65).

Dada una función compleja f(ω) = f ′(ω) + if ′′(ω), se define su transformada de Hilbert como la

convolución de f(ω) con la función −(πω)−1, expĺıcitamente es

FHi{f(ω)} = − 1

πω
∗ f(ω) =

1

π

∫ ∞
−∞

f(ω̃)

ω̃ − ωdω̃, (3.20)

donde ω̃ denota la variable de integración. Observemos que al aplicar dos veces la transformada de

Hilbert encontramos que

f(ω) = −
(−1

πω

)
∗ FHi{f(ω)}. (3.21)

Por otro lado, notamos que cualquier función puede representarse como la suma de su parte

par (E(η)) e impar (O(η)), en particular K(η) = E(η) + O(η). Donde la parte par es E(η) =

(K(η) + K(−η)) /2 y la parte impar es O(η) = (K(η)−K(−η)) /2.

Para una función causal se cumple que K(η) = 0 si η < 0, según lo establecimos con la introduc-

ción de la función de Heaviside. A esto se debe que para un función causal O(η) = sgn(η)E(η), con
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3.1 Ecuación de Cattaneo-Vernotte como una respuesta lineal causal

sgn(η) la función signo que es uno si η es positiva y es menos uno si η es negativa. Por lo que

K(η) = (1 + sgn(η))E(η). (3.22)

La transformada de Fourier de K es K̂ = Ê + F{sgn(η)E(η)}, que se convierte en

K̂ = Ê + i

(
− 1

πω

)
∗ Ê, (3.23)

donde el segundo término es la transformada de Hilbert de Ê, que se reescribe con ayuda de la Ec.

(3.21) como

Ê = −
(
− 1

πω

)
∗ Ô. (3.24)

De forma complementaria tenemos que

Ô =

(
− 1

πω

)
∗ Ê. (3.25)

Las ecuaciones 3.24-3.25 son consecuencia de la exigencia de una función de respuesta causal. Cuando

dos funciones satisfacen estas ecuaciones se dice que son un par de Hilbert, en el caso particular

donde se trata de la parte par e impar de la susceptibilidad generalizada se les conoce como relaciones

de Kramers-Krönig (65).

Notemos que K̂(ω) es una función que toma valores complejos y tiene argumento real, al calcular

su complejo conjugado tenemos que

K̂∗ = Ê∗ − i
(
− 1

πω

)
∗ Ê∗, (3.26)

donde Ê∗ = Ê puesto que la transformada de Fourier de una función real y par, también es real y

par (65). La expresión anterior se reescribe como K̂∗(ω) = Ê + i

(
1

πω

)
∗ Ê, es decir que

K̂∗(ω) = K̂(−ω). (3.27)

Cuando una función cumple la Ec. (3.27) se dice que es una función hermı́tica.

Al igual que hicimos con la función de memoria, podemos escribir a una función hermı́tica f(ω)

en términos de su parte par que en principio suponemos compleja, e(ω) = e′+ ie′′, y su parte impar

también compleja, o(ω) = o′ + io′′. Es decir f(ω) = e′ + o′ + i(e′′ + o′′). La condición hermı́tica nos

dice que f(−ω) = f∗(ω), expĺıcitamente

e′(ω) + o′(ω)− i(e′′(ω) + o′′(ω)) = e′(−ω) + o′(−ω) + i(e′′(−ω) + o′′(−ω)), (3.28)
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3.1 Ecuación de Cattaneo-Vernotte como una respuesta lineal causal

por ser funciones pares e impares tenemos que e(−ω) = e(ω) y o(−ω) = −o(ω), entonces e′(ω) +

o′(ω) − i(e′′(ω) + o′′(ω)) = e′(ω) − o′(ω) + i(e′′(ω) − o′′(ω)), esto implica que o′ = 0 y e′′ = 0.

Derivado de este resultado afirmamos que para una función hermı́tica su parte real es par y su parte

imaginaria es impar. Podŕıamos haber notado este comportamiento en la susceptibilidad térmica

desde la expresión Ec. (3.23), ya que Ê es una función real, pero quisimos aprovechar la oportunidad

para generalizar el resultado a las funciones hermı́ticas.

En resumen, una susceptibilidad generalizada compleja K̂ describe correctamente una relación

lineal causal si sus partes real (K̂′) e imaginaria (K̂′′) son pares de Hilbert, es decir, satisfacen las

relaciones de Kramers-Krönig. Resultado de la hermiticidad de la susceptibilidad encontramos que

K̂′ es una función par, mientras que K̂′′ es impar.

Hasta este momento se ha supuesto que la transformada de Hilbert existe para cada una de las

componentes de K̂, por lo que se requieren funciones que sean anaĺıticas e integrables en cualquier

intervalo finito (66). La exigencia de obtener transformaciones finitas se garantiza si la susceptibilidad

es cuadrado-integrable (67), esto es

∫ ∞
−∞
|K̂(ω)|2dω < C, (3.29)

con C una constante. Condición que es equivalente a pedir que

ĺım
ω→∞

|K̂(ω)|2 = 0. (3.30)

Algunas funciones que prometen ser buenas susceptibilidades no cubren este requisito, en su

lugar satisfacen la condición débil

ĺım
ω→∞

|K̂(ω)|2 = C. (3.31)

Si definimos K̂∞ =
√
C, al hacer el pequeño truco de reescribir la susceptibilidad como K̂ − K̂∞,

garantizamos que la nueva susceptibilidad es cuadrado integrable. La parte imaginaria no presenta

modificaciones, mientras que la parte real pasa a ser K̂′ − K̂∞.

Con esta modificación establecemos que las relaciones de Kramers-Krönig (64) se escriben de

forma expĺıcita como

K̂′(ω) = K̂∞ +
1

π
P

∫ ∞
−∞

K̂′′(ω̃)

ω̃ − ω dω̃, (3.32)

y

K̂′′(ω) = − 1

π
P

∫ ∞
−∞

K̂′(ω̃)− K̂∞
ω̃ − ω dω̃. (3.33)
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Hemos introducido a P que denota el valor principal de la integral, corrección pertinente a la de-

finición que hicimos de la transformada de Hilbert (Ec. (3.20)). El valor principal de un función

compleja es un método de integración que permite calcular integrales impropias que divergen alrede-

dor de uno o varios puntos (66), consiste en trabajar con la simetŕıa de las funciones para establecer

intervalos o contornos de integración apropiados para garantizar la convergencia de la integración1.

De acuerdo al teorema de Tichmarsh (68), que la susceptibilidad satisfaga las relaciones de

Kramers-Krönig es una condición necesaria y suficiente para afirmar que se está describiendo un

fenómeno lineal causal. Cabe decir que nuestra construcción muestra la necesidad pero no la sufi-

ciencia. A continuación usamos este resultado para estudiar a la ley de Fourier, a la ecuación de

Cattaneo y al modelo de doble retardo con el objetivo de calificarlos en la clave del principio de

causalidad.

3.1.0.2. Relaciones de Kramers-Krönig para el caso térmico

Evaluamos las relaciones de Kramers-Krönig para cada modelo. En primer lugar determina-

mos K̂∞, que para funciones cuadrado integrables es cero. A continuación podremos sustituir cada

susceptibilidad en las Ecs. (3.32)-(3.33).

En la Tabla 3.1 se encuentra el valor de K̂∞ para cada modelo. Notamos que en la ley de Fourier

la susceptibilidad es la conductividad térmica, por lo que al forzarla a ser de cuadrado integrable

nos lleva al resultado inútil de tener una susceptibilidad nula y no tiene sentido siquiera plantear

las relaciones de KK. En el caso de Cattaneo, la susceptibilidad ya es de cuadrado integrable.

Mientras que para el modelo de doble retardo śı funciona la redefinición de la susceptibilidad con

1Por la sutileza del método nos es conveniente exponer un ejemplo, sea a > 1 y

f(x) =

∫ a

−a

dx

x
,

esta función tiene problemas en x = 0, por lo que no podemos emplear el teorema fundamental del cálculo, en su lugar
separamos la integral∫ a

−a

dx

x
= ĺım
α→0−

∫ −α
−a

dx

x
+ ĺım
β→0+

∫ a

β

dx

x
=

(
ĺım
α→0−

Ln| − α| − Ln| − a|
)

+

(
ĺım
β→0+

Ln|β| − Ln(a)

)
,

notamos que a pesar de que Ln(a) esté bien definido, esta integral diverge debido a los términos que rodean al cero.
Para garantizar su convergencia se toma en cuenta la simetŕıa de la función, pues se espera que la discontinuidad de
la función mida lo mismo en los valores positivos y negativos, se propone entonces que α = β = ε, con lo que∫ a

−a

dx

x
= ĺım
ε→0+

(∫ −ε
−a

dx

x
+

∫ a

ε

dx

x

)
= ĺım
ε→0+

(Ln| − ε| − Ln(ε))− 2Ln(a) = −2Ln(a).

La simetŕıa de la función y la elección apropiada de los ĺımites (contorno) de integración determinan el valor principal
de la función. En el caso de la integración compleja extendemos la idea de la vecindad que aisla a la discontinuidad
(−ε, ε) a contornos de integración de radio ε (66), por lo que

P

∫
C

f(z)dz = ĺım
ε→0+

∫
C(ε)

f(z)dz.
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Tabla 3.1: Evaluación de K̂∞ para los distintos modelos de conducción.

Modelo K̂∞

Ley de Fourier κ

Ecuación de Cattaneo 0

Modelo de doble retardo κ(τT /τ)

K̂∞ = κ(τT /τ). En la Figura 3.2 graficamos las partes real e imaginaria de la susceptibilidad térmica

sin modificar como función de ωτ , las ĺıneas sólidas corresponden al modelo de Cattaneo, las ĺıneas

segmentadas al modelo de doble retardo con la razón de tiempos de respuesta r = τT /τ = 0.5, la

ĺınea amarilla punteada corresponde a K̂∞.
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K̂1/
<latexit sha1_base64="4sW5DHM7Opl0Ay9gneeWY/2rt8s=">AAACCHicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh49GCyCp5qIoMeCF8FLBVsLTSiT7aZdutmE3YkQQo9e/CtePCji1Z/gzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiu0XG+rdLS8srqWnm9srG5tb1T3d1r6zhVlLVoLGLVCUAzwSVrIUfBOoliEAWC3Qejq4l//8CU5rG8wyxhfgQDyUNOAY3Uqx56Q8DciwCHFER+Mx73PC5DzE69ESQJ9Ko1p+5MYS8StyA1UqDZq355/ZimEZNIBWjddZ0E/RwUcirYuOKlmiVARzBgXUMlREz7+fSRsX1slL4dxsqURHuq/p7IIdI6iwLTOblYz3sT8T+vm2J46edcJikySWeLwlTYGNuTVOw+V4yiyAwBqri51aZDUEDRZFcxIbjzLy+S9lndderu7Xmt4RRxlMkBOSInxCUXpEGuSZO0CCWP5Jm8kjfryXqx3q2PWWvJKmb2yR9Ynz+2DppW</latexit><latexit sha1_base64="4sW5DHM7Opl0Ay9gneeWY/2rt8s=">AAACCHicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh49GCyCp5qIoMeCF8FLBVsLTSiT7aZdutmE3YkQQo9e/CtePCji1Z/gzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiu0XG+rdLS8srqWnm9srG5tb1T3d1r6zhVlLVoLGLVCUAzwSVrIUfBOoliEAWC3Qejq4l//8CU5rG8wyxhfgQDyUNOAY3Uqx56Q8DciwCHFER+Mx73PC5DzE69ESQJ9Ko1p+5MYS8StyA1UqDZq355/ZimEZNIBWjddZ0E/RwUcirYuOKlmiVARzBgXUMlREz7+fSRsX1slL4dxsqURHuq/p7IIdI6iwLTOblYz3sT8T+vm2J46edcJikySWeLwlTYGNuTVOw+V4yiyAwBqri51aZDUEDRZFcxIbjzLy+S9lndderu7Xmt4RRxlMkBOSInxCUXpEGuSZO0CCWP5Jm8kjfryXqx3q2PWWvJKmb2yR9Ynz+2DppW</latexit><latexit sha1_base64="4sW5DHM7Opl0Ay9gneeWY/2rt8s=">AAACCHicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh49GCyCp5qIoMeCF8FLBVsLTSiT7aZdutmE3YkQQo9e/CtePCji1Z/gzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiu0XG+rdLS8srqWnm9srG5tb1T3d1r6zhVlLVoLGLVCUAzwSVrIUfBOoliEAWC3Qejq4l//8CU5rG8wyxhfgQDyUNOAY3Uqx56Q8DciwCHFER+Mx73PC5DzE69ESQJ9Ko1p+5MYS8StyA1UqDZq355/ZimEZNIBWjddZ0E/RwUcirYuOKlmiVARzBgXUMlREz7+fSRsX1slL4dxsqURHuq/p7IIdI6iwLTOblYz3sT8T+vm2J46edcJikySWeLwlTYGNuTVOw+V4yiyAwBqri51aZDUEDRZFcxIbjzLy+S9lndderu7Xmt4RRxlMkBOSInxCUXpEGuSZO0CCWP5Jm8kjfryXqx3q2PWWvJKmb2yR9Ynz+2DppW</latexit><latexit sha1_base64="4sW5DHM7Opl0Ay9gneeWY/2rt8s=">AAACCHicbVBNS8NAEN3Ur1q/qh49GCyCp5qIoMeCF8FLBVsLTSiT7aZdutmE3YkQQo9e/CtePCji1Z/gzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiu0XG+rdLS8srqWnm9srG5tb1T3d1r6zhVlLVoLGLVCUAzwSVrIUfBOoliEAWC3Qejq4l//8CU5rG8wyxhfgQDyUNOAY3Uqx56Q8DciwCHFER+Mx73PC5DzE69ESQJ9Ko1p+5MYS8StyA1UqDZq355/ZimEZNIBWjddZ0E/RwUcirYuOKlmiVARzBgXUMlREz7+fSRsX1slL4dxsqURHuq/p7IIdI6iwLTOblYz3sT8T+vm2J46edcJikySWeLwlTYGNuTVOw+V4yiyAwBqri51aZDUEDRZFcxIbjzLy+S9lndderu7Xmt4RRxlMkBOSInxCUXpEGuSZO0CCWP5Jm8kjfryXqx3q2PWWvJKmb2yR9Ynz+2DppW</latexit>K̂

/
<latexit sha1_base64="VPRWR0lB/fq4LFiR4BHIps+AZ0c=">AAACAXicbVBNS8NAEN3Ur1q/ol4EL8EieKqJFPRY8CJ4qWA/oAllst20SzebZXcjlFAv/hUvHhTx6r/w5r9x0+agrQ8GHu/NMDMvFIwq7brfVmlldW19o7xZ2dre2d2z9w/aKkklJi2csER2Q1CEUU5ammpGukISiENGOuH4Ovc7D0QqmvB7PREkiGHIaUQxaCP17SN/BDrzY9AjDCy7nU7P/TEIAX276tbcGZxl4hWkigo0+/aXP0hwGhOuMQOlep4rdJCB1BQzMq34qSIC8BiGpGcoh5ioIJt9MHVOjTJwokSa4tqZqb8nMoiVmsSh6cxPVYteLv7n9VIdXQUZ5SLVhOP5oihljk6cPA5nQCXBmk0MASypudXBI5CAtQmtYkLwFl9eJu2LmufWvLt6tVEv4iijY3SCzpCHLlED3aAmaiGMHtEzekVv1pP1Yr1bH/PWklXMHKI/sD5/AAGlly8=</latexit><latexit sha1_base64="VPRWR0lB/fq4LFiR4BHIps+AZ0c=">AAACAXicbVBNS8NAEN3Ur1q/ol4EL8EieKqJFPRY8CJ4qWA/oAllst20SzebZXcjlFAv/hUvHhTx6r/w5r9x0+agrQ8GHu/NMDMvFIwq7brfVmlldW19o7xZ2dre2d2z9w/aKkklJi2csER2Q1CEUU5ammpGukISiENGOuH4Ovc7D0QqmvB7PREkiGHIaUQxaCP17SN/BDrzY9AjDCy7nU7P/TEIAX276tbcGZxl4hWkigo0+/aXP0hwGhOuMQOlep4rdJCB1BQzMq34qSIC8BiGpGcoh5ioIJt9MHVOjTJwokSa4tqZqb8nMoiVmsSh6cxPVYteLv7n9VIdXQUZ5SLVhOP5oihljk6cPA5nQCXBmk0MASypudXBI5CAtQmtYkLwFl9eJu2LmufWvLt6tVEv4iijY3SCzpCHLlED3aAmaiGMHtEzekVv1pP1Yr1bH/PWklXMHKI/sD5/AAGlly8=</latexit><latexit sha1_base64="VPRWR0lB/fq4LFiR4BHIps+AZ0c=">AAACAXicbVBNS8NAEN3Ur1q/ol4EL8EieKqJFPRY8CJ4qWA/oAllst20SzebZXcjlFAv/hUvHhTx6r/w5r9x0+agrQ8GHu/NMDMvFIwq7brfVmlldW19o7xZ2dre2d2z9w/aKkklJi2csER2Q1CEUU5ammpGukISiENGOuH4Ovc7D0QqmvB7PREkiGHIaUQxaCP17SN/BDrzY9AjDCy7nU7P/TEIAX276tbcGZxl4hWkigo0+/aXP0hwGhOuMQOlep4rdJCB1BQzMq34qSIC8BiGpGcoh5ioIJt9MHVOjTJwokSa4tqZqb8nMoiVmsSh6cxPVYteLv7n9VIdXQUZ5SLVhOP5oihljk6cPA5nQCXBmk0MASypudXBI5CAtQmtYkLwFl9eJu2LmufWvLt6tVEv4iijY3SCzpCHLlED3aAmaiGMHtEzekVv1pP1Yr1bH/PWklXMHKI/sD5/AAGlly8=</latexit><latexit sha1_base64="VPRWR0lB/fq4LFiR4BHIps+AZ0c=">AAACAXicbVBNS8NAEN3Ur1q/ol4EL8EieKqJFPRY8CJ4qWA/oAllst20SzebZXcjlFAv/hUvHhTx6r/w5r9x0+agrQ8GHu/NMDMvFIwq7brfVmlldW19o7xZ2dre2d2z9w/aKkklJi2csER2Q1CEUU5ammpGukISiENGOuH4Ovc7D0QqmvB7PREkiGHIaUQxaCP17SN/BDrzY9AjDCy7nU7P/TEIAX276tbcGZxl4hWkigo0+/aXP0hwGhOuMQOlep4rdJCB1BQzMq34qSIC8BiGpGcoh5ioIJt9MHVOjTJwokSa4tqZqb8nMoiVmsSh6cxPVYteLv7n9VIdXQUZ5SLVhOP5oihljk6cPA5nQCXBmk0MASypudXBI5CAtQmtYkLwFl9eJu2LmufWvLt6tVEv4iijY3SCzpCHLlED3aAmaiGMHtEzekVv1pP1Yr1bH/PWklXMHKI/sD5/AAGlly8=</latexit>

!⌧
<latexit sha1_base64="hegHY+qoFR1MpXsRXsYPXS0dJBo=">AAAB8XicbVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgKexKQI8BLx4jmAdmlzA76U2GzGOZmRXCkr/w4kERr/6NN//GSbIHTSxoKKq66e6KU86M9f1vr7SxubW9U96t7O0fHB5Vj086RmWaQpsqrnQvJgY4k9C2zHLopRqIiDl048nt3O8+gTZMyQc7TSESZCRZwiixTnoMlYARCS3JBtWaX/cXwOskKEgNFWgNql/hUNFMgLSUE2P6gZ/aKCfaMsphVgkzAymhEzKCvqOSCDBRvrh4hi+cMsSJ0q6kxQv190ROhDFTEbtOQezYrHpz8T+vn9nkJsqZTDMLki4XJRnHVuH5+3jINFDLp44Qqpm7FdMx0YRaF1LFhRCsvrxOOlf1wK8H941as1HEUUZn6BxdogBdoya6Qy3URhRJ9Ixe0ZtnvBfv3ftYtpa8YuYU/YH3+QOrdZDb</latexit><latexit sha1_base64="hegHY+qoFR1MpXsRXsYPXS0dJBo=">AAAB8XicbVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgKexKQI8BLx4jmAdmlzA76U2GzGOZmRXCkr/w4kERr/6NN//GSbIHTSxoKKq66e6KU86M9f1vr7SxubW9U96t7O0fHB5Vj086RmWaQpsqrnQvJgY4k9C2zHLopRqIiDl048nt3O8+gTZMyQc7TSESZCRZwiixTnoMlYARCS3JBtWaX/cXwOskKEgNFWgNql/hUNFMgLSUE2P6gZ/aKCfaMsphVgkzAymhEzKCvqOSCDBRvrh4hi+cMsSJ0q6kxQv190ROhDFTEbtOQezYrHpz8T+vn9nkJsqZTDMLki4XJRnHVuH5+3jINFDLp44Qqpm7FdMx0YRaF1LFhRCsvrxOOlf1wK8H941as1HEUUZn6BxdogBdoya6Qy3URhRJ9Ixe0ZtnvBfv3ftYtpa8YuYU/YH3+QOrdZDb</latexit><latexit sha1_base64="hegHY+qoFR1MpXsRXsYPXS0dJBo=">AAAB8XicbVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgKexKQI8BLx4jmAdmlzA76U2GzGOZmRXCkr/w4kERr/6NN//GSbIHTSxoKKq66e6KU86M9f1vr7SxubW9U96t7O0fHB5Vj086RmWaQpsqrnQvJgY4k9C2zHLopRqIiDl048nt3O8+gTZMyQc7TSESZCRZwiixTnoMlYARCS3JBtWaX/cXwOskKEgNFWgNql/hUNFMgLSUE2P6gZ/aKCfaMsphVgkzAymhEzKCvqOSCDBRvrh4hi+cMsSJ0q6kxQv190ROhDFTEbtOQezYrHpz8T+vn9nkJsqZTDMLki4XJRnHVuH5+3jINFDLp44Qqpm7FdMx0YRaF1LFhRCsvrxOOlf1wK8H941as1HEUUZn6BxdogBdoya6Qy3URhRJ9Ixe0ZtnvBfv3ftYtpa8YuYU/YH3+QOrdZDb</latexit><latexit sha1_base64="hegHY+qoFR1MpXsRXsYPXS0dJBo=">AAAB8XicbVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgKexKQI8BLx4jmAdmlzA76U2GzGOZmRXCkr/w4kERr/6NN//GSbIHTSxoKKq66e6KU86M9f1vr7SxubW9U96t7O0fHB5Vj086RmWaQpsqrnQvJgY4k9C2zHLopRqIiDl048nt3O8+gTZMyQc7TSESZCRZwiixTnoMlYARCS3JBtWaX/cXwOskKEgNFWgNql/hUNFMgLSUE2P6gZ/aKCfaMsphVgkzAymhEzKCvqOSCDBRvrh4hi+cMsSJ0q6kxQv190ROhDFTEbtOQezYrHpz8T+vn9nkJsqZTDMLki4XJRnHVuH5+3jINFDLp44Qqpm7FdMx0YRaF1LFhRCsvrxOOlf1wK8H941as1HEUUZn6BxdogBdoya6Qy3URhRJ9Ixe0ZtnvBfv3ftYtpa8YuYU/YH3+QOrdZDb</latexit>

Figura 3.2: Partes real e imaginaria de la susceptibilidad térmica normalizada K̂/κ para la ecuación de
Cattaneo y el modelo de doble retardo. Usamos la razón de tiempos de respuesta r = τT /τ = 0.5

Ya podemos evaluar las relaciones de KK. Nos conviene comenzar con el modelo de doble retardo

y después tomar el ĺımite τT → 0. En caso de cumplir las relaciones de KK, la integral impropia I,

que definimos a continuación, debe ser igual a K̂′′,

I = −κ(τ − τT )

π
P

∫ ∞
−∞

ω̃

(ω̃ − ω)(1 + (ω̃τ)2)
dω̃. (3.34)

Calculamos I usando el teorema integral de Cauchy (69) para los polos simples del semi-plano

superior, que están en z1 = ω y z2 = i/τ , sus respectivos residuos son Res(f, z1) = 1/(τ(1 + (ωτ)2))

y Res(f, z2) = −i(1 − iωτ)/(2τ(1 + (ωτ)2)). El contorno de integración y sentido de la trayectoria

son indicados en la Figura 3.3, indicamos los dos polos con cruces.

Con este cálculo encontramos que se satisface la Ec. (3.33)

K̂′′(ω) = −κ(τ − τT )

π
(πiRes(f, z1) + 2πiRes(f, z2)) . (3.35)

Análogamente, la parte real de la susceptibilidad del modelo de doble retardo se deriva de su
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3.1 Ecuación de Cattaneo-Vernotte como una respuesta lineal causal

<latexit sha1_base64="8yaoKCskarkczxuKjVJDmOoaVJQ=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KomIeix68diC/YA2lM120q7dbMLuRiyhv8CLB0W8+pO8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEsG1cd1vZ2V1bX1js7BV3N7Z3dsvHRw2dZwqhg0Wi1i1A6pRcIkNw43AdqKQRoHAVjC6nfqtR1Sax/LejBP0IzqQPOSMGivVn3qlsltxZyDLxMtJGXLUeqWvbj9maYTSMEG17nhuYvyMKsOZwEmxm2pMKBvRAXYslTRC7WezQyfk1Cp9EsbKljRkpv6eyGik9TgKbGdEzVAvelPxP6+TmvDaz7hMUoOSzReFqSAmJtOvSZ8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2m6INwVt8eZk0zyveZcWrX5SrN3kcBTiGEzgDD66gCndQgwYwQHiGV3hzHpwX5935mLeuOPnMEfyB8/kD6DGNAg==</latexit>x
x

x

<latexit sha1_base64="PnAQV+E8GuM12aj79V0t8KsJS+4=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE1GPRi8cW7Ae0oWy2k3btZhN2N0Io/QVePCji1Z/kzX/jts1BWx8MPN6bYWZekAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4bua3n1BpHssHkyXoR3QoecgZNVZqZP1yxa26c5BV4uWkAjnq/fJXbxCzNEJpmKBadz03Mf6EKsOZwGmpl2pMKBvTIXYtlTRC7U/mh07JmVUGJIyVLWnIXP09MaGR1lkU2M6ImpFe9mbif143NeGNP+EySQ1KtlgUpoKYmMy+JgOukBmRWUKZ4vZWwkZUUWZsNiUbgrf88ippXVS9q6rXuKzUbvM4inACp3AOHlxDDe6hDk1ggPAMr/DmPDovzrvzsWgtOPnMMfyB8/kD6bWNAw==</latexit>y

<latexit sha1_base64="gviYeWE3QnB5l3KO9fTpKtPvoII=">AAAB83icbVDLSgNBEJyNrxhfUY9eBoPgKeyKqBch6MVjBPOA7BJmJ51kyDyWmVkhLvkNLx4U8erPePNvnCR70MSChqKqm+6uOOHMWN//9gorq2vrG8XN0tb2zu5eef+gaVSqKTSo4kq3Y2KAMwkNyyyHdqKBiJhDKx7dTv3WI2jDlHyw4wQiQQaS9Rkl1klh+ASWXIdKwIB0yxW/6s+Al0mQkwrKUe+Wv8KeoqkAaSknxnQCP7FRRrRllMOkFKYGEkJHZAAdRyURYKJsdvMEnzilh/tKu5IWz9TfExkRxoxF7DoFsUOz6E3F/7xOavtXUcZkklqQdL6on3JsFZ4GgHtMA7V87AihmrlbMR0STah1MZVcCMHiy8ukeVYNLqrB/XmldpPHUURH6BidogBdohq6Q3XUQBQl6Bm9ojcv9V68d+9j3lrw8plD9Afe5w8A1JGq</latexit>

⇣ = !

<latexit sha1_base64="uzXurIDMR1/xtKbYkthOUWyqDHQ=">AAAB9XicbVDJSgNBEO2JW4xb1KOXxiB4ijMi6kUIevEYwSyQGUNPpyZp0rPYXaPEIf/hxYMiXv0Xb/6NneWgiQ8KHu9VUVXPT6TQaNvfVm5hcWl5Jb9aWFvf2Nwqbu/UdZwqDjUey1g1faZBighqKFBCM1HAQl9Cw+9fjfzGAygt4ugWBwl4IetGIhCcoZHu3CdAdiGOXGRp+75dLNlleww6T5wpKZEpqu3il9uJeRpChFwyrVuOnaCXMYWCSxgW3FRDwnifdaFlaMRC0F42vnpID4zSoUGsTEVIx+rviYyFWg9C33SGDHt61huJ/3mtFINzLxNRkiJEfLIoSCXFmI4ioB2hgKMcGMK4EuZWyntMMY4mqIIJwZl9eZ7Uj8vOadm5OSlVLqdx5Mke2SeHxCFnpEKuSZXUCCeKPJNX8mY9Wi/Wu/Uxac1Z05ld8gfW5w9TmJJn</latexit>

⇣ = i/⌧q

<latexit sha1_base64="BG0hmqEYPi4+wZRv+Q+p9girVSw=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KomIeix68diK/YA2lM120q7dbMLuRiihv8CLB0W8+pO8+W/ctjlo64OBx3szzMwLEsG1cd1vZ2V1bX1js7BV3N7Z3dsvHRw2dZwqhg0Wi1i1A6pRcIkNw43AdqKQRoHAVjC6nfqtJ1Sax/LBjBP0IzqQPOSMGivV73ulsltxZyDLxMtJGXLUeqWvbj9maYTSMEG17nhuYvyMKsOZwEmxm2pMKBvRAXYslTRC7WezQyfk1Cp9EsbKljRkpv6eyGik9TgKbGdEzVAvelPxP6+TmvDaz7hMUoOSzReFqSAmJtOvSZ8rZEaMLaFMcXsrYUOqKDM2m6INwVt8eZk0zyveZcWrX5SrN3kcBTiGEzgDD66gCndQgwYwQHiGV3hzHp0X5935mLeuOPnMEfyB8/kDrpmM3A==</latexit>

R
<latexit sha1_base64="TzxUOmJLG0cMnzgQx3kKQ1l2kHo=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4sSQi6rHoxWMt9gPaUDbbTbt0swm7E6GE/gMvHhTx6j/y5r9x2+agrQ8GHu/NMDMvSKQw6Lrfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhsmjjVjDdYLGPdDqjhUijeQIGStxPNaRRI3gpGd1O/9cS1EbF6xHHC/YgOlAgFo2il+nm9Vyq7FXcGsky8nJQhR61X+ur2Y5ZGXCGT1JiO5yboZ1SjYJJPit3U8ISyER3wjqWKRtz42ezSCTm1Sp+EsbalkMzU3xMZjYwZR4HtjCgOzaI3Ff/zOimGN34mVJIiV2y+KEwlwZhM3yZ9oTlDObaEMi3srYQNqaYMbThFG4K3+PIyaV5UvKuK93BZrt7mcRTgGE7gDDy4hircQw0awCCEZ3iFN2fkvDjvzse8dcXJZ47gD5zPHxftjRM=</latexit>�R

Figura 3.3: Contorno de integración donde tomamos el ĺımite R → ∞. La localización de los polos se
indica con cruces. Tanto el modelo de Cattaneo como el de doble retardo tienen los mismos polos.

parte imaginaria. En consecuencia al suponer que K̂∞ y τT son nulos, recuperamos la susceptibilidad

del caso de Cattaneo y también satisface las relaciones de KK.

El uso más frecuente de la relaciones de KK es en espectroscopia óptica, en donde el ı́ndice de

refracción y el coeficiente de absorción están relacionados (70). Otra ventaja de las estas relaciones,

es que proveen un criterio para encontrar valores admisibles para las susceptibilidades. Por ejemplo,

para el caso electromagnético con la permitividad eléctrica o la permeabilidad magnética (71); para

el análisis de materiales viscoelásticos (72); o para el caso de ondas acústicas donde se relacionan la

velocidad de grupo y la atenuación de la onda (73).

Buscamos exportar la aplicación experimental de las relaciones de KK al caso térmico, ya sea

porque es suficiente conocer sólo una de las partes real o imaginaria de la susceptibilidad, o por un

caso más elemental, tal que se demuestren experimentalmente las relaciones de KK y con ello se

valide alguno de los modelos de conducción de calor de respuesta lineal causal.

La causalidad que está detrás de las relaciones de KK se conoce como causalidad estricta, significa

que el futuro no puede determinar el presente. Esta interpretación de la causalidad no es equivalente

a la que se estudia en relatividad para sistemas homogéneos, que establece que una señal no puede

propagarse más rápido que la velocidad de la luz (74, 75).

Es común emplear un tipo de representación de las componentes de la susceptibilidad que se

conoce como diagrama de Cole-Cole o de Argand (76). Este diagrama es una gráfica de K̂′ como

variable independiente y K̂′′ como variable dependiente, relación que se parametriza con la frecuencia

ω ∈ (0,∞).

En la Figura 3.4 mostramos el diagrama de Cole-Cole para la susceptibilidad térmica con distintos

valores de la razón de tiempos de retardo r = τT /τ . La ĺınea segmentada corresponde al modelo de

Cattaneo (r = 0), mientras que las ĺıneas sólidas al modelo de doble retardo (r = τT /τ 6= 0). Para

el caso de Cattaneo observamos la forma circular t́ıpica de relaciones de dispersión causales con un

sólo tiempo de retardo τ , notamos que la curva cruza al eje horizontal (K̂′/κ) en 0 y 1, identificamos
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3.1 Ecuación de Cattaneo-Vernotte como una respuesta lineal causal
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Figura 3.4: Diagrama de Argand de la susceptibilidad térmica para distintos valores de r = τT /τ ,
parametrizada con ωτ , donde ω ∈ (0,∞). El caso r = 0 corresponde al modelo de Cattaneo. Marcamos
las intersecciones de la relación de dispersión con el eje horizontal, las cruces corresponden al caso ĺımite
ωτ →∞, para ωτ = 0, el caso estático, se marca con un ćırculo.

el último valor como el caso estático K̂0/κ = 1, las flechas indican los dos cruces. El caso del doble

retardo tiene a 0 < r < 1, para estas curvas observamos que el primer cruce con el eje horizontal

es en K̂∞/κ, caso ĺımite que identificamos con una cruz para cada valor de r. Este valor se corre a

la derecha conforme se vuelven comparables los tiempos de retardo, es decir, al disminuir el tiempo

que transcurre entre el impulso y la respuesta. Para todas las curvas el segundo cruce es en K̂0/κ.

El valor más alto de K̂′′/κ corresponde a ωτ = 1, que ocurre para K̂′ = (K̂0 − K̂∞)/2.

En el valor de τT = τ , la curvas se colapsan a un punto dado por K̂′ = κ y K̂′′ = 0. Se pierde

el comportamiento eĺıptico de la susceptibilidad, esto nos indica que en la condición de iguales

tiempos de retardo el modelo de doble retardo no respeta las relaciones de KK, es decir, se rompe

la causalidad. Para entender este resultado consideramos la ecuación de conservación de la enerǵıa

sin fuentes

∇ · ~q(~r, t) = Cv
∂

∂t
T (~r, t). (3.36)

Como hicimos con la ley de Fourier, usamos la ecuación de conservación de la enerǵıa junto a la

ecuación constitutiva que describe el modelo de doble retardo para obtener una EDP para T (~r, t),

dada por
1

α

∂T

∂t
+
τ

α

∂2T

∂t2
= ∇2T + τT

∂

∂t
∇2T. (3.37)

Recordemos que estamos discutiendo el caso τT = τ , tal que la Ec. (3.37) se reescribe como

∂

∂t
U(~r, t) = −1

τ
U(~r, t), (3.38)
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3.1 Ecuación de Cattaneo-Vernotte como una respuesta lineal causal

donde definimos

U(~r, t) =
1

α

∂T

∂t
−∇2T. (3.39)

La solución de la Ec. (3.38) es

U(~r, t) = U0e
−t/τ , (3.40)

donde U0 es la condición inicial (62). Al sustituir la función U en la Ec. (3.39) encontramos que

la ecuación de doble retardo coincide con la ecuación de difusión con un término de fuente que

decae exponencialmente. Entonces, para τT = τ , en el modelo de doble retardo obtenemos un caso

de conducción de calor de tipo difusivo, que no satisface la relaciones de KK, como lo vimos en el

diagrama de Cole-Cole (Figura 3.4).

Las relaciones de Kramers-Krönig proveen una prueba de consistencia f́ısica de los modelos

de respuesta lineal, por un lado prueban la causalidad, mientras que por otro, la exigencia de

funciones cuadrado integrables se relaciona con la imposibilidad de que los sistemas f́ısicos respondan

a est́ımulos de frecuencias infinitas (74). Las relaciones de KK funcionan como criterio evaluador de

buenos y malos modelos de respuesta lineal, de manera adyacente reducen la información necesaria

para estudiar la susceptibilidad de un sistema y basta determinar únicamente la parte real o la

imaginaria de esta función, pero no ambas. Por estos motivos defendemos a las relaciones de KK

como herramienta de estudio para discutir los modelos de conducción de calor.

Demostramos que la ecuación de Cattaneo es consistente con el principio de causalidad porque

satisface las relaciones de KK. El modelo de doble retardo las satisface siempre que τT 6= τ , desventaja

que se suma a la incorporación del tiempo de respuesta τT en el gradiente de temperatura, lo que

nos parece inconsistente con la argumentación que lo origina, que dice debe considerarse causalidad

también en la ecuación de conservación de la enerǵıa (62), por lo cual hemos descrito esta suposición

como arbitraria. Finalmente, la ley de Fourier no admite siquiera el planteamiento de la relaciones

de KK, consistente con la suposición de respuesta instantánea ante pertubaciones térmicas.

Los términos de la susceptibilidad de un fenómeno ondulatorio usual tienen la caracteŕıstica de

que la parte imaginaria describe cómo el sistema disipa enerǵıa, mientras que la parte real describe

cómo se propaga la señal (velocidad de fase). Las relaciones de KK apuntan la relación entre la

propagación y la disipación de las ondas, mejor conocida como relación de dispersión. En la siguiente

sección nos preguntamos si el problema de conducción de calor causal, que de ahora en adelante se

refiere únicamente al modelo de Cattaneo, se puede identificar con un fenómeno ondulatorio. Es

decir, que si la señal térmica se propaga como lo haŕıa una señal ondulatoria, entonces podemos
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extender la interpretación de los términos de la susceptibilidad de ondas al caso de la conducción

térmica.

3.2. Ondas térmicas

Con la introducción de un retardo entre la perturbación y la respuesta térmica en el modelo

difusivo de conducción de calor llegamos a la ecuación de Cattaneo (Ec. (3.8)). Se trata de una EDP

vectorial que depende de dos funciones, el flujo de calor y el campo de temperatura. Al conectar con

la ecuación de conservación de la enerǵıa, ∇ · ~q+
∂u

∂t
= s, llegamos a una EDP hiperbólica sólo para

la temperatura, dada por

∇2T − 1

α

∂T

∂t
− 1

v2

∂2T

∂t2
= −1

κ

(
s+ τ

∂s

∂t

)
. (3.41)

Definimos nuevamente a v =
√
α/τ , parámetro que tiene unidades de velocidad y se identifica

con la velocidad de propagación de la perturbación térmica (77). Notamos que cuando τ → 0, la

velocidad se va infinito y se recupera la ley de Fourier, consistente con la interpretación de que el

modelo difusivo predice una propagación de las perturbaciones térmicas con velocidad infinita. A

diferencia de la ley de Fourier, ésta es una ecuación de segundo orden en el tiempo y hay un término

de inercia en la fuente, dado por τ ṡ.

Las Ecs. (3.41) y (3.8) se trabajan como ecuaciones equivalentes, y se conocen como ecuación de

Cattaneo-Vernotte. Este modelo de conducción de calor es válido para sistemas donde T >> 0 K,

Kn << 1 y t∗ ∼ τ0.

La ley de Fourier tiene asociada una EDP parabólica, esto significa que la influencia de las con-

diciones iniciales se debilita para tiempos lejanos, las condiciones de frontera tienen mayor influencia

en el comportamiento de la temperatura y para una región acotada se sigue un principio de máximo.

En cambio, la ecuación de Cattaneo describe el fenómeno de conducción de calor con una EDP

hiperbólica que no preserva las caracteŕısticas de las ecuaciones parabólicas. Las soluciones de EDP

hiperbólicas están asociadas a comportamientos ondulatorios, resultado directo de que se suponga

una velocidad de propagación finita de la perturbación térmica.

La ecuación de Cattaneo aparece en electromagnetismo con el nombre de ecuación del Telegra-

fista, describe la propagación de ondas electromagnéticas en un medio conductor (4). Las soluciones

se caracterizan por tener vectores de onda complejos, la consecuencia de esto es que las ondas pro-

pagándose en medios conductores se atenúan, un caso particular de estas ondas da lugar a ondas

evanescentes (78).

La ecuación de Cattaneo admite soluciones de tipo ondulatorias, nos preguntamos si esto nos
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permite concluir que el modelo de conducción causal predice que el fenómeno de conducción de calor

es de tipo ondulatorio para t∗ ∼ τ0. Para abordar esta discusión establecemos una definición precisa

de lo que es una onda.

Tomamos la definición de onda de Whitham (1974) (79), ésta es lo suficientemente general para

considerar que hay ondas que pueden no ser solución de ecuaciones hiperbólicas. Entenderemos por

onda a cualquier señal reconocible que es transferida desde una parte de un medio a otra parte con

una velocidad de propagación reconocible. Por señal reconocible se refiere a alguna caracteŕıstica de

la perturbación tal que su posición puede ser determinada en cualquier tiempo. La representación

matemática de estas señales, que designaremos por U , depende de la posición y el tiempo, es decir

U = U(~r, t). La dinámica de esta señal se establece a través de una EDP.

Para facilitar la notación nos restringimos al caso unidimensional donde U = U(x, t). Una solu-

ción fundamental que describe a una onda está dada por U(x, t) = f(x− vt), con v la velocidad de

propagación reconocible (80). Soluciones aśı son conocidas como de tipo onda viajera, f describe el

perfil de la señal, mientras que el argumento indica cómo al avanzar el tiempo, el perfil es traslado

a lo largo del eje x, aśı que se observa el traslado de las condiciones iniciales o perturbación inicial.

A continuación vamos a comprobar que la ecuación de Cattaneo admite soluciones de tipo onda

viajera, mostramos con eso que la señal dada por el campo de temperatura presenta un comporta-

miento de tipo ondulatorio, a esas soluciones les llamamos ondas térmicas a lo largo de este trabajo.

En (81) proponen otro método para encontrar las soluciones de tipo onda viajera a la ecuación de

Cattaneo.

La ecuación de Cattaneo unidimensional sin fuentes queda como

1

α

∂T

∂t
+

1

v2

∂2T

∂t2
=
∂2T

∂x2
. (3.42)

Comenzamos proponiendo la solución T (x, t) = f(x− vt) = f(ξ). Calculamos las derivadas respecto

a x y t usando la regla de la cadena, de donde

− v
α

df

dξ
= 0, (3.43)

se obtiene que f(ξ) es constante, por lo que no funciona como onda viajera.

Pasamos a un caso más general, proponemos T (x, t) = U(ξ(x, t), η(x, t)), con ξ = x− vt y η por

determinar. Volvemos a sustituir en la ecuación de Cattaneo

v

α

(
∂T

∂η
− ∂T

∂ξ

)
= 4

∂2T

∂ξ∂η
, (3.44)
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y separamos variables T (ξ, η) = f(ξ)g(η), entonces

v

α

(
g′

g
− f ′

f

)
= 4

f ′

f

g′

g
. (3.45)

En general esta ecuación no es separable, para que lo sea suponemos que g′/g = r con r constante,

de donde g(η) = erη. De aqúı obtenemos

f ′

f
=

r

1 + 4αv r
, (3.46)

entonces f(ξ) = exp( r
1+4αr/v ξ) = es(x−vt), con la constante s = r

1+4αr/v .

Se tiene que T (x, t) = erη(x,t)es(x−vt) = g(η)f(x− vt), hasta ahora η es desconocida. Para que la

solución sea de tipo onda viajera es suficiente proponer η = t, entonces

T (x, t) = ertf(x− vt). (3.47)

Esto cubre la condición necesaria para que podamos identificar a la temperatura, solución de la

ecuación de Cattaneo, como una señal que se propaga como una onda viajera siempre que podamos

determinar r. Del método para llevar EDPs a su forma canónica (28) se encuentra que r = −1/2τ .

En Salazar (2006) (82) se objeta que las soluciones de Cattaneo sean ondas. Considera que la

caracteŕıstica más relevante del movimiento ondulatorio es que la enerǵıa es transferida de un lugar

en el espacio a otro sin transportar masa. Define como enerǵıa térmica transportada al promedio

temporal del flujo de calor, 〈~q〉. De forma expĺıcita calcula el flujo de calor de un sistema unidi-

mensional homogéneo semiinfinito que es iluminado por un haz de luz modulado a frecuencia ω.

Encuentra que en este caso 〈~q〉 = 0 para un ciclo y con ello concluye que las soluciones a la ecuación

de Cattaneo no satisfacen la caracteŕıstica principal de un movimiento ondulatorio.

Este criterio se establece una vez hecho el paralelismo entre el fenómeno de conducción y la pro-

pagación de ondas electromagnéticas. El flujo de calor ~q mide el flujo de enerǵıa térmica por unidad

de área por unidad de tiempo, sus unidades son de [W m−2]. En el caso electromagnético el vector de

Poynting ~S(~r, t) (83) se define como el flujo de enerǵıa transferida por las ondas electromagnéticas

por unidad de área por unidad de tiempo, sus unidades también son de [W m−2]. Se define como

~S = ~E × ~H, con ~E el vector de campo eléctrico y ~H el campo de magnetización, ~S representa el

flujo instantéaneo generado por estos campos. Al tomar en cuenta que los campos son oscilantes se

observa que las amplitudes varian entre su valor máximo y mı́nimo, por este hecho es que se usa el

promedio temporal durante un ciclo, que mide la enerǵıa electromagnética transferida por unidad

de área en un periodo. Dado que el campo de magnetización es proporcional al campo eléctrico, se

encuentra que el vector de Poynting es proporcional al cuadrado de ~E, se trata de una cantidad
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definida positiva a integrar en un ciclo, hecho que se traduce en que el promedio temporal del vector

de Poynting es no nulo y mide la enerǵıa transportada por las ondas electromagnéticas.

Siguiendo la analoǵıa del flujo de calor ~q con ~S, la enerǵıa transferida por una perturbación

térmica en un ciclo de tamaño ∆t está dada por

〈~q〉 =
1

∆t

∫ ∆t

0
~q(~x, t)dt.

Podemos sustituir de forma expĺıcita el flujo de calor, lo que nos da dos integrales

〈~q〉 = − κ

∆t

∫ ∆t

0

∫ t

−∞

1

τ
e−(t−t′)/τ∇T (~r, t′)dt′dt. (3.48)

Notamos que en este caso la proporcionalidad del flujo de calor es lineal con el campo de temperatura

y no se garantiza su positividad. Cuando el perfil de la temperatura es armónico, Salazar presenta

que este término se anula, lo cual ocurre si no se toma en cuenta la exponencial en el tiempo.

Para el caso unidimensional, encontramos que la ecuación de Cattaneo admite soluciones de la

forma T (x, t) = ertf(x− vt), por lo que ∇T = e−t/2τ ∂
∂xf(x− vt), con lo que la integral anidada de

la Ec. (3.48) se aproxima como

∫ t

−∞

1

τ
e−(t−t′)/τ∇T (x, t′)dt′ ≈ ê1

∂

∂x

1

τ
e−t/τ

(
2τf(x− vt′)et′/2τ |t−∞

)
= ê12e−t/2τ

∂

∂x
f(x− vt),

(3.49)

al hacer la segunda integral tenemos que

〈~q〉 = −2ê1
κ

∆t

∫ ∆t

0
e−t/2τ

∂

∂x
f(x− vt)dt, (3.50)

que debido al término exponencial no se anula en un ciclo, a pesar de que la forma de f(x− vt) sea

armónica. En resumen, el argumento que Salazar expone no es suficiente para descartar que para

t∗ ∼ τ0 las perturbaciones térmicas se propagan como un movimiento ondulatorio (amortiguado).

En este trabajo defendemos la definición de onda de Whitham (79) y nos es suficiente para usar el

término ondas térmicas al referirnos a la soluciones de la ecuación de Cattaneo, esto no significa que

le asignemos todas las propiedades o comportamientos de una onda usual al fenómeno de conducción

de calor, como discutimos en los siguientes caṕıtulos.

Para profundizar en nuestro análisis de la ecuación de Cattaneo nos parece relevante presentar

una breve revisión bibliográfica sobre las mediciones experimentales y estimaciones del tiempo de

retardo τ .
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3.3. El tiempo de respuesta τ

La ley de Fourier es la mejor aproximación al fenómeno de conducción de calor siempre que

sean válidas sus condiciones de uso. De ser una buena aproximación, la ecuación de Cattaneo debe

ajustarse bien a los resultados experimentales, sin embargo las condiciones para su uso son limitadas.

Se trata de fenómenos rápidos que no son fáciles de implementar y medir, en gran medida esto

ha sido un obstáculo para que sea aceptada o refutada. Hasta nuestros d́ıas no hay suficientes

datos experimentales que aporten a resolver esto, motivación de la discusión que presentamos a

continuación sobre las opciones experimentales que existen para acceder al tiempo de respuesta τ .

La evaluación del tiempo de respuesta τ es crucial para que esta propuesta sea válida. ¿Cuál es

su orden de magnitud?, ¿es significativo su valor?, ¿para qué materiales?. En Chester (1963) (84)

plantean que para sistemas donde los portadores de calor mayoritarios son fonones, el tiempo de

respuesta está asociado con el tiempo de comunicación entre fonones para que dé inicio el proceso

de colisiones, es decir, que está asociado al tiempo de relajación τ0. Suponen que los fonones tienen

la misma velocidad promedio en cada dirección, V = vx = vy = vz y proponen que la velocidad de

las ondas térmicas está dada como

v2 =
1

3
V 2, (3.51)

la velocidad1 de los fonones se calcula con el camino libre medio y el tiempo de relajación, V = `th/τ0.

De esta substitución se encuentra que

τ =
3

V 2
α. (3.52)

Los fonones se clasifican en términos de su dirección de polarización. Si la oscilación entre átomos

vecinos ocurre en el mismo sentido se llaman modos acústicos, si la oscilación ocurre en sentido con-

trario se llaman modos ópticos (18). Son los modos acústicos los que mayoritariamente desempeñan

el transporte de enerǵıa a través del arreglo de átomos, además la velocidad de propagación del

sonido en dicho arreglo coincide con la velocidad de grupo V . En Chester (1963) (84) se propone que

la observación de soluciones de la ecuación de Cattaneo, que hemos designado como ondas térmicas,

coinciden con el fenómeno de segundo sonido en sólidos. Este fenómeno se refiere al caso en que la

transferencia de calor ocurre a través de un fenómeno similar a la propagación de sonido en fluidos,

por lo que se caracteriza por presentar poca disipación y muy altas conductividades térmicas, se ha

observado en helio ĺıquido a bajas temperaturas (85). Las condiciones para la observación de segundo

1Modificamos la notación de la velocidad promedio de los fonones a V para no generar confusión con la velocidad
de Cattaneo v.
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sonido en ĺıquidos y sólidos son muy espećıficas (86), por lo que nos distanciamos de la propuesta

de (84), por ejemplo en (87) descartan que la ecuación de Cattaneo describa apropiadamente la

presencia de segundo sonido en grafito a 200 K, ya que hay discrepancias entre las velocidades de

propagación de las soluciones de Cattaneo y las del segundo sonido.

Otro hecho a destacar de la propuesta de (84) es que la velocidad de las ondas térmicas es menor

que la velocidad del sonido, se trata de propagación subsónica. Trabajos posteriores a éste (88, 89)

proponen una interpretación distinta de τ , tal que v no está acotada por la velocidad de grupo de los

fonones. Sugieren que para sistemas de estructura interna homogénea, τ coincide con el tiempo de

relajación τ0. Mientras que para sistemas de estructura interna inhomogénea1 predicen que τ > τ0,

llegando a tomar valores del orden de segundos. Es probable que los resultados presentados en (89)

hayan detonado una serie de trabajos relacionados con el estudio de la propagación de calor en

carne y tejidos biológicos, sin embargo este trabajo inicial es dudoso, alimentan a la ecuación de

Cattaneo con tiempos de relajación del orden de 20− 30 s, datos que son extráıdos de un estudio de

las propiedades f́ısico-mecánicas de carne picada (90), en donde a partir de curvas experimentales

de la viscosidad calculan el tiempo de relajación a esfuerzos de corte elásticos, y que emplean como

equivalente al tiempo de respuesta.

Otro trabajo en carne de 1995 (91) se propuso aportar evidencia experimental de la naturaleza

ondulatoria de la propagación del calor. Fijan una distancia xp al interior del material bajo estudio

(carne procesada) y determinan el tiempo de penetración tp necesario para que la perturbación

térmica alcance esa posición, con lo que obtienen

v = xp/tp. (3.53)

Calculan la solución a la ecuación de Cattaneo y la ley de Fourier en su forma adimensional, las

cuales comparan con sus resultados experimentales. La respuesta instantánea de la ley de Fourier

implica que la propagación de calor es distinta de cero para todo valor t/τ > 0 en xp, mientras que

la solución a Cattaneo comienza a ser distinta de cero a partir de t = tp, con eso determinan la

velocidad de propagación v y τ . Encuentran que para su muestra τ = 15.5 s (2.1 s). La precisión y

diseño experimental de este trabajo pueden ser cuestionados, pero mejoran la consistencia del valor

de τ respecto a (89). Lo que podemos recuperar de este trabajo es que la aplicación de la ecuación

de Cattaneo tiene potencial en el estudio de muestras biológicas caracterizadas por tener estructuras

inhomogéneas, situación que exploramos en los siguientes caṕıtulos.

En Joseph (1989) (92) se presenta una notable cronoloǵıa de los trabajos teóricos y experimentales

1Entienden por materiales con estructura interna inhomogénea como aquellos donde la conductividad térmica es
una cantidad promedio que resulta de la superposición de múltiples mecanismos y caracteŕısticas relacionadas a la
transferencia de enerǵıa.
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Tabla 3.2: Datos del tiempo de respuesta τ para distintos materiales reportados.

Material Tiempo de respuesta τ Referencia Tipo de dato

Oro 12×10−12 s (100) Experimental
(peĺıculas delgadas)

Metales 10−9 − 10−11 s (98) Estimación

Músculo porcino 5.71 (0.11) s (102) Experimental

Músculo porcino 6.9 s (11) Experimental

Sangre 20 s (11) Experimental

Grasa porcina 5.02 (0.06) s (102) Experimental

Carne procesada 15.5 (2.1) s (89) Experimental

en torno a las ondas de calor1, entre ellas las soluciones a la ecuación de Cattaneo. Los trabajos

recorren tópicos diversos: la deducción de esta ecuación a partir de la teoŕıa cinética de gases con

la ecuación de transporte de Boltzmann, como un caso ĺımite del problema de caminatas aleatorias

y con la modificación de las relaciones de simetŕıa de Onsager; la obtención de la velocidad v y

el tiempo de respuesta τ ; la consistencia termodinámica de la ecuación de CV; las condiciones de

validez del modelo y propuestas experimentales para comprobarlo; el fenómeno de segundo sonido

en sólidos como evidencia experimental de las ondas térmicas; predicciones a partir de las soluciones

numéricas y anaĺıticas a la ecuación de CV. Se trata de una basta colección de trabajos dedicados

a la conducción de calor causal, en su mayoŕıa son viejos, muchos de los retos experimentales que

enuncian ya han sido superados y aún aśı la disponibilidad de datos experimentales es escasa.

Coincidimos con la perspectiva de Ordoñez (2009) (93), donde plantea que es necesario proponer

e implementar metodoloǵıas que establezcan las condiciones para que los efectos hiperbólicos de la

conducción de calor sean observados y que sirvan para medir el tiempo de respuesta de los materiales.

Otros trabajos tienen esta perspectiva, algunos exponen una metodoloǵıa (94, 95, 96, 97, 98) y otros

reportan sus datos experimentales (11, 99, 100, 101).

Se manejan algunos valores del tiempo de respuesta de forma errónea, similar al uso de datos para

la carne picada (90). Por ejemplo, son confundidos el tiempo de respuesta y el tiempo de relajación

térmica de tejidos biológicos, éste último es definido como el tiempo necesario para que una muestra

reduzca a la mitad la temperatura máxima que alcanzó al haber sido iluminada por una fuente láser

(103). Por otro lado hay trabajos que estudian cómo la variación de los tiempos de respuesta de los

sistemas modifica el proceso de conducción de calor (101, 104). En resumen, es una tarea primordial

la medición de los tiempos de respuesta para que el modelo causal sea útil.

1Heat waves en inglés.

58



3.3 El tiempo de respuesta τ

Los múltiples trabajos sobre la ecuación de Cattaneo, en su mayoŕıa teóricos, nutren la hipótesis

de la propagación de perturbaciones térmicas con velocidad finita, se camina hacia el entendimiento

de la conducción de calor en fenómenos rápidos, pero el paso decisivo al respecto debe venir de la

evidencia experimental. En este trabajo presentamos dos problemas cuyo eje conductor es la ecuación

de Cattaneo, ambos teóricos, pero que pretenden mostrar una ruta experimental para demostrar la

validez del modelo causal.
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Caṕıtulo 4

Espejos de Bragg térmicos

En este caṕıtulo exponemos la posibilidad de construir espejos de Bragg para soluciones de la

ecuación de Cattaneo, resultado que no es reproducible si se emplean soluciones a la ley de Fourier.

Estos espejos se consiguen al alternar capas de materiales con propiedades térmicas contrastantes.

Definimos la reflectividad y reflectancia para ondas térmicas y empleamos el formalismo de matriz de

transferencia para obtener la reflectancia de un sistema completo con un número finito de capas. Con

ayuda del teorema de Floquet extendemos el sistema finito a un sistema periódico con un número

infinito de capas y lo usamos para construir la estructura de bandas térmica.

4.1. Metamateriales térmicos

En el caṕıtulo 2 exploramos la posibilidad de fabricar materiales con propiedades térmicas efecti-

vas distintas a las propiedades de los materiales que los componen. Construimos una teoŕıa de medio

efectivo de tipo Maxwell-Garnett para determinar la conductividad térmica total de un sistema cons-

tituido por una matriz homogénea en donde hay embedidas N part́ıculas idénticas de una geometŕıa

altamente simétrica. De este caṕıtulo retomamos la capacidad de construir sistemas o estructuras

que tienen propiedades f́ısicas distintas a las que podŕıan presentarse en la naturaleza, las cuales

reciben el nombre de metamateriales (105). Un caso muy divulgado es el de sistemas con ı́ndices de

refracción negativos y que permite la fabricación de mantos de invisibilidad (106), frecuentemente

se asocia la existencia de metamateriales al caso óptico, sin embargo puede extenderse a cualquier

fenómeno que permita la manipulación de la transferencia de ondas en sistemas con estructura he-

terogénea. El diseño de estructuras que permitan el control del transporte de calor es una de estas

posibilidades, aunque el concepto de metamateriales térmicos no se limita al transporte de calor de

tipo ondulatorio (107).

Los materiales laminados o multicapa son metamateriales, se obtienen al apilar capas de mate-

riales con propiedades f́ısicas distintas tal que el grosor de cada capa es mucho menor que su longitud

y altura, esto reduce los sistemas en tres dimensiones a una dimensión, la de la propagación de la

perturbación en cuestión (en la dirección del grosor). En el diseño del apilamiento se pueden variar
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el ancho de cada capa, el orden, la periodicidad y el contraste entre sus propiedades f́ısicas. Cada

una de estas caracteŕısticas repercute en el comportamiento efectivo del sistema completo.

En Esquivel (1993) (108) estudian la propagación de ondas elásticas en sistemas multicapa,

aprovechan el paralelismo que presentan estos sistemas respecto a la estructura de bandas electrónica

que aparece en cristales, es aśı que construyen la estructura de bandas para sistemas periódicos

multicapa y que identifican como superlatices, conceptos que retomamos más adelante. Siguiendo

este razonamiento abordamos el estudio de la propagación de ondas térmicas en sistemas multicapa.

Exponemos la posibilidad de manipular el flujo de calor de tipo Cattaneo a través del uso de

estructuras artificiales que nombramos espejos de Bragg térmicos, por su analoǵıa con el caso óptico.

4.1.1. El sistema

En el caṕıtulo 1 establecimos el esquema de un arreglo periódico de átomos como modelo para

estudiar el proceso de conducción de calor en sólidos cristalinos, a esta estructura se le conoce como

lattice, un anglicismo frecuentemente usado en f́ısica. El uso de lattices unidimensionales se extiende

al caso de los sistemas laminados periódicos, en donde cada capa cumple la función de los átomos,

mientras que el número mı́nimo p de capas que se repite corresponde al periodo, en este trabajo esto

es lo que identificaremos como lattice térmica.

Consideramos un arreglo de N capas apiladas con contacto térmico perfecto entre ellas tal que

el eje x es perpendicular a las interfaces. El estrato j tiene un ancho dj con propiedades térmicas

(αj , vj), la difusividad y velocidad térmica, respectivamente. La primera interface se coloca en x0 = 0,

mientras que la última se encuentra en xN = d1 + · · · + dN = L. Al exterior del sistema laminado

se tienen dos regiones: para x < x0, hay un medio inicial con propiedades térmicas (α0, v0); para la

región x > xN , hay un sustrato caracterizado por (αs, vs), como mostramos en la Figura 4.1.1(a).

Suponemos que la longitud y altura de cada capa son mucho mayores que su ancho, por lo que se

reduce al problema de la propagación de ondas térmicas en la dirección x, es aśı que ~q(~r, t) = q(x, t)x̂.

El ancho más pequeño de las capas, que designamos por d∗, corresponde a la longitud caracteŕıstica

del sistema, suponemos que éste es mucho mayor que el camino libre medio de los portadores de

calor del material, con ello conseguimos números de Knudsen pequeños.

La lattice térmica se consigue al establecer el orden y número de capas que conforman la celda

unitaria (p), esta celda se repite indefinidamente de forma consecutiva. En la Figura 4.1.1(b) mos-

tramos el esquema de la lattice térmica que usamos en este trabajo, se trata de un sistema bicapa,

es decir, de p = 2. Se mantiene el mismo medio exterior para x < x0. Suponemos que los materiales

de cada estrato se caracterizan por velocidades de propagación térmica finita y números de Knudsen

pequeños, en otras palabras, son materiales que se modelan con la ecuación de Cattaneo.
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(a)

(b)

Figura 4.1: (a) Sistema laminado finito hecho de capas consecutivas cada una con distintas propiedades
térmicas. Cada capa j se caracteriza por el ancho dj , velocidad térmica vj y difusividad térmica αj . El
sistema está acotado por un sustrato (vs, αs) y un medio externo (v0, α0). (b) Sistema semi-infinito, en
donde es removido el sustrato y un conjunto mı́nimo de número de capas p es extendido indefinidamente.

4.2. Ondas térmicas en un sistema multicapa

Estudiemos la respuesta térmica del sistema multicapa. Establecemos condiciones de frontera en

x = x0, dadas por:

 T (x = x0, t) = T0

q(x = x0, t) = q0

, (4.1)

ambos términos son constantes. En ausencia de fuentes que alimenten de enerǵıa térmica al sistema,

para la capa j−ésima se satisface la ecuación

∂2T

∂x2
=

1

αj

∂T

∂t
+

1

v2
j

∂2T

∂t2
. (4.2)

Buscamos conocer el perfil de temperatura T y flujo de calor q en el sistema completo, para ello

determinamos la solución en una sola de las capas.

En el caṕıtulo 3 resolvimos la ecuación de difusión para determinar la temperatura de una barra

semi-infinita, empleamos la transformada de Fourier en el espacio para llevar la EDP a una ecuación

ordinaria en el tiempo. La Ec. (4.2) tiene una derivada de segundo orden en el tiempo y esto modifica

el comportamiento de la temperatura y flujo de calor. Para resolver la ecuación de Cattaneo en la

barra semi-infinita usamos la transformada de Fourier en el espacio, pero en este caso el dominio

tiene un ancho finito dj y no podemos proceder de la misma forma. En cambio, el dominio temporal
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4.2 Ondas térmicas en un sistema multicapa

es infinito y eso permite usar la transformada de Fourier en el tiempo, que definimos como

f̂(ω) =

∫ ∞
−∞

f(t)eiωtdt, (4.3)

mientras que la transformada inversa está dada por f(t) = 1
2π

∫∞
−∞ f̂(ω)e−iωtdω.

Aplicamos la transformada de Fourier a la Ec. (4.2) y obtenemos una ecuación ordinaria en el

tiempo

d2

dx2
T̂ (x;ω) = −k2

j T̂ (x;ω), (4.4)

con kj =

√
i
ω

αj
+

(
ω

vj

)2

. La solución en la capa j-ésima es

T̂ (x;ω) = Aje
ikjx +Bje

−ikjx. (4.5)

Donde Aj , Bj y kj guardan la dependencia en la frecuencia, por lo que

T (x, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−iωt
(
Aj(ω)eikj(ω)x +Bj(ω)e−ikj(ω)x

)
dω. (4.6)

con esta ecuación recuperamos la solución en el tiempo, para lo cual tuvimos que calcular la trans-

formada de Fourier inversa de la Ec. (4.5), esto no suele ser un ejercicio simple. De forma alternativa

procedemos a proponer una solución también de tipo armónica para el tiempo, dada por

T (x, t) = e−iωtT̂ (x), (4.7)

de donde encontramos que la parte espacial satisface la ecuación

d2T̂ (x)

dx2
= −

(
i
ω

αj
+

(
ω

vj

)2
)
T̂ (x), (4.8)

cuyas soluciones son de la forma

T̂ (x) = Aje
ikjx +Bje

−ikjx, (4.9)

para kj definida de la misma forma que arriba. Aśı que la solución completa para la temperatura en

cada capa j-ésima es

T (x, t) = e−iωtT̂ (x) = e−iωt(Aje
ikjx +Bje

−ikjx). (4.10)

La Ec. (4.6) y la Ec. (4.10) no son equivalentes. En el primer caso, al tomar la transformada

de Fourier descomponemos la solución completa en todas las soluciones de tipo armónico (senos y

63
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cosenos) con frecuencias distintas y tomamos su superposición, para el caso donde la solución tem-

poral no es periódica se emplea la transformada de Fourier y el conjunto de frecuencias es continuo,

mientras que para el caso donde la dependencia temporal es periódica la descomposición se realiza

a través de la serie de Fourier y el conjunto de frecuencias es discreto, este conjunto de frecuencias

es lo que conocemos como espectro. Por otro lado, en la segunda solución (Ec. (4.10)), escogemos

sólo una solución armónica para una frecuencia particular ω. Con la segunda opción renunciamos

a una cantidad infinita de soluciones que dan lugar a una solución general, pero obtenemos una

forma cómoda de trabajar con la temperatura que nos permite separar la dependencia temporal de

la espacial y, más adelante, usar el formalismo de matriz de transferencia. Se entiende que para la

dependencia armónica aśı expresada es necesario tomar siempre la parte real de la solución.

Desde el punto de vista experimental es posible conseguir temperaturas con dependencia armóni-

ca en el tiempo suponiendo que al inicio del proceso de conducción el sistema se calienta con un

láser de intensidad modulada a la frecuencia ω. Una objeción a la solución de tipo armónico en

el tiempo para la ecuación de Cattaneo, es que se induce un comportamiento oscilatorio para la

temperatura, sin que eso signifique la identificación del fenómeno de conducción de calor con un

fenómeno ondulatorio. Para abordar esta discusión inducimos el mismo tipo de solución en la ley de

Fourier para la capa j-ésima, dada por

TF (x, t) = e−iωt
(
Aje

ikFj x +Bje
−ikFj x

)
, (4.11)

donde el supeŕındice F en kFj indica que se trata de la solución a la ley de Fourier, dado por

kFj =

√
i
ω

αj
= (1 + i)

√
ω

2αj
, (4.12)

éste es resultado de tomar el ĺımite para vj →∞ en kj . Notamos que esta solución es válida siempre

que el ancho del sistema sea finito, en caso contrario Bj ≡ 0.

Identificamos a k con el número de onda térmico en el caso unidimensional, cuando se trata de

más dimensiones se usa el vector de onda térmico ~k tal que |~k| = k es el número de onda. A partir

de éste definimos la longitud de onda térmica como λth = 2π/Re(k) y la longitud de penetración

térmica como δth = 1/Im(k) (109). La longitud de onda térmica mide la distancia mı́nima que

recorre un máximo de la señal térmica antes de que se repita el mismo máximo, mientras que la

longitud de penetración térmica mide la distancia que recorre la señal térmica hasta el momento en

que la amplitud de la misma disminuye su valor en 1/e, como lo dice su nombre mide cómo la señal

térmica penetra al sistema. Para el caso en que la longitud de penetración es mayor a la longitud

de onda, se tiene que la señal térmica logra propagarse antes de atenuarse, por lo que domina el
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4.2 Ondas térmicas en un sistema multicapa

comportamiento ondulatorio. En el caso contrario, donde la longitud de penetración es menor a la

longitud de onda, se tiene que la onda no consigue propagarse porque antes ya se ha atenuado,

dominando el comportamiento de tipo difusivo.

Para la solución de la ley de Fourier, las partes real e imaginaria de kj tienen el mismo tamaño

Im(kFj ) = Re(kFj ) =
√
ω/2αj , por lo que λFth = 2πδFth. Esto significa que en el caso difusivo, para

cualquier material, la señal térmica (temperatura) no logra propagarse porque se atenúa en una

distancia 2π-veces más corta (109). Sin embargo, para materiales con tiempos de respuesta distintos

de cero aparecen los dos comportamientos, dominando alguno según la frecuencia. Recordamos que

el número de onda es complejo y tiene la forma k = k′+ ik′′ con k′ y k′′ las partes real e imaginaria

respectivamente, prescindiremos de momento del sub́ındice j porque esto es válido no sólo para el

sistema estratificado. Entonces se cumple que

k2 =
(ω
v

)2
+ i

ω

α
=
(
(k′)2 − (k′′)2

)
+ i2k′k′′, (4.13)

de donde obtenemos

k′′ =
ω

2αk′
=

ω

4πα
λth, (4.14)

definimos la longitud caracteŕıstica `2 = 4πα/ω, con lo que 1/δth = λth/`
2. Esta longitud nos permite

identificar dos umbrales, cuando λth > ` es dominante el comportamiento difusivo, mientras que para

λth < ` domina el comportamiento ondulatorio. Al sustituir el valor de λth en estas desigualdades

obtenemos que de manera equivalente se tiene que δth < ` para el régimen difusivo, mientras que

δth > ` indica que domina el comportamiento ondulatorio.

(a) (b)

Difusivo

OndulatorioDifusivo

Figura 4.2: Se grafican las longitudes de onda térmica, la ĺınea roja corresponde a la longitud de
penetración δth, la ĺınea verde a la longitud de onda térmica λth y la ĺınea segmentada azul corresponde
a la longitud caracteŕıstica `. En ambos paneles usamos epidermis (8) que tiene conductividad térmica
κ = 0.235 W/mK, calor espećıfico a volumen constante cv = 3600 J/kgK y densidad de masa ρ = 1500
kg/m3, sin embargo en el panel (a) suponemos que τ = 0 y en el panel (b) suponemos que τ = 1 s.
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En la Figura 4.2 graficamos las longitudes térmicas (m) como función de la frecuencia ω (rad/s)

para epidermis (8), en el panel (a) tenemos que τ = 0 s y en el panel (b) que τ = 1 s. La ĺınea verde

corresponde a la longitud de onda, la roja a la longitud de penetración y la ĺınea segmentada azul

es la longitud caracteŕıstica `. Observamos en el panel (a) que para toda frecuencia se cumple que

λth > `, lo que corresponde a un comportamiendo de tipo difusivo para la señal térmica (τ = 0 s).

En el panel (b) tenemos dos regiones que señalamos por un recuadro sombreado, para frecuencias

bajas (ω < 3 rad/s) domina el comportamiento difusivo y para frecuencias superiores (>3 rad/s)

domina el comportamiento ondulatorio. En este panel se observa que son equivalentes las relaciones

δth < λth, λth > ` y ` > δth para señalar que domina el comportamiento difusivo de la señal térmica,

mientras que las relaciones δth > λth, λth < ` y δth > ` son equivalentes para indicar que domina el

comportamiento ondulatorio.

De la Figura 4.2 queremos resaltar que hemos obligado el comportamiento oscilatorio de la

señal térmica solución tanto de la ley de Fourier como de la ecuación de Cattaneo, lo que nos

permitió definir el número de onda para ambos casos, sin embargo las relaciones entre las longitudes

térmicas indican que únicamente en el caso de Cattaneo aparece un comportamiento que admite

la propagación de la señal térmica sin que domine la atenuación de la misma, lo que identificamos

como comportamiento ondulatorio.

La relación entre la frecuencia y el número de onda se conoce como relación de dispersión (83),

en el caso de ondas térmicas se toma como variable independiente a la frecuencia y como variable

dependiente al número de onda, es decir, la relación es de la forma k = k(ω), a diferencia de lo que

es usual en electromagnetismo donde ω = ω(k). Como vimos, ya sea en el modelo de Fourier o el

de Cattaneo, se trata de una función que toma valores complejos, por lo que dominan los efectos

disipativos. El carácter complejo de la relación de dispersión es significativo para caracterizar el

comportamiento de las ondas térmicas y lo vamos a discutir al momento de construir la estructura

de bandas térmicas.

4.2.0.1. El método de la matriz de transferencia

De regreso al problema de conducción de calor en el sistema laminado, supondremos que dj ≡ d
para toda j y el ancho del sistema finito de N capas es L = Nd. La solución para cada capa j-ésima

es T (x, t) = e−iωtT̂ (x). El flujo de calor para este caso tiene carácter escalar y cumple la ecuación

q(x, t) + τj
∂q(x,t)
∂t = −κj ∂T (x,t)

∂x , proponemos para este caso que q(x, t) = e−iωtq̂(x), por lo que se
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satisface

q̂ = − κj
1− iωτj

dT̂

dx
, (4.15)

el término κj/(1− iωτj) es la susceptibilidad térmica generalizada de la capa j-ésima que definimos

en el caṕıtulo 3, dada por

Kj =
κj(1 + iωτj)

1 + (ωτj)2
. (4.16)

Procedemos a reducir el problema, en lugar de determinar la solución de cada capa trabajamos

con el sistema de ecuaciones ordinarias del tipo d~Ψ/dx = Pj(x)~Ψ(x), donde

~Ψ(x) =

 T̂ (x)

q̂(x)

 (4.17)

y

Pj =

 0 −1/Kj

−k2
jKj 0

 . (4.18)

En este caso la matriz Pj no tiene dependencia en x, por lo que estamos trabajando con un sistema

de ecuaciones autónomo y se admite la solución ~Ψ(x) = ePjx~vj , para algún ~vj que satisfaga las

condiciones de frontera de la capa. La matriz Pj es diagonalizable, por lo que ePj = Pj(eDjx)P−1
j ,

donde P es la matriz de vectores propios de Pj y Dj es una matriz diagonal cuyas entradas son los

valores propios de Pj . Es aśı que tenemos que

~Ψ(x) =

 1 1

−ikjKj ikjKj

 eikjx 0

0 e−ikjx

 1 1

−ikjKj ikjKj

−1

~vj . (4.19)

Para cada estrato j es válida la Ec. (4.19) y se debe determinar a ~vj , se hace considerando que

hay contacto térmico perfecto entre capas suscesivas, entendido como la continuidad del perfil de

temperatura y flujo de calor para cada cambio de capa. En particular para la primera capa tenemos

lo siguiente: (i) para x = 0 establecimos que T̂ (0) = T0 y (ii) q̂(0) = q0; es aśı que se satiface que

para 0 ≤ x ≤ d la solución es

~Ψ(x) = M1
~Ψ0, (4.20)

donde ~v0 = ~Ψ0 = (T̂0, q̂0)T , el supeŕındice T denota la operación de transponer el vector, mientras

que M1 es la matriz que transfiere a la temperatura y flujo de calor a lo largo de la primera capa.

Para cada capa j definimos la admitancia térmica de superficie (110) como Yj = ikjKj , encontramos
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con esto que la matriz M1(x) está dada por

M1(x) =

 cos(k1x) − 1
Y1

sin(k1x)

Y1 sin(k1x) cos(k1x)

 , (4.21)

donde las funciones trigonométricas tienen argumentos complejos.

A continuación calculamos la solución en d ≤ x ≤ 2d, la suposición de contacto térmico perfecto

nos arroja que la solución en esa capa es

~Ψ(x) = M2(x)~v2 = M2
~Ψ(d) = M2(x)M1(d)~Ψ0. (4.22)

De forma recursiva extendemos la solución para las N capas y obtenemos que

~Ψ(L) = ~Ψ(Nd) = MNMN−1 . . .M1
~Ψ0 = M~Ψ0, (4.23)

omitimos que cada matriz j se evalúa en x = jd, además definimos la matriz

M =

N−1∏
j=0

MN−j ((N − j)d) , (4.24)

que se conoce como Matriz de Transferencia Asociada y que llamaremos ATM por las siglas de

Associated Transfer Matrix (111). Esta herramienta se usa para transferir los campos, en este caso

la temperatura y flujo de calor, a través de un dominio dado.

Ya hemos hecho notar que las funciones trigonométricas de M tienen argumento complejo porque

kj = k′j + ik′′j , de forma expĺıcita

cos(kjjd) = cos(k′jjd) cosh(k′′j jd)− i sin(k′jjd) sinh(k′′j jd) (4.25)

y

sin(kjjd) = sin(k′jjd) cosh(k′′j jd) + i cos(k′jjd) sinh(k′′j jd). (4.26)

Las funciones hiperbólicas modifican la amplitud de las señales térmicas, aludiendo a la similitud

entre la propagación de calor y la de ondas evanescentes. Otro hecho a apuntar es que los argumentos

de las funciones trigonométricas e hiperbólicas son proporcionales a la distancia que ha recorrido la

señal hasta llegar a esa posición y a alguna potencia positiva de la frecuencia, en particular para el

caso difusivo, k′j = k′′j es proporcional a la ráız cuadrada de ω. Además, det(Mj) = 1 para toda j,

entonces el determinante de la ATM también es la unidad.

Como expusimos, el objetivo es trabajar con sistemas estratificados de periodo p = 2, mejor

conocidos como sistemas bicapa. En ese caso encontramos que N es un número par, considerando
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la propiedad de encadenamiento de la ATM, podemos escribir la solución como

~Ψ(L) = (M2M1)n ~Ψ0, (4.27)

donde hemos identificado a n = N/2 como el número de celdas unitarias en el sistema.

Cuando no hay contacto térmico perfecto entre capas contiguas y en su lugar hay una discon-

tinuidad de alguna de las componentes de ~Ψ en x = jd, los valores por la derecha (x−) y por la

izquierda (x+) se conectan a través de una relación lineal (112), ésta se establece con ayuda de una

matriz R(x) tal que

~Ψ(jd+) = R(jd)~Ψ(jd−), (4.28)

es aśı que la solución que transfiere la información de los campos de la capa j-1 a j queda como

~Ψ(jd) = MjR(jd)Mj−1
~Ψ ((j − 1)d) . (4.29)

La condición de frontera que describe la aparición de una oposición o resistencia del sistema al

flujo de calor en el cambio de capa se conoce como resistencia térmica interfacial, en el caso donde

la interface se compone de helio ĺıquido y un sólido es conocida como Resistencia de Kapitza y que

denotamos con Rk (113), aunque su uso se ha extendido tratando como equivalentes a RK y R. La

resistencia de Kapitza mide la discontinuidad en la temperatura sobre la frontera de las capas, dada

por

T̂ (dj+)− T̂ (dj−) = ∆T̂ = RK q̂(jd), (4.30)

las unidades de RK son de [K m2 W−1] y cuantifica la oposición al flujo de enerǵıa térmica en

las superficies donde hay un cambio de material. En analoǵıa al caso eléctrico, el inverso de esta

resistencia G = 1/RK se conoce como conductancia térmica interfacial y mide la facilidad que ofrece

el sistema al paso de calor. Por otro lado, considerando la conductividad térmica κ se puede definir

la longitud de Kapitza como LK = RKκ, ésta tiene una interpretación similar a la distancia de

resbalamiento de un fluido en movimiento que se adhiere a la superficie de un sólido, lo que se

manifiesta con la aparición de una velocidad del fluido sobre la superficie de contacto entre el fluido

y el sólido distinta de cero (114).

La resistencia interfacial tiene su origen en los portadores de calor que al encontrarse con una

frontera modifican su dirección y velocidad de propagación, siendo mayor el cambio conforme crece

el contraste entre las propiedades f́ısicas de los materiales que conforman la interface, esto implica
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un incremento en el valor de RK . Debido a este origen mesoscópico, la suposición de contacto

térmico perfecto es una aproximación válida para cuando los materiales contiguos son térmicamente

similares, por ejemplo, capas de materiales conductores, sin embargo esos casos no son de nuestro

interés.

La traducción de esta condición de frontera al problema multicapa se obtiene al escribir la matriz

R para la capa j como

R =

 1 RK(j−1,j)

0 1

 , (4.31)

donde el sub́ındice (j − 1, j) indica que se trata de la resistencia de Kapitza de la interface entre la

capa j − 1 y la j.

Como ya dijimos, la aproximación de contacto térmico perfecto no siempre es válida, en general

no funciona para materiales contiguos contrastantes, aunque existen excepciones. La resistencia de

Kapitza puede ser despreciada si la longitud de Kapitza es mucho menor al grosor de las capas

(Lk << d), la suposición de números de Knudsen muy pequeños es consistente con esta exigencia,

por lo que supondremos que la discontinuidad en el perfil de temperatura entre cada cambio de capa

es despreciable a pesar de que trabajemos con materiales de comportamientos térmicos distintos.

4.2.1. Reflectividad térmica

Avanzamos en la discusión sobre el carácter ondulatorio de la solución a la ecuación de Cattaneo,

en la sección precedente obtuvimos la solución al problema de un medio estratificado usando el

método de matriz de transferencia, a continuación nos preguntamos por el concepto de reflexión de

las ondas térmicas.

Cuando una onda incide de manera normal sobre alguna superficie, una fracción de ésta es

reflejada en dirección normal y el resto es transferido hacia el medio incidente en la misma dirección.

El cociente de la onda reflejada sobre la onda incidente se conoce como coeficiente de reflexión r,

mientras que el cociente de la onda transmitida sobre la incidente es el coeficiente de transmisión t.

En el caso de ondas térmicas procuramos cuidar la interpretación de estos coeficientes.

4.2.1.1. Las curvas caracteŕısticas y el coeficiente de reflexión

Las curvas caracteŕısticas de una EDP son curvas tales que a lo largo de ellas la solución de

la ecuación es constante, las idenficamos como uc(x, t) = c para c una constante 1. Las ecuaciones

1Consideramos la forma canónica de una EDP de segundo orden con coeficientes constantes, dada por

A
∂2f

∂t2
+ 2B

∂2f

∂x∂t
+ C

∂2f

∂x2
= S(x, t), (4.32)
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hiperbólicas se caracterizan por tener dos curvas caracteŕısticas (28), parametrizadas por (x(t), t)

tales que la solución uc = uc(x(t), t) es una constante. Por otro lado, las EDP parabólicas sólo

admiten una curva caracteŕıstica y las EDP eĺıpticas no admiten ninguna. Las curvas caracteŕısticas

(x(t), t) viven en el plano xt y dado el valor inicial u(x, 0) lo propagan a lo largo del tiempo (80),

actuando como una especie de curva de nivel temporal. El término ẋ(t) se conoce como velocidad

de la caracteŕıstica.

En el caso de la ecuación de Cattaneo se tiene la velocidad caracteŕıstica ẋ = ±v, con v la

velocidad de propagación de la onda térmica, se encuentra entonces que las curvas caracteŕısticas

son uc = c = x ∓ vt. Mientras que para la ley de Fourier sólo hay una curva caracteŕıstica dada

por uc = c = t y ẋ→∞, esto es consistente con el hecho de que la ley de Fourier se recupera para

v →∞.

Para la ecuación de onda unidimensional usual

uxx + 1/c2utt = 0, (4.39)

con condiciones iniciales u(x, 0) = f(x) y ut(x, 0) = g(x), donde los sub́ındices indican derivación

se define la matriz de coeficientes de segundo orden como

Q =

(
A B
B C

)
, (4.33)

las curvas caracteŕısticas uc(t, x) satisfacen la EDP y es equivalente a la ecuación siguiente(
∂uc
∂t

,
∂uc
∂x

)
·Q
(

∂uc
∂t
∂uc
∂x

)
= 0. (4.34)

Esto nos lleva a la siguiente ecuación

A

(
∂uc
∂t

)2

+ 2B

(
∂uc
∂x

∂uc
∂t

)
+ C

(
∂uc
∂x

)2

= 0, (4.35)

notamos que la derivada total de uc es duc
dt

= 0 = ∂uc
∂x

dx
dt

+ ∂uc
∂t

, es decir que hemos reducido el problema de la EDP a

una ecuación ordinaria, podemos sustituir ∂uc
∂t

y llegamos a que(
∂uc
∂x

)2 (
A(ẋ)2 − 2Bẋ+ C

)
= 0, (4.36)

para ∂uc
∂x
6= 0 encontramos una ecuación de segundo grado de ẋ(t), cuya solución es

ẋ(t) =
1

A

(
B ±

√
B2 −AC

)
. (4.37)

La obtención de estas ráıces nos recuerda a la clasificación de las EDP de segundo orden. De la Ec. (4.32), que es
la forma canónica de las EDP de segundo orden, definimos el discriminante ∆ = B2 − AC: si ∆ > 0 la ecuación se
identifica como hiperbólica; si ∆ = 0 la ecuación es parabólica; y si ∆ < 0 resulta eĺıptica. En conexión al estudio de
las curvas caracteŕısticas, según la clasificación del discriminante tenemos que

ẋ(t) =
1

A

(
B ±

√
∆
)

=


ẋ+ y ẋ− EDP hiperbólicas
B/A EDP parabólicas
−− EDP eĺıpticas

. (4.38)

.
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parcial respecto a esa variable, la solución de D’Alambert (80) queda como

u(x, t) =
1

2
(f(x− ct) + f(x+ ct)) +

1

2c

∫ x+ct

x−ct
g(s)ds, (4.40)

al igual que con Cattaneo, sus curvas caracteŕısticas son x∓ ct. La solución u es el promedio de las

condiciones iniciales en el intervalo de tamaño 2ct, en otras palabras, para cada solución al tiempo t

y posición x sólo es relevante lo que le ocurre a las condiciones iniciales en el intervalo −ct ≤ x ≤ ct.
Las condiciones iniciales determinan la dinámica de la solución para tiempos posteriores, a diferencia

del caso difusivo donde las condiciones iniciales pierden su importancia al transcurrir el tiempo. En

el caso en que g(x) = 0, la solución de D’Alambert se interpreta como dos ondas viajeras de perfil

constante f propagándose hacia adelante y hacia atrás en el espacio según lo indican las curvas

caracteŕısticas (80).

En un espacio semi-infinito la solución general se construye con ayuda de las curvas caracteŕısti-

cas, las condiciones iniciales ya no se propagan sin deformarse, por lo que se proponen funciones de

la forma φ1(x + ct) + φ2(x − ct). Se divide el semi-espacio xt en valores por encima o por debajo

de la curva caracteŕıstica conocida como principal (x− ct = 0). La solución por encima de la curva

principal corresponde a un frente de onda viajando desde infinito hacia la izquierda hasta encon-

trarse con el eje x = 0, nombrada onda incidente, mientras que la solución por debajo de la curva

principal corresponde a un frente de onda saliendo del eje x = 0 y viajando a infinito, identificada

como onda reflejada (115). Es aśı que las condiciones iniciales se usan para determinar las ondas

incidentes φ1(x + ct) y con la imposición de las condiciones de frontera en x = 0 se les asocian sus

ondas reflejadas φ2(x − ct). Un razonamiento similar debe extenderse a regiones finitas donde la

reflexión de los frentes de onda ocurre en cada cambio de dominio.

Con esta exposición queremos destacar que para la ecuación de onda, la aparición de la solución

matemática que identificamos como ondas reflejadas es consecuencia de la existencia de dos curvas

caracteŕısticas que están metidas en la estructura de la solución de tipo D’Alambert φ1(x + ct) +

φ2(x − ct), donde la condición inicial determina la onda incidente y la conexión con su condición

de frontera determina la respectiva onda reflejada. La traducción de este resultado a la ley de

Fourier implica que no hay posibilidades de tener soluciones reflejadas porque sólo existe una curva

caracteŕıstica (116). Respecto a la ecuación de Cattaneo la traducción es menos sencilla, con ella

buscamos responder al cuestionamiento sobre si es posible o no definir ondas térmicas reflejadas.

Para la ecuación de Cattaneo vimos que se admiten dos curvas caracteŕısticas c = x∓ vt. Según

lo que expusimos en el caṕıtulo 3, la solución de tipo D’Alambert equivalente para este caso tiene

la forma e−t/2τφ1(x − vt) + et/2τφ2(x + vt). Sin embargo, de tomar la solución completa tenemos
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una onda térmica cuya intensidad crece exponencialmente en el tiempo, por lo que sólo se admite

una de las caracteŕısticas como solución f́ısica. Es aśı que desechamos la posibilidad de que existan

ondas térmicas reflejadas en el sentido de las soluciones a la ecuación de onda. Esto es importante

porque descarta de nuestra interpretación situaciones no admisibles f́ısicamente, por ejemplo, que si

una onda térmica inicide normalmente sobre una superficie aparezca una onda térmica en sentido

opuesto a la incidencia, esta situación podŕıa llevarnos a la predicción de flujos de calor que van de

regiones de menor a mayor temperatura, lo cual sabemos es inconsistente con la segunda ley de la

termodinámica.

Otra diferencia entre la ecuación de onda y la ecuación de Cattaneo es que ante la inversión tem-

poral dada por el cambio t→ −t aparecen comportamientos distintos (117). La inversión temporal

deja invariante la ecuación de onda, eso es resultado de que la propagación de ondas es un fenómeno

reversible, de no observar desde el inicio el viaje de una onda que se refleja en una superficie no sere-

mos capaces de distinguir a la onda reflejada de la incidente (118). Por otro lado, las ecuaciones de

Cattaneo y de difusión no son invariantes ante la inversión temporal, no importando que la primera

ecuación es hiperbólica y la segunda es parabólica. Esto se debe a que ambas ecuaciones describen

fenómenos irreversibles, a pesar de que hemos identificado las soluciones a la ecuación de Cattaneo

como ondas térmicas, no debemos olvidar que se trata de un fenómeno de disipación de enerǵıa con

rasgos ondulatorios.

Ahora bien, definamos el coeficiente de reflexión para el caso ondulatorio. Consideramos una onda

ui(x − c1t) propagándose desde menos infinito, al colocar una interface en x = 0, resulta una onda

reflejada ur(x+ c1t) que viaja hacia la izquierda y una onda que se transmite ut(x− c2t) viajando

hacia la derecha. Por conservación de la enerǵıa se satisface la condición de frontera siguiente

ui(−c1t) + ur(c1t) = ut(−c2t), (4.41)

la segunda condición de frontera se establece en la derivada, esta condición equivale a la conservación

de flujo de enerǵıa en la interface, dada por

Y1

(
∂ui(x− c1t)

∂x
|x=0 −

∂ur(x+ c1t)

∂x
|x=0

)
= Y2

∂ut(x− c2t)

∂x
|x=0, (4.42)

donde las constantes Y1 e Y2 se conocen como admitancia de superficie, las cuales ya definimos para

el caso térmico. En general se definen como la razón entre la fuerza o flujo asociado a las ondas y el

campo que las genera, guardan la información sobre las propiedades f́ısicas del medio y la facilidad

u oposición al transporte de la onda en él. Por ejemplo, en el caso de ondas electromagnéticas, la

impedancia es la razón del campo eléctrico sobre el magnético, que resulta ser el producto de la
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velocidad de la onda en el medio (que puede ser el vaćıo) por la permeabilidad magnética. Notamos

que el término reflejado tiene signo negativo, de acuerdo con que la dirección del flujo de enerǵıa

de la onda reflejada es en sentido opuesto a la incidente. Al integrar respecto a x se obtiene la

combinación lineal siguiente

Y1ui(−c1t)− Y1ur(c1t)− Y2ut(−c2t) = cte, (4.43)

sin pérdida de generalidad podemos suponer que la constante es cero, por lo que de las Ecs. (4.41)-

(4.43) obtenemos que

ur(c1t) =
Y1 − Y2

Y1 + Y2
ui(−c1t). (4.44)

Definimos el coeficiente de reflexión de la onda como

r =
Y1 − Y2

Y1 + Y2
. (4.45)

Notamos que la onda reflejada es proporcional a la onda incidente y el coeficiente de reflexión

cuantifica la magnitud de la misma.

De forma provisional olvidemos la discusión sobre la no existencia de ondas térmicas reflejadas,

bajo esta perspectiva el coeficiente de reflexión queda definido como en la Ec. (4.45), con la admitan-

cia térmica dada por Y = ~q · n̂/T , donde especificamos que el numerador corresponde a la proyección

normal del flujo calor (110), en el caso unidimensional esta indicación es irrelevante.

De regreso a la imposibilidad de tener ondas térmicas reflejadas, el coeficiente de reflexión adopta

una caracterización distinta al de ondas usuales. Retomamos la interpretación de Mandelis (2001)

(116), en ese trabajo plantean que el coeficiente de reflexión térmico debe entenderse como un

coeficiente que cuantifica la depleción1 o acumulación de enerǵıa al haber un cambio de dominio,

dicha acepción proviene del establecimiento de la condición de conservación de la enerǵıa en cada

interface. Es decir que la introducción de una interface en la propagación de una onda térmica

tiene dos posibilidades, puede incrementar la capacidad del sistema a transportar la enerǵıa térmica

o puede reducirla. Los valores de la reflectividad térmica no son reales por lo que el efecto del

coeficiente de reflexión también se puede identificar con un retraso o desfase de la onda térmica en

el cambio de dominio.

En resumen, no es f́ısicamente aceptable suponer que las ondas térmicas se reflejan en el sentido

de las soluciones a la ecuación de onda al cambiar de dominio, sin embargo śı es posible definir

su coeficiente de reflexión o reflectividad térmica, aunque la interpretación que aceptamos es la

1La pérdida o agotamiento de algo.

74
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de coeficiente de depleción o acumulación de enerǵıa. Con esto aclarado podemos determinar el

coeficiente de reflexión del sistema térmico estratificado haciendo uso del método de matriz de

transferencia que construimos en la sección anterior.

4.2.2. Reflectividad térmica y matriz de transferencia

En esta sección usamos la reflexión térmica junto con el método de matriz de transferencia para

continuar con el estudio del sistema estratificado que llamamos espejo de Bragg térmico. Uno de

nuestros objetivos es proponer un experimento que permita medir algún efecto de la existencia de

ondas térmicas, esa es la clave con la que planteamos el problema de los espejos de Bragg térmicos.

Continuamos entonces con la analoǵıa del caso óptico, por lo que el siguiente paso es determinar la

reflectancia R del sistema laminado completo actuando como un espejo efectivo.

Medir el coeficiente de reflexión en la posición x = 0 tiene el efecto de reducir el sistema laminado

a un sistema efectivo con admitancia térmica de superficie dada por Y , mientras que el medio inicial

se caracteriza por tener Y0 = ik0K0, es aśı que el coeficiente de reflexión en el inicio del sistema es

r =
Y0 − Y
Y0 + Y

. (4.46)

Establecimos que la solución a la ecuación de Cattaneo, ~Ψ(x) = (T̂ (x), q̂(x))T , para el sistema

laminado de la Figura 4.1.1(a) se calcula con ayuda de la matriz de transferencia M , por lo que

~Ψ(L) =

 T̂ (L)

q̂(L)

 =

 M11 M12

M21 M22

 T̂0

q̂0

 . (4.47)

Esta relación nos ayuda a escribir la admitancia efectiva del sistema. Traslademos la medición a la

posición x = L, en este punto el medio inicial es el medio efectivo caracterizado por Y , mientras que

el medio final es el sustrato que se señala en el panel (a), es decir que Y = q(0)/T (0) y la admitancia

del sustrato está dada por Ys = q(L)/T (L). Al invertir la ecuación Ec. (4.47) y calcular el cociente

solicitado, encontramos que

Y =
M21 −M11Ys
M12Ys −M22

. (4.48)

El coeficiente de reflexión r se alimenta con la información del sistema efectivo que hay en Y .

A partir del coeficiente de reflexión térmico r calculamos la reflectancia térmica R, que es la

cantidad f́ısica que puede medirse. Se define como la razón de la potencia reflejada sobre la potencia

incidente de una onda al encontrarse con alguna interfaz (80).

La expresión matemática de r en el caso térmico es la misma que en otros fenómenos ondu-

latorios, aunque la interpretación f́ısica es distinta, mientras que para el caso de la reflectancia la
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expresión matemática cambia respecto a otros fenómenos ondulatorios. Por ejemplo, en el caso elec-

tromagnético la potencia se mide a través de la integración del promedio temporal del vector de

Poynting, que se relaciona con el cuadrado de la amplitud del campo eléctrico | ~E|, es aśı que

Rem =
| ~Er|2
| ~Ei|2

=
|r ~Ei|2
| ~Ei|2

= |r|2, (4.49)

con | ~Ei| y | ~Er| los campos incidente y reflejado, respectivamente. El caso acústico también sostiene

una relación cuadrática entre r y R, esto se debe a que la potencia para esos campos es una ley

cuadrática (116). Sin embargo, para el caso de Cattaneo o de las ondas térmicas esto no prevalece.

En el caso térmico la potencia se mide a través del flujo de calor, el cual es lineal con el campo

de temperatura, por lo que la reflectancia es

R =
|~qr|
|~qi|

=
|r∇Ti|
|∇Ti|

= |r|. (4.50)

Notamos que 0 < |r|2 < |r| < 1, esto significa que por definición la reflectancia de las ondas

térmicas es más grande que la reflectancia de otras ondas. Este hecho tiene potenciales aplicaciones

en el estudio de metamateriales térmicos.

A continuación planteamos el teorema de Floquet, el cual necesitamos para definir la reflectancia

de un sistema estratificado semi-infinito en donde ya no es válido usar la matriz de transferencia

para expresar la admitancia térmica efectiva.

4.2.3. Teorema de Floquet y matriz de transferencia

Los espejos de Bragg se construyen al alternar capas de materiales de propiedades térmicas

distintas, son sistemas finitos de N de capas y un número n de celdas unitarias. A partir de la

reproducción indefinida de la celda unitaria de tamaño p conseguimos una lattice térmica, donde se

remueve el sustrato y sólo mantenemos el medio inicial de admitancia térmica Y0, como se muestra en

el esquema de la Figura 4.3. Debido a que las lattices térmicas son sistemas semi-infinitos modificamos

el uso del formalismo de matriz de transferencia, para eso empleamos la teoŕıa de Floquet.

Nuestro objetivo es determinar la solución al sistema de ecuaciones homogéneo para la lattice

térmica, dado por
d~Ψ

dx
= A(x)~Ψ(x), (4.51)

con A(x) ∈ C2×2 de coeficientes periódicos1, es decir que A(x+ p) = A(x). La solución se denomina

matriz fundamental F (x), una matriz de 2×2 cuyos vectores columna satisfacen el sistema ecuaciones

y son linealmente independientes, ~f1 y ~f2 (119). La matriz fundamental debe cumplir la condición

1La exposición del problema puede extenderse a cualquier dimensión m×m.
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Sustrato
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(a)

(b)

{ <latexit sha1_base64="z1kAo69nOoAzh2JXE+TpEtsJgi4=">AAAB7nicbVDLSgNBEOzxGeMr6tHLYBA8hV0R9Bj04jGCeUCyhNlJbzJkdnaZmRXCko/w4kERr36PN//GSbIHTSxoKKq66e4KUymM9bxvsra+sbm1Xdop7+7tHxxWjo5bJsk0xyZPZKI7ITMohcKmFVZiJ9XI4lBiOxzfzfz2E2ojEvVoJykGMRsqEQnOrJPaPRlqxrFfqXo1bw66SvyCVKFAo1/56g0SnsWoLJfMmK7vpTbImbaCS5yWe5nBlPExG2LXUcViNEE+P3dKz50yoFGiXSlL5+rviZzFxkzi0HXGzI7MsjcT//O6mY1uglyoNLOo+GJRlElqEzr7nQ6ERm7lxBHGtXC3Uj5iLgDrEiq7EPzll1dJ67LmezX/4apavy3iKMEpnMEF+HANdbiHBjSBwxie4RXeSEpeyDv5WLSukWLmBP6AfP4ASPWPhQ==</latexit><latexit sha1_base64="z1kAo69nOoAzh2JXE+TpEtsJgi4=">AAAB7nicbVDLSgNBEOzxGeMr6tHLYBA8hV0R9Bj04jGCeUCyhNlJbzJkdnaZmRXCko/w4kERr36PN//GSbIHTSxoKKq66e4KUymM9bxvsra+sbm1Xdop7+7tHxxWjo5bJsk0xyZPZKI7ITMohcKmFVZiJ9XI4lBiOxzfzfz2E2ojEvVoJykGMRsqEQnOrJPaPRlqxrFfqXo1bw66SvyCVKFAo1/56g0SnsWoLJfMmK7vpTbImbaCS5yWe5nBlPExG2LXUcViNEE+P3dKz50yoFGiXSlL5+rviZzFxkzi0HXGzI7MsjcT//O6mY1uglyoNLOo+GJRlElqEzr7nQ6ERm7lxBHGtXC3Uj5iLgDrEiq7EPzll1dJ67LmezX/4apavy3iKMEpnMEF+HANdbiHBjSBwxie4RXeSEpeyDv5WLSukWLmBP6AfP4ASPWPhQ==</latexit><latexit sha1_base64="z1kAo69nOoAzh2JXE+TpEtsJgi4=">AAAB7nicbVDLSgNBEOzxGeMr6tHLYBA8hV0R9Bj04jGCeUCyhNlJbzJkdnaZmRXCko/w4kERr36PN//GSbIHTSxoKKq66e4KUymM9bxvsra+sbm1Xdop7+7tHxxWjo5bJsk0xyZPZKI7ITMohcKmFVZiJ9XI4lBiOxzfzfz2E2ojEvVoJykGMRsqEQnOrJPaPRlqxrFfqXo1bw66SvyCVKFAo1/56g0SnsWoLJfMmK7vpTbImbaCS5yWe5nBlPExG2LXUcViNEE+P3dKz50yoFGiXSlL5+rviZzFxkzi0HXGzI7MsjcT//O6mY1uglyoNLOo+GJRlElqEzr7nQ6ERm7lxBHGtXC3Uj5iLgDrEiq7EPzll1dJ67LmezX/4apavy3iKMEpnMEF+HANdbiHBjSBwxie4RXeSEpeyDv5WLSukWLmBP6AfP4ASPWPhQ==</latexit><latexit sha1_base64="z1kAo69nOoAzh2JXE+TpEtsJgi4=">AAAB7nicbVDLSgNBEOzxGeMr6tHLYBA8hV0R9Bj04jGCeUCyhNlJbzJkdnaZmRXCko/w4kERr36PN//GSbIHTSxoKKq66e4KUymM9bxvsra+sbm1Xdop7+7tHxxWjo5bJsk0xyZPZKI7ITMohcKmFVZiJ9XI4lBiOxzfzfz2E2ojEvVoJykGMRsqEQnOrJPaPRlqxrFfqXo1bw66SvyCVKFAo1/56g0SnsWoLJfMmK7vpTbImbaCS5yWe5nBlPExG2LXUcViNEE+P3dKz50yoFGiXSlL5+rviZzFxkzi0HXGzI7MsjcT//O6mY1uglyoNLOo+GJRlElqEzr7nQ6ERm7lxBHGtXC3Uj5iLgDrEiq7EPzll1dJ67LmezX/4apavy3iKMEpnMEF+HANdbiHBjSBwxie4RXeSEpeyDv5WLSukWLmBP6AfP4ASPWPhQ==</latexit>

A(x)
<latexit sha1_base64="uaguVOey/P0VzTcMaft8qJFyQkQ=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXsquFPRY9eKxgv2AdinZNNuGJtklyYpl6V/w4kERr/4hb/4bs+0etPXBwOO9GWbmBTFn2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHbR0litAWiXikugHWlDNJW4YZTruxolgEnHaCyW3mdx6p0iySD2YaU1/gkWQhI9hk0nX16XxQrrg1dw60SrycVCBHc1D+6g8jkggqDeFY657nxsZPsTKMcDor9RNNY0wmeER7lkosqPbT+a0zdGaVIQojZUsaNFd/T6RYaD0Vge0U2Iz1speJ/3m9xIRXfspknBgqyWJRmHBkIpQ9joZMUWL41BJMFLO3IjLGChNj4ynZELzll1dJ+6LmuTXvvl5p3ORxFOEETqEKHlxCA+6gCS0gMIZneIU3RzgvzrvzsWgtOPnMMfyB8/kDM9yNrA==</latexit><latexit sha1_base64="uaguVOey/P0VzTcMaft8qJFyQkQ=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXsquFPRY9eKxgv2AdinZNNuGJtklyYpl6V/w4kERr/4hb/4bs+0etPXBwOO9GWbmBTFn2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHbR0litAWiXikugHWlDNJW4YZTruxolgEnHaCyW3mdx6p0iySD2YaU1/gkWQhI9hk0nX16XxQrrg1dw60SrycVCBHc1D+6g8jkggqDeFY657nxsZPsTKMcDor9RNNY0wmeER7lkosqPbT+a0zdGaVIQojZUsaNFd/T6RYaD0Vge0U2Iz1speJ/3m9xIRXfspknBgqyWJRmHBkIpQ9joZMUWL41BJMFLO3IjLGChNj4ynZELzll1dJ+6LmuTXvvl5p3ORxFOEETqEKHlxCA+6gCS0gMIZneIU3RzgvzrvzsWgtOPnMMfyB8/kDM9yNrA==</latexit><latexit sha1_base64="uaguVOey/P0VzTcMaft8qJFyQkQ=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXsquFPRY9eKxgv2AdinZNNuGJtklyYpl6V/w4kERr/4hb/4bs+0etPXBwOO9GWbmBTFn2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHbR0litAWiXikugHWlDNJW4YZTruxolgEnHaCyW3mdx6p0iySD2YaU1/gkWQhI9hk0nX16XxQrrg1dw60SrycVCBHc1D+6g8jkggqDeFY657nxsZPsTKMcDor9RNNY0wmeER7lkosqPbT+a0zdGaVIQojZUsaNFd/T6RYaD0Vge0U2Iz1speJ/3m9xIRXfspknBgqyWJRmHBkIpQ9joZMUWL41BJMFLO3IjLGChNj4ynZELzll1dJ+6LmuTXvvl5p3ORxFOEETqEKHlxCA+6gCS0gMIZneIU3RzgvzrvzsWgtOPnMMfyB8/kDM9yNrA==</latexit><latexit sha1_base64="uaguVOey/P0VzTcMaft8qJFyQkQ=">AAAB63icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahXsquFPRY9eKxgv2AdinZNNuGJtklyYpl6V/w4kERr/4hb/4bs+0etPXBwOO9GWbmBTFn2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHbR0litAWiXikugHWlDNJW4YZTruxolgEnHaCyW3mdx6p0iySD2YaU1/gkWQhI9hk0nX16XxQrrg1dw60SrycVCBHc1D+6g8jkggqDeFY657nxsZPsTKMcDor9RNNY0wmeER7lkosqPbT+a0zdGaVIQojZUsaNFd/T6RYaD0Vge0U2Iz1speJ/3m9xIRXfspknBgqyWJRmHBkIpQ9joZMUWL41BJMFLO3IjLGChNj4ynZELzll1dJ+6LmuTXvvl5p3ORxFOEETqEKHlxCA+6gCS0gMIZneIU3RzgvzrvzsWgtOPnMMfyB8/kDM9yNrA==</latexit>

A(x + p) = A(x)
<latexit sha1_base64="upqOXVi+pwEsycKqRS+tEmmGI5g=">AAAB9HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EitAglEUE3QtWNywr2Am0ok+mkHTqZxJlJsYQ+hxsXirj1Ydz5Nk7TLLT1h4GP/5zDOfN7EWdK2/a3lVtZXVvfyG8WtrZ3dveK+wdNFcaS0AYJeSjbHlaUM0EbmmlO25GkOPA4bXmj21m9NaZSsVA86ElE3QAPBPMZwdpY7nX56TSqoCtkoNIrluyqnQotg5NBCTLVe8Wvbj8kcUCFJhwr1XHsSLsJlpoRTqeFbqxohMkID2jHoMABVW6SHj1FJ8bpIz+U5gmNUvf3RIIDpSaBZzoDrIdqsTYz/6t1Yu1fugkTUaypIPNFfsyRDtEsAdRnkhLNJwYwkczcisgQS0y0yalgQnAWv7wMzbOqY1ed+/NS7SaLIw9HcAxlcOACanAHdWgAgUd4hld4s8bWi/Vufcxbc1Y2cwh/ZH3+AM4pkCg=</latexit><latexit sha1_base64="upqOXVi+pwEsycKqRS+tEmmGI5g=">AAAB9HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EitAglEUE3QtWNywr2Am0ok+mkHTqZxJlJsYQ+hxsXirj1Ydz5Nk7TLLT1h4GP/5zDOfN7EWdK2/a3lVtZXVvfyG8WtrZ3dveK+wdNFcaS0AYJeSjbHlaUM0EbmmlO25GkOPA4bXmj21m9NaZSsVA86ElE3QAPBPMZwdpY7nX56TSqoCtkoNIrluyqnQotg5NBCTLVe8Wvbj8kcUCFJhwr1XHsSLsJlpoRTqeFbqxohMkID2jHoMABVW6SHj1FJ8bpIz+U5gmNUvf3RIIDpSaBZzoDrIdqsTYz/6t1Yu1fugkTUaypIPNFfsyRDtEsAdRnkhLNJwYwkczcisgQS0y0yalgQnAWv7wMzbOqY1ed+/NS7SaLIw9HcAxlcOACanAHdWgAgUd4hld4s8bWi/Vufcxbc1Y2cwh/ZH3+AM4pkCg=</latexit><latexit sha1_base64="upqOXVi+pwEsycKqRS+tEmmGI5g=">AAAB9HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EitAglEUE3QtWNywr2Am0ok+mkHTqZxJlJsYQ+hxsXirj1Ydz5Nk7TLLT1h4GP/5zDOfN7EWdK2/a3lVtZXVvfyG8WtrZ3dveK+wdNFcaS0AYJeSjbHlaUM0EbmmlO25GkOPA4bXmj21m9NaZSsVA86ElE3QAPBPMZwdpY7nX56TSqoCtkoNIrluyqnQotg5NBCTLVe8Wvbj8kcUCFJhwr1XHsSLsJlpoRTqeFbqxohMkID2jHoMABVW6SHj1FJ8bpIz+U5gmNUvf3RIIDpSaBZzoDrIdqsTYz/6t1Yu1fugkTUaypIPNFfsyRDtEsAdRnkhLNJwYwkczcisgQS0y0yalgQnAWv7wMzbOqY1ed+/NS7SaLIw9HcAxlcOACanAHdWgAgUd4hld4s8bWi/Vufcxbc1Y2cwh/ZH3+AM4pkCg=</latexit><latexit sha1_base64="upqOXVi+pwEsycKqRS+tEmmGI5g=">AAAB9HicbZDLSsNAFIZP6q3WW9Wlm8EitAglEUE3QtWNywr2Am0ok+mkHTqZxJlJsYQ+hxsXirj1Ydz5Nk7TLLT1h4GP/5zDOfN7EWdK2/a3lVtZXVvfyG8WtrZ3dveK+wdNFcaS0AYJeSjbHlaUM0EbmmlO25GkOPA4bXmj21m9NaZSsVA86ElE3QAPBPMZwdpY7nX56TSqoCtkoNIrluyqnQotg5NBCTLVe8Wvbj8kcUCFJhwr1XHsSLsJlpoRTqeFbqxohMkID2jHoMABVW6SHj1FJ8bpIz+U5gmNUvf3RIIDpSaBZzoDrIdqsTYz/6t1Yu1fugkTUaypIPNFfsyRDtEsAdRnkhLNJwYwkczcisgQS0y0yalgQnAWv7wMzbOqY1ed+/NS7SaLIw9HcAxlcOACanAHdWgAgUd4hld4s8bWi/Vufcxbc1Y2cwh/ZH3+AM4pkCg=</latexit>

{ <latexit sha1_base64="z1kAo69nOoAzh2JXE+TpEtsJgi4=">AAAB7nicbVDLSgNBEOzxGeMr6tHLYBA8hV0R9Bj04jGCeUCyhNlJbzJkdnaZmRXCko/w4kERr36PN//GSbIHTSxoKKq66e4KUymM9bxvsra+sbm1Xdop7+7tHxxWjo5bJsk0xyZPZKI7ITMohcKmFVZiJ9XI4lBiOxzfzfz2E2ojEvVoJykGMRsqEQnOrJPaPRlqxrFfqXo1bw66SvyCVKFAo1/56g0SnsWoLJfMmK7vpTbImbaCS5yWe5nBlPExG2LXUcViNEE+P3dKz50yoFGiXSlL5+rviZzFxkzi0HXGzI7MsjcT//O6mY1uglyoNLOo+GJRlElqEzr7nQ6ERm7lxBHGtXC3Uj5iLgDrEiq7EPzll1dJ67LmezX/4apavy3iKMEpnMEF+HANdbiHBjSBwxie4RXeSEpeyDv5WLSukWLmBP6AfP4ASPWPhQ==</latexit><latexit sha1_base64="z1kAo69nOoAzh2JXE+TpEtsJgi4=">AAAB7nicbVDLSgNBEOzxGeMr6tHLYBA8hV0R9Bj04jGCeUCyhNlJbzJkdnaZmRXCko/w4kERr36PN//GSbIHTSxoKKq66e4KUymM9bxvsra+sbm1Xdop7+7tHxxWjo5bJsk0xyZPZKI7ITMohcKmFVZiJ9XI4lBiOxzfzfz2E2ojEvVoJykGMRsqEQnOrJPaPRlqxrFfqXo1bw66SvyCVKFAo1/56g0SnsWoLJfMmK7vpTbImbaCS5yWe5nBlPExG2LXUcViNEE+P3dKz50yoFGiXSlL5+rviZzFxkzi0HXGzI7MsjcT//O6mY1uglyoNLOo+GJRlElqEzr7nQ6ERm7lxBHGtXC3Uj5iLgDrEiq7EPzll1dJ67LmezX/4apavy3iKMEpnMEF+HANdbiHBjSBwxie4RXeSEpeyDv5WLSukWLmBP6AfP4ASPWPhQ==</latexit><latexit sha1_base64="z1kAo69nOoAzh2JXE+TpEtsJgi4=">AAAB7nicbVDLSgNBEOzxGeMr6tHLYBA8hV0R9Bj04jGCeUCyhNlJbzJkdnaZmRXCko/w4kERr36PN//GSbIHTSxoKKq66e4KUymM9bxvsra+sbm1Xdop7+7tHxxWjo5bJsk0xyZPZKI7ITMohcKmFVZiJ9XI4lBiOxzfzfz2E2ojEvVoJykGMRsqEQnOrJPaPRlqxrFfqXo1bw66SvyCVKFAo1/56g0SnsWoLJfMmK7vpTbImbaCS5yWe5nBlPExG2LXUcViNEE+P3dKz50yoFGiXSlL5+rviZzFxkzi0HXGzI7MsjcT//O6mY1uglyoNLOo+GJRlElqEzr7nQ6ERm7lxBHGtXC3Uj5iLgDrEiq7EPzll1dJ67LmezX/4apavy3iKMEpnMEF+HANdbiHBjSBwxie4RXeSEpeyDv5WLSukWLmBP6AfP4ASPWPhQ==</latexit><latexit sha1_base64="z1kAo69nOoAzh2JXE+TpEtsJgi4=">AAAB7nicbVDLSgNBEOzxGeMr6tHLYBA8hV0R9Bj04jGCeUCyhNlJbzJkdnaZmRXCko/w4kERr36PN//GSbIHTSxoKKq66e4KUymM9bxvsra+sbm1Xdop7+7tHxxWjo5bJsk0xyZPZKI7ITMohcKmFVZiJ9XI4lBiOxzfzfz2E2ojEvVoJykGMRsqEQnOrJPaPRlqxrFfqXo1bw66SvyCVKFAo1/56g0SnsWoLJfMmK7vpTbImbaCS5yWe5nBlPExG2LXUcViNEE+P3dKz50yoFGiXSlL5+rviZzFxkzi0HXGzI7MsjcT//O6mY1uglyoNLOo+GJRlElqEzr7nQ6ERm7lxBHGtXC3Uj5iLgDrEiq7EPzll1dJ67LmezX/4apavy3iKMEpnMEF+HANdbiHBjSBwxie4RXeSEpeyDv5WLSukWLmBP6AfP4ASPWPhQ==</latexit>

Figura 4.3: Esquema de lattice térmica semi-infinita de periodo p = 2, la matriz de coeficientes A(x)
guarda la información f́ısica de la celda unitaria que se repide indefinidamente tal que A(x + p) = A(x)
para cualquier x.

de periodicidad del problema, el Teorema de Floquet nos permite determinarla.

Teorema de Floquet. La matriz fundamental del problema de la Ec. (4.51) con F (0) = I, donde

I es la matriz identidad de 2× 2, está dada por

F (x) = Q(x)eBx (4.52)

donde Q(x) es una matriz de coeficientes reales, continuos y con primera derivada continua, p-

periódica, invertible para todo x y con Q(0) = I; mientras que B es una matriz de coeficientes

complejos constantes que satisface que

F (p) = eBp. (4.53)

Una exposición de la demostración de este teorema puede consultarse en (119). Es aśı que nuestro

objetivo se transformó en determinar Q(x) y B, matrices con las que podremos construir la matriz

fundamental F (x), para lo que empleamos los lemas auxiliares siguientes:

Lema 1. Si F (x) es matriz fundamental de la Ec. (4.51) entonces existe una matriz de constantes

C con determinante distinto de cero (no singular) tal que F (x+ p) = F (x)C.

Lema 2. Si C es una matriz no-singular de 2× 2, entonces existe una matriz compleja B de 2× 2

tal que eB = C.

Del lema 1, al evaluar en x = 0 e invertir, resulta que

C = F−1(0)F (p), (4.54)

del lema 2 encontramos que eBp = C, es decir, que al encontrar la matriz de monodromı́a C, se

seleccionan a las matrices fundamentales que son p-periódicas y satisfacen la Ec. (4.51). Los valores

propios λj de la matriz C se conocen como multiplicadores de Floquet, mientras que los valores
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propios µj de la matriz B se conocen como exponentes de Floquet, debido a que se relacionan como

λj = eµjp, (4.55)

con j = 1, 2 (119).

Con esta información seguimos el procedimiento que consiste en: i) establecer la matriz de coefi-

cientes p-periódica (A), ii) encontrar los vectores solución linealmente independientes para construir

la matriz fundamental F (x), y iii) determinar cuál es la matriz fundamental que satisface la perio-

dicidad del problema al encontrar la matriz de monodromı́a C.

La matriz de coeficientes del sistema bicapa definida en la celda unitaria está dada como

A =

 0 −
(

1
K1

Θ1(x) + 1
K2

Θ2(x)
)

−
(
k2

1K1Θ1(x) + k2
2K2Θ2(x)

)
0

 , (4.56)

donde definimos Θ1(x) = (Θ(x)−Θ(x− d)) y Θ2 = (Θ(x− d)−Θ(x− 2d)), con Θ(x) la función

de paso. Entonces se tiene que

A =



 0 −1/K1

−k2
1K1 0

 si 0 < x < d

 0 −1/K2

−k2
2K2 0

 si d < x < 2d

, (4.57)

que coindice con las matrices P1 y P2. A continuación imponemos la condición de periodicidad

A(x+ 2d) = A(x).

Para encontrar la matriz fundamental resolvemos el sistema de ecuaciones por separado para los

intervalos 0 < x < d y d < x < 2d. La solución se escribe con ayuda de las funciones Θ1 y Θ2 como

F (x) =

 Θ1(x)eik1x + Θ2(x)eik2x Θ1(x)e−ik1x + Θ2(x)e−ik2x

Θ1(x)Y1e
ik1x + Θ2(x)Y2e

ik2x Θ1(x)Y1e
−ik1x + Θ2(x)Y2e

−ik2x

 , (4.58)

es decir,

F (x) =



 eik1x −e−ik1x

−Y1e
ik1x Y1e

−ik1x

 si 0 < x < d

 eik2x e−ik2x

−Y2e
ik2x Y2e

−ik2x

 si d < x < 2d

. (4.59)

78
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Con esta información calculamos la matriz de monodromı́a C = F−1(0)F (p), entonces

C =

 eikp 0

0 e−ikp

 , (4.60)

que es una matriz en su representación diagonal. Sus valores propios, mejor conocidos como multi-

plicadores de Floquet, son

λ± = e±ikp. (4.61)

Los exponentes de Floquet resultan ser µ± = ±ik.

Buscamos los valores espećıficos de k que satisfacen la condición de periodicidad de la solución.

Por construcción de la matriz de monodromı́a sabemos que F (x+ p) = F (x)C, por lo que para

x = (N − 1)p se tiene la propiedad recursiva siguiente

F (Np) = F ((N − 1)p+ p) = F ((N − 1)p)C = · · · = F (0)CN . (4.62)

Si la escribimos en términos de los vectores que conforman a F , ~f1 y ~f2, es

F (Np) =

 f11(Np) f12(Np)

f21(Np) f22(Np)

 =

 f11(0)eiNkp f12(0)e−iNkp

f21(0)eiNkp f22(0)e−iNkp

 . (4.63)

Cada vector columna de la derecha es solución linealmente independiente, por lo que establecemos

las igualdades siguientes

 f11(Np)

f21(Np)

 = eiNpq

 f11(0)

f21(0)

 (4.64)

y

 f12(Np)

f22(Np)

 = e−iNpq

 f12(0)

f22(0)

 . (4.65)

Es decir, que cada multiplicador de Floquet es valor propio del operador de traslación en el sistema

periódico, con vector propio asociado el vector solución al problema de la Ec. (4.51).

Por otro lado, con ayuda de la matriz de transferencia sabemos que

 f12(Np)

f22(Np)

 = M

 f12(0)

f22(0)

 = eiNkp

 f12(0)

f22(0)

 , (4.66)

79
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lo cual tiene solución siempre que

det
(
M − eiNkpI

)
= 0, (4.67)

es decir,

(
M11 − eiNkp

)(
M22 − eiNkp

)
−M12M21 = 0, (4.68)

al expandir esta expresión llegamos a la ecuación algebraica de segundo grado

e2iNkp − eiNkpTrM + 1 = 0, (4.69)

donde usamos que detM = 1. Al manipularla encontramos que

2 cos(Nkp) = TrM. (4.70)

Ahora bien, el número de onda de Floquet (k), representa al conjunto de valores del número

de onda térmico que satisfacen la condición de periodicidad del sistema semi-infinito, valor que es

consistente con lo establecido por la matriz de transferencia del sistema finito. Esta cantidad es

compleja y dependiente de la frecuencia, es decir, que k(ω) = k′(ω) + ik′′(ω), lo que da lugar a dos

ecuaciones que definen qué valores de k son admitidos,

2 cos(Nk′p) cosh(Nk′′p) = Re(TrM) (4.71)

y

−2 sin(Nk′p) sinh(Nk′′p) = Im(TrM). (4.72)

Todo lo anterior se reproduce para el exponente de Floquet negativo, éste satisface la ecuación

impĺıcita det
(
M − e−iNkpI

)
= 0.

La admitancia térmica de superficie para el sistema semi-infinito en el punto x = 0 se modifica,

es decir, Y = q(0)/T (0), para lo que usamos que

 T̂ (p)

q̂(p)

 = M

 T̂ (0)

q̂(0)

 = eikp

 T̂ (0)

q̂(0)

 , (4.73)

entonces

(M − eikpI)

 T̂ (0)

q̂(0)

 = 0, (4.74)
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de esta relación encontramos que la admitancia toma las expresiones

Y = −M11 − eikp
M12

= − M21

M22 − eikp
. (4.75)

Es aśı que la reflectancia térmica R = |r|, con r = (Y0 − Y )/(Y0 + Y ), cambia entre los sistemas

finito y semi-infinito debido a la admitancia térmica Y , que para el caso finito está dada por la Ec.

(4.48) y para el semi-infinito se obtiene gracias al teorema de Floquet con la Ec. (4.75).

4.2.3.1. Estructura de bandas térmicas

Expusimos cómo el teorema de Floquet permite determinar cuáles son las soluciones de la ecua-

ción de Cattaneo en un sistema multicapa periódico, establece que no es suficiente encontrar la

matriz fundamental si no que es necesario garantizar la periodicidad de la solución, información que

guardan los exponentes de Floquet. En adición a la consistencia matemática de la solución debemos

imponer la validez f́ısica, para abundar en esto retomamos el concepto de estructura de bandas de

estado sólido que se usa para estudiar cristales.

Consideremos la ecuación diferencial de Hill, dada por

f ′′(x) + r(x)f(x) = −λf(x), (4.76)

con r(x) una función p-periódica de valores reales y λ un parámetro que puede tomar valores reales

o complejos (120).

Las soluciones f(x) de la ecuación de Hill son acotadas si existe M > 0 tal que para x→ ±∞ se

tiene que |f(x)| < M, condición que es equivalente a que las soluciones de la ecuación de Hill sean

estables1. Si las soluciones no son acotadas entonces tampoco son estables. En términos intuitivos la

estabilidad se entiende como el comportamiento donde las soluciones nunca se alejarán de la solución

de equilibrio.

Con ayuda del cambio de variable g(x) = f ′(x), la ecuación de Hill se lleva a un sistema de

ecuaciones autónomo de la forma ~f ′(x) = A(x)~f(x) con ~f(x) = (f(x), g(x))T y

A(x) =

 0 1

−(r(x) + λ) 0

 ,

una matriz p-periódica. Es aśı que empleamos el teorema de Floquet, de donde notamos que los

exponentes de Floquet (µ), que son los valores propios de la matriz de monodromı́a, satisfacen la

ecuación caracteŕıstica det(C − eµpI)=0, con C la matriz de monodromı́a o matriz fundamental

1Se refiere a la estabilidad en el sentido de Lyapunov, que establece que si para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que si
f(x) es solución de la ecuación diferencial con |f(0)−f∗| < δ entonces para cualquier x ≥ 0 se tiene que |f(x)−f∗| < ε,
con f∗ la solución de equilibrio. Entendemos solución de equilibrio por aquella que satisface que f ′(x) = 0. (120)
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principal. Esta ecuación se reescribe como e2µp − eµpTrC + detC = 0, las ráıces de esta ecuación,

eµ1p y eµ2p, cumplen que

eµ1p + eµ2p = TrC (4.77)

y

eµ1peµ2p = detC. (4.78)

El detC coincide con el wronskiano de la ecuación de Hill, que se define como W (u1(x), u2(x)) =

u1u
′
2−u2u

′
1, donde u1(x) y u2(x) son soluciones de la ecuación1. Al derivar el wronskiano encontramos

que W ′ = u1u
′′
2 − u′′1u2 = −u1(r(x) + λ)u2 + u2(r(x) + λ)u1 = 0, es decir que W = cte, por lo que

para la matriz de monodromı́a detC es constante.

Las expresiones (4.77)-(4.78) ayudan a establecer la condición de estabilidad de las soluciones

de la ecuación de Hill. Hay dos posibilidades, que eµ1p 6= eµ2p y las ráıces son pares de complejos

conjugados, o que eµ1p = eµ2p, i.e. sólo hay un valor propio de multiplicidad dos. Notamos que para

el primer caso µ1,2 = a± ib, por lo que e2ap = detC, para que la solución esté acotada es necesario

que la parte real satisfaga que e2ap ≤ 1 ⇒ |eap| ≤ 1, por lo que la condición de estabilidad es que

|detC| ≤ 1. Mientras que para el caso con un sólo exponente de Floquet, éste es real y para que la

solución sea estable debe cumplirse que |detC| ≤ 1 (120, 121, 122). En ambos casos, la condición

|detC| < 1 nos lleva a un tipo de estabilidad conocida como asintótica, donde las soluciones tienden

a la solución de equilibrio, en lugar de oscilar alrededor de ella como ocurre en la estabilidad usual.

Las soluciones a la ecuación de Hill están parametrizadas por λ a través del exponente de Floquet,

cuyo valor define regiones de estabilidad e inestabilidad para las soluciones. El teorema de Oscilación

(123) dice que existen intervalos de soluciones estables e inestables que se alternan de forma ordenada.

Este comportamiento es el trasfondo de la existencia de estructura de bandas de un cristal.

Consideramos el problema de determinar la función de onda ψ(x) de un electrón en un cristal

perfecto unidimensional, la periodicidad de este problema se incorpora a la ecuación de Schrödinger

independiente del tiempo a través de un potencial p-periódico2 V (x+ p) = V (x), dada por

ψ′′(x) + V (x)ψ(x) = −2m

~2
Eψ, (4.79)

con E la enerǵıa propia del electrón, m su masa y ~ la constante de Planck. El teorema de Floquet

aplicado a este problema da origen al famoso teorema de Bloch, que establece que los eigenestados o

soluciones al problema están dados por ondas planas de la forma ψnk(x) = eikxunk(x), con unk(x+

p) = unk(x) conocida como función de Bloch, mientras que k define el vector de onda de Bloch y

que toma el rol de nuestro exponente de Floquet.

1Para W = 0 las soluciones son linealmente dependientes y para W 6= 0 son linealmente independientes.
2La periodicidad del sistema recae en la determinación de la lattice de Bravais (124).
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Observamos que para este problema el parámetro λ está dado por la enerǵıa E. En mecánica

cuántica los estados de un sistema son vectores de un espacio de Hilbert, se trata de operadores

lineales hermı́ticos1, es decir, que sus valores propios son reales. El operador u observable hamilto-

niano Ĥ tiene a la enerǵıa como eigenvalor asociado, el cual siempre debe ser una cantidad real (25).

El hamiltoniano de este problema está dado por el lado derecho de la ecuación de Schrödinger.

La enerǵıa tiene dependencia del vector de onda de Bloch, E = E(k), por lo que k determina

a los valores de la enerǵıa que son admitidos en el sentido matemático, selección que resulta del

teorema de Bloch. Sin embargo, se debe cumplir la condición de que E sólo puede tomar valores

reales. La exclusión de los valores del parámetro de λ = E que no sean reales, a pesar de garantizar la

periodicidad del problema, equivale a la exclusión de los valores de λ que no garanticen la estabilidad

de las soluciones a la ecuación de Hill.

La gráfica de la enerǵıa como función del vector de onda de Bloch da lugar a una herramienta

conocida como estructura de bandas de la enerǵıa. Se trata de una gráfica que restringe su dominio

de representación a la celda unitaria que contiene precisamente un punto de la lattice del cristal en

cuestión, conocida como celda de Brillouin (25), la restricción del dominio tiene por resultado que la

enerǵıa sea una curva multivaluada. La condición de estabilidad de las soluciones nos lleva a valores

prohibidos para la enerǵıa 2, intervalos que se alternan de forma ordenada con valores admitidos

según lo establecido en el teorema de Oscilación.

La construcción de la estructura de bandas de un cristal es una tarea compleja, en este trabajo

simplificamos mucho su exposición. Lo que resaltamos es que hay valores de k para los que la enerǵıa

presenta brechas prohibidas, que se traduce en soluciones prohibidas con la condición de estabilidad

como criterio de selección. Con esta discusión en mente regresamos al problema del sistema laminado

térmico o cristal térmico.

Empleemos la estructura de bandas para estudiar el fenómeno de conducción de calor en cristales

térmicos. La ecuación de Cattaneo para el cristal térmico tiene números de onda que toman valores

complejos, corresponde al caso en que eµ1p 6= eµ2p son pares de complejos conjugados, por lo que

exigiremos a las soluciones que |Re(eµp)| < 1. Con ello garantizamos la estabilidad asintótica. Esta

restricción nos permite construir una estructura de bandas análoga al caso cuántico, pero con el

parámetro λ ∈ C.

En Esquivel (1993) (108), la estructura de bandas elástica se construye a partir de la relación

de dispersión k = k(ω), el vector de onda toma valores reales o imaginarios puros, no toma valores

1Se dice que un operador lineal Â que vive en un espacio vectorial es hermı́tico o hermitiano si bajo la operación
de producto interior del espacio cumple que < Âx, y >=< x, Â∗y > (25).

2Usualmente llamados band gap o brechas prohibidas de enerǵıa.

83
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mezclados. Obtienen la estructura de bandas del vector de onda de Floquet tomando a los valores

reales como los valores permitidos, porque para esos valores la onda se propaga en el medio, en

contra parte los valores imaginarios del vector de onda se consideran prohibidos pues la onda no

alcanza a propagarse en el medio. Muestran cómo la reflectancia de las ondas elásticas se relaciona

con la estructura de bandas. Los intervalos de frecuencias con reflectancias iguales a la unidad se

identifican con las brechas prohibidas, ya que el resultado de ambas condiciones es que las ondas no

se propagan en el medio. De forma análoga, los intervalos de frecuencias con reflectancias diferentes a

uno corresponden a bandas permitidas, ya que en esos valores de la frecuencia las ondas se propagan

en el medio. En resumen, la estructura de bandas y la gráfica de la reflectancia describen cómo se

propagan las ondas en el medio periódico y se pueden emplear como representaciones equivalentes,

equivalencia que usamos en el estudio de los espejos de Bragg térmicos.

Para el caso térmico observamos que el vector de onda térmico de Floquet k es siempre complejo,

esto implica que hay frecuencias para las que la parte real e imaginaria de k son comparables y la

reflectancia no toma los valores ĺımite 0 o 1. Debido a este comportamiento en el caso térmico no

hablamos de brechas prohibidas o bandas permitidas. Las regiones de reflectancia alta son aquellas

en las que domina el comportamiento difusivo, las identificamos con el anglicismo stop-band porque

describe a las ventanas de frecuencias de circuitos electrónicos donde la señal que circula no logra

pasar. Mientras que reflectancias bajas se asocian a intervalos de frecuencias para las que domina

el comportamiento ondulatorio y en el contexto de los circuitos electrónicos el término corresponde

al de pass-band. Observemos que en el caso de la ley de Fourier no se espera que la reflectancia

adquiera valores altos y bajos, en su lugar esperamos un comportamiento monótono creciente, como

discutimos adelante.

En la Figura 4.4 mostramos la relación que existe entre la estructura de bandas térmica y la

reflectancia R = |r|. En el panel (a) graficamos la relación de dispersión k = k(ω) de un sistema

bicapa semi-infinito en una secuencia m2-m1 de los materiales mostrados en la tabla 4.1, cada ancho

de capa está dado por d = 100µm. La ĺınea negra corresponde a la parte real del vector de onda

térmico, k′; la ĺınea roja corresponde a la parte imaginaria, k′′. En el panel (b) graficamos a R para

el mismo sistema con admitancia térmica dada por la Ec. (4.75). Mostramos ĺıneas horizontales

verdes que distinguen los intervalos de frecuencias en donde domina alguno de los comportamientos

esperados, ondulatorio o difusivo. La región I se caracteriza por tener a k′′ = 0, k′ 6= 0 y valores bajos

de R, es aśı que la onda térmica alcanza a propagarse dominando el comportamiento ondulatorio de

la señal térmica, se trata de una pass-band. En la región II observamos que k′′ 6= 0 y |k′′| < |k′|, R
alcanza valores cercanos a la unidad, frecuencias en las que domina el comportamiento difusivo y la
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(a) (b)

k · d
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Figura 4.4: (a) Gráfica de la relación de dispersión k = k(ω) de un sistema bicapa semi-infinito en
una secuencia m2-m1 de los materiales mostrados en la tabla 4.1, cada ancho de capa está dado por
d = 100µm. La ĺınea negra corresponde a la parte real de k, mientras que la ĺınea roja a la parte
imaginaria de k. (b) Reflectancia R para el sistema semi-infinito tomando la admitancia térmica de la
Ec. (4.75).

señal térmica se amortigua antes de alcanzar propagarse en el medio, es una stop-band. Notemos que

R toma los valores 0 y 1 para algunas frecuencias, a diferencia de las estructuras de bandas usuales

en donde ocurre para intervalos completos. Como ya discutimos, esto viene de que el parámetro

λ ∈ C para la ecuación de Cattaneo, en lugar de exigir que sea real como ocurre en la ecuación de

Schrödinger.

La Figura 4.4 nos ayuda a visualizar el v́ınculo entre la reflectancia y el comportamiento de la

señal térmica según lo indica la estructura de bandas: es suficiente conocer a R para esbozar la

estructura de bandas térmicas. Es aśı que tenemos las herramientas necesarias para estudiar los

sistemas periódicos multicapa que hemos titulado espejos de Bragg térmicos.

4.3. Espejos de Bragg térmicos

Los espejos de Bragg ópticos son metamateriales que se construyen a partir de alternar capas

de materiales con ı́ndices de refracción de valores contrastantes. La fabricación de espejos de Bragg

ópticos ha perseguido la construcción de sistemas ópticos y optoelectrónicos sumamente eficientes

debido a que se consiguen altos valores de la reflectancia o en su defecto, la manipulación de la misma

(125). La naturaleza ondulatoria de las soluciones a la ecuación de Cattaneo y el valor superior de

R respecto al caso ondulatorio nos invitan a explorar el diseño de espejos de Bragg térmicos, en la

sección anterior construimos una buena parte de las herramientas necesarias para su estudio.

Con el fin de mostrar el comportamiento de la reflectancia térmica, consideramos aluminio (Al)

85



4.3 Espejos de Bragg térmicos

(126) y otros dos materiales con propiedades térmicas caracteŕısticas de un tejido biológico (epidermis

y dermis) (8, 9, 127), los cuales listamos en la tabla 4.1. Como ya discutimos en el caṕıtulo 2, son

abundantes los tejidos que presentan comportamientos de tipo no-difusivo. Es de relevancia el estudio

de estos materiales biológicos, o de materiales diseñados para reproducir sus caracteŕısticas como

lo son los llamados gel-phantom (128), para entender, modelar y aplicar las teoŕıas no-difusivas de

conducción de calor.

Material Conductividad Calor Densidad Tiempo
térmica espećıfico de masa de respuesta

κ [Wm−1K−1] cV [J kg−1K−1] ρ [kg m−3] τ [s]

epidermis (m1) 0.235 3600 1500 1

dermis (m2) 0.445 3300 1116 20

Al 237 921 2707 2× 10−10

Tabla 4.1: Propiedades térmicas de los materiales usados en el ejemplo numéricos de un sistema lami-
nado, datos tomados de (8, 9). Nos referimos al tejido biológico epidermis como material 1 o m1, y al
tejido biológico dermis como material 2 o m2.

(a)

(b)

Figura 4.5: (a) Reflectancia R entre el medio etiquetado como material 1 (x < 0) y el semi-espacio hecho
de Al (x > 0); (b) Reflectancia R entre el medio etiquetado como material 1 (x < 0) y el semi-espacio
hecho de material 2 (x > 0). Las propiedades de los diferentes materiales se encuentran en la Tabla 4.1.
Como ha sido explicado en el texto la reflectancia para ondas térmicas se define como R = |r| (ĺınea
sólida), mientras que para ondas que tienen una relación cuadrática entre la potencia y el campo se tiene
que R = |r|2 (ĺınea segmentada). Para metales, como el Al, se tiene un tiempo de relajación muy pequeño
por lo que se comportan como reflectores perfectos.

Antes de pasar a la estructura de espejo de Bragg consideramos un semi-espacio (x > 0) en

contacto térmico perfecto con un sustrato hecho de epidermis (m1) (x < 0), en un caso el medio es

de Aluminio (Al) y en otro caso de dermis (m2), en la interface x = 0 estudiamos el comportamiento

de la reflectancia para cada caso. En la Figura 4.5 graficamos a la reflectancia R como una función de

la frecuencia ω. Las ĺıneas sólidas corresponden a la reflectancia dada por R = |r| como se establece

en la Ec. (4.50), mientras que las ĺıneas segmentadas corresponden a R = |r|2, expresión asociada
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a ondas cuya relación entre la potencia y el campo es cuadrática. La reflectancia para el sistema

m1-Al (ĺınea verde) muestra una débil dependencia de la frecuencia, alcanzando el valor máximo de

R = 1 en frecuencias bajas; esto se debe a que el Aluminio es un buen conductor y su tiempo de

relajación puede considerarse despreciable. Por otro lado, la reflectancia del sistema m1-m2 (ĺınea

roja) no alcanza a la unidad, consiguiendo su máximo en R = 0.6, aunque también lo hace en

bajas frecuencias, notamos que el tiempo de respuesta de m2 es superior al de Al. Ambos casos

presentan sus máximos a bajas frecuencias, este comportamiento nos permite reducir el dominio de

frecuencias a considerar en los casos de estudio (0 < ω < 30 rad/s). Esta elección es consistente con

la Figura 4.2, en donde mostramos la relación entre la longitud de onda térmica λth, longitud de

penetración δth y longitud caracteŕıstica ` para el material m1, de donde resulta que el intervalo de

frecuencias necesario para estudiar estas relaciones coincide con 0 < ω < 10 rad/s. La Figura 4.6

muestra el comportamiento de la longitud de penetración térmica como función de la frecuencia,

correspondiente a las ĺıneas sólidas para epidermis (verde), dermis (roja) y Aluminio (azul); las ĺıneas

punteadas están asociadas al valor asintótico de esta longitud de penetración dada por δth = 2α/v.

Al

m2
m1

Figura 4.6: Longitud de penetración térmica δth (en mm) como una función de la frecuencia para los
materiales mostrados en la Tabla 4.1. Las ĺıneas punteadas indican el valor asintótico dado por δth = 2α/v.

Vamos a determinar R para la configuración de tipo espejo de Bragg, lo que conseguimos al

alternar capas de dos materiales con admitancias térmicas distintas y cada una con un ancho d. Como

en el caso óptico, esperamos que la heterogeneidad del sistema impacte en obtener una reflectancia

R que alcance altos valores para distintos intervalos de frecuencia, es decir, se rompa la monoticidad

que se presenta en sistemashomogéneos semi-infinitos como el de la Figura 4.5.

4.3.1. Caso 1

Para este primer caso consideramos un espejo térmico cuya capa inicial es dermis (m2) y se

alterna con capas de epidermis (m1), el par de capas m2-m1 constituye la celda unitaria que secuen-
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ciamos para formar el espejo, el medio inicial y el sustrato del sistema se omiten como parte de la

configuración. Suponemos que el ancho de cada capa es d = 100µm.

n =  1 n =  3

n =  15

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.7: Para un espejo de Bragg térmico construido con la celda unitaria m2-m1 (tabla 4.1) con
ancho de capa d = 100µm, presentamos en (a-c) la gráfica de la reflectancia R = |r| como una función
de la frecuencia para distintos números de celdas unitarias (ĺınea sólida azul); la ĺınea roja segmentada
representa el caso periódico semi-infinito. En (d) mostramos al flujo de calor normalizado evaluado en
x = 0, se grafica como función de la frecuencia y el número de celdas unitarias. La normalización se
hace con el flujo de calor incidente, q̂0. Las ĺıneas blancas punteadas indican la posición de la banda de
frecuencias donde la señal térmica no logra propagarse en el cristal, análoga a la banda prohibida del
caso cuántico.

En los paneles (a), (b) y (c) de la Figura 4.7 mostramos a la reflectancia R = |r| como una función

de la frecuencia para distintos números de celdas unitarias. La ĺınea segmentada roja corresponde

a la reflectancia del sistema semi-infinito, por lo que usamos la admitancia térmica que se obtiene

del teorema de Floquet (Ec. (4.75)). La ĺınea sólida azul corresponde a R para el espejo de Bragg

de n celdas unitarias en donde se usa la admitancia térmica del sistema finito de la Ec. (4.48). Por

otro lado, en el panel (d) presentamos una gráfica de contorno del flujo de calor q̂ normalizado con

la magnitud del flujo de calor incidente q̂0. El eje vertical corresponde a la frecuencia, en el eje

horizontal está el número de celdas unitarias n y la escala de color corresponde a q̂/q̂0.

Observamos que los intervalos de frecuencias de alta reflectancia coinciden con bajos valores del

flujo de calor, es decir, la señal térmica no logra propagarse y funciona como stop-band. La gráfica

de contorno para el flujo de calor es una forma visualmente agradable de construir la estructura

de bandas de la Figura 4.4, los colores más brillantes corresponden a las regiones donde predomina

el comportamiento ondulatorio de la señal térmica (pass-bands). Señalamos que para pocas celdas
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unitarias (n = 3 − 5) en los paneles (a) y (b) se alcanza a definir la stop-band, delimitada por la

ĺınea blanca punteada del panel (d).

La reflectancia en la Figura 4.7 tiene la forma caracteŕıstica de la estructura de bandas de un

sistema periódico (108), pero la despojamos de la interpretación de bandas prohibidas y permitidas.

El comportamiento no-monótono de la reflectancia es consecuencia de la introducción de un tiempo

de retardo en el modelo de conducción de calor (ecuación de Cattaneo). Al resolver la ecuación de

Fourier para el sistema periódico no aparecen las ventanas de frecuencia de bajos y altos valores

para la reflectancia, se observa un comportamiento monótono para la R y por tanto para el flujo de

calor. Mostramos este comportamiento en la Figura 4.8, equivalente a la Figura 4.7(d). Usamos la

misma secuencia m2−m1 y en lugar de resolver la ecuación de Cattaneo, tomamos los tiempos de

respuesta nulos en cada material (τ1 = τ2 = 0) que equivale a resolver la ecuación de difusión o ley

de Fourier.

Determinamos el perfil de temperatura en un sistema periódico multicapa para dos modelos

de conducción el primero que considera un tiempo de respuesta del sistema ante una perturbación

térmica y conocemos como caso de Cattaneo; el segundo que supone la respuesta instantánea del

sistema ante una perturbación térmica y que corresponde a la ley de Fourier. Para ambos casos

propusimos una solución armónica en el tiempo, es decir, en ambos inducimos un comportamiento

oscilatorio en la temperatura, sin embargo sólo en el caso de Cattaneo obtenemos una estructura de

bandas térmica, comportamiento t́ıpico de la propagación de ondas en un medio periódico.

Enfatizamos que el comportamiento del flujo de calor en un sistema periódico se consigue al

determinar el comportamiento de la reflectancia. A su vez, éste es equivalente al estudio de la

relación de dispersión y la estructura de bandas. La aparición de bandas que permiten el paso de las

ondas térmicas (pass-band) y bandas que la inhiben (stop-band), sólo ocurre cuando usamos a la

ecuación de Cattaneo como modelo de conducción, no puede ser reproducido por la ley de Fourier.

En consecuencia, no es posible construir una estructura de bandas para el caso difusivo.

Que las bandas térmicas sean exclusivas de la solución a Cattaneo, las coloca como potencial

criterio experimental para verificar o descartar la existencia de las ondas térmicas. Un diseño ex-

perimental del tipo espejo de Bragg térmico puede ser un acierto en el argot de la conducción de

calor.

4.3.2. Caso 2

Al tomar a la ecuación de Cattaneo como modelo de conducción de calor en el estudio de sistemas

periódicos multicapa, se predice la existencia de estructuras de bandas térmicas. Se trata de ventanas

de frecuencias en las que se inhibe o permite el paso de ondas térmicas. La posibilidad de fabricar
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número	de	celdas	unitarias	n

Figura 4.8: Gráfica de contorno del flujo de calor normalizado (q̂/q̂0) evaluado en x = 0 para la secuencia
m2 − m1 con número de celdas unitarias n, suponemos que el tiempo de respuesta τ es nulo en cada
material, esto corresponde al caso difusivo o ley de Fourier.

dispositivos tipo espejo de Bragg térmico empuja a la variación de configuraciones de los mismos.

Al modificar la celda unitaria de un espejo de Bragg modificamos la respuesta térmica del sistema

completo. Hay diversas formas de conseguirlo, por ejemplo variando el ancho de capa, la secuencia

de los materiales, o al introducir defectos en la celda unitaria, en analoǵıa al dopaje de cristales.

En esta sección elegimos la modificación en la secuencia de la celda unitaria m1-m2, reemplazamos

una capa del material 1 (m1) por una capa aluminio (Al), también modificamos el grosor de esta

capa por d′ = 0.01d = 1µm. Es conveniente también reemplazar la celda unitaria por la secuencia

m1-m2-Al-m2, cuyo grosor pasa a ser 3.01d, en lugar de 2d. Para este caso, la reflectancia y el flujo

de calor normalizado, se presentan en la Figura 4.9.

En los paneles (a)-(c) de la Figura 4.9 mostramos a R como función de la frecuencia, nuevamente

la ĺınea sólida corresponde al caso finito con n el número de celdas unitarias, la ĺınea segmentada es

el caso semi-infinito. El panel (d) vuelve a mostrar el comportamiento del flujo de calor.

La modificación de la celda unitaria impacta en la gráfica de R, en donde surgen nuevas ventanas

de frecuencias que indicamos con los rectángulos sombreados. Observamos que la reflectancia para

n = 1 y n = 3 consigue parecerse al caso semi-infinito. Notamos que para pocas celdas unitarias

(n = 1, 3) se alcanzan a definir bien las ventanas de frecuencias con altos valores de R, no aśı con

las ventanas de frecuencias con R bajas, que aparecen bien definidas hasta que n = 15 (c). En la

analoǵıa con el estudio de cristales, la introducción de defectos permite la aparición de nuevos estados

del sistema. La modificación premeditada del comportamiento de R a través de la introducción de

defectos en la secuencia de los espejos de Bragg, es una puerta de entrada al control del flujo de

calor, caracteŕıstica deseada por ejemplo en la construcción de dispositivos electrónicos.

La Figura 4.10 refuerza la descripción del surgimiento de nuevos estados del sistema. En los
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n =  1 n =  3

n =  15

(a) (b)

(c)

(d)

(d)

número	de	celdas	unitarias	n

Figura 4.9: Para un espejo de Bragg térmico construido con la celda unitaria modificada a m2-m1-Al-m1
(tabla 4.1) con ancho de capa d = 100µm para m1 y m2, para la capa de aluminio d′ = 0.01d. Presentamos
en (a-c) la gráfica de la reflectancia R = |r| como una función de la frecuencia para distintos números de
celdas unitarias (ĺınea sólida azul); la ĺınea roja segmentada representa el caso periódico semi-infinito. En
(d) mostramos al flujo de calor normalizado evaluado en x = 0, se grafica como función de la frecuencia
y el número de celdas unitarias. La normalización se hace con el flujo de calor incidente, q̂0.

extremos mostramos a R para el caso semi-infinito para la secuencia m2-m1 (a) y para m2-m1-Al-

m1 (b), en el centro está la gráfica de contorno del flujo de calor de ambos casos. Bajos valores de

la reflectancia implican altos valores de flujo de calor, altos valores de R describen bajos valores

del flujo de calor. Notamos que la celda unitaria original (a) se carateriza por tener la ventana de

frecuencias (12,22) rad/s que inhibe el paso de la señal térmica; al introducir la capa de aluminio en

la secuencia dada por m2-m1-Al-m1 (b) la stop-band se rompe, en su lugar aparecen dos ventanas

de frecuencias que permiten el paso de las ondas térmicas.

Los metales tienen tiempos de relajación despreciables, siguen la ley de Fourier y son maleables,

ventajas que pueden motivar a usar metales para fabricar capas delgadas bien definidas y que se

introduzcan en sistemas periódicos que se describan con la ecuación de Cattaneo, es decir, sistemas

periódicos que presenten estructuras de bandas. La figura comparativa 4.10 da una muestra de la

potencialidad de modificar las propiedades del transporte de calor al simplemente introducir capas

delgadas de aluminio.
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R R

Unit cell Unit cell

(a) (b)

número	de	celdas	unitarias	n número	de	celdas	unitarias	n

Celda	unitaria	
m1-m2

Celda	unitaria	
m1-m2-Al-m1

Figura 4.10: (a) Reflectancia y flujo de calor del sistema semi-infinito construido con la celda unita-
ria m2-m1. (b) Reflectancia y flujo de calor del sistema semi-infinito construido con la celda unitaria
modificada dada por m2-m1-Al-m1.

4.3.3. La ecuación de Cattaneo a prueba

En resumen, mostramos la posibilidad de construir espejos de Bragg para ondas térmicas que

son solución de la ecuación de Cattaneo, mostramos que esta construcción no funciona si se toma

a la ley de Fourier como modelo de conducción de calor. Estos espejos se construyen al alternar

capas de materiales con tiempos de respuesta no nulos, al menos alguno de ellos. Los materiales se

caracterizan por alcanzar valores altos de la reflectancia en bajas frecuencias debido a que R = |r|, a

diferencia de otras ondas, donde existe una relación cuadrática entre el campo que genera las ondas

y el flujo de enerǵıa, por lo que la reflectancia es R = |r|2.

Modificamos la respuesta de los espejos de Bragg al introducir una capa de aluminio de ancho

menor en la celda unitaria. Observamos que en general se pueden inducir ventanas de frecuencias de

bajas o altas reflectancias al introducir modificaciones en la celda unitaria de un espejo de Bragg, es

decir, se pueden fabricar bandas que permitan el paso de las ondas térmicas o bandas que lo inhiban.

Mencionamos también la utilidad de los espejos de Bragg para demostrar o descartar la naturaleza

ondulatoria de la temperatura y el flujo de calor para los materiales cuyos tiempos de respuesta no

puedan despreciarse.

Este trabajo carece de la evidencia experimental que lo avale, es necesario comparar nuestra

propuesta con los resultados experimentales que resulten de construir los espejos de Bragg. No hay

duda en la necesidad de construir aproximaciones teóricas para describir el fenómeno de conducción

de calor fuera del régimen difusivo, sin embargo hay muchas propuestas (32). En este trabajo sólo

abordamos a la ecuación de Cattaneo, que es la propuesta que corrige la propagación con velocidad

infinita de una señal térmica, no corrige los efectos de tamaño. Respecto a este modelo nos propusimos

discutir algunos detalles que surgen al modelar las señales térmicas como señales ondulatorias: ¿Se

puede definir el vector de onda?, ¿cómo es su relación de dispersión?, ¿se reflejan las ondas térmicas?,

¿qué significa la propagación de una onda térmica?, entre otras preguntas. Con esto queremos decir
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que a pesar de haber tomado un problema pequeño aún hay mucho por discutir.

Ante la pregunta ¿dónde podemos usar las ondas térmicas?, en el siguiente caṕıtulo presentamos

otra configuración experimental donde es posible la aplicación de la ecuación de Cattaneo
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Caṕıtulo 5

Calentamiento Fototérmico de Nanopart́ıculas

En este caṕıtulo analizamos el calentamiento fototérmico de nanopart́ıculas esféricas plasmónicas

embebidas en un medio de tipo no-Fourier, el cual describimos a través de la ecuación de Cattaneo-

Vernotte. Exponemos la solución a un ejemplo numérico que asemeja la configuración de la Terapia

Fototérmica Plasmónica (PPTT) con nanoesferas de oro.

5.1. Calentamiento de nanopart́ıculas esféricas por efecto fototérmi-
co

El término nanopart́ıculas (NPs) se refiere a part́ıculas con longitud caracteŕıstica menor a los

100 nm, se pueden fabricar de diversos materiales. Los tamaños diminutos de estas part́ıculas tienen

una fuerte influencia en sus propiedades f́ısicas y qúımicas (129).

Las NPs metálicas han mostrado ser eficientes transfiriendo calor al medio en el que están em-

bebidas después de ser iluminadas con radiación electromagnética, proceso que recibe el nombre

de calentamiento fototérmico. El mecanismo de calentamiento se desarrolla de la siguiente forma:

un haz láser de alta potencia incide sobre las NPs metálicas; el campo eléctrico asociado excita los

portadores de calor de las NPs, los electrones son los portadores de calor mayoritarios en metales;

la enerǵıa que adquieren los portadores se convierte en calor y es transferida al medio que las rodea

(130). En resumen, hay dos momentos involucrados en el calentamiento: el primero, vinculado a

calentar las NPs y el segundo momento, en donde las NPs actúan como fuentes de calor del medio

en el que están inmersas.

La interacción entre la radiación electromagnética y las NPs metálicas determina el proceso de

calentamiento. El estudio de las propiedades ópticas de las NPs clarifica esta interacción. Desde la

perspectiva electromagnética, los metales se asemejan a plasmas porque cuentan con una proporción

grande de electrones de conducción móviles. La interacción en frecuencias espećıficas de luz con

algunos metales da pie a oscilaciones colectivas de los electrones de conducción que se conocen como

plasmones o modos plasmónicos (131). Al igual que en el caso de los fonones, los plasmones son

cuasipart́ıculas. A continuación describimos el proceso de absorción de enerǵıa de las nanopart́ıculas.
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5.1.1. Absorción óptica

El material, el tamaño y la forma de las NPs son factores determinantes en la absorción de

enerǵıa electromagnética, enerǵıa que después actúa como fuente de calor del medio circundante. En

este trabajo suponemos que las NPs son esferas de oro (Au) de radio R, sus propiedades dieléctricas

están dadas por ε(ω) y están inmersas en un medio de constante dieléctrica εh, por el momento no

es necesario especificar sus propiedades térmicas.

Supongamos que se ilumina la NP esférica con una onda electromagnética de longitud de onda

λ. Los electrones de la NP comienzan a oscilar por acción del campo eléctrico externo, se trata de

un campo homogéneo y su incidencia es normal, i.e. con polarización ŝ, dado por ~Eext = E0ŝe
iωt,

por lo que la respuesta de la NP está dada por el momento dipolar

~p = αem(ω) ~Eext. (5.1)

En el caṕıtulo 2, dedicado a la teoŕıa de medio efectivo, expusimos que la polarizabilidad αem de

una esfera es

αem(ω) = 4πR2 ε(ω)− εh
ε(ω) + 2εh

. (5.2)

La enerǵıa que absorbe la NP por unidad de tiempo, representada con Pabs, es proporcional a la

potencia por unidad de área que incide en la NP, llamada irradiancia I(t), con la sección transversal

de absorción σabs [m−2] como constante de proporcionalidad. Entonces, se establece que

Pabs(t) = σabsI(t). (5.3)

La enerǵıa total que absorbe la NP de la luz incidente es ET =
∫
Pabs(t)dt = σabs

∫
I(t)dt (132).

Es aśı que σabs cuantifica la enerǵıa que la NP suministra al medio que la rodea al restablecerse el

equilibrio térmico.

En general la NP no absorbe toda la enerǵıa incidente, también tiene lugar la dispersión de la

luz debido que la NP actúa como obstáculo. Sin embargo, en el caso de part́ıculas pequeñas, donde

la longitud caracteŕıstica es mucho menor a la longitud de onda de la luz incidente (R << λ), este

efecto puede despreciarse (109). Por lo que

σabs(ω) = kemIm
(
~E · ~p

)
= kemIm (αem) , (5.4)

donde kem es el número de onda de la onda incidente (133). Notamos que la polarizabilidad αem toma

valores complejos, esto se debe a que la función dieléctrica del oro ε(ω) es una función de respuesta

lineal causal y, de forma análoga a la susceptibilidad térmica K̂, sus partes real e imaginaria están
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relacionadas a través de la relaciones de Kramers-Krönig.

La función dieléctrica ε(ω) contiene la información de las frecuencias donde los plasmones se

acoplan a los campos electromagnéticos externos. La manipulación de este efecto permite incrementar

el valor de σabs y con ello se suministra mayor enerǵıa térmica al medido en el que está embebida la

NP.

En este trabajo usamos la función dieléctrica del oro que resulta del modelo de Drude, el cual

propone que los electrones del material oscilan de forma amortiguada respecto a los núcleos que se

mantienen fijos, de donde resulta la expresión

ε(ω) ≈ εb −
ω2
p

ω(ω + iτ−1
e )

, (5.5)

con εb la polarización base de los núcleos de oro; ωp la frecuencia de oscilación de plasma, relacionada

a la densidad de electrones de conducción del material; y τ−1
e , un parámetro fenomenológico que se

relaciona con el amortiguamiento que sufren los electrones (134).

En caso de que el radio de la NP sea comparable a λ, la aproximación cuasiestática no es válida,

ni tampoco la expresión de σabs en la Ec. (5.4). En su lugar se emplea la teoŕıa de Mie, la cual

describe la dispersión de una onda plana debido a la presencia de una part́ıcula esférica. Para esto

se debe resolver la ecuación de onda para los campos electromagnéticos y la sección transversal de

absorción resulta en una suma infinita de funciones de Riccati-Bessel, que se puede consultar en

(133).

Más adelante exponemos cuál es la fuente de luz apropiada para el problema, información que

influye en el valor de σabs. Una de las ventajas de usar materiales plasmónicos para las nanopart́ıcu-

las es que se consigue enerǵıa térmica altamente localizada, por lo que las NPs se convierten en

fuentes de calor muy eficientes (135). A continuación tratamos el segundo momento del proceso de

calentamiento, en donde la NP adquiere la identidad de fuente de calor.

5.1.2. Las nanopart́ıculas como fuentes de calor

La conversión de luz en enerǵıa térmica se conoce como efecto fototérmico, entre las técnicas

experimentales que aprovechan este fenómeno está la Terapia Fototérmica Plasmónica 1 o PPTT

(135). Esta técnica se usa como terapia médica para destruir tejido enfermo, consiste en introducir

NPs de oro a células cancerosas para que funcionen como agentes fototérmicos (136). Si sobre las NPs

inciden potencias altas pueden llegar a ablacionar el tejido que las rodea, aunque es suficiente elevar

la temperatura de las células cancerosas para inhabilitarlas (109). A esta técnica se le asocian retos

1Mejor conocida como PPTT acrónimo de Plasmonic Photothermal Therapy.

96



5.1 Calentamiento de nanopart́ıculas esféricas por efecto fototérmico

experimentales, por ejemplo, la falta de precisión en la distribución de los agentes que frecuentemente

dañan tejidos sanos (137). Aunque se reconoce la potencialidad médica del uso de NPs existen

discusiones respecto a la peligrosidad de introducir materiales de escala nanométrica en el cuerpo

humano, los tamaños de las NPs son comparables a las estructuras celulares lo que puede resultar

en interacciones no benéficas para la salud (138).

Nos parece muy relevante enunciar estas discusiones porque nuestro trabajo no pretende defender

y convencer sobre el uso de la PPTT, en todo caso nos declaramos incapaces de opinar al respecto.

Aśı como se detectan problemas experimentales en la técnica, observamos algunos vaćıos teóricos,

resolverlos es necesario porque debe abarcarse en la medida de lo posible todo lo relacionado al

tratamiento de estas enfermedades.

En la sección anterior abordamos la primera fase de la PPTT, que consiste en la obtención de

la sección transversal de absorción σabs que origina el calentamiento de una nanopart́ıcula de oro.

Lo que sigue es la exposición de cómo la NP de oro transfiere la enerǵıa ganada hacia el medio en

el que está inmersa. Trabajamos este problema bajo la suposición de que el medio exterior a la NP

está bien descrito por la ley de Fourier (139, 140), sin embargo, dado que el objetivo de la PPTT es

ablacionar tejidos debemos ser cuidadosos con la descripción de sus propiedades térmicas.

En el caṕıtulo 3, dedicado a la ecuación de Cattaneo-Vernotte, hicimos una revisión de materiales

que se caracterizan por tener tiempos de respuesta τ no nulos, en particular se señaló que algunos

tejidos orgánicos presentan esta cualidad. Por ejemplo, al usar una fuente armónica para calentar

tejido biológico en estructura de capa se observa una subestimación del calor transferido al sistema,

lo cual corrigen usando la ecuación de Cattaneo como modelo de conducción de calor (141); otro

caso es el calentamiento ultra-rápido de NPs embebidas en un medio que se describe con el modelo

de doble retardo, de lo que se observa un incremento en la temperatura (142).

Con esta información es que proponemos que la NP de oro de radio R está inmersa en dermis,

que es la capa inferior de la piel, un medio de tipo no-Fourier con un tiempo de respuesta no nulo

(τ 6= 0), como se muestra en la Figura 5.1. En la Tabla 5.1.2 se encuentran las propiedades térmicas

de cada material. En este trabajo presentamos un estudio detallado del calentamiento armónico de

un proceso tipo PPTT para dermis descrita con la ecuación de Cattaneo-Vernotte.

A diferencia del problema que trabajamos en el caṕıtulo 3 sobre espejos de Bragg térmicos, en

este caso la enerǵıa tiene un término de fuente s(~r, t) que consideramos en la ecuación de conservación

de la enerǵıa térmica, tal que

Cv
∂T

∂t
+∇ · ~q = s. (5.6)
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	modulada
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Figura 5.1: Sistema de estudio: consideramos una nanopart́ıcula esférica de oro de radio R con pro-
piedades térmicas (κ1, α1, τ1 = 0), embebida en un medio de tipo no-Fourier con propiedades térmicas
(κ2, α2, τ2).

Tabla 5.1: Propiedades térmicas para los materiales usados en la configuración de la Figura 5.1, donde
κ es la conductividad térmica, cv el calor espećıfico a volumen constante, α la difusividad térmica y τ el
tiempo de respuesta térmico. Los datos han sido tomados de (10, 11, 12).

Parámetro Oro (Au) Dermis Unidades

κ 317 0.445 Wm−1K−1

cv 129 3300 J kg−1K−1

α 1.20× 10−3 1.34× 10−4 m2s−1

τ 0 10 s

El objetivo es resolver la ecuación de Cattaneo en el medio compuesto por dermis en donde se ha

embebido una NP de oro calentada a través de efecto fototérmico, aśı que a partir de ahora la

información térmica que involucre τ 6= 0 siempre hace referencia a la dermis, aśı es que omitimos el

sub́ındice 2 en el planteamiento del problema.

Al vincular la ecuación de conservación de la enerǵıa con la ecuación de Cattaneo y considerando

que la velocidad térmica de la dermis está dada por v = τ/α, obtenemos la EDP de segundo orden

para la temperatura dada por

∇2T (~r, t)− 1

α

∂

∂t
T (~r, t)− 1

v2

∂2

∂t2
T (~r, t) = −1

κ
f(~r, t), (5.7)

en donde definimos a

f(~r, t) = s+ τ
∂s

∂t
, (5.8)

una nueva función de fuente pero en este caso para las ondas térmicas. El segundo término nos

recuerda la existencia de la inercia térmica, ya que al remover la fuente de enerǵıa térmica s, queda

un remanente de fuente −(τ/κ)ṡ que es suministrado a las ondas térmicas.

Con el afán de facilitar la manipulación matemática dividimos el término de fuente en una parte

que depende únicamente de las coordenadas espaciales, s1(~r), y en otra parte que contiene términos
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mixtos, s2(~r, t), es decir,

s(~r, t) = s1(~r) + s2(~r, t). (5.9)

En automático se divide la información de la fuente f ,

f(~r, t) = s1 +

(
s2 + τ

∂s2

∂t

)
. (5.10)

Siguiendo el mismo procedimiento separamos la información en el campo de temperatura T (~r, t).

Proponemos dos términos, una componente que se comporte como un término de corriente directa

Tdc(~r) sin dependencia en el tiempo, y otro término de corriente alterna Tac(~r, t), con lo que tenemos

T (~r, t) = Tdc(~r) + Tac(~r, t). (5.11)

La Ec. (5.11) satisface la ecuación de Cattaneo (Ec. (5.7)), desprendiéndose dos EDPs:

∇2Tdc = −1

κ
s1 (5.12)

y

∇2Tac −
1

α

∂

∂t
Tac −

1

v2

∂2

∂t2
Tac = −1

κ

(
s2 + τ

∂s2

∂t

)
. (5.13)

Resolvemos por separado estas ecuaciones, aunque en ambos casos empleamos la técnica de

funciones de Green independientes del tiempo (Apéndice 8.4) (116). La distribución de temperatura

T (~r, t) para r > R se obtiene resolviendo la ecuación de Cattaneo con fuentes. Establecemos como

condiciones iniciales (i) T (~r, 0) = 0 y (ii) ~q(~r, 0) = 0; mientras que las condiciones de frontera son (i)

la continuidad de la temperatura y (ii) la continuidad del flujo de calor a lo largo de la superficice

de la part́ıcula, esto es en r = R. Una vez más, no tomamos en cuenta a la resistencia térmica de

superficie porque el número de Kapitza en esta configuración es mucho menor a uno (145).

5.1.2.1. Temperatura de tipo corriente directa

La Ec. (5.12) para el término de temperatura de corriente directa Tdc es una ecuación de Poisson,

equivalente a la ecuación de un potencial electrostático φ(~r) con densidad de carga ρ(~r) dada por

∇2φ(~r) = −ρ(~r)/ε0, de (83) tenemos que la solución es

Tdc(~r) =
1

4πκ

∫
s1(~r′)

|~r − ~r′|d~r. (5.14)

Notamos que la función de Green de este caso está dada por G(~r|~r′) = G(~r − ~r′) = |~r − ~r′|−1, la

solución se ve como la convolución de la función de Green y la fuente s1. Para conocer expĺıcitamente

la solución debemos especificar cómo es la fuente, además de expandir el denominador en coherencia
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con las simetŕıas y coordenadas del problema. Vamos a regresar a esta solución más adelante.

5.1.2.2. Temperatura de tipo corriente alterna

La Ec. (5.13) es la ya conocida ecuación de Cattaneo con fuentes, le aplicamos la transformada

de Fourier en el tiempo, de donde obtenemos

∇2T̂ac(~r;ω)− k2(ω)T̂ac(~r;ω) = −1

κ
f̂2(~r;ω), (5.15)

usamos nuevamente el número de onda térmico k =
√
iω/α− (ω/v)2, mientras que f̂2 = (1+iωτ)ŝ2.

La correspondiente ecuación de Green es

∇2Ĝ(~r|~r′;ω)− k2Ĝ(~r|~r′;ω) = −1

κ
δ(~r − ~r′). (5.16)

Nos interesa describir la solución alrededor de la NP, por lo que es apropiado usar coordena-

das esféricas para el operador laplaciano. Al usar separación de variables suponiendo que Ĝ =
R(r)

r
P (θ)Q(ϕ) e insertar en la Ec. (5.16), obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones para ~r 6= ~r′

(83):



d2Fl(r)

dr2
+

2

r

dFl(r)

dr
−
[
k2 +

l(l + 1)

r

]
Fl(r) = 0,

1

sin θ

1

P

d

dθ

(
sin θ

dP

dθ

)
− m2

sin2 θ
= −l(l + 1),

1

Q

d2Q

dϕ2
= −m2,

(5.17)

donde F (r) = R(r)/r, mientras que m y l son constantes de separación. El desarrollo para encontrar

la solución se puede consultar en (116), usando superposición tenemos que

Ĝ(~r|~r′;ω) =
∞∑
l=1

l∑
m=−l

ClmFlm(ikr)Ylm(θ, ϕ), (5.18)

donde Clm son coeficientes complejos que se calculan a través de las condiciones de frontera del

problema; Ylm(θ, ϕ) son los armónicos esféricos; y Fl(ikr) = Almh
(1)
l (ikr) +Blmh

(2)
l (ikr), con h

(1)
l y

h
(2)
l las funciones de Hankel esféricas con argumento complejo (116, 144).

El método de la función de Green nos indica que el campo de temperatura T̂ac(~r;ω) para una

fuente de calor arbitraria en un espacio esférico infinito es

T̂ac(~r;ω) =

∫
r′2dr′

∫
sin θ′dθ′

∫
dϕ′f̂2(~r′;ω)Ĝ(~r|~r′;ω). (5.19)

El campo de temperatura total queda determinado con la suma T (~r, t) = Tdc(~r) + Tac(~r, t),

expresiones que se encuentran en las Ecs. (5.14) y (5.19).
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El sistema se compone de una fuente esférica inmersa en un medio homogéneo infinito. Como

ya dijimos, las coordenadas apropiadas para trabajar son esféricas, (r, θ, ϕ), con invariancia ante

rotaciones en θ y ϕ, por lo que se reduce a la dependencia a la coordenada radial r. La función

de Green reduce su dependencia a r y desde ahora anticipamos que la fuente también, por lo que

reescribimos la Ec. (5.19) como

T̂ac(r;ω) = 4π

∫
r′2f̂2(r′;ω)Ĝ(r|r′;ω)dr′. (5.20)

El problema se divide en dos regiones: la primera con r < R que es al interior de la NP, donde

ocurre el proceso de absorción de enerǵıa lumı́nica y conversión a enerǵıa térmica; la segunda con

r > R, el exterior de la NP, en donde vamos a determinar la solución a la ecuación de Cattaneo.

Las condiciones de frontera se establecen en r = R y r → ∞, por lo que en cada región hay un

problema de Green asociado (116). Aunque sólo nos interesa la solución para r > R, las condiciones

de frontera nos exigen la información de r < R.

Para 0 ≤ r ≤ R. La función de Green de esta región está dada por

G<(r|r′;ω) =
e−k1|r−r′| − e−k1(r+r′) + γ12(e−k1(2R−(r+r′)) − e−k1(2R−|r−r′|))

8πk1κ1rr′(1 + γ12e−2k1R)
, (5.21)

donde definimos el coeficiente de acumulación o de depleción

γ12 =
K̂1k1 − K̂2k2

K̂1k1 + K̂2k2

=
Y1 − Y2

Y1 + Y2
, (5.22)

el cual ya hab́ıamos usado como coeficiente de reflexión en el caṕıtulo 4. Recordamos que este

término mide cuánta enerǵıa térmica es acumulada, retardada y transferida a lo largo de una

interface, en lugar de medir la proporción de señal incidente que es reflejada. Entonces

T̂ac(r;ω) = 4π

∫ R

0
r′2f̂2(r′;ω)G<(r|r′;ω)dr′. (5.23)

Para r ≥ R. La función de Green de esta región está dada por

G>(r|r′;ω) =
1 + γ12

8πκk1rr′(1 + γ12e−2k1R)

(
e−k1(R−r′) − e−k1(R+r′)

)
e−k2(r−R). (5.24)

Entonces la solución alrededor de la esfera es

T̂ac(r;ω) = 4π

∫ ∞
0

r′2f̂2(r′;ω)G>(r|r′;ω)dr′. (5.25)

Debemos espeficar qué fuente se usa para calcular el campo de temperatura alrededor de la NP
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y sustituir en las expresiones (5.14) y (5.25).

5.1.2.3. Fuente para las ondas térmicas

Cuando se trabaja en escalas nanométricas se pueden hacer algunas concesiones, un ejemplo

es que no se necesitan fuentes de alta potencia para iluminar las NPs y alcanzar a calentarlas,

esto porque las áreas pequeñas intensifican el efecto de la absorción (109). Efecto que se suma a una

elección apropiada de la longitud de onda de la emisión para aprovechar las propiedades plasmónicas

de las NPs. En el trabajo de Baffou (2011) (146) usan un láser operando en el modo pulsado y otro

en modo continuo modulado, en este trabajo adoptamos la fuente modulada.

Una de las desventajas de usar láseres de pulsos ultracortos en PPTT es que las nanoestructuras

o nanoesferas empleadas se derriten rápidamente y se deteriora la conversión de enerǵıa lumı́nica

en calor (147). Este comportamiento es útil en técnicas espectrales para análisis de la composición

de muestras, por ejemplo la espectroscoṕıa de rompimiento inducido por laser (LIBS), que consiste

en vaporizar una muestra sólida por la acción de un láser pulsado altamente concentrado, la señal

óptica que resulta de la ablación es analizada (148). Sin embargo en PPTT no se requiere volatilizar

la muestra y las altas potencias no son necesarias. Motivo por el cual escogemos el láser operando

en modo continuo modulado.

Fuente modulada. Consideramos un láser con irradiancia modulada a la frecuencia ω0, I(t) =

I0
2

(
1 + eiω0t

)
(140), entonces la enerǵıa suministrada a la NP (r ≤ R) es

s(~r, t) = σabs
I0

2

(
1 + eiω0t

)
. (5.26)

Por lo que s1 = σabs
I0
2 y s2 = σabs

I0
2 e

iω0t. La fuente de las ondas térmicas resulta ser

f(~r, t) = σabs
I0

2
+ σabs

I0

2
(1 + iω0τ) eiω0t = f1 + f2(t), (5.27)

para r ≤ R. Al emplear la transformada de Fourier tenemos que

f̂2(~r;ω) = f0δ(ω − ω0). (5.28)

con f0 = σabs
I0
2 (1 + iω0τ) 2π.

5.1.3. Calentamiento fototérmico armónico en el tiempo usando nanopart́ıculas
de oro en un medio del tipo no-Fourier

Usando como fuente un láser modulado determinamos el término de tipo corriente directa, Tdc.

La suposición de radios pequeños nos permite aproximar la acción de la fuente al de una fuente
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constante en el origen, por lo que la Ec. (5.14) se reduce a

Tdc(r) =
σabsI0

8πκ

∫
δ(~r − ~r′)
|~r − ~r′| d~r

′ =
σabsI0

8πκ

1

|~r| =
σabsI0

8πκ

1

r
. (5.29)

Por otro lado, para el término de tipo corriente alterna, T̂ac, al sustituir la fuente en la Ec. (5.25)

y considerar que fuera del intervalo [0, R] no hay acción de la misma, obtenemos

T̂ac(r;ω) = 4πf0δ(ω − ω0)
(1 + γ12)e−k1Re−k2(r−R)

8πκk1r(1 + γ12e−2k1R)

∫ R

0
r′
(
ek1r′ − e−k1r′

)
dr′

= f0(ω)δ(ω − ω0)Θ12(R,ω)
e−k2(ω)(r−R)

r
,

(5.30)

con la función Θ12(R,ω) que se nutre de la frecuencia de modulación del láser, como vamos a ver

adelante, aśı como de la información de la NP y la dermis, de ah́ı el sub́ındice 12. Expĺıcitamente

está dada por

Θ12(R,ω) =
1 + γ12(ω)

R3k3
1(ω)

[
1 + γ12(ω)e−2k1(ω)R

] [
(Rk1(ω)− 1) + e−2k1(ω)R(Rk1(ω) + 1)

] . (5.31)

Debido a la presencia de δ(ω − ω0) es sencillo calcular la transformada de Fourier inversa de

T̂ac, con esto obtenemos la solución del campo de temperatura dependiente del tiempo Tac(r, t).

Finalmente, de las Ecs. (5.30) y (5.29) obtenemos que la solución completa T (r, t) es

T (r, t) =
R

r
Tdc

(
1 + Θ12(R,ω0)e−k2(r−R)eiω0t

)
. (5.32)

Donde recordamos que k2 = k2(ω0). Además, dado que los metales satisfacen la ley de Fourier al

interior de la nanoesfera de oro tenemos que K̂1 = κ1 y k1(ω0) =
√

ω0
2α1

(1 + i).

Discutamos la solución a la ecuación de Cattaneo (Ec. (5.32)). Regresemos al coeficiente de

acumulación γ12, sabemos que es una cantidad en general compleja para el caso de Cattaneo, es útil

en el entendimiento de la transferencia de calor de la nanoesfera. Reescribimos su expresión como

γ12 =
b12 − 1√

1+iωτ

b12 + 1√
1+iωτ

, (5.33)

con b12 = κ1√
α1
/ κ2√

α2
, se trata del coeficiente de acoplamiento interfacial de la onda térmica (116),

cuantifica la disimilitud de las propiedades térmicas que coexisten en la superficie de la nanopart́ıcula.

Cuando b12 < 1, el medio que rodea a la NP es mejor conductor térmico que la NP, mientras que si

b12 > 1, la part́ıcula es un mejor conductor que el medio exterior, favoreciendo la emisión de ondas

térmicas que se propagan en el medio hospedero. En este trabajo b12 > 1. El caso de Fourier es

recuperado para ωτ << 1 y γ12 ≈ (b12 − 1)/(b12 + 1) ∈ [0, 1].
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El perfil de temperatura de la Ec. (5.32) corresponde a una solución de tipo radiativa (83).

Notamos que en la región cercana a la fuente (a la NP) predomina el comportamiento independiente

del tiempo (R/r)Tdc, en donde hemos normalizado la distancia respecto al radio de la nanoesfera.

Mientras que lejos de la fuente toma importancia la solución dependiente del tiempo, ésta decae con

la distancia respecto a la NP como e−k
′
2(r−R)/r, el decaimiento exponencial es más rápido que el

de r−1. La parte del campo dependiente del tiempo oscila con velocidad de fase vp = ω0/k
′′
2 . Por

último, el término Θ12 depende únicamente de las propiedades térmicas de la fuente y la dermis,

por lo que este término extiende la información de la superficie de la nanoesfera a distancias lejanas

de la misma. A continuación mostramos un ejemplo numérico de la solución de Cattaneo en la

configuración de tipo PPTT.

Ejemplo

⇠ 16%
<latexit sha1_base64="wbHhvADuIy29j2I6EMbwi3BzLlk=">AAAB8HicbVBNSwMxEJ31s9avqkcvwVLwVLIi6rHgxWMF+yHdpWTTbBuaZJckK5Slv8KLB0W8+nO8+W9M2z1o64OBx3szzMyLUsGNxfjbW1vf2NzaLu2Ud/f2Dw4rR8dtk2SashZNRKK7ETFMcMVallvBuqlmREaCdaLx7czvPDFteKIe7CRloSRDxWNOiXXSY2C4RP5VUOtXqriO50CrxC9IFQo0+5WvYJDQTDJlqSDG9Hyc2jAn2nIq2LQcZIalhI7JkPUcVUQyE+bzg6eo5pQBihPtSlk0V39P5EQaM5GR65TEjsyyNxP/83qZjW/CnKs0s0zRxaI4E8gmaPY9GnDNqBUTRwjV3N2K6IhoQq3LqOxC8JdfXiXti7qP6/79ZbWBizhKcApncA4+XEMD7qAJLaAg4Rle4c3T3ov37n0sWte8YuYE/sD7/AFtPY9v</latexit><latexit sha1_base64="wbHhvADuIy29j2I6EMbwi3BzLlk=">AAAB8HicbVBNSwMxEJ31s9avqkcvwVLwVLIi6rHgxWMF+yHdpWTTbBuaZJckK5Slv8KLB0W8+nO8+W9M2z1o64OBx3szzMyLUsGNxfjbW1vf2NzaLu2Ud/f2Dw4rR8dtk2SashZNRKK7ETFMcMVallvBuqlmREaCdaLx7czvPDFteKIe7CRloSRDxWNOiXXSY2C4RP5VUOtXqriO50CrxC9IFQo0+5WvYJDQTDJlqSDG9Hyc2jAn2nIq2LQcZIalhI7JkPUcVUQyE+bzg6eo5pQBihPtSlk0V39P5EQaM5GR65TEjsyyNxP/83qZjW/CnKs0s0zRxaI4E8gmaPY9GnDNqBUTRwjV3N2K6IhoQq3LqOxC8JdfXiXti7qP6/79ZbWBizhKcApncA4+XEMD7qAJLaAg4Rle4c3T3ov37n0sWte8YuYE/sD7/AFtPY9v</latexit><latexit sha1_base64="wbHhvADuIy29j2I6EMbwi3BzLlk=">AAAB8HicbVBNSwMxEJ31s9avqkcvwVLwVLIi6rHgxWMF+yHdpWTTbBuaZJckK5Slv8KLB0W8+nO8+W9M2z1o64OBx3szzMyLUsGNxfjbW1vf2NzaLu2Ud/f2Dw4rR8dtk2SashZNRKK7ETFMcMVallvBuqlmREaCdaLx7czvPDFteKIe7CRloSRDxWNOiXXSY2C4RP5VUOtXqriO50CrxC9IFQo0+5WvYJDQTDJlqSDG9Hyc2jAn2nIq2LQcZIalhI7JkPUcVUQyE+bzg6eo5pQBihPtSlk0V39P5EQaM5GR65TEjsyyNxP/83qZjW/CnKs0s0zRxaI4E8gmaPY9GnDNqBUTRwjV3N2K6IhoQq3LqOxC8JdfXiXti7qP6/79ZbWBizhKcApncA4+XEMD7qAJLaAg4Rle4c3T3ov37n0sWte8YuYE/sD7/AFtPY9v</latexit><latexit sha1_base64="wbHhvADuIy29j2I6EMbwi3BzLlk=">AAAB8HicbVBNSwMxEJ31s9avqkcvwVLwVLIi6rHgxWMF+yHdpWTTbBuaZJckK5Slv8KLB0W8+nO8+W9M2z1o64OBx3szzMyLUsGNxfjbW1vf2NzaLu2Ud/f2Dw4rR8dtk2SashZNRKK7ETFMcMVallvBuqlmREaCdaLx7czvPDFteKIe7CRloSRDxWNOiXXSY2C4RP5VUOtXqriO50CrxC9IFQo0+5WvYJDQTDJlqSDG9Hyc2jAn2nIq2LQcZIalhI7JkPUcVUQyE+bzg6eo5pQBihPtSlk0V39P5EQaM5GR65TEjsyyNxP/83qZjW/CnKs0s0zRxaI4E8gmaPY9GnDNqBUTRwjV3N2K6IhoQq3LqOxC8JdfXiXti7qP6/79ZbWBizhKcApncA4+XEMD7qAJLaAg4Rle4c3T3ov37n0sWte8YuYE/sD7/AFtPY9v</latexit>
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Figura 5.2: La ĺınea roja corresponde a la gráfica de la parte real de la temperatura (Ec. (5.32)) como una
función de la distancia desde la superficie de la nanopart́ıcula (r/R) para tres frecuencias de modulación
distintas (a) ω0 = 1 × 103 rad/s, (b) ω0 = 1 × 104 rad/s, y (c) ω0 = 1 × 105 rad/s. La temperatura se
evalúa en cada caso en el instante t = 1/2ω0. La ĺınea verde es la solución cuando τ → 0, es decir, que la
dermis obedece la ley de Fourier. En los paneles (d), (e) y (f) mostramos la diferencia porcentual entre
las curvas de tipo Fourier y no-Fourier, diferencia que alcanza el valor máximo de 16 %.

En la Figura 5.2 mostramos el perfil de temperatura dado por la Ec. (5.32) como una función

de la distancia desde la NP y hacia el interior de la dermis medida en radios de la nanoesfera de oro

(R/r), escogemos el radio R = 50 nm. Normalizamos T (r, t) con la temperatura de tipo corriente

directa, Tdc.

En los paneles (a), (b) y (c) de la Figura 5.2 graficamos el perfil de temperatura (ĺınea roja) para

diferentes valores de la frecuencia que modula la intensidad del láser incidente, ω0 = 1×103, 1×104

y 1×105 rad/s, respectivamente. Cada curva se evalúa en el tiempo t = 1/2ω0. En cada una de estas
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5.1 Calentamiento de nanopart́ıculas esféricas por efecto fototérmico

gráficas la ĺınea verde es el perfil de temperatura para la misma configuración pero suponiendo que

la dermis o medio huésped satisfacen la ley de Fourier, solución que seguimos del trabajo de Berto

(2014) (149). Observamos que para frecuencias pequeñas (1×103 rad/s) hay una dependencia similar

en r/R para la solución de tipo Cattaneo y de tipo Fourier en el intervalo de distancias escogido.

En la frecuencia ω0 = 1 × 104 rad/s el comportamiento de la temperatura se distingue del de tipo

Fourier porque presenta oscilaciones cada vez más largas y más definidas, conforme incrementamos

la frecuencia de modulación a ω0 = 1× 105 rad/s este comportamiento es más notorio.

Definimos la diferencia porcentual entre las curvas de temperatura solución a CV (ĺınea roja) y

a la ley de Fourier (ĺınea azul) como ∆ % = 100× |TCV − TF |/TF , observamos diferencias de hasta

16 % en los paneles (c), (d) y (f) de la Figura 5.2. En el recuadro del panel (b) mostramos una

ampliación de la región alrededor del valor r/R = 1.95, éste es un caso particular de la diferencia

porcentual local máxima que es alcanzada.

Tiempo	de	retardo	

Figura 5.3: Parte real de la temperatura normalizada (Ec. (5.32)) como función de la distancia desde la
superficie de la NP para distintos valores del tiempo de retardo τ = 0 s (ĺınea azul), 2.5 s (ĺınea naranja),
5 s (ĺınea verde), 7.5 s (ĺınea roja), y 10 s (ĺınea morada). La temperatura fue calculada suponiendo que
la frecuencia de modulación es ω0 = 1× 104 rad/s. La ĺınea segmentada es la temperatura esperada para
un medio de tipo Fourier suponiendo que la NP es iluminada con una fuente de intensidad constante.

En la Figura 5.3 mostramos la influencia del tiempo de respuesta τ en el perfil de temperatura del

medio que rodea a la NP, graficamos a la temperatura como función de la distancia normalizada r/R

para distintos valores de τ . Todas las curvas se calculan suponiendo que la frecuencia de modulación

del láser incidente es ω0 = 1× 104 rad/s. Conforme crece el tiempo de respuesta, el comportamiento

oscilatorio de la temperatura es más notorio, además, para cada τ > 0 observamos que dependiendo

de la posición la temperatura es menor o igual al del caso donde τ = 0 s, tratándose aśı de la
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solución a la ley de Fourier. Con el objetivo de comparar incluimos el caso de Fourier, pero cuando

la NP está sometida a la radiación de un láser con intensidad constante (ĺınea segmentada). Una

de las consecuencias de usar la fuente modulada en lugar de una fuente constante, aún para la ley

de Fourier, se evidencia en que el perfil de temperatura que se genera con una fuente constante es

inferior en todas las distancias respecto al calentamiento armónico.

Aun con el mismo tipo de fuente armónica, la solución de Fourier y la de Cattaneo, son distintas.

No se induce el comportamiento oscilatorio en la temperatura sólo por usar una fuente de enerǵıa

armónica, como tampoco ocurre en el caso de los espejos de Bragg al proponer soluciones armónicas,

análisis que expusimos a través del número de onda térmico.

Observemos el término de inercia térmica ~q = −τ ∂~q∂t . En el caso de flujo de calor armónico radial

se convierte en τ ∂q∂t = i(ω0τ)q, dependiente de la relación entre el tiempo de retardo y la frecuencia

de modulación, ω0τ . Es aśı que para valores pequeños de ω0τ , la inercia térmica es despreciable y

el comportamiento es de tipo difusivo, entonces, aun a tiempos de respuesta grandes, si hay bajas

frecuencias de modulación el comportamiento se apega a la ley de Fourier, teniendo diferencias de

fase pequeñas y por lo tanto retardos despreciables. Conforme crece ω0τ , la inercia térmica es mayor

y el sistema adquiere caracteŕısticas del tipo no-Fourier, esto como consecuencia del retardo temporal

que plantea el modelo de Cattaneo.

En la Figura 5.4 mostramos el desfase entre la fuente periódica y el campo de temperatura para

distintos tiempos de retardo a la frecuencia de modulación ω0 = 1 × 104 rad/s, resultado directo

de la inercia térmica. En los paneles (a), (c) y (e) en la columna izquierda mostramos una gráfica

de contorno de la temperatura como una función del tiempo (eje vertical) y la distancia desde la

nanopart́ıcula (eje horizontal), la escala de color muestra la magnitud del campo de temperatura

normalizado con Tdc. Los paneles (b), (d) y (f) en la columna derecha muestran los valores de la

temperatura como función del tiempo a las distancias espećıficas r/R = 1, 2 y 3 desde la NP en

cada uno de los tiempos de respuesta τ = 0, 5, y 10 s.

Observamos lo siguiente, la señal de temperatura oscila y decae con la distancia en ambos modelos

de conducción, Fourier y Cattaneo, sin embargo la oscilación del campo de temperatura se desfasa

respecto a la fuente únicamente en el modelo de Cattaneo. En el caso de Fourier (τ = 0 s), para

cualquier valor de r/R, el perfil de temperatura está en fase con la fuente armónica, esto porque

el sistema completo siente de forma instantánea el suministro de enerǵıa proveniente del láser de

intensidad modulada. Según lo que discutimos arriba, esta condición se mantiene para sistemas con

valores pequeños de ω0τ , en donde la señal de temperatura en un tiempo dado oscila en fase con la

fuente y los máximos correspondientes a diferentes valores de r/R coinciden en el tiempo, señalado
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ω = 1 × 104 rad /s
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Figura 5.4: Mostramos el perfil de temperatura como función del tiempo y distancia normalizada r/R
con frecuencia de modulación ω0 = 1× 104 rad/s para distintos valores de τ , con (a) τ = 0 s, (c) τ = 5
s, y (e) τ = 10 s. Las ĺıneas punteadas blancas sirven como apoyo visual para mostrar el cambio de fase
conforme crece el tiempo de respuesta. Indicamos con flechas rojas el desfase en el valor máximo de la
temperatura como una función de la posición en los paneles (b), (c) y (f), para cada uno de los valores
de τ que consideramos.
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con flechas rojas en el panel (b). Al crecer el valor de ω0τ , los valores de igual temperatura se

retrasan conforme nos alejamos de la NP, como indicamos con flechas rojas en los paneles (d) y (f).

Esto significa que a un tiempo dado y para diferentes posiciones, el valor máximo de la temperatura

se desfasa en acuerdo con la inserción del retraso en la ecuación constitutiva de conducción de calor.

Comportamiento que señalamos en los paneles de la columna izquierda con una ĺınea punteada

blanca, el desfase entre T/Tdc y la fuente se relaciona con la pendiente de esta ĺınea, siendo cero

para respuesta instantánea y positiva para cuando la transmisión de enerǵıa desde la nanopart́ıcula

hacia el medio se retrasa o retiene en el cambio de material.

Mostramos un ejemplo sobre cómo la eficiencia del efecto fototérmico que emplea nanopart́ıculas

plasmónicas depende significativamente de las propiedades térmicas del medio que las rodea, como

se aprecia en la gráfica de diferencia porcentual de los modelos de conducción. La consideración

de tiempos de respuesta no nulos en la descripción de tejidos atribuye al problema de conducción

de calor, temperaturas que se comportan como ondas esféricas amortiguadas. Adicionalmente, la

diferencia de fase del perfil de temperatura respecto a la fuente de calor difieren del comportamiento

difusivo, en donde el sistema de forma instantánea responde a la transmisión de enerǵıa térmica.

El ejemplo del 16 % de diferencia porcentual máxima entre modelos (Figura 5.2) adquiere rele-

vancia en el proceso de terapia fototérmica plasmónica, se presenta una subestimación de la elevación

de la temperatura y generación de daños en tejidos sanos por el exceso de calentamiento que ocurre

al emplear como modelo de conducción a la ley de Fourier. Recalcamos que estas cifras y conclu-

siones están completamente sujetas a los materiales particulares que usamos. El simple ejercicio de

cambiar la conductividad térmica y el tiempo de respuesta del medio que rodea a la nanopart́ıcula

cambiará el resultado. De igual forma, la modificación del radio de la NP y la función dieléctrica

va a modificar la sección transversal de absorción σabs, que finalmente modificará sus propiedades

como fuente de las ondas térmicas. Otra forma de modificar la absorción es a través de la variación

de la forma de la NP, eso complicaŕıa la resolución de la ecuación de Cattaneo, sin embargo queda

como tarea pendiente.

Quedan muchas preguntas abiertas, pero quizá de las más útiles es conseguir la configuración

óptima de parámetros ópticos y térmicos para maximizar la transferencia de calor hacia tejidos, para

su implementación en la técnica de PPTT.

En resumen, para pequeñas frecuencias de modulación, o bajos valores para ω0τ , son impercep-

tibles las diferencias entre los modelos de conducción de Fourier y Cattaneo. Sin embargo, conforme

crece la frecuencia de modulación y dependiendo de la distancia desde la NP hacia el medio que

la rodea, crece la discrepancia entre los modelos, con la ley de Fourier sobreestimando el efecto del
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calentamiento. Se hace relevante la elección de la frecuencia de modulación según el valor del tiempo

de respuesta del material que rodea a la NP. El área de la fototérmica en tejidos tiene potencial en

el ámbito teórico y sobre todo, en el área experimental, en particular, el estudio de la propagación

de eso que hemos llamado ondas térmicas.

Con este caṕıtulo cerramos nuestra discusión respecto a la aplicación de la ecuación de Cattaneo

y nuestra apuesta por el estudio de las llamadas ondas térmicas. En el caṕıtulo siguiente rompemos

la condición de números de Knudsen pequeños para introducir la discusión sobre la conducción de

calor en el marco de la Termodinámica Irreversible Extendida, exposición que consideramos relevante

pero que no conseguimos profundizar en este trabajo.
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Caṕıtulo 6

Conducción de calor en el marco de la
Termodinámica Irreversible Extendida

En el caṕıtulo 3 sobre la ecuación de Cattaneo-Vernotte, discutimos cómo este modelo introduce

efectos de memoria en el problema de conducción de calor a través de la modificación de la ley de

Fourier. Este tipo de efectos son relevantes cuando se rompe la condición τ0/t
∗ << 1, con τ0 el

tiempo de relajación de los fonones y t∗ el tiempo caracteŕıstico del sistema, aunque mantenemos

las otras dos condiciones del régimen de conducción de calor difusivo, que son números de Knudsen

pequeños (Kn << 1) y temperaturas lejanas del cero absoluto (T >> 0 K).

Al mantener la condición de altas temperaturas, la modificación del número de Knudsen nos

permite identificar lo siguiente: i) para Kn << 1 la escala es macroscópica y el transporte de

enerǵıa térmica es difusivo, correspondiente a una teoŕıa clásica del calor; ii) para caminos libres

medios comparables a la longitud caracteŕıstica del sistema (Kn ' 1) la escala es mesoscópica y

estamos en un régimen no-difusivo, en donde se emplean teoŕıas semiclásicas del calor; iii) finalmente

tenemos la escala nanométrica, caracterizada por números de Knudsen grandes (Kn > 1), umbral

donde el transporte de enerǵıa también es no-difusivo pero en el que se requiere de la mecánica

cuántica (27).

Previamente consideramos el problema de conducción de calor no-difusivo que se origina al rom-

per la condición de los fenómenos lentos y admitir los efectos de memoria, en lo que sigue considera-

mos este régimen de conducción, aśı como el régimen de conducción resultado de la miniaturización

de los sistemas con Kn ' 1, admitiendo los efectos de no-localidad.

6.1. Ley de evolución de la entroṕıa

Uno de los puntos de partida en el modelado de un problema f́ısico es el planteamiento de

la ecuación de balance de una cantidad f́ısica b. Las ecuaciones de balance describen la evolución

temporal de cantidades f́ısicas extensivas en determinadas regiones del espacio. La evolución de

estas cantidades se debe a dos situaciones, la primera es el intercambio de la cantidad f́ısica con

su alrededor y que se cuantifica a través de los flujos, la segunda situación es la producción de la
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cantidad f́ısica en el interior del sistema (150). La expresión más general está dada por

∫
∂b

∂t
dV = −

∫
~Jb · n̂dS +

∫
σbdV. (6.1)

En el lado izquierdo de la ecuación tenemos la tasa de cambio por unidad de volumen de la

cantidad b, integramos sobre el volumen V que acota la región de interés. En el lado derecho tenemos

al flujo de la cantidad b a través de la superficie que rodea al sistema, ~Jb, el signo negativo responde

al hecho de que este término actúa en detrimento de b; a continuación observamos que la tasa de

producción de b, dada por σb, tiene el efecto de incrementar a b. Usando el teorema de Gauss (144),

la Ec. (6.1) convierte en

∫ (
∂b

∂t
+∇ · ~Jb − σb

)
dV = 0. (6.2)

Si el término de fuente es nulo, el integrando es positivo, y obtenemos una expresión local de la

ecuación de balance válida para cualquier volumen dada por

∂b

∂t
+∇ · ~Jb = 0. (6.3)

La ecuación de balance local no es válida en general, funciona porque σb = 0 (45).

A pesar de esta restricción, en el contexto de la termodinámica se emplea la ecuación de balance

local para describir la evolución en el tiempo de la densidad de entroṕıa s, con o sin término de

fuente, hecho conocido como la hipótesis de equilibrio local de la entroṕıa (151). La segunda ley de

la termodinámica es el principio f́ısico que nos concede este resultado. Hay distintas formulaciones

de la segunda ley de la termodinámica (26, 152), en este trabajo adoptamos el enunciado siguiente:

cualquier proceso espontáneo en un sistema aislado siempre resulta en un incremento de la entroṕıa

del sistema en cuestión (63, 153). Es aśı que la tasa de producción de entroṕıa σs, entendida como

la entroṕıa producida por unidad de volumen y unidad de tiempo al interior del sistema, satisface

la condición dada por

∫
σsdV ≥ 0, (6.4)

como esto es válido para cualquier volumen V , se garantiza que σs ≥ 0.

La ecuación de balance para la densidad de entroṕıa (Ec. (6.2)) se transforma a partir de este

principio termodinámico, de donde resulta que

∫ (
∂s

∂t
+∇ · ~Js

)
dV =

∫
σsdV ≥ 0, (6.5)
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en donde ~Js se refiere al flujo de entroṕıa, cantidad entendida como la entroṕıa por unidad de área

y tiempo que atraviesa la superficie que envuelve a V . Esto nos permite plantear la desigualdad de

balance local para la entroṕıa, escrita como

∂s

∂t
+∇ · ~Js = σs ≥ 0. (6.6)

Expresión válida para procesos irreversibles en general, alcanzando la igualdad para procesos rever-

sibles.

La Ec. (6.6) nos permite establecer diferentes modelos de conducción. El cálculo de σs, una vez

establecidas las variables intensivas de los sistemas, nos permite encontrar las ecuaciones constituti-

vas que identificamos como modelos de conducción de calor. A continuación exponemos parcialmente

el trabajo de Lebon (2008) (151) respecto a la Termodinámica Irreversible Extendida.

6.1.1. Termodinámica Irreversible Extendida

La tasa de producción de entroṕıa se construye a través del producto escalar de las variables

intensivas (variables independientes del tamaño del sistema) y sus fuerzas termodinámicas conjuga-

das, que se refieren a los gradientes de dichas variables intensivas, usualmente objetos tensoriales

que denotamos con una tilde, X̃. Entonces σs se escribe como

σs =
∑
`

~J` · X̃`, (6.7)

en donde ` indexa a las variables intensivas del sistema.

Para procesos reversibles vimos que σs = 0, esto implica que tanto los flujos como sus fuerzas

termodinámicas conjugadas son nulas. Los procesos reversibles son el objeto de estudio de la ter-

modinámica de equilibrio. Es la termodinámica de los procesos que ocurren lo suficientemente lento

tal que las variables internas de los sistemas no dependen del tiempo (152). Es aśı que el equilibrio

termodinámico se construye como una secuencia de estados de equilibrio (151) y la entroṕıa del

sistema es una constante.

Ahora bien, los casos con σs > 0 corresponden a procesos irreversibles, en esos casos los flujos

termodinámicos, que son las variables intensivas, se aproximan como funciones lineales de las fuerzas

termodinámicas (58, 151). Aproximación que garantiza la no-negatividad de la tasa de producción

de entroṕıa. Esto nos arroja el primer acercamiento a las ecuaciones constitutivas que definen a los

modelos de conducción, encontramos que

~J` =
∑
m

Lm`X̃m`, (6.8)
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con Lm` la componente `m del tensor de coeficientes fenomenológicos que denotamos con L̃, éste

aporta la información de las propiedades particulares de los materiales bajo estudio. Se asienta aśı

la Ec. (6.8) como una buena relación constitutiva. Sustituimos en la Ec. (6.7) de σs, de donde

σs =
∑
`m

L`mX̃`X̃m ≥ 0, (6.9)

la necesidad de no-negatividad de esta expresión restringe los valores de los coeficientes fenomenológi-

cos, que sumada a las relaciones de reciprocidad de Onsager-Casimir1, resultan en dos condiciones:

Lmm ≥ 0 y la propiedad de simetŕıa Lm` = L`m (151). A estas condiciones atribuimos el hecho de

que la conductividad térmica sea una cantidad definida positiva, como vimos en el caṕıtulo 1.

Algunos de los objetos de estudio de la termodinámica irreversible clásica CIT2 son las ecuaciones

de transporte. Por ejemplo, la ley de Fourier para transporte de calor, la ley de Fick para el transporte

de masa y la ley de Ohm para el transporte de carga eléctrica. Las tres ecuaciones son relaciones

lineales de respuesta instantánea. A diferencia de la termodinámica de procesos reversibles en donde

las variables de estado pueden cambiar en el espacio, en el caso irreversible se admite que las

cantidades f́ısicas o variables de estado también cambien en el tiempo. Esto implica que procesos

disipativos como los que mencionamos puedan ser estudiados.

En la termodinámica de equilibrio trabajamos con potenciales termodinámicos, se trata de fun-

ciones escalares que representan el estado termodinámico del sistema y dependen del conjunto de

variables de estado del sistema. En los procesos reversibles hemos dicho que estas variables no de-

penden del tiempo. En el caso irrversible admitimos esta dependencia. Tomemos esta suposición

para construir la ley de Fourier.

En la representación de la entroṕıa, es decir, tomando a s como potencial termodinámico, la

densidad de entroṕıa depende de la densidad de enerǵıa interna u, al trabajar con densidades ex-

cluimos la dependencia en el volumen (V ) y el número de part́ıculas (Ni). A la enerǵıa interna se

le identifica como variable lenta, porque su cambio en el tiempo es lento respecto a la capacidad de

medición, corresponde a las variables conservadas del sistema. Bajo esta consideración tenemos que

el cambio temporal de la densidad de entroṕıa es

∂s(u)

∂t
=
∂s

∂u

∂u

∂t
. (6.10)

El término (∂s/∂u) = T−1 es una ecuación de estado, define a la temperatura absoluta. Por otro

1Relaciones que deben satisfacer los coeficientes fenomenológicos debido a la invarianza ante inversiones temporales
(t → −t) de las ecuaciones de movimiento a nivel microscópico, conocida como reversibilidad microscópica, aśı como
del teorema de Fluctuación-Disipasión (26, 151)

2CIT por las siglas de Classical Irreversible Thermodynamics.
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lado, la ecuación de conservación de la enerǵıa interna es (∂u/∂t) = −∇·~q, por lo que ṡ = −T−1∇·~q.
Hasta ahora la tasa de producción de entroṕıa es σs = −T−1∇ · ~q + ∇ · ~Js ≥ 0. Reescribimos el

primer término considerando que

∇ ·
(
T−1~q

)
= ~q · ∇(T−1) + T−1∇ · ~q, (6.11)

entonces

σs = ~q · ∇(T−1) +∇ ·
(
~Js − T−1~q

)
≥ 0. (6.12)

La tasa de producción de entroṕıa tiene lugar al interior del sistema, mientras que el flujo de

entroṕıa es un intercambio entre el interior del sistema y el exterior, por lo que σs no puede quedar

definido en términos de ~Js. Con esto se encuentra que el segundo término debe ser cero, es decir,

~Js = T−1~q. (6.13)

Usando la no-negatividad de σs llegamos a que

σs = ~q · ∇T−1 ≥ 0. (6.14)

Anteriormente mencionamos que σs =
∑

`m L`mX̃`X̃m ≥ 0. Las fuerzas termodinámicas son los

gradientes de las variables intensivas del problema, la variable intensiva en este caso es T−1 definida

a través de la ecuación de estado, por lo que la fuerza termodinámica conjugada es un vector dado

por ~X = ∇T−1. Usando la expresión cuadrática para la tasa de producción de entroṕıa tenemos que

σs = L̃
(
∇T−1

)
·
(
∇T−1

)
= ~q ·

(
∇T−1

)
, (6.15)

identificamos términos y observamos que

~q = L̃∇T−1 = −
(
L̃/T 2

)
∇T = −κ̃∇T. (6.16)

Hemos llegado a la ecuación constitutiva conocida como ley de Fourier, construcción que logramos

bajo la constricción de la segunda ley de la termodinámica y la suposición de que la densidad de

entroṕıa depende únicamente de la enerǵıa interna. Esto nos lleva a una ecuación de transporte de

calor que establece una respuesta instantánea entre la variable intensiva y su fuerza termodinámica

conjugada, como discutimos en caṕıtulos anteriores.

Para introducir los efectos de memoria en el transporte de calor se introdujo un tiempo de retardo

en la ley de Fourier, lo que nos llevó a la ecuación constitutiva de Cattaneo-Vernotte. Una forma
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alternativa de llegar a esta ecuación es con la termodinámica irreversible extendida EIT1, que como

su nombre lo dice, es una extensión del método seguido en la CIT y que modifica la dependencia

de los potenciales termodinámicos incorporando variables rápidas, es decir, aquellas variables cuyo

cambio en el tiempo es muy rápido por lo que desaparecen en tiempos cortos.

La principal caracteŕıstica de la EIT es la suposición de que una descripción apropiada del

estado termodinámico del sistema debe contemplar la dependencia en variables lentas o conservadas

y de variables rápidas o no-conservadas. Describimos la dinámica de las variables lentas con sus

respectivas ecuaciones de conservación, como ocurrió con la ecuación de conservación de la enerǵıa

interna. Sin embargo, las variables rápidas precisamente se definen por no tener asociadas este tipo

de ecuaciones (154), la descripción de su dinámica es la otra caracteŕıstica del método propuesto

por la EIT.

La termodinámica irreversible extendida generaliza a la función entroṕıa, sea ς esa función, la

cual debe ser continua, diferenciable y monótonamente creciente (155). Esta función depende de las

variables lentas, en este caso la densidad de enerǵıa interna, u, aśı como de las variables rápidas,

momentáneamente las denotamos con el conjunto F. Entonces. ς = ς(u,F). En adición, se exige

que esta función satisfaga la ley de evolución de la entroṕıa, por lo que se espera que su tasa de

producción de entroṕıa sea no-negativa, σς ≥ 0. Encontramos que

∂ς

∂t
=

(
∂ς

∂u

)
F

∂u

∂t
+

(
∂ς

∂F

)
u

∂F

∂t
. (6.17)

Abusamos de la notación al escribir la derivada parcial respecto a F, entiéndase esto como la

suma de las derivadas parciales respecto a cada variable rápida. Los sub́ındices, F y u, indican que

dejamos constantes esas variables en la derivación, notación usual de termodinámica.

Las derivadas (∂ς/∂u)F y (∂ς/∂F)u son las funciones de estado del sistema, en el primer caso

retomamos la ecuación de estado de los procesos de equilibrio, de donde obtenemos que

(
∂ς

∂u

)
F

= T−1. (6.18)

Continuamos con la extensión de este resultado para las ecuaciones de estado asociadas a las variables

rápidas, por lo que se propone que (
∂ς

∂F

)
u

= T−1αF, (6.19)

con αF función de su respectiva variable rápida y de u; su carácter escalar, vectorial o tensorial, se

especifica en cada problema (154). La determinación de estas funciones, bajo la constricción de una

tasa de producción de entroṕıa no-negativa, es lo que nos lleva a las ecuaciones de constitutivas que

1EIT por la siglas de Extended Irreversible Thermodynamics.
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denominamos modelos de conducción de calor. A continuación ejemplificamos el procedimiento para

la ecuación de Cattaneo.

Conforme a lo que discutimos en el caṕıtulo 1 sobre transporte de calor de tipo difusivo, una de

las condiciones de validez del modelo de conducción difusivo es que la razón del tiempo de relajación

de los portadores de calor y el tiempo caracteŕıstico del sistema sea muy pequeña (τ0/t
∗ << 1), la

necesidad de incorporar variables rápidas implica que rompimos esta condición en los tiempos.

Ecuación de Cattaneo-Vernotte

Vamos a construir desde este método la ecuación de Cattaneo. Elevemos el flujo de calor ~q a

variable independiente del sistema, siendo esta la primer variable rápida que incorporamos al proceso

de conducción de calor. La nueva densidad de entroṕıa ς depende de la enerǵıa interna y el flujo de

calor, ς = ς(u, ~q). Tenemos que

ς̇ =

(
∂ς

∂u

)
~q

∂u

∂t
+

(
∂ς

∂~q

)
u

· ∂~q
∂t
. (6.20)

Aparece la ecuación de estado (∂ς/∂u)~q = T−1 y podemos usar la ecuación de conservación de la

enerǵıa interna sin fuentes, u̇ = −∇ · ~q. De acuerdo a la exposición de arriba, la otra ecuación de

estado se propone como (∂ς/∂~q)u = T−1~α~q. Entonces

ς̇ = −∇ · (T−1~q) + ~q · ∇T−1 + T−1~α~q · ~̇q = −∇ · ~Jς + σς . (6.21)

Al identificar términos notamos que ~Jς = T−1~q, mientras que la tasa de producción de entroṕıa

es σς = ~q · ∇T−1 + (T−1~α~q) · ~̇q. La ecuación de estado de la variable rápida se propone como

una aproximación a primer orden de la misma, es decir, ~α~q = −au~q, con au un parámetro que

puede depender únicamente de u, el signo negativo se introduce artificialmente para facilitar la

manipulación matemática. Entonces

σς = ~q ·
(
∇T−1 − T−1au~̇q

)
≥ 0. (6.22)

Notamos que para este caso la fuerza termodinámica es ~q y la estructura cuadrática de la tasa

de producción de entroṕıa se consigue con σς = Lcv~q · ~q ≥ 0, es decir,

Lcv~q = ∇T−1 − auT−1~̇q, (6.23)

al reordenar la ecuación obtenemos que

~q + µ~̇q = −κ∇T, (6.24)
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con µ = au/(TLcv) y κ = T−2L−1
cv . La Ec. (6.24) es equivalente a la ecuación de Cattaneo-Vernotte,

son la misma ecuación si logramos mostrar que µ = τ .

La ventaja fundamental de usar la EIT para formular la ecuación de Cattaneo es que usamos

una buena función como densidad de entroṕıa. Mencionamos que la entroṕıa debe ser continua,

diferenciable y monótonamente creciente, la última caracteŕıstica es una consecuencia de la segunda

ley de la termodinámica. Si se calcula la entroṕıa de CIT asociada al modelo de Cattaneo, s(u), se

obtiene una función que puede decrecer en el tiempo, lo cual es f́ısicamente inadmisible (156, 157,

158). Sin embargo, con la generalización de la entroṕıa que se hace en EIT al proponer ς(u, ~q), se

encuentra una densidad de entroṕıa que es monótonamente creciente en el tiempo (151, 154, 155).

Esta construcción remueve uno de los aspectos más problemáticos del modelo de Cattaneo, que se

refiere a la violación de la segunda ley de la termodinámica. Insistimos en que eso no la coloca como

el modelo de conducción correcto, ese juicio le corresponde la evidencia experimental, pero al menos

teóricamente sigue estando bien planteada.

Ecuación de Guyer-Krumhansl

Finalmente consideramos el caso en que el número de Knudsen es comparable o mayor a la

unidad, Kn ' 1, el transporte de calor está en uno de los reǵımenes no-difusivos. Usando el método

que plantea la EIT se incorpora una nueva variable rápida Q̃ = ∇~q, que es el flujo del flujo de calor

(159). Con esto la nueva entroṕıa generalizada es ς = ς(u, ~q, Q̃). Procedemos a calcular su derivada

en el tiempo

∂ς

∂t
=

(
∂ς

∂u

)
(~q,Q̃)

∂u

∂t
+

(
∂ς

∂~q

)
(u,Q̃)

· ∂~q
∂t

+

(
∂ς

∂Q̃

)
(u,~q)

:
∂Q̃

∂t
. (6.25)

Los dos puntos : denotan el producto escalar de tensores. Notamos que los términos que involucran

las tasas de cambio del flujo de calor se pueden interpretar como la contribución al cambio en la

entroṕıa del proceso de relajación de la perturbación térmica del sistema, es decir, son los términos

de inercia térmica. Sabemos que el primer término se hereda del modelo de conducción instantáneo.

En analoǵıa al caso anterior, la nueva ecuación de estado se propone como(
∂ς/∂Q̃

)
(u,~q)

= −T−1b̃, (6.26)

con b̃ un objeto tensorial que puede depender de las tres variables (160). Con esta información

podemos agrupar al término de tasa de producción de entroṕıa dado por

σς = ~q ·
(
∇T−1 − auT−1~̇q

)
+ T−1b̃ : ˙̃Q, (6.27)

nuevamente colocamos un signo negativo artificial para facilitar la manipulación matemática poste-
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riormente.

Se garantiza la no-negatividad de la tasa de producción de entroṕıa si tiene la forma cuadrática

σς = µ~q ·~q. Para lo cual debemos especificar el valor del último término en la Ec. (6.27). Recordamos

que Q̃ = ∇~q, en una aproximación a primer orden de su derivada temporal proponemos que ˙̃Q =

ν1∇(∇ · ~q) + ν2∇ · ∇~q. Finalmente, para completar la ecuación de estado del flujo de flujo de calor

proponemos que ~b = b~q y se garantiza la estructura cuadrática de σς . Reuniendo toda la información

encontramos que

∇T−1 − auT−1~̇q + T−1b (ν1∇(∇ · ~q) + ν2∇ · ∇~q) = ν3~q. (6.28)

Al reacomodar esta ecuación y renombrar los parámetros como κ = T−2au, τ = aν−1
3 , λ1 = ν1ν

−1
3 T−1

y λ2 = ν2ν
−1
3 T−1, llegamos a

~q + µ~̇q = −κ∇T + λ1∇(∇ · ~q) + λ2∇ · ∇~q. (6.29)

Esta ecuación es equivalente a la ecuación de Guyer-Krumhansl, obtenida a través de la linealización

de la ecuación de transporte de Boltzmann para fonones bajo la suposición de sistemas con números

de Knudsen comparables a uno (161). Los parámetros de la ecuación de Guyer corresponden a µ = τ ,

λ1 = 2`2th y λ2 = `2th, con `th el camino libre medio de los portadores de calor.

Observamos que la ecuación de Guyer contiene al modelo de Cattaneo, que a su vez contiene a la

ley de Fourier. Es decir, almacena la información de un modelo de respuesta causal que se manifiesta

en el término ~̇q. Pero no sólo eso, contiene información sobre la inhomogeneidad espacial. Notemos

que si el camino libre medio de los portadores de calor es muy pequeño, las variaciones espaciales del

flujo de calor son poco relevantes y recuperamos la ecuación de Cattaneo. Interpretamos los nuevos

términos como la existencia de un radio de influencia de lo que ocurre en cualquier punto arbitrario,

dado por `th. En otras palabras, las variaciones en un radio de longitud `th alrededor de cada punto

tienen influencia en el valor del flujo de calor del punto en cuestión, esto es lo que denominamos

como comportamiento no-local en el proceso de conducción de calor.

Debido al parentesco entre la ecuación de Guyer y las ecuaciones de Navier-Stokes (162), suele

referirse a la ecuación de Guyer como ecuación de calor hidrodinámica o del régimen hidrodinámico,

en donde el flujo de calor toma el rol de la velocidad, la temperatura el de la presión hidrostática

y `2th/κ actúa como viscosidad térmica en lugar de la viscosidad dinámica (45). Sin embargo, en el

caso térmico no aparece el término de convección y en su lugar hay un término lineal del flujo de
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calor. Para el caso estacionario en que q̇ = 0 y u̇ = 0, tenemos que

∇2~q =
κ

`2th
∇T, (6.30)

expresión idéntica a la ecuación dinámica de un fluido incompresible, la cual describe flujo laminar.

En el caso térmico se interpreta como el proceso en el que los fonones o portadores de calor viajan

sin chocar entre ellos (27).
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atomísticas

Ecuación	de	
Guyer-

Krumhansl

Ecuación	de	
Cattaneo

Ley	de	
Fourier

0

1

Respuesta	
instantánea

1

Kn
<latexit sha1_base64="ODy60Mfue4IeQXlIt0ei2m7g5Nk=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiF8FLFfsBbSib7aZdutmE3YlQQv+BFw+KePUfefPfuG1z0NYHA4/3ZpiZFyRSGHTdb6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+PWiZONeNNFstYdwJquBSKN1Gg5J1EcxoFkreD8c3Mbz9xbUSsHnGScD+iQyVCwSha6eFO9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5tfOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8MrPhEpS5IotFoWpJBiT2dtkIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoQ2nZEPwll9eJa2LqudWvfvLSv06j6MIJ3AK5+BBDepwCw1oAoMQnuEV3pyx8+K8Ox+L1oKTzxzDHzifP237jUc=</latexit><latexit sha1_base64="ODy60Mfue4IeQXlIt0ei2m7g5Nk=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiF8FLFfsBbSib7aZdutmE3YlQQv+BFw+KePUfefPfuG1z0NYHA4/3ZpiZFyRSGHTdb6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+PWiZONeNNFstYdwJquBSKN1Gg5J1EcxoFkreD8c3Mbz9xbUSsHnGScD+iQyVCwSha6eFO9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5tfOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8MrPhEpS5IotFoWpJBiT2dtkIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoQ2nZEPwll9eJa2LqudWvfvLSv06j6MIJ3AK5+BBDepwCw1oAoMQnuEV3pyx8+K8Ox+L1oKTzxzDHzifP237jUc=</latexit><latexit sha1_base64="ODy60Mfue4IeQXlIt0ei2m7g5Nk=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiF8FLFfsBbSib7aZdutmE3YlQQv+BFw+KePUfefPfuG1z0NYHA4/3ZpiZFyRSGHTdb6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+PWiZONeNNFstYdwJquBSKN1Gg5J1EcxoFkreD8c3Mbz9xbUSsHnGScD+iQyVCwSha6eFO9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5tfOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8MrPhEpS5IotFoWpJBiT2dtkIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoQ2nZEPwll9eJa2LqudWvfvLSv06j6MIJ3AK5+BBDepwCw1oAoMQnuEV3pyx8+K8Ox+L1oKTzxzDHzifP237jUc=</latexit><latexit sha1_base64="ODy60Mfue4IeQXlIt0ei2m7g5Nk=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiF8FLFfsBbSib7aZdutmE3YlQQv+BFw+KePUfefPfuG1z0NYHA4/3ZpiZFyRSGHTdb6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+PWiZONeNNFstYdwJquBSKN1Gg5J1EcxoFkreD8c3Mbz9xbUSsHnGScD+iQyVCwSha6eFO9csVt+rOQVaJl5MK5Gj0y1+9QczSiCtkkhrT9dwE/YxqFEzyaamXGp5QNqZD3rVU0YgbP5tfOiVnVhmQMNa2FJK5+nsio5ExkyiwnRHFkVn2ZuJ/XjfF8MrPhEpS5IotFoWpJBiT2dtkIDRnKCeWUKaFvZWwEdWUoQ2nZEPwll9eJa2LqudWvfvLSv06j6MIJ3AK5+BBDepwCw1oAoMQnuEV3pyx8+K8Ox+L1oKTzxzDHzifP237jUc=</latexit>

⌧0/t⇤
<latexit sha1_base64="ks52MhF4s1EN/QSo945j2zMqn7E=">AAAB8XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSKIh5qIoHgqePFYwX5gG8tmu2mXbjZhdyKU0H/hxYMiXv033vw3btsctPXBwOO9GWbmBYkUBl3321laXlldWy9sFDe3tnd2S3v7DROnmvE6i2WsWwE1XArF6yhQ8laiOY0CyZvB8GbiN5+4NiJW9zhKuB/RvhKhYBSt9NBBmnbdM3w87ZbKbsWdgiwSLydlyFHrlr46vZilEVfIJDWm7bkJ+hnVKJjk42InNTyhbEj7vG2pohE3fja9eEyOrdIjYaxtKSRT9fdERiNjRlFgOyOKAzPvTcT/vHaK4ZWfCZWkyBWbLQpTSTAmk/dJT2jOUI4soUwLeythA6opQxtS0Ybgzb+8SBrnFc+teHcX5ep1HkcBDuEITsCDS6jCLdSgDgwUPMMrvDnGeXHenY9Z65KTzxzAHzifP6jGkDY=</latexit><latexit sha1_base64="ks52MhF4s1EN/QSo945j2zMqn7E=">AAAB8XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSKIh5qIoHgqePFYwX5gG8tmu2mXbjZhdyKU0H/hxYMiXv033vw3btsctPXBwOO9GWbmBYkUBl3321laXlldWy9sFDe3tnd2S3v7DROnmvE6i2WsWwE1XArF6yhQ8laiOY0CyZvB8GbiN5+4NiJW9zhKuB/RvhKhYBSt9NBBmnbdM3w87ZbKbsWdgiwSLydlyFHrlr46vZilEVfIJDWm7bkJ+hnVKJjk42InNTyhbEj7vG2pohE3fja9eEyOrdIjYaxtKSRT9fdERiNjRlFgOyOKAzPvTcT/vHaK4ZWfCZWkyBWbLQpTSTAmk/dJT2jOUI4soUwLeythA6opQxtS0Ybgzb+8SBrnFc+teHcX5ep1HkcBDuEITsCDS6jCLdSgDgwUPMMrvDnGeXHenY9Z65KTzxzAHzifP6jGkDY=</latexit><latexit sha1_base64="ks52MhF4s1EN/QSo945j2zMqn7E=">AAAB8XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSKIh5qIoHgqePFYwX5gG8tmu2mXbjZhdyKU0H/hxYMiXv033vw3btsctPXBwOO9GWbmBYkUBl3321laXlldWy9sFDe3tnd2S3v7DROnmvE6i2WsWwE1XArF6yhQ8laiOY0CyZvB8GbiN5+4NiJW9zhKuB/RvhKhYBSt9NBBmnbdM3w87ZbKbsWdgiwSLydlyFHrlr46vZilEVfIJDWm7bkJ+hnVKJjk42InNTyhbEj7vG2pohE3fja9eEyOrdIjYaxtKSRT9fdERiNjRlFgOyOKAzPvTcT/vHaK4ZWfCZWkyBWbLQpTSTAmk/dJT2jOUI4soUwLeythA6opQxtS0Ybgzb+8SBrnFc+teHcX5ep1HkcBDuEITsCDS6jCLdSgDgwUPMMrvDnGeXHenY9Z65KTzxzAHzifP6jGkDY=</latexit><latexit sha1_base64="ks52MhF4s1EN/QSo945j2zMqn7E=">AAAB8XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSKIh5qIoHgqePFYwX5gG8tmu2mXbjZhdyKU0H/hxYMiXv033vw3btsctPXBwOO9GWbmBYkUBl3321laXlldWy9sFDe3tnd2S3v7DROnmvE6i2WsWwE1XArF6yhQ8laiOY0CyZvB8GbiN5+4NiJW9zhKuB/RvhKhYBSt9NBBmnbdM3w87ZbKbsWdgiwSLydlyFHrlr46vZilEVfIJDWm7bkJ+hnVKJjk42InNTyhbEj7vG2pohE3fja9eEyOrdIjYaxtKSRT9fdERiNjRlFgOyOKAzPvTcT/vHaK4ZWfCZWkyBWbLQpTSTAmk/dJT2jOUI4soUwLeythA6opQxtS0Ybgzb+8SBrnFc+teHcX5ep1HkcBDuEITsCDS6jCLdSgDgwUPMMrvDnGeXHenY9Z65KTzxzAHzifP6jGkDY=</latexit>Respuesta	

causal

Comportamiento	
local

Comportamiento	
no-local

Ap
ro
xim

ac
ion

es
	

ato
mí
sti
ca
s

Figura 6.1: Resumen de modelos de conducción dependiente del tamaño del número de Knudsen (eje
vertical) y la razón del tiempo de relajación de los fonones y el tiempo caracteŕıstico del sistema (eje
horizontal).

En la Figura 6.1 mostramos un esquema que resume los modelos de conducción que hemos

expuesto bajo la suposición de temperaturas lejanas del cero absoluto. El eje vertical corresponde al

tamaño del número de Knudsen y el eje horizontal a la razón del tiempo de relajación de los fonones

y el tiempo caracteŕıstico del sistema, τ0/t
∗. Observamos que para Kn << 1 y τ0/t

∗ << 1 el modelo

de conducción es difusivo, descrito con la ley de Fourier, corresponde a un modelo local e instantáneo

del fenómeno. Para la condición de Kn << 1 y τ0/t
∗ ' 1 la descripción es local en el espacio y

causal en el tiempo, en donde trabajamos con la ecuación de Cattaneo. Al también modificar el

número de Knudsen, Kn ' 1 y τ0/t
∗ ' 1, el régimen de transporte es no local y causal, en donde se

emplea la ecuación de Guyer-Krumhansl. El régimen de conducción a lo largo del recuadro punteado

corresponde a la teoŕıa mesoscópica del calor, el tránsito entre la teoŕıa clásica y la cuántica. Nuestro

esquema es burdo, en medio de cada variación de escala temporal y espacial hay muchos modelos,

para una exposión más detallada de este tema recomendamos revisar (27, 32, 37).

Con la ecuación de Guyer terminamos el repertorio de condiciones del proceso de conducción
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de calor que nos planteamos en el inicio de este trabajo. Revisiones y propuestas para modelos

de transporte de calor con números de Knudsen muy grandes, escalas temporales ultra-rápidas y

temperaturas cercanas al cero absoluto, definitivamente rebasan los alcances de este trabajo.

No podremos abordar problemas vinculados a la ecuación de Guyer, nos propusimos exponer una

de sus construcciones porque consideramos necesario dejar al menos el punto de partida de trabajos

futuros. Hay mucho qué hacer con esta ecuación, por ejemplo, la reproducción de los problemas que

avanzamos en este trabajo: la teoŕıa de medio efectivo de los sistemas mesoscópicos, la construcción

de metamateriales térmicos en mesoescala y por supuesto, la descripción de la técnica de PPTT con

esta ecuación.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

En este trabajo estudiamos el problema de conducción de calor en sólidos cuyos portadores

de calor mayoritarios son fonones. A partir del estudio de la ecuación de transporte de Boltzmann

hicimos una deducción de la ley de Fourier, modelo de tipo difusivo para la conducción de calor. Esta

aproximación nos permitió acceder a la defición de número de Knudsen, el cual empleamos como

criterio de validez de los distintos reǵımenes de transporte de calor. Establecimos como criterios de

validez del modelo difusivo las siguientes condiciones: en el espacio números de Knudsen pequeños

(Kn << 1), en el tiempo fenómenos lentos (τ0/t
∗ << 1) y temperaturas lejanas del cero absoluto

(T >> 0 K). De romper alguna de estas condiciones el modelo difusivo deja de ser el más apropiado

para describir el proceso de conducción de calor.

En este trabajo:

Propusimos dos métodos de homogeneización para obtener la conductividad térmica efectiva κe

de sistemas compuestos bifásicos, planteamos el problema en el régimen difusivo estacionario.

Para el primer método supusimos que el sistema compuesto tiene una matriz homogénea e

inclusiones altamente simétricas, tales que las coordenadas que describen al problema admiten

la separabilidad de la ecuación de Laplace. Usando las hipótesis de campo medio construimos

un método autoconsistente de homogeneización del sistema, de lo que resultó una fórmula

para κe que depende de la fracción de llenado y la forma de los componentes del sistema. El

resultado obtenido es equivalente a la fórmula de Maxwell-Garnett para inclusiones esféricas y

elipsoidales; en nuestro caso la extendimos a cilindros y cilindros de sección transversal eĺıptica.

Para el segundo método supusimos que las inclusiones son toroides inmersos en una matriz

homogénea. Determinamos la conductividad efectiva de este sistema compuesto. Dado que

las coordenadas toroidales no admiten la separación de variables de la ecuación de Laplace,

usamos el método conocido como R-separación. A través de la modificación de las condiciones

de frontera del problema, pudimos establecer una fórmula anaĺıtica para la fracción de llenado

superficial y el factor de forma del problema, con eso construimos una fórmula equivalente a

la fórmula de Maxwell-Garnett para inclusiones toroidales.
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Expusimos el modelo de conducción de calor dado por la ecuación de Cattaneo-Vernotte para

sistemas en los que τ0/t
∗ ' 1. A través de la teoŕıa de respuesta lineal planteamos el problema

de conducción de calor como un fenómeno causal. Esto nos permitió definir a la susceptibilidad

térmica generalizada, K̂(ω). Construimos las relaciones de Kramers-Krönig (KK) para las

partes real e imaginaria de K̂(ω), condición necesaria y suficiente para que una función de

respuesta sea causal. Mostramos que K̂ para la ecuación de Cattaneo satisface estas relaciones,

también las cumplen la susceptibilidad asociada al modelo de doble retardo, no aśı la ley de

Fourier. A partir de la definición general de onda planteamos el concepto de onda térmica, las

propusimos como las soluciones de la ecuación de Cattaneo-Vernotte. Discutimos su carácter

ondulatorio y expusimos una revisión bibliográfica de los datos experimentales que resultan de

esta suposición.

Empleando la ecuación de Cattaneo como modelo de conducción propusimos la configuración

de espejo de Bragg térmico. Observamos que para la misma configuración pero descrita con la

ley de Fourier, no se recupera el comportamiento oscilatorio de las reflectancias que se espera

de este tipo de sistemas. Para la descripción matemática de los espejos de Bragg definimos

los conceptos de reflectividad y reflectancia térmicas, esto nos permitió usar el formalismo de

matriz de transferencia para trabajar en una configuración multicapa finita. Al extender el

problema a un sistema semi-infinito usamos el teorema de Floquet, con el cual describimos la

estructura de bandas térmicas del problema.

Analizamos el calentamiento fototérmico de nanopart́ıculas esféricas plasmónicas inmersas

en un medio cuyo tiempo de respuesta térmico es distinto de cero. Usamos la ecuación de

Cattaneo-Vernotte como modelo de conducción para describir el perfil de temperatura de este

medio. Ejemplificamos el método construido con un caso numérico que asemeja a la configura-

ción usual de la Terapia Fototérmica Plasmónica para nanoesferas de oro embebidas en dermis,

usamos una fuente de luz modulada a la frecuencia ω0.

Expusimos el método que propone la Termodinámica Irreversible Extendida para determinar

la tasa de producción de entroṕıa y a partir de ésta encontrar las ecuaciones constitutivas

del fenómeno de conducción de calor. Mostramos que al suponer que la entroṕıa depende

únicamente de la enerǵıa interna la ecuación constitutiva es la ley de Fourier. Al generalizar

la función de entroṕıa incorporando la dependencia en variables no conservadas, que son el

flujo de calor y el flujo de flujo de calor, construimos las ecuaciones de Cattaneo-Vernotte y

Guyer-Krumhansl, respectivamente. Discutimos cómo esta aproximación resuelve el problema
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de tener una función de entroṕıa que no crece monótonamente con el tiempo para el modelo

de Cattaneo. Por otro lado, discutimos cómo la ecuación de Guyer incorpora los efectos de

memoria del modelo de Cattaneo, pero también los efectos de no-localidad asociados a la

miniaturización de los sistemas y que se reflejan en el incremento del número de Knudsen.

Aunque cada caṕıtulo atacó problemas distintos, en conjunto pretenden formar parte de una

discusión general sobre el problema de conducción de calor en sólidos. Con el riesgo de que este

trabajo retrate una discusión arcaica, consideramos pertinente cuestionar el uso generalizado de la

ley de Fourier. Hay algunos problemas teóricos insoslayables en la ley de Fourier. El primero es que

no existe una deducción de la misma que provenga de un principio variacional (14), es la evidencia

experimental quien la sustenta como modelo, aunque no en cualquier circunstancia, según expusimos

en este trabajo. El segundo problema es el incumplimiento del principio f́ısico de causalidad, punto

de partida para la propuesta de Cattaneo, Vernotte y Maxwell (4). Una vez que expusimos el modelo

de Cattaneo, a través de la incorporación de un tiempo de respuesta térmico en el modelo difusivo,

nos avocamos a exponer las consecuencias de su uso, las condiciones mı́nimas f́ısicas que lo hacen

un modelo admisible y a exponer las discusiones que se han usado para desechar ese modelo.

Comenzamos el trabajo con la propuesta de un método de homogeneización que parte de la ley

de Fourier en el caso estacionario. Es decir, usamos el modelo más sencillo en su versión más simple,

sin embargo, bajo las condiciones correctas (Kn << 1, τ0/t
∗ << 1 y T >> 0 K) pudimos aproximar

la solución a un problema no trivial, que es la determinación de las propiedades térmicas efectivas

de un sistema compuesto. Mostramos con ello la robustez de la ley de Fourier.

Este trabajo tiene el gran vaćıo de la evidencia experimental, pero aporta una revisión bibliográfi-

ca cŕıtica sobre lo que existe en la literatura sobre el tiempo de respuesta térmico. Por otro lado

propusimos dos experimentos que se describieron con la ecuación de Cattaneo.

El primer experimento propuesto consistió en la construcción de espejos de Bragg térmicos.

Planteamos un diseño que pudiera comprobar la existencia de ondas térmicas, fundamentado en que

la existencia de la estructura de bandas térmicas en un sistema estratificado es resultado directo de

la descripción ondulatoria del transporte de calor. De poder fabricar la configuración planteada y

verificar la aparición de bandas térmicas, se determinaŕıa la existencia de ondas térmicas. De forma

secundaria el diseño propuesto permitiŕıa el control del transporte de enerǵıa térmica, similar al que

se consigue en sistemas ópticos.

El segundo experimento no sirve para comprobar la existencia de las ondas térmicas, busca

mostrar las ventajas de su uso. Bajo el supuesto de que el fenómeno de conducción se describe

bien con la ecuación de Cattaneo para algunos materiales (dermis), nos propusimos mostrar las
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discrepancias entre la ley de Fourier y la ecuación de Cattaneo, en cómo debe incorporarse el efecto

de retardo de las señales térmicas para que la descripción del perfil de temperatura sea correcta.

Trabajamos con la configuración de PPTT por la vigencia del problema y la posibilidad de que

existan vaćıos teóricos en la descripción de esta terapia médica.

El cierre del trabajo nos regresó a un nivel puramente teórico. Paradójicamente terminamos con

el planteamiento de un modelo de conducción distinto a la ecuación de Cattaneo. Expusimos la

existencia de la ecuación de Guyer-Krumhansl como modelo de conducción de calor para reforzar

la idea de que hay condiciones de validez de cada modelo, aśı como debieron incorporarse efectos

de memoria en la ley de Fourier para obtener la ecuación de Cattaneo, la reducción de la escala del

sistema debe considerarse en efectos de inhomogeneidad espacial, de lo que resulta la ecuación de

Guyer. De este modelo deben reformularse todas las preguntas que surgieron con las ondas térmicas,

¿qué experimentos deben hacerse para verificar el modelo?, ¿qué aplicaciones surgen del modelo?,

son algunos ejemplos de las tareas que quedan pendientes.
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Caṕıtulo 8

Apéndice

8.1. Coordenadas elipsoidales

Consideramos a, b y c, los semi-ejes de un elipsoide, tal que a > b > c. La base canónica cartesiana

(x1, x2, x3) se relaciona con la base elipsoidal (λ, µ, ν) como

x2
1 =

(λ+ a2)(µ+ a2)(ν + a2)

(b2 − a2)(c2 − a2)
, (8.1)

x2
2 =

(λ+ b2)(µ+ b2)(ν + b2)

(c2 − b2)(a2 − b2)
, (8.2)

x2
3 =

(λ+ c2)(µ+ c2)(ν + c2)

(a2 − c2)(b2 − c2)
. (8.3)

Los correspondientes factores de escala son

hλ =

√
(λ− µ)(λ− ν)

2φ(λ)
, (8.4)

hµ =

√
(µ− ν)(µ− λ)

2φ(µ)
, (8.5)

hν =

√
(ν − λ)(ν − µ)

2φ(ν)
. (8.6)

8.2. Coordenadas eĺıptico-ciĺındricas

Consideramos cilindros con sección transversal eĺıptica con a y b los semi-ejes mayor y menor,

donde el semi-eje mayor yace en el eje x1. La distancia confocal es definida como c =
√
a2 − b2,

entonces los focos de la elipse están en F1 = (−c, 0, x3) y F2 = (c, 0, x3). Las coordenadas eĺıptico-

ciĺındricas (σ, τ, z) están relacionadas con la base canónica cartesiana como

x1 = cστ, x2 = c
√

(σ2 − 1)(1− τ2), x3 = z. (8.7)

donde σ ∈ [1,∞) y τ ∈ [−1, 1]. Los valores constantes de σ describen cilindros eĺıpticos concéntricos,

para τ constante se trata de cilindros hiperbólicos confocales, y para z constante se describen planos.
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8.3 Coordenadas toroidales

Los factores de escala están dados por

hτ = c

√
σ2 − τ2

σ2 − 1
, hσ = c

√
σ2 − τ2

1− τ2
, hz = 1. (8.8)

8.3. Coordenadas toroidales

Las coordenadas toroidales están dadas por (α, β, ϕ), que se relacionan con la base canónica

cartesiana como

x1 = c
sinhα cosϕ

coshα− cosβ
, x2 = c

sinhα sinϕ

coshα− cosβ
,

x3 = c
sinβ

coshα− cosβ
, (8.9)

donde c y el dominio de los valores permitidos para α, βϕ son definidos a lo largo del texto.

Los correspondientes factores de escala están dados por

hα = hβ =
c

coshα− cosβ
, hϕ = c

sinhα

coshα− cosβ
. (8.10)

Para el caso toroidal, las expresiones siguientes son necesarias:

1. La función para separar la ecuación de Laplace:

R(α, β) =
√

2 coshα− 2 cosβ ⇒ ∂R

∂α
=

sinhα

R
, (8.11)

y los factores de escala hα,β se pueden escribir como

hα =
2c

R2
. (8.12)

2. El elemento de superficie en coordenadas toroidales es:

dS =
4c2 sinhα

R4
dβdϕ. (8.13)

3. El campo de temperatura homogéneo es:

T0 = −J0

κ

2c sinβ

R2
⇒ ∂T0

∂α
=
J0

κ

4c sinβ

R4
sinhα. (8.14)

4. El campo de temperatura perturbativo y su derivada normal a lo largo de α es:

T ′ = RP1/2(coshα)

⇒ ∂T ′

∂α
=

sinhα

R
P−1/2(coshα) +RP 1

−1/2(coshα). (8.15)

Usando las expresiones previas para coordenadas toroidales, calculamos las siguientes integrales

usadas en el texto:
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8.4 Funciones de Green

1. ∫
T0dS = −π(8c3)

J0

k

coshα

sinh3 α
,

2. ∫
1

hα

∂T0

∂α
dS = π(8c3)

J0

k

coshα

sinh2 α
,

3. ∫
T ′dS = −π(16c2)P−1/2(coshα)Q1

−1/2(coshα),

4. ∫
1

hα

∂T ′

∂α
dS = π(8c).

8.4. Funciones de Green

Por la sencillez de su exposición y la posibilidad de extrapolar el procedimiento a dimensiones

mayores, hacemos una revisión breve sobre esta técnica para ecuaciones diferenciales ordinarias

(EDO) siguiendo la exposición de Haberman (2003) (143).

En general se representa a un operador diferencial lineal con L = d
dx

(
P (x) d

dx(·)
)

+Q(x)(·), con

P (x) y Q(x) funciones arbitrarias. Es aśı que la expresión general de una EDO no homogénea para

la función u(x), con un término de fuente f , está dada por

L(u) = f(x), (8.16)

con condiciones de frontera homogéneas en x = a y x = b, con a < b.

Consideremos a la distribución delta de Dirac δ(x− x′), se interpreta como un pulso altamente

concentrado en el punto x′, es aśı que la fuente se puede descomponer en los impulsos de cada punto

dados por

∫
f(x)δ(x− x′)dx = f(x′). (8.17)

Siguiendo la idea de la descomposición de la fuente en cada punto del dominio, construimos el

problema equivalente a la Ec. (8.16). Centremos nuestra atención en un sólo punto x′, en donde

se concentra la acción de la fuente, información que se guardará en la función G(x|x′), indicamos

con | la dependencia en x′ porque se trata de una variable auxiliar, no de la variable real de la que

depende el problema original. Es aśı que

L(G(x|x′)) = δ(x− x′), (8.18)
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8.4 Funciones de Green

con las mismas condiciones de frontera que el problema original.

Tomemos dos funciones u(x) y v(x) que satisfacen las mismas condiciones de frontera ho-

mogéneas, definimos lo siguiente

∫ b

a
(uL(v)− vL(u)) dx =

∫ b

a

(
u
d

dx

(
p
dv

dx

)
− v d

dx

(
p
du

dx

))
dx, (8.19)

el resultado de esta expresión se obtiene al integrar por partes, usando las condiciones de frontera se

encuentra que el resultado es cero. Supongamos que v = G(x|x′), donde recordamos que x′ es una

variable auxiliar, entonces se satisface que

∫ b

a

(
u(x)L(G(x|x′))−G(x|x′)L(u(x))

)
dx = 0. (8.20)

Las funciones u yG satisfacen las Ecs. (8.16) y (8.18), respectivamente, entonces podemos reemplazar

con los términos de fuente de cada caso,∫ b

a

(
u(x)δ(x− x′)−G(x|x′)f(x)

)
dx = 0. (8.21)

Al emplear las propiedades de la delta de Dirac encontramos que u(x′) =
∫ b
a G(x|x′)f(x)dx.

Podemos intercambiar variables gracias a la simetŕıa de la función de Green (144), de donde resulta

que la solución al problema inhomogéneo es

u(x) =

∫ b

a
G(x|x′)f(x′)dx. (8.22)

La solución u obtenida a través de la técnica de funciones de Green (Ec. (8.22)) es una solución

integral (144), la interpretamos como la superposición de pulsos del tipo delta de Dirac en donde

la fuente original f actúa como función de peso. Es aśı que el método para encontrar la solución u

requiere de la función de Green del problema Ec. (8.18).

Antes de abordar ese problema incrementemos el nivel de dificultad suponiendo que el problema

de la Ec. (8.16) admite condiciones de frontera inhomogéneas, esto no modifica las condiciones de

frontera del problema de Green, por lo que tenemos que

∫ b

a

(
u(x)δ(x− x′)−G(x|x′)f(x)

)
dx = P (b)u(b)

dG(x|x′)
dx′

|x′=b −P (a)u(a)
dG(x|x′)
dx′

|x′=a, (8.23)

de ah́ı que la solución para condiciones de frontera inhomogéneas resulta en

u(x) =

∫ b

a
G(x|x′)f(x′)dx′ +

(
P (x′)u(x′)

dG

dx′

)
|ba . (8.24)

Notemos que para x 6= x′, la función de Green es solución de una EDO homogénea, existen

muchos métodos para resolverlas (28). Sin embargo, para x = x′ entra en acción la delta. La forma

de abordar este problema es imponiendo las siguientes dos condiciones a la solución G(x|x′) que
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8.4 Funciones de Green

encontramos para x 6= x′: i) la función de Green en x = x′ es continua, y ii) dG(x|x′)/dx en x = x′

tiene una discontinuidad de tipo salto, es decir, se asemeja a una función de Heaviside y se obtiene

a través de la integración en una vecindad de x = x′.

Hemos hecho un esbozo del cálculo de la función de Green de problemas unidimensionales, sin

embargo nos interesan EDPs independientes del tiempo. La extensión de nuestro procedimiento in-

volucra mayores complicaciones matemáticas pero conceptualmente es la misma y se puede consultar

en (143). Es aśı que en lugar de emplear la integral de la Ec. (8.19) usamos la fórmula de Green

(143) y a partir del operador diferencial parcial L aplicado en la función de Green se encuentra que

u(~r) =

∫∫∫
f(~r′)G(~r|~r′)dV ′. (8.25)

Es necesario especificar el sistema coordenado para definir el operador diferencial L, aśı como el

elemento de volumen dV ′.
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Raúl Esquivel-Sirvent. Analysis of electromagnetic forces and causality in electron microscopy.

Ultramicroscopy, 192:80–84, 2018. 49

[72] HC Booij and GPJM Thoone. Generalization of Kramers-Kronig transforms and some ap-

proximations of relations between viscoelastic quantities. Rheologica Acta, 21(1):15–24, 1982.

49

[73] Matthew O’Donnell, ET Jaynes, and JG Miller. Kramers-Kronig relationship between ul-

trasonic attenuation and phase velocity. The Journal of the Acoustical Society of America,

69(3):696–701, 1981. 49

[74] Craig F Bohren. What did Kramers and Krönig do and how did they do it? European Journal

of Physics, 31(3):573, 2010. 49, 51

[75] John S Toll. Causality and the dispersion relation: logical foundations. Physical review,

104(6):1760, 1956. 49

[76] PH Fang. Covariance in the Kronig-Kramers relation. Physica, 31(12):1792–1795, 1965. 49
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[78] Etienne Balmès, Marc Rebillat, and Elodie Arlaud. Wave damping and evanescence: how to

combine the spatial and temporal visions of the same problem? In CFA/VISHNO 2016, pages
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