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Resumen

Los sistemas bidimensionales (2D) han acaparado la atención de la comunidad

científica en los últimos años debido a sus sorprendentes y novedosas propiedades

físicas. En estos materiales, el confinamiento 2D de los electrones y la reducción del

apantallamiento dieléctrico da lugar a interacciones fuertes entre electrones y huecos.

En el caso particular de semiconductores 2D, sus propiedades ópticas están contro-

ladas mayormente por estos estados ligados de electrón-hueco, conocidos como exci-

tones. El ejemplo prototípico de semiconductor 2D es el nitruro de boro hexagonal

(hBN) en sus versiones de monocapa y bicapa, que se caracterizan por la aparición

de fuertes efectos excitónicos y su luminiscencia en el ultravioleta (UV). Estas ca-

racterísticas vuelven al hBN un candidato ideal para su aplicación en dispositivos

opto-electrónicos.

Por otro lado, las bicapas de hBN pueden ser rotadas una respecto a la otra

para formar los llamados patrones de moiré. Al variar el ángulo de rotación, las

propiedades electrónicas y ópticas del hBN cambian drásticamente. Uno de los efectos

más sorprendentes en bicapas rotadas de hBN es la aparición de bandas planas sin la

necesidad de ángulos mágicos. Esto podría aumentar los efectos de correlación y, por

lo tanto, mejorar las propiedades excitónicas de dicho sistema. Por estas razones es

que en esta tesis se estudian las propiedades excitónicas de bicapas rotadas de hBN.

Para ello, los excitones son descritos por medio de la ecuación de Bethe-Salpeter en

su versión de ‘segundos principios’, la cual provee un Hamiltoniano efectivo para los

pares electrón-hueco. El modelo desarrollado es un extensión del método usado en

la referencia (1). Por medio de este modelo fue posible estudiar las energías y las

funciones de onda excitónicas de bicapas rotadas de hBN a un ángulo de 21.78◦.
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A pesar de que en esta tesis sólo se ha estudiado un único ángulo de rotación, el

formalismo aquí desarrollado puede aplicarse a un sin fin de ángulos (para patrones

de moiré conmensurables o no), si los recursos computacionales lo permiten.



Abstract

Two-dimensional materials (2D) have drawn the attention of the science commu-

nity in the last years because of ther novelty physical properties. in these materials

the 2D electronic confinement and the reduction of dielectric screening creates strong

interactions between electrons and holes. In the particular case of 2D semiconductors,

their optical properties are mainly controlled by these paired electron-hole states ca-

lled excitons. The main example of 2D semiconductor is the hexagonal boron nitride

(hBN) in monolayer and bilayer versions that are characterized by strong exciton

effects and their ultraviolet luminiscence. This features make of the hBN a perfect

candidate for opto-electronic devices.

Moreover, the hBN bilayers can be twisted to make a moiré pattern. By changing

the rotation angle between layers, the electronic ans optic properties of the materrial

change. One of the most surprising effects in twisted bilayers of hBN is the presence of

flat bands in their electronic structure without the need of a magic angle. This could

increase correlation efects and hence excitonic properties of the system. Because of it,

twisted bilayers of hBN were studied in this work. For this purpose, the excitons were

described by means of the Bethe-Salpeter Equation (BSE) on its second principles

version, which provides an effective Hamiltonian for the electron-hole pairs. The model

developed is an addition to the method used in (1). With this model we were able to

study the excitonic energies and wave functions of bilayer hBN twisted at 21.78◦. Even

though in this work only one rotation angle was studied, the developed formalism can

be applied to an endless group of rotated systems (even if they are commensurate or

not), as long as computational resources allow it.
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Capítulo 1

Introducción

La ingeniería de los materiales es el área que estudia cómo cambian las propieda-

des magnéticas, eléctricas y/u ópticas de los materiales al ser deformados, dopados o

al incluirles vacancias (10; 11; 12). Este campo se vio ampliamente enriquecido con

el descubrimiento de la familia de los materiales bidimensionales (2D), pues además

de las modificaciones anteriores, las propiedades físicas de estos pueden modificarse

al apilar monocapas de ellos, ya sea del mismo tipo o no, ver figura 1.1. Estos nuevos

materiales se conocen como heterostructuras de van der Waals debido a que las di-

versas capas apiladas se mantienen unidas gracias a interacciones de esta naturaleza

(2).

El caso más simple de heterostructuras de van der Waals es el correspondiente al

Figura 1.1: Los materiales bidimensionales se pueden apilar como bloques de legos
para dar lugar a un material con características únicas de él mismo. Fig. de Geim,
A.K., et al. (2)
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

Figura 1.2: Patrones de moiré para bicapas rotadas con
8.8 y 4.4 grados (3)

Figura 1.3: Patrones de moiré para bicapas rotadas con
8.8 y 4.4 grados (3)

Figura 1.4: Patrones de moiré formados por bicapas rotadas de redes hexagonales

apilamiento de únicamente dos monocapas de materiales 2D, conocidas como bicapas.

A pesar de la sencillez de este tipo de sistemas, sus propiedades físicas pueden ser

completamente diferentes a las de sus contrapartes de una sola capa o tridimensio-

nales. Por ejemplo, debido al confinamiento cuasi 2D, estos materiales presentan una

fuerte interacción luz-materia que da lugar a una amplia variedad de excitaciones de

tipo dipolar, como fonones activos en el infrarrojo (13), excitones en semiconductores

2D (14) y plasmones en materiales 2D dopados (15).

Otra de las formas más comunes de modificar las propiedades físicas de las bi-

capas 2D es por medio de la creación de patrones de moiré, los cuales se consiguen

al apilar dos monocapas con parámetros de red distintos o al apilar dos materiales

iguales y rotar una de las capas con respecto a la otra. En la figura 1.5, se presen-
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Figura 1.5: superred de moiré para
grafeno

Figura 1.6: patrón de moire en una bi-
capa rotada de grafeno

tan algunos ejemplos de patrones de moiré obtenidos por medio de la rotación de

dos redes hexagonales 2D idénticas, por ejemplo grafeno o nitruro de boro hexagonal

(hBN). Es importante mencionar que las propiedades de los sistemas rotados depen-

den fuertemente del ángulo de rotación y pueden dar lugar a fenómenos exóticos y

novedosos. Por ejemplo, las bicapas de grafeno rotado cerca del ángulo mágico dan

lugar a estados superconductores y a fases aislantes correlacionadas (16; 17). Esto es

una consecuencia de la aparición de bandas planas en la estructura de bandas (18).

Dado que estas bandas casi no dispersan, dan lugar a densidades de estado altas, lo

que induce fuertes interacciones de Coulomb entre los electrones del sistema. Esta

fuerte correlación da lugar a las fases cuánticas exóticas observadas en bicapas de

grafeno rotadas (19).

A pesar del interés en las bicapas de grafeno rotadas, el problema con este sistema

es que los fenómenos mencionados se observan en su ángulo mágico el cual es muy

pequeño, aproximadamente 1.1◦, lo que hace muy difícil su producción en masa y

además complica su descripción teórica pues la super red de moiré correspondiente

es extremadamente grande, ver figuras 1.5 y 1.6. Afortunadamente, existen sistemas

rotados que exhiben bandas planas sin la necesidad de ángulos mágicos. De estos

materiales, quizás el más conocido y estudiado sean las bicapas rotadas de hBN (20).

Las monocapas y bicapas normales de hBN son sistemas semiconductores con brecha

energética grande (alrededor de 5.5 eV) cuyas propiedades ópticas están dominados

por estados ligados de pares electrón-hueco (también conocidos como excitones) (21).
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Figura 1.7: Representación ilustrativa de un electrón y un agujero unidos por una
interacción que forman una cuasipartícula llamada excitón

Debido a esto, son excelentes candidatos para su aplicación en dispositivos opto-

electrónicos, como celdas fotovoltaicas (22) o sensado de luz en el ultravioleta (23).

Es evidente que con la aparición de bandas planas en bicapas rotadas de hBN, sus

propiedades excitónicas serán más fuertes y podrían dan lugar a estados cuánticos

exóticos de forma similar a lo que ocurre en bicapas de grafeno rotadas.

Por todos los motivos anteriores, en esta tesis se estudian las propiedades exci-

tónicas de bicapas de hBN rotadas. El objetivo principal es desarrollar un modelo

teórico de segundos principios que permita la descripción de las propiedades excitó-

nicas del sistema antes mencionado, al menos a un nivel cualitativo. Para este fin se

estudia un único ángulo de rotación, a saber, θ = 21.78◦. Los detalles del modelo y

las aproximaciones usadas para construirlo se detallan más adelante.

Una de las principales diferencias entre los materiales bidimensionales y tridimen-

sionales son las llamadas propiedades excitónicas. Un excitón es una cuasipartícula

compuesta por una interacción electrón-agujero, este fenómeno se da al promover un

electrón de la banda de valencia a una banda de conducción, dejando como resultado

un hueco en la banda de valencia, ver figura 1.7. Estas dos partículas no son indepen-

dientes una de la otra ya que interactúan por medio de una interacción de Coulomb

atractiva, tal que ambas están correlacionadas por lo que es útil considerarlas juntas

como una cuasipartícula.

Los materiales bidimensionales semiconductores presentan un apantallamiento

dieléctrico menor al de su contraparte tridimensional, pues las líneas de campo salen

fuera del plano del material en vez de apantallar la interacción eléctrica, ver figura
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Figura 1.8: A la izquierda, líneas de campo que salen del material. A la derecha cambio
en la energía de enlace Ref.(4)

1.8. Por lo tanto se espera que los excitones dominen las propiedades ópticas de dichos

materiales.

Para finalizar, la presente tesis se organiza como sigue: después de esta breve

introducción, en el capítulo 2 se presentan explícitamente las hipótesis centrales y los

objetivos de este trabajo, en el capítulo 3 se da una breve reseña de las propiedades

electrónicas de las bicapas de hBN descritas por medio de un Hamiltoniano de amarre

fuerte de una partícula. En el capítulo 4, a manera de marco teórico, se da un breve

resumen sobre la teoría del densidad de la funcional y se deduce la ecuación de Bethe-

Salpeter en la aproximación de GW. La aplicación de la ecuación de Bethe-Salpeter a

bicapas normales y rotadas de hBN se realiza en el capítulo 5. Ahí mismo se detallan

las aproximaciones usadas y se obtiene la forma explícita de la ecuación de Bethe-

Salpeter como un problema efectivo de amarre fuerte en el espacio real. Los resultados

obtenidos son discutidos en el capítulo 6. Finalmente, las conclusiones se presentan

en el capítulo 7.



Capítulo 2

Hipótesis y objetivos

2.1. Hipótesis

Las hipótesis centrales de este documento son las siguientes:

i) Las propiedades excitónicas de bicapas rotadas de hBN pueden ser descritas,

cualitativamente, por un modelo efectivo de segundos principios. El modelo

consiste en escribir la ecuación de Bethe-Salpeter como un Hamiltoniano efectivo

de amarre fuerte para pares ligados electrón-hueco.

ii) La interacción directa de Coulomb y los efectos de intercambio de los pares

electrón-hueco están bien descritos por un potencial modelo del tipo Keldysh

en bicapas rotadas de hBN.

Con el fin de comprobar o rechazar dicha hipótesis se propusieron diversos obje-

tivos, los cuales están detallados en la siguiente sección.

2.2. Objetivos

2.2.1. Objetivo general

El objetivo principal de esta tesis es el siguiente:

6
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Desarrollar un modelo efectivo de segundos principios, basado en la ecuación de

Bethe-Salpeter en espacio real, que permita describir las propiedades excitónicas

de bicapas rotadas de hBN.

2.2.2. Objetivos específicos

Para llegar al objetivo general es necesario cumplir una serie de objetivos parti-

culares:

i) Construir un modelo de amarre fuerte con orbitales tipo pz para describir las

propiedades electrónicas de una partícula de bicapas normales y rotadas de

hBN, ajustando sus parámetros a cálculos ab initio que incluyan correcciones

de cuasipartícula.

ii) Construir la representación matricial de la ecuación de Bethe-Salpeter en espacio

real, usando como entrada las funciones de onda y energías de una partícula

obtenidas del Hamiltoniano de amarre fuerte con orbitales pz. Esto incluye: a)

calcular la parte cinética y la parte de interacción del kernel de la ecuación de

Bethe-Salpeter.

iii) Ajustar los parámetros de la representación matricial de la ecuación de Bethe-

Salpeter de modo que esta describa de la mejor manera posible los resultados

previos obtenidos de primeros principios para bicapas normales de hBN.

iv) Aplicar el modelo a una bicapa rotada de hBN.



Capítulo 3

Nitruro de boro hexagonal

El nitruro de boro hexagonal (hBN) es un material bidimensional compuesto por

dos subredes triangulares compenetradas, una de átomos de nitrógeno y otra de áto-

mos de boro que juntas forman una red hexagonal con simetría P6mm. Puede existir

como monocapa, multicapas con distintos tipos de apilamientos o en bulto.

El hBN es un semiconductor con un band gap grande, de 5 a 7 eV dependiendo de

la configuración. Por ejemplo, la monocapa de hBN tiene un band gap directo cercano

a 7 eV en el punto K. Y en cambio, existe una diferencia notable entre la monocapa

de hBN y las multicapas, debido a que al pasar de la monocapa a la bicapa, el band

gap pasa a ser indirecto (24) con un valor aproximado de 7.8 eV.

Debido al valor de su band gap este material ha traído interés en ser usado como

emisor en el ultravioleta. Estas características convierten al nitruro de boro en un

candidato interesante para ser usado en dispositivos optoelectrónicos como detectores

o celdas solares en la región del UV lejano. En la figura 3.1 se muestra en espectro

de fotoluminiscencia (PL) de una monocapa de hBN (5).

Cabe mencionar que existen distintos distintos tipos de apilamientos para mul-

ticapas de hBN. En el caso de la bicapa, los más estables son el AA’ y el AB. En

el apilamiento AA’ los anillos hexagonales están apilados uno directamente encima

del otro con los átomos B y N alternándose en el eje de apilamiento. En cambio en

la configuración AB, un anillo hexagonal está recorrido con respecto al otro, tal que

solo la mitad de los átomos están apilados uno encima de otro, en este caso N y B

8



CAPÍTULO 3. NITRURO DE BORO HEXAGONAL 9

Figura 3.1: Espectro de PL de una monocapa de hBN. Gráfica tomada de la referencia
(5)

alternados, y cada átomo de la otra mitad está en el centro de un anillo hexagonal.

Ver figura. 3.4

El cambio en el acomodo de los átomos tiene un gran efecto sobre el traslapamiento

de los orbitales atómicos entre los planos adyacentes y por consiguiente, tiene un gran

impacto en su estructura electrónica como se muestra en fig.3.5.

Figura 3.2: Apilamiento AA’ Figura 3.3: Apilamiento AB

Figura 3.4: Ilustraciones de los posibles tipos de apilamiento en capas de hBN (6)

Se hace enfásis en la configuración AA’ de apilamiento de capas de hBN ya que

esta es la configuración que se usa como base para las bicapas rotadas de hBN al

insertar un ángulo de rotación θ entre las capas. Si se tienen los vectores base de red

v1 y v2, en este caso
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Figura 3.5: Estructura de bandas y el band gap acorde al tipo de stacking de hBN en
configuraciones AA, AA’, AB, AB1’, y AB2’ de izquierda a derecha. De (7)

v1 = a(1, 0)

v2 = a
(√

3, 1
)
/2.

(3.1)

entonces los vectores de la superred de moiré L1 y L2 están dados por

L1 = m1v1 +m2v2

L2 = −m2v1 + (m1 +m2)v2.
(3.2)

El ángulo de rotación θ entre capas puede ser expresado en términos de los coefi-

cientes m1 y m2

cos (θ) = m2
1 + 4m1m2 +m2

2
2(m2

1 +1 m2 +m2
2)
. (3.3)

El ángulo más grande correspondiente a los coeficientes m1 = 2 y m2 = 1 es de

θ = 21.79◦.



Capítulo 4

Marco Teórico

La descripción teórica de las propiedades electrónicas y ópticas de los diferentes

materiales puede abordarse desde diferentes esquemas. Sin embargo, experimental-

mente lo usual es caracterizar a estos sistemas por medio de su interacción con la luz,

es decir, lo que se observa en el laboratorio son los espectros de emisión y absorción de

los materiales. El enfoque teórico para entender estos espectros consiste de un modelo

que describe al material y su interacción con la luz y es conocido como espectroscopia

teórica. La idea general es sencilla, partiendo de un modelo dado se busca predecir los

resultados observados experimentalmente. Al comparar con la evidencia experimental

es cuando se decide si el modelo aplicado es válido o no. Es este tipo de comparaciones

lo que nos permite mejorar nuestro entendimiento de la física subyacente a los datos

experimentales.

Puede decirse que la espectroscopia óptica puede realizarse desde dos enfoques dis-

tintos. El método ab initio y los métodos semi empíricos o semi analíticos. El primer

método, como su nombre lo indica, busca describir las propiedades físicas de un sis-

tema dado desde primeros principios, esto es, el modelo ab initio no tiene parámetros

que deban ajustarse a datos experimentales. La principal ventaja de este método es

su generalidad, pues siempre se busca incluir todos los posibles, al menos hasta donde

la complejidad del modelo lo permite. Desafortunadamente, la complejidad de estos

modelos hace que los resultados sean difíciles de entender, sin mencionar la enorme

cantidad de recursos computacionales que necesitan. Por otro lado, los métodos semi

11
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empíricos se basan modelos mucho más simples que son construidos bajo ciertas sim-

plificaciones y aproximaciones, haciendo que su rango de validez sea muy limitado,

si bien es cierto que con una demanda computacional mucho más baja. Debido a su

simplicidad, los modelos semi empíricos o también llamados de ‘segundos principios’

no son tan generales como los métodos ab initio y generalmente requieren paráme-

tros que son específicos del sistema bajo estudio. Además, estos parámetros tienen

que ser obtenidos de datos experimentales o de cálculos de primeros principios, de

aquí el sobrenombre ‘segundos principios’. La fortaleza de estos modelos es su capaci-

dad para poder tratar sistemas mucho más complejos que los que pueden estudiarse

por primeros principios e, incluso frecuentemente, con un mejor entendimiento de los

principales fenómenos físicos implicados en el sistema, pues uno es capaz de aislar la

contribución de diferentes fenómenos.

Ya se ha mencionado que el objetivo de esta tesis es desarrollar un modelo de

segundos principios que nos permita describir y entender las propiedades ópticas de

bicapas rotadas de hBN, sin embargo resulta ilustrativo bosquejar como funcionan

los métodos de primeros principios que fueron usados para ajustar los parámetros

de nuestro modelo. Por tal motivo, en lo que sigue se describirá primeramente el

formalismo de la teoría del funcional de la densidad (DFT por sus siglas en inglés) y

en segundo lugar la teoría de perturbaciones de muchos cuerpos en la aproximación

de GW.

4.1. Teoría del Funcional de la Densidad (DFT)

Para calcular las propiedades electrónicas y ópticas de los materiales, uno parte

del estudio de un sistema de N electrones en presencia de un potencial externo Vext.

Usando el la teoría cuántica uno podría obtener toda la física del sistema al resolver

la ecuación de Schroedinger del Hamiltoniano de muchos cuerpos de este sistema, en

unidades atómicas donde ℏ = m = 1
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H =
∑

i

−1
2∇

2
ri + Vext + 1

2
∑
i,j

1
|ri − rj|

= T + Vext + Ve−e

(4.1)

Donde el término T corresponde a la energía cinética de los electrones, el término

Vext corresponde al potencial externo al cual están sometidos los electrones del sistema

y Ve−e la interacción entre electrones.

Sin embargo no es trivial solucionar esta ecuación para más de dos partículas, por

lo que en principio su dificultad crece al aumentar el número de partículas. Es en este

punto donde se han propuesto diferentes acercamientos para abordar este problema,

en particular, la teoría del funcional de la densidad (DFT) le da la vuelta al problema

de resolver la complicada ecuación de Schrödinger de muchos cuerpos de una forma

sencilla y elegante.

La teoría del funcional de la densidad se basa en el planteamiento de Hohenberg y

Kohn (25) de que todas las propiedades de estado base del sistema interactuante de

muchos cuerpos pueden ser expresadas como funcionales de la densidad electrónica

n(r), por lo que en principio bastaría encontrar el mínimo del funcional de la energía

E[n] que corresponde a la densidad electrónica de estado base. Aunque los teoremas de

Hohenber-Kohn demuestran que dicho funcional debe existir (25), no nos dicen nada

acerca de su forma explícita. Afortunadamente, Kohn y Sham propusieron una forma

de separar los términos en la expresión del funcional de la energía al tomar como

referencia un sistema no interactuante (26). Esta separación consiste en una parte

de energía cinética del sistema no interactuante T0, en un término de interacción de

Hartree EH , una parte del potencial externo
∫
n(r)Vext(r)dr y, finalmente, todos los

demás efectos importantes son incluidos en un funcional de intercambio-correlación,

Exc, el cual incluye la diferencia entre la energía cinética del sistema interactuante y

el no interactuante y la contribución de los efectos de intercambio-correlacción. De

tal suerte, en lugar de resolver la ecuación (4.1), únicamente se tiene que minimizar

el siguiente funcional de la energía E[n] con respecto a la densidad, el cual es la suma
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los términos descritos,

E[n] = T0[n] + EH [n] +
∫
n(r)Vext(r)dr + Exc[n]. (4.2)

Hay que mencionar que esto debe hacerse de manera autoconsistente. Para esto, pri-

mero se calculan las funciones de onda, ϕi, del sistema no interactuante con ecuaciones

de Schroedinger con el siguiente Hamiltoniano,

[
−1

2∇
2 + Vext + VHartree + Vxc

]
· ϕi(r) = ϕi(r)ϵi (4.3)

donde el Hamiltoniano incluye un término de energía cinética, el potencial externo, el

potencial de Hartree y el potencial de intercambio-correlación. La suposición básica

es que este sistema de referencia, el cual no contiene interacciones por construcción,

tiene la misma densidad electrónica de estado base que el sistema interactuante dada

por,

n(r) =
∑

i

fi|ϕi(r)|2, (4.4)

con fi la ocupación del i-ésimo estado. Sin embargo, la solución a esta ecuación

está condicionada a la elección de la forma del funcional de intercambio correlación

Exc[n]. Existen distintas aproximaciones a este término, siendo la más común de

ellas la aproximación de densidad local o LDA por sus siglas en inglés (27). En esta

aproximación, el funcional de intercambio correlación toma la siguiente forma,

ELDA
xc =

∫
n(r)εe

xc [n(r)] dr (4.5)

donde εe
xc(n(r)) es la energía de intercambio-correlación por electrón en un gas de

electrones homogéneo. Existen otras aproximaciones al funcional de intercambio-

correlación como la aproximación GGA por sus siglas en inglés de Aproximación

de Gradiente Generalizado (28), en la cual para corregir la aproximación LDA se

añadió una expansión trunca en términos de los gradientes del funcional Exc[n], con

la precaución de añadir funciones que modifiquen el comportamiento de los grandes
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gradientes, tal que el funcional de intercambio correlación en general es de la forma,

EGGA
xc [n] = ELDA

xc [n] +
∫
d3reGGA

xc (n(r),∇n(r)) (4.6)

tal que existen múltiples formas para la función eGGA
xc (n(r),∇n(r))

La teoría DFT es una herramienta muy útil en cuanto al cálculo de las propiedades

del estado base de un sistema dado. Sin embargo, su validez es limitada a la hora de

obtener formalmente las energías de excitación, aunque en repetidas ocasiones los

cálculos DFT dan una muy buena aproximación a ellas (29),(30), (31).

4.2. Teoría de muchos cuerpos y GW

Para tener excitaciones en la descripción de un sistema tomamos como referencia

el experimento de fotoemisión. Se tiene un sistema de N electrones, si se retira uno

entonces se tiene fotoemisión directa, en cambio, si se añade uno se tiene fotoemisión

inversa. (32) Al tener éstos cambios se inserta el concepto de cuasipartícula. Una cua-

sipartícula se puede visualizar como el electrón o agujero adicional en el sistema que

interactúa con sus alrededores con una nube de polarización. Entonces es conveniente

pensar en una función de Green de un cuerpo, ya que ésta describe la probabilidad

de que el electrón (agujero) se propague de r1 a r2 en el intervalo de tiempo (t2 − t1),

por ello también se puede ver a la función de Green como un propagador (33).

G(r1, r2ω) = ĺım
η→0+

∑
s

ϕs(r)ϕ∗
s(r′)

[
Θ(ϵs − EF )
ω − (ϵ− iη) + Θ(ϵs − EF )

ω − (ϵ+ iη)

]
(4.7)

Así, si se calculan los polos de G en la ec.4.7, su parte real corresponde a las

energías de excitación del sistema y su parte compleja da información del tiempo de

vida de las cuasipartículas, es decir, la parte real corresponde a su energía y la parte

imaginaria al inverso de su tiempo de vida. (32)

La ecuación de movimiento para la función de Green está dada por una ecuación

de Dyson.

Una ecuación de Dyson es una forma general para ir de una función G0 del siste-
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ma no interactuante a la función de Green G del sistema interactuante debido a la

presencia de un potencial adicional V̂ (34). Donde la coordenada 1 contiene tanto la

coordenada espacial r1 como su etiqueta temporal t1, de la forma 1 = r1 t1.

G(1, 2) = G0(1, 2) +G0(1, 3)V̂ (3)G(3, 2) (4.8)

Aun cuando el campo es espacialmente no local y no instantáneo, podemos escribir

la siguiente ecuación de Dyson.

[
∂

∂t1
− h(r1)

]
G(1, 2) −

∫
d3Σ(1, 3)G(3, 2) = δ(1, 2) (4.9)

Con G0 la función de Green no interactuante y Σ la auto-energía, la cual incluye

dentro de si todas las interacciones posibles.

Dentro de la teoría de varios cuerpos, se tienen las ecuaciones de Heidin (35) las

cuales son un conjunto de ecuaciones autoconsistentes. Estas se construyen usando

una teoría de perturbaciones siguiendo el camino de respuesta lineal considerando la

variación de G con respecto a una perturbación externa (35).

G = G0 +G0ΣG (4.10)

Σ = ΣH + iGWΓ (4.11)

P = iGGΓ (4.12)

W = v + vPW (4.13)

Γ = δ + δΣxc

δG
GGΓ (4.14)

con Γ la función vértice, P el operador de polarización y W el potencial dinámi-

camente apantallado, W = ε−1v, de la cual se hablará más a fondo en la siguiente
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sección.

Las ecuaciones de Hedin pueden ser resueltas autoconsistentemente por medio

de varias iteraciones, sin embargo no se asegura que una mayor iteración lleve a un

mejor resultado por lo que para sistemas reales nunca se obtiene esta autoconsistencia.

Para simplificar el problema se pueden ignorar las correcciones del vértice, se toma la

forma más simple de la función vértice como, Γ(42, 3) = δ(23)δ(24), (33) insertando

la aproximación de fase aleatoria, RPA por sus siglas en inglés, a la polarizabilidad,

P (1, 2) ≈ P0(1, 2) ≡ −iG(1, 2+)G(2, 1+) (4.15)

Teniendo el vértice de esta forma se tiene un apantallamiento basado en la crea-

ción de pares electrón-hueco no interactuantes. Cuando P se evalúa con funciones de

Green de partícula independiente, P es la respuesta al potencial total de partícula

independiente.

Como segunda consecuencia se simplifica la expresión de la autoenergía.

ΣGW (1, 2) = iG(1, 2)W (2, 1+) (4.16)

que puede ser vista como la perturbación a primer orden en W, ya que las con-

tribuciones de mayor orden están contenidas en las correcciones al vértice. A esta

aproximación se le conoce como aproximación GW.

Cabe recalcar que en GW las energías de un electrón son las energías de adición

o remoción, ya que este formalismo contiene la respuesta del sistema de N electrones

al añadir o remover un electrón a cualquier orbital molecular virtual o desocupado,

por lo que el cálculo de la estructura de bandas con GW es uno de los métodos

más refinados. Sin embargo, el cálculo de las energías GW necesita de un poder

computacional considerable, además de requerir un largo tiempo de computo por lo

que, esta metodología esta prácticamente descartada para sistemas grandes de más

de 100 átomos.

Por otra parte, recordamos que la regla de oro de Fermi da la probabilidad por

unidad de tiempo para que un electrón inicialmente en el estado ϕi sea transferrido
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al estado ϕj con la absorción de un fotón de energía ℏω de la forma

Pi→j = 2π
ℏ

(
eA0

mc

)2
| ⟨ϕj| eiq·re · p |ϕi⟩ |2δ(Ej − Ei − ℏω) (4.17)

con p el operador momento, dado un campo EM entrante de la forma

A(r, t) = A0eei(q·r−ωt) + c.c. (4.18)

Además para un sistema en equilibrio térmico los estados electrónicos se ocupan

acorde a la distribución de Fermi-Dirac, y sabemos que la parte imaginaria de la

función dieléctrica y la taza de transición microscópica W (b, ω) (Regla de oro de

Fermi para absorción y emisión con la ocupación acorde a la regla de Fermi Dirac),

esta dada por

ϵ2(q, ω) = 2πℏc2

ω2
1
V

W (q, ω)
A2

0
(4.19)

Entonces la función dieléctrica puede ser escrita de la forma

ϵ(q, ω) = 1 + 8πe2

m2
1
V

∑
ij

| ⟨ϕj| eiq·re · p |ϕi⟩ |2

(Ej − Ei)2/ℏ2
[f(Ei − f(Ej)]

Ej − Ei − ℏω − iη
(4.20)

Así, considerando éstas dos teorías (DFT y GW) con las energías obtenidas por

medio de una u otra podemos calcular la función dieléctrica macroscópica. Entonces

es posible calcular las propiedades ópticas del sistema dentro de la aproximación

dipolar.

Sin embargo, es importante notar que aquí se tiene una aproximación de partícula

independiente o (cuasipartícula independiente en el caso GW) dentro de la aproxi-

mación RPA, por lo cual ambos métodos están limitados y no incluyen efectos de dos

partículas tales como la presencia de excitones. Para incluir estos efectos es necesario

usar la ecuación de Bethe-Salpeter (BSE) tema que se aborda en la siguiente sección.
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4.3. Ecuación de Bethe-Salpeter

Nos interesa la espectroscopia de excitaciones neutras, es decir, donde no se re-

mueven ni añaden partículas del sistema sino que solamente se busca medir la proba-

bilidad de excitar un electrón de una banda de valencia a una banda de conducción.

En general, podemos hacer un cálculo DFT, obtener el band gap y corregir su valor

con un cálculo GW pero esto no implica que cuando se realice un experimento de

absorción óptica, se mida el band gap de cuasipartícula. En general, en un experi-

mento de absorción se ve el gap óptico, el gap en el semiconductor puede estar a una

energía menor que el band gap de cuasipartícula. Esto es debido a que el par electrón

excitado-hueco, interactúan uno con el otro a través de la interacción de Coulomb

que baja la energía tal que la energía del par ligado es menor con respecto a la de la

partícula independiente.

Entonces, es necesario tomar en cuenta la interacción electrónica entre partícu-

las con la ecuación de Bethe-Salpeter (BSE) la cual pretendemos derivar usando un

acercamiento de dependencia temporal. Para este fin, nos concentraremos en la fun-

ción respuesta del sistema electrónico después de que ha sido excitado por un campo

electromagnético, por ejemplo, debido a un láser.

Suposición

Tomamos excitaciones neutras donde no se remueven ni añaden partículas al

sistema

Empezando de la ecuación de movimiento de la matriz de densidad y luego para

la función respuesta podremos cubrir la interacción electrón hueco y excitones.

Sabemos cómo calcular el espectro de absorción óptico de un sistema usando teoría

de perturbaciones a primer orden, con la regla de oro de Fermi descrita en la sección

anterior y tomando en cuenta que la absorción esta dada por la parte imaginaria de

la función dieléctrica, a partir de la cual sabemos que

Abs(ω) ≈
∑
cvk

D2
cvkδ(ω − (Eck − Evk)) (4.21)
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la cual nos da la probabilidad de que un electrón sea excitado de la banda de

valencia a la banda de conducción. Es tal que nos da la fuerza óptica y las excitaciones,

las cuales son las energías de transiciones electrónicas de una sola partícula, siendo

este el espectro de absorción.

Ahora, tomamos como ejemplo el espectro óptico de LiF que se distingue por estar

dominado por un excitón fuertemente ligado, así que una aproximación de partícula

independiente no logra describir la forma del espectro observado experimentalmente.

Ver figura. 4.1 (8) La curva verde indica el espectro medido experimentalmente, por

lo que se aprecia que la curva roja correspondiente a una aproximación de partícula

independiente, en este caso RPA, no coincide con los datos de la curva verde. El

experimento exhibe un pico grande a energías menores lo que indica una presencia

de excitaciones debajo del band-gap. Por otra parte, la curva azul es el resultado de

añadir interacción electrón-agujero por medio de BSE.

Figura 4.1: Comparación del espectro de absorción de LiF calculado con RPA, BSE
con los datos experimentales Ref.(8)

para tener una mejor predicción debemos de modificar la expresión de la ec. 4.21tal

que ahora si se tome en cuenta esta interacción electrón agujero.

Abs(ω) ∝
∑

λ

|
∑
cvk

Acvk
λ D2

cvk|2δ(ω − Eλ) (4.22)

Aqui estamos sumando sobre un nuevo conjunto de estados λ que ahora corres-

ponden a los excitones, y la fuerza óptica ahora está dada por una combinación lineal
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de todas las transiciones de una sola partícula, cada una pesada por sus factores de

peso excitónicos Acvk. En particular, los picos del espectro de absorción ya no serán

energías de excitación de una sola partícula si no que serán las energías de excitón

Eλ. El problema en cuestión ahora pasa a ser como encontramos estas cantidades, ya

que es necesario resolver la ecuación BSE.

Si aplicamos esta expresión ec.4.22 para la absorción óptica, obtenemos una buena

predicción del experimento. De hecho, la interacción electrón-agujero es extremada-

mente importante en sistemas 2D o laminares. Por ejemplo en una monocapa de hBN,

si se observa la absorción de partícula independiente, el inicio del band gap de cuasi-

partícula esta en 7.3 eV, pero si se añade BSE es completamente distinta la absorción

óptica que se obtiene, en particular la absorción empieza 2 eV debajo del band gap de

cuasipartícula. Ver fig.4.2 Así que en sistemas de bajas dimensiones es crucial añadir

la interacción electrón-agujero.

Figura 4.2: Espectro de absorción calculado con dos niveles de teoría para hBN

La razón por la cual sucede esto es porque en sistemas de bajas dimensiones la

interacción electrónica está débilmente apantallada como se aprecia en la fig.1.8, aquí

las líneas de campo entre electrón y agujero están en su mayor parte en el espacio

vacío , así que el apantallamiento es mucho más débil que aquel en el bulto.
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Figura 4.3: Apantallamiento en nitruro de boro

Para derivar la ecuación BSE existen varios acercamientos. Aquí seguimos la vía

de respuesta linear donde se busca llegar a la ecuación de movimiento para la función

respuesta δχ(12)
δt

de la siguiente manera.

4.4. Ecuación de Bethe-Salpeter a partir de teoría

de respuesta lineal

Empezamos con la descripción del estado base del sistema electrónico, usamos un

Hamiltoniano de Hartree-Fock de una partícula,

H0 = Te − Ve-N + V H[ρ0] + Σx[ρ0], (4.23)

donde Te es la energía cinética del electrón, Ve−N es el potencial de interacción

entre el electrón y el núcleo. V H es el potencial de Hartee, Σx es la parte de intercambio

y ρ0 es la matriz de densidad en equilibrio.

Después de diagonalizar H0 se obtienen las energías y estados de una partícula

H0 |n⟩ = En |n⟩ . (4.24)

La matriz de densidad de equilibrio puede ser escrita en esta base de la siguiente
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manera,

ρ0(r) = ⟨ρ̂0(r)⟩ =
〈∑

n

|φn(r)|2 ĉ†
nĉn

〉
=
∑

n

|φn(r)|2 fn, (4.25)

donde fn son las ocupaciones de los estados y φn(r) = ⟨r|n⟩ funciones de Bloch.

Para el caso de semiconductores a temperatura cero fn es uno o cero.

Ahora queremos obtener el Hamiltoniano dependiente del tiempo como respuesta

a un potencial externo U(t) dependiente del tiempo,

H(t) = H0 + U(t) + ∆V H[ρ(t)] + ∆Σx[ρ(t)]. (4.26)

Los últimos dos términos representan las correcciones a los funcionales de densidad

de la densidad de estado base V H [ρ0] y Σx[ρ0] debido a la aplicación de un campo

externo U(t),

∆V H[ρ(t)] = V H[ρ(t)] − V H[ρ0] (4.27)

∆Σx[ρ(t)] = Σx[ρ(t)] − Σx[ρ0] (4.28)

La matriz de densidad dependiente del tiempo está dada por

ρ̂(r, t) = −i ĺım
t′→t

Ĝ(rt, rt′) =
∑

n1,n2

φn1(r)φ∗
n2(r)ρ̂n2n1(t) (4.29)

con ρ̂n2n1(t) = ĉ†
n2(t)ĉn1(t).

De la respuesta linear, la fórmula de Kubo nos da la variación de la matriz densidad

con respecto del campo externo, por lo que la función respuesta puede ser calculada

como,

χ(rt, r′t′) = ∂ρ(rt)
∂U(r′t′)

∣∣∣∣∣
U=0

. (4.30)

En la base construida con estados de una partícula la función respuesta toma la

forma,
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χ(rt, r′t′) =
∑
n1n2
n3n4

φn1(r)φ∗
n2(r)φ∗

n3(r′)φn4(r′)χn1n2
n3n4

(t, t′). (4.31)

donde se aprecia en la ecuación 4.31 que depende de cuatro índices. El elemento

de matriz de la función respuesta en esta base esta dado por,

χn1n2
n3n4

(t, t′) = ∂ρn1n2(t)
∂Un3n4(t′) . (4.32)

Ahora necesitamos encontrar la ecuación de movimiento de χn1n2
n3n4

(t, t′). Para esto

escribimos la ecuación de movimiento de la matriz de densidad,

i
∂

∂t
ρn1n2(t) =

[
Ĥ(t), ρ̂(t)

]
n1n2

. (4.33)

ahora aplicamos una derivada funcional a la ecuación anterior con respecto al campo

externo para convertirla en una ecuación de movimiento para la función respuesta,

i
∂

∂t
χn1n2

n3n4
(t, t′) = ∂

∂Un3n4(t)
[
Ĥ(t), ρ̂(t)

]
n1n2

. (4.34)

La solución de esta ecuación dará la ecuación Bethe-Salpeter. El siguiente paso es

reescribir los funcionales de la densidad ecs.4.27 y 4.28 en términos del campo externo

y usar regla de la cadena como

∆V H
n1n2 [ρ(t)] =

∑
m1m2

∫
dt′
∂V H

n1n2 [ρ(t)]
∂Um1m2(t′) δUm1m2(t′)

=
∑

m1m2
m3m4

∫
dt′dt′′

∂V H
n1n2 [ρ(t)]

δρm3m4(t′′)
δρm3m4 [ρ(t′′)]
δUm1m2(t′) δUm1m2(t′)

=
∑

m1m2
m3m4

∫
dt′dt′′

∂V H
n1n2 [ρ(t)]

δρm3m4(t′′) χ
m3m4
m1m2

(t′′, t′)δUm1m2(t′).

(4.35)

Procedemos de manera análoga para la parte de intercambio y reescribiendo el

funcional de densidad tenemos
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∆V H[ρ(t)] + ∆Σx[ρ(t)] =

=
∑

m1m2
m3m4

∫
dt′dt′

(
∂V H

n1n2 [ρ(t)]
δρm3m4(t′′) +

∂Σx
n1n2 [ρ(t)]

δρm3m4(t′′)

)
χm3m4

m1m2
(t′′, t′)δUm1m2(t′)

=
∑

m1m2
m3m4

∫
dt′dt′K n1n2

m3m4
(t′′, t′)χm3m4

m1m2
(t′′, t′)δUm1m2(t′).

(4.36)

Escribimos explícitamente el potencial de Hartree y la parte de Fock y calculamos sus

derivadas para tener una expresión del kernel. Para la parte de Hartree dependiente

del tiempo se tiene,

V H
n1n2(t) =

∫
d3rd3r′φ∗

n1(r) ρ(r
′t)

|r − r′|
φn2(r). (4.37)

Proyectamos en estados de una partícula y obtenemos para el estado singlete,

V H
n1n2(t) = 2

∑
l1l2

ρl1l2(t)
∫
d3r′d3rφ∗

n1(r)φ∗
l1(r′)φl2(r′)φn2(r) 1

|r − r′|

≡ 2
∑
l1l2

ρl1l2(t)Vn1n2
l1l2

(4.38)

Ahora tomamos la derivada con respecto al potencial externo,

∂V H
n1n2(t)

∂ρm3m4(t′′) = 2V n1n2
m3m4

δ(t− t′′). (4.39)

la expresión anterior nos da la parte de Hartree, para la autoenergía de intercambio-

correlación tenemos,

Σx(rt, r′t) = iG0(rt, r′t)v(r, r′)

= −ρ(rr′, t)v(r, r′),
(4.40)
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que proyectado en la base de producto

Σx
n1n2(t) = −

∑
l1l2

ρl1l2(t)
∫
d3rd3r′φ∗

l1(r′)φl2(r)φ∗
n1(r)φn2(r′)v(r, r′). (4.41)

observamos que los índices n y l están intercambiados respecto al caso de Hartree.

Si se toma esta autoenería de intercambio, Gv la interacción electrón-agujero está

menos apantallada debido a que estamos excluyendo el resto del sistema originando

que la interacción electrón-agujero sea mayor a lo que debería ser en un sistema con

una densidad de carga real. Para corregirlo es necesario reemplazar la interacción v

con una interacción apantallada a la que llamamos W, la cual puede ser calculada con

un apantallamiento RPA a la interacción de Coulomb, obteniendo una autoenergía

de intercambio estáticamente apantallado (SEX) por sus siglas en inglés,

ΣSEX
n1n2(t) = −

∑
l1l2

ρl1l2(t)
∫
d3rd3r′φ∗

l1(r′)φl2(r)φ∗
n1(r)φn2(r′)W (r, r′)

= −
∑
l1l2

ρl1l2(t)Wn1l2
l1n2

.
(4.42)

Tomamos un espacio para hablar de esta aproximación. Si se desprecia la no locali-

dad en el tiempo de W al reemplazarla con una interacción instantánea, la autoenergía

se vuelve el operador de Fock estáticamente apantallado. Ésta es la aproximación de

intercambio apantallado (SEX por sus siglas en inglés). Este apantallamiento estáti-

co contiene la información de que todos los electrones se relajan para minimizar la

energía del sistema cuando un electrón o agujero es añadido (33) p.254.

La aproximación de intercambio apantallado contiene solo ciertas contribuciones

de los estados ocupados en Σxc. Para corregir en cierta medida esto, se puede usar la

aproximación llamada agujero de Coulomb e intercambio apantallado (Coulomb-hole

and screened-exchange, COHSEX) que contiene correlación. Esta aproximación añade

un agujero de Coulomb al término de intercambio apantallado, tal que si se tiene un

agujero entre un mar de electrones, sabemos que se crea un par electrón-agujero y

entonces este par crea una falta de probabilidad de encontrar otra partícula donde

sea que se encuentre este par.
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Entonces que la aproximación SEX sea estáticamente apantallada significa que

cuando se crea una excitación por ejemplo un par electrón agujero, el resto del sistema

instantáneamente se ajusta a esta excitación para apantallarla cuando en realidad hay

un tiempo de retraso para estos ajustes. Estamos despreciando todos los efectos que

podrían venir de la parte dinámica de las interacciones de apantallamiento de su

dependencia temporal.

Aproximación

Tomamos la aproximación estáticamente apantallada (SEX) para el kernel de

BSE

Aproximación

Tomamos la aproximación estática donde ω = 0

En la parte de la interacción de Coulomb dinámicamente apantallada hacemos

ω = 0 tal que la interacción no dependa de la energía.

Otra aproximación común es la aproximación de plasmón-pole. La dependencia

en frecuencia del potencial apantallado de Coulomb no se calcula explícitamente si

no que debido a que W está compuesto por la integral del potencial desnudo de

Coulomb y de la inversa de la función dieléctrica, se pueden tomar distintas formas

de aproximación que están motivadas por el hecho de que ϵ−1 es una función con

picos en las energías de excitación neutras. La aproximación más simple es tomar

la parte imaginaria de ϵ−1 como una sola función Lorentziana, entonces la función

dieléctrica también tiene esta forma de un solo pico que se ajusta a la posición del

pico que domina el espectro, proveniente de excitaciones plasmónicas. Es común usar

esta aproximación de plasmón pole en cálculos con códigos como yambo, sin embargo

en el modelo propuesto se usa una aproximación estática. Cabe aclarar que podemos

hacer esta aproximación ya que nuestro material es un semiconductor con band gap

grande, si tuviéramos un material con gap pequeño o un metal, necesitaríamos una

dependencia en energía.

Por otra parte, la diferencia con el caso de Hartree, es que aqui la interacción
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apantallada puede llevar su propio momento, entonces hay una integral adicional

sobre el momento en el espacio de Fourier.

Finalmente si tomamos la derivada funcional de ΣSEX
n1n2 a primer orden tenemos,

∂ΣSEX
n1n2(t)

∂ρm3m4(t′′) = −Wn1m2
m1n2

δ(t− t′′). (4.43)

Estamos en condición de resolver la ecuación de movimiento de la función res-

puesta. Usando los resultados previos tenemos,

i
∂

∂t
χn1n2

n3n4
(t, t′) = δ

δUn3n4(t′)
[
Ĥ0(t), ρ̂(t)

]
n1n2

+ δ

δUn3n4(t′)
[
Û(t), ρ̂(t)

]
n1n2

+ δ

δUn3n4(t′)

−
∑

m1m2
m3m4

∫
dt′(Ŵ − 2V̂ )χm3m4

m1m2
δUm1m2(t′), ρ(t)


n1n2

(4.44)

Calculamos los dos conmutadores de la ecuación 4.44, dados por,

[
Ĥ0(t), ρ̂(t)

]
n1n2

= ⟨n1| Ĥ0ρ̂(t) |n2⟩ − ⟨n1| ρ̂(t)Ĥ0 |n2⟩ = (En1 − En2)ρn1n2(t) (4.45)

y [
Û(t), ρ̂(t)

]
n1n2

= (fn2 − fn1)Un1n2(t). (4.46)

Podemos proceder de forma similar para obtener el conmutador de la ec. 4.44. Después

de cierta munipulación encontramos,

i
∂

∂t
χn1n2

n3n4
(t− t′) = (En1 − En2)χn1n2

n3n4
(t− t′)

+ i(fn2 − fn1)
[
−iδn1n3δn2n4 +

∑
m3m4

Km3m4
n3n4

χn1n2
n3n4

(t− t′)
]
,

(4.47)
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donde K es el kernel de interacción electrón-agujero,

−iKm1m2
n3n4

= Wn1m4
m3n2

− 2V n1n2
m3m4

. (4.48)

Con el fin de simplificar, definimos una base de transiciones electrón-agujero como

⟨r| n1n2⟩ = φ∗
n1(r)φn2(r). (4.49)

usamos una etiqueta K para indicar un elemento de esta base de dos partículas

|n1n2⟩ = |K⟩ o equivalentemente K ≡ (n1n2). Usando esta notación, la ecuación de

movimiento de la función respuesta queda como,

i
∂

∂t
χKK′(t− t′) = ∆EKχKK′(t− t′) + ifK

−iδKK′ +
∑
K̄
KKK̄χK̄K′(t− t′)

 . (4.50)

Al tomar la transformada de Fourier de la ecuación previa tenemos,

(ω − ∆EK)χKK′(ω) = ifK

−iδKK′ +
∑
K̄
KKK̄χK̄K′(ω)

 . (4.51)

Al poner la ecuación de arriba en una forma de ecuación de Dyson, obtenemos la

ecuación de Bethe-Salpeter,

χKK′(ω) = χ0
K(ω) + χ0

K(ω)
∑
K̄
KKK̄χK̄K′(ω). (4.52)

4.4.1. La ecuación de Bethe-Salpeter como un problema de

eigenvalores

La ecuación de Bethe Salpeter puede ser vista como un problema efectivo de

eigenvalores. Empezamos aislando la función respuesta de término izquierdo de la ec.
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4.52

∑
K̄

[(ω − ∆EK)δKK̄ − iKKKK̄]χK̄K′(ω) = fKδKK′

∑
K̄

[ωδKK̄ − (∆EδKK̄ + ifKKKK̄)]χK̄K′(ω) = fK′

∑
K̄

[
ωδKK̄ −H2P

KK̄

]
χK̄K′(ω) = fK′ .

(4.53)

Pasando a notación matricial,

[
1ω −H2P

]
· χ = f . (4.54)

Finalmente a diagonalizar H2P,

H2P |λ⟩ = Eλ |λ⟩ , (4.55)

donde H2P es el Hamiltoniano de dos-partículas definido como,

[
H2P

]n4n2

n1n3
= (ϵn2 − ϵn1)δn1n4δn2n3 +Kn4n2

n1n3 (4.56)

con Kn4n2
n1n3 el kernel de la ecuación 4.48 En el caso de excitones, la representación

matricial de H2P consiste de cuatro bloques, a saber,

H2P =


Hres Hcoupl

−
[
Hcoupl

]∗
− [Hres]∗

 (4.57)

con la parte resonante definida como

Hres = (ϵc − ϵv)δvv′δcc′ +Kv′c′

vc (4.58)

y la parte acoplamiento definida como,

Hcoupl = Kc′v′

vc (4.59)
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El bloque resonante es hermitiano mientras que el bloque de acoplamiento únicamente

es simétrico. El bloque de acoplamiento mezcla las transiciones de energía positiva

y negativa. El término de acoplamiento puede ignorarse si sus elementos de matriz

son pequeños comparados con las diferencias de energías de esas transiciones. La

aproximación de Tamm-Dancof consiste en ignorar dichos acoplamientos.

Para entender de mejor manera el kernel de la ecuación de Bethe-Salpeter es útil

considerar el caso en el que el sistema bajo estudio únicamente tiene dos bandas, una

banda de conducción y una banda de valencia. Bajo este supuesto y en la aproximación

de Tamm-Dancof no hay mezclado de transiciones. Por tanto, la interacción electrón-

hueco (esto es, el kernel de la ecuación de Bethe-Salpeter) sólo cambia las energías

de transición ϵc − ϵv a

E = ϵc − ϵv + 2vcc
vv −W vc

vc . (4.60)

El término de Coulomb corresponde a una energía de interacción entre dipolos, es

positiva y conduce a un incremento de la energía de transición. Por otro lado, la

interacción apantallada de Coulomb aparece con signo opuesto por lo que representa

la interacción atractiva entre las densidades de carga de un electrón y un hueco. Da-

do que este término corresponde a una interacción entre monopolos, puede tener un

efecto mayor que la contribución dipolo-dipolo proveniente de la interacción desnuda

de Coulomb, aunque está apantallado. Para este caso, las energías de transición apa-

recerán dentro de la brecha energética de cuasi-partícula, ϵc − ϵv. La diferencia entre

la brecha energética de cuasi-partícula y la energía de transición es conocida como la

energía de enlace del excitón.

Podemos obtener los coeficientes excitónicos ⟨K| λ⟩ = AK
λ de la ec. 4.55, los cuales,

en la aproximación Tamm-Dancoff, nos permite escribir la función respuesta en la base

excitónica como,

χKK′(ω) =
[
δρ

δU

]
KK′

(ω) =
∑

λ

AK
λ

(
AK′

λ

)∗

ω − Eλ

. (4.61)
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4.4.2. Ecuación de Bethe-Salpeter en el espacio de momentos

Entonces para tener interacciones de dos cuerpos, se tiene la ecuación Bethe-

Salpeter@GW

(Ekc − Ekv)Ψkvc +
∑
kv′c′

⟨vck|Keh |v′c′k′⟩ Ψv′c′k′ = EΨvck (4.62)

donde Ekc, Ekc son las energías de los estados de una partícula de conducción y de

valencia respectivamente. Ψvck es la función de onda electrón-agujero en el espacio k.

Aqui solo consideramos excitaciones verticales donde el electrón y el agujero tienen

el mismo vector de onda k, es decir el vector de onda del centro de masa en excitón

Q es nulo.

En este caso para obtener W usamos un potencial modelo. Acorde a los trabajos

realizados en materiales bidimensionales (1) (9), es necesario incluir un potencial tipo

Keldysh el cual se explica en la siguiente sección.

4.4.3. Aproximación del Kernel. Potencial de Keldysh
Aproximación

Para describir la interacción del kernel se toma un potencial modelo, en este

caso un potencial tipo Keldysh, teniendo ahora una dependencia en la diferencia

entre distancias R = |r − r′|. Tomamos un modelo continuo y uniforme.

Lo que hizo Keldysh fue resolver el problema de un semiconductor cuyo grosor

se disminuye hasta formar una película delgada, lo cual incrementa la interacción de

Coulomb.

Primero debemos saber qué ocurre en semiconductores de bulto. Los semicon-

ductores tienen una constante dieléctrica ϵ alta, lo cual hace que la interacción de

Coulomb entre huecos y electrones esté fuertemente atenuada así, los estados liga-

dos como excitones de Wannier-Mott tienen energías de enlace E0 pequeñas y radios

efectivos grandes.

Sin embargo, en películas delgadas la interacción entre cargas incrementa conforme
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se disminuye el grosor d, ya que si las cargas están lo suficientemente separadas, el

campo que producen estas cargas en el medio que rodea a la película empieza a jugar

un rol significativo.

Incluso la interacción se vuelve significativamente mayor que en un medio homo-

géneo con constante dieléctrica ϵ.

Para resolver este ejercicio asumimos que la película ocupa un espacio entre

−d/2 ≤ z ≤ d/2. En la mitad definida por z < −d/2 el material tiene una cons-

tante dieléctrica ϵ1 y en la otra mitad dada por z > d/2 tiene una constante ϵ2.

La forma de la energía de interacción entre dos cargas e y e’ localizadas en (r, z)

y (0, z′). En el caso ϵ1 << ϵ, ϵ2 << ϵ con d << a0 V es independiente de z y z’,

tomando la forma

V (r) = πee′

ϵd

[
H0

(
ϵ1 + ϵ2

ϵ

r

d

)
−N0

(
ϵ1 + ϵ2

ϵ

r

d

)]
(4.63)

con H0 la función de Struve y N0 la función de Neumann de orden cero.



Capítulo 5

Metodología

5.1. Modelo Tight-Binding (Particula Independien-

te)

Definimos el Hamiltoniano del modelo Tight-Binding en aproximación de una par-

tícula para describir las propiedades electrónicas de una bicapa de hBN en apilamiento

AA’, donde asumimos que las propiedades electrónicas del sistema a bajas energías

están bien descritas dentro de la aproximación de una partícula. En la construcción

del modelo usamos solo orbitales pz siguiendo la aproximación del trabajo de (9). En

el formalismo de segunda cuantizacióm el Hamiltoniano HSP toma la forma.

HSP = − t∥
∑

⟨i,j⟩,α

(
c†

α,icα,j + c.c.
)

− t⊥
M∑
i,j

(
c†

1,ic2,j + c.c.
)

+
M/2∑

i

[
∆B

(
cB

i

)†
cB

i + ∆N

(
cN

i

)†
cN

i

]
,

(5.1)

donde los índices ⟨i, j⟩ corren sobre los primeros y segundos vecinos más cercanos,

cα,i es el operador de aniquilación para un electrón en el sitio i-ésimo dentro de la

capa α con α la etiqueta sobre cada capa por lo que aquí por ser una bicapa α =

34
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1, 2. El operador cB
i (cN

i ) aniquila un electrón en el sitio del i-ésimo boro(nitrógeno).

Por otra parte, ∆N y ∆B son las autoenergías de los átomos de nitrógeno y boro

respectivamente. t∥ es el parámetro de salto para la interacción entre átomos dentro

de la misma capa, interacción a la que llamamos intralayer y t⊥ es el parámetro de

salto para la interacción entre átomos de distintas capas, interacción que denominamos

a su ves interlayer. Por último suponemos que hay M átomos en el sistema.

A continuación se dan los parametros usados en el modelo, los cuales se ajustaron

para obtener las energias calculadas con correcciones GW (1). En dicho trabajo, en

el caso de la monocapa el gap tiene un valor de 7.25eV y es directo entre las bandas

π y π∗ en el punto K en la zona de Brillouin, por lo que solo se tomaron en cuenta

estados π.

En este modelo se supone que los parámetros de salto intralayer (t∥) son constan-

tes y se incluye interacción a primeros y segundos vecinos más cercanos entonces, este

tipo de interacción puede ser de tres tipos dependiendo del tipo de átomo que parti-

cipa, siendo estos, a primeros vecinos (tBN
∥ ), y a segundos vecinos nitrógeno-nitrógeno

(tNN
∥ ) y boro-boro (tBB

∥ ).

En la interacción entre capas se tomó una interacción dependiente de la distancia

con decaimiento exponencial de tipo px,

t⊥(r) = n2Vppσe
−β1(r−c0)/c0

+ (1 − n2)Vppπe
−β2(r−c0)/c0 ,

(5.2)

con n = r · ez/r la dirección del vector dirección coseno r que une dos átomos

de distintas capas y r = |r|. Se ajustaron los parámetros Vppπ, Vppσ, β1 y β2 a los

resultados de los cálculos ab initio del equipo de Ducastelle reportados en (1). Además

se tomó un radio de corte de 0.7nm a partir del cual para distancias mayores a este

valor se tomó una interacción nula. Se tuvieron tres tipo de interacciones tBN
⊥ , tNN

⊥ ,

y tBB
⊥ . A continuación en la tabla se muestran los valores resultado del ajuste a los

valores del cálculo ab initio.
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BN NN BB
Vppπ [eV] -1.932 -1.162 -1.323
Vppσ [eV] 0.398 0.153 0.817

β1 3.739 11.91 4.156
β2 6.292 8.317 5.940

t∥ [eV] -2.725 0.222 0.019

Tabla 5.1: Valor de los parámetros del modelo TB de una partícula para una bicapa
de hBN en apilamiento AA’ resultado del ajuste a los valores calculados por primeros
principios por (9)

5.2. Modelo de dos partículas interactuantes

5.2.1. Ecuación de Bethe-Salpeter

Para modelar las propiedades excitónicas de una bicapa rotada de hBN se nece-

sitan tener interacciones de dos cuerpos, por lo que fue necesario aplicar la ecuación

Bethe-Salpeter. En esta sección se explica el uso de esta ecuación y el acercamien-

to desarrollado para tratar efectos excitónicos en sistemas periódicos 2D. Iniciamos

Usualmentepresentando la ecuación de Bethe-Salpeter en el espacio k la cual se ecribe

como un problema de eigenvalores efectivo para pares electrón-agujero.

(Ekc − Ekv)Ψkvc +
∑
kv′c′

⟨vck|Keh |v′c′k′⟩ Ψv′c′k′ = EΨvck (5.3)

donde Ekc, Ekc son las energías de los estados de una partícula de conducción y

de valencia respectivamente. Ψvck es la función de onda electrón-agujero en el espacio

k y Keh denota el kernel de interacción electrón-agujero. Aquí solo se consideraron

excitaciones verticales donde el electrón y el agujero tienen el mismo vector de onda

k, es decir se tomó como nulo al el vector de onda del centro de masa del excitón Q

es nulo, con ke = kh + Q = k.

Por otra parte, tanto en monocapas de hBN, como la bicapa de hBN en configu-

ración AA’ los estados de conducción y los estados de valencia cerca del band gap se

localizan en distintas subredes, es decir, los estados de conducción se localizan sobre

los Boros y los estados de valencia sobre los Nitrógenos como se puede ver en la fig.
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5.1 de la DOS.

Figura 5.1: Densidad de estados para el caso de una mono-
capa de hBN De. (9)

Entonces los estados excitónicos |kvc⟩ se pueden escribir como

|kvc⟩ = a†
ckavk |∅⟩ (5.4)

donde |∅⟩ es el estado donde todos los estados de valencia están llenos y todos los

estados de conducción están vacíos a temperatura cero. Un estado excitónico |Φ⟩ es

el resultado de combinar un estado de un electrón con un estado de un agujero.

Se eligió tomaron funciones de Bloch ϕnk(r) para construir las funciones de onda

excitónicas

Ψvck(re, rh) =
∑
kvc

ψvckϕck(re)ϕ∗
vk(rh) (5.5)

con ψvck los pesos excitónicos, re y rh las posiciones de los electrones y de los

agujeros respectivamente.

Se transformó al espacio real por medio de la transformación al espacio directo de

excitaciones usando
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|kvc⟩ = 1√
N

∑
R
eik·R |Rvc⟩ (5.6)

5.2.2. Espacio excitónico directo
Aproximación

Se tomaron solo las posiciones de la red de hBN como posibles posiciones, r

pasando de ser continuo a posiciones discretas en la red.

Podemos definir estados excitónicos en el espacio real como el producto tensorial

de funciones de Wannier de una partícula

|R,Q⟩ = 1√
N

∑
n,mm−n=R

e−iQ·na†
m,ean,h |∅⟩ (5.7)

Donde n ∈ N son sitios sobre los átomos de Nitrógeno y m ∈ B son sitios sobre

los átomos de Boro. Ahora, debido a que solo consideramos pares electrón-hueco

separados por un vector R, definimos R = n − m y escribimos nuestra ecuación en

términos de los estados |m+R⟩ que están localizados en los nitrógenos y |m⟩ están

localizados sobre los sitios de boro.

|R,Q⟩ = 1√
M

∑
m
eiQ·m |α,m⟩h ⊗ |β,m + R⟩e (5.8)

Donde dividimos en subredes con α y β etiquetas sobre de la capa, y como se tiene

una bicapa toman valores 1 y 2.

Por otra parte, consideramos Q = 0 tomando la aproximación óptica descrita

debajo de la ecuación ??

Aproximación

Tomamos Q = 0

Acorde al hecho que los electrones y huecos se localizan en distintas subredes de
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boros o nitrógenos correspondientemente, suponemos que se puede separar el Hamil-

toniano Heh
0 como Heh

0 ≈ 1h ⊗He −Hh ⊗ 1e

Aproximación

Suponemos que podemos separar el Hamiltoniano Heh
0 = Heh

0 ≈ 1h ⊗He −Hh ⊗

1e

Además suponemos que la base |vc⟩ es completa

∑
vc

|vc⟩ ⟨vc| = 1 (5.9)

Aproximación

Suponemos que la base |vc⟩ es completa

En la base de excitaciones |R⟩ con las suposiciones anteriores se tiene el término

de energía cinética es de la forma

⟨R|Heh
0 |R′⟩ =

∑
v,c,v′,c′

⟨R|ϕvϕc⟩ ⟨ϕvϕc|Heh
0 |ϕv′ϕc′⟩ ⟨ϕv′ϕc′ |R⟩ (5.10)

y el término de interacción es diagonal

⟨Rα,β|Heh
0

∣∣∣R′
α,β

〉
= δRα,βR′

α,β
WR (5.11)

Donde para cada Rα,β existe un conjunto de vectores que forma una subred ca-

racterizada por una posición no equivalente del agujero. Es decir, una subred esta

compuesta por las posiciones entre la posición no equivalente de n-ésimo hueco y

todas las posibles posiciones de los electrónes, donde los electrones pueden ocupar

cada uno de los puntos de la red. Y entonces, hay tantas subredes como posiciones

no equivalentes de huecos por el número de capas, en este caso se tienen dos.

Definidas dichas subredes, la ecuación de Bethe-Salpeter en el espacio real tiene

la forma
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Subred Huecos Electrones
S1(S11) hN

1 e1
S2(S12) hN

1 e2
S3(S21) hN

2 e1
S4(S22) hN

2 e2

Tabla 5.2: Notación asignada a las subredes definidas para modelar la bicapa de hBN

⟨R|Heh
0 |R′⟩ =

∑
v,c,v′,c′

⟨R|ϕvϕc⟩ ⟨ϕvϕc|Heh
0 |ϕv′ϕc′⟩ ⟨ϕv′ϕc′|R⟩ + δRα,βR′

α,β
WR (5.12)

Hasta este punto, se siguió el camino marcado por el grupo de (9). Sin embargo,

para estudiar las propiedades excitónicas de bicapas rotadas de hBN fue necesario

realizar algunos cambios. En vez de limitar que los electrones del sistema solo puedan

estar las posiciones de los boros, permitimos que se localizen en cualquier átomo del

sistema sin importar si es boro o nitrógeno. La parte cinética de la ecuación BSE en el

espacio real es obtenida al realizar teoría de perturbaciones sobre ella y conservando el

primer termino, lo que resulta en una aproximación a siguientes vecinos más próximos.

Aqui se permiten todos los tipos de interacciones, causando un costo computacional

mayor. En vez de expandir el Hamiltoniano BSE con un conjunto de orbitales s de

una partícula, usamos un conjunto de orbitales pz el cual demostró reproducir mejor

los resultados de los cálculos de primeros principios para la bicapa sin rotar de hBN.

Debido a la división en subredes, el problema de eigenvalores escala con el número

de agujeros. Por simplicidad como ejemplo consideramos el caso de una bicapa de hBN

sin rotar. Hay un número de subredes igual al número de posiciones no equivalentes

de huecos multiplicado por el número de capas de hBN. Para el caso de la bicapa en

apilamiento AA’ podemos definir 4 subredes como se propone en (1), formadas de la

siguiente manera

En la Tabla 5.2 se describen las subredes para una bicapa, donde solo hay dos

posibles posiciones para el hueco. Esto debido a que dentro de una misma capa todas

sus posiciones son equivalentes entre si sin embargo, la capa 1 y la capa 2 no son
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equivalentes, por lo que se distinguió entre hN
1 que denota el hueco posicionado en

el átomo de Nitrógeno central de la capa 1 y hN
2 que denota el hueco ubicado en el

átomo central de Nitrógeno de la capa 2.

Respecto a las posiciones que pueden tomar los electrones, éstos pueden estar en

cualquier estado atómico de cualquiera de las capas de hBN, sin embargo, ese distin-

guió entre las posiciones de la capa 1 (e1) y las de la capa 2 (e2). Esto resultó en las

4 combinaciones de la tabla 5.2, así, si M es el número total de átomos en el sistema,

con ayuda de la tabla 5.2 definimos los estados:

∣∣∣SIJ
〉

=
M/2∑

i

M/2∑
j

∣∣∣hN
I

〉
i
|eJ⟩j (5.13)

Los cuales definen una red excitónica. Así, con base en estos estados se definió una

nueva base para describir los estados excitónicos. Teniendo el hamiltoniano excitónico

dividido en dos términos de la forma:

H2P = H0 + VK (5.14)

La matriz H0 en esta base es no diagonal, donde sus elementos de matriz son de

la forma:

〈
S11

∣∣∣H0

∣∣∣S12
〉

=
M/2∑

j

〈
hN

1

∣∣∣ ⟨e1|j H0

M/2∑
j′

∣∣∣hN
1

〉
|e2⟩j′ (5.15)

De (1) sabemos que podemos dividir el hamiltoniano H0 como H0 = Ih ⊗ He −

Hh ⊗ Ie

〈
S11

∣∣∣H0

∣∣∣S12
〉

=
M/2∑

j

〈
hN

1

∣∣∣ ⟨e1|j (Ih ⊗He −Hh ⊗ Ie)
M/2∑

j′

∣∣∣hN
1

〉
|e2⟩j′ (5.16)
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Para poder operar, insertamos el cambio de base

〈
S11

∣∣∣H0

∣∣∣S12
〉

=
∑
jj′

〈
hN

1

∣∣∣ ⟨e1|j
∑
c,v

|ϕcϕv⟩ ⟨ϕcϕv| (Ih ⊗He −Hh ⊗ Ie)
∑
c′,v′

|ϕc′ϕv′⟩
〈
ϕc′ϕv′

∣∣∣hN
1

〉
|e2⟩j′

=
∑
jj′

(
〈
hN

1

∣∣∣ ⟨e1|j
∑
c,v

|ϕcϕv⟩ ⟨ϕcϕv| (Ih ⊗He)
∑
c′,v′

|ϕc′ϕv′⟩
〈
ϕc′ϕv′

∣∣∣hN
1

〉
|e2⟩j′

−
〈
hN

1

∣∣∣ ⟨e1|j
∑
c,v

|ϕcϕv⟩ ⟨ϕcϕv| (Hh ⊗ Ie)
∑
c′,v′

|ϕc′ϕv′⟩
〈
ϕc′ϕv′

∣∣∣hN
1

〉
|e2⟩j′)

=
∑
jj′

∑
c,v

(Ee − Eh)
〈
hN

1

∣∣∣ϕv

〉
⟨e1|j |ϕc⟩

〈
ϕv

∣∣∣hN
1

〉
⟨ϕc|e2⟩j′

(5.17)

con j = 1, ...,M/2 correspondiente a que la mitad del total de sitios del sistema,

que son M, corresponde a Nitrógenos. Así que en general se tiene

SIJ,KL
jj′ =

∑
cv

〈
hI
∣∣∣ϕv

〉
⟨eJ |j |ϕc⟩ (Ec − Ev)

〈
ϕv

∣∣∣hK
〉

⟨ϕc|eL⟩j′ (5.18)

debido a que dentro de una misma capa todas las posiciones del hueco son equi-

valentes, solo consideramos un hueco por capa, posicionándolo al centro de la capa,

asi que k = l = 1

En el kernel de interacción agujero Ke−h despreciamos las contribuciones de in-

tercambio, por lo que para el caso de los elementos
〈
SIJ

∣∣∣Vk

∣∣∣SKL
〉

los elementos son

no nulos solo si I = K y J = L En este caso usamos un potencial modelo. Acorde a

los trabajos realizados en materiales bidimensionales (1), (9), es necesario incluir un

potencial tipo Keldysh de la forma,

V (r) = e

4πϵ0r0

π

2

[
H0

(
r

r0

)
− Y0

(
r

r0

)]
, (5.19)

con H0 la función de Struve y N0 la función de Neumann de orden cero y r0 el

radio de apantallamiento. Entonces, solo hace falta distinguir entre interacción dentro

del plano o interacción entre planos, dada por un potencial tipo Keldysh con un radio

de apantallamiento ajustado.
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Aproximación

Tomamos la interacción W y la aproximamos por un potencial tipo Keldysh

cuya forma es continua en r, sin embargo tomamos puntos r y r’ sobre la red.

Los elementos de matriz son de la forma

〈
SIJ

∣∣∣V ∣∣∣SKL
〉

ij
=


VIP (d(hI , eJ

j ))
∑
cv

∣∣∣〈ϕc

∣∣∣eJ
j

〉∣∣∣2∣∣∣〈ϕv

∣∣∣hI
〉∣∣∣2, si I = J

VIL(d(hI , eJ
j ))

∑
cv

∣∣∣〈ϕc

∣∣∣eJ
j

〉∣∣∣2∣∣∣〈ϕv

∣∣∣hI
〉∣∣∣2, otherwise

(5.20)

Donde d(a, b) corresponde a la distancia entre los sitios a y b, VIP el potencial

tipo Keldysh dentro del plano y VIL el potencial tipo Keldysh entre planos.

Una implementación de este modelo se muestra a continuación. Teniendo las fun-

ciones de onda y eigenvalores de una sola partícula calculadas con el modelo TB, estas

se usan para formar el primer término del Hamiltoniano correspondiente a la ec. 5.18,

llenando explícitamente cuadrante por cuadrante de la matriz, con las variables de11,

de12, ..., de44 cada uno de los cuadrantes de la matriz.

de f FunciondE (Mh,M, hls , malla , enerSP , wfuncSP , quart , mid , thrquart , d i s t ) :

a1 = np . argmin ( d i s t [ 0 : quart ] ) #Agujero en l a capa N1

a2 = np . argmin ( d i s t [ thrquart :M])+ thrquart #Agujero en l a capa N2

dES = np . z e ro s ( (2∗M,2∗M) )

f o r i in range (0 , mid ) :

f o r j in prange (0 , mid ) :

de11 =0

.

.

.

f o r v in range (0 , mid ) : #v a l e n c i a

f o r c in range (mid ,M) : #conduccion

Ev = ( enerSP [ v ] )

Ec = ( enerSP [ c ] )
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de11 += (Ec−Ev)∗ ( wfuncSP [ S1 [ i ] , c ] )

∗( wfuncSP [ S1 [ j ] , c ] ) ∗ \

wfuncSP [ a1 , v ] ∗ ( wfuncSP [ a1 , v ] )

.

.

.

de44 += (Ec−Ev)∗ ( wfuncSP [ S4 [ i ] , c ] )

∗( wfuncSP [ S4 [ j ] , c ] ) ∗ \

wfuncSP [ a2 , v ] ∗ ( wfuncSP [ a2 , v ] )

dES [ i , j ] = de11

dES [ i , j+mid ] = de12

dES [ i , j+M] = de13

dES [ i , j +(M+mid ) ] = de14

.

.

.

r e turn dES

De una forma análoga, en el siguiente recuadro se muestra el código con el cual

se llena cuadrante por cuadrante de la matriz de interacción, correspondiente a la

ecuación 5.20 con la distinción de la interacción en el plano y entre planos.

de f kpot ( r0 , v0 , r , a0 ) :

r e turn −a0∗v0 ∗( s t ruve (0 , r / r0)−yv (0 , r / r0 ) )/ r0

de f OnePkeldysh ( r ip , r i l , d i s t , a0ip , a 0 i l ) :

a1 = np . argmin ( d i s t [ 0 : quart ] ) #Agujero en l a capa N1

a2 = np . argmin ( d i s t [ thrquart :M])+ thrquart #Agujero en l a capa N2

VArray = np . z e r o s ( ( 2 ,M) )

f o r i in range ( i n t (M/ 2 ) ) :

j = i+i n t (M/2)

VArray [ 0 , i ]=kpot ( r ip , v0 , d i s t a n c i a s r r p p ( a1 , i ) , a0 ip )

VArray [ 0 , j ]=kpot ( r i l , v0 , d i s t a n c i a s r r p p ( a1 , j ) , a 0 i l )

VArray [ 1 , i ]=kpot ( r i l , v0 , d i s t a n c i a s r r p p ( a2 , i ) , a 0 i l )
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VArray [ 1 , j ]=kpot ( r ip , v0 , d i s t a n c i a s r r p p ( a2 , j ) , a0 ip )

VArray [ np . i s i n f ( VArray ) ] = 0

return VArray

de f FuncionVK( r ip , r i l ,Mh,M, hls , malla , enerSP , wfuncSP , quart , mid , thrquart , d i s t , VArray ) :

a1 = np . argmin ( d i s t [ 0 : quart ] ) #Agujero en l a capa N1

a2 = np . argmin ( d i s t [ thrquart :M])+ thrquart #Agujero en l a capa N2

#elementos B1 con B1 ,N1, B2 ,N2

Vk = np . z e ro s ( (2∗M,2∗M) )

ho le = 0

f o r l in np . array ( [ a1 , a2 ] ) : #agu je ros

i f l == a1 :

l c on t = 0

e l s e :

l c on t = M

f o r i in prange (M) : #S i t i o s e l e c t r o n e s

de11 = 0

f o r v in range (0 , mid ) : #v a l e n c i a

f o r c in range (mid ,M) : #conduccion

i f abs ( malla [ 2 , i ] ) == abs ( malla [ 2 , l ] ) :

i f i == l+l con t :

Vk [ l c on t+i , l c on t+i ] += 0

e l s e :

#inp lane

Vk[ l c on t+i , l c on t+i ] +=

VArray [ hole , i ] ∗ ( wfuncSP [ i , c ] ) ∗ ( wfuncSP [ i , c ] )

∗( wfuncSP [ l , v ] ) ∗ ( wfuncSP [ l , v ] )

e l s e :

i f i == l+l con t :

Vk [ l c on t+i , l c on t+i ] += 0

e l s e :

#planos d i s t i n t o s

Vk[ l c on t+i , l c on t+i ] +=

VArray [ hole , i ] ∗ ( wfuncSP [ i , c ] ) ∗ ( wfuncSP [ i , c ] )
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∗( wfuncSP [ l , v ] ) ∗ ( wfuncSP [ l , v ] )

ho l e += 1

return Vk

%\end{ l s t l i s t i n g }

Hasta ahora hemos tratado únicamente con dos huecos sin embargo, en general

el número de subredes depende del número de huecos. En este trabajo se usaron solo

posiciones inequivalentes para las posiciones de los huecos, esta decisión se puede

justificar calculando los resultados de usar todos las posiciones de huecos dentro de

la celda de Wigner-Seitz y compararlos con el cálculo únicamente con posiciones

inequivalentes.

En la generalización a un número n de huecos, se muestra a continuación el código

implementado

de f FunciondE ( ) :

numh = len ( h l s )

dES = np . z e ro s ( (numh∗M, numh∗M) )

count i = 0

f o r h l i in h l s :

f o r i in range (0 ,M) :#e1 , e2

count j = 0

f o r h l j in h l s :

f o r j in prange (0 ,M) :

de11 =0

f o r v in range (0 , mid ) : #v a l e n c i a

f o r c in range (mid ,M) : #conduccion

Ev = ( enerSP [ v ] )

Ec = ( enerSP [ c ] )

de11 += (Ec−Ev)∗ wfuncSP [ h l i , v ]∗\

( wfuncSP [ S1 [ i ] , c ] ) ∗ ( wfuncSP [ h l j , v ] ) ∗

( wfuncSP [ S1 [ j ] , c ] )

dES [ i +(count i ∗M) , j +(count j ∗M) ] = de11
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#p r i n t ( [ i +(count i ∗M) , j +(count j ∗M) ] )

count j += 1

count i += 1

return dES



Capítulo 6

Análisis y discusión de resultados

El presente trabajo tuvo por objetivo averiguar si con el modelo propuesto de

enlace fuerte con un potencial tipo Keldysh es posible describir el comportamiento

de excitones en un sistema de moiré, en particular en bicapas rotadas de hBN. Para

ello se plantearon objetivos secundarios como realizar un modelo de enlace fuerte

de partícula independiente. Teniendo dicho modelo se buscó la implementación de

un hamiltoniano de dos partículas donde se incluyó el potencial de Keldysh como

interacción. Esto con el objetivo de replicar los resultados del grupo de Rubio y del

grupo de Ducastelle. A continuación se muestran los resultados de cada modelo.

6.1. Modelo de enlace fuerte de partícula indepen-

diente

6.1.1. Resultados del modelo de enlace fuerte

Como se mencionó en la sección 5.1, para calcular las energías y funciones de

onda de partícula independiente se usó el modelo de enlace fuerte descrito con los

parámetros ajustados. Como resultado de dicho modelo se muestra a continuación la

densidad de estados calculada con teoría de partícula independiente Fig. 6.1.

Teniendo el modelo de tight-binding en la aproximación de partícula independiente

se calcularon las energías y funciones de onda de la bicapa rotada de hBN a 2.64◦.

48
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Figura 6.1: Densidad de estados de la bicapa en 0◦

Con el fin de comparar el resultado del sistema rotado con el sistema sin rotar, en

la fig. 6.2 se compara el cambio del gap acorde al ángulo de rotacion, en la fig. 6.3

se muestra el cambio en la densidad de estados al insertar un ángulo de rotación

entre capas. En la fig. 6.4 se muestra la funcion de onda para los primeros 32 valores

degenerados y en la fig. 6.5 se muestra la localización de dicha función de onda que

coincide con las áreas de apilamiento.

Figura 6.2: Cambio del gap acorde al ángulo de rotación
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Figura 6.3: Densidad de estados de la bicapa rotada a 2.64◦

comparada con la de la bicapa sin rotar.

Figura 6.4: Modulo cuadrado de la función de onda de una
partícula para los primeros 32 valores degenerados en una
bicapa rotada a 2.64◦

6.1.2. Resultado del hamiltoniano de dos partículas

Por otra parte, para modelar los valores abinitio de las energías y funciones de

onda de los excitones se realizó la optimización de 2 parámetros en el potencial de
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Figura 6.5: Identificación de las áreas de apilamiento donde
se localiza la función de onda de una partícula para los pri-
meros 32 valores degenerados en una bicapa rotada a 2.64◦.

Keldysh correspondientes a los radios de apantallamiento dentro del plano y para

la interacción entre capas para obtener el mejor ajuste en las energías de excitones

calculados con métodos ab initio (1). La dependencia del potencial de Keldysh con la

distancia con los valores de los radios ajustados se muestra en la fig.6.6. Los radios

usados fueron 0.469 nm para el radio en el plano, 0.249 nm para el radio entre planos

con se muestra en la misma figura. 6.6.

Por otra parte, las energías obtenidas usando estos radios en el modelo se comparan

en la tabla 6.1 y en la fig. 6.7

Las energías obtenidas con el modelo propuesto se encuentran dentro de un mar-

gen de error del 7 % dentro de los primeros seis valores ajustados. Tomando en cuenta

los experimentos de caracterización, en la ref. (36) realizaron experimentos de PL con

un ∆λ = 0.33 nm y una resolución espectral de 4 nm. Entonces se permite un error

de 0.04 eV.
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Figura 6.6: Radio en el plano 0.46952393nm

Energías (eV) I II III IV V VI
AbInitio -1.644 -1.644 -1.614 -1.614 -1.17 -1.162
Modelo -1.64459177 -1.64220848 -1.64169638 -1.63951487 -1.18475549 -1.17460701
Error 4.41 % 4.41 % 4.48 % 4.48 % 6.19 % 6.23 %

porcentual

Tabla 6.1: Comparación entre las energías calculadas con teoría de primeros principios
con las obtenidas con el modelo propuesto

A continuación se comparan las funciones de onda calculadas con el modelo pro-

puesto con aquellas obtenidas por el equipo de Ducastelle en (1).

El primer par degenerado corresponde al par (1,2). En el caso de la monocapa (9)

se tiene como estado de energía más baja un par degenerado, así que en el caso de

la bicapa se tiene una degeneración de cada uno de estos dos estados. Ver Fig.6.7.

En la figura 6.1.2 se comparan los resultados de la intensidad del estado completo, la

componente de la capa 1 y la componente de la capa 2, por una parte a la izquierda

de la figura el calculo de (1) calculados ab intio y con su modelo tight-binding y por

otra parte del lado derecho los resultados del modelo propuesto.
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Figura 6.7: Energias calculadas en una bicapa a 0 grados de
rotación

Figura 6.8: Comparación de la binding energy calculada por
métodos ab initio con el resultado del modelo
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Figura 6.9: Intensidad del estado completo
con el modelo TB de (1) y cálculo ab initio Figura 6.10: Intensidad del estado

complero calculada con el modelo pro-
puesto

Resordamos que existen distintos tipos de apilamientos como se muestra en la fig.

3.4

Este cambio en el orden de los átomos tiene un gran efecto sobre el traslapamiento

de los orbitales atómicos entre los planos adyacentes y por consiguiente, tiene un

gran impacto en su estructura electrónica como se muestra en fig.3.5. Sin embargo el

apilamiento tiene un efecto mínimo en la energía total y en el apantallamiento. Por

lo que tomamos como suposición que los parámetros ajustados con base en la bicapa

AA’ de nitruro de boro son válidos para las demás configuraciones, lo cual, nos da

pie para usarlas en nuestro modelo de bicapas con un ángulo de rotación entre ellas.

Tomamos como principio que, debido a que nuestro potencial 5.19 solo depende de la

distancia electrón-agujero, éstas no cambian en gran medida entre las configuraciones

AA’ y AB.

Además, en los trabajos (6) y (37) comparan el estudio de multicapas de hBN con

apilamientos AA’ y AB con primeros principios con BSE y su modelo de tight-

binding+Wannier válidando sus resultados.

Aproximación

En la generalización del modelo se ajustaron los radios de apantallamiento para

la interacción dentro de la capa y entre capas.
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Figura 6.11: Componente de la capa 1
del modelo TB(1) Figura 6.12: Componente de la capa 1

para el modelo propuesto

Figura 6.13: Componente de la capa 2
del modelo TB(1) Figura 6.14: Componente de la capa 2

para el modelo propuesto

Figura 6.15: Excitón S1
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Figura 6.16: Vista lateral en el plano
xz de la distribución em ambas capas
intensidad del estado en 0 grados, pri-
mer par degenerado para el agujero 1

Figura 6.17: Vista lateral en el plano
xz de la distribución em ambas capas
intensidad del estado en 0 grados, pri-
mer par degenerado para el agujero 2

Figura 6.18: Componente de la capa 1
del modelo TB(1)

Figura 6.19: Componente de la capa 1
para el modelo propuesto

Figura 6.20: Componente de la capa 2
del modelo TB(1)

Figura 6.21: Componente de la capa 2
para el modelo propuesto

Figura 6.22: Distribucion agujeros
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Figura 6.23: Resta de la proyección so-
bre cada capa para el agujero 1

Figura 6.24: Resta de la proyección so-
bre cada capa para el agujero 2

Figura 6.25: Carácter interlayer o inplane de los excitones en la bicapa AA’

Como parte del análisis se calculó la proyección de los estados en cada capa para

saber cuantitativamente cuánto de la función de onda de cada estado se haya en la

capa 1 o en la capa 2. Posteriormente se realizó la resta entre ambas proyecciones para

saber cuantitativamente el carácter entre capas(interlayer) o en el plano (inplane) de

cada función de onda. Ver fig. 6.1.2. Entre mayor sea el valor, el excitón se localiza en

mayor porcentaje en una sola capa, y entre más cercano a 50 sea el valor, el excitón

se distribuye de forma más uniformeme en ambas capas. Así, tomamos una cota a

partir de 5 %, es decir, a partir de 95 hacia abajo en nuestra escala, para considerar

al excitón como interlayer.

En la figura 6.1.2 se recopilan las figuras correspondientes al excitón S3. Este

estado corresponde al primer valor no degenerado y es específicamente del apilamiento

entre bicapas. Y como se puede apreciar en la fig.6.1.2 tiene una naturaleza cercana

al 10 % en ambas capas, por lo que es el primer excitón interlayer.

6.1.3. Resultados para la bicapa rotada de hBN

Resultados del modelo de enlace fuerte

Retomando los resultados del hamiltoniano de enlace fuerte de la sección 5.1 se

presenta la densidad de estados calculada con las energías resultantes a nivel de
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Figura 6.26: Intensidad del estado
completo con el modelo TB de (1) y
cálculo ab initio

Figura 6.27: Intensidad calculada con el
modelo propuesto

Figura 6.28: Componente de la capa 1 del
modelo TB(1)

Figura 6.29: Componente de la capa 1 para
el modelo propuesto

Figura 6.30: Componente de la capa 2 del
modelo TB(1)

Figura 6.31: Componente de la capa 2 para
el modelo propuesto

Figura 6.32: Excitón S3
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partícula independiente. Fig.6.1.3.

Figura 6.33: Densidad de estados de la bicapa en 21.78◦

Comparando las densidades de estados de la bicapa a 0◦ y la bicapa rotada a

21.78◦, figs. 6.1 y 6.1.3 se aprecia que en la densidad de estados de la bicapa rotada

aparecen estados dentro del gap de la bicapa apilada. Así se reproducen los resulta-

dos del equipo de Rubio y colaboradores (20) donde se muestra este surgimiento de

estados.

Resultados del hamiltoniano de dos partículas

El modelo anterior se usó para estudiar una bicapa con un ángulo de rotación entre

ambas a partir de la configuración AA’ de hBN. Como se muestra en la fig. 6.1.3 se

tiene una capa a 0 grados, capa 1 y la capa 2 a 21.786◦. Este sistema corresponde al

sistema conmensurable de menor número de sitios no equivalentes en redes de moiré

de hBN.

Cabe destacar que tan solo en la primera celda de Wigner-Seitz del sistema anterior

se tienen 13 sitios que corresponden a los huecos (Nitrógenos) del sistema. Tomando en

cuenta que el tiempo de cómputo necesario para calcular este sistema está en función

del tamaño del hamiltoniano de dos partículas, ec.5.12 que crece como (número de

huecos*número de átomos en el sistema)2 es que se buscó reducir este número por

medio de operaciones de simetría. Así, podemos fijarnos que en la primera celda de
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WS hay 3 posiciones inequivalentes, las cuales se muestran en la fig. 6.37 marcadas en

color negro. Entonces, son estas posiciones las que se usaron para realizar los cálculos

y así reducir el tamaño del hamiltoniano de dos partículas.

Aproximación

Se tiene como hipótesis que solo es necesario usar las posiciones no equivalentes

de los Nitrógenos dentro de la primera celda de Wigner-Seitz.

Estas posiciones son H1 = [0.23810, 0.19048, 0.83250] con degeneración 12, H2 =

[0.09524, 0.47619, 0.83250] con degeneración 12 y H3 = [0.33333, 0.66667, 0.83250]

con degeneración 4.

Así, las energías de enlace calculadas con el modelo se recopilan en la fig. 6.38 y se

comparan con las energías de la bicapa en configuración AA’ en la fig.6.39. Notamos

que a diferencia de los pares degenerados de la bicapa AA’, en la bicapa rotada se

rompe esta degeneración.

Por otra parte, es más ilustrativo ver la longitud de onda correspondiente a las

energía, por lo que en la fig. 6.40 se muestra la longitud de onda correspondiente

a cada estado. En la fig. 6.41 está la comparación de las longitudes de onda de los

espectros de la bicapa apilada AA’ con las longitudes de onda correspondientes a la

bicapa rotada a 21.78◦. En ésta se puede ver que el espectro se corre a longitudes

de onda mayores comparando con el sistema sin rotar. Esto es conveniente, ya que

teniendo un ángulo adecuado se espera que el espectro se recorra lo suficiente lejos

del UV lejano para tener menos problemas de detección.
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De nuevo se realizó la proyección de los estados sobre cada capa y se restaron estos

valores para tener la cuantificación de la característica interlayer de cada excitón,

cuyos resultados se muestran en la Fig.6.45. Si nos enfocamos en el primer excitón,

su naturaleza es inplane independientemente del hueco que elijamos. Sin embargo

si comparamos los doce valores mostrados por figura, en general el carácter de los

excitones si depende del agujero. Por ejemplo, observando el cuarto valor para el

primer hueco el excitón es completamente inplane, en cambio para el segundo hueco

el excitón tiene un carácter 17 % en ambas capas por lo que es interlayer, lo mismo

para el tercer hueco el excitón es interlayer con una distribución similar entre capas.
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Siguiendo la idea anterior visualizamos la función de onda del excitón con el

agujero 1. En la fig. 6.1.3

Comprobamos que el primer excitón para las tres posiciones de agujero son inpla-

ne.

Y su localización está cerca de la posición del agujero, con un radio aproximado

de 0.5nm alrededor de la posición del hueco

Por otra parte por continuidad hacemos el mismo análisis con el cuarto excitón,

comparando su vista lateral para ver su distribución en las capas Fig. 6.1.3
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Debido a la escala no se aprecia la distribución en la segunda capa, sin embargo

si vemos la función de onda en cada capa se aprecia el caracter inplane con el hueco

1 Fig. 6.60 y el caracter interlayer con los huecos 2 y 3 6.65.

En otros trabajo se ha demostrado la existencia de excitones de moiré en Dicalco-

genuros de Metales de Transición (TMDs) (38) (39) sin embargo, su posible existencia

en sistemas rotados de hBN tendría la ventaja de que debido a su gran bandgap y

baja constante dieléctrica, los excitones quedarían atrapados en un potencial de moiré

más profundo aumentando la fuerza de las interacciones. En general, los excitones en

hBN son de menor radio y mayores energías de enlace que los presentes en TMDs, lo

cual los hace mejores candidatos para ser atrapados en puntos de alta simetría en las

superredes de moiré.

Actualmente existen limitaciones en la parte experimental, por una parte es difícil

tener capas de hBN sin defectos y por otra parte es poco el acceso a mediciones de

fotoluminiscencia (PL) ya que es necesario contar con una fuente de sincrotrón como

bombeo (36), además de que el espectro de la monocapa y bicapas de hBN están en

el lejano UV, siendo difícil la detección de este rango de energías debido a la falta de

detectores en este rango. Sin embargo, una alternativa factible son los experimentos

de catodoluminiscencia (CL) los cuales necesitan una configuración experimental más

accesible. Se inyecta un haz de electrones a la muestra, donde en la interacción de

interés,por la relajación de un electrón que fue excitado a la banda de conducción por

el haz de electrones, el electrón pasa a un estado desocupado en la banda de valencia

del material provocando la salida de un fotón, cuyo espectro es medido. En el trabajo

de (40) presentan una bicapa de hBN con un ángulo de rotación entre ellas de 7.96.

En este trabajo muestran que hay un pico de emisión en 260.302 nm y sustentan que

proviene del pico de emisión del excitón de moiré. Esta es una prueba experimental de

la existencia de excitones de moiré en bicapas de hBN rotadas. Por esto, se propone

a futuro calcular este ángulo ya que es posible debido que el modelo es aplicable a

ángulos de rotación no conmensurables.

Para ciertas aplicaciones nos interesan excitones con radios pequeños, lo cual cum-
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plen nuestros estados con radios cercanos a los 0.5 nm, además los excitones del siste-

ma rotado a 21.78◦ tienen carácter interlayer como se muestra en la fig.6.45, por lo que

posiblemente el sistema estudiado cumple las características para cumplir la hiótesis.

Para comprobarlo sería necesario tener un espectro idealmente de fotoluminiscencia

con el cual comparar.

En caso de que el sistema estudiado en particular no sea de interés para las aplica-

ciones buscadas, se destaca que con este modelo es posible estudiar cualquier ángulo

sin importar si forma un sistema conmensurable o no. El modelo planteado nos per-

mite visualizar las funciones de onda en el espacio real de manera directa, dándonos

acceso al radio del excitón y su localización en la red.
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Figura 6.34: Vista superior de la capa
inferior sin rotar del sistema

Figura 6.35: Capa 2 rodada a 21.8◦

Figura 6.36: Radio 2.84 nm
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Figura 6.37: Posiciones no equivalentes en la 1ra celda de Wigner-Seitz

Figura 6.38: Energias calculadas con el mo-
delo para una bicapa de 21.78 grados

Figura 6.39: Comparacion entre energias
calculadas con el modelo para una bicapa
rotada a 21.78 grados y otra no rotada
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Figura 6.40: Longitud de onda para los es-
tados calculados de la bicapa rotada a 21
grados

Figura 6.41: Energias calculadas con el mo-
delo para una bicapa de 21.78 grados

Figura 6.42: agujero 1 Figura 6.43: agujero 2

Figura 6.44: agujero 3

Figura 6.45: Valor Inplane o Interlayer para los estados de la bicapa rotada
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Figura 6.46: Vista lateral en el plano xz de la
distribución em ambas capas intensidad del es-
tado en theta 0 primer par degenerado para el
agujero 1

Figura 6.47: Componente de la capa 1 para el
modelo propuesto

Figura 6.48: Componente de la capa 1 para el
modelo propuesto
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Figura 6.49: Vista lateral, agujero 1 Figura 6.50: Vista lateral, agujero 2

Figura 6.51: Vista lateral, agujero 3
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Figura 6.52: Intensidad excitón 1 con la posición de
agujero 1

Figura 6.53: Intensidad excitón 1 con la posición de
agujero 2

Figura 6.54: Intensidad excitón 1 con la posición de
agujero 3
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Figura 6.55: Vista lateral, agujero 1 Figura 6.56: Vista lateral, agujero 2

Figura 6.57: Vista lateral, agujero 3

Figura 6.58: Componente de la capa 1 Figura 6.59: Componente de la capa 2

Figura 6.60: Función de onda para el sistema rotado a 21 grados
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Figura 6.61: Componente de la capa 1 Figura 6.62: Componente de la capa 1

Figura 6.63: Componente de la capa 2 Figura 6.64: Componente de la capa 2

Figura 6.65: Excitón S4 bicapa rotada a 21.78 grados



Capítulo 7

Conclusiones

Se conocía la presencia de excitones en sistemas rotados de TMDs y grafeno, sin

embargo debido a las limitaciones experimentales de la caracterización de bicapas de

hBN debido a que su espectro se encuentra en el UV lejano y debido a la limitación

del cálculo del sistema con teorías de primeros principios como GW debido a su

tamaño no se hallaban estudios o cálculos de este sistema. Sin embargo, con el modelo

de enlace fuerte con un potencial de tipo Keldysh desarrollado en este trabajo fue

posible demostrar y describir al menos de forma cualitativa los excitones presentes

en el sistema. Este modelo fue validado al reproducir los resultados de una bicapa

en apilamiento AA’ de hBN calculados con primeros principios. Se modeló la bicapa

sin rotar, y la bicapa rotada a distintos ángulos calculando el espectro de energías y

sus funciones de onda correspondientes, y se obtuvo una caracterización dentro del

plano y entre planos de las funciones de onda de los excitones. El modelo propuesto

es relativamente simple comparado con cálculos de primeros principios como GW o

DFT ya que depende del ajuste de los parámetros y la interacción entre partículas

esta limitada al potencial modelo por lo que no hay interacción electrón-electrón o

agujero-agujero. Sin embargo, para eso fue diseñado, simplificar los cálculos y reducir

tiempos de computo. Respecto a las perspectivas de esta línea de investigación se

propone que al sintetizar bicapas rotadas de hBN y realizar experimentos de CL o

PL sobre ellas se avance en el desarrollo de dipositivos de emisión en el UV lejano

y en caso de que el sistema rotado en los ángulos estudiados en este trabajo no sea

73



CAPÍTULO 7. CONCLUSIONES 74

de interés para las aplicaciones buscadas, se destaca que con este modelo es posible

estudiar cualquier ángulo sin importar si forma un sistema conmensurable o no. Ya

que el modelo planteado nos permite visualizar las funciones de onda en el espacio

real de manera directa, dándonos acceso al radio del excitón y su localización en la

red. Además se pueden incluir más interacciones al usar las funciones de onda de una

particula para construir la interaccion W en el hamiltoniano de 2 partículas.
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