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NOMENCLATURA Y SÍMBOLOS 

 

         a        Radio del tubo capilar [m] 

       G0        Módulo elástico [Pa]   

         L         Longitud del capilar [m] 

         p        Presión [Pa] 

       𝑄0        Flujo volumétrico independiente del flujo pulsátil [m3/s] 

         r         Coordenada radial [m] 

         z         Coordenada rectangular [m] 

         g         Gravedad [m/s2] 

        Vz         Velocidad en eje z [m/s] 

        On         Operador viscosidad [Pa s] 

         𝐼0                              Función de Bessel modificada de primera especia de orden 0 

       𝐾0                              Función de Bessel modificada de segunda especia de orden 0 

      𝑅1                               Radio menor en la corona circular [m] 

      𝑅2                               Radio mayor en la corona circular [m] 

     𝑅𝑣𝑒𝑛𝑎                           Radio promedio de la vena [m] 

     𝑇(𝜔)                            Función de transferencia 

      De                               Numero de Deborah  

Letras griegas 

 

         η      Función de viscosidad [Pa s]   

         𝛾̇𝑗𝑖         Escalar rapidez de deformación de i respecto a j [1/s] 

         λ         Tiempo estructural [s] 

         σ𝑖𝑗        Componente ij del tensor de esfuerzos [Pa] 

         θ        Coordenada angular [1] 

         𝜌                             Densidad [kg/m³] 

          𝜇                            Viscosidad [Pa s]  

          𝜔                           Frecuencia [Rad/s] 

         η0      Función de viscosidad [Pa s]   
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Vectores, diadas y tensores 

 

         𝐕         Vector velocidad [m/s] 

      𝐕⨂𝐕      Producto diádico del vector velocidad [m2/s2]   

         𝐃         Tensor rapidez de deformación [1/s] 

         𝐟          Fuerza de cuerpo [N/m3] 

         𝛔         Tensor de esfuerzos [Pa] 

         𝐖        Tensor vorticidad [1/s] 

        ∇𝐕        Tensor gradiente del vector velocidad [1/s] 

        ∇𝐕T      Transpuesta del tensor gradiente del vector velocidad [1/s] 

         𝐕         Vector velocidad [m/s] 

 

 

Operadores diferenciales y otros símbolos 

 

         ( )𝐓      Transpuesta para la matriz mxn [1] 

          𝛁         Operador gradiente (Nabla) [1/m] 

         𝛁 ∙        Operador divergencia [1/m] 

         𝛁𝟐        Operador Laplaciano [1/m] 
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RESUMEN 

En este trabajo se analiza el flujo de un líquido complejo viscoso y elástico fluyendo en 

geometrías cilíndricas deformado continua e irreversiblemente por un gradiente de presión pulsátil. 

Suponiendo que el fluido es incompresible, es decir, su densidad es constante e independiente de la 

posición y el tiempo, el proceso es isotérmico y que los mecanismos gravitacionales son 

despreciables, se obtiene una ecuación diferencial parcial que describe los mecanismos inerciales en 

función de las fuerzas superficiales y volumétricas, en donde se realizan los balances de masa y de 

momento. 

Para deducir una expresión, analítica para el perfil de velocidades, se transforma la ecuación 

dinámica al espacio de Fourier y se impone que la velocidad en el centro es finita y que en la pared 

es cero. La ecuación resultante se integra en la sección de área transversal y se obtiene una expresión 

analítica para el flujo volumétrico de un fluido viscoelástico lineal.   

El modelo resultante describe que el flujo volumétrico es el producto de tres importantes 

contribuciones: (i) La primera de ellas, es el flujo volumétrico Newtoniano que describe la amplitud 

de las oscilaciones en el medio. (ii) La segunda de ellas, representa la función de transferencia 

compleja que describe la relación entre la variable de entrada asociada al gradiente de presión pulsátil 

y el flujo volumétrico y (iii) la fueza motriz asociada al gradiente de presión pulsátil el cual, varia 

periódicamente y depende de la frecuencia. La respuesta dinámica depende de un parámetro 

adimensional Beta el cual, se puede interpretar como el inverso de una velocidad característica en el 

medio.  

Este, describe la dispersión en el sistema, y depende del número de Deborah, operador fluidez 

y de los mecanismos inerciales. Este resultado es general y puede ser aplicado a cualquier ecuación 

reológica viscoelástica lineal o fraccionaria del cálculo fraccional.    Finalmente, se utilizan datos de 

un fluido biológico pata describir el flujo en una vena del sistema circulatorio humano. 

Palabras claves:  

Ecuación de Hagen y Poiseuille, Transformada Integral de Fourier, Flujo Pulsátil, Soluciones 

Analíticas, Sangre humana, Hipercolesterolemia.  
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1.1 Bioingeniería  

La bioingeniería es la rama de ingeniería que se encarga de estudiar desde el punto de vista 

de la ingeniería los procesos biológicos (Rey 2007). La bioingeniería es conocida como ingeniería 

biológica la cual, aplica conceptos basados en ciencias duras y la física para resolver problemas de 

las ciencias de la vida (Rey 2007). Esta rama de la bioingeniería utiliza los conceptos y herramientas 

de la matemática y física para entender, resolver o elucidar problemas en las ciencias de la salud (Rey 

2007, 2010).  Una de las aplicaciones más importantes es el biomimetismo o biomimesis que es una 

subdisciplina de la ingeniería biológica que trata de entender la forma en que los organismos vivos 

como un resultado de un prolongado proceso de pruebas y errores conocido como evolución, han 

resuelto dificultades en el pasado, y para encontrar formas de resolver problemas similares en 

sistemas artificiales (Rey 2007, 2010). Un ejemplo de biomimetismo es el que se ha estudiado por 

años y por décadas para la fabricación de hilos de acero (Chan et al. 2008).   

Este increíble proceso consiste en 4 procesos fundamentales, los cuales son mencionados a 

continuación: (i) El primero de estos, es un líquido viscoelástico conformado por nueve proteínas que 

ya han sido caracterizados bioquímicamente. (ii) El siguiente paso es la transformación de un líquido 

viscoelástico a un cristal líquido nemático. (iii) El tercer paso, es el de una deshidratación lo que lleva 

el sistema a un gel biológico y (iv) por último el hilado. Este hilado es expulsado por un extrusor 

biológico cuyo dado biológico puede ser descrito por una doble exponencial (Rey et al. 2014). Este 

increíble proceso de formación del hilado es acompañado de un gradiente de presión pulsátil por 

efecto de las contracciones peristálticas de la araña y es un problema complejo, desde el punto de 

vista reológico debido a la mezcla cinemática de componentes extensionales y cortantes del sistema 

(Rey 2007, 2010; Rey et al. 2014). 

1.2 Bio-reología  

El estudio de la bioreologia en sangre ha sido tema de diferentes grupos de investigación a 

nivel mundial. La solucion del flujo sanguineo incluye las siguientes aproximaciones 

(i) Analíticas: El flujo sanguineo se describe mediante ecuaciones constitutivas que tratan de 

describir la relacion entre el esfuerzo y la rapidez de deformación del sistema de estudio. 

(ii) Numéricas: El flujo sanguineo se describe mediante ecuaciones no lineales que 

imposibilitan, deucir expresiones cerradas asi que, se recurre a los métodos numpericos 

para la obtención de resultados. 

(iii) Simulaciones computacionale: En este punto, se utilizan softwares sofisticados con el fin 

de resolver las ecuaciones no-lineales acopladas en el sistema de estudio. 

(iv) Metodos experimentales: En este punto, se ha empleado tecnicas bioquimicas para la 

caratcerizacion de la sangre, y reométricas para su caracterización en terminos de 

parametros reológicos medibles, 
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Otro ejemplo de este tipo, es el flujo sanguíneo en el sistema circulatorio humano (Medina et 

al. 2022, Moreno et al. 2015). Este tipo de sistemas se pueden modelar como un capilar de radio r = 

a y longitud finita z =L. Suponemos, que el capilar es inextensible, es decir inelástico. La sangre 

humana puede ser modelada como una suspensión la cual, contiene dos contribuciones importantes: 

(i) El plasma que representa el solvente y (ii) el hematocrito que está compuesto por los eritrocitos y 

leucocitos. Estos últimos, le confieren sus propiedades no-newtonianas (Medina et al. 2015) 

Este líquido fluye debido a una bomba biológica llamada corazón y que puede ser interpretada 

desde el punto de vista de la ingeniería como una válvula de desplazamiento positiva (Herrera 2009, 

2010; Herrera-Valencia et al. 2012, 2017) 

Matemáticamente, este dispositivo puede ser descrito por un gradiente de presión pulsátil, por 

medio de una función exponencial compleja de variable compleja.  

( ) ( )iωt 2

0 0 0p(t) = p e p cos ωt p isen ωt ;i =-1  = +       (1) 

En la Ec.(1)  es la frecuencia del sistema de estudio. 

1.3 Reología 

La reología se puede definir como la materia que estudia el comportamiento de diferentes 

fluidos en relación con el esfuerzo al que son sometidas y la deformación que presentan los fluidos 

(Bird et al. 1987, 2002). 

 En esta ciencia podemos encontrar dos grandes ramas de los tipos de fluidos siendo los 

fluidos newtonianos y los no newtoniano. Los fluidos newtonianos son aquellos en los que no importa 

la rapidez con que son deformados, su viscosidad permanece constante (Bird et al. 1987). La ecuación 

constitutiva que los representa es un modelo tensorial conocido como el modelo de Newton (Bird et 

al. 2002).  

( )T1
2μ ; 

2
= =  +σ D D V V          (2a, b) 

En la Ec. (a2)  es el tensor simétrico de segundo orden,  es la viscosidad cortante y V es el vector 

de velocidad (tensor de primer orden). La Ec. (2b) D es el tensor de rapidez de deformación (Parte 

simétrica del tensor gradiente de velocidad). Ejemplos de este tipo de fluidos, son los líquidos de bajo 

peso molecular como: (i) el agua, (ii) gasolina, (iii) alcohol, etc.  Los fluidos no newtonianos por otra 

parte son los fluidos que no presentan una viscosidad constante en función del tiempo y su ecuación 

constitutiva de esfuerzo cortante no es lineal (Bird et al. 2002; Herrera-Valencia et al. 2022).  

( ) ( ) ( )2η II ; η II 2 := =D Dσ D DD         (3a, b) 

En la Ec. (3a) se remplaza la viscosidad de la Ec. (2) por una función más general, que se llama 

función viscosidad la cual, depende del segundo invariante del tensor rapidez de deformación. Este 

invariante es una medida de la magnitud del flujo, y depende de los mecanismos cortantes, 

extensionales o una mezcla cinemática de los dos mecanismos. 

Finalmente, los fluidos viscoelásticos forman parte de los no newtonianos este tipo de 

materiales presentan tanto propiedades viscosas (medida de la resistencia a las deformaciones) y 
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elásticas ( deformaciones reversibles), es decir que cuando a este tipo de fluidos se le retira el esfuerzo 

al que fue sometido es capaz de recuperar parte de la deformación, se comportan tanto solido como 

líquido y por lo tanto presentan las propiedades de ambas y obedecen tanto la ley de Hooke como la 

ley de Newton de la viscosidad. Dentro de los modelos que rigen este tipo de fluidos viscoelásticos 

se encuentra el modelo de Maxwell (interacción polímero), Jeffreys (interacción polímero-solvente) 

y Burgers (interacción polímero-polímero) (Bird et al. 1987, 2002; Herrera-valencia et al. 2002). 

1.4 Permeabilidad 

La permeabilidad es la resistencia que presenta un medio para que un líquido fluya a través de el. 

Esta, se puede clasificar de dos fomas: 

a) Permeabilidad intrinseca: En esta, el fluido es Newtoniano y solo depende de la geometría 

y de la porosidad. La ecuación analitica de la permeabilida se define como: 

2

0
N

ε a
K

8
=           (4) 

En la Ec. (4) “a” es el radio del capilar que describe el poro. En la Ec. (1) se aplica la teoría del poro 

promedio. Es decir, todos los poros tiene el mismo radio y no existe como tal una distribución.  

b) Permeabilidad real o de Darcy: En esta, el fluido es viscoelástico y depende de la geometria 

y del fluido. Aqui el fluido esta acoplado a la geometria por lo que se tiene la siguiente 

expression analítica: 

 
( )

( )

( )
( )

2 2
10

NN N2

0

J βa /βaε a 8i
K 1 K β

8 J βaβa
f

 
= − =  

 
     (5) 

En la que el parámetro β es el inverso de una longitud característica que depende de la frecuencia y 

de un operador de origen viscoso o viscoelastico: 

3/2βa = i ω           (6) 

Y para un fluido viscoelástico, se tiene lo siguiente: 

( )  3/2 2 Xβa = i De O iω ω;X = M,J,B,MM,KV       (7) 

En la Ec. (7), M, J, B, MM, KV se refiere a los modelos reológicos de Maxwell, Jeffreys, Burgers, 

Multimodal de Maxwell y Kelvin-Voigt (Bird et al. 1997, 2002; Caram et al. 2006; Herrera-Valencia 

et al. 2022) 
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1.5 Antecedentes  

Desde un punto de vista reológico, la sangre es un fluido no-newtoniano adelgazante al corte 

y que, bajo ciertas condiciones biológicas, por ejemplo, con alto contenido de colesterol puede 

presentar una viscosidad tan alta, que el sistema de flujo puede describir un esfuerzo de cedencia 

(Moreno et al. 2015, Tabla 2). El colesterol alto o hipercolesterolemia, es un padecimiento que 

puede inducirse por el estilo de vida sedentario, condiciones sociales y genética. Otro tipo de 

padecimientos han sido estudiados recientemente a consecuencia de los estudios de Moreno et al. 

(2015).  

Apostodilis y Beris (2015) estudiaron el efecto del colesterol en triglicéridos en pruebas 

reométricas o de flujo controlado en estado estacionario. Ellos demostraron que el contenido de 

colesterol y triglicéridos afecta las propiedades no-newtonianas y la respuesta reológica del sistema 

biológico. Si, el colesterol aumenta drásticamente, el líquido presenta un esfuerzo de cedencia 

(Moreno et al. 2015).  

Saravia et al. (2022) estudiaron el efecto de la cirrosis hepática en las propiedades reológicas 

de la sangre. Ellos demostraron que, en pacientes descompensados, existe un cambio del líquido de 

No-newtoniano (adelgazamiento) a Newtoniano. En este trabajo ellos caracterizaron el fluido, 

mediante un modelo empírico (Ley de potencia; Ostwald de Waele). 

La consecuencia de tener una contribución alta de colesterol en la sangre, es la de inducir 

oclusiones en los capilares sanguíneos o una acumulación de colesterol en las paredes vía los puentes 

de calcio (Corvera-Poiré y del Rio 2007).  

Cuando el colesterol se adhiere a las paredes por efecto del calcio depositado estas aumentan 

su espesor y este fenómeno es conocido como una oclusión periférica mientras que, cuando existe 

tejido muerte que ocluye el centro del capilar, y la sangre tiene que pasar por el espacio entre el 

obstáculo y el capilar se conoce como de tipo central oclusión central (Corvera-Poiré y del Rio 

2007).  La oclusión central, puede ser descrita mediante dos tubos concéntricos de radios R1 y R2 con 

R1 < R2. Este tipo de sistema (sangre + colesterol) ha sido caracterizado mediante diferentes 

ecuaciones constitutivas como son: (i) Newton y (ii) Maxwell (Del Rio et al. 1998). Estos modelos 

han sido resueltos de manera analítica mediante la transformada integral de Fourier y modelando el 

gradiente de presión por medio de una serie de Fourier compleja (Del Rio et al. 1998; Del Rio y 

Castrejon-Pita 2003).  

La herramienta que se ha utilizado para caracterizar la respuesta dinámica lineal del sistema 

es la permeabilidad estática y dinámica. Este objeto matemático se obtiene al transformar al espacio 

de Fourier la ecuación dinámica de la velocidad e integrando con respecto a una sesión de área 

transversal (Ver con detalle Del Rio et al. 1998; Del Rio y Castrejon-Pita 2003).  

La permeabilidad dinámica no solo ha sido estudiada para fluidos viscoelásticos si no también 

para describir el efecto de la conductividad eléctrica en geometrías cilíndricas en campos magnéticos 

(Cuevas et al. 2001).  

Del Rio et al. (1998) demostraron que en el régimen de viscoelasticidad lineal la respuesta 

dinámica lineal entre el gradiente de presión oscilatorio y flujo volumétrico incrementa para valores 

críticos de la frecuencia. Esta herramienta fue utilizada, para analizar las propiedades viscoelásticas 

de sangre human fresca.  
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Corvera Poire y del Rio (2004) estudiaron el experimento de una celda de Hele-Shaw para 

un fluido viscoelástico modelado como un fluido de Maxwell. Este experimento consiste en dos 

placas paralelas que dentro de estas se encuentra un fluido con viscosidad alta, empujado con un 

fluido de menor viscosidad la interfaz entre estos fluidos normalmente es inestable y las estructuras 

que se forman cuando la interfase se desestabiliza se denominan dedos. Encontraron que cuando el 

dedo se maneja con una frecuencia que maximiza la permeabilidad dinámica también se maximizan 

las variaciones de amplitud, para el fluido de baja viscosidad la amplitud decae con la frecuencia y 

para el fluido viscoelástico la amplitud tendrá máximos a las frecuencias que maximizan la 

permeabilidad. 

Collepardo-Guevara y Corvera Poire (2007), investigaron el comportamiento de un fluido 

viscoelástico que fluye en una geometría cilíndrica donde se van a presentar dos tipos de obstrucción 

del fluido (central y periférica). La reología y la transferencia de movimiento del luido viscoelástico 

es caracterizado por el modelo de Maxwell. En su investigación demuestran que ajustando la 

frecuencia se puede maximizar la relación entre el gradiente de presión y el flujo volumétrico a través 

de la permeabilidad dinámica. En particular, se comprueba que el flujo se maximiza en las oclusiones 

centrales que en las periféricas. El fluido que investigaron con sus resultados teóricos es sangre 

humana fresca. 

Castro et al. (2008) estudiaron el flujo y la permeabilidad dinámica en micro-canales de 

fluidos viscoelásticos con deslizamiento en la pared, i.e. la condición de no deslizamiento no se 

cumple en la interfase entre el líquido y el sólido. Em esta investigación, se dedujo una relación de 

escalaras que obedece la permeabilidad dinámica, cuando no hay deslizamiento en la parte del fluido. 

Sus resultados demuestran que existe deslizamiento en el sistema, y obtienen un parámetro 

relacionado con este. 

Flores et al. (2010) utilizaron el concepto de permeabilidad dinámica para explicar la 

frecuencia cardiaca en mamíferos. Ellos demostraron que esta se ve afectada por las condiciones 

geométricas, propiedades reológicas, mecanismos inerciales y viscoelásticos. Analizaron el efecto de 

la frecuencia sobre un fluido viscoelástico fluyendo en una red de tubos inelásticos. A través de este 

análisis ellos explican cuales son las frecuencias criticas para una explicación razonable de la 

frecuencia cardiaca de los mamíferos en reposo. Las observaciones más importantes de este tipo de 

sistemas, es que la frecuencia cardiaca no esta optimizada para transportar sangre en todo el sistema 

circulatorio.  Las frecuencias reales en reposo de los mamíferos ocurren a frecuencia que optimizan 

el flujo en vasos de radios que corresponden a grandes arterias, que lleva sangre oxigenada 

rápidamente lejos del corazón, hacia la cabeza y las extremidades.  Las frecuencias optimas obtenidas 

en su investigación, son utilizadas con los radios de arterias femorales y demuestran que existe una 

mejor relación con las frecuencias cardiacas observadas en los experimentos. Finalmente, ellos 

encontraron una relación alo-métrica teórica entre la frecuencia de flujo optima y el radio. Sus 

resultados fueron utilizados para describir la frecuencia cardiaca de diferentes mamíferos entre 

ratones hasta caballos  

Flores et al. (2016) utilizaron la permeabilidad dinámica para analizar un fluido viscoelástico 

de Maxwell en tubos elásticos y construyeron un esquema numérico para analizar el flujo en el 

sistema circulatorio del cuerpo humano. Utilizaron datos experimentales para venas y arterias y datos 
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experimentales reológicos con el fin de describir la respuesta entre el gradiente de presión pulsátil y 

el flujo volumétrico. Este modelo elástico presenta una solución analítica en el dominio de la 

frecuencia y se utilizó para la simulación de diferentes tipos de arterias, comparándolas con otras 

soluciones computacionales. Concluyendo que la frecuencia de pulso arterial en arterias grandes se 

puede simular con precisión con su modelo, reduciendo el tiempo de cómputo. 

Torres Rojas et al. (2017) estudiaron el concepto de resonancia de fluidos Newtonianos en 

tubos elásticos.  En este estudio, ellos analizan el efecto de la elasticidad de la geometría y su efecto 

en la permeabilidad y la resonancia del sistema. Su investigación demostró que la permeabilidad de 

un tubo elástico es siempre mayor que la de un tubo rígido, y que la resonancia depende de los 

mecanismos disipativos (viscosos), de almacenamiento (elásticos), de relajación (tiempos 

viscoelásticos de Maxwell) y de las propiedades geométricas y mecánicas de los tubos (módulo de 

Young) y geométricas (longitudes características).   

El concepto de permeabilidad dinámica ha sido modificado introduciendo una función de 

transferencia compleja la cual, puede ser explicada por una generalización de la fluidez. Está, se 

describe el producto de la fluidez compleja (reología) multiplicada por una función que depende de 

un parámetro Beta asociado a la dispersión en el sistema (Herrera-Valencia et al. 2014, 2018; Nava-

Rivera 2022). 

 Esta herramienta (función de transferencia compleja) ha sido empleada para describir el 

complejo comportamiento de las células ciliadas externas, que son las responsables de amplificar el 

sonido el cuerpo humano (Herrera-Valencia et al. 2014, 2018; Nava-Rivera 2022).  

El flujo pulsátil ha sido también estudiado en sistemas viscoelástico no-lineales, con diferentes 

ecuaciones constitutivas las cuales, han sido resueltas mediante técnicas analíticas y numéricas 

(Herrera-Valencia et al. 2009, 2010). Para caracterizar el flujo y la deformación de estos sistemas, 

se han empleado diferentes ecuaciones empíricas las cuales son mencionadas a continuación: (i) Ley 

de Potencia, (ii) Ellis, (iii) Reiner-Philipoff, (iv) Bingham, (v) BMP (Herrera-Valencia et al. 2009, 

2010).  Las propiedades materiales se han calculado mediante experimentos reológicos en estado 

estacionario y no estacionario. Para una revisión de estos modelos se recomienda consultar Herrera-

Valencia et al. (2009), (2010) y (2017). 

Sin embargo, y a pesar de todos los estudios generados con el concepto de permeabilidad, 

existe una controversia entre la permeabilidad intrínseca y la permeabilidad real o de Darcy. La 

intrínseca solo depende de la geometría y la de Darcy depende de la geometría y del medio (fluido). 

El fluido es caracterizado mediante la ecuación reológica correspondiente. Por lo que, en este trabajo 

se utilizara la función de trasferencia compleja que involucra una generalización de la función fluidez 

compleja modificada mediante los mecanismos inerciales. Para esto, se analizará la reología mediante 

un concepto definido en la literatura como operador fluidez complejo definido en el espacio de 

Fourier y valido solo en el régimen de altas rapideces de deformación (Herrera Valencia et al. 2022, 

2014, 2018).  

Se analizará un fluido viscoelástico de Maxwell en dos geometrías simples, para obtener la 

función de transferencia compleja en función de la geometría del sistema y propiedades reológicas 

(Herrera-Valencia et al. 2022). La función de transferencia compleja relaciona la variable de entrada 
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(gradiente de presión transitorio) y variable de salida (flujo volumétrico). El primero de estos 

sistemas, corresponde a una oclusión periférica la cual, simularía el depósito de colesterol en las 

arterias y venas. El segundo caso consistirá en una oclusión central. Esta puede ser simulada con dos 

tubos concéntricos en donde el fluido fluye por el espacio anular del sistema geométrico. Este punto 

incorporará, el efecto de la oclusión o el porcentaje de oclusión a través de cociente entre R1/R2.  

A partir de estos resultados analíticos, se simularán datos de sangre con colesterol mediante 

una generalización del modelo de Maxwell, conocido como modelo Multimodal de Maxwell 

(Moreno et al. 2015). Esta aplicación se analizará en el contexto de una oclusión periférica y se 

analizará la norma de la función de transferencia compleja. Para analizar esto, se postulará la siguiente 

hipótesis de trabajo. 

1.6 Hipótesis de trabajo: 

Si la respuesta dinámica gradiente de presión-flujo volumétrica es función de la reología, 

entonces estos serán cuantificables a través de las curvas resonantes del sistema.  

 

Para debatir esta hipótesis, se plantearán los siguientes objetivos de esta tesis a nivel de licenciatura. 

 

1.7 Objetivos de la investigación: 

 

General: Estudiar el efecto los mecanismos inerciales, viscoelásticos, geométricos y de la fuerza 

motriz gradiente de presión transitorio) sobre el flujo volumétrico. 

Particular 1: Obtener expresiones cerradas, para el perfil de velocidades, flujo volumétrico, y 

función de transferencia complejas para un líquido complejo de Maxwell en dos tipos de 

geometrías: (i) capilar de radio r = a y longitud z = L y (ii) cilindros concéntricos de radio 

R1 y R2 con R1 < R2.  

Particular 2: Proponer un conjunto de variables adimensionales, con el fin de escalar el perfil de 

velocidades, flujo volumétrico y la función de transferencia compleja, en función de los 

grupos adimensionales correspondientes. 

Particular 3: Programar las ecuaciones en el software Mathematica (Licenica UNAM) con el fin de 

obtener la parte real, imaginaria y la norma de la función de transferencia compleja, en las 

dos geometrías analizadas. 

Particular 4: Analizar la respuesta dinámica lineal de datos de sangre humana y obtener las 

frecuencias criticas resonantes y su relación con las propiedades materiales y su relación 

con el contenido de colesterol y triglicéridos.  
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1.8 Distribución del material de esta tesis de licenciatura 

La organización de este documento se presenta a continuación: 

 Capítulo 1:  En la sección 1, se discutieron los preliminares, definiciones básicas, antecedentes, 

objetivos y marco teórico. 

Capítulo 2:  Marco teórico en donde se ven los elementos básicos esenciales para entender esta 

investigación: (i) flujo de Poiseuille en un tubo, (ii) flujo de Poiseuille en una corona circular y (iii) 

ecuación constitutiva de Maxwell.  

Capítulo 3: Modelado matemático y planteamiento del problema, la modelo constitutiva 

empleado junto con las restricciones matemáticas, físicas y biológicas del sistema de trabajo, se 

obtienen las respectivas funciones de transferencia del sistema de estudio.  

Capítulo 4:  Obtención de los grupos, variables adimensionales y las respectivas simulaciones 

en las dos configuraciones de este trabajo. Se analiza su respuesta en función de los mecanismos 

inerciales, viscosos y elásticos. 

Capítulo 5:  En esta sección presenta la aplicación en sangre humana con colesterol en función 

de las propiedades materiales. Se obtienen las frecuencias resonantes correspondientes y se analizan 

en función de la respuesta dinámica. 

Capítulo 6: En la última sección, se presenta las conclusiones, aportación al conocimiento y el 

trabajo futuro. 
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II. Marco teórico 

 

 

 

 

 

 

𝑳𝒆𝒚 𝒅𝒆 𝑯𝒂𝒈𝒆𝒏 𝑷𝒐𝒊𝒔𝒆𝒖𝒊𝒍𝒍𝒆 
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2.1 Fluido Newtoniano en un capilar 

En esta sección se presenta el desarrollo para el cálculo del flujo volumétrico de un fluido 

newtoniano que fluye a través de un capilar, con un radio R. La longitud axial del capilar se representa 

con L. Se presenta el esquema del estudio. 

 

 

𝑉𝑧(𝑟 = 𝑎, 𝑡) = 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Modelado matemático  

• Fluido newtoniano. 

• Estado estacionario. 

• Incompresible. 

• Proceso isotérmico. 

• Simetría cilíndrica. 

2.2 Razonamiento matemático 

Para el razonamiento de este problema, en primer lugar, se planteó un modelado matemático 

al cual está sometido nuestro sistema. Partiendo de la ecuación de continuidad y aplicando el 

modelado matemático, llegamos a la conclusión de que la velocidad en el eje axial z y está en función 

del eje radial r. Una vez concluido lo anterior utilizando la ecuación de movimiento lagrangiana y al 

aplicarle el tensor de esfuerzos (ley de newton generalizada) podemos llegar a las r Ɵ z R L Fig. 2.1. 

Esquema de un flujo newtoniano, isotérmico e incompresible, en un capilar de radio(a) y Longitud 

(L). ecuaciones de Navier Stokes, para los diferentes componentes de las coordenadas cilíndricas, 

que expresan la rapidez de incremento de momentum de una partícula de flujo (𝜌 𝐷𝑉 𝐷𝑡) igualadas 

a las fuerzas que actúan sobre el fluido, donde actúan la fuerza superficial dada por el gradiente de 

presiones, la viscosidad, la tensión superficial y las fuerzas volumétricas causadas por la gravedad. 

r 

Ɵ z 

R 

L 

Fig. 2.1A Esquema de un fluido newtoniano, isotérmico e incompresible, en un capilar de 

radio(R) y Longitud (L). 
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Aplicando la conclusión anterior Vz(𝑟), obtenemos una versión simplificada de la ecuación de Navier 

Stokes que solo está en función de r al resolver la ecuación diferencial obtenemos el perfil de 

velocidades que describe el comportamiento de la velocidad en nuestro sistema de estudio. Una vez 

obtenido el perfil de velocidades se procede a sacar el flujo volumétrico con una ecuación de flujo 

transformada por medio de una transformada jacobiana que dejara la expresión en coordenadas 

cilíndricas, al sustituir el perfil de velocidades en la expresión de flujo volumétrico para coordenadas 

cilíndricas y resolver la doble integral, obtenemos una expresión conocida como la ecuación de 

Hagen- Poiseuille. 

2.3 Ecuación de continuidad 

A partir de la ecuación de continuidad 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
=-∇ ⋅ (𝜌𝑽)                                                                                                                                             (1)  

𝜕𝜌

𝜕𝑡
=-𝑉. ∇𝜌 − 𝜌(∇. V)                                                                                                                           (2)  

Puesto que hablamos de un flujo incompresible. 

∇. V = 0                                                                                                                                      (3)  

La ecuación adquiere la siguiente forma. 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑉. ∇𝜌 = 0          

∂ρ

∂t
+
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝜌𝑉𝑟) +

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(𝜌𝑉𝜃) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝑉𝑧) = 0                                                                 (4) 

El vector velocidad para este sistema está dada por la siguiente expresión  

𝑽 = (Vr,Vθ,Vz) = (0,0,Vz(𝑟,θ,z,t))                                                                                   (5) 

Aplicando la expresión para el vector velocidad en la ecuación (3) 

𝜌
𝜕

𝜕𝑧
(𝑉𝑧) = 0         

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑧
= 0 => 𝑉𝑧 ≠ 𝑉𝑧(𝑧)                                                                                                        (6) 

En base a la ecuación (5) podemos razonar que la velocidad (Vz) no dependen del eje axial z y en 

base a la simetría cilíndrica del sistema, la velocidad no depende de 𝜃,,también físicamente los 

perfiles de velocidad ya se encuentran desarrollados, no dependiendo del tiempo. Por ende, podemos 

concluir que la Vz solo depende del eje radia r. 

Vz= Vz(,r,θ,z,t)⏟      
No-depende de z, θ y t

=Vz(𝑟)                                                                                            (7) 
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2.4 Ecuación de movimiento 

A partir de la ecuación de movimiento lagrangiana, obtenida por medio de un balance 

de movimiento de la ecuación Cauchy. La ecuación de movimiento Lagrangiana queda de la 

siguiente manera. 

𝜌
𝐷𝑉

𝐷𝑡
= −∇𝑝 + ∇𝜎 + 𝜌𝑔                                                                                                 (7) 

La ecuación constitutiva del tensor de esfuerzos puede ser escrita de la siguiente manera, también 

conocida como la ley de newton generalizada. 

𝜎 = ɣ̇𝜇 = −𝜇[∇𝑉 + (∇𝑉)𝑇]                                                                                            (8) 

Sustituyendo la ecuación (8) en la ecuación (7) 

𝜌
𝐷𝑉

𝐷𝑡
= −∇𝑝 − ∇. {−𝜇[∇𝑉 + (∇𝑉)𝑇} + 𝜌𝑔                                                           (9) 

Aplicando el modelado matemático de densidad y viscosidad constantes. 

𝜌
𝐷𝑉

𝐷𝑡
= −∇𝑝 + 𝜇∇2𝑉 + 𝜌𝑔                                                                                   (10) 

Al descomponer la ecuación (10) en las tres coordenadas. 

Para el componente en r. 

𝜌 (
𝜕Vr

𝜕𝑡
+Vr

𝜕Vr

𝜕𝑟
+
Vθ

𝑟

𝜕Vr

𝜕𝜃
−
Vθ2

𝑟
+ Vz

𝜕Vr

𝜕𝑧
)  

= - 
𝜕𝑝

𝜕𝑟
+μ [

𝜕

𝜕𝑟
(
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(rVr)) +

1

𝑟2
𝜕2Vr

𝜕𝜃2
−

2

𝑟2
𝜕Vθ

𝜕𝜃
 +

𝜕2Vr

𝜕𝑧2
]  + ρ𝑔𝑟                                     (11) 

Para la componente en Ɵ. 

𝜌 (
𝜕Vθ

𝜕𝑡
+Vr

𝜕Vθ

𝜕𝑟
+
Vθ

𝑟

𝜕Vθ

𝜕𝜃
+
VrVθ

𝑟
+ Vz

𝜕Vθ

𝜕𝑧
)  = - 

1

𝑟

𝜕𝑝

𝜕𝜃
   

+μ( 
𝜕

𝜕𝑟
(
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(rVθ)) +

1

𝑟2
𝜕2Vθ

𝜕𝜃2
+

2

𝑟2
𝜕Vr

𝜕𝜃
 +

𝜕2Vθ

𝜕𝑧2
)  + ρ𝑔𝜃                                                (12) 

Para el componente en z. 

𝜌 (
𝜕Vz

𝜕𝑡
+Vr

𝜕Vz

𝜕𝑟
+
Vθ

𝑟

𝜕Vz

𝜕𝜃
+ Vz

𝜕Vz

𝜕𝑧
)  

= - 
𝜕𝑝

𝜕𝑧
 +μ ( 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕Vz

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2
𝜕2Vz

𝜕𝜃2
 +

𝜕2Vz

𝜕𝑧2
)  + ρ𝑔𝜃                                                      (13) 

Aplicando el modelado matemático en las Ecs. (11-13) con un flujo que se deforma de manera 

continua e irreversiblemente por un gradiente de presión en la dirección axial. 

La Ec. (11) queda de la siguiente manera. 
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𝜕𝑝

𝜕𝑟
= 0 ⇒ 𝑝 ≠ 𝑝(𝑟)                                                                                                            (14) 

La ecuación (12) adquiere la siguiente forma  

1

𝑟

𝜕𝑝

𝜕𝜃
= 0 ⇒ 𝑝 ≠ 𝑝(𝜃)                                                                                                         (15) 

La ecuación del componente en z toma la siguiente forma. Puesto que el gradiente de presión solo 

depende de z. 

𝜕𝑝

𝜕𝑧
 = μ ( 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕Vz

𝜕𝑟
))                                                                                             (16) 

Puesto que se tiene derivada de presión en función de z y la derivada de Vz en función de r. La Ec. 

(16) se iguala una constante para desacoplar las ecuaciones diferenciales. 

𝜕𝑝

𝜕𝑧
=  μ ( 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕Vz

𝜕𝑟
)) = 𝜆                                                                               (17) 

Resolviendo la ecuación diferencial por variables separables. 

∫ 𝑑𝑝 = ∫ 𝜆
𝐿

0

𝑝0
𝑝𝐿

𝑑𝑧  

𝑝𝑝𝐿
𝑝0 = 𝜆𝑧0

𝐿                                                                                                                                

(𝑝0 − 𝑝𝐿) = 𝜆(𝐿 − 0)          

(𝑝0−𝑝𝐿)

𝐿
= 𝜆                                                                                                                              

∆𝑝

𝐿
= 𝜆                                                                                                                                    (18) 

Entonces nuestra Ec. (17) queda planteada de la siguiente manera    

∆𝑝

𝐿
= μ ( 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕Vz

𝜕𝑟
))                                                                                         (19) 

Resolviendo la ecuación diferencial a partir del método de variables separables.  

∆𝑝𝑟

𝐿μ
=

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟

𝑑Vz

𝑑𝑟
)    

∫
∆𝑝𝑟

𝐿μ
𝑑𝑟 = ∫𝑑 (𝑟

𝑑Vz

𝑑𝑟
)      

∆𝑝𝑟2

2𝐿μ
+ 𝐶1 = 𝑟

𝑑Vz

𝑑𝑟
   

∆𝑝𝑟2

2𝐿μr
+
𝐶1

𝑟
=
𝑑Vz

𝑑𝑟
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∫
∆𝑝𝑟

2𝐿μ
𝑑𝑟 + ∫

𝐶1

𝑟
𝑑𝑟 = ∫𝑑Vz  

∆𝑝𝑟2

4𝐿μ
+ 𝐶1𝐿𝑛(𝑟) + 𝐶2 = Vz                                                                              (20) 

La Ec. (20) describe el perfil de velocidades para un fluido newtoniano que se deforma en 

consecuencia de un gradiente de presiones. Para encontrar las constantes, 1 y 2, establecimos las 

siguientes condiciones de frontera. La velocidad en los límites del pailar es cero (C.F.1) y la velocidad 

en el centro es la Vmax. 

C.F.1 Vz(r=R)=0   

C.F.2 Vz(r=0)=Vmax    

Aplicando las condiciones de frontera a la ecuación (20) se tiene lo siguiente.                                                                      

∆𝑝02

4𝐿μ
+ 𝐶1𝐿𝑛(0) + 𝐶2 = Vmax                                                                        (21) 

Puesto que en la Ec. (21) tenemos un Ln (0) =-infinito, significando esto que la velocidad Vz(0) en 

el centro del tubo es infinita. Esto no tiene un sentido físico puesto que la velocidad en el centro la 

velocidad máxima y es finita. Siendo este el caso la única solución para este problema es igualar la 

C1 a cero. Obteniendo una ecuación de la siguiente manera  

∆𝑝𝑅2

4𝐿μ
+ (0)𝐿𝑛(𝑅) + 𝐶2 = 0                                                                              

∆𝑝𝑅2

4𝐿μ
+ 𝐶2 = 0                                                                                                    (22) 

Siendo nuestra C2 igual a. 

−
∆𝑝𝑅2

4𝐿μ
= 𝐶2                                                                                                           (23) 

Para obtener la velocidad máxima es de la siguiente manera cuando r=0. 

Vmax = 𝐶2 = −
∆𝑝𝑅2

4𝐿μ
                                                                                            (24) 

Sustituyendo las constantes en la Ec. (20). 

∆𝑝𝑟2

4𝐿μ
−
∆𝑝𝑅2

4𝐿μ
= Vz   

Vz =
∆𝑝

4𝐿μ
(−𝑅2 + 𝑟2)        

Vz =
−∆𝑝𝑅2

4𝐿μ
(1 −

𝑟2

𝑅2
)                                                                                              (25) 
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La Ec. (25) es nuestro perfil de velocidad axial para un capilar de radio R y longitud z = L con fluido 

newtoniano deformado continua e irreversiblemente por un gradiente de presión constante (Bird et 

al. 1987, 2002, Herrera-valencia et al. 2022). 

2.5 Flujo Volumétrico. 

Para obtener el flujo volumétrico en un capilar partiremos de la siguiente ecuación escrita 

para coordenadas cilíndricas. 

𝑄 = ∫ ∫ Vz(𝑟)rdrdθ
𝑅

0

2π

0
                                                                                                    (26)  

Sustituir el perfil de velocidades de la ecuación (25) en la ecuación (26). 

𝑄 = ∫ ∫ [
−∆𝑝𝑅2

4𝐿μ
(1 −

𝑟2

𝑅2
)]rdrdθ

𝑅

0

2π

0
                                                                       (27) 

Comenzaremos resolviendo la primera integral definida con respecto a r y sacando las constantes de 

la integral. 

Q = ∫
−∆p𝑅2

4Lμ
∫ [(r −

r3

R2
)]drdθ

R

0

2π

0
                                            

Q = ∫
−∆p𝑅2

4Lμ

2π

0
(
r2

2
−

r4

4R2
)0
Rdθ                                                                                           (28) 

Evaluando la integral con los límites de integración y simplificando la expresión.                                                            

Q = ∫
−∆p𝑅2

8Lμ

2π

0
(R2 −

R4

2R2
)dθ      

Q = ∫
−∆p𝑅2

8Lμ

2π

0
(R2 −

R2

2
)dθ  

Q = ∫
−∆pR4

8Lμ

2π

0
(1 −

1

2
)dθ  

Q = ∫
−∆pR4

8Lμ

2π

0
(
1

2
)dθ                                                                                                           (29) 

Después procedemos a resolver la integral definida con respecto a Ɵ y simplificamos la 

expresión. 

Q =
−∆pR4

8Lμ
(
1

2
)θ0
2π                                                                                                               (30) 

Evaluando y simplificando la expresión nos queda de la siguiente forma. 

Q =
−∆pR4

8Lμ
(
1

2
) 2π  

Q =
−π∆pR4

8Lμ
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Q =
−π(𝑝0−𝑝𝐿)R

4

8Lμ
                                                                                                                   (31) 

La Ec. (31) ya es la ecuación para calcular el flujo volumétrico de un fluido newtoniano en un capilar 

impulsado por una diferencia de presiones. Esta ecuación también es conocida como la ecuación de 

Hagen- Poiseuille, que describe la relación del flujo volumétrico y el gradiente de presión (Bird et 

al. 1987, 2002, Herrera-valencia et al. 2022) 

2.6 Fluido Newtoniano en una corona  

En esta sección se analizará y obtendrá el flujo volumétrico de un fluido newtoniano que fluye 

a través de una corona circular debido a la influencia de un gradiente de presión. La corona tiene un 

radio mayor (R2) y un radio menor (R1), con una longitud característica axial (L). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.7 Modelado matemático  

• Fluido newtoniano. 

• Estado estacionario. 

• Incompresible. 

• Proceso isotérmico. 

• Simetría cilíndrica. 

• La velocidad va en dirección z y por ende está en función de la coordenada radial r. 

• El fluido se deforma a causa de un gradiente depresiones, en la dirección axial z. 

r 

Ɵ 

R1 

R2 

R1 

R2 

L L L L 

z 

Fig. 2.2A Esquema de un fluido newtoniano, isotérmico e incompresible, en una corona 

circular de radio menor(R1), radio mayor (R2) y Longitud (L). 
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2.8 Razonamiento matemático 

Para el razonamiento de este problema, se planteó un modelado matemático al cual está 

sometido nuestro sistema. Partiendo del perfil de velocidades general del capilar ya que el fluido es 

el mismo, así como también el modelado matemático al que se somete nuestro sistema, causando que 

la velocidad se comporte de igual manera que la de un capilar solo que en esta ocasión se le aplicaran 

al perfil de velocidades general diferentes condiciones de frontera puesto que el fluido newtoniano, 

fluirá en el anulo formado por los cilindros concéntricos. Una vez obtenido el perfil de velocidades 

particular se procede a sacar el flujo volumétrico con una ecuación de flujo transformada por medio 

de una transformada jacobiana que dejara la expresión en coordenadas cilíndricas, al sustituir el perfil 

de velocidades en la expresión de flujo volumétrico para coordenadas cilíndricas y resolviendo la 

doble integral con diferentes límites de integración, Obtenemos de igual manera una expresión que 

describe el flujo volumétrico de una corona circular 

Puesto que el fluir de un fluido newtoniano en una corona circular se comporta de la misma manera 

que en el capilar, podemos partir de la siguiente ecuación. 

Vz=
∆𝑝𝑟2

4𝐿μ
+ 𝐶1𝐿𝑛(𝑟) + 𝐶2                                                                                 (32) 

Se calcularán las constantes de la Ec. (32) con las siguientes condiciones de frontera. Cuando 

hablamos de la velocidad en el radio menor (R1) hablamos de que es igual a cero puesto que es la 

pared, este mismo hecho aplica para el radio mayor (R2). 

C.F.1    Vz(r=R1)=0 

C.F.2     Vz(r=R2)=0 

Sustituyendo las condiciones de frontera en la ecuación (1) se obtiene lo siguiente. 

0=
∆𝑝𝑅12

4𝐿μ
+ 𝐶1𝐿𝑛(𝑅1) + 𝐶2                                                                                (33) 

0=
∆𝑝𝑅22

4𝐿μ
+ 𝐶1𝐿𝑛(𝑅2) + 𝐶2                                                                               (34) 

Resolvemos el sistema de ecuaciones restando la Ec. (33) de la Ec. (34). 

0= −
∆𝑝𝑅22

4𝐿μ
+
∆𝑝𝑅12

4𝐿μ
+ 𝐶1𝐿𝑛(𝑅1) − 𝐶1𝐿𝑛(𝑅2)  

0=
∆𝑝

4𝐿μ
(𝑅12 − 𝑅22) + 𝐶1(𝐿𝑛(𝑅1) − 𝐿𝑛(𝑅2))          

−∆𝑝

4𝐿μ
(𝑅12 − 𝑅22) = 𝐶1 (𝐿𝑛 (

𝑅1

𝑅2
))  

𝐶1 =
∆𝑝

4𝐿μ

(𝑅22−𝑅12)

(𝐿𝑛(
𝑅1

𝑅2
))

                                                                                            (35) 
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Para obtener la C2 sustituimos C1 en la Ec. (33) y despejamos C2. 

0=
∆𝑝𝑅12

4𝐿μ
+ (

∆𝑝

4𝐿μ

(𝑅22−𝑅12)

(𝐿𝑛(
𝑅1

𝑅2
))
)𝐿𝑛(𝑅1) + 𝐶2  

C2= −
∆𝑝𝑅12

4𝐿μ
−

∆𝑝

4𝐿μ
(
𝐿𝑛(𝑅1)(𝑅22−𝑅12)

𝐿𝑛(
𝑅1

𝑅2
)

)  

C2= −
∆𝑝

4𝐿μ
(
𝐿𝑛(𝑅1)(𝑅22−𝑅12)

𝐿𝑛(
𝑅1

𝑅2
)

+ 𝑅12)                                                                        (36) 

Al sustituir ambas constantes C1 y C2 en la Ec. (32) para encontrar el perfil de velocidades. 

Vz=
∆𝑝𝑟2

4𝐿μ
+ (

∆𝑝

4𝐿μ

(𝑅22−𝑅12)

(𝐿𝑛(
𝑅1

𝑅2
))
)𝐿𝑛(𝑟) −

∆𝑝

4𝐿μ

𝐿𝑛(𝑅1)(𝑅22−𝑅12)

(𝐿𝑛(
𝑅1

𝑅2
))

−
∆𝑝

4𝐿μ
𝑅12  

Vz=
∆𝑝𝑟2

4𝐿μ
−

∆𝑝

4𝐿μ
𝑅12 + (

∆𝑝

4𝐿μ

(𝑅22−𝑅12)

(𝐿𝑛(
𝑅1

𝑅2
))
)𝐿𝑛(𝑟) −

∆𝑝

4𝐿μ

𝐿𝑛(𝑅1)(𝑅22−𝑅12)

(𝐿𝑛(
𝑅1

𝑅2
))

  

Vz=
∆𝑝

4𝐿μ
(𝑟2 − 𝑅12) + (

∆𝑝

4𝐿μ

(𝑅22−𝑅12)

(𝐿𝑛(
𝑅1

𝑅2
))
) (𝐿𝑛(𝑟) − 𝐿𝑛(𝑅1))  

Vz=
∆𝑝

4𝐿μ
(𝑟2 − 𝑅12) + (

∆𝑝

4𝐿μ

(𝑅22−𝑅12)

(𝐿𝑛(
𝑅1

𝑅2
))
)(𝐿𝑛 (

𝑟

𝑅1
))  

Vz=
−∆𝑝

4𝐿μ
((𝑅12 − 𝑟2) − (

(𝑅22−𝑅12)

(𝐿𝑛(
𝑅1

𝑅2
))
)(𝐿𝑛 (

𝑟

𝑅1
)))  

Vz=
−∆𝑝

4𝐿μ
((𝑅12 − 𝑟2) + (

(𝑅12−𝑅22)

(𝐿𝑛(
𝑅1

𝑅2
))
)(𝐿𝑛 (

𝑟

𝑅1
)))  

Vz=
−∆𝑝𝑅12

4𝐿μ
((1 −

𝑟2

𝑅12
) + (

(1−
𝑅22

𝑅12
)

(𝐿𝑛(
𝑅1

𝑅2
))
)(𝐿𝑛 (

𝑟

𝑅1
)))                                                  (37) 

La Ec. (37) es el perfil de velocidades axial para una corona circular de un fluido newtoniano 

deformado continuamente por un gradiente de presión (Herrera-Valencia et al. 2022) 
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2.9 Flujo volumétrico. 

Para encontrar el flujo volumétrico en el anulo de la corona circular, se utiliza la siguiente 

integral de superficie, se utiliza la transformada jacobiana para transformar en coordenadas 

cilíndricas. 

𝑄 = ∫ ∫ Vz(𝑟)rdrdθ
𝑅

0

2π

0
                                                                                             (38) 

Puesto que sabemos que el perfil de velocidades no está en función del ángulo podemos sacarlo como 

constante de la siguiente manera. 

𝑄 = ∫ Vz(𝑟)rdr
𝑅

0
∫ dθ
2π

0
                                                                                               (39) 

Al integrar con respecto al ángulo obtenemos lo siguiente. 

𝑄 = ∫ Vz(𝑟)rdr
𝑅

0
(𝜃0
2𝜋)                                                                                                  (40) 

Al evaluar los límites de integración con respecto al ángulo nos queda de la siguiente manera. 

𝑄 = 2𝜋 ∫ Vz(𝑟)rdr
𝑅

0
                                                                                                      (41) 

Ahora sustituimos el perfil de velocidades en la Ec. (41). 

𝑄 = 2𝜋 ∫
−∆𝑝𝑅12

4𝐿μ
((1 −

𝑟2

𝑅12
) + (

(1−
𝑅22

𝑅12
)

(𝐿𝑛(
𝑅1

𝑅2
))
)(𝐿𝑛 (

𝑟

𝑅1
))) rdr

𝑅2

𝑅1
                                 (42) 

Simplificando la expresión y sacando las constantes de la integral, obtenemos. 

𝑄 =
−∆𝑝2𝜋𝑅12

4𝐿μ
∫ ((1 −

𝑟2

𝑅12
) + (

(1−
𝑅22

𝑅12
)

(𝐿𝑛(
𝑅1

𝑅2
))
)(𝐿𝑛 (

𝑟

𝑅1
))) rdr

𝑅2

𝑅1
                                   (43) 

Para escalar la ecuación diferencial y simplificar con números adimensionales, se divide los límites 

de integración entre R1, la expresión del perfil de velocidades y la diferencial con respecto r. 

𝑄 =
−∆𝑝2𝜋𝑅12

4𝐿μ
∫ ((1 −

𝑟2

𝑅12
) + (

(1−
𝑅22

𝑅12
)

(𝐿𝑛(
𝑅1

𝑅2
))
)(𝐿𝑛 (

𝑟

𝑅1
)))

𝑟

𝑅1

𝑑𝑟

𝑅1

𝑅2

𝑅1
𝑅1

𝑅1

                                 (44) 

Para no alterar la igualdad en la ecuación se multiplicará todo por R12 . 

𝑄 =
−∆𝑝2𝜋𝑅14

4𝐿μ
∫ ((1 −

𝑟2

𝑅12
) + (

(1−
𝑅22

𝑅12
)

(𝐿𝑛(
𝑅1

𝑅2
))
)(𝐿𝑛 (

𝑟

𝑅1
)))

𝑟

𝑅1

𝑑𝑟

𝑅1

𝑅2

𝑅1
1

                                   (45) 
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De la Ec. (45) podemos obtener los siguientes cambios de variable. 

𝑅 =
𝑅2

𝑅1
  

𝐾 =
𝑟

𝑅1
  

Al aplicar los anteriores cambios de variable a la Ec. (45) queda de la siguiente forma.  

𝑄 =
−∆𝑝2𝜋𝑅14

4𝐿μ
∫ ((1 − 𝐾2) + (

(1−𝑅2)

(𝐿𝑛(
1

𝑅
))
) (𝐿𝑛(𝐾)))𝐾𝑑𝐾

𝑅

1
  

𝑄 =
−∆𝑝2𝜋𝑅14

4𝐿μ
∫ ((𝐾 − 𝐾3) + (

(1−𝑅2)

(𝐿𝑛(
1

𝑅
))
) (𝐿𝑛(𝐾)𝐾))𝑑𝐾

𝑅

1
                                  (46) 

Multiplicando la ecuación por (-1/-1) para invertir el Ln(1/R). 

 𝑄 =
−∆𝑝2𝜋𝑅14

4𝐿μ
∫ ((𝐾 − 𝐾3) +

−1

−1
(
(1−𝑅2)

(𝐿𝑛(
1

𝑅
))
) (𝐿𝑛(𝐾)𝐾))𝑑𝐾

𝑅

1
  

𝑄 =
−∆𝑝2𝜋𝑅14

4𝐿μ
∫ ((𝐾 − 𝐾3) − (

(1−𝑅2)

(𝐿𝑛(
1

𝑅

−1
))

)(𝐿𝑛(𝐾)𝐾))𝑑𝐾
𝑅

1
  

𝑄 =
−∆𝑝2𝜋𝑅14

4𝐿μ
∫ ((𝐾 − 𝐾3) − (

(1−𝑅2)

(𝐿𝑛(𝑅))
) (𝐿𝑛(𝐾)𝐾))𝑑𝐾

𝑅

1
                                  (47) 

Una vez integrada la ecuación se obtiene el siguiente resultado. 

𝑄 =
−∆𝑝2𝜋𝑅14

4𝐿μ
{(
𝐾2

2
−
𝐾4

4
)
1

𝑅

− (
(1−𝑅2)

(𝐿𝑛(𝑅))
) (

2𝐾2𝐿𝑛(𝐾)

4
−
𝐾2

4
)
1

𝑅

}                                   (48) 

Aplicando los límites de integración y factorizando la expresión. 

𝑄 =
−∆𝑝2𝜋𝑅14

4𝐿μ
{[(

𝑅2

2
−
12

2
) − (

𝑅4

4
−
14

4
)] − (

(1−𝑅2)

(𝐿𝑛(𝑅))
) ((

2𝑅2𝐿𝑛(𝑅)

4
−
2𝑅2𝐿𝑛(1)

4
) −

(
𝑅2

4
−
12

4
))}  

𝑄 =
−∆𝑝2𝜋𝑅14

4𝐿μ
[
𝑅2

2
−
1

4
−
𝑅4

4
− (

(1−𝑅2)

(𝐿𝑛(𝑅))
) (

2𝑅2𝐿𝑛(𝑅)

4
−
𝑅2

4
+
1

4
)]  
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𝑄 =
−∆𝑝2𝜋𝑅14

4𝐿μ
[
2𝑅2

4
−
𝑅4

4
−
1

4
− (

(1−𝑅2)

(𝐿𝑛(𝑅))
) (

2𝑅2𝐿𝑛(𝑅)

4
−
𝑅2

4
+
1

4
)]  

𝑄 =
−∆𝑝2𝜋𝑅14

16𝐿μ
[2𝑅2 − 𝑅4 − 1 − (

(1−𝑅2)

(𝐿𝑛(𝑅))
) (2𝑅2𝐿𝑛(𝑅) − 𝑅2 + 1)]                      (49) 

Para simplificar más la expresión se procede a realizar el siguiente cambio de variable. 

Donde: 

 𝐼 = 2𝑅2 − 𝑅4 − 1 + (
(1−𝑅2)

(𝐿𝑛(𝑅))
) (2𝑅2𝐿𝑛(𝑅) − 𝑅2 − 1)                                        (50) 

Entonces, con el cambio de variable I nuestra ecuación toma la siguiente forma. 

𝑄 =
−∆𝑝𝜋𝑅14

8𝐿μ
𝐼                                                                                                         (52) 

La Ec. (52) es el de flujo volumétrico de un fluido newtoniano que fluye a través del área del anulo 

en una corona circular, deformada continua e irreversiblemente a causa de un gradiente de presión 

constante (Bird et al. 1987, 2002, Herrera-valencia et al. 2022) 

2.10 Modelo de Maxwell (En serie) 

En esta sección se presenta la deducción mecánica del modelo de Maxwell el cual, consiste en un 

fluido viscoelástico. La parte de elástica se representa con un resorte mientras que, embolo representa 

la contribución viscosa. 

 

 

 

 

 

 

    

 

Planteamos una ecuación para el sistema en serie de maxwell que es igual a la sumatoria de las 

deformaciones viscosas y elásticas. 

𝛾 = 𝛾𝑣 + 𝛾𝑒                                                                                                                     (53) 

Derivamos toda la expresión, de la siguiente manera. 

𝑑𝛾

𝑑𝑡
=
𝑑𝛾𝑣

𝑑𝑡
+
𝑑𝛾𝑒

𝑑𝑡
                                                                                                               (54) 

Fig. 4.2A Sistema de Maxwell 

 

𝐺0 

𝜇 
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La 
𝑑𝛾

𝑑𝑡
= 𝛾̇ es la rapidez de deformación. 

𝛾̇ = 𝛾𝑣̇ +
𝑑𝛾𝑒

𝑑𝑡
                                                                                                                           (55) 

Para la anterior expresión tenemos las siguientes ecuaciones  

𝜎𝑣 = 𝜇𝛾𝑣                                                                                                                      (56) 

𝜎𝑒 = 𝛾𝑒̇𝐺0                                                                                                                     (57) 

Puesto que el esfuerzo va a ser el mismo. 

𝜎𝑣 = 𝜎𝑒 = 𝜎  

De la Ec. (19) despejamos la rapidez de deformación. 

𝛾𝑣 =
𝜎

𝜇
                                                                                                                             (58) 

De la Ec. (20) diferenciamos y despejamos 
𝑑𝛾𝑒

𝑑𝑡
. 

𝑑𝜎

𝑑𝑡
=
𝑑𝛾𝑒̇

𝑑𝑡
𝐺0                                                

𝑑𝛾𝑒̇

𝑑𝑡
=
𝑑𝜎

𝑑𝑡

1

𝐺0
                                                                                                                                                 (59) 

Las Ecs. (58) y (59) las sustituimos en la Ec. (55) y reacomodando términos. 

𝛾̇ =
𝜎

𝜇
+

1

𝐺0

𝑑𝜎

𝑑𝑡
  

𝜇𝛾̇ = 𝜎 +
𝜇

𝐺0

𝑑𝜎

𝑑𝑡
                                                                                                               (60) 

En la Ec. (60) el tiempo de relajación de Maxwell se puede escribir como el cociente entre la 

viscosidad y el módulo elástico de corte: 

𝜆0 =
𝜇

𝐺0
                                                                                                                           (61) 

Entonces, la Ec. (60) representa el modelo viscoelástico de Maxwell 

𝜇𝛾̇ = 𝜎 + 𝜆0
𝑑𝜎

𝑑𝑡
            (62) 
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2.11 Modelo de Kelvin-Voigt (Paralelo) 

En esta sección se presenta la deducción mecánica del modelo de Kelvin-Voigt el cual, 

consiste en un fluido viscoelástico. La parte de elástica se representa con un resorte mientras que, 

embolo representa la contribución viscosa.  

 

 

 

 

 

 

 

Planteamos una ecuación para el sistema de Kelvin-Voigh (Siendo también conocido como un 

sistema de Maxwell en serie), que es igual a la sumatoria de los esfuerzos viscosos y elásticos. 

𝜎 = 𝜎𝑒 + 𝜎𝑣                                                                                                                                        (63) 

Para la Ec. (63) requerimos de las siguientes expresiones. 

𝜎𝑒 = 𝐺0𝛾𝑒                                                                                                                   (64) 

𝜎𝑣 = 𝜇𝛾𝑣̇                                                                                                                    (65) 

Puesto que la deformación va a ser la misma tenemos. 

𝛾𝑒 = 𝛾𝑣 = 𝛾       

Sustituimos la Ec. (64) y (65) en la Ec. (63), también aplicamos la anterior condición. 

𝜎 = 𝐺0𝛾𝑒 + 𝜇𝛾𝑣̇  

𝜎 = 𝐺0𝛾 + 𝜇𝛾̇                                                                                                            (66) 

Diferenciamos la Ec. (66). 

𝑑𝜎

𝑑𝑡
= 𝐺0

𝑑𝛾

𝑑𝑡
+ 𝜇

𝑑𝛾̇

𝑑𝑡
                                                                                                      (67) 

La derivada de la deformación con respecto al tiempo es una rapidez de deformación y se expresa 

con 𝛾̇.  

𝑑𝜎

𝑑𝑡
= 𝐺0𝛾̇ + 𝜇

𝑑𝛾̇

𝑑𝑡
                                                                                                         (68) 

La Ec. (68) representa el modelo de Kelvin-Voigt. 

𝐺0 𝜇 

𝜎 Fig. 4.3A Sistema de Kelvin-Voigt 
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III. Modelado matemático 
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3.1 Fluido viscoelástico en un capilar 

En esta sección se realizará el desarrollo pertinente para la obtención de la función 

transferencia de masa en un capilar, por el que fluirá un fluido viscoelástico (Maxwell) que se deforma 

de manera continua e irreversiblemente en la dirección axial, causado por la fuerza motriz 

suministrada de un gradiente de presiones, obteniendo una ecuación que describa el flujo volumétrico 

de dicho sistema. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.2 Modelado matemático 

• Fluido no newtoniano, viscoelástico (Maxwell). 

• Fluido incompresible. 

• Estado no estacionario, la velocidad y presión dependen del tiempo (flujo pulsátil). 

• El fluido se deforma de manera continua e irreversiblemente en la dirección axial a causa de 

un gradiente de presiones. 

• Los mecanismos gravitacionales son despreciables puesto que el capilar se encuentra 

horizontal y su radio es muy pequeño. 

• Proceso isotérmico. 

• Simetrías cilíndricas. 

Partiendo de la ecuación de movimiento lagrangiana. 

ρ
DV

Dt
= −∇p + ∇. σ + ρg                                                                                        (1) 

Al ser un tubo horizontal las fuerzas gravitacionales, no influyen en gran medida. 

r 

Ɵ z 

R 

L 

Fig. 3.1A Esquema de un fluido viscoelástico (Maxwell), isotérmico e incompresible, en un 

capilar de radio(R) y Longitud (L). 
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𝜌
𝐷𝑉

𝐷𝑡
= −∇𝑝 + ∇. 𝜎                                                                                                  (2) 

El tensor de esfuerzo puede ser escrito de la siguiente manera. 

𝜎 = 𝑂𝑛
𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑟
                                                                                                              (3) 

Sustituimos el tensor de esfuerzos en la Ec. (2). 

𝜌
𝐷𝑉

𝐷𝑡
= −∇𝑝 + ∇. (𝑂𝑛

𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑟
)              

𝜌
𝐷𝑉

𝐷𝑡
= −∇𝑝 + 𝑂𝑛∇. ∇(𝑉𝑧)     

𝜌
𝐷𝑉

𝐷𝑡
= −∇𝑝 + 𝑂𝑛∇2(𝑉𝑧)                                                                                       (4) 

Al descomponer la Ec. (4) en las tres coordenadas. 

Para el componente en r. 

ρ (
∂Vr

∂t
)= - 

∂p

∂r
+On [

∂

∂r
(
1

r

∂

∂r
(rVr)) +

1

r2
∂2Vr

∂θ2
−

2

r2
∂Vθ

∂θ
 +

∂2Vr

∂z2
]                                     (5)

  

Para la componente en Ɵ. 

𝜌 (
𝜕Vθ

𝜕𝑡
)  = - 

1

𝑟

𝜕𝑝

𝜕𝜃
 +On ( 

𝜕

𝜕𝑟
(
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(rVθ)) +

1

𝑟2
𝜕2Vθ

𝜕𝜃2
+

2

𝑟2
𝜕Vr

𝜕𝜃
 +

𝜕2Vθ

𝜕𝑧2
)                            (6) 

Para el componente en z. 

𝜌 (
𝜕Vz

𝜕𝑡
)= - 

𝜕𝑝

𝜕𝑧
 +On ( 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕Vz

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2
𝜕2Vz

𝜕𝜃2
 +

𝜕2Vz

𝜕𝑧2
)                                                      (7) 

Aplicando el modelado matemático la ecuación queda de la siguiente manera. 

𝜌
𝜕𝑉𝑧(𝑟,𝑡)

𝜕𝑡
= −∇𝑝(𝑡) + 𝑂𝑛 (

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕Vz(r,t)

𝜕𝑟
))                                                            (8) 

Para resolver la anterior Ec. (8) aplicaremos la transformada de Fourier, puesto que la ecuación 

diferencial parcial que describe las variaciones de la velocidad por efectos del espacio y el tiempo. 

ℱ {𝜌
𝜕𝑉𝑧(𝑟,𝑡)

𝜕𝑡
= −∇𝑝(𝑡)+ 𝑂𝑛 (

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕Vz(r,t)

𝜕𝑟
))}                                                                    (9) 

Aplicando Fourier a cada termino queda de la siguiente manera. 

Al primer término puesto que es una derivada parcial con respecto al tiempo Fourier aplica sobre la 

ecuación.  
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ℱ {𝜌
𝜕𝑉𝑧(𝑟,𝑡)

𝜕𝑡
} = 𝜌(𝑖𝜔)𝑉𝑧(𝑟, 𝜔)                                                                                         (10) 

Al segundo y tercer termino puesto que las derivadas están en función de variables de espacio salen 

como constantes puesto que Fourier solo aplica a los términos que estén en función del tiempo. 

ℱ{−∇𝑝(𝑡)} = −∇ℱ{𝑝(𝑡)} = −∇p(ω)                                                                  (11) 

Para el tercer termino. 

ℱ {𝑂𝑛 (
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕Vz(r,t)

𝜕𝑟
))} = 𝑛 (

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕

𝜕𝑟
))ℱ{Vz(r,t)} = 𝑂𝑛 (

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕Vz(r,ω)

𝜕𝑟
))  (12) 

Quedando la Ec. (9) una vez aplicado Fourier y dividiendo todo entre la viscosidad la ecuación queda 

de la siguiente manera. 

𝜌(𝑖𝜔)𝑉𝑧(𝑟, 𝜔) = −∇p(ω) + 𝑂𝑛 (
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕Vz(r,ω)

𝜕𝑟
))                                              (13) 

𝜌(𝑖𝜔)

𝑂𝑛(𝑖𝜔)
𝑉𝑧(𝑟, 𝜔) =

−∇p(ω)

𝑂𝑛(𝑖𝜔)
+ (

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕Vz(r,ω)

𝜕𝑟
))                                                       (14) 

Despejando el gradiente de presión. 

(
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕Vz(r,ω)

𝜕𝑟
)) −

𝜌(𝑖𝜔)

𝑂𝑛(𝑖𝜔)
𝑉𝑧(𝑟, 𝜔) =

∇p(ω)

𝑂𝑛(𝑖𝜔)
                                                       (15) 

Se hace un cambio de variable para simplificar la expresión con el fin de obtener una ecuación de 

Bessel donde: 

𝛽2 =
𝜌(𝑖𝜔)

𝑂𝑛(𝑖𝜔)
    

Quedando la ecuación de la siguiente manera. 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕Vz(r,ω)

𝜕𝑟
) − 𝛽2𝑉𝑧(𝑟, 𝜔) =

∇p(ω)

𝑂𝑛(𝑖𝜔)
                                                                  (16) 

Se procede a hacer la derivada del producto. 

1

𝑟
(𝑟

𝜕2Vz(r,ω)

𝜕𝑟2
+
𝜕𝑉𝑧(𝑟,𝜔)

𝜕𝑟
) − 𝛽2𝑉𝑧(𝑟, 𝜔) =

∇p(ω)

𝑂𝑛(𝑖𝜔)
                                                (17) 

Para resolver la Ec. (16) se encontrará una solución homogénea más una particular de la siguiente 

manera. 

Vz(r,ω)=Vhz+Vpz                                                                                            (18) 

Primero procederemos a encontrar la solución homogénea igualando la ecuación a cero dejando la 

expresión de la siguiente manera. 
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1

𝑟
(𝑟

𝜕2Vz(r,ω)

𝜕𝑟2
+
𝜕𝑉𝑧(𝑟,𝜔)

𝜕𝑟
) − 𝛽2𝑉𝑧(𝑟, 𝜔) = 0                                                         (19) 

Se multiplica por 𝑟2para obtener la ecuación de Bessel. 

𝑟2 {
1

𝑟
(𝑟
𝜕
2
Vz(r,ω)

𝜕𝑟2
+
𝜕𝑉𝑧(𝑟,𝜔)

𝜕𝑟
)− 𝛽2𝑉𝑧(𝑟,𝜔) = 0}  

(𝑟2
𝜕2Vz(r,ω)

𝜕𝑟2
+ 𝑟

𝜕𝑉𝑧(𝑟,𝜔)

𝜕𝑟
) − 𝑟2𝛽2𝑉𝑧(𝑟, 𝜔) = 0                                                     (20) 

La función de Bessel tiene la siguiente forma     

𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + (𝑥2 − 𝑛2)𝑦 = 0                                                                            (21) 

Y su solución es de la siguiente forma. 

𝑦(𝑥) = 𝐶1𝐽𝑛(𝑥) + 𝐶2𝑌𝑛(𝑥)                                                                                               (22) 

Donde: 

𝐽𝑛 = Es una función de Bessel de primera especie de orden n. 

𝑌𝑛= Es una función de Bessel de segunda especie de orden n. 

Así que para que nuestra Ec. (20) adquiera la forma de Bessel procedemos a realizar los siguientes 

pasos: 

Primero el -1=𝑖2  

(𝑟2
𝜕2Vz(r,ω)

𝜕𝑟2
+ 𝑟

𝜕𝑉𝑧(𝑟,𝜔)

𝜕𝑟
) + 𝑖2𝑟2𝛽2𝑉𝑧(𝑟, 𝜔) = 0  

𝑟2
𝜕2Vz(r,ω)

𝜕𝑟2
+ 𝑟

𝜕𝑉𝑧(𝑟,𝜔)

𝜕𝑟
+ (𝑖𝑟𝛽)2𝑉𝑧(𝑟, 𝜔) = 0                                                 (23) 

Después al primer sumando y segundo se les multiplica por un uno particular quedando la ecuación 

de la siguiente manera. 

(𝑖𝛽)2

(𝑖𝛽)2
𝑟2

𝜕2Vz(r,ω)

𝜕𝑟2
+
𝑖𝛽

𝑖𝛽
𝑟
𝜕𝑉𝑧(𝑟,𝜔)

𝜕𝑟
+ (𝑖𝑟𝛽)2𝑉𝑧(𝑟, 𝜔) = 0                                          (24) 

Acomodamos la ecuación (24) de tal manera que quede de la siguiente manera. 

(𝑖𝛽𝑟)2
𝜕2Vz(r,ω)

𝜕(𝑖𝛽𝑟)2
+ 𝑖𝛽𝑟

𝜕𝑉𝑧(𝑟,𝜔)

𝜕𝑖𝛽𝑟
+ (𝑖𝛽𝑟)2𝑉𝑧(𝑟, 𝜔) = 0                                           (25) 

Ahora se procede a realizar el siguiente cambio de variable. 

𝑥 = 𝑖𝛽𝑟  

Aplicando el cambio de variable y escalando la ecuación queda. 
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𝑥2
𝜕2Vz(r,ω)

𝜕𝑥2
+ 𝑥

𝜕𝑉𝑧(𝑟,𝜔)

𝜕𝑥
+ 𝑥2𝑉𝑧(𝑟, 𝜔) = 0                                                            (26) 

Para que la ecuación (26) sea semejante a la ecuación de Bessel. 

𝑥2
𝜕2Vz(r,ω)

𝜕𝑥2
+ 𝑥

𝜕𝑉𝑧(𝑟,𝜔)

𝜕𝑥
+ (𝑥2 − 02)𝑉𝑧(𝑟, 𝜔) = 0                                               (27) 

Entonces la solución homogénea es igual a lo siguiente. Que es la solución de la ecuación de Bessel. 

𝑉𝑧(𝑥) = 𝐶1𝐽0(𝑥) + 𝐶2𝑌0(𝑥)   

𝑉𝑧(𝑟, 𝜔) = 𝐶1𝐽0(𝑖𝛽𝑟) + 𝐶2𝑌0(𝑖𝛽𝑟)                                                                    (28) 

La solución de Bessel de la Ec. (28) puede ser escrita como la solución de Bessel modificada. 

𝑉𝑧(𝑟, 𝜔) = 𝐶1𝐼0(𝛽𝑟) + 𝐶2𝐾0(𝛽𝑟)                                                                      (29) 

Donde: 

𝐼0 = Es la función de Bessel modificada de primera especie de orden 0. 

𝐾0 = Es la función de Bessel modificada de segunda especie de orden 0. 

Ahora se buscará la solución particular, para este caso la ecuación se igualará a una constante. 

𝑉𝑧 = 𝐴 = 𝑐𝑡𝑒                                                                                                                         (30) 

Sustituyendo esta constante en la ecuación (16). 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕A

𝜕𝑟
) − 𝛽2𝐴 =

∇p(ω)

𝑂𝑛(𝑖𝜔)
                                                                                    (31) 

Al derivar una cte. es igual a cero y el -1= 𝑖2. 

𝑖2𝛽2𝐴 =
∇p(ω)

𝑂𝑛(𝑖𝜔)
                                                                                                      (32) 

Despejamos A de la Ec. (32) para obtener la solución particular. 

𝐴 =
∇p(ω)

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
                                                                                                        (32) 

Como sabemos la solución general es la solución homogénea más la particular, que hemos obtenido 

previamente las sustituimos para obtener la solución general. 

Vz(r,ω)=𝐶1𝐼0(𝛽𝑟) + 𝐶2𝐾0(𝛽𝑟)+
∇p(ω)

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
                                                        (33) 

Ahora procederemos a encontrar las C1 y C2 estableciendo las siguientes condiciones de frontera, 

cuando nos encontramos en las paredes del tubo la velocidad en z es igual a cero y cuando nos 

encontramos en el centro del tubo la velocidad en z es la máxima o pues finita. 
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C.F.1    Vz(r=R)=0  

C.F.2     Vz(r=0)=Vzmax = finita 

Evaluando las condiciones de frontera obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones. 

𝐶1𝐼0(𝛽𝑅) + 𝐶2𝐾0(𝛽𝑅)+
∇p(ω)

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
= 0                                                               (34) 

𝐶1𝐼0(𝛽0) + 𝐶2𝐾0(𝛽0)+
∇p(ω)

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
= 0                                                                (35) 

En la Ec. (35) tenemos 𝐾0(0) = −∞ y puesto que sabemos que la ecuación es finita igualaremos 

C2=0 para cumplir la condición de frontera. Entonces de la Ec. (34) podemos despejar C1. 

𝐶1𝐼0(𝛽𝑅)+
∇p(ω)

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
= 0  

𝐶1=−
1

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
(
∇p(ω)

𝐼0(𝛽𝑅)
)                                                                                      (36) 

Ahora sustituimos las constantes en la ecuación (33). 

Vz(r,ω)=(
−1

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
(
∇p(ω)

𝐼0(𝛽𝑅)
)) 𝐼0(𝛽𝑟)+

∇p(ω)

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
                                               (37) 

Ahora solo factorizamos y simplificamos la expresión. 

Vz(r,ω)=
∇p(ω)

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
(1 − (

𝐼0(𝛽𝑟)

𝐼0(𝛽𝑅)
))                                                                       (38) 

La Ec. (38) es el perfil de velocidades con inercia para un fluido viscoelástico que fluye por un 

gradiente de presiones en la dirección z, en simetría cilíndrica (Herrera-Valencia et al. 2022) 

3.3 Flujo volumétrico. 

Ahora para encontrar el flujo volumétrico, se utiliza la siguiente integral superficial 

transformada con la transformada jacobiana para un sistema cilíndrico. 

𝑄 = ∫ ∫ Vz(𝑟)rdrdθ
𝑅

0

2π

0
                                                                                       (39) 

Como podemos observar Vz(𝑟) no depende del ángulo (Ɵ) entonces sale de la integración como 

constante eh integramos. 

𝑄 = ∫ dθ∫ Vz(𝑟)rdr
𝑅

0

2π

0
  

𝑄 = 𝜃0
2𝜋 ∫ Vz(𝑟)rdr

𝑅

0
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𝑄 = 2𝜋 ∫ Vz(𝑟)rdr
𝑅

0
                                                                                            (40) 

Una vez obtenida la Ec. (40) procedemos a sustituir el perfil de velocidades en la ecuación para el 

flujo volumétrico y sacamos de la integral lo que es constante. 

𝑄 = 2𝜋 ∫
∇p(ω)

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
(1 − (

𝐼0(𝛽𝑟)

𝐼0(𝛽𝑅)
)) rdr

𝑅

0
  

𝑄 = 2𝜋
∇p(ω)

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
∫ (1 − (

𝐼0(𝛽𝑟)

𝐼0(𝛽𝑅)
)) rdr

𝑅

0
         

𝑄 = 2𝜋
∇p(ω)

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
∫ 𝑟 − (

𝐼0(𝛽𝑟)

𝐼0(𝛽𝑅)
) rdr

𝑅

0
                                                                    (41) 

Integrando la ecuación queda de la siguiente manera. 

𝑄 = 2𝜋
∇p(ω)

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
(
𝑟

2

2

0

𝑅

− ∫ (
𝐼0(𝛽𝑟)

𝐼0(𝛽𝑅)
) 𝑟𝑑𝑟

𝑅

0
)  

𝑄 = 2𝜋
∇p(ω)

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
(
𝑅

2

2
−

1

𝐼0(𝛽𝑅)
∫ 𝐼0(𝛽𝑟)𝑟𝑑𝑟
𝑅

0
)                                                      (42) 

Ahora vamos a escalar la ecuación (42) multiplicando y dividiendo a 
𝛽2

𝛽2
⁄ =1. 

𝑄 = 2𝜋
∇p(ω)

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
(
𝑅

2

2
−

1

𝛽2𝐼0(𝛽𝑅)
∫ 𝐼0(𝛽𝑟)𝛽𝑟𝑑𝛽𝑟
𝛽𝑅

0
)                                           (43) 

También escalamos los límites de integración. 

Ahora realizaremos el siguiente cambio de variable 𝛽𝑟 = 𝑥. 

𝑄 = 2𝜋
∇p(ω)

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
(
𝑅

2

2
−

1

𝛽2𝐼0(𝑥)
∫ 𝐼0(𝑥)𝑥𝑑𝑥
𝛽𝑅

0
)                                                    (44) 

Tenemos la siguiente propiedad de las funciones de Bessel. 

𝑑

𝑑𝑥
(𝐼1(𝑥). 𝑥) = 𝐼0(𝑥). 𝑥                                                                                                         (45) 

Aplicamos la propiedad de la función de Bessel en nuestra Ec. (44) y la operamos.  

𝑄 = 2𝜋
∇p(ω)

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
(
𝑅

2

2
−

1

𝛽2𝐼0(𝑥)
∫

𝑑

𝑑𝑥
(𝐼1(𝑥). 𝑥)𝑑𝑥

𝛽𝑅

0
)  

𝑄 = 2𝜋
∇p(ω)

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
(
𝑅

2

2
−

1

𝛽2𝐼0(𝑥)
(𝐼1(𝑥). 𝑥)0

𝛽𝑅
)        
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𝑄 = 2𝜋
∇p(ω)

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
(
𝑅

2

2
−

1

𝛽2𝐼0(𝛽𝑅)
(𝐼1(𝛽𝑅). 𝛽𝑅))                                                 (46) 

Factorizamos 
𝑅2

2
 de la expresión. 

𝑄 = 2𝜋
∇p(ω)

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)

𝑅

2

2
(1 −

2

𝑅2𝛽2𝐼0(𝛽𝑅)
(𝐼1(𝛽𝑅). 𝛽𝑅))  

𝑄 =
𝜋𝑅2∇p(ω)

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
(1 −

2𝐼1(𝛽𝑅)

𝑅𝛽𝐼0(𝛽𝑅)
)                                                                               (47) 

Para hacerla similar a la ecuación de Hagen- Poiseuille vamos a multiplicar por 
𝑅2

𝑅2
= 1, por 

8

8
= 1 y 

por último se multiplicará por 
𝜂0

𝜂0
= 1. Dejando la ecuación de la siguiente manera. 

𝑄 =
𝜋𝑅4

8𝜂0
[

8𝜂0

𝑖2(𝑅𝛽)2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
(1 −

2𝐼1(𝛽𝑅)
𝑅𝛽⁄

𝐼0(𝛽𝑅)
)]∇p(ω)                                                      (48) 

Todo el término lo vamos a escribir como 𝑇(𝜔) =
8𝜂0

𝑖2(𝑅𝛽)2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
(1−

2𝐼1(𝛽𝑅)
𝑅𝛽⁄

𝐼0(𝛽𝑅)
) 

𝑄 =
𝜋𝑅4

8𝜂0
𝑇(𝜔)∇p(ω)                                                                                            (49) 

Así obtenemos la ecuación de Hagen y Poiseuille que describe el flujo volumétrico de un fluido visco 

elástico donde podemos observar que 𝑇(𝜔) es la función transferencia de un fluido viscoelástico y 

toda la demás expresión es la ecuación de Hagen- Poiseuille para un fluido newtoniano (Herrera-

Valencia et al. 2022; Nava-Rivera 2022) 
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3.4 Fluido viscoelástico en una corona circular 

En esta sección vamos a analizar y obtener el flujo volumétrico, de un fluido viscoelástico que 

fluye a través de una corona circular debido a la fuerza motriz causada por el gradiente presión. La 

corona tiene un radio mayor (R2) y un radio menor (R1), con una longitud característica axial (L). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.5 Modelado matemático  

• Fluido no newtoniano, fluido viscoelástico. 

• Estado no estacionario, la velocidad y la presión dependen del tiempo (flujo pulsátil). 

• Incompresible. 

• Proceso isotérmico. 

• Simetría cilíndrica. 

• La velocidad va en dirección z y por ende está en función de la coordenada radial r. 

• El fluido se deforma a causa de un gradiente depresiones, en la dirección axial z. 

• Los mecanismos gravitacionales son despreciables puesto que el capilar se encuentra 

horizontal y su radio es muy pequeño. 

Partiendo del perfil de velocidades general obtenido para el fluido viscoelástico en un capilar obtenido 

en la Ec. (33) 

Vz(r,ω)=𝐶1𝐼0(𝛽𝑟) + 𝐶2𝐾0(𝛽𝑟)+
∇p(ω)

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)
                                                          (50) 

Establecemos nuevas condiciones de frontera para el sistema a estudiar que son las siguientes, cuando 

nos encontramos en la pared del radio menor (R1) la velocidad es igual a cero lo mismo aplica cuando 

nos encontramos en la pared del radio mayor. 

r 

Ɵ 

R1 

R2 

R1 

R2 

L L L L 

z 

Fig. 3.2A Esquema de un fluido viscoelástico, isotérmico e incompresible, en una corona 

circular de radio menor(R1), radio mayor (R2) y Longitud (L). 
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C.F.1    Vz(r=R1)=0 

C.F.2     Vz(r=R2)=0         (51) 

Aplicando las condiciones de frontera Ec. (51), en la Ec. (50) obtenemos el siguiente sistema de 

ecuaciones. Para resolver el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas, se restará la Ec. (53) a la 

Ec. (52) 

0=𝐶1𝐼0(𝛽𝑅1) + 𝐶2𝐾0(𝛽𝑅1)+𝐴                                                                         (52) 

−1(0=𝐶1𝐼0(𝛽𝑅2) + 𝐶2𝐾0(𝛽𝑅2)+A)                                                                   (53) 

Obteniéndose, la siguiente expresión  

 0=𝐶1(𝐼0(𝛽𝑅1) − 𝐶1𝐼0(𝛽𝑅2)) + 𝐶2(𝐾0(𝛽𝑅1) − 𝐾0(𝛽𝑅2))                               (54) 

Despejando de la Ec. (54) la constante C2 obtenemos: 

𝐶2 =
𝐶1(𝐼0(𝛽𝑅2)−𝐶1𝐼0(𝛽𝑅1))

𝐾0(𝛽𝑅1)−𝐾0(𝛽𝑅2)
                                                                                       (55) 

Si se sustituye la Ec. (55) en la Ec. (52), se obtiene la siguiente expresión: 

0=𝐶1𝐼0(𝛽𝑅1) + (
𝐶1(𝐼0(𝛽𝑅2)−𝐶1𝐼0(𝛽𝑅1))

𝐾0(𝛽𝑅1)−𝐾0(𝛽𝑅2)
)𝐾0(𝛽𝑅1)+𝐴  

y                    

0=𝐶1𝐼0(𝛽𝑅1) +
𝐶1(𝐼0(𝛽𝑅2)𝐾0(𝛽𝑅1)−𝐶1𝐼0(𝛽𝑅1))𝐾0(𝛽𝑅1)

𝐾0(𝛽𝑅1)−𝐾0(𝛽𝑅2)
+𝐴                                         (56) 

Simplificando la Ec. (54), se tiene: 

0=
𝐶1𝐼0(𝛽𝑅1)𝐾0(𝛽𝑅1)−𝐶1𝐼0(𝛽𝑅1)𝐾0(𝛽𝑅2)+𝐶1(𝐼0(𝛽𝑅2)𝐾0(𝛽𝑅1)−𝐶1𝐼0(𝛽𝑅1))𝐾0(𝛽𝑅1)

𝐾0(𝛽𝑅1)−𝐾0(𝛽𝑅2)
+A            (57) 

Factorizamos C1 de la Ec. (57) 

0=C1(
𝐼0(𝛽𝑅2)𝐾0(𝛽𝑅1)−𝐼0(𝛽𝑅1)𝐾0(𝛽𝑅2)

𝐾0(𝛽𝑅1)−𝐾0(𝛽𝑅2)
)+A  

C1=
−𝐴

𝐼0(𝛽𝑅2)𝐾0(𝛽𝑅1)−𝐼0(𝛽𝑅1)𝐾0(𝛽𝑅2)

𝐾0(𝛽𝑅1)−𝐾0(𝛽𝑅2)

  

C1= − 𝐴
(𝐾0(𝛽𝑅1)−𝐾0(𝛽𝑅2))

𝐼0(𝛽𝑅2)𝐾0(𝛽𝑅1)−𝐼0(𝛽𝑅1)𝐾0(𝛽𝑅2)
                                                                             (58) 

Donde A tiene la información del gradiente de presión (fuerza motriz) que de forma continua e 

irreversiblemente el fluido. Ahora para encontrar C2 sustituimos la C1 en la Ec. (55). 
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𝐶2 = (
−𝐴(𝐾0(𝛽𝑅1)−𝐾0(𝛽𝑅2))

𝐼0(𝛽𝑅2)𝐾0(𝛽𝑅1)−𝐼0(𝛽𝑅1)𝐾0(𝛽𝑅2)
)
(𝐼0(𝛽𝑅2)−𝐶1𝐼0(𝛽𝑅1))

𝐾0(𝛽𝑅1)−𝐾0(𝛽𝑅2)
                                            (59) 

Simplificar la Ec. (59) 

𝐶2 = −𝐴 (
(𝐼0(𝛽𝑅2)−𝐶1𝐼0(𝛽𝑅1))

𝐼0(𝛽𝑅2)𝐾0(𝛽𝑅1)−𝐼0(𝛽𝑅1)𝐾0(𝛽𝑅2)
)                                                                    (60) 

Definiendo la variable:  

C1= − 𝐴𝐶3                                                                                                                (61) 

Donde: 

𝐶3 =
(𝐾0(𝛽𝑅1)−𝐾0(𝛽𝑅2))

𝐼0(𝛽𝑅2)𝐾0(𝛽𝑅1)−𝐼0(𝛽𝑅1)𝐾0(𝛽𝑅2)
  

𝐶2 = −𝐴𝐶4                                                                                                               (62) 

Donde: 

𝐶4 =
(𝐼0(𝛽𝑅2)−𝐼0(𝛽𝑅1))

𝐼0(𝛽𝑅2)𝐾0(𝛽𝑅1)−𝐼0(𝛽𝑅1)𝐾0(𝛽𝑅2)
  

Por último, solo sustituiremos C1 y C2 en la Ec. (50) para encontrar el perfil de velocidades de un 

fluido viscoelástico que fluye a través de una corona circular deformado por un gradiente de presión 

transitorio (Herrera-Valencia et al. 2022) 

Vz(r,ω)=𝐶3𝐼0(𝛽𝑟)(−𝐴) + 𝐶4𝐾0(𝛽𝑟)(−𝐴) − (−𝐴)                                              (63) 

3.6 Flujo volumétrico. 

Ahora procederemos a encontrar una expresión que describa el flujo volumétrico de nuestro 

sistema partiendo de la siguiente integral superficial. 

𝑄 = ∫ ∫ Vz(𝑟)rdrdθ
𝑅2
𝑅1

2π

0
                                                                                       (64) 

Como podemos observar Vz(𝑟) no depende del ángulo (Ɵ) entonces sale de la integración como 

constante eh integramos. 

𝑄 = ∫ dθ∫ Vz(𝑟)rdr
𝑅2
𝑅1

2π

0
  

𝑄 = 𝜃0
2𝜋 ∫ Vz(𝑟)rdr

𝑅2
𝑅1

  

𝑄 = 2𝜋 ∫ Vz(𝑟)rdr
𝑅2
𝑅1

                                                                                                (65) 

Sustituimos el perfil de velocidades en la Ec. (63). 

𝑄 = 2𝜋 ∫ (𝐶3𝐼0(𝛽𝑟)(−𝐴) + 𝐶4𝐾0(𝛽𝑟)(−𝐴) − (−𝐴))rdr
𝑅2
𝑅1
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𝑄 = 2𝜋 [∫ 𝐶3𝐼0(𝛽𝑟)(−𝐴)𝑟𝑑𝑟 + ∫ 𝐶4𝐾0(𝛽𝑟)(−𝐴)𝑟
𝑅2
𝑅1

𝑑𝑟 − ∫ (−𝐴)𝑟𝑑𝑟
𝑅2
𝑅1

𝑅2
𝑅1

]        (66) 

Ahora solo factorizamos y sacamos de la integral todo lo que sea constante. 

𝑄 = 2𝜋 [𝐶3(−𝐴)∫ 𝐼0(𝛽𝑟)𝑟𝑑𝑟 +  𝐶4(−𝐴)∫ 𝐾0(𝛽𝑟)𝑟
𝑅2
𝑅1

𝑑𝑟 − (−𝐴)∫ 𝑟𝑑𝑟
𝑅2
𝑅1

𝑅2
𝑅1

]     (67) 

Escalamos las integrales multiplicando por 
𝛽2

𝛽2
⁄ = 1 , como escalamos una integral también se 

escalan sus límites de integración de la siguiente manera. 

𝑄 = 2𝜋 [
𝐶3(−𝐴)

𝛽2
∫ 𝐼0(𝛽𝑟)𝑟𝛽𝑑𝑟𝛽 + 

𝐶4(−𝐴)

𝛽2
∫ 𝐾0(𝛽𝑟)𝑟𝛽
𝑅2𝛽

𝑅1𝛽
𝑑𝑟𝛽 − (−𝐴)∫ 𝑟𝑑𝑟

𝑅2
𝑅1

𝑅2𝛽

𝑅1𝛽
]  

(68) 

Realizamos el siguiente cambio de variable. 

𝛽𝑟 = 𝑥  

Dejando nuestra ecuación de la siguiente manera. 

𝑄 = 2𝜋 [
𝐶3(−𝐴)

𝛽2
∫ 𝐼0(𝑥)𝑥𝑑𝑥 + 

𝐶4(−𝐴)

𝛽2
∫ 𝐾0(𝑥)𝑥
𝑅2𝛽

𝑅1𝛽
𝑑𝑥 − (−𝐴)∫ 𝑟𝑑𝑟

𝑅2
𝑅𝑅1

𝑅2𝛽

𝑅1𝛽
]           (69) 

Aplicamos la siguiente propiedad de las funciones de Bessel 

𝑑

𝑑𝑥
(𝐼1(𝑥). 𝑥) = 𝐼0(𝑥). 𝑥                                                                                             (70)      

𝑑

𝑑𝑥
(𝐾1(𝑥). 𝑥) = 𝐾0(𝑥). 𝑥                                                                                           (71) 

Sustituimos las propiedades en la ecuación del flujo.   

𝑄 = 2𝜋 [
𝐶3(−𝐴)

𝛽2
∫

𝑑

𝑑𝑥
(𝐼1(𝑥). 𝑥) + 

𝐶4(−𝐴)

𝛽2
∫

𝑑

𝑑𝑥
(𝐾1(𝑥). 𝑥)

𝑅2𝛽

𝑅1𝛽
− (−𝐴) ∫ 𝑟𝑑𝑟

𝑅2
𝑅1

𝑅2𝛽

𝑅1𝛽
]   (72) 

Operando las integrales el resultado queda de la siguiente manera. 

𝑄 = 2𝜋 [
𝐶3(−𝐴)

𝛽2
(𝐼1(𝑥). 𝑥)𝑅1𝛽

𝑅2𝛽 +
𝐶4(−𝐴)

𝛽2
𝐾1(𝑥). 𝑥𝑅1𝛽

𝑅2𝛽 − (−𝐴)
𝑟2

2 𝑅1

𝑅2
]                          (73) 

Evaluando los límites de integración. 

𝑄 = 2𝜋 [
𝐶3(−𝐴)

𝛽2
[𝐼1(𝑅2𝛽). 𝑅2𝛽 − 𝐼1(𝑅1𝛽). 𝑅1𝛽] +

𝐶4(−𝐴)

𝛽2
[𝐾1(𝑅2𝛽). 𝑅2𝛽 −

𝐾1(𝑅1𝛽). 𝑅1𝛽] − (−𝐴) (
𝑅2
2

2
−
𝑅1
2

2
)]                                                                        
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𝑄 = 2𝜋(−𝐴) [
𝐶3

𝛽2
[𝐼1(𝑅2𝛽). 𝑅2𝛽 − 𝐼1(𝑅1𝛽). 𝑅1𝛽] +

𝐶4

𝛽2
[𝐾1(𝑅2𝛽). 𝑅2𝛽 −

𝐾1(𝑅1𝛽). 𝑅1𝛽] + (
𝑅1
2

2
−
𝑅2
2

2
)]                                                                                  (74) 

Factorizamos 𝑅22. 

𝑄 = 2𝜋
−∇p(ω)𝑅2

2

𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)2
[
2𝐶3

𝛽
[𝐼1(𝑅2𝛽).

1

𝑅2
− 𝐼1(𝑅1𝛽).

𝑅1

𝑅2
2] +

2𝐶4

𝛽
[𝐾1(𝑅2𝛽).

1

𝑅2
−

𝐾1(𝑅1𝛽).
𝑅1

𝑅2
2] + (

𝑅1
2

𝑅2
2 − 1)]                                                                                      (75) 

Para hacerla similar a la ecuación de Hagen- Poiseuille vamos a multiplicar por 
𝑅22

𝑅22
= 1, por 

8

8
= 1 y 

por último se multiplicará por 
𝜂0

𝜂0
= 1. Dejando la ecuación de la siguiente manera. 

𝑄 =
𝜋𝑅2

4

8𝜂0
{

16𝜂0𝐶3

𝑅2
2𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)

[
𝐼1(𝑅2𝛽).

1

𝑅2
−𝐼1(𝑅1𝛽).

𝑅1

𝑅2
2

𝛽
] +

16𝜂0𝐶4

𝑅2
2𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)

[
𝐾1(𝑅2𝛽).

1

𝑅2
−𝐾1(𝑅1𝛽).

𝑅1

𝑅2
2

𝛽
] +

8𝜂0

𝑅2
2𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)

(
𝑅1
2

𝑅2
2 − 1)} (−∇p(ω))                                                                            (76) 

A todo el término dentro de los corchetes le llamaremos 𝑇𝐶(𝜔). 

𝑇𝐶(𝜔) =
16𝜂0𝐶3

𝑅2
2𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)

[
𝐼1(𝑅2𝛽).

1

𝑅2
−𝐼1(𝑅1𝛽).

𝑅1

𝑅2
2

𝛽
] +

16𝜂0𝐶4

𝑅2
2𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)

[
𝐾1(𝑅2𝛽).

1

𝑅2
−𝐾1(𝑅1𝛽).

𝑅1

𝑅2
2

𝛽
] +

8𝜂0

𝑅2
2𝑖2𝛽2𝑂𝑛(𝑖𝜔)

(
𝑅1
2

𝑅2
2 − 1)                                                                                                                 (77) 

Reescribiendo la ecuación queda el flujo volumétrico de la siguiente manera. 

𝑄 =
𝜋𝑅2

4

8𝜂0
𝑇𝐶(𝜔)(−∇p(ω))                                                                                        (78) 

Donde 𝑇𝐶(𝜔) es la función de transferencia del fluido viscoelástico que fluye por la corona circular, 

y toda la demás expresión es la ecuación de Hagen- Poiseuille para un fluido newtoniano.  

Nota: La función de Transferencia para un fluido viscoelástico en los modelos del capilar y la corona 

circular, vistos en este capítulo Fueron representadas mediante las funciones de Bessel modificadas 

de primera ( 𝐼𝑛) y de segunda especie (𝐾𝑛). En dichas funciones de transferencia para ambos 

modelos también pueden usarse las funciones de Bessel de primera especie (𝐽𝑛) y de segunda especie 

(𝑌𝑛), de tal manera que se obtiene las siguientes ecuaciones: 
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3.7 Resumen de ecuaciones  

En esta sección se presenta un resumen de las ecuaciones obtenidas en esta sección.  

A) Capilar de radio R y longitud z = L 

Q(ω) =
πR4

8η0
Τ(ω)(−∇p(ω)) 

Función de transferencia compleja para el capilar de radio r = R y longitud z = L 

Τ(ω) = 8i2
η0

(𝑅β)2Οn(iω)
( 1- 2

J1(Rβ(ω))/Rβ(ω)

J0(Rβ(ω))
) 

B) Corona circular de radio R1 y R2, R1 < R2 y longitud L 

Q(ω) =
πR2
4

8η0
Τ(ω)(−∇p(ω))                                                                                                      

Función de Transferencia para la Corona Circular no Modificada. 

𝛵(𝜔) = 8𝑖2
𝜂0

(𝑅2𝛽)2𝑂𝑛(iω)
 {2𝐶3(𝜔) (

𝐽1(𝑅2𝛽)-J1(𝑅1β)(
𝑅1
𝑅2
)

𝑅2𝛽
) + 2𝐶4(𝜔)(

𝑌1(𝑅2𝛽)-Y1(𝑅1β)(
𝑅1
𝑅2
)

𝑅2𝛽
) − [1 −

(
𝑅1

𝑅2
)
2

]}                                                                                                                                     

Donde: 

𝐶3(𝜔) =
𝑌0(𝑅1β)−𝑌0(𝑅2𝛽)

𝑌0(𝑅1β)𝐽0(𝑅2𝛽)−𝑌0(𝑅2𝛽)𝐽0(𝑅1β)
  

y 

 

𝐶4(𝜔) =
𝐽0(𝑅2𝛽)−𝐽0(𝑅1β)

𝑌0(𝑅1β)𝐽0(𝑅2𝛽)−𝑌0(𝑅2𝛽)𝐽0(𝑅1β)
  

Las expresiones analíticas deducidas dependen de: 

a) Propiedades geométricas  

b) Operador fluidez (inverso de la viscosidad) que describe las propiedades reológicas y depende 

de las propiedades materiales de la ecuación constitutiva que se emplee. 

c) Funciones especiales de Bessel de primera especie de ordenes cero y primero. 

d) Fuerza motriz asociado al gradiente de presión transitorio. 

Las ecuaciones deducidas en este trabajo, son la base para entender las oclusiones periféricas y 

centrales en sangre humana con colesterol las cuales, serán modeladas por la ecuación constitutiva 

de Maxwell multimodal (Bird et al. 1997, 2002; Moreno et al. 2015; Herrera-Valencia et al. 2022; 

Nava-Rivera 2022) 
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IV. Variables adimensionales 
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4.1 Variables adimensionales  

 Los objetivos principales de esta es proponer un conjunto de variables 

dimensionales con el fin de escalar el operador viscosidad, la función de transferencia compleja, el 

parámetro Beta asociado a la longitud de onda de las funciones de Bessel. 

Este escalamiento permite: 

1. Simplificar las ecuaciones teóricas para facilitar las simulaciones en el programa 

Mathemática. 

2. Nos permite acotar el espacio de soluciones donde se encuentran nuestras ecuaciones teóricas. 

3. Obtener números adimensionales que describen la física y los mecanismos macroscópicos del 

sistema. 

4.2 Vector de onda complejo Beta 

La primera variable que se va a definir es la concerniente al parámetro Beta que tiene unidades de 

inverso de longitud el cual, se hará adimensional con la longitud característica R. 

𝑅𝛽 = 𝑅 (√
𝜌𝑖𝜔

𝑂𝑛(𝑖𝜔)
 )                                                                                                                           (1) 

Operando R y factorizando i de la expresión anterior. 

𝑅𝛽 = (√
𝑅2𝜌𝑖𝜔

𝑂𝑛(𝑖𝜔)
 )   

𝑅𝛽 = 𝐼
1
2⁄ (√

𝑅2𝜌𝜔

𝑂𝑛(𝑖𝜔)
 )                                                                                                 (2) 

Al realizar el análisis de dimensiones. 

𝑅𝛽 = 𝐼
1
2⁄ (√

𝑅2𝜌𝜔

𝑂𝑛(𝑖𝜔)
 ) [=]√

𝑘𝑔

𝑚3

𝑚2

𝑘𝑔.𝑚.𝑠

𝑚2𝑠2

1

𝑠
[=]√

1

𝑚

𝑚2

𝑚

𝑠

1

𝑠
[=]√

𝑚2

𝑚2

𝑠

𝑠
 [=] 1 (Adimensional) 

En la ecuación anterior tenemos un tiempo característico de maxwell descrito de la siguiente manera. 

𝑇𝑐 =
𝑅2𝜌

𝑂𝑛(𝑖𝜔)
                                                                                                                  (3) 

Sustituimos en la ecuación (2). 

𝑅𝛽 = 𝐼
3
2⁄ (√𝑇𝑐𝜔 )                                                                                                             (4) 

La variable adimensional Beta se puede escribir de la siguiente manera. 
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𝛽∗ = 𝑅𝛽 = 𝐼
3
2⁄ (√

𝑅2𝜌𝜔

𝑂𝑛(𝑖𝜔)
 )                                                                                                                      (5) 

Para adimensionar los términos se procede a escalar la ecuación de la siguiente manera. 

𝛽∗ = 𝐼
3
2⁄ (√

𝑅2𝜌𝜔

𝑛0
𝑂𝑛(𝑖𝜔)

𝑛0

 )                                                                                                  (6) 

El termino 
𝑂𝑛(𝑖𝜔)

𝑛0
= 𝑂𝑛∗ es una variable adimensional que introducimos a la expresión de 𝛽∗. 

𝛽∗ = 𝐼
3
2⁄ (√

𝑅2𝜌𝜔

𝑛0𝑂𝑛
∗
 )                                                                                                        (7) 

Ahora volvemos a escalar la ecuación. 

𝛽∗ = 𝐼
3
2⁄ (√

𝑅2𝜌𝜔𝜆

𝜆𝑛0𝑂𝑛
∗
 )                                                                                                       (8) 

Obtenemos un segundo término adimensional 𝜔∗ = 𝜔𝜆. 

𝛽∗ = 𝐼
3
2⁄ (√

𝑅2𝜌𝜔∗

𝜆𝑛0𝑂𝑛
∗
 )                                                                                      (9) 

La viscosidad a bajo corte (𝑛0) es igual al módulo elástico de corte (𝐺0) por el tiempo de relajación 

de Maxwell (𝜆). 

𝑛0 = 𝐺0𝜆                                                                                                                            (10) 

Sustituimos la ecuación (10) en la ecuación (9) y reacomodando. 

𝛽∗ = 𝐼
3
2⁄ (√

𝑅2𝜌𝜔∗

𝐺0𝜆
2𝑂𝑛∗

 )  

𝛽∗ = 𝐼
3
2⁄

(

 
 
√(

√𝑅
2𝜌

𝐺0
⁄

𝜆
)

2

𝜔∗

𝑂𝑛∗
 

)

 
 

                                                                                       (11) 

El termino √
𝑅2𝜌

𝐺0
⁄ = 𝑇𝑐, es igual a un tiempo característico 
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𝛽∗ = 𝐼
3
2⁄ (√(

𝑇𝑐

𝜆
)
2 𝜔∗

𝑂𝑛∗
 )                                                                                             (12) 

Es entonces cuando encontramos el número de Déborah. 

𝐷𝑒 =
𝜆

𝑇𝑐
                                                                                                                     (13) 

Quedando nuestra ecuación de la siguiente manera completamente adimensional. 

𝛽∗ = 𝐼
3
2⁄ (√(

1

𝐷𝑒
)
2 𝜔∗

𝑂𝑛∗
 )                                                                                           (14) 

La Ec. (14) de esta sección representa la variable adimensional asociada a Beta y depende del número 

de Deborah, frecuencia y del operador viscosidad con el cual se este caracterizando al fluido 

viscoelástico en el sistema. 

4.3 Función de transferencia adimensional para el capilar. 

A partir del siguiente modelo de función de transferencia podemos adimensional, haciendo uso de 

los siguientes parámetros adimensionales. 

Τ(ω)

𝜑0
= 8i2

1

(𝑅β)2
Οn(iω)

n0

( 1- 2
J1(Rβ(ω))/Rβ(ω)

J0(Rβ(ω))
)                                                                                (15) 

En la Ec. (15) reconocemos las siguientes variables adimensionales para la función de transferencia 

compleja, vector de onda β y operador viscosidad Ο (i) 

Τ(ω)

𝜑0
= 𝑇∗(𝜔)   

𝑅β = β∗  

Οn(iω)

n0
= Οn

∗(iω)  

ω0=ω
∗  

Utilizando los anteriores grupos adimensionales tenemos la siguiente función de transferencia 

adimensional.                                  

𝑇∗(ω∗)   = 8i2
1

(β∗)2Οn
∗(iω∗)

( 1- 2
J1(β

∗(ω∗))/β∗(ω∗)

J0(β
∗(ω∗))

)                                                                    (16) 

La Ec. (16) representa la función de transferencia compleja adimensional de nuestro sistema de 

estudio.  
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4.4 Función de transferencia adimensional para la corona circular. 

A partir del siguiente modelo de función de transferencia, podemos adimensionar haciendo uso de 

grupos adimensionales. 

Τ(ω)

𝜑0
= 8i2

1

(𝑅2β)
2On(iω)

η0

 {2C3(ω)(
J1(𝑅2β)-J1(

𝑅1
𝑅2
.𝑅2β)(

𝑅1
𝑅2
)

𝑅2β
) +

2C4(ω)(
Y1(𝑅2β)-Y1(

𝑅1
𝑅2
.𝑅2β)(

𝑅1
𝑅2
)

𝑅2β
) − [1 − (

𝑅1

𝑅2
)
2

]}                                                                      (17) 

𝐶3(𝜔) =
𝑌0(𝑅2β)−𝑌0(

𝑅1
𝑅2
.𝑅2β)

𝑌0(
𝑅1
𝑅2
.𝑅2β)𝐽0(𝑅2𝛽)−𝑌0(𝑅2𝛽)𝐽0(

𝑅1
𝑅2
.𝑅2β)

  

𝐶4(𝜔) =
𝐽0(𝑅2𝛽)−𝐽0(

𝑅1
𝑅2
.𝑅2β)

𝑌0(
𝑅1
𝑅2
.𝑅2β)𝐽0(𝑅2𝛽)−𝑌0(𝑅2𝛽)𝐽0(

𝑅1
𝑅2
.𝑅2β)

  

De la misma manera que en el capilar, se tiene para la corona circular las siguientes variables 

adimensionales, para la función de transferencia compleja, el vector de onda complejo β, el operador 

viscosidad O(i) y la razón de radios R. 

Τ(ω)

𝜑0
= 𝑇∗(𝜔)  

𝑅2β = β
∗  

Οn(iω)

n0
= Οn

∗(iω)   

ω0=ω
∗  

𝑅1

𝑅2
= 𝑅∗  

Aplicando los anteriores grupos adimensionales obtenemos la siguiente modelo adimensional para 

una corona circular. 

𝑇∗(𝜔) = 8i2
1

(β∗)2Οn
∗(iω)

 {2C3(ω) (
J1(β

∗)-J1(𝑅
∗.β∗)(𝑅∗)

β∗
) +

2C4(ω) (
Y1(β

∗)-Y1(𝑅
∗.β∗)(𝑅∗)

β∗
) − [1 − (𝑅∗)2]}                                                                 (18) 

𝐶3(𝜔) =
𝑌0(β

∗)−𝑌0(𝑅
∗.β∗ )

𝑌0(𝑅
∗.β∗)𝐽0(β

∗)−𝑌0(β
∗)𝐽0(𝑅

∗.β∗)
   

𝐶4(𝜔) =
𝐽0(β

∗)−𝐽0(𝑅
∗.β∗ )

𝑌0(𝑅
∗.β∗)𝐽0(β

∗)−𝑌0(β
∗)𝐽0(𝑅

∗.β∗)
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V. Simulaciones y análisis de resultados 
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En esta sección, se presentan los resultados de los resultados teóricos trabajados en la presente 

tesis de licenciatura. En la primera parte de este trabajo, se discutirán las variables adimensionales 

que son punto de partida en las simulaciones. En la segunda parte, se presentan las simulaciones 

realizadas en el programa de Wolfram Mathematica Licencia UNAM. Los resultados son discutidos 

desde un punto de vista matemático y físico. 

Simulaciones en el programa Mathematica 

En la siguiente sección se presentan los resultados más importantes del programa de servicio 

social. La programación se hizo en el programa de Mathematica 12.2, el cual se cuenta con la licencia 

en la FESZ-UNAM.  

5.1 Fluido newtoniano en un capilar 

 

 

 

 

En la Fig. 5.1A, se puede observar la parte real, imaginaria y magnitud de la función de transferencia 

compleja para un capilar de radio=R y Longitud característica Z=L. La parte real de la función de 

transferencia describe un comportamiento monótono decreciente de un valor critico hasta un segundo 

valor crítico, seguido de un comportamiento asintótico hasta un valor de cero. 

Físicamente la parte real es la energía que se almacena (elasticidad), la relación entre el flujo 

volumétrico y el gradiente de presión es constante, a frecuencias moderadas, el flujo decrece hasta 

un valor asintótico a cero. 

Fig. 5.1A Grafica las contribuciones real, imaginaria y magnitud de la función de 

transferencia vs frecuencia, para un líquido newtoniano. 
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La parte imaginaria de la función de trasferencia físicamente representa la energía que se disipa, esta 

muestra en un comportamiento resonante. A bajas frecuencias este es casi constante e independiente 

de la frecuencia. Después se puede observar un comportamiento monótono creciente hasta un valor 

máximo. Este valor máximo es conocido como resonancia y se puede interpretar como la máxima 

energía liberada en el sistema u oscilatorio. La frecuencia a la que se lleva esta vibración se le conoce 

como la frecuencia resonante. A una frecuencia mayor de la frecuencia resonante decrece de manera 

monótona hasta un valor asintótico que se aproxima a cero. 

5.2 Fluido newtoniano en una corona circular 

 

 

 

 

En la Fig. 5.2A se observa la parte real (energía elástica) de la función de transferencia compleja para 

una corona circular de radio mayor R2 y radio menor R1 y una longitud característica L. El gráfico 

nos muestra el comportamiento de la función de transferencia cuando se varia la relación de radios 

(R=R1/R2), podemos observar un comportamiento monótono decreciente de un valor critico hasta un 

segundo valor critico donde se encuentran el flujo de los diferentes radios siendo estas prácticamente 

iguales y con una tendencia a cero. 

Fig. 5.2A Parte real de la función de transferencia vs frecuencia para una corona circular que 

presenta diferentes radios, donde fluye un fluido newtoniano.  
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En la Fig.5.2B se observa la parte imaginaria (energía que se disipa) para diferentes radios, esta tiene 

un comportamiento constante y cuasi lineal a frecuencias bajas hasta que se aproxima a un punto 

crítico donde crece de manera monótona hasta un segundo punto crítico siendo este el máximo punto 

presente y es donde se encuentra la frecuencia resonante, posterior a este punto se observa una que 

decreció monótonamente para todos los radios hasta aproximarse a cero. 

 

 

 

 

Fig. 5.2B Parte imaginaria de la función de transferencia vs frecuencia para una corona 

circular que presenta diferentes radios, donde fluye un fluido newtoniano. 
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5.3 Fluido viscoelástico (Maxwell) en un capilar 

  

 

 

 

En la Fig. (5.3A) se graficó la magnitud de un fluido viscoelástico lineal de Maxwell contra una 

frecuencia, en este caso se varió el número de Deborah para la función de transferencia que describe 

el modelo de Maxwell en un capilar. Se puede observar un comportamiento constante a frecuencias 

bajas para números de Deborah mayor o igual a .5, para estos casos cuando la función de transferencia 

presenta un valor critico de frecuencia, esta sufre de un crecimiento monótono creciente hasta un 

valor máximo se puede observar que la recuperación es mayor cuando el número de Deborah es igual 

1. A frecuencias mayores ala frecuencia critica se observa un comportamiento decreciente constante 

hasta un valor aproximado a cero.  

   

 

 

 

Fig. 5.3A Contribuciones de la función de transferencia vs frecuencia para una corona circular 

que presenta diferentes radios, donde fluye un fluido newtoniano. 

 

(𝒎
𝟑 𝒔
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𝒔
) 



59 
 

5.4 Fluido viscoelástico (Maxwell) en una corona circular 

 

 

 

 

 

En la Fig. (5.4A) se grafica la función de transferencia para un fluido viscoelástico en este caso se 

varían los radios. Se puede observar un comportamiento asintótico lineal para todos los radios a 

frecuencias bajas, después se presenta un crecimiento monótono de un punto crítico, asociado a un 

punto máximo siendo este la frecuencia de resonancia, hasta decrecer de manera monótona hasta 

llegar a cero. 

-0.1

0.4

0.9

1.4

1.9

2.4

0.01 0.1 1 10 100 1000

M
ag

n
it

u
d

Frecuencia

Fluido Viscoelastico: Maxwell

R=.01 R=.05 R=.1 R=0.2

Fig. 5.4A Contribuciones de la función de transferencia vs frecuencia para una corona circular 

que presenta un radio mayor(R2) y un radio menor(R1), donde fluye un fluido viscoelástico de 

Maxwell variando el radio. 
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A frecuencias bajas la magnitud de la función de transferencia es constante e independiente de la 

frecuencia (estado estacionario). Para un valor critico de frecuencia, la función experimenta un 

crecimiento monótono creciente hasta un valor máximo asociado a la resonancia del sistema. Este 

valor resonante este asociado a un acoplamiento entre las propiedades inerciales viscoelásticas del 

sistema. A una frecuencia mayor a la crítica, el sistema muestra un comportamiento monótono 

decreciente hasta un valor mínimo asintótico que se aproxima a cero. 

A) El efecto del Deborah es el de aumentar el valor máximo de las curvas resonantes. 

B) La frecuencia resonante aumenta conforme los mecanismos inerciales aumentan. 

C) Las curvas resonantes en la geometría de la corona circular presentan un menor aumento que 

las del capilar. 

D) Es importantes notar que el efecto de la geometría se puede cuantificar a través de la razón 

geométrica de radios. 

E) Finalmente, el efecto resonante es una combinación de propiedades geométricas, materiales 

y reológicas a través de la ecuación constitutiva que se está empleando. 
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Fig. 5.4A Contribuciones de la función de transferencia vs frecuencia para una corona circular que 

presenta un radio mayor(R2) y un radio menor(R1), donde fluye un fluido viscoelástico de Maxwell 

variado el Deborah. 
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En la Fig. (5.4C) se grafica la función de transferencia variando su modulo elástico. Se puede observar 

un mismo comportamiento igual en todos los casos a frecuencias bajas una vez llegado al punto de 

resonancia se pueden observar un comportamiento monótono creciente y decreciente, pero a 

diferentes frecuencias, este crecimiento se asocia a la resonancia. Todos los casos decrecen hasta 

igualarse a cero. 
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Fig. 5.4C Contribuciones de la función de transferencia vs frecuencia para una corona circular que 

presenta un radio mayor(R2) y un radio menor(R1), donde fluye un fluido viscoelástico de Maxwell 

variado el módulo elástico. 
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5.5 Aplicaciones a bioingeniería 

En esta sección, se presentan predicciones teóricas con datos reométricos provenientes de la 

literatura. Para obtener las simulaciones, se ocuparon datos experimentales de pacientes con un 

contenido de colesterol bajo en la sangre. Los pacientes fueron hombres con características 

fisiológicas parecidas, es decir edad, y masa corporal. La sangre extraída fue de 50 pacientes y estas 

se obtuvieron de hospital Centro Médico de la Ciudad de México.  Las pruebas reométricas se 

realizaron en el IIM de materiales y fueron supervisadas por el Dr. Fausto Calderas García. Para una 

discusión detallada de los protocolos experimentales de reometría en sangre con colesterol consultar 

la referencia básica de Moreno et al. (2015). 

Las pruebas experimentales reométricas fueron: 

A) Prueba de flujo: Es una prueba destructiva en la cual se pone la muestra en el palto y se 

deforma continua e irreversiblemente generando un flujo homogéneo o reométrico. Es 

importante destacar, que esta prueba es destructiva del material. 

B) Prueba de flujo oscilatorio de baja amplitud: Es una prueba de tipo mecánico en la cual se 

coloca la muestra en el palto inferior y se hace oscilar a bajas amplitudes. La respuesta del 

material, a bajas frecuencias es la de un fluido y altas frecuencias la de un sólido.  

C) Los datos experimentales fueron ajustados mediante un modelo de Maxwell Multimodal. En 

particular, el número de Modos utilizados para representar los módulos de perdida y 

almacenamiento G´´ y G´´ son tres los cuales, incluyen al reométrico o de cruce.  

5.6 Ecuaciones teóricas para los ajustes 

En esta sección se presentan el modelo multimodal de Maxwell el cual es un sistema mecánico 

que se puede expresar como una serie de elementos de Maxwell en paralelo, y tiene la siguiente 

configuración: 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

01 02 03 01 01 02 02 03 03

01 02 03 01 02 03

η η η G λ G λ G λ
Oη iω

1+λ iω 1+λ iω 1+λ iω 1+λ iω 1+λ iω 1+λ iω
= + + = + +  

Si se define la viscosidad a corte bajo como la suma de todos los modos, es decir: 

 

Si de definen las siguientes variables adimensionales 

( )
( )*

01 01

* 0k 0k
0k

01 01 01

* 02
02

01

*

01

Oη iω
O η iω

G λ

η η
η ;k 1, 2,3

η G λ

λ
λ

λ

ω = λ ω

=

= = =

=

 

Por lo que el operador viscosidad queda definido como: 

0 01 01 02 02 03 03η = G λ G λ G λ+ +
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( )
( ) ( ) ( )

* *
* * 02 03

* * * * *

02 03

η η1
O η iω

1+ iω 1+λ iω 1+λ iω
= + +  

Por lo que el parámetro β* en forma adimensional toma la forma: 

( )
( )

2 *
* 3/2 2 * * *

φ * *

η

De ω
β  =i De ω O iω

O iω


  =  

En donde el número de Deborah, para este sistema se define como: 

 

2

vena 01

01

ρR / G
De =

λ
 

Finalmente, las ecuaciones para la función de transferencia compleja tanto para el capilar como la 

corona circulas permanecen iguales y el único cambio es en el número de Deborah. La densidad de 

la sangre como suspensión es de  = 1050 kg/m3 y el radio promedio de una vena es de R = 1mm = 

1 x 10-3m. Para una arteria el radio oscila entre 0.02 cm y 0.35 cm.  

Para un contenido de bajo colesterol en sangre humana con pacientes de condiciones genéticas 

similares, la ecuación constitutiva que representa el comportamiento viscoso y elástico, es el modelo 

de Maxwell Multimodal de tres modos. Los valores reométrico obtenidos en esta simulación están 

definidos como: (i) G01 = 28.5 Pa, (ii) G02 = 0.37 Pa, (iii) G01 = 0.01 Pa, para los tiempos viscoelásticos 

de Maxwell, se tiene lo siguiente: 01 = 0.0052 s, 02 = 0.03 s, 03 = 0.79 s. El número de Deborah 

para estos valores queda definido como: 

( )

( )

2

3

3

2

vena 01

01

kg
1053 1x10 m

m

28.5PaρR / G
De = 36.9648 37

λ 0.0052s

− 
 
 

= =   

Para un valor de 0.02 cm el número de Deborah, tiene el siguiente valor analítico: 

( )

( )

2

4

3

2

vena 01

01

kg
1053 2x10 m

m

28.5PaρR / G
De = 0.2337 0.234

λ 0.0052s

− 
 
 

= =   

Para un valor de 0.35 cm el número de Deborah, tiene el siguiente valor analítico: 
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( )

( )

2

4

3

2

vena 01

01

kg
1053 35 10

m

28.5PaρR / G
De = 4.09 4.1

λ 0.0052s

− 
 

 

= =   

Entonces, los valores adimensionales de la viscosidad son: 

( )( )

( )( )

( )( )

( )( )

* 02
02

01 01

* 03
03

01 01

0.37Pa 0.03sη
η 0.07489

G λ 28.5Pa 0.0052s

0.01Pa 0.79sη
η 0.0533

G λ 28.5Pa 0.0052s

= = =

= = =

 

Y los valores adimensionales de los tiempos de relajación son: 

* 02
02

01

* 03
03

01

λ 0.03
λ 5.769 5.77

λ 0.0052

λ 0.079
λ 15.1923 15.2

λ 0.0052

= = = 

= = = 

 

Los valores numéricos se sustituyen en el operador viscosidad y fluidez, por lo que se tiene la 

siguiente expresión: 

 

 

 

Fig. 5.5A Ilustra la parte real de la función de transferencia compleja en función de la frecuencia. Los 

valores utilizados en la simulación son De = 0.1. 



65 
 

En la Fig. (5.5.A) se ilustran las simulaciones de la función de transferencia real vs frecuencia. Los 

datos alimentados al modelo multimodal de Maxwell permiten obtener un valor de Deborah del orden 

de De =01. Se observa que la respuesta real de la función de transferencia compleja es la de tres 

modos resonantes en las cuales existe la máxima respuesta del sistema en función del gradiente de 

presión oscilatorio. La máxima curva resonante, está asociada con el tiempo de relajación reométrico 

del sistema y las resonancias secundarias implican los tiempos de ajuste del modelo de Maxwell 

multimodal. Este hecho implica que, las propiedades materiales determinan la respuesta entre el 

gradiente de presión y el flujo volumétrico en el espacio de Fourier. Es claro que existe a moderadas 

y altas frecuencias una serie de resonancias asociadas a las funciones de Bessel. En este punto, se 

necesitan datos experimentales que permitan evidenciar el efecto de los tiempos y módulos elásticos 

de corte en las curvas resonantes. 

 

  

Fig. 5.5B Ilustra la parte imaginaria de la función de transferencia compleja en función de la 

frecuencia. Los valores utilizados en la simulación son De = 0.1. 



66 
 

 

 

 

En la Fig. (5.5B) se ilustra la parte imaginaria de la función de transferencia compleja en 

función de la frecuencia para sangre con contenido de colesterol. Aquí el número de De = 0.1 es decir, 

las propiedades viscoelásticas del material son dominantes en comparación con los mecanismos 

inerciales. Se observan las clásicas curvas discontinuas resonantes y anti-resonantes. Se pueden 

observar tres picos fundamentales, uno de los cuales es dominante y está asociada al tiempo 

reométrico de Maxwell. De la misma manera, cuando se aumenta la frecuencia se observa un tres de 

curvas discontinuas las cuales disminuyen conforme la frecuencia aumenta. 

En la Fig. (5.5C) se analiza la norma de la función de transferencia compleja. Esta, se define 

como la magnitud de la función de transferencia compleja por lo que: 

( ) ( )( ) ( )( )
2 2

T ω Re T ω Re Im ω= +        

En esta simulación el número de Deborah De = 0.1. Se observa que existe un pico dominante cuyo 

valor es cercano a 500 y para una frecuencia critica decrece hasta un valor mínimo y para una segunda 

frecuencia crítica se observa el mismo patrón de curvas secundarias. Es claro, que en esta ventana de 

observación hay tres curvas dominantes las cuales indican que este sistema puede ser caracterizado 

por tres modos. Es claro que existe una ventana en la cual se presentan las curvas resonantes, las 

cuales se pueden calcular aproximadamente tomando los inversos de las frecuencias. Por ejemplo, en 

este caso: 1 = 1/1 = 192.308  200  2 = 1/2 = 33.33   34, 3 = 1/3 = 1.2658  1.27.  

 

 

 

 

 

Fig. 5.5C. Ilustra la parte imaginaria de la función de transferencia compleja en función de la 

frecuencia. Los valores utilizados en la simulación son De = 0.1. 
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De acuerdo con los resultados establecidos se tiene las siguientes observaciones parciales: 

a) El número de picos dominantes este asociado a los tiempos de relajación del modelo 

multimodal de Maxwell. 

b) El tiempo reométrico o el de cruce es el que domina las resonancias en el sistema.  

c) Las propiedades geométricas juegan un papel importantísimo, en la descripción de las 

resonancias del sistema. Esto puede obtenerse directamente del número de Deborah, por 

lo que se tiene los siguiente: 

01
vena

01

 λ
R De

ρ / G
=  

Este modelo nos permitiría analizar el radio del capilar en función del número de Deborah, y 

las propiedades materiales del sistema asociados al tiempo de relajación, la densidad del 

líquido y el módulo de corte elástico. 

En el sexto y último capítulo, se presenta las conclusiones, aportaciones de este trabajo 

y el trabajo futuro.  
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VI. Conclusiones y trabajo futuro 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Implante en la arteria 



69 
 

6.1 Aportación al conocimiento  

 

En este trabajo se analizó el flujo de un líquido complejo viscoso y elástico fluyendo en 

geometrías cilíndricas deformado continua e irreversiblemente por un gradiente de presión pulsátil. 

Suponiendo que el fluido es incompresible, es decir, su densidad es constante e independiente de la 

posición y el tiempo, el proceso es isotérmico y que los mecanismos gravitacionales son 

despreciables, se obtiene una ecuación diferencial parcial que describe los mecanismos inerciales en 

función de las fuerzas superficiales y volumétricas, en donde se realizan los balances de masa y de 

momento. 

 

Para deducir una expresión, analítica para el perfil de velocidades, se transforma la ecuación 

dinámica al espacio de Fourier y se impone que la velocidad en el centro es finita y que en la pared 

es cero. La ecuación resultante se integra en la sección de área transversal y se obtiene una expresión 

analítica para el flujo volumétrico de un fluido viscoelástico lineal.   

 

El modelo resultante describe que el flujo volumétrico es el producto de tres importantes 

contribuciones: (i) La primera de ellas, es el flujo volumétrico Newtoniano que describe la amplitud 

de las oscilaciones en el medio. (ii) La segunda de ellas, representa la función de transferencia 

compleja que describe la relación entre la variable de entrada asociada al gradiente de presión pulsátil 

y el flujo volumétrico y (iii) la fueza motriz asociada al gradiente de presión pulsátil el cual, varia 

periódicamente y depende de la frecuencia.  

 

La respuesta dinámica depende de un parámetro adimensional Beta el cual, se puede interpretar 

como el inverso de una velocidad característica en el medio. Este, describe la dispersión en el sistema, 

y depende del número de Deborah, operador fluidez y de los mecanismos inerciales. Este resultado 

es general y puede ser aplicado a cualquier ecuación reológica viscoelástica lineal o fraccionaria del 

cálculo fraccional.     

 

Finalmente, se utilizan datos de un fluido biológico pata describir el flujo en una vena del sistema 

circulatorio humano. 
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