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1. Resumen

En el estudio de los estados cuánticos de esṕın, resaltan dos categoŕıas interesantes; los estados

coherentes, que son aquellos que maximizan el módulo del vector |〈S〉| (valor de expectación de

esṕın), presentando un comportamiento muy similar al de los estados clásicos, y los estados an-

ticoherentes, que son aquellos estados para los cuales este módulo es igual a cero. Estos estados

anticoherentes son aquellos para los cuales las propiedades cuánticas como el enredamiento se ma-

nifiestan con mayor intensidad.

En años recientes, se ha encontrado que los subespacios k-dimensionales de estados de esṕın s an-

ticoherentes, que son a su vez elementos en el Grassmanniano Gr(k, 2s + 1), pueden ser un punto

de partida sólido para la construcción de compuertas lógicas para el cómputo cuántico. Esta cons-

trucción está basada en la holonomı́a de Wilczek-Zee, que adquiere un k-plano en el espacio de

Hilbert después de haber sido transformado de manera ćıclica bajo la acción del grupo SU(2). La

holonomı́a de Wilczek-Zee es una generalización para el caso abeliano de la fase geométrica, o fase

de Berry.

Esto revela una aplicación sumamente atractiva para los estados de esṕın anticoherentes, aśı como

para los subespacios (o k-planos) anticoherentes. Sin embargo, aún no se tienen herramientas sis-

temáticas que garantizen la obtención de todos los posibles k-planos anticoherentes para un cierto

esṕın, además de que se desconocen las caracteŕısticas geométricas y topológicas de los subespacios

de k-planos dentro del Grassmanniano. Todo esto genera un espacio abierto para la investigación

y es en esta dirección a la que dirigiré mi trabajo de investigación doctoral.

Existen ya avances importantes en el estudio y la caracterización tanto de estados como de k-planos

anticoherentes utilizando como herramienta principal la representación estelar de Majorana de es-

tados cuánticos de esṕın [1, 19], aśı como su generalización a modo de multiconstelaciones para

k-planos de estados [5]. Se ha encontrado que si bien no todos los estados anticoherentes son inva-

riantes bajo la acción de subgrupos finitos de SU(2), los cuales están caracterizados por la teoŕıa

de Klein, efectivamente existe una relación entre dichos estados y subgrupos [14].

También se encuentra la Teoŕıa de Morse dentro de las herramientas que podrán ser útiles para el

estudio de la topoloǵıa de estos espacios.
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2. Antecedentes

2.1. Espacios proyectivos y grassmannianos

Dado un espacio vectorial n-dimensional definido sobre un campo F (el cual puede ser R ó C);
(V n, F ), se define una relación de equivalencia entre dos elementos del espacio de la siguiente

manera 1

x ∼ y ⇐⇒ ∃λ ∈ F ∗ t.q. y = λx . (1)

Geométricamente esta clase de equivalencia contiene a todos los puntos, excepto el origen O, que

se encuentran sobre una misma recta que pasa por O.

Al espacio cociente V/ ∼ de todas las rectas en el espacio vectorial (V n, F ) que pasan por el origen

se le llama Espacio Proyectivo Real RP n o Complejo CP n, dependiendo de si el campo son los

números reales o los complejos.

Asimismo, al espacio de todos los subespacios k-dimensionales se le conoce como el Grassmanniano

Gr(k, n) [3]. Los Grassmannianos son variedades (reales o complejas según sea el caso) de dimensión

k(n− k), de modo que el Espacio Proyectivo complejo CP n−1 y el Grassmanniano Gr(1, n) son el

mismo espacio de dimensión n− 1 compleja o 2(n− 1) real.

2.1.1. Espacio de estados cuánticos

Para describir estados cuánticos de esṕın s, podemos utilizar el espacio complejo CN , donde

N = 2s+ 1. Sin embargo, si consideramos equivalentes a todos los estados que difieren única-

mente por un factor complejo λ ∕= 0, entonces el espacio cociente que resulta de esta relación de

equivalencia es el espacio proyectivo complejo CN/ ∼ = CP n, con n = 2s.

2.2. Estados coherentes y anticoherentes

Es bien sabido que los sistemas cuánticos, y en particular los estados cuánticos de esṕın, que son

sobre los cuales enfocaremos nuestro estudio, presentan una serie de comportamientos altamente

no intuitivos de acuerdo a nuestra experiencia como observadores clásicos. Algunos de estos com-

portamientos son la superposición o el enredamiento, cuyo entendimiento ha representado un reto

fundamental para el estudio de la mecánica cuántica desde su formulación.

Actualmente se ha encontrado que dentro de los mismos estados cuánticos de esṕın, existen algu-

nos que se comportan casi como si fueran sistemas clásicos; a estos estados se les conoce como

coherentes y son aquellos que maximizan el módulo del valor de expectación de esṕın. Éstos son de

particular interés en estudios de óptica cuántica y f́ısica de radiaciones [15, 16].

1F ∗ = F\{0}
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Por el otro lado hay algunos estados cuyas propiedades cuánticas, como las mencionadas ante-

riormente, se manifiestan con mayor intensidad que en otros, a estos estados se les conoce como

anticoherentes [19] y son los estados que más nos interesarán para la presente propuesta de inves-

tigación.

Definición 2.1 (Estados Anticoherentes). Un estado |ψ〉 es anticoherente si su vector de polariza-

ción se anula;

〈ψ| n̂ · #S |ψ〉 = 0 ∀n̂ , (2)

donde n̂ es un vector unitario que especifica la dirección a lo largo de la cual se está proyectando

el valor de expectación de esṕın.

Asimismo, existen órdenes superiores de anticoherencia definidos de la siguiente manera:

Definición 2.2 (Órdenes superiores de anticoherencia). Un estado |ψ〉 es t-anticoherente si para

toda k ≤ t, con k, t ∈ N

1. El vector de polarización se anula

2. Para todo orden k ≤ t, los órdenes superiores de la distribución de probabilidad no dependen

de la dirección del vector n̂, es decir, que son uniformes sobre la esfera unitaria S2.

∂

∂n̂
〈ψ| (n̂ · #S)k |ψ〉 = 0 . (3)

2.3. Representación estelar de Majorana

En su art́ıculo seminal en 1932 [10], Ettore Majorana propuso una manera de visualizar estados

cuánticos de esṕın, la cual ha mostrado ser una herramienta sumamente útil ya que consta de

una visualización geométrica de estos estados, tal que a partir de sus simetŕıas devela algunas

propiedades intŕınsecas de los estados mismos, que de otra manera resultan poco evidentes [1, 6, 8,

14].

Partiendo de un espinor |ψ〉 de esṕın s, expresado en términos de la base de eigenvectores de Sz,

|ψ〉 =
s!

m=−s

cm |s,m〉 , (4)

con cm ∈ C, se calcula el polinomio de Majorana como

p|ψ〉(ζ) =
s!

m=−s

(−1)s−m

"#
2s

s−m

$
cmζ

s+m , (5)

que por ser genéricamente un polinomio de grado 2s con coeficientes complejos, sabemos que posee

2s ráıces complejas que no necesariamente tienen que ser todas distintas entre śı, es decir, pueden
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tener multiplicidades.

Cada una de estas ráıces puede ser mapeada a la esfera unitaria S2 por medio de la función inversa

de la proyección estereográfica, obteniendo aśı un conjunto de 2s puntos no ordenados sobre S2. A

cada uno de estos puntos se le llama estrella, y por lo tanto al conjunto de ellos se le da el nombre

de constelación de Majorana.

Una de las propiedades más atractivas de esta representación para los estados cuánticos de esṕın,

es que si el estado |ψ〉 ∈ H es rotado bajo la acción de un elemento g del grupo SU(2) en la

representación correspondiente dada por una matriz N × N , su constelación de Majorana rotará

ŕıgidamente bajo la acción del mismo g pero ahora como un elemento de SO(3).

2.3.1. Constelaciones de Majorana de estados coherentes y anticoherentes

La constelación de Majorana de un estado coherente de esṕın s; |n〉, se ve como 2s estrellas sobre

la esfera apuntando todas en la misma dirección n̂. El ejemplo más inmediato de estado coherente

para cualquier esṕın s es el estado de máxima proyección de esṕın a lo largo del eje Z, es decir

|ψmax〉 = |s, s〉, ver Figura 1.

Si n̂ = (θ,φ) ∈ S2 su proyección estereográfica sobre el plano complejo se puede expresar como

ζ = tan θ
2
eiφ. Utilizando ésto, es posible encontrar una expresión general para cualquier estado

coherente de esṕın s apuntando en la dirección n̂ como [5]

|n〉 = 1

(1 + ζζ̄)s

s!

m=−s

"#
2s

s−m

$
ζs−m |s,m〉 , (6)

asimismo, considerando que si ζ corresponde a la proyección estereográfica de n̂ entonces −1/ζ̄ es

la proyección de −n̂, calculando directamente el producto interno 〈−n|ψ〉, se puede observar que

es proporcional al polinomio de Majorana P|ψ〉(ζ). Este hecho será utilizado en la siguiente sección

como primera motivación para generalizar la representación estelar de Majorana para k-planos en

H.
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Figura 1: En el caso, por ejemplo, de esṕın 2, la constelación

del estado coherente |2, 2〉 son 4 estrellas en el polo norte (en

la figura las estrellas que se encuentran en el mismo punto, se

ilustran una encima de otra).

Por otro lado, para los estados anticoherentes, la constelación de Majorana corresponde a 2s pun-

tos que tienden a distribuirse de la manera “más homogénea” posible. Un caso muy particular de

esto para espines s = 2, 3, 4, 6, 10, es cuando las estrellas de la constelación de Majorana coinciden

con los vértices de los sólidos platónicos: tetrahedro, octahedro, cubo, icosahedro y dodecahedro,

respectivamente. Sin embargo, los estados mencionados anteriormente, conocidos también como

estados perfectos no son los únicos estados anticoherentes que se pueden tener; el siguiente caso de

estados anticoherentes para cualquier esṕın arbitrario s ≥ 3, son aquellos estados cuyas constela-

ciones consisten en dos grupos de s estrellas distribuidas homogéneamente a lo largo de dos ćırculos

meridionales y equidistantes al plano ecuatorial. Estas constelaciones coinciden con los vértices de

un prisma s-agonal y los espinores son de la siguiente forma [19]:

|ψac〉 = eiα
%

s+ 1

6s
|s〉+

%
2s− 1

3s
|0〉+ eiα

%
s+ 1

6s
|−s〉 , α ∈ R . (7)
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Figura 2: Constelación de Majorana del estado anticoherente

|ψac〉 = (2/
√
5, 0, 1, 0, 0, 1), obtenida de la ecuación (7) con s = 8

y α = 0, la cual consiste en dos grupos de 8 estrellas distribuidas

homogéneamente a lo largo de dos ćırculos meridionales equidis-

tantes al plano ecuatorial.
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Con lo dicho hasta ahora, resulta tentador afirmar que todos los estados anticoherentes tienen

constelaciones que son invariantes bajo la acción de algún subgrupo finito de SO(3), de los cuales

se hablará un poco más en la sección 2.10, sin embargo, esto no es verdad ya que existen casos de

estados anticoherentes cuya representación estelar sólo tiene un eje de simetŕıa (condición que no

necesariamente garantiza la anticoherencia del estado) o incluso que no poseen ninguna simetŕıa.

En [2] se discute sobre algunos de estos estados, y a continuación mencionamos un ejemplo.

Ejemplo: Un estado de esṕın s = 5/2

|ψ〉 = 1√
14

&
2, 0,

√
5, 0, 0,

√
5
'

(8)

El cual puede comprobarse fácilmente que satisface la ecuación (2) y por lo tanto es

un estado anticoherente. Su polinomio de Majorana es (módulo un factor de reesca-

lamiento)

p|ψ〉(ζ) =
2ζ5√
5
+
√
10ζ3 − 1 (9)

y su constelación de Majorana se muestra a continuación en la Figura 3;

x

y

z

(

(

(

(

(

Figura 3: Constelación de Majorana del estado anticoherente

|ψ〉 = 1/
√
14(2, 0,

√
5, 0, 0,

√
5), la cual no permanece invariante

bajo la acción de ningún subgrupo finito de SO(3).

Si bien no todos los estados anticoherentes tienen simetŕıas rotacionales, śı existe una relación entre

las simetŕıas de las constelaciones y la anticoherencia de los estados que vale la pena ser explotada y

se discutirá más adelante. Estas relaciones entre las simetŕıas de los estados anticoherentes y las de

sus constelaciones son un ejemplo clásico de la gran utilidad de la representación estelar de Majorana

para visualizar geométricamente propiedades cuánticas de los estados como la anticoherencia o el

enredamiento [11].
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2.4. Multiconstelaciones, representación de Majorana para k-planos en

el espacio de Hilbert H

Con la motivación de la utilidad que tiene la representación estelar de Majorana para estados

cuánticos de esṕın, resulta natural buscar una representación de la misma naturaleza para k-planos

enH. Esta generalización consiste en realidad de un conjunto de constelaciones al cual se le nombra

multiconstelación. A continuación describiremos brevemente el proceso mediante el cual se llegó a

la definición de las multiconstelaciones, de modo que pueda notarse el por qué una sola constelación

no es suficiente como representación para un k-plano.

Partiendo del hecho de que la constelación de Majorana de un estado |ψ〉 se obtiene a partir de

las ráıces de un polinomio p|ψ〉(ζ) el cual, como se mencionó en la sección 2.3.1, es proporcional

al producto interno 〈−n|ψ〉, entonces, nos gustaŕıa tener una manera de representar planos como

vectores de algún espacio, aśı como la definición de un plano coherente en la dirección n̂, para des-

pués poder definir un producto interno entre planos y de esa manera obtener un nuevo polinomio

de Majorana que represente ahora a un k-plano.

Una forma de identificar un k-plano Ψ en un espacio N dimensional, es a través de su base gene-

radora {|ψ1〉 , . . . , |ψk〉}. Sin embargo, considerando que existe una infinidad de bases que generan

el mismo plano, será importante tener una forma de definir y representar los k-planos que sea

independiente de la base que se elija.

Un k-plano no sólo puede ser definido por una infinidad de bases distintas, sino que también, al

sumar a un vector de la base múltiplos de los otros vectores, el plano permanece igual, por lo que

la base del espacio de k-planos debe estar dada por un producto antisimetrizado de los vectores de

la base del plano. De modo que un k-plano puede ser representado como un punto en el espacio

vectorial C(
N
k) cuya base es el producto tensorial antisimétrico wedge de los vectores de base del

espacio de Hilbert H = CN .

Por ejemplo, para el caso de estados de esṕın s = 3/2 el espacio de Hilbert es

H = C4 cuya base está dada por un conjunto ortonormal de 4 vectores {e1, e2, e3, e4}
y los 2-planos en este espacio pueden describirse como puntos en C(

4
2) = C6, cuya

base es ahora {e12, e13, e14, e23, e24, e34}, donde

eij = ei ∧ ej =
1

2
(ei ⊗ ej − ej ⊗ ei) . (10)

Entonces, un k-plano Ψ en el espacio de Hilbert N -dimensional puede verse como un vector en

C(
N
k)

|Ψ〉 = |ψ1〉 ∧ · · · ∧ |ψk〉 =
!

%I

Ψ
%Ie%I (11)
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con #I = (i1, . . . , ik), 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ N . Es imporante resaltar que no cualquier combina-

ción lineal de los e%I representan un k-plano, es necesario que tal combinación sea factorizable, es

decir, que pueda verse como el producto wedge de estados, como se muestra en la ecuación (11),

y no necesariamente como una combinación lineal de estos productos. Esta condición se cumple si

los coeficientes Ψ
%I satisfacen las llamadas relaciones de Plücker :

k+1!

m=1

(−1)mΨ(i1...ik−1,jm)Ψ(j1...ĵm...jk+1) = 0 (12)

para todos los multíındices #I = (i1 . . . ik−1) y #J = (j1 . . . jk+1), donde el hat sobre el ı́ndice jm indica

la omisión del mismo.

El mapeo antes descrito manda marcos que definen planos en H a puntos en C(
N
k), de modo que

al encajamiento del Grassmanniano Gr(k,N) en CP (Nk), se le conoce como encajamiento de Plücker.

Finalmente, dado que dos bases distintas (o marcos) que generan el mismo k-plano, digamos,

V = {vi} y W = {wj} (que pueden verse también como vectores en el espacio de Plücker:

|V 〉 = v1 ∧ · · · ∧ vk y análogamente para |W 〉) están conectadas a través de una matriz inver-

tible M ∈ GL(k,C); V = MW , al cambiar de base por medio de la matriz M , este cambio se ve

reflejado en las componentes de los vectores en el espacio de Plücker como V
%I = det(M)W

%I . Esto

significa que todas las posibles bases que generan al mismo k-plano pertenecen a una recta en C(
N
k)

y por lo tanto, el plano como objeto geométrico puede verse como un punto en el espacio proyectivo

CP (Nk)−1.

Lo siguiente es definir un producto interno entre marcos. Dados dos marcos V y W , podemos definir

el producto interno entre ellos como

〈V,W 〉 = det

(

)*
〈v1, w1〉 . . . 〈v1, wk〉

...
. . .

...

〈vk, w1〉 . . . 〈vk, wk〉

+

,- , (13)

el cual coincide con el producto interno hermitiano 〈V |W 〉 =
.

%I V̄
%IW

%I entre los vectores |V 〉 y

|W 〉 en el espacio de Hilbert C(
N
k).

Finalmente, podemos definir el producto interno entre planos Ψ = [V ] y Φ = [W ] de modo que no

dependa de la elección de las bases como

〈Ψ,Φ〉 = |〈V,W 〉|/
〈V, V 〉

/
〈W,W 〉

. (14)

Continuamos con la generalización del polinomio de Majorana para k-planos, definiendo un plano

coherente de esṕın s que apunta en la dirección n̂. Como hemos mencionado anteriormente, los

8



estados coherentes son aquellos que maximizan el valor de expectación del esṕın a lo largo de la

dirección n̂, entonces, definimos el valor de expectación de esṕın de un k-plano Ψ como un vector

en R3; 〈S〉Ψ, cuyas componentes 〈Si〉Ψ con i = 1, 2, 3 son

〈Si〉Ψ = tr

(

)*
〈ψ1|Si|ψ1〉 . . . 〈ψ1|Si|ψk〉

...
. . .

...

〈ψk|Si|ψ1〉 . . . 〈ψk|Si|ψk〉

+

,- , (15)

donde {ψi} es una base ortonormal del k-plano Ψ.

Con estas definiciones, se llegó al siguiente teorema [5]:

Teorema 2.1 (Planos coherentes). La relación entre planos coherentes y puntos sobre la esfera S2

es 1 a 1, y es que dado un vector n̂ ∈ S2 se puede definir el plano coherente Πn a lo largo de esta

dirección como

Πn = {|n, s〉 , |n, s− 1〉 , . . . , |n, s− k + 1〉} , (16)

del cual el valor máximo para el módulo del valor expectación de esṕın |〈S〉Πn | = k
2
(2s+ 1− k)

Ahora, de manera análoga a como se describió en la sección 2.3.1, es posible definir un polinomio

principal pΨ(ζ) proporcional ahora al producto interno 〈Π−n,Ψ〉, utilizando las definiciones de k-

plano, k-plano coherente y producto interno mencionadas anteriormente en esta sección.

En este punto, pareciera que la generalización del polinomio, y por lo tanto la constelación de Ma-

jorana para k-planos está satisfactoriamente definida. Sin embargo, hay un problema fundamental;

la relación entre k-planos y polinomios principales no es 1 a 1, de hecho, el número de planos que

comparten polinomio principal crece conforme aumenta el valor s del esṕın y la dimensión k de los

planos de acuerdo al siguiente teorema [5]

Teorema 2.2. El número de planos distintos generados por k estados de esṕın s que comparten el

mismo polinomio principal está dado por

Q(s, k) =
1!2! . . . (k − 1)!

k̃!(k̃ + 1)! . . . (2s)!
(kk̃)! , (17)

donde k̃ = N − k.

Aunque el polinomio principal no resultó ser una generalización adecuada de representación estelar

para k-planos en H, śı es un punto de partida para definir una nueva representación estelar de

estos objetos, y el procedimiento es el siguiente;

Dado que el espacio donde viven los k-planos es un C(
N
k) = ∧kCN entonces la representación

D(s,k)(g) de los elementos g ∈ SU(2) que actúan sobre los elementos del espacio consiste en matri-

ces
0
N
k

1
×

0
N
k

1

9



|Ψ〉 = |ψ1〉 ∧ · · · ∧ |ψk〉 1→ D(s)(g) |ψ1〉 ∧ · · · ∧D(s)(g) |ψk〉 ≡ D(s,k)(g) |Ψ〉 (18)

dondeD(s)(g) es la representación irreducible N -dimensional de g. Ahora, por tratarse de un espacio

que es el producto wedge de k espacios de Hilbert, sabemos que la matriz D(s,k)(g) puede, bajo

un cambio de coordenadas adecuado, verse como una matriz Block Diagonal (BD) cuyos bloques

corresponden a representaciones irreducibles del elemento correspondiente g ∈ SU(2), es decir

D(j)(g) con j = 0, . . . , smax, con smax = s+ (s− 1) + · · ·+ (s− (k − 1)) = 1
2
kk̃.

Entonces, dada la matriz de cambio de coordenadas M tenemos que

MD(s,k)(g)M−1 = D
(s,k)
BD (g) ≡ ⊕smax

j=0 m
(s,k)
j D(j)(g) (19)

donde m
(s,k)
j son las multiplicidades de los bloques D(j)(g) correspondientes.

Bajo este mismo cambio de base también se puede reescribir el vector |Ψ〉 obteniendo un nuevo

vector |Ψ〉BD tal que sus componentes se pueden entender como bloques de espinores que corres-

ponden a los bloques que aparecen en D
(s,k)
BD (g). A cada uno de estos espinores que componen al

vector |Ψ〉, se le puede encontrar su constelación de Majorana, y al conjunto de todas se le conoce

como la multiconstelación del plano |Ψ〉.
Un punto importante es que al mirar a |Ψ〉 como un vector compuesto por bloques de espinores

de esṕın j = 0, . . . , smax, por ser un vector normalizado perdemos la normalización de cada uno

de los bloques, aśı como posibles fases internas entre ellos. Para recuperar esta información, en

[5] se propone un algoritmo para calcular unas cantidades complejas z(j) que comparan al estado

obtenido como bloque dentro de |Ψ〉 con el estado normalizado que corresponde canónicamente a

la misma constelación de Majorana.

A estas cantidades z(j) se les ordena como componentes de un pseudo espinor, se obtiene su re-

presentación estelar de Majorana a la cual se le llama constelación espectadora y se grafica junto

con la multiconstelación. El vector cuyas componentes son los z(j) es un pseudo espinor ya que al

rotar el estado |Ψ〉 y por lo tanto, rotar todos los espinores que lo conforman, la constelación de

Majorana de los z(j) permanece invariante.
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Ejemplo: Un 2-plano en el espacio de Hilbert de estados de esṕın 2

En [6] se expone el caso del plano generado por el estado tetrahédrico y su estado

antipodal, que por tratarse de un 2-plano en el espacio de Hilbert de estados de

esṕın s = 2, la dimensión del espacio de Plücker es
0
5
2

1
= 10. Al descomponer la

representación de un elemento g ∈ SU(2) en bloques irreducibles, se encontró que la

descomposición consiste en dos bloques; uno de esṕın 3 y otro de esṕın 1;

D(2,2)(g) = D(3)(g)⊕D(1)(g) (20)

y el vector en el espacio de Plücker es el siguiente

|Πtet〉 =
1

3
((−

√
2, 0, 0,

√
5, 0, 0,

√
2), (0, 0, 0)) . (21)

Dado que el espinor correspondiente al bloque de esṕın 1 es cero, entonces en este

caso es fácil identificar al espinor observador como

|ψobs〉 = (1, 0) . (22)

Finalmente, al mapear estos espinores a sus constelaciones de Majorana, se encontró

que la multiconstelación correspondiente al plano generado por |ψtet〉 y |ψtet ant〉 es la
que se muestra a continuación en la Figura 4:

x
y

z

(
(

(

(
(

(

(

Figura 4: Multiconstelación del plano |Πtet〉 que consiste en la constelación del espinor

|ψ1〉 = 1
3
(−

√
2, 0, 0,

√
5, 0, 0,

√
2) de esṕın 3 (verde) y del pseudo espinor |ψobs〉 = (1, 0)

(morado). No se visualiza ninguna constelación correspondiente al espinor de esṕın 1

ya que éste resultó ser cero.

2.5. Fases geométricas

La evolución temporal de un sistema cuántico cerrado está dada por la ecuación de Schrödinger

Ĥ(R(t)) |ψ(t)〉 = i!
222ψ̇(t)

3
, (23)

11



donde Ĥ es un hamiltoniano que depende de un conjunto de parámetros R(t) = (x1(t), . . . , xn(t)).

Berry [4] encontró que si la curva C en el espacio de parámetros M, obtenida por la evolución

adiabática del sistema es una curva cerrada, es decir R(T ) = R(0), y el estado original es eige-

nestado del hamiltoniano no degenerado, el estado original y el estado final coinciden salvo por un

factor de fase

|ψ(T )〉 = exp

4
− i

!

5 T

0

dt En(R(t))

6
exp {iγn(C)} |ψ(0)〉 , (24)

donde En(R(t)) son las eigenenerǵıas del hamiltoniano Ĥ(t)

Ĥ(R(t)) |n(R(t))〉 = En(R(t)) |n(R(t))〉 . (25)

El primer factor exponencial en la ecuación (24) es la ya conocida fase dinámica que adquiere el

sistema debido a la evolución hamiltoniana. La aportación de Berry se concentra en el segundo

factor exponencial al cual se le conoce como factor de fase geométrica, que depende únicamente

de la curva C ∈ M y es independiente de la parametrización de la misma. El término γn(C) está

definido como

γn(C) = i

7

C

〈n(R(t))|∇Rn(R(t))〉 · dR , (26)

donde se considera que el conjunto de parámetros R(t) vaŕıa lo suficientemente lento como para

poder aproximar la evolución del sistema como adiabática. Utilizando el teorema de Stokes, Berry

demuestra que γn(C) es cero si el área encerrada por la curva C es nula.

Posteriormente en el trabajo de Mukunda y Simon [13], se explora el caso de curvas abiertas en el

espacio proyectivo CP n, cerrándolas al unir los puntos extremos de la curva con una geodésica y

mostrando aśı que para el caso de la evolución a lo largo de una curva geodésica abierta, la fase

geométrica de Berry es igual a cero; asimismo, la generalización provista por Mukunda y Simon

incluye también los casos en los que la evolución del hamiltoniano, y por lo tanto del sistema, es

no-adiabática. De manera que la fase geométrica se puede expresar como una diferencia de dos

términos llamados fase total y fase dinámica de la siguiente forma:

ϕg = ϕtot − ϕdyn

= arg 〈ψ(0)|ψ(T )〉 − i

5
〈ψ(t)| ∂t |ψ(t)〉 dt .

(27)

En el caso más general, es posible que el hamiltoniano Ĥ(R(t)) tenga degeneraciones y por lo tanto

a cada nivel de enerǵıa ya no corresponda únicamente un estado sino un conjunto de ellos, el cual se

representa por un k-plano en el espacio de Hilbert o bien, un punto en el Grassmanniano Gr(k,N).

Este caso es analizado y caracterizado por Wilczek y Zee.
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2.6. Holonomı́a de Wilczek-Zee

Como se describió en la sección anterior, la holonomı́a que conecta un estado |ψ(0)〉 con |ψ(T )〉 que
es el estado obtenido después de transformar al sistema a trazando una curva cerrada en el espacio

de parámetros R(t) del hamiltoniano que produce la evolución, es un factor de fase, y por lo tanto

una matriz que pertenece al grupo U(1), el cual es el único grupo unitario abeliano.

Wilczek y Zee [17] estudiaron el caso general de esta situación, que corresponde a cuando el Hamil-

toniano permite tener k estados degenerados (|φi〉 con i = 1, . . . , k) en un mismo nivel de enerǵıa,

los cuales generan un k-plano en el espacio de Hilbert.

En este caso, la holonomı́a entre una base {|φi(0)〉} del plano original y {|φi(T )〉} del plano trans-

formado, donde los |φi(t)〉 evolucionan de acuerdo a la ecuación de Schrödinger, se da a través de

una matriz Ug ∈ U(k), la cual, al igual que en el caso abeliano se obtiene como la diferencia entre

una fase total y una fase dinámica

Ug = UtotU
−1
dyn , (28)

donde la fase total corresponde a la parte unitaria de la descomposición polar de la matriz Q con

elementos

Qij = 〈φi(0)|φj(T )〉 , (29)

de modo que

Q = UtotP , (30)

donde P es una matriz hermitiana y no-negativa.

Por otro lado, la generalización de la fase dinámica se obtiene a través de la llamada conexión de

Wilczek-Zee, que es una matriz k × k anti-hermitiana y se calcula a partir de una base ortonormal

de vectores |φi(t)〉 para el k-plano en cuestión como

Aij(t) = 〈φi(t), φ̇j(t)〉 . (31)

Una vez teniendo la matriz A, se puede expresar la fase a Udyn de manera simbólica como la integral

path-ordered

Udyn = Pexp

5 t

0

A(τ) dτ , (32)

donde P es el operador de ordenamiento, que es una matriz unitaria k × k que transforma a los

vectores en el k-plano de estados degenerados en el n-ésimo nivel de enerǵıa del hamiltoniano.
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2.7. Cómputo cuántico holonómico

El cómputo cuántico nace en la década de 1980 con la promesa de proveer máquinas con un poder

de cómputo superior al que tienen las actuales que funcionan a través de la dinámica clásica de los

circuitos que las componen [7].

Aśı como el bit es la unidad fundamental para el cómputo clásico, el qubit es la unidad fundamen-

tal en el cómputo cuántico, haciendo que las computadoras cuánticas sean sistemas de multi-qubits

los cuales evolucionan por medio de la acción de operadores unitarios, de modo que un algoritmo

cuántico queda especificado por una secuencia de operadores U1, U2, . . . , etc. La pregunta natural

que surge para este punto es ¿cómo se definen, o cómo se construyen los operadores unitarios que

funcionen como compuertas lógicas para el cómputo cuántico?

En [18], Zanardi y Rasetti proponen que las fases geométricas (holonomı́as no-abelianas) de Wilczek-

Zee definidas en (26) pueden desempeñar un buen papel como compuertas lógicas cuánticas, ya que

al no depender de la parametrización de las curvas en el espacio de parámetros, la holonomı́a co-

rrespondiente, como operador unitario, resulta tener “inmunidad” ante reparametrizaciones de la

curva. Esto es un primer acercamiento para desarrollar un método que permita construir compuer-

tas lógicas para el cómputo cuántico.

Dada una conexión A y dado el conjunto de todas las curvas cerradas en el espacio de parámetros

M definido como

Lλ0 ≡ {C : [0, T ] → M|C(0) = C(T ) = λ0} , (33)

al conjunto de operadores Ug definidos como en (26) con C ∈ L(λ0), se le llama grupo de holonomı́a

de la conexión A, y es un subgrupo de U(k), con k la dimensión del eigenespacio (k-plano en H)

del hamiltoniano Ĥ(R(t)).

Un resultado de [18] es que en el caso de las conexiones asociadas con las fases geométricas no-

abelianas de Wilczek-Zee (i.e. A definidas como en (31)), el grupo de holonomı́a Hol(A) es exac-

tamente U(k), esto garantiza que los operadores Ug ∈ Hol(A) = U(k), proveen una forma de

desarrollar cómputo cuántico universal, es decir, que cualquier operación puede ser aproximada por

medio de una secuencia de operadores Ug.

El problema con esta propuesta es que aún cuando las holonomı́as Ug no dependan de la parame-

trización de las curvas C ∈ Lλ0 , śı son sensibles a perturbaciones de las mismas, lo cual hace que

los operadores no sean estables.

2.8. Cómputo cuántico toponómico

En la sección anterior se mencionó la ventaja de utilizar elementos de Hol(A) para implementar

compuertas lógicas para el cómputo cuántico, resaltando que una ventaja de estos operadores es

su “inmunidad” ante reparametrizaciones, la cual no termina de dar a los operadores la estabilidad

14



suficiente como para ser buenos candidatos a ser compuertas lógicas.

Un siguiente paso para la construcción de mejores operadores, o bien, de operadoresmás robustos, es

el propuesto en [6] por el grupo de investigación al cual pretendo incorporarme durante mis estudios

de doctorado, en el cual mostraron que si se considera en particular a los k-planos anticoherentes,

es decir, generados por estados |φi〉 tales que para todo i, j = 1, . . . k y para todo n̂ satisfacen la

ecuación

〈φi| n̂ · #S |φj〉 = 0 , (34)

si la evolución del plano consiste únicamente en rotaciones en el espacio f́ısico, es decir, bajo la acción

de elementos del grupo SU(2), la holonomı́a ya no depende de una curva en el espacio de parámetros

del hamiltoniano, sino de su clase de equivalencia en el grupo fundamental, es decir, todas aquellas

curvas que pueden deformarse unas en las otras de manera continua, o lo que es lo mismo, que

existe una homotoṕıa que las conecta. Ésto puede verse de manera natural de la representación de

Mukunda y Simon para la fase geométrica, considerando que la evolución temporal de los estados

cuánticos está dada por la acción de un operador unitario

|φ(t)〉 = U |φ(0)〉 (35)

Ahora, considerando que la evolución de los estados consiste en rotaciones de los mismos, y por lo

tanto está dada por la acción de elementos del grupo SU(2), el término A(t) en la expresión de

la fase dinámica asociada a la holonomı́a no-abeliana definida en (32) se puede desarrollar de la

siguiente manera

Aij(t) = 〈φi(t)|φ̇j(t)〉 = 〈φi(0)|U †∂tU |φj(0)〉 = 〈φi(0)|U−1U̇ |φj(0)〉 , (36)

donde U son operadores unitarios, y por tratarse de elementos de SU(2) que es un grupo de Lie,

sabemos que el producto

U−1U̇

U̇U−1

8
∈ su(2) (37)

y por lo tanto

U−1U̇ = #m · #S (38)

para algún vector #m ∈ R3.

Si además, el k-plano generado por la base ortonormal |φi(t)〉 es anticoherente entonces tenemos

que para todas las entradas Aij(t) de la conexión de Wilczek-Zee son

〈φi(0)| #m · #S |φj(0)〉 = 0 (39)
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y por lo tanto

Udyn = P exp

5 t

0

A(τ) dτ = Ik , (40)

donde Ik representa a la matriz identidad de dimensión k. En este caso la holonomı́a Ug resultante

es igual a Utot la cual depende únicamente de la topoloǵıa de la curva a partir de la cual se calcula,

lo que la hace aún más estable que en el caso genérico mencionado en la sección anterior.

Este resultado hace evidente la utilidad y el interés de trabajar sobre puntos en el Grassmanniano

Gr(k,N) que representan k-planos anticoherentes del espacio de Hilbert H.

2.9. Teoŕıa de Morse

La Teoŕıa de Morse [12] es un método para estudiar la topoloǵıa de una variedad a través de fun-

ciones diferenciables definidas sobre la misma, llamadas funciones de Morse.

El método consiste en definir una función fM : Mn → R suave sobre Mn, la cual es una función de

Morse si todos sus puntos cŕıticos son no-degenerados esto es, todos los puntos pi tales que todas

las derivadas direccionales evaluadas en estos puntos se anulan

∂

∂xj

f(pi) = 0 ∀ j = 1, . . . , n . (41)

y que la matriz hessiana de segundas derivadas evaluada en pi es invertible

det(Hf (pi)) ∕= 0 . (42)

Con ayuda del Lema de Morse, el cual enunciaremos a continuación, podemos asignar un ı́ndice a

cada punto cŕıtico no-degenerado de la función de Morse.

Lema 2.1 (de Morse). Dada una función de Morse f : Mn → R, y dado un punto cŕıtico no

degenerado pi de f , existen coordenadas (x1, . . . , xn) en la vecindad de pi tales que la función f en

estas coordenadas adquiere la siguiente forma:

f = −(x1)2 − (x2)2 − . . . (xλi)2 + (xλi+1)2 + · · ·+ (xn)2 + c (43)

donde c es una constante.

Al número λi correspondiente al número de coordenadas que aparecen con signo negativo en la

forma estándar dada por el Lema de Morse, se le conoce como ı́ndice de Morse correspondiente al

punto cŕıtico pi. Éste ı́ndice también puede calcularse como el número de eigenvalores negativos de

la matriz hessiana Hf (p0).
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Lo siguiente que nos resulta relevante resaltar es que si una función fM definida sobre la variedad

Mn es de Morse, sus puntos cŕıticos pi están aislados y por lo tanto, si Mn es compacta, el número

de puntos cŕıticos es finito.

En Teoŕıa de Morse, a la vecindad alrededor del punto pi se le llama asa (o handle) y el ı́ndice de

Morse en pi nos proporciona una noción de la “forma” de la variedad en dicho punto, ya que nos

indica en qué direcciones la función crece y en qué direcciones decrece.

Las asas se caracterizan por el ı́ndice de Morse y la dimensión de la variedad de acuerdo a la

siguiente definición

Definición 2.3 (Asas o handles). Una k-asa m-dimensional es una variedad diferenciable y con-

traible, definida por el producto cartesiano

hk = Dk ×Dm−k (44)

donde Dk es una bola k-dimensional.

De modo que la vecindad alrededor de un punto cŕıtico pi con ı́ndice λi constituye una λi-asa

n-dimensional.

A continuación se ilustra como ejemplo las posibles handles que pueden haber en un espacio de 2

dimensiones.

p

(a) 2-asa.

q

(b) 0-asa.

r

(c) 1-asa.

Figura 5: k-asas 2-dimensionales

Las fronteras de las k-asas de la variedad pueden ser unidas unas con otras por medio de difeo-

morfismos, “reconstruyendo” aśı una variedad que es difeomorfa a la original Mn. Esto implica que

los puntos cŕıticos de la función de Morse, junto con sus respectivos ı́ndices, están ı́ntimamente

relacionados con la topoloǵıa de la variedad Mn. En particular se puede obtener la caracteŕıstica

de Euler χ(M) de la variedad a partir de las k-asas, hk, en las cuales se descompone de la siguiente

forma [12]:

χ(Mn) =
n!

λ=0

(−1)λCλ , (45)
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donde Cλ es el número de puntos cŕıticos con ı́ndice λ.

Asimismo, la Teoŕıa de Morse también provee una herramienta para estudiar los grupos de homo-

loǵıa de una variedad a través de la llamada desigualdad de Morse;

Teorema 2.3 (Desigualdad de Morse). Sea fM : Mn → R una función de Morse definida sobre

una variedad compacta Mn. Para el número de puntos cŕıtios pλ con ı́ndice de Morse λ y el número

de Betti λ-dimensional bλ(M), la siguiente desigualdad es válida;

pλ ≥ bλ(M) (46)

Definición 2.4 (Números de Betti). Dada una variedad M , el k-ésimo número de Betti; bk, se

define como

bk = dim(Hk(M)) (47)

Donde Hk(M) es el k-ésimo grupo de homoloǵıa de la variedad, es decir, el conjunto de ciclos de

dimensión k que no son fronteras de nada. Otra forma de decir ésto es que Hk(M) es el conjunto

de huecos k-dimensionales en la variedad.

2.10. Teoŕıa de Klein y polinomios invariantes

Como menciona Zimba en [19], una posible estrategia para encontrar estados anticoherentes de

esṕın s es utilizando su representación estelar de Majorana, resultando que las constelaciones de

estos estados se ven como estrellas distribuidas de la manera más homogénea posible sobre la esfera

unitaria.

Por otro lado, si el estado tiene alguna simetŕıa rotacional, esto implica que el valor de expectación

del esṕın se encuentra a lo largo del eje de rotación. Aśı, si el estado tiene más de una simetŕıa

rotacional, entonces necesariamente debe ser un estado anticoherente, ya que la única manera en

que el valor de expectación pueda estar a lo largo de dos o más ejes simultáneamente es siendo

igual a cero. Ésto a su vez implica que la constelación de Majorana correspondiente es invariante

bajo un subgrupo finito de SO(3) [14].

Felix Klein [9] caracterizó todos estos subgrupos finitos de SU(2) clasificándolos en dos familias,

la primera conformada por los grupos ćıclicos, que corresponden al grupo de simetŕıas de un n-

ágono regular y los grupos dihédricos, es decir, los grupos de simetŕıas de los prismas cuyas tapas

son n-ágonos regulares. Y por otro lado en la segunda familia están los grupos poliédricos que

corresponden a los grupos de simetŕıas correspondientes a los sólidos platónicos: tetrahedro, octa-

hedro (cuyas simetŕıas son las mismas que del cubo) e icosahedro (que comparte simetŕıas con el

dodecahedro).

Un polihedro regular está caracterizado por el número de vértices V , de bordes E y de caras F .

Bajo una rotación que deja al polihedro invariante, es decir, un elemento del grupo de simetŕıas
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correspondiente G los vértices se permutan entre śı, y lo mismo ocurre con los puntos medios de

los bordes y los centros de las caras. Ésto nos da 3 órbitas de la acción de G sobre S2.

Sabemos que SU(2) actúa sobre C2 por medio de matrices 2× 2 transformando un espinor (z, w)T

en (z′, w′)T de la siguiente manera

9
z′

w′

:
=

9
a b

−b̄ ā

:9
z

w

:
=

9
az + bw

āw − b̄z

:
(48)

con a, b ∈ C y |a|2 + |b|2 = 1.

Asimismo, esta transformación de las componentes z y w de un espinor en C2 se puede mapear

al espacio de polinomios homogéneos en dos variables z y w, el cual es un espacio de dimensión

infinita generado por

{1, z, w, z2, zw, w2, . . . } (49)

Luego, los polinomios homogéneos de grado p en dos variables pueden ser mapeados al espacio de

polinomios en una sola variable ζ = z
w
dividiendo todo el polinomio entre wd donde d es la potencia

más alta de la variable w en el polinomio original.

Entonces, dados los vértices de un polihedro, se puede definir un polinomio h1(ζ) cuyas ráıces sean

precisamente las proyecciones estereográficas de los vértices sobre el plano complejo. Esto garantiza

que el polinomio h1(ζ) será invariante bajo la acción del grupo de simetŕıa correspondiente al

polihedro. Algo análogo se puede hacer para definir polinomios h2(ζ) y h3(ζ) con los puntos medios

de los bordes y los centros de las caras, respectivamente.

Los polinomios homogéneos h1, h2 y h3 generan entonces el álgebra de polinomios invariantes bajo

la acción de un subgrupo finito G de SU(2).

Un resultado interesante mostrado por Pereira y Paddock [14] que vincula los grados de estos

polinomios invariantes (deg(hi)) con subespacios de estados anticoherentes es:

Siempre que existan soluciones no negativas para u, v, w de

u · deg(h1) + v · deg(h2) + w deg(h3) = 2s (50)

los polinomios hu
1 , h

v
2, h

w
3 generan un subespacio de estados anticoherentes de esṕın s.

3. Justificación

En [6], aśı como en la sección 2.8 se expuso la utilidad de usar k-planos anticoherentes del espacio

de estados cuánticos para definir operadores unitarios Ug como fases geométricas de Wilczek-Zee,

los cuales pueden ser utilizados como compuertas lógicas robustas y por lo tanto estables, para el

cómputo cuántico.
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Durante la revisión del art́ıculo para su publicación, los encargados de la misma preguntaron a

los autores si exist́ıa una manera sistemática de localizar k-planos anticoherentes en un

espacio de Hilbert H de esṕın s arbitrario. A lo que los autores respondieron que por el

momento no la hay. Ésto abre lugar al objetivo principal que quisiera buscar durante mis estudios

de doctorado.

Encontrar esta manera sistemática de definir k-planos anticoherentes también podŕıa dar infor-

mación sobre el número de los k-planos anticoherentes que hay en H para cada esṕın s.

4. Objetivos

Investigar la topoloǵıa del subespacio de H de estados anticoherentes, en particular su cone-

xidad. En caso de ser un subespacio conexo, su dimensión, y en caso de no serlo la dimensión

de sus componentes, si es la misma en todas las componentes o no.

En caso de que el espacio de estados anticoherentes no sea conexo, por la discusión realizada

anteriormente en torno a los resultados de [14], es de gran interés saber si en cada componente

del espacio se encuentra un estado simétrico, de modo que al conocer todos estos estados, lo

cual es relativamente sencillo, podemos averiguar si éstos estados pueden ser transformados

por medio de deformaciones continuas en estados anticoherentes sin simetŕıas. De esta manera,

podŕıamos conocer todos los estados en una componente del espacio disconexo.

Encontrar un método sistemático para identificar cúantos k-planos anticoherentes con si-

metŕıas rotacionales existen en H para un esṕın s arbitrario, aśı como una manera de calcu-

larlos, ya que éstos son los k-planos de interés para el cómputo cuántico toponómico.

Estudiar las compuertas lógicas para el cómputo cuántico que se pueden construir para cada

k-plano anticoherente encontrado.

Encontrar una forma de traducir la condición de anticoherencia para k-planos a sus repre-

sentaciones como vectores en el espacio de Plücker o como multiconstelaciones.

5. Metodoloǵıa

Dado que uno de los objetivos principales es conocer más sobre la topoloǵıa del subespacio de

k-planos anticoherentes, por el momento hay dos propuestas para obtener esta información que son

las siguientes:

Primero partir de estados anticoherentes simétricos y buscar transformaciones continuas que, pasan-

do siempre por estados anticoherentes, puedan mandar un estado simétrico a otro que se mantenga

anticoherente pero que carezca de toda simetŕıa, como en el ejemplo mostrado en la sección 2.3.
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La segunda propuesta es definiendo una función de Morse en Gr(k,N) que se anule sobre la sub-

variedad de k-planos anticoherentes en el Grassmanniano, que detecte planos anticoherentes y por

medio de las desigualdades de Morse, a través de los grupos de homoloǵıa de ésta variedad se podŕıa

obtener una cota inferior para el número de k-planos anticoherentes.

Para ambas propuestas, es primordial estar antes bien familiarizados con la teoŕıa, poder identificar

con cierto grado de intuición los k-planos anticoherentes y la forma en que se representan ya sea

como vectores en un espacio, o como multiconstelaciones.

Mathematica es un programa sumamente útil para la visualización de constelaciones y multicons-

telaciones, y será desde luego una herramienta que utilizaré durante mi investigación.

6. Avances y plan a corto plazo

Como mencioné anteriormente, una propuesta para iniciar mi investigación es investigar la topoloǵıa

del subespacio de k-planos anticoherentes en el espacio de Hilbert H desde la Teoŕıa de Morse,

definiendo una función de Morse fπ : Gr(k,N) → R que detecte k-planos anticoherentes en el

espacio H = CN como

fπ =
3!

m=1

k!

i,j=1

| 〈φi|Sm |φj〉 |2 (51)

donde los |φi〉 son los elementos de la base ortonormal que genera al plano en cuestión.

Será útil poder expresar esta función directamente en términos de matrices de densidad que repre-

senten a los k-planos que queremos estudiar; ρ ∈ Gr(k,N), donde

ρ =
k!

j=1

|φj〉 〈φj| , (52)

para lo cual será necesario definir una nueva matriz de densidad S de los operadores de esṕın Si

como se muestra a continuación:

Notemos que es posible expresar a los generadores de rotaciones Si como vectores columna, expan-

diéndolos en términos de una base hermitiana y ortonormal, de acuerdo al producto interno

〈A,B〉 = 1

2
tr(AB) (53)

del álgebra de Lie u(N), que es el espacio de los operadores hermitianos que actúan sobre CN .
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Un ejemplo particular de esto es el caso de esṕın s = 1/2, en el cual el espacio de

los operadores hermitianos que actúan sobre H = C2 es u(2) y una base ortonormal

y hermitiana para este espacio es {I, σx, σy, σz}, donde σi son las matrices de Pauli.

Entonces tenemos que los vectores columna correspondientes a los operadores Si son

|S1〉 =
1

2

(

)))*

0

1

0

0

+

,,,-
|S2〉 =

1

2

(

)))*

0

0

1

0

+

,,,-
|S3〉 =

1

2

(

)))*

0

0

0

1

+

,,,-
(54)

ya que

S1 =
1

2
σx =

1

2

9
0 1

1 0

:
S2 =

1

2
σy =

1

2

9
0 −i

i 0

:
S3 =

1

2
σz =

1

2

9
1 0

0 −1

:

(55)

Entonces, una vez habiendo expresado los operadores Si como vectores columna |Si〉,
podemos ahora definir la matriz de densidad

S =
3!

i=m

|Sm〉 〈Sm| (56)

que en el ejemplo que estamos mostrando con esṕın s = 1/2, es

S =
1

2

(

)))*

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

+

,,,-
(57)

Habiendo definido las matrices de densidad ρ que representan a los k-planos y a la matriz S,

podemos desarrollar la ecuación (51) de modo que fπ quede expresada en términos de estas matrices:
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fπ =
3!

m=1

k!

i,j=1

| 〈φi|Sm |φj〉 |2

=
3!

m=1

k!

i,j=1

〈φj|S†
m |φi〉 〈φi|Sm |φj〉

=
3!

m=1

k!

j=1

〈φj|SmρSm |φj〉

=
3!

m=1

tr

9
k!

j=1

|φj〉 〈φj|SmρSm

:

=
3!

m=1

tr(ρSmρSm)

=
3!

m=1

ραβ(Sm)βγργδ(Sm)δα

=
3!

m=1

ραβρ
T
δγ(Sm)βγ(Sm)δα

=
3!

m=1

(ρ⊗ ρT )αδ βγ(Sm)βγ(S̄m)αδ

=
3!

m=1

(ρ⊗ ρT )αδ βγ(Sm)βγ αδ

= tr[(ρ⊗ ρT )S]

(58)

Sabemos que los k-planos anticoherentes, que son los puntos en Gr(k,N) donde fπ se anula, corres-

ponden a puntos cŕıticos ya que la función es semidefinida positiva. Esto significa que los ı́ndices

de Morse correspondendientes a estos puntos cŕıticos serán todos iguales a cero, y por lo tanto, a

través de la desigualdad de Morse están relacionados con el número de Betti b0(Gr(k,N)).

Por otro lado, sabemos que bajo la acción del grupo SU(2), la anticoherencia de los k-planos per-

manece invariante. Por lo tanto la acción de SU(2) define toda una órbita continua puntos cŕıticos

para la función fπ. Esto nos dice que estos puntos cŕıticos no son aislados y tendŕıamos que descar-

tar a fπ como posible función de Morse. Sin embargo, queremos averiguar si es posible reexpresar

la función de modo que esté ahora definida como fπ : Gr(k,N)/SU(2) → R, de modo que toda la

órbita de bases ortonormales que difieren por una rotación que deja al plano invariante colapsa a

un solo punto en este nuevo espacio. De ser aśı, encontrar sus puntos cŕıticos, ver si son aislados y

en caso de serlo analizarlos utilizando Teoŕıa de Morse.

Paralelamente, se planea investigar sobre la topoloǵıa de Gr(k,N)/SU(2), en particular su número

de Betti (b0), el cual a través de la desigualdad de Morse podŕıa darnos información sobre el número
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de componentes disconexas que conforman a la subvariedad de k-planos anticoherentes en un H

de esṕın s arbitrario.

Aqúı vale la pena resaltar que el hecho de que un k-plano anticoherente tenga simetŕıas rotacio-

nales, no necesariamente implica que los estados que lo generan posean las mismas simetŕıas. Un

ejemplo de esto es el 2-plano en el espacio de estados de esṕın 2 generado por el estado tetrahédri-

co |ψ〉tet orientado de manera que una de las estrellas esté ubicada en el polo norte, y su estado

antipodal |ψtet′〉, es decir, el estado obtenido al reflejar el tetrahedro respecto al plano xy y luego

rotar alrededor del eje z por un ángulo π.

Podemos ahora, visualizar las constelaciones de Majorana de estos dos estados anticoherentes dis-

tintos; |ψtet〉 y |ψtet′〉, como se muestra en la Figura 6:

x
y

z

(

(
(

(

(
(

(

(

Figura 6: Constelaciones de Majorana de |ψ〉tet (verde) y el estado antipodal |ψ〉tet′
(gris) [5, 6].

En este caso, es fácil ver que una rotación respecto al eje y por un ángulo π, intercambia ambas

constelaciones. Sin embargo, el 2-plano anticoherente generado por estos dos estados, sigue siendo

el mismo incluso después de la transformación.

Este ejemplo también ilustra la utilidad de la representación estelar de Majorana ya que es evidente

que la rotación permuta los estados, por lo tanto ninguno de ellos es invariante bajo la transforma-

ción, pero el plano generado por ambos śı permanece invariante, ya que la permutación entre los

elementos de la base no cambia al plano.

Además, con esto podemos ver que paralelamente al estudio de los k-planos anticoherentes, tam-

bién es relevante continuar con el estudio del espacio de estados anticoherentes, respecto al cual

aún hay preguntas importantes, como el hecho de que la topoloǵıa del subvariedad de CP n de es-

tados anticoherentes es aún desconocida. Además de que es importante tener en cuenta que si bien

un conjunto de estados anticoherentes linealmente independientes no necesariamente generan un

plano anticoherente, todos los estados que pertenezcan a un plano anticoherente son anticoherentes.

Un primer acercamiento al problema de encontrar estados anticoherentes para un esṕın s arbitrario
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y que además es consistente con los resultados de Zimba en [19], es el discutido por Pereira y Pad-

dock en [14] y consiste en afirmar que todos los estados cuya representación estelar de Majorana

presente al menos dos ejes de simetŕıa distintos es anticoherente, como es el caso de los estados

perfectos, es decir, los estados cuyas estrellas coinciden con los vértices de los sólidos platónicos.

Sin embargo, este resultado dista mucho de ser una respuesta completa para la búsqueda y la

caracterización de los estados anticoherentes y los espacios que forman, ya que si bien los estados

simétricos son anticoherentes, no todos los estados anticoherentes son simétricos. Incluso, los es-

tados simétricos consisten únicamente en una colección de medida cero (ya que dado un estado

simétrico anticoherente cualquiera, toda su órbita bajo la acción de SU(2) también lo es) en el

espacio de estados anticoherentes.

Particularmente, dado que se puede encontrar de manera sistemática a los estados simétricos, co-

nocer la conectividad del subespacio de estados anticoherentes nos permitirá saber si partiendo de

un estado simétrico podemos o no, mediante una transformación continua que no altere la anti-

coherencia, obtener cualquier estado anticoherente.

Otro posible caso es que, si el subespacio de estados anticoherentes no es conexo, la pregunta

que surge es si en cada componente disconexa hay al menos un estado simétrico, de manera que

mediante el proceso que se acaba de describir, se pueda obtener cualquier otro estado anticoherente.

Mirando el caso particular de estados de esṕın s = 2, sabemos que estos estados son representados

por constelaciones de 4 estrellas y en particular, el estado tetrahédrico, |ψ〉tet, el estado que consiste

en 4 estrellas formando un cuadrado sobre el ecuador de la esfera, |ψ〉GHZ, definido para un esṕın

s arbitrario como

|ψ〉GHZ =
1√
2
(|s, s〉+ |s,−s〉) , (59)

y el estado representado por dos estrellas en el polo norte y dos estrellas en el polo sur, |s = 2,m = 0〉
son estados anticoherentes.
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(

(a) |ψ〉tet = 1√
3
(−1, 0, 0,

√
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(
(

(b) |ψ〉GHZ = 1√
2
(1, 0, 0, 0, 1)T

x
y

z

((

((

(c) |2, 0〉 = (0, 0, 1, 0, 0)T

Figura 7: Tres estados anticoherentes de esṕın s = 2
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En este caso, considerando que cualquier rotación ŕıgida de las constelaciones no altera la anti-

coherencia del mismo, podemos identificar que es posible transformar de manera continua el estado

|ψ〉GHZ en |2, 0〉 pasando únicamente por estados anticoherentes durante el proceso.
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Figura 8: Transformación continua de |ψ〉GHZ en |ψ〉ant = e−iπ/2Sx |2, 0〉 pasando úni-

camente por estados anticoherentes.

Asimismo, podemos llevar el estado tetrahédrico al estado de dos puntos antipodales pasando

únicamente por estados anticoherentes como se muestra a continuación en la Figura 9.
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Figura 9: Transformación continua de |ψ〉tet en |ψ〉ant pasando únicamente por estados anticoheren-

tes, la cual consiste en elegir dos pares de estrellas las cuales se acercan entre śı sobre la esfera en

la dirección de la arista del tetrahedro que las une.

Para poder afirmar que efectivamente, en los dos casos mencionados antes la transformación de los

estados quedó contenida en todo momento en el espacio de estados anticoherentes, considerando

que cada estrella en la constelación de Majorana está definida por el vector n̂i, con i = 1, . . . , 2s,

que indica su orientación sobre la esfera, hemos propuesto el siguiente lema:

Lema 6.1. Si un estado es invariante bajo la inversión de todas las estrellas n̂i → −n̂i que con-

forman su constelación de Majorana, entonces es anticoherente

La demostración de este lema consistiŕıa en una generalización al caso de s = 1/2, en el cual la re-

presentación de Majorana corresponde a una sola estrella. Sabemos que la inversión en la dirección

n̂ donde está localizada la estrella a la dirección −n̂ invierte el valor de expectación del estado. Se

espera entonces que, al transformar un estado de esṕın s representado por 2s estrellas apuntando

en direcciones n̂i, al estado representado por estrellas apuntando en dirección −n̂i, tendremos que

nuevamente el valor de expectación del nuevo estado es el inverso del valor de expectación del

estado original.

Un paso intermedio en dicha generalización es demostrar que esta propiedad se cumple para todos
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los estados GHZ definidos como en la ecuación (59) de esṕın par, cuyas representaciones de Majora-

na consisten en un número par de estrellas distribuidas homogéneamente sobre el ćırculo ecuatorial

de la esfera unitaria, y por lo tanto en el punto antipodal de todas las estrellas de la constelación

se encuentra otra estrella de la constelación y por lo tanto la inversión de estrellas n̂i → −n̂i deja

a la constelación invariante.

Partiendo de estas ideas, la demostración completa del Lema 6.1 es de las primeras cosas que pienso

realizar durante mi doctorado.

En el caso de la transformación de |ψ〉GHZ a |ψ〉ant, esta invarianza bajo inversiones de las estrellas

es evidente, mientras que en el caso ilustrado en la Figura 9, podemos ver que la anticoherencia se

mantiene ya que en cada momento del proceso, la constelación invertida es igual a la original, re-

flejada respecto al plano paralelo a ambas aristas y luego rotada respecto al eje z por un ángulo π/2.

( (

((

reflexión

((

( (

rotación por

π/2

( (

((

Figura 10: Demostración gráfica de que la constelación homotópica a |ψ〉tet (verde)
es invariante bajo una reflexión respecto al plano paralelo a ambas aristas seguida de

una rotación respecto al eje ortogonal a dicho plano por un ángulo π/2.

De modo que los estados |ψ〉GHZ, |ψ〉tet y |2, 0〉 pertenecen al mismo componente conexo del espacio

de estados anticoherentes. La pregunta natural que surge ahora es; ¿Hay algún otro estado anti-

coherente de esṕın s = 2 tal que no pueda ser llevado de manera continua a ninguno de los estados

mencionados anteriormente, pasando únicamente por estados anticoherentes a lo largo del proceso?

En resumen, el plan de trabajo para el inicio de mi doctorado es investigar espećıficamente la

conectividad de la subvariedad de k-planos anticoherentes, y los posibles caminos para llevar a

cabo esta investigaión son, por un lado utilizando la Teoŕıa de Morse y por el otro lado buscando

curvas que conecten los estados anticoherentes conocidos y que permanezcan siempre contenidas

en la subvariedad de estados anticoherentes.

7. Plan general del proyecto

La teoŕıa que involucra el trabajo que propongo realizar tiene muchos elementos que se relacionan

unos con otros de maneras sumamente no triviales, como por ejemplo el encajamiento del Grass-

manniano Gr(k,N) en el espacio de Plücker C(
N
k). Para poder manejar la teoŕıa con solidez, es
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importante hacer varios cálculos expĺıcitos que revelen cualquier detalle técnico que pueda aparecer

a lo largo del proceso.

Es por esto que planeo iniciar mi doctorado trabajando directamente con ejemplos espećıficos que

si bien no llevaŕıan a resultados nuevos, me permitirán tener un mejor dominio de la teoŕıa.

Entre los cálculos expĺıcitos que planeo realizar, está el graficar multiconstelaciones para casos

espećıficos y conocidos de k-planos anticoherentes. Ésto con la expectativa de que al estar más

familiarizada con el comportamiento de los objetos involucrados, podŕıa encontrar una manera de

caracterizar los planos anticoherentes a través de sus multiconstelaciones o de su representación

como vector columna en el espacio C(
N
k). Esto es algo que hasta el momento no se ha encontrado,

por lo que podŕıa ser un primer resultado de mi proyecto.

En una siguiente etapa, quisiera encontrar una manera de expresar la función fπ de la ecuación (51)

como una función cuyo dominio sea el espacio cociente Gr(k,N)/SU(2). Esperaŕıamos que en este

caso, los puntos cŕıticos (mı́nimos) de la función śı sean aislados y por lo tanto la función pueda

ser tratada como función de Morse.

En caso de ser aśı, explotar todas las herramientas de la Teoŕıa de Morse para obtener información

respecto a la topoloǵıa del espacio de k-planos anticoherentes.

Conforme avance en mi investigación, mi plan es poco a poco integrar todos los elementos teóricos

que están expuestos en este escrito, más cualquier otro que pueda encontrar en el transcurso de mi

doctorado, todo esto con el fin de hallar una manera sistemática de definir planos anticoherentes

en cualquier espacio de Hilbert H de esṕın arbitrario s lo cual será de suma utilidad para definir

compuertas lógicas estables para el cómputo cuántico como fases geométricas de Wilczek-Zee.
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