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Introduccion

Sea D una digréfica. Un subconjunto N de V(D) es un nicleo de D si para cualquier par
de vértices x y y en N no existe una flecha entre ellos y para todo vértice u en V(D) \ N existe
un vértice v en N tal que (u,v) € F(D). El concepto de ntcleo tiene su origen en la Teoria de
Juegos, fue introducido por von Neumann y Morgenstern en [12] y originalmente fue llamado
solucion. Posteriormente, Berge noté que dicho concepto podia ser aplicado en otros campos
de las matemadticas, y con una ligera redefinicién de su parte en [2], dio lugar al concepto de
nicleo de una digréfica.

La importancia de la teoria de ntcleos, como rama de la Teoria de Digraficas, recae en sus
multiples aplicaciones en diversas dreas como Teoria de Juegos, Teoria de las Decisiones, Légica,
Optimizacién [3], etc.

En [5] Chvétal demostré que el problema de determinar si una digréfica tiene o no nicleo es
un problema NP-completo, por lo cual se han buscado condiciones suficientes para garantizar
que una digréafica tenga nucleo. Entre los pioneros de esta linea de investigacién se encuentran
von Neumann, Morgenstern, Richardson, Berge, Duchet, Meyniel, Hortensia Galeana Sanchez,
Jacob, entre otros.

Los primeros resultados que exhibieron condiciones para la existencia de un ntucleo en una
digrafica, tienen sus hipotesis sobre los ciclos de la digrafica. Tal es el caso del teorema de Duchet
[6] que dice que si D es una digrafica tal que todo ciclo tiene al menos una flecha simétrica,
entonces D tiene nicleo. Dicho teorema serd esencial para la prueba de algunos resultados
presentados en esta tesis.

Una de las generalizaciones del concepto de ntcleo es el de niicleo por trayectorias mono-



cromaticas en digraficas m-coloreadas, el cual se debe a Hortensia Galeana Sanchez, quien lo
introdujo por primera vez en [7]. De este modo, dada una digrafica m-coloreada D, decimos que
un subconjunto N de V(D) es un nicleo por trayectorias monocrométicas si para cualquier par
de vértices x y y en N no existe una trayectoria monocromatica entre ellos y para todo vértice
wen V(D) \ N existe un vértice v en N tal que existe una uv-trayectoria monocromatica en D.
Uno de los resultados clasicos en niicleos por trayectorias monocromaéticas es el obtenido por
Sands, Sauer y Woodrow en [13], quienes demostraron, en particular, que toda digrafica con un

numero finito de vértices 2-coloreada, tiene nicleo por trayectorias monocromaticas.

Como no es sencillo determinar cuando una digrafica m-coloreada tiene nicleo por tra-
yectorias monocromaticas, entonces el estudio de este tema se ha centrado, por ejemplo, en
operaciones entre dos digraficas o en ciertas familias de digraficas como las digréficas pretransi-
tivas, digraficas cuasitransitivas, digraficas 3-cuasitransitivas, por nombrar algunas. Asi mismo
se han anadido condiciones monocromaticas o casimonocromaticas a subdigraficas como ciclos,
trayectorias y subtorneos con la finalidad de obtener resultados sobre nticleos por trayectorias
monocrométicas en digraficas m-coloreadas. Recientemente, en [9] Hortensia Galeana Sdnchez
introdujo el concepto de digrafica de clases de color con la finalidad de encontrar nuevas condi-

ciones que garanticen la existencia de niicleos por trayectorias monocromaticas.

Con el fin de hallar una digrafica auxiliar que preserve toda la informacién con respecto
a las trayectorias monocromaticas entre dos vértices de una digrafica y en la cual ademas se
pueda aplicar la teoria de niicleos ya existente, Hortensia Galeana Sanchez introduce en [8] el
concepto de cerradura de una digrafica m-coloreada.

En [10], Hortensia Galeana Sanchez y Eugenia O’Reilly Regueiro estudiaron la existencia de
nicleos por trayectorias monocroméaticas en digraficas m-coloreadas asimétricas
3-cuasitransitivas agregando condiciones monocromaticas y casimonocromaéticas en los ciclos
de longitud 3 y 4 contenidos en D. Los resultados obtenidos en dicho articulo se obtienen

principalmente mediante el estudio de la cerradura de la digrafica.

Una generalizacién del concepto de niicleo por trayectorias monocromaéticas es el de

H-nucleo, el cual fue introducido por Hortensia Galeana Sanchez y Pietra Delgado Escalan-



te en [4] motivadas por el trabajo de P. Arpin y V. Linek en [1]. De este modo, dada una
digrafica H-coloreada D, decimos que un subconjunto N de V(D) es un H-ntcleo si para cual-
quier par de vértices x vy y en N no existe una H-trayectoria entre ellos y para todo vértice u
en V(D) \ N existe un vértice v en N tal que existe una uv-H-trayectoria en D.

Este trabajo estd motivado por los resultados obtenidos en [10] por Hortensia Galeana
Sanchez y Eugenia O’Reilly Regueiro, consiste de tres capitulos, empezando con un apartado
previo a dichos capitulos en el que presentamos algunas definiciones y resultados basicos en la
teoria de digraficas, los cuales seran de utilidad a lo largo de este trabajo.

En el primer capitulo se introducird la definicion de nicleo, nicleo por trayectorias mo-
nocromaticas y cerradura de una digrafica m-coloreada y demostraremos un teorema que nos
permite relacionar los conceptos de niicleo y nicleo por trayectorias monocromaticas a través
de la cerradura.

En el segundo capitulo se exponen los resultados obtenidos en [10] por Hortensia Galeana
Sanchez y Eugenia O’Reilly Regueiro, sobre la existencia de nicleo por trayectorias monocro-
maticas en digraficas asimétricas 3-cuasitransitivas m-coloreadas.

En el tercer capitulo se explica el concepto de H-coloracién y se presentan definiciones
referentes a digraficas H-coloreadas. Posteriormente se introduce el concepto de H-ntucleo y se
exhiben resultados generalizados a digraficas H-coloreadas de los obtenidos en [10]. Finalmente

se presenta una extensiéon a H-nticleos del resultado principal obtenido en [10].



Preliminares

Este capitulo estd dividido en dos secciones. En la primera daremos las definiciones bésicas
de la Teroria de Digréaficas que se usaran a lo largo de este trabajo, en su mayoria acompanadas
de ejemplos para una mejor comprensién de las mismas. En la segunda seccién enunciaremos

algunos resultados bésicos que nos seran de utilidad en los capitulos posteriores.

0.0.1. Definiciones

Una digrafica D es una pareja ordenada (V(D), F(D)) donde V(D) es un conjunto finito
y no vacio de objetos, llamados vértices, y F'(D) es un conjunto de pares ordenados de vértices,
llamados flechas.

Decimos que D es de orden p y tamano g si |V(D)| =py |F(D)| = g, respectivamente.

Una forma de representar geométricamente a una digrifica es dibujando un punto en
el plano por cada vértice y una flecha del punto asociado al vértice uw hacia el punto aso-
ciado al vértice v si la pareja ordenada (u,v) es una flecha en D. En la figura 0-1 pode-
mos ver la representacién geométrica de la digrafica Dy tal que V(D) = {v,z,y,z,w} y
F(Dy) = {(2,9), (2, 2), (4, 0), (4, 2), (2, 2), (2,9), (v, 2)}.

Dada una digrafica D, si (u,v) € F(D), decimos que u y v son adyacentes, llamaremos a u
el vértice inicial y a v el vértice final de la flecha; también decimos que la flecha (u,v) sale
de u y entra en v. Ademas, si (u,v) € F(D) se dice que u domina a v (o que v es dominado
por u).

Dados u y v dos vértices distintos de una digrafica D, decimos que (u,v) es una flecha

simétrica si (v,u) también pertenece al conjunto de flechas de D. Si (u,v) € F(D), pero
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v 'Th

Figura 0-1: Representacién geométrica de una digrafica.

(v,u) € F(D), entonces (u,v) es asimétrica. En la figura 0-1 (z, 2) es una flecha simétrica y
(y,w) es una flecha asimétrica.

Definimos la parte simétrica de D, denotada por Sim(D), como la digrafica tal que
V(Sim(D)) = V(D) y F(Sim(D)) es el conjunto de todas las flechas simétricas de D. Asimis-
mo, definimos la parte asimétrica de D, denotada por Asim(D), como la digréafica tal que
V(Asim(D)) =V (D) y F(Asim(D)) es el conjunto formado por las flechas asimétricas de D.

Sim(D, ): Asim(D, ):
&I xr

Y &z

. . Z v 70U

Z v 70
(a) Parte simétrica de la digré- (b) Parte asimétrica de la
fica D1. digréafica D;.
Figura 0-2:

Decimos que una flecha de D es un lazo si su vértice inicial y final coinciden.

Para todo vértice v en una digrafica D, definimos los siguientes conjuntos: el
conjunto de los vecinos exteriores de v, denotado por N (v), definido como
{uv € V(D) : (v,u) € F(D)} y el conjunto de los vecinos interiores de v, denotado por

Np (v), definido como {w € V(D) : (w,v) € F(D)}. Los conjuntos N, (v) y N5 (v), son llama-
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dos también exvecindad e invecindad de v, respectivamente. Llamaremos a los vértices de
los conjuntos N7, (v) y N5 (v) exvecinos e invecinos de v respectivamente. Denotamos por
df(v) a la cardinalidad de N7, (v) y por dp(v) a la cardinalidad de Np(v). De acuerdo con
estas definiciones previas, en la digrafica Dy de la figura 0-3 tenemos que NZ;2 (z2) =A{z,v,w}y

Np,(2) = {w,z}, por lo que dJJSQ(z) =3ydp,(z) =2

Figura 0-3:

Llamaremos fuente a cualquier vértice D cuyo conjunto de invecinos sea vacio, inversamen-
te, llamamos pozo a cualquier vértice de D cuyo conjunto de exvecinos sea vacio.

Decimos que una digrafica H es subdigrafica de D si V(H) C V(D) y F(H) C F(D). Si
V(H) = V(D) decimos entonces que H es una subdigrafica generadora de D. Note que en
particular Sim(D) y Asim(D) son subdigréficas generadoras de D, por ejemplo, Sim(D;) y
Asim(Dy) (figura 0-2) son subdigraficas generadoras de D; (figura 0-1). Dado un subconjunto
X de V(D), llamamos subdigréafica inducida por X, denotada por D(X), a la digréfica tal
que V(D(X)) =Xy F(D(X)) = {(u,v) € F(D) : {u,v} C X}.

H:
Z

A e

oW

v

Figura 0-4: Ejemplo de una subdigrafica generadora de Ds.



Decimos que dos digraficas D y H, son isomorfas si existe una funcién f : V(D) — V(H)
biyectiva tal que (u,v) € F(D) siy solo si (f(u), f(v)) € F(H). En la figura 0-5 podemos
ver que las digraficas D y H son isomorfas bajo la funciéon f : V(D) — V(H) dada por
F(&) = a, fly) = b, fw) = ¢, f(2) = d.

D: H:

T Y a b

Z w & d

Figura 0-5: Ejemplo de digréficas isomorfas.

Un camino dirigido en D es una sucesién finita de vértices, C' = (z¢, z1, 2, ..., Ty), tales
que (x4, zi+1) € F(D) para 0 < i < n. La longitud del camino dirigido C' se define como el
nimero n y se denota por [(C). Si 9 = x,, entonces decimos que C es un camino dirigido
cerrado. Sea {z;,z;}, con 0 < i < j < n, un subconjunto de V(C') denotamos por (z;, C, x;)
al camino dirigido (z;, 41, Zit+2,...,2;). Un paseo dirigido es un camino dirigido que no
repite flechas. Un ciclo dirigido es un camino dirigido de longitud al menos 2 que tinicamente
repite el primer y ultimo vértice. Denotamos por C,, al ciclo dirigido de orden n. Decimos que
D es una digafica aciclica si no contiene ningun ciclo. Una trayectoria dirigida es un camino
dirigido que no repite vértices.

De ahora en adelante omitiremos la palabra “dirigido” para hacer referencia a cualquier tipo
de camino dirigido ya que a lo largo de este escrito solo se trabajara con digraficas.

En ocasiones, para referirnos a un camino, paseo o trayectoria dirigida que comience en
el vértice u y termina en el vértice v escribiremos uv-camino, uv-paseo o uv-trayectoria,
respectivamente.

Sean C1 = (xg,x1,%2,...,Zn =Y0) Y Co = (Y0,Y1,Y2,- -, Ym) dos caminos en una digrafica



D, denotaremos por C7 U Cy al camino (g, 1,22, ..., Tn = Y0, Y1, Y2, - - - s Ym)-

Una digrafica T se dice que es un torneo si no tiene flechas simétricas y para cualquier
subconjunto {u,v} de V(T'), con u # v, se tiene que (u,v) € F(T) o (v,u) € F(T).

Una digrafica D es k-transitiva si para cualquier subconjunto {u,v} de V(D) siempre que
hay una wv-trayectoria de longitud k, se tiene que (u,v) € F(D). De una manera mas general
decimos que D es k-cuasitransitiva si para cualquier subconjunto {u, v} de V(D) siempre que
hay una uv-trayectoria de longitud k, se tiene que (u,v) € F(D) o (v,u) € F(D). Si una digrafica

es 2-transitiva (2-cuasitransitiva), serd simplemente llamada transitiva (cuasitransitiva).

0.0.2. Resultados basicos

Teorema 0.1. Sean D una digréfica y {u, v} un subconjunto de V(D). Si D tiene un uv-camino

W, entonces W contiene una wuv-trayectoria.

Demostracion. Sean W = (u = mg,21,%2,23,...,0 = Z,) un uv-camino en D vy
T = (u = Yo,Y1,Y2,Y3,---,V = Yp) un uv-camino contenido en W tal que I(T) = min{L}
con L = {l(C) : C'esunuv — camino contenidoen W} (note que (W) € L). Probaremos por
contradiccién que T es una uv-trayectoria. Supongamos que para algin subconjunto {i,j} de
{0,1,2,...,n}, con i < j, se tiene que z; = x;; esto implica que (v = zo, T, x;) U (z;,T, zp, = v)
es un wv-camino de longitud menor que I(7T'), lo cual no es posible por la elecciéon de T'. Por lo

tanto, todos los vértices de T son distintos. Asi, T es una uv-trayectoria contenida en W. [

Teorema 0.2. Sea D una digrafica. Si D es aciclica, entonces existe un vértice v en D tal que

dp(v) = 0.

Demostracion. Procediendo por contradiccién, supongamos que dp,(v) > 0 para todo vértice v
de D. Consideremos a T' = (xg,x1,...,2,) una trayectoria de longitud maxima en D. Como
dp (o) > 0, entonces existe u, un vértice de D, tal que (u,zo) € F(D). Si u no es un vértice
de T, entonces T" = (u, xg, 21,...,Z,) €s una trayectoria de longitud mayor que I(T'), lo cual
es una contradiccién con la elecciéon de T'. Supongamos entonces que u es un vértice de T'; es

decir, u = x; para algin j en {1,2,...,n}; esto implica que C = (z9,1,...,%j+1,%; = U, Zo)
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es un ciclo en D, lo cual no es posible pues D es aciclica. Por lo tanto, existe un vértice v en D

tal que dp,(v) = 0. O



Capitulo 1

Nicleos y nucleos por trayectorias

monocromaticas

En la primera seccién de este capitulo, introduciremos la definicién de ntcleo de una di-
grafica, uno de los conceptos con mayor relevancia dentro de la teoria de digraficas. En la
segunda seccién, daremos la definicién de nicleo por trayectorias monocromaticas de una di-
grafica, el cual veremos que es una generalizacién de nicleo de una digrafica. Asi mismo, en
ambas secciones, ejemplificaremos dichos conceptos para facilitar al lector su comprensién, tam-
bién enunciaremos algunos resultados relacionados con la existencia de ntcleos y nicleos por

trayectorias monocromaticas en una digrafica.

1.1. Ncleos

Dada una digrafica D y S un subconjunto de V(D), decimos que S es un conjunto inde-
pendiente si para cualquier subconjunto {u,v} de S, (u,v) € F(D).

Dada una digrafica D y S un subconjunto de V (D), decimos que S es un conjunto absor-
bente si para todo u en V(D) \ S existe v en S tal que (u,v) € F(D).

Si N es un subconjunto de vértices independiente y absorbente de una digrafica D, entonces

decimos que N es un nucleo de D. Si D es una digrafica tal que todas sus subdigraficas
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inducidas tienen nicleo, decimos entonces que D es nticleo perfecta.

En la digrifica D de la figura 1-1 podemos observar que {vs,v7} es un conjunto indepen-
diente, pues no hay flechas entre v7 y v3, y es un conjunto absorbente, pues para cada vértice
en V(D) \ N hay una flecha hacia algin vértice de N, a saber, (v1,v7), (ve,v7), (vs,v7), (v2,v3),
(vs, v3), (v4,v3). Por lo tanto, {vs,v7} es un nicleo de D.

D:

U,

U,

Figura 1-1: Ejemplo de digrafica con nicleo.

Teorema 1.1. (Duchet [6]) Sea D una digrafica. Si todo ciclo de D tiene al menos una flecha

simétrica, entonces D tiene un ntcleo.

Demostracion. Haremos la prueba por induccién sobre |V (D).

Base de la induccién. Si |V(D)| = 1, entonces V(D) = {u} y {u} es un nicleo de D.

Hipotesis de induccién. Si D’ es una digrafica tal que |V(D’)| = n y todo ciclo en D’
tiene una flecha simétrica, entonces D’ tiene ntcleo.

Paso inductivo. Sea D una digrafica tal que |V (D)| = n + 1 y todo ciclo en D tiene una
flecha simétrica.

Consideremos la digrafica Asim(D). Como todo ciclo en D tiene una flecha simétrica, en-
tonces en Asim(D) no hay ciclos, lo que implica (por el teorema 0.2) que existe un vértice v en
D tal que d ;. p) (v) =0.

Sea H la subdigrafica inducida por el conjunto X = V(D) \ {v}. Notemos que como H es
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una subdigrafica inducida de D, entonces todo ciclo en H también tiene al menos una flecha

simétrica, por lo que por hipdtesis de induccién H tiene un ntcleo, digamos N. Tenemos dos

caSos para v.

Caso 1.

Caso 2.

Existe un vértice u en N tal que (v,u) € F(D).

Puesto que N es un conjunto independiente en H, entonces /N es un conjunto indepen-
diente en D. Por otro lado, dado que existe un vértice u en N tal que (v,u) € F(D) y
N es un conjunto absorbente en H, entonces IV es un conjunto absorbente en D. Por
lo tanto, como N es un conjunto independiente y absorbente en D, N es un ntcleo de

D.

No existe un vértice u en N tal que (v,u) € F(D).

Consideremos al conjunto N U {v}. Veamos que N U{v} es un conjunto independiente
en D. Ya que N es un conjunto independiente en H y no existe un vértice u en
N tal que (v,u) € F(D), basta probar que no existe un vértice w en N tal que
(w,v) € F(D). Supongamos que existe un vértice w en N tal que (w,v) € F(D); como
Zsim(D)(v) = 0, entonces (w,v) es una flecha simétrica de D; es decir, (v,w) € F(D),
lo cual es una contradiccién a la suposicion de este caso. Por lo tanto, N U {v} es un
conjunto independiente en D. Puesto que N es un conjunto absorbente en H, entonces

NU{v} es un conjunto absorbente en D. Asi, como NU{v} es un conjunto independiente

y absorbente en D, se sigue que N U {v} es un niucleo de D.

Hemos probado que en cualquier caso D tiene ntcleo. Por lo tanto, hemos terminado la

prueba de este teorema.

1.2. Nucleos por trayectorias monocromaticas
Sea D una digrafica, una m-coloracién de las flechas de D es una funcién
c: F(D) — {1,2,...,m}, donde {1,2,...,m} es el conjunto de colores asignables a las

12



flechas de D. Si D tiene asociada una m-coloracién por flechas, diremos que D es una digréfica
m-~coloreada. Cuando D sea 1-coloreada simplemente decimos que D es una digrafica mono-
cromatica. Asimismo se dird que un camino, paseo, ciclo o trayectoria es monocromético si

todas sus flechas son del mismo color.

v | 'l,-’_- 3

Figura 1-2: Ejemplo de digrafica 4-coloreada.

Teorema 1.2. Sean D una digréafica m-coloreada y {u, v} un subconjunto de V(D). Si D tiene

un uv-camino monocromatico W, entonces W contiene una uv-trayectoria monocromatica.

Demostracion. Notemos que W es, en particular, un uv-camino, por lo que por el teorema 0.1
W contiene una uv-trayectoria, digamos 7. Como F(T) C F(W) y todas las flechas de W
son del mismo color, entonces todas las flechas de T son del mismo color, es decir, T es una

uv-trayectoria monocromatica contenida en W. ]

Decimos que una digrafica D es casimonocromatica si, con a lo mas una excepcion, sus
flechas estan coloreadas del mismo color.

Dada una digrafica m-coloreada D y S un subconjunto de V(D), decimos que S es un
conjunto independiente por trayectorias monocromaticas si para cualquier subconjunto
{u,v} de S, no existe una uv-trayectoria monocromdtica en D. Asimismo, decimos que S es un
conjunto absorbente por trayectorias monocromaticas si para todo u en V(D) \ S existe

v en S tal que hay al menos una uv-trayectoria monocromatica en D.
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Si D es una digrafica m-coloreada y N es un subconjunto de V(D) independiente por trayec-
torias monocromaticas y absorbente por trayectorias monocromaticas, entonces N es llamando
nicleo por trayectorias monocromaticas. En la digréfica de la figura 1-2, N = {v;} es un
nicleo por trayectorias monocromaéticas de D, pues N es claramente un conjunto independiente
por trayectorias monocromaticas y (vg, v3, v4, U5, v1) €8 una trayectoria monocromatica que ter-
mina en vy y pasa por todos los vértices de V(D) \ N, por lo que, N es un conjunto absorbente
por trayectorias monocromaticas. De ahora en adelante usaremos nptm para abreviar “nicleo
por trayectorias monocromaticas".

Una multidigrafica es una digrafica que puede tener flechas paralelas; donde dos flechas
son paralelas si unen al mismo par de vértices en la misma direccion. En la digrafica de la figura

1-3, entre los vértices vy y vo hay flechas paralelas.

(&l (22

Figura 1-3: Ejemplo de una multidigrafica.

Dada una digrafica m-coloreada D, definimos la cerradura de D, denotada por
C(D), como la multidigrafica m-coloreada tal que V(C(D)) = V(D) vy
F(C(D)) = {(u,v); : hayunauv — trayectoria monocromatica en D de color i}, donde (u,v);
denota una flecha (u, v) con color ¢ (figura 1-4).

Sea D una digrafica m-coloreada. Si la m-coloracién asociada a D es tal que cualesquiera dos
flechas de D tienen color distinto, entonces es claro que las tinicas trayectorias monocromaticas
en D son cada una de las flechas de D, por lo que si un subconjunto N de V(D) es niicleo de

D, entonces N es nptm de D y viceversa. Por lo tanto, el concepto de nptm de una digrafica
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Figura 1-4: Ejemplo de una digrafica y su cerradura.

m-coloreada es una generalizacién de niicleo de una digrafica.

Ambos conceptos, nicleo y nptm, se relacionan gracias al siguiente resultado.

Teorema 1.3. Sean D una digréfica m-coloreada y N un subconjunto de V(D). N es un ntcleo

por trayectorias monocromaticas de D si y solo si N es un nicleo de C(D).

Demostracion. La siguiente observacion nos ayudara en la demostraciéon del teoremas:

Observacion 1. De la definicién de cerradura de D se tiene que dados u y v dos vér-
tices de D distintos, se tiene que existe una uwv-trayectoria monocromatica en D si y solo si
(u,v) € F(C(D)).

Sea N un nicleo por trayectorias monocromaticas de D. Veamos que N es niicleo de C(D).

Como N es un nptm de D, entonces para cualquier vértice u en V(D) \ N existe un vértice
v en N tal que existe una uwv-trayectoria monocromatica en D, esto implica, por la observacién
1, que (u,v) € F(C(D)). Como V(C(D))\ N =V (D) \ N, entonces se ha demostrado que para
todo vértice u en V(C(D)) \ N existe un vértice v en N tal que (u,v) € F(C(D)). Por lo tanto,
N es un conjunto absorbente en C(D).

Por otro lado, como N es un conjunto independiente por trayectorias monocromaticas en
D, entonces no existen trayectorias monocromaticas entre cualesquiera dos vértices de N en D,

esto implica, por la observacién 1, que no existen flechas entre cualesquiera dos vértices de IV

15



en C(D). Por lo tanto, N es un conjunto independiente en C(D).
Asi, como N es un conjunto independiente y absorbente en C(D), entonces N es un ntcleo

de C(D).

Sea N’ un nticleo de C(D). Veamos que N’ es ntcleo por trayectorias monocrométicas en
D.

Como N’ es un nicleo de C(D), entonces para cualquier vértice v en V(C(D)) \ N’ existe
un vértice v en N tal que (u,v) € F(C(D)), esto implica, por la observaciéon 1, que existe
una wv-trayectoria monocromética en D. Como V(C(D))\ N’ = V(D) \ N’, entonces se ha
demostrado que para todo vértice u en V(D) \ N existe un vértice v en N’ tal que hay una
uv-trayectoria monocromética en D. Por lo tanto, N’ es un conjunto absorbente por trayectorias
monocromaticas en D.

Por otro lado, como N’ es un conjunto independiente en C(D), entonces no existen flechas
entre cualesquiera dos vértices de N en C(D), esto implica, por la observacién 1, que no existen
trayectorias monocromadticas entre cualesquiera dos vértices de N’ en D. Por lo tanto, N’ es un
conjunto independiente por trayectorias monocromaticas en D.

Como N’ es un conjunto independiente por trayectorias monocromadticas y absorbente por

trayectorias monocromaéticas en D, entonces N’ es un nptm de D. ]

16



Capitulo 2

Nicleos en digraficas asimétricas

3-cuasitransitivas m-coloreadas

En este capitulo se hace un analisis del articulo Monochromatic absorbency and indepen-
dence in 3-quasi-transitive digraphs escrito por Hortensia Galeana Sdnchez y Eugenia O’Reilly
Regueiro, en el cual se dan condiciones suficientes para la existencia de niicleos en digraficas
asimétricas 3-cuasitransitivas m-coloreadas. Para esto se hace un andlisis de la cerradura de

una digrafica con tales condiciones.

2.1. Resultados Previos

Lema 2.1. Sean D una digrafica asimétrica 3-cuasitransitiva y {u,v} un subconjunto de V(D)

tal que existe una wuv-trayectoria T en D, pero no una vu-trayectoria, entonces:
» si [(T) es impar, entonces (u,v) € F(D) o

» si [(T) es par, entonces existe un vértice w en V(7T') tal que (u,w,v) es una trayectoria en

D.
Demostracién. Supongamos que T = (u = wq, w1, ..., w, = v). Tenemos dos casos sobre (7).

Caso 1. {(T') = 2k + 1. Probaremos por induccién sobre k que (u,v) € F(D).
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Caso 2.

Base de la induccién. Si £ = 0, entonces (u,v) € F(D). Si k = 1, entonces
T = (u = wp, wy,w2,v = ws). Como D es 3-cuasitransitiva, entonces (u,v) € F(D)
o (v,u) € F(D); dado que por hipétesis no existe la vu-trayectoria en D, entonces

(v,u) ¢ F(D), por lo que, (u,v) € F(D).

Hipétesis de induccidén. Si {z,y} es un subconjunto de V(D) tal que existe una
xy-trayectoria en D, digamos T”, no existe una yz-trayectoria en D y [(T") es impar,

con [(T") < 2k + 1, entonces (z,y) € F(D).

Paso inductivo. Sean u y v dos vértices distintos de V(D) tales que existe una
uv-trayectoria en D, digamos T' = (u = wog, w1, ..., Wsk+1 = v), con k > 2, y no existe
una vu-trayectoria en D. Como (u = wy, w1, we,ws) es una trayectoria de longitud 3 y

D es 3-cuasitransitiva, entonces (u,ws) € F(D) o (ws,u) € F(D).

Si suponemos que (u,w3) € F(D), entonces 7" = (u = wop,ws,...,w, = v) €s una
uv-trayectoria en D, con [(T") = 2k —1, y como no existe una vu-trayectoria en D (por

hipétesis), entonces por hipétesis de induccion (u,v) € F(D).

Supongamos que  (ws,u) € F(D) 'y consideremos la trayectoria
Q = (we,ws,..., w, = v), cuya longitud es 2k — 1. Si existe una vws-trayectoria
en D, digamos P, entonces P U (ws, w3, u = wp) es un vu-camino en D, el cual, por el
teorema 0.1, contiene una vu-trayectoria, lo cual no es posible. Supongamos entonces
que no existe una vws-trayectoria en D, entonces por hipdtesis de induccién se tiene
que (wg,v) € F(D); esto implica que (u = wg, wi, ws, Wogr1 = v) €8 una uv-trayectoria
de longitud 3 en D y dado que D es 3-cuasitransitiva y no existe vu-trayectoria en D,

entonces podemos concluir que (u,v) € F(D).
I(T) = 2k. Probaremos por induccién sobre k que existe w en V(D) tal que (u,w,v)
es una trayectoria en D.

Base de la induccién. Si k = 1, entonces (u,w,v) es la uv-trayectoria buscada.
Si k = 2, entonces como D es 3-cuasitransitiva, se tiene que para las trayectorias

(u = wo, wr, w2, w3) y (wy,ws, w3, wy = v), (wo,ws) € F(D) o (ws,wy) € F(D), asi-
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mismo, (wi,ws) € F(D) o (wg,w1) € F(D), respectivamente. Si (w3, wp) € F(D),
entonces (w4, w1) ¢ F(D), de otra manera (v = w4, wy,ws, w3, Wy = u) €s una
vu-trayectoria en D, lo cual no es posible. Por lo tanto, (wi,ws) € F(D) implica
que (u = wp, w1, wy = v) es la trayectoria buscada. Si (wp,w3) € F(D), entonces

(u = wp, w3, ws = v) es la trayectoria deseada.

Hipétesis de induccidn. Si {x,y} es un subconjunto de V(D) tal que existe una
xy-trayectoria en D, digamos T”, no existe una yz-trayectoria en D y [(T") es par, con

I(T") < 2k, entonces existe w’ tal que (z,w,y) es una trayectoria en D.

Paso inductivo. Sean u y v dos vértices distintos de V(D) tales que existe una
uv-trayectoria en D, digamos T = (u = wp, wy,...,ws = v), con k > 3, y no existe

una vu-trayectoria en D.

Como D es 3-cuasitransitiva, para la trayectoria (w;,w;it1,Wit2, Wit3), con
0 < i < 2k — 3, se tiene que (wj,wiy3) € F(D) o (w3, w;) € F(D). Si existe
alguna ¢ en {0,1,...,2k — 3} tal que (w;,wiy3) € F(D), entonces
T = (u = wo, T,w;) U (w;, wit+3) U (wit3, T, we = v) es una uv-trayectoria de lon-
gitud 2k — 2 y ya que asumimos que no existe una vu-trayectoria en D, entonces, por

hipétesis de induccién, existe w en V(D) tal que (u,w,v) es la trayectoria buscada.

Supongamos que para toda i en {0,1,...,2k — 3} se tiene que (w;y3,w;) € F(D);
entonces (v = Wp, Wn—3, Wn—2, Wn—1, Wn—4, Wn—3, Wn—2, - - ., W1, W2, W3, Wy = U) €S un
vu-camino en D el cual, por el teorema 0.1, contiene una vu-trayectoria, lo que es una

contradiccion a nuestra hipétesis, con lo que habriamos terminado la prueba.
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Lema 2.2. Sean D una digrafica m-coloreada asimétrica 3-cuasitransitiva tal que todo Cy es
monocromético y {u,v} un subconjunto de V(D) tal que existe una uv-trayectoria monocro-

matica T en D, pero no una vu-trayectoria monocromatica, entonces:
» (u,v) € F(D) o
» existe un vértice w en V(T') tal que (u,w,v) es una trayectoria en D.

Demostracion. Supongamos que T' = (u = wg, wy, ..., w, = v) €S una uv-trayectoria monocro-
matica de longitud minima en D.

Notemos que si n = 1, entonces (u,v) € F(D) y sin = 2, entonces T = (u = wp, w1, ws = v)
es la trayectoria buscada. Por otro lado, si n = 3, como D es 3-cuasitransitiva, entonces
(u,v) € F(D) o (v,u) € F(D); dado que por hipétesis no existe la vu-trayectoria mono-
cromética en D, debe suceder que (u,v) € F(D).

Para probar el lema para n > 4 procederemos por contradiccién. Supongamos que
(u,v) ¢ F(D) y no existe w en V(T') tal que (u,w,v) es una trayectoria en D.

Afirmacién: Para cualquier par de vértices distintos w; y wj de T, con 0 < i <n -2y
n > j >i+2, se tiene que (w;, w;) ¢ F(D); es decir, si existe la flecha entre w; y wj, esta debe
ser (wj,w;). Haremos la prueba de esta afirmacién por induccién sobre i.

Base de la induccién. Haremos la base de la inducciéon para ¢t =0e i = 1.

Supongamos que ¢ = 0. Procediendo por contradiccién, supongamos que existe alguna j > 2
tal que (wo, w;) € F(D). Sea m = maz{j : (wo,w;) € F(D)}. Como (u = wo, w, =v) ¢ F(D),
entonces m # n; y puesto que no existe w en V(T') tal que (u,w,v) es una trayectoria en
D, entonces m # n — 1. Por lo tanto, si consideramos la trayectoria (wo, Wy, W41, Wm+2)
y como D es 3-cuasitransitiva, entonces (wo,wm+2) € F(D) o (wm+2,wo) € F(D). Dado
que m = maz{j : (wo,w;j) € F(D)}, entonces (wpy2,wo) € F(D), lo que implica que
P = (u = wo, W, W41, Wmt2,wo = u) es un Cy en D que, por hipodtesis, es monocroma-
tico. Por lo tanto, tenemos que (u = wp, P, wy+t2) U (Wmnt2, T, w, = v) es una uv-trayectoria
monocromética en D de longitud menor que [(7"), lo cual no es posible, pues asumimos que 7'

es una uv-trayectoria monocromatica de longitud minima en D. Por lo tanto, para 2 < j < n,

20



(wo, w;) & F(D).

Supongamos que ¢ = 1. Procediendo por contradiccién, supongamos que existe alguna j > 3
tal que (wi,w;) € F(D). Sea m = maz{j : (wi,w;) € F(D)}, puesto que no existe w en
V(T) tal que (u,w,v) es una trayectoria en D, entonces m # n. Si m = n — 1, como D es
3-cuasitransitiva, entonces para la trayectoria (u = wg, w1, Wy, = wWp—1,w, = v) se tiene que
(u,v) € F(D) o (v,u) € F(D). Puesto que asumimos que (u,v) ¢ F (D), entonces (v,u) € F(D),
lo cual no es posible, pues por hipdtesis no existe la vu-trayectoria monocromaética. Por lo tanto
m<n-—2.

Por lo anterior, tenemos que (w1, Wy, Wnt1, Wm+2) €8 una trayectoria de longitud 3 en
D y como D es 3-cuasitransitiva, (w1, wm42) € F(D) o (wpi2,w1) € F(D). Dado que que
m = max{j : (wi,w;) € F(D)}, entonces (wm42,w1) € F(D), lo que implica que
(W1, Wiy, Wit 1, Wpt2,w1) es un Cy en D que, por hipdtesis, es monocromético. Por lo tan-
to, (u = wp, w1, W) U (W, T, w, = v) es una uv-trayectoria monocromética de longitud menor
que [(T'), lo cual no es posible, pues asumimos que 7" es una uv-trayectoria monocromatica de
longitud minima. Por lo tanto, para 3 < j < n, (wi,w;) ¢ F(D).

Hipétesis de induccién. Supongamos que para cualquier par de vértices distintos w; y
wjdeT,con0<i<k<n—2yn>j>i+2, setiene que (z;,z;) ¢ F(D).

Paso inductivo. Sea i = k, con 2 < k < n — 2. Supongamos que existe alguna j > k + 2
tal que (wy, w;) € F(D). Sea m = max{j : (wy,w;) € F(D)}.

Si m = n, entonces (wg, wy) € F(D). Como k > 2y D es 3-cuasitransitiva, entonces para la
trayectoria (wy_o, wk_1, Wk, wy) debe haber una flecha entre wy_o y wy, la cual, por hipdtesis
de induccién, debe ser (wy, wk—2). Puesto que Q = (wWk—2, Wk—1, Wk, Wp, W—2) es un Cy en D
que, por hipétesis, es monocromético, entonces (u = wq, T, wi_2) U (wk_2, Q, w, = v) es una
uv-trayectoria monocromatica de longitud menor que I(7T'), lo cual es una contradiccién, pues
T es una uv-trayectoria monocromatica de longitud minima.

Sim =n — 1, entonces (wg,wn—1) € F(D). Como k > 2y D es 3-cuasitransitiva, entonces
para la trayectoria (wg—_1,wk, wn—1,wy) debe haber una flecha entre wi_1 y wy, la cual, por

hipétesis de induccién, debe ser (wy, wk—1). Puesto que R = (wg_1, Wy, Wy—1, Wy, Wk_1) €S un

21



C4 en D que, por hipétesis, es monocromético, entonces (u = wo, T, wi—1) U (wi_1, R, w, = v)
es una uv-trayectoria monocromatica de longitud menor que [(T'), lo cual es una contradiccién,
pues T es una uv-trayectoria monocromatica de longitud minima.

Finalmente, si m < mn — 2, como D es 3-cuasitransitiva, para la trayectoria
(Wky Wiy W41, Wm42) debe haber wuna flecha entre wyp y wpye. Dado que
m = max{j : (wg,w;) € F(D)}, entonces (wmi2,wr) € F(D), lo que implica que
S = (Wk, Wiy, W1, W2, W) €s un Cy en D que, por hipdtesis, es monocromatico. Por lo
tanto, (u = wg, T, wg) U (W, Wp,) U (W, T, w,, = v) es una uv-trayectoria monocromética de
longitud menor que [(T"), lo cual es una contradiccién, pues 7' es una uv-trayectoria monocroma-
tica de longitud minima. Con esto hemos terminado la prueba por induccién de la afirmacién.

Como D es 3-cuasitransitiva, para la trayectoria (w;, w;it1, wit2,w;ts), con 0 < i < n — 3,
se tiene que (w;,wiyr3) € F(D) o (wit3,w;) € F(D). Por la afirmacién debe suceder que
(wits,w;) € F(D), lo que implica que para cada i en {0,1,...n — 3}, hay un C4 en D de la

forma (w;, wiy1,wit+2, wits,w;), el cual es monocromético (por hipdtesis). Por lo tanto:

(U = Wnp, Wn—3, Wn—-2, Wn—1, Wn—4, Wn-3, Wpn—-2,...,W1, W2, W3, Wy = U)

Figura 2-1:

es un vu-camino monocromatico en D (figura 2-1), el cual, por el teorema 1.2, contiene una
vu-trayectoria monocromatica, lo que es una contradicciéon a nuestra hipdtesis.

Por lo tanto, (u,v) € F(D) o existe w en V(D) tal que (u, w,v) es una trayectoria en D. [

Corolario 2.1. Si D es una digrafica m-coloreada asimétrica 3-cuasitransitiva tal que todo Cy
es monocromatico y v = (xo,x1,...,Tn—1,ZT, = xo) €s un ciclo asimétrico en C(D), entonces

existe una x;x;1-trayectoria en D de longitud 1 o 2 para toda i en {0,1,...,n — 1}.
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Demostracion. Sea i en {0,1,...,n — 1}. Como (z;,zi+1) € F(C(D)), entonces, por definicién
de cerradura, existe la x;z;;1-trayectoria monocromatica en D. Como (zi+1,%;) ¢ F(C(D)),
entonces no existe la x;yjx;-trayectoria monocromatica en D. Por lo tanto, por el lema 2.2

existe la x;x;41-trayectoria en D de longitud 1 o 2. ]

Lema 2.3. Sea D una digrafica m-coloreada asimétrica 3-cuasitransitiva tal que todo Cy es
monocromético y todo C3 es casimonocromatico. Supongamos que existe un ciclo asimétrico en

C(D), digamos =, entonces [() > 4.

Demostracion. Como v es un ciclo asimétrico en C(D), entonces [(y) > 3. Procediendo por
contradiccién supongamos que I(y) = 3 y digamos que v = (x,y, z, x). Por el corolario 2.1, como
D es una digrafica m-coloreada asimétrica 3-cuasitransitiva tal que todo Cy es monocromatico,
existen una xy-trayectoria, una yz-trayectoria y una zx-trayectoria, cada una de longitud 1 o

2, a las que llamaremos R, S y T, respectivamente. Consideremos los siguientes casos.

Caso 1. R, S y T son de longitud 1.

En este caso RUSUT = (z,y, 2, ) es un ciclo en D que, por hipdtesis, es casimonocro-
matico, es decir, tiene al menos 2 flechas del mismo color. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que (z,y) y (v, z) son del mismo color, esto implica que (z,y, z) es una
xz-trayectoria monocromatica en D, por lo que (z,z) € F(C(D)), lo cual no es posible,

pues 7 es asimétrico (figura 2-2).

YURUSUT:

Figura 2-2:
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Caso 2. La longitud de una de las trayectorias, R, S o T, es 2 y la longitud de las trayectorias
restantes es 1. Sin pérdida de generalidad, supongamos que S y T son de longitud 1 y

R es de longitud 2.

En este caso existe un vértice zp en D tal que R = (x,z0,y). Asi
a=RUSUT = (x,z0,y,2,2) es un Cqy en D que, por hipdtesis, es monocroma-
tico, por lo que existe una trayectoria monocromatica entre cualesquiera dos vértices
de a, en particular hay una xz-trayectoria en D. Por lo tanto, (x,z) € F(C(D)), lo

cual no es posible, pues 7 es asimétrico (figura 2-3).

~yURUSUT:

L

Figura 2-3:

Caso 3. La longitud de una de las trayectorias, R, S o T, es 1 y la longitud de las trayectorias
restantes es 2. Sin pérdida de generalidad, supongamos que R y S son de longitud 2 y

T es de longitud 1.

En este caso existe un vértice yp en D tal que S = (y,yo,2). Asi, SUT = (y,vo, 2, )
es una yz-trayectoria de longitud 3 en D y como D es 3-cuasitransitiva, entonces
(z,y) € F(D) o (y,x) € F(D). Si (y,z) € F(D), entonces (y,z) € F(C(D)), lo cual
es una contradiccion, pues v es asimétrico en C(D). Por otro lado, si (z,y) € F(D),
entonces 3 = (y,vo, 2, x,y) es un Cy en D que, por hipdtesis, es monocromatico. De
este modo, existe una trayectoria monocromaética entre cualesquiera dos vértices de
B, en particular hay una xz-trayectoria en D. Por lo tanto, (x,z) € F(C(D)), lo cual

también es una contradiccién (figura 2-4).
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Yo

Figura 2-4:

Caso 4. R, S y T son de longitud 2.

En este caso existen xg, yo y 20 vértices de D tales que R = (z,x0,y), S = (y, Yo, 2)
y T = (2,20,%). Note que 2o # yo ¥ Yo # 20 ya que {(zo,¥),(y,%0)} € F(D),
{(0,2),(2,20)} C F(D) y D es asimétrica. Asi, (z,xg,y,yo) es una xyp-trayectoria de
longitud 3 y como D es 3-cuasitransitiva, se tiene que (z,yo) € F(D) o (yo,z) € F(D).
Si (z,y0) € F(D), entonces o = (z,yo,2,20,x) es un Cy en D que, por hipdtesis,
es monocromatico, por lo que existe una trayectoria monocromatica entre cuales-
quiera dos vértices de o, en particular hay una wzz-trayectoria en D. Por lo tanto,
(z,z) € F(C(D)), lo cual es una contradiccion (figura 2-5 (a)). Por otro lado, si su-
ponemos que (yo,x) € F(D), entonces 3 = (x,x0,y,y0,2) es un Cy en D que, por
hipétesis, es monocromatico, por lo que, existe una trayectoria monocromatica entre
cualesquiera dos vértices de 3, en particular hay una yz-trayectoria en D. Por lo tanto,

(y,x) € F(C(D)), lo cual también es una contradiccién (figura 2-5 (b)).

Como en cada uno de los casos anteriores llegamos a una contradiccién, podemos concluir que

l(y) > 4. O

Sea D una digrafica m-coloreada asimétrica 3-cuasitransitiva tal que todo C4 es mono-
cromatico. Si v = (Yo, Y1,---,Y,Yi+1 = Yo) es un ciclo asimétrico en C(D), entonces por el

corolario 2.1 existe una y;y;41-trayectoria en D, digamos T;, de longitud a lo mas 2 para toda
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Figura 2-5:
i en {0,1,...,l}. Supongamos, sin pérdida de generalidad que T; es de longitud minima para

toda i en {0,1,...,l}. Decimos que

l
¢=UE

=1

es un camino cerrado en D asociado a ~.

Lema 2.4. Sea D una digrafica m-coloreada asimétrica 3-cuasitransitiva tal que todo Cy es
monocromético y todo (5 es casimonocromético. Supongamos que existe un ciclo asimétrico

v = (Y0,Y1,---,Y1,Y0) en C(D) y consideremos v un camino cerrado en D asociado a 7.

l
Siv = U T; = (xo = Yo, 1,...,%n,Tg), entonces (xg,zrop+1) € F(D) para toda k, con
i=1
1 <2k + 1 < n. Méas aun, se cumple lo mismo para cualquier vértice x; de ' que también esté

en v, con 0 <3< n.

Demostracion. Haremos primero las siguientes observaciones.

Observacion 1: Si z y y son vértices de D tales que (z,y) € F(D), entonces x # y. Esto
se sigue del hecho que D no tiene lazos.

Observaciéon 2: Si z, y y z son vértices de D tales que {(z,y),(y,2)} C F(D),

entonces x # z. Esto se sigue de la asimetria de D, pues si * = 2z, entonces

{(x=2,y),(y,z=2x)} C F(D), es decir, (y,x) seria una flecha simétrica en D.
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Observacién 3: Para todo i en {0,1,...,[} se tiene existe una tnica j tal que 7} inicia en
;. Esto se sigue del hecho que 7 solo repite el primero y ultimo vértice y de la definicién de Tj.

Observacién 4: Si {z;, z;} es un subconjunto de V(7'), con 0 < ¢ < j < n — 2, tal que
(xi,x;) es una flecha de D y x; = y, es el vértice inicial de T} para algin r en {0,1,...,1},
entonces x; # Tj42.

Procediendo por contradiccién, supongamos que x; = xj12. Notemos que como j < n — 2,
entonces w43 existe y es distinto a w;, pues de no ser asi tendriamos que (z; = acj+2,:nj+3)
seria un lazo en D, lo cual contradice al hecho de que D no tiene lazos. Por otro lado, como
((zs,,zj42)) = (j +2) — i > 2, entonces existe algin s en {0,1,...,I} tal
que {zjio,2j43} C VT, y s # r (recordemos que [(T) < 2 vy
v = LZJ T; = (xo = yo, 1, ..., T, Zo)), por lo que de la observacion 3 se tiene que x ;42 no puede
ser i;élrtice inicial de T,. Por lo tanto, por definicibn de ~/, tenemos que

Ts = (ys = Tj+1,Tj+2, Tj4+3 = ys—i—l) (ﬁgura 2'6)'

mj—l—lz y~

Figura 2-6: T en +'. T es la trayectoria resaltada en color verde.

Notemos que x; # x;43, pues en caso contrario la flecha (zj13 = yst1,ys = x;41) estaria
en D y por lo tanto en C(D), lo cual no es posible pues (ys, ys+1) es una flecha de v y v no
tiene flechas simétricas. Asi, por las observaciones 1y 2, se tiene que (z;, 11, Zj12,T;j+3) €s una

xjxji3-trayectoria de longitud 3 y dado que D es una digrafica 3-cuasitransitiva,
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entonces (zj,zj43) € F(D) o (zj43,z;) € F(D). Si (zjy3,2;) € F(D), entonces
a1 = (z,Tj41,Tj42,Tj43,25) es un Cy en D que, por hipétesis, es monocromatico (figura 2-7
(a)). Por lo tanto, en particular (ys41 = 43, Zj+1 = ys) es una flecha de F(C(D)), lo cual no es
posible, pues (ys,yst1) es una flecha de ~ y ~ es asimétrico en C(D). Si
(xj,xj43) € F(D), entonces 71 = (Tj41,%j4+2,Tj, Tj+3) €8 UNa T 412;3-trayectoria de longitud
3 en D (figura 2-7 (b)) y dado que D es una digrafica 3-cuasitransitiva, entonces
(xj41,2j43) € F(D) o (xj43,z41) € F(D). Si (zj43,2541) € F(D), entonces
(Ys+1 = Tj43,2j41 = ys) es una flecha de F(C(D)), lo cual no es posible, pues (ys,ys+1) €s
una flecha de v y 7 es asimétrico en C(D). Si (ys = =j+1,7j1+3 = ys+1) € F(D), entonces por

definicién de 7/, 242 no podria ser un vértice de +/, lo cual es una contradiccién.

Lin=Y L1 =Ys

(a) a1 env'. ay es el ciclo de color rojo. (b) 71 en 7. 71 es la trayectoria resaltado
en color azul, (zj+3,z;+1) (flecha resaltada
en rojo) es una flecha simétrica en C(D).

Figura 2-7:

Por lo tanto, como en cualquier caso llegamos a una contradiccion, x; # x;4o.

Continuaremos con la prueba del lema procediendo por induccién sobre k, con k > 0.
Base de la induccién. Haremos la base de la induccién para k =0y k = 1.
Si k = 0, entonces (zg, Zor+1) = (20, 21), la cual por definicién de 7' es una flecha de D.

Sea k = 1. Veamos que (zg,x3) € F(D).
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Por las observaciones 1, 2 y 4, se tiene que (zg,z1,22,23) es una trayectoria de longitud 3
en Dy como D es 3-cuasitransitiva, (zg,z3) € F(D) o (z3,z9) € F(D). Si (z3,20) € F(D),
entonces (zg, 1, T2, T3, xo) es un Cy en D que, por hipdtesis, es monocromatico, lo que implica
que (z1,x0) v (w2, o) son flechas simétricas en C(D), lo cual no es posible, pues por definicién
de v/ se tiene que x1 = y1 0 T3 = ¥y1, por lo que, al menos una de estas flechas estd en v y v es
asimétrico en C(D). Por lo tanto, (zg,z3) € F(D).

Hipétesis de induccién. Supongamos que (xg,zorr1) € F(D) para toda k tal que
0<k<m< 2

Paso inductivo. Sea k = m, con 2 < m < "T_l Demostraremos que (zg, 2m+1) € F(D).

Por hipétesis de induccion, se tiene que (zg,z2,—1) € F(D), por lo que, por las obser-
vaciones 1, 2 y 4, tenemos que xg, Tom_1, T2m Y Tama1 son vértices de 4/ distintos entre si,
lo que implica que (zg, T2m—1,T2m, Tam+1) €8 UNa ToTomt1-trayectoria de longitud 3 en D y
como D es 3-cuasitransitiva, (zo,Zom+1) € F(D) o (xam+1,%0) € F(D). Supongamos que
(zom+1, 7o) € F(D), esto implica que £1 = (29, T2m—1, T2m, Tam+1, o) €s un Cy en D que, por
hipétesis es monocromaético (figura 2-8).

Dado que |V(T;)| < 3, para toda i en {0,1,...,l}, tenemos dos casos para el conjunto
{Tam—1, T2m, Tam+1}: que los vértices de dicho conjunto sean suficientes para formar alguna T;

contenida en v 0 que ninguna T; contenida en 7’ se pueda formar tinicamente con tales vértices.

Caso 1. Existe algin r en {0,1,...,1} tal que V(T}) es un subconjunto de {xom—1, Tom, Tam+1}-

En este caso se tiene que {y,,y,+1} es un subconjunto de V(g1) y como €7 es un ciclo
monocromatico, entonces existe una trayectoria monocromatica entre cualesquiera dos
vértices de €1; es decir, existe una y,41yr-trayectoria monocromética en D, lo que
implica que (y,,yr+1) es una flecha simétrica de C(D), lo cual no es posible, pues

(Yr+1,yr) es una flecha de v y « es asimétrico en C(D).

Caso 2. Para todo r en {0,1,...,l}, se tiene que V(7,) no es un subconjunto de
{$2m—1, L2m, 902m+1}~

Note que en este caso, por definicién de 4/, no puede existir s en {0,1,...,1} tal que Ty
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Figura 2-8: 1 en 7. €1 es el ciclo de color verde.

inicie en xg,,—1 0 termine en x9,,+1, por lo que existe algun p en {0,1,...,1} tal que
Ty = (Yp = Tom—2, Z2m—1,T2m = Yp+1) ¥ Tpr1 = (T2m = Up+1, T2m+1, T2m+2 = Yp+2)-

Luego, por la observacion 3 se tiene que Zom+1 7# Tam—2 y como (xg, Tom—3) € F(D)
(por hipétesis de induccién), entonces (Tomi1, %0, T2m—3, Tam—2) €S UNa
Tom+1T2m—2-trayectoria de longitud 3 en D y como D es 3-cuasitransitiva, entonces
(Tam+1, Tom—2) € F(D) o (x2m—2, am+1) € F(D). Si (Tom+1, Tam—2) € F(D), entonces
€9 = (T2m—2, T2m—1, T2m» T2m+1, T2m—2) €s un C4 en D que, por hipdtesis, es monocro-
matico (figura 2-9 (a)), por lo que (Yp+1 = Zam, T2m—2 = yp) es una flecha simétrica en
F(C(D)), lo cual no es posible pues (yp, yp+1) € F(7) y 7 es asimétrico en C(D). Por
otro lado, si (zam—2,Zam+1) € F(D), entonces €3 = (Tam+1, X0, T2m—3, L2m—25 T2m+1)
es un Cy en D que, por hipétesis, es monocromético (figura 2-9 (b)). Como €3 interseca
a €1 en la flecha (z9,,+1,x0), entonces 1 y €3 son del mismo color, por lo que que hay
una Tom,Tam—2-camino monocromatico en D; a saber, (Zam,T2m+1, %0, L2m—3; T2m—2)
(figura 2-9 (b)), el cual, por el teorema 1.2, contiene una o, T2m,—2-trayectoria mono-
cromatica, lo que implica que (z2m, Tam—2) es una flecha simétrica en F(C(D)), lo cual

no es posible, pues (z2m—2,Tom) € F(7) y v es asimétrico en C(D).

Como en cualquier caso llegamos a una contradiccién, podemos concluir que
(330,352m+1) € F(D)

Para ver que el lema se cumple para cualquier vértice x; de 7/ que también estd en v, con
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(a) e2 en . €2 es el ciclo de azul. (b) e3 y €1 en v'. e3 y &1 son los ciclos de

color verde.

Figura 2-9:

0 < i < n; basta reetiquetar los vértices de ' de manera que el ciclo empiece en z;.

2.2. Resultado principal

Teorema 2.1. Si D es una digrafica m-coloreada asimétrica 3-cuasitransitiva tal que todo Cy
es monocromatico y todo Cs es casimonocromaético, entonces D tiene un ntucleo por trayectorias

monocromaticas.

Demostracion. Demostraremos que todo ciclo en C(D) tiene al menos una flecha simétrica. Esto
nos llevard a concluir que C(D) tiene un nicleo por el teorema 1.1 y asi por el teorema 1.3, D
tendrd un nptm. Supongamos entonces que C(D) tiene al menos un ciclo asimétrico.

Sean v = (Yo, Y1, - - -, Y, Yo) un ciclo asimétrico en C(D) y v = (xo = yo, 1, .-, Tn,To) UN
camino cerrado en D asociado a 7. Notemos que por el lema 2.4, (xg, x2j4+1) € F(D) para toda

jtalque 1 <2j+1<nyporel lema 2.3, () > 4. Tenemos dos casos para n.

Caso 1. n es impar.

Consideremos los vértices xg, Tpn, Tn—1 ¥ Tn_o. Notemos que como n es impar, n — 2
también es impar, por lo que (zg,z,—2) € F(D). Asi, por las observaciones 1 y 2 del

lema anterior, se tiene que g, T, Tn_1y Tn_2 son vértices de +' distintos entre si, lo que
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Caso 2.

implica que (zg, Tp—2, Tn—1, Tn,To) es un Cy en D que, por hipdtesis, es monocromético
(figura 2-10). Por lo tanto, (g, xn) v (o, Zn—1) son flechas simétricas de C(D), lo cual
no es posible, pues al menos una de las flechas, (zg, z,,) o (o, zn—1), estd en F(vy) (pues

Tp =Y O Tp—1 = 1Y) y 7y es asimétrico.

’
. Lopo

LT:I -1

Figura 2-10: 31 en +/. 31 es el ciclo de color verde.

n es par. Demostraremos que si n es par, entonces x,, estd en v y las flechas (z,—1,z,) y

(zn, o) son del mismo color. Para esto nos serdn de utilidad las siguientes afirmaciones.
Afirmacién 1: (z,_2,29) € F(D).

Como n > 4 (por el lema 2.3 y porque n es par), entonces existe el vértice z,,—3 en V(v/)
y como n — 3 es impar se tiene que (zg, zp,—3) € F(D) (por el lema 2.4). Luego, por las
observaciones 1 y 2 del lema anterior se tiene que xg, n, Tn_1 ¥ Tn_2 son vértices de
~' distintos entre si, lo que implica que (z,—2, Tp—_1, %, To) €8 UNa T, _oTo-trayectoria
de longitud 3 y dado que D es 3-cuasitransitiva, se tiene que (xg,zn—2) € F(D) o
(Tn—2,20) € F(D). Si (xg,xn—2) € F(D), entonces fo = (Tp—2, Tn_1,Tn, Lo, Tn—2) €S
un Cy en D que, por hipétesis, es monocromatico (figura 2-11). Por lo tanto, (zo,xy,)
y (xo,xn—1) son flechas simétricas de C(D), lo cual no es posible, pues al menos una
de las flechas, (xg,x,) 0 (20, Zn—1), estd en F(v) (pues x, = y; 0 Tp—1 = Y1) y Y €S

asimétrico en C(D). Por lo tanto, (z,—2,20) € F(D).
Afirmacién 2. z, = y;.

Procedicendo por contradiccién, supongamos que z, # ;. Por definicién de v/ te-
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Figura 2-11: 35 en 7. 33 es el ciclo de color verde.

nemos que r,—1 = Y, esto implica que (z,—1 = y,yo = xo) € F(v); pero, como
(xo,xn—1) € F(D), pues n—1 es impar y por el lema 2.4, entonces (zg, x,—1) € F(C(D)),

lo cual no es posible pues v es asimétrico en C(D). Por lo tanto, x,, = y;.

Consideremos C3 = (zg, Tp—1, Tn, To), €l cual, por hipdtesis, es casi-monocromaético.
Afirmacién 3. Las tnicas flechas de C3 del mismo color son (z,—1,2y) y (n, xo).

Si las flechas (xg, 2n—1) y (Zn—1, Zy) son del mismo color, entonces (g, Tp—1, Ty) €s una
xoTp-trayectoria monocromatica, lo que implica que (xg,x,) € F(C(D)), lo cual no es
posible, pues por la afirmacién 2 z,, = y;, de modo que (x, = y;,y0 = x9) € F(7), y v

es asimétrico en C(D).

Supongamos que (zp,xo9) ¥ (Zo,Zn—1) son del mismo color. Esto implica que
(xn,xo,:vn,l) es una x,x,_i-trayectoria  monocromatica, por lo que
(Tn, xn—1) € F(C(D)), de donde x,_1 # yi—1, pues en caso contrario (zp_1,xy) se-
ria una flecha simétrica de «, lo cual no es posible. Por lo tanto, z,—2 = y;_1, por

definicion de 7.

Como D es 3-cuasitransitiva, entonces para la trayectoria 7 = (zp—_2, %0, Tn—1,Tn)
(recuerde que, por la afirmacién 1, (z,—2,70) € F(D)) se tiene que (x,,zn—2) € F(D)
0 (xp—2,2n) € F(D). Si (xp—2,2,) € F(D), entonces x,_1 no deberia pertenecer a
V(v') (por definicién de v'), ya que x,, = y; y &n—2 = y;_1, lo cual es una contradiccion.

Si (zy, Tp—2) € F(D), entonces (z,, ,—2) es una flecha en C(D), lo cual no es posible
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pues (Tp—2 = Yi-1, Y1 = Tn) € F(v) y v es asimétrico (figura 2-12).

Figura 2-12: 7 en 7. 7y es la trayectoria resaltada en color azul, (x,,z,—2) (flecha resaltada en
color rojo) es una flecha simétrica en C(D).

Por lo anterior, podemos concluir que las tnicas flechas de C3 del mismo color son

(xn—17 xn) y (x'rla .’I}O)-

Por lo tanto, por la afirmaciéon 2 tenemos que x, estd en los vértices de v y por
la afirmacién 3 se tiene que las flechas (z,—1,z,) y (zn,20) son del mismo color.
Reetiquetando los vértices haciendo que x,, tome el lugar de x( y siguiendo el mismo
argumento probariamos que x,_1 estd en v y que las flechas (z,—2,2p—1) ¥y (Tn—1,2n)
son del mismo color, lo que implica que (z,—2,2n—-1), (Tn-1,2Zn) ¥ (Tn,xo) son del
mismo color. Siguiendo este procedimiento, como 4 es finito, podemos probar que
V(v') =V(vy) y que 4" es monocromético. Por lo tanto, 7 es simétrico en C(D), lo cual

es una contradiccion.

Como en ambos casos llegamos a una contradiccién, podemos concluir que todo ciclo en
C(D) tiene una flecha simétrica, lo que implica por el teorema 1.1 que C(D) tiene un nicleo.

Por lo tanto, por el teorema 1.3, D tiene un nptm.
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Capitulo 3

Digraficas H-coloreadas y H-nucleos

En este capitulo se presenta la definicién de H-coloraciéon de una digréfica, la cual es una
generalizacion de m-coloracién de una digréafica m-coloreada. Asi mismo presentaremos la defini-
cién de H-nucleo de una digrafica H-coloreada, la cual haremos notar que es una generalizacion
de ntcleo por trayectorias monocrométicas de una digrafica m-coloreada. Demostraremos que
si D es una digrafica H-coloreada asimétrica 3-cuasitransitiva tal que ningin Cy en D tiene
H-obstrucciones y todo C'5 en D tiene a lo mas 2 H-obstrucciones, entonces D tiene un nicleo
por trayectorias monocromaticas, lo cual es una extension al resultado principal obtenido en el

capitulo 2.

3.1. Definiciones y resultados previos

A partir de esta seccién consideraremos H una digrafica posiblemente con lazos.

Sean D y H digraficas. Una H-coloracion de las flechas de D es una funcion
c¢: F(D) — V(H). Decimos que D es una digrafica H-coloreada si tiene asociada una
H-coloracién de sus flechas.

Sean D una digrafica H-coloreada y C' = (zg, z1,...,%,) un camino (trayectoria) en D, de-
cimos que C es un H-camino (H-trayectoria) si (c(xo, 1), c(z1,22),...,c(Tn—1,Ty)) €s un

camino en H y decimos que x;, con 0 < i < n, es una H-obstruccién de C' si (c(z;_1(modn), Ti),
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c(Tis Tit1(modn)) & A(H). En ocasiones, para referirnos a un camino o trayectoria que comience
en el vértice v y termine en el vértice v escribiremos uv-H-camino y uv-H-trayectoria, respec-
tivamente.

Notemos que no es cierto que todo uv-H-camino contiene una uv-H-trayectoria. En la
digrafica de la figura 3-1 podemos ver que C' = (v, z,y,,z,w) es un vw-H-camino, pero la
unica vw-trayectoria contenida en C' es (v, z,w), la cual no es una vw-H-trayectoria, pues en
H no hay flecha del vértice rojo al vértice verde. En este caso z es una H-obstruccion de C.

D: H:
T Y

U u

Figura 3-1:

Dada D una digrafica H-coloreada y S un conjunto de vértices de D, decimos que S es
H-independiente si para cualquier subconjunto {u,v} de S, no existe uv-H-trayectoria en
D. Decimos que S es H-absorbente si para todo u en V(D) \ S existe v en S tal que hay al
menos una uv-H-trayectoria en D.

Si D es una digrafica H-coloreada y N un conjunto de vértices de D H-independiente y
H-absorbente, entonces N es llamado H-niicleo de D.

Dada una digrafica H-coloreada D, definimos la H-cerradura de D, denotada por HC(D),
como la digréfica tal que V(HC(D)) = V(D) y para cualquier subconjunto {u,v} de V(D) se
tiene que (u,v) € F(HC(D)) si y solo si existe una uv-H-trayectoria en D.

Sean H una digrifica tal que V(H) = {1,2,...,m} y A(H) = {(1,1),(2,2),...,(m,m)}
y D una digrafica H-coloreada. En este caso decimos que D estd m-coloreada y ademas las
H-trayectorias son trayectorias monocroméaticas. Por lo tanto, si un subconjunto N de V(D)
es un nucleo por trayectorias monocromaticas, entonces N es un H-niicleo de D y viceversa.

Asi, el concepto de H-nucleo de una digrafica H-coloreada es una generalizacién del concepto
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de niucleo por trayectorias monocromaticas de una digrafica m-coloreada.
Anidlogamente al caso monocromatico, los conceptos de nicleo y H-nuéleo, se pueden rela-

cionar mediante el siguiente resultado.

Teorema 3.1. Sean D una digrifica H-coloreada y N un subconjunto de V(D). N es un

H-ntcleo de D siy solo si N es un ntcleo de HC(D).

Demostracion. De la definicién de H-cerradura de D se tiene que.

Observaciéon 1. Dados u y v dos vértices de D distintos, se tiene que existe una
uv-H-trayectoria en D siy solo si (u,v) € F(HC(D)).

Sea N un H-nicleo. Veamos que N es ntcleo de HC(D).

Como N es un H-nucleo de D, entonces para cualquier vértice u en V(D) \ N existe un
vértice v en N tal que hay una uv-H-trayectoria en D, esto implica, por la observaciéon 1, que
(u,v) € F(HC(D)). Como V(HC(D))\ N = V(D) \ N, entonces se ha demostrado que para
todo vértice u en V(HC(D)) \ N existe un vértice v en N tal que (u,v) € F(HC(D)). Por lo
tanto, N es un conjunto absorbente en HC(D).

Por otro lado, como N es H-independiente en D, entonces no existen H-trayectorias entre
cualesquiera dos vértices de NV en D, esto implica, por la observacion 1, que no existen flechas
entre cualesquiera dos vértices de N en HC(D). Por lo tanto, N es un conjunto independiente
en HC(D).

Asi, como N es un conjunto independiente y absorbente en HC(D), entonces N es ntcleo

de HC(D).

Sea N’ un nicleo de HC(D). Veamos que N’ es H-niicleo en D.

Como N’ es un nticleo de HC(D), entonces para cualquier vértice u en V(HC(D))\ N’ existe
un vértice v en N tal que (u,v) € F(HC(D)), esto implica, por la observacién 1, que existe una
uv-H-trayectoria en D. Como V(HC(D)) \ N’ = V(D) \ N’, entonces se ha demostrado que
para todo vértice u en V(D)/N' existe un vértice v en N’ tal que hay una wv-H-trayectoria en

D. Por lo tanto, N’ es H-absorbente en D.
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Por otro lado, como N’ es un conjunto independiente en HC (D), entonces no existen flechas
entre cualesquiera dos vértices de N” en HC(D), esto implica, por la observacién 1, que no existen
H-trayectorias entre cualesquiera dos vértices de N’ en D. Por lo tanto, N’ es H-independiente

en D.

Como N’ es H-independiente y H-absorbente en D, entonces N’ es H-nticleo de D. O

Lema 3.1. Sea D una digrafica H-coloreada asimétrica 3-cuasitransitiva tal que ningtiin Cy en D
tiene H-obstrucciones. Si {u, v} es un subconjunto de V(D) tal que existe una uv-H-trayectoria

de longitud impar en D pero no existe una vu-H-trayectoria en D, entonces (u,v) € F(D).

Demostracion. Haremos la prueba de este teorema por contradiccién. Supongamos que
(u,v) ¢ F(D). Sea T = (u = wp, wi,...,wsr+1 = v), con r > 0, una uv-H-trayectoria de longi-
tud impar tal que para toda uv-H-trayectoria 7" de longitud impar, se tiene que I[(T") > I(T).

Sir = 1;es decir, T = (u = wp,wy, w2, w3 = v), entonces como D es 3-cuasitransitiva,
se tiene que (u,v) € F(D) o (v,u) € F(D) y dado que (u,v) ¢ F(D), debe suceder que
(u,v) € F(D), lo cual no es posible, pues por hipétesis no existe la vu-H-trayectoria. Por lo
tanto, r > 2.

Afirmacién 1: Sea i en {0,1,...,2r — 2}, entonces (w;, waj+1+4i) ¢ F(D) para toda j tal
que t +3 < 254+ 1414 < 2r + 1, es decir, si existe la flecha entre w; y waj4144 esta debe ser
(w2j+l+i7wi)-

Haremos la prueba de esta afirmacién por induccién sobre 3.

Base de la induccién. Haremos la base de la induccién para i =0e i = 1.

Supongamos que 7 = 0. Procediendo por contradiccién, supongamos que existe alguna j
tal que (wo,waj41) € F(D) y 2j+1 > 3. Sea m = max{j : (wo,wzj4+1) € F(D)}. Como
(u = wy,wyr1 = wv) ¢ F(D), entonces m < r, lo que implica que
2m+1+ 1 < 2r + 1. Consideremos la trayectoria (wg,w2m+1,w2m+2,w2(m+1)+1), como D
es 3-cuasitransitiva, se tiene que (wo, Wam1)4+1) € F(D) o (Wapmi1)+1,wo0) € F(D). Da-
do que m = max{j : (wo,wej+1) € F(D)}, entonces (wo,wa(mi1)+1) ¢ F (D), lo que im-

plica que (wWy(mi1)+1,wo) € F(D). Por lo tanto, P = (wo, W2m+1, W2m+2, Wa(m41)41, Wo) €8
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un Cy en D que, por hipdtesis, no tiene H-obstrucciones, en particular wsy,4+1 no es una
H-obstruccion de P, es decir, (c(wo,wom+1), c(Womt1, Wam+2)) € F(H). Asi,
(u = wo,wam+1) U (wamt1, T, wor+1 = v) es una uv-H-trayectoria en D de longitud impar
menor que [(T'), lo cual no es posible, pues asumimos que no existe uv-H-trayectoria de longi-
tud impar menor que [(T"). Por lo tanto, para toda j tal que 3 < 2j + 1 < 2r + 1, se tiene que
(wo, waj11) & F(D).

Supongamos que ¢ = 1. Procediendo por contradiccién, supongamos que existe alguna j tal
que (w1, wzj42) € F(D)y 25 +2 > 4. Sea m = max{j : (w1, wa;4+2) € F(D)}, note que 2m + 2
es par, por lo que 2m + 2 < 2r 4 1.

Consideremos la trayectoria (wg, w1, wom+t2, w2<m+1)+1), como D es 3-cuasitransitiva se tiene
que (wo, Wo(m+1)+1) € F(D) 0 (Waimi1)+1,wo) € F(D). Por la base de la induccién para i = 0
se tiene que (wo, Wo(m+1)+1) € F(D), lo que implica que (wa(m41)41, wo) € F/(D). Por lo tanto,
Py = (wo, w1, Wam+2, Wo(mt1)+15 wp) es un Cy en D que, por hipétesis, no tiene H-obstrucciones,
en particular w; y womy2 1no son  H-obstruccibnes de P;; es  decir,
{(c(wo, w1), (w1, wam+2)),  (c(w1, wam+t2), c(Wom+2, Waimi1)+1))} < F(H).  Asi,
(u = wo, w1, Wam+2) U (Womy2, Ty war41 = v) es una uv-H-trayectoria de longitud impar me-
nor que [(T"), lo cual no es posible, pues asumimos que no existe uv-H-trayectoria de longitud
impar menor que [(7T'). Por lo tanto, para toda j tal que 4 < 2j + 2 < 2r + 1, se tiene que
(w1, wa;42) & F(D).

Hipétesis de induccién. Supongamos que para toda i en {0,1,...,k}, con k < 2r — 2, se
cumple que (w;, wajt1+i) ¢ F(D) para toda jtal que i +3 <25+ 1417 <2r+1.

Paso inductivo. Sea i = k, con 2 < k < 2r — 2. Procediendo por contradiccion, su-
pongamos que existe alguna j tal que (wg,wajr14%) € F(D) y 2j+1+4+k > k+ 3. Sea
m = max{j : (wg, waj14%) € F(D)}.

Afirmacién 2: 2m+ 14+ k < 2r + 1.

Tenemos dos casos para k

Caso 1. k es impar.
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Note que en este caso 2m + 1 + k es par, por lo que 2m + 1+ k < 2r + 1.

Caso 2. k es par.

Note que en este caso 2m+ 1+ k es impar. Si 2m+1+k = 2r+1, entonces como k > 2
y D es 3-cuasitransitiva, para la trayectoria (wg—_o,wk—1, Wk, way4+1) debe haber una
flecha entre wy_o y wor11. Luego, por hipodtesis de induccién sobre el vértice wy_o, se
tiene que (wayr41,wg—2) € F(D), lo que implica que Q = (wg—_2, Wi—1, Wk, Wor41, Wk—2)
es un Cy en D que, por hipodtesis, no tiene H-obstrucciones, en particular wy no es una
H-obstruccion  en  Q; es decir, (c(wg_1,wg),c(wg,w2rt1)) € F(H).
Asi, (u = wo, T, wi)U(wg, war+1 = v) es una uv-H-trayectoria de longitud impar menor
que [(T), lo cual es una contradiccién, pues asumimos que no existe uv-H-trayectoria

de longitud impar menor que [(T"). Por lo tanto, 2m + 1+ k < 2r + 1.

Como 2m + 1 + k < 2r + 1, entonces (Wg—1, Wk, Wam+1+k, Wom+2+k) €S una trayectoria
de longitud 3 en D y dado que D es 3-cuasitransitiva, debe haber una flecha entre wy_1 y
Womto4k- Por hipdtesis de induccién sobre wy_1, se tiene que (womioik, wr—1) € F(D), lo
que implica que R = (wWg—1, Wk, Womt1-+ks Wam+2+k, Wk—1) €s un Cy en D que, por hipdte-
sis, no tiene H-obstrucciones, en particular wy y waon,t14+% no son H-obstrucciones en R; es
decir, {(c(wp—1,wk), c(Wk, Womt1+k))s ((Wk, Wam+14k), C(Wam 14k, Womt2+k))} S F(H). Asi,
(u = wo, T, wg) U (W, Wam414k) U (Womt 14k, Ty Wor41 = v) es una uv-H-trayectoria de longitud
impar menor que [(7T), lo cual es una contradiccién, pues asumimos que no existe
uv-H-trayectoria de longitud impar menor que [(T).

Por lo tanto, para toda i en {0,1,...,2r — 2}, se tiene que (w;, wa2j+144) ¢ F(D) para toda

jtalquet+3<25+14¢<2r+1.

Sea i en {3,4,...,2r + 1}. Como D es 3-cuasitransitiva, entonces para la trayectoria
(wi—3, wi—2,wi—1,w;), se tiene que (w;,w;—3) € F(D) o (wi—3,w;) € F(D). Por la afirma-
cién 1 debe suceder que (w;, w;—3) € F(D), lo que implica que para cada i en {3,4,...,2r+1}

hay un Cy en D; a saber, W; = (w;, w;—3,w;—2,w;—1,w;), el cual no tiene H-obstrucciones
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(por hipétesis). Por lo tanto, en particular para los ciclos W; y W;_o, con i en {5,6,...,n}, se
tiene que w;_3 no es una obstrucciéon en W; y w;_s no es una obstruccién en W;_s; es decir,
(c(wi, wi—3), c(wi—g, w;i—2)) v (c(wi—3, w;—2),c(w;—2,w;—5)) son flechas de H (figura 3-2). Por
lo tanto, (v = wort1, War—2, War—1, War—4, Wor—3, Wor—6, W2p—5, - - - , W7, W4, W5, W2, W3, Wy = 1U)
(figura 3-3) es una vu-H-trayectoria en D, lo que es una contradicciéon a nuestra hipdtesis.

Por lo tanto, (u,v) € F(D). O

U=y, 4

Corolario 3.1. Sean D wuna digrafica H-coloreada asimétrica 3-cuasitransitiva y

v = (Y0,Y1,---» Y, Yi+1 = Yo) un ciclo asimétrico en HC(D). Supongamos que:
1. Todo C4 en D no tiene H-obstrucciones.

2. Para i en {0,1,...,1}, si existe una y;y;+1-H-trayectoria en D de longitud par, entonces

existe una y;y;+1-trayectoria en D, digamos T, tal que I(T) < 2.

Entonces existe una y;y;11-trayectoria en D de longitud 1 o 2 para toda i en {0,1,...,1}.

Demostracion. Sea i en {0,1,...,l}. Como (y;,yi+1) € F(HC(D)), se tiene que, por defini-
cién de H-cerradura, existe una y;y;4+1-H-trayectoria en D, digamos T. Si I(T) es par, en-
tonces por hipétesis existe una y;y;+1-trayectoria en D, digamos T”, tal que [(T”) < 2. Como

(Yit1,v:i) ¢ F(HC(D)) (ya que ~y es asimétrico), entonces no existe una y;11y;-H-trayectoria en
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D. Por lo que, si [(T) es impar, por el lema 3.1, se tiene que (y;,yi+1) € F(D). Por lo tanto,

existe una y;y;4+1-trayectoria en D de longitud 1 o 2 para toda ¢ en {0,1,...,[}. O

Lema

3.2. Sea D una digrafica H-coloreada asimétrica 3-cuasitransitiva y

v = (Y0,Y1,---» Y, Yi+1 = Yo) un ciclo asimétrico en HC(D). Supongamos que:

1. Todo C4 en D no tiene H-obstrucciones.

2. Todo Cj tiene a lo més dos H-obstrucciones.

3. Paraien {0,1,...,1}, si existe una y;y;+1-H-trayectoria en D de longitud par, entonces

existe una y;y;+1-trayectoria en D, digamos T, tal que I(T) < 2.

Entonces [(v) > 4.

Demostracion. Como v es un ciclo asimétrico en HC(D), entonces I(y) > 3. Supongamos que

l(v) =3y ~v=(z,y,2,x). Por el corolario 3.1 existen una zy-trayectoria, una yz-trayectoria y

una zz-trayectoria de longitud 1 o 2 a las que llamaremos R, S y T, respectivamente. Tenemos

tres casos para las longitudes de R, S y T.

Caso 1.

Caso 2.

R, S y T son de longitud 1.

En este caso RUSUT = (x,y,z,x2) es un C3 en D que, por hipdtesis, tiene a lo
mas dos H-obstrucciones. Sin pérdida de generalidad, supongamos que y no es una
H-obstruccion, esto implica que (z,y,2) es una zz-H-trayectoria en D, por lo que

(z,2z) € F(HC(D)), lo cual no es posible, pues v es asimétrico (figura 3-4).

La longitud de una de las trayectorias, R, S o T', es 2 y la longitud de las trayectorias
restantes es 1. Sin pérdida de generalidad, supongamos que S y T son de longitud 1 y

R es de longitud 2.

En este caso existe un vértice 2/ en D tal que R = (z,2/,y). Asi,
a = RUSUT = (x,2/,y,z,2) es un C4 en D que, por hipdtesis, no tiene

H-obstrucciones, por lo que existe una H-trayectoria entre cualesquiera dos vértices
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YyURUSUT:

Figura 3-4:

de . En particular, existe una xz-H-trayectoria en D, por lo que, (z,z) € F(HC(D)),

lo cual no es posible, pues « es asimétrico (figura 3-5).

YyURUSUT:

Figura 3-5:

Caso 3. La longitud de una de las trayectorias, R, S o T es 1 y la longitud de las trayectorias
restantes es 2. Sin pérdida de generalidad, supongamos que R y S son de longitud 2 y

T es de longitud 1.

En este caso existe un vértice y' en D tal que S = (y,v/,2). Asi SUT = (y,v¢, 2, x)
es una yz-trayectoria de longitud 3 en D y como D es 3-cuasitransitiva, entonces
(z,y) € F(D) o (y,z) € F(D). Si (y,z) € F(D), entonces (y,z) € F(HC(D)), lo cual
es una contradiccion, pues HC(D) asimétrica. Por otro lado, si (z,y) € F(D), entonces

B = (y,y,z,x,y) es un Cy en D que, por hipdtesis, no tiene H-obstrucciones, por lo
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que existe una H-trayectoria entre cualesquiera dos vértices de 8. En particular, existe
una xz-H-trayectoria en D, por lo que (z,z) € F(HC(D)), lo cual también es una

contradiccién (figura 3-6).

YURUSUT:

€T
Z
Y
!
Y
Figura 3-6:
Caso 4. R, S y T son de longitud 2.
En este caso existen z/, ¢ y 2 vértices de D tales que R = (z,2',y),
S = (yv,2) y T = (zz2,z). Note que 2/ # ¢ y vy # 2 ya que

{(«,y), (y,y")} C F(D),{(y,2),(2,2")} C F(D) y D es asimétrica. Asi, (z,2',y,y) es
una zy’-trayectoria de longitud 3 y como D es 3-cuasitransitiva, entonces (z,y’) € F(D)
o (y,z) € F(D). Si (z,y) € F(D), entonces o = (z,y',2,2',z) es un Cy en D que,
por hipétesis, no tiene H-obstrucciones, por lo que existe una H-trayectoria entre cua-
lesquiera dos vértices de o/. En particular, existe una xz-H-trayectoria en D, por lo
que (z,z) € F(HC(D)), lo cual es una contradiccién, pues HC(D) es asimétrica y
(z,2) € F(HC(D)) (figura 3-7 (a)). Por otro lado, si suponemos que (y',z) € F(D),
entonces ' = (z,2',y,y’,x) es un Cy en D que, por hipdtesis, no tiene H-obstrucciones,
por lo que existe una H-trayectoria entre cualesquiera dos vértices de 4’. En particular,
existe una yz-H-trayectoria en D, por lo que (y,z) € F(HC(D)), lo cual también es

una contradiccion (figura 3-7 (b)).

Como en cada uno de los casos anteriores llegamos a una contradiccién, podemos concluir que
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Figura 3-7:
Sean D una digrafica H-coloreada asimétrica 3-cuasitransitiva y
v = (Y0, Y1, ---» Y1, Y11 = Yo) un ciclo asimétrico en HC(D). Supongamos que:

1. Todo C4 en D no tiene H-obstrucciones.
2. Todo Cj tiene a lo mas dos H-obstrucciones.

3. Para i en {0,1,...,1}, si existe una y,;y;11-H-trayectoria en D de longitud par, entonces

existe una y;y;+1-trayectoria en D, digamos T', tal que [(T") < 2.

Entonces por el corolario 3.1 existe una y;y;+1-trayectoria en D, digamos Tj;, de longitud a lo
maés 2 para toda i en {0, 1,...,l}. Supongamos, sin pérdida de generalidad que T; es de longitud

minima para toda i en {0,1,...,1}. Decimos que
!
/
vY=UT
i=1
es un camino cerrado en D H-asociado a .

Lema 3.3. Sean D una digrafica H-coloreada asimétrica 3-cuasitransitiva y

v = (Y0,Y1s---» Y15 Yi+1 = Yo) un ciclo asimétrico en HC(D). Supongamos que:
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1. Todo C4 en D no tiene H-obstrucciones.
2. Todo Cj tiene a lo més dos H-obstrucciones.

3. Para i en {0,1,...,1}, si existe una y,;y;11-H-trayectoria en D de longitud par, entonces

existe una y;y;+1-trayectoria en D, digamos T', tal que [(T") < 2.

l

Siy = U T, = (x0 = Yo,Z1,-..,Tn,Tp) €s un camino cerrado en D H-asociado a -,
i=1

entonces (xg, xorp+1) € F(D) para toda k, con 1 < 2k + 1 < n. Mas ain, se cumple lo mismo

para cualquier vértice x;, de 4/ que también esté en v, con 0 < i < n.

Demostracion. Haremos primero las siguientes observaciones.

Observacion 1: Si z y y son vértices de D tales que (z,y) € F(D), entonces x # y. Esto
se sigue del hecho que D no tiene lazos.

Observacién 2: Si z, y y z son vértices de D tales que {(x,y), (y,2)} C F(D), entonces
xr # z HEsto se sigue de la asimetria de D, pues si x = 2z, entonces
{(x=2,y),(y,z=2x)} C F(D), es decir, (y,x) seria una flecha simétrica en D.

Observacién 3: Para todo i en {0,1,...,1}, se tiene que existe una tnica j tal que T} inicia
en y;. Esto se sigue del hecho que -y solo repite el primero y tltimo vértice y de la definicién de
T;.

Observacién 4: Si {z;, z;} es un subconjunto de V(7'), con 0 < i < j < n — 2, tal que
(xi,2;) es una flecha de D y x; = yj, es el vértice inicial de T}, para algin k en {0,1,...,1},
entonces x; # Tjyo.

Procediendo por contradiccién, supongamos que x; = x ;2. Notemos que como j < n—2, en-
tonces 13 existe y es distinto a z;, pues de no ser asi tendrfamos que (z; = 12, z;+3) serfa un
lazo en D, lo cual contradice al hecho de que D no tiene lazos. Como
I((xi,7,2zj12)) = (j +2) —4 > 2, entonces existe algin s en {0,1,...,1} tal que

!
{zjt2,2j43} CV(Ts)y s # k (recordemos que [(T;) <2y~ = U Ti = (0 = Y0, T1y - -+, Ty X))
por lo que de la observacion 3 se tiene que xj42 no puede ser xzfgl}tice inicial de Ts.

Por lo tanto, por definicién de 7/, tenemos que Ts = (ys = Tj41,Tj+2, Tj+3 = Yst1) (figura

3-8).
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Liv1 =Y

Figura 3-8: Ts en 7. T es la trayectoria resaltada en color verde.

Notemos que z; # 243, pues en caso contrario la flecha (243 = ys41,ys = xj41) estaria en
D y por lo tanto en HC(D), lo cual no es posible pues (ys, ys+1) es una flecha de v y v no tiene
flechas simétricas. Asi, por las observaciones 1 y 2, se tiene que (zj,Zjt1,%j+2,%j+3) €S una
xjxj3-trayectoria de longitud 3 en D y dado que D es una digrafica 3-cuasitransitiva, entonces
(zj,xj43) € F(D) o (xj43,z;) € F(D). Si (xj43,2;) € F(D), entonces
a1 = (2j,Tj41,Tj42,Tj43,25) es un Cy en D que, por hipétesis, no tiene
H-obstrucciones (figura 3-9 (a)). En particular (ys41 = j43,2j4+1 = ys) es una flecha de
F(HC(D)), lo cual no es posible, pues (ys, ys+1) es una flecha de y y v es asimétrico en HC(D)).
Si(xj,x543) € F(D), entonces 71 = (41, Tj4+2,Lj, Lj4+3) €8 Una Tj41;43-trayectoria de longi-
tud 3 (figura 3-9 (b)) y dado que D es una digrafica 3-cuasitransitiva, entonces
(xj41,zj43) € F(D) o (zjys3,xzj+1) € F(D). Si (xjq3,2j41) € F(D), entonces
(Ys+1 = Tj43,Tj41 = ys) es una flecha de F(HC(D)), lo cual no es posible, pues (ys,Ys+1)
es una flecha de v y v es asimétrico en HC(D). Si (ys = xj41,2j+3 = Ys+1) € F (D), entonces,

por definicién de 4/, z; 42 = Y} no podria ser un vértice de 4/, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, como en cualquier caso llegamos a una contradiccion, x; # x4 2.
Continuaremos con la prueba del lema, procediendo por induccién sobre k, con k < 0.

Base de la induccién. Haremos la base de la induccién para k =0y k = 1.
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(a) a1 en v'. a; es el ciclo resaltado en (b) 71 en 7. 71 es la trayectoria resaltado

color rojo. en color azul, (zj+3,z;+1) (flecha resaltada
en rojo) es una flecha simétrica en HC(D).

Figura 3-9:

Si k = 0, entonces (zg, Z2r+1) = (x0, 1), la cual por definicién de 4" es una flecha de D.

Sea k = 1. Veamos que (z9,z3) € F(D).

Por la afirmacién 1 y por las observaciones 1 y 2, se tiene que (xg,x1,x2,x3) es una tra-
yectoria de longitud 3 en D y como D es 3-cuasitransitiva, (xo,z3) € F(D) o (z3,x0) € F(D).
Si (z3,z9) € F(D), entonces (xg,x1,2,23,20) es un Cyq en D que, por hipdtesis, no tiene
H-obstrucciones, lo que implica que (x1, ) y (2, o) son flechas simétricas en HC(D), lo cual
no es posible, pues por definicién de 7 se tiene que z1 = ; 0 2 = y1, por lo que al menos una
de estas flechas estd en v y v es asimétrico en HC(D). Por lo tanto, (zg,z3) € F(D).

Hipétesis de induccién. Supongamos que (xg,zor+1) € F(D) para toda k tal que
0<k<m<25

Paso inductivo. Sea k =m, con 2 < m < "7_1 Demostraremos que (zg, Zom+1) € F (D).

Por hipétesis de induccion, se tiene que (zg,z2,—1) € F(D), por lo que, por las obser-
vaciones 1, 2 y 4, tenemos que T, Tom_1, T2m Y Tama1 son vértices de ' distintos entre si,
lo que implica que (Zo, Z2m—1,T2m, Tam+1) €8 UNA ToTomt1-trayectoria de longitud 3 en D y
como D es 3-cuasitransitiva, (zo,Zom+1) € F(D) o (xam+1,%0) € F(D). Supongamos que

(zom+1, o) € F(D), esto implica que 1 = (29, T2m—1, T2m, Tam+1, o) €s un Cy en D que, por
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hipétesis, no tiene H-obstrucciones (figura 3-10).
Dado que |V(T;)| < 3, para toda i en {0,1,...,1}, tenemos dos casos para el conjunto
{T2m—1, T2m, Tam+1}: que los vértices de dicho conjunto sean suficientes para formar alguna 7;

contenida en 7’ o que ninguna 7T} contenida en 7 se pueda formar inicamente con tales vértices.

Caso 1. Existe algtin 7 en {0, 1,...,1} tal que V(T}) es un subconjunto de {21, Tom, Tam+1}-

En este caso se tiene que {y,,y,+1} es un subconjunto de V(e1) y como £; no tiene
obstrucciones, entonces existe una H-trayectoria entre cualesquiera dos vértices de
e1; es decir, existe una y,41y,-H-trayectoria en D, lo que implica que (y,,yr+1) es
una flecha de HC(D), lo cual no es posible, pues (y,+1,y,) es una flecha de v y 7 es

asimétrico en HC(D).

v
. ‘I:'_)Ill—l

;
‘I:'_)U.l

Figura 3-10: 1 en «. &1 es el ciclo resaltado en color verde.

Caso 2. Para todo r en {0,1,...,1}, se tiene que V(7,) no es un subconjunto de
{T2m—1, Tam, Tam+y1}-
Note que en este caso, por definicién de 4/, no puede existir s en {0,1,...,1} tal que Ty
inicie en x9,,—1 0 termine en g1, por lo que existe algin p en {0,1,...,1)} tal que
T, = (yp = T2m-2, L2m—1, L2m = yp+1) Yy Tp1 = (Tom = Yp+1, T2m4-1, T2m42 = yp+2)-
Luego, por la observacion 3 se tiene que o, +1 7# Tom—2 ¥y como (g, Tam—3) € F(D)

(por hipétesis de induccién), entonces  (Tomt1, %0, T2m—3, T2am—2) €S UNa

Tom+1Tam—a-trayectoria de longitud 3 en D y como D es 3-cuasitransitiva, entonces
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(Tam+1, Tam—2) € F(D) o (zam—2,Tam+1) € F(D). Si (x2m+1,Tam—2) € F(D), enton-
ces €2 = (Tam—2, T2m—1,T2m, L2m+1, Lam—2) €s un Cy en D que, por hipdtesis, no tiene
H-obstrucciones (figura 3-11 (a)), por lo que (Yp+1 = Tom, Tam—2 = Yp) € F(HC(D))
lo cual no es posible, pues (yp, yp+1) € F(7) y v es asimétrico en C(D). Por otro lado, si
(Tam—2, Tom+1) € F (D), entonces €3 = (T2m+1, 0, 2m—3, T2m—2, Lam+1) €s un Cy en D
que, por hipétesis, no tiene H-obstrucciones (figura 3-11 (b)). Por lo tanto, como €3 y
1 no tienen H-obstrucciones y ambos ciclos comparten la flecha (29,41, x¢), entonces
(T2m, T2am+1, L0, T2m—3, T2m—2) €S UNA Loy, Tom—o-H-trayectoria en D (figura 3-11 (b)),
lo que implica que (Yp+1 = ZTam, Tam—2 = yp) € F(HC(D)), lo cual no es posible, pues

(Yp = Tom—2, Tam = Yp+1) € F(7) y v es asimétrico en C(D).

’Y’ ,},l .
=14 To—="Yy
I‘.’m—:j :E3111—25
T ‘T’.‘)m—&-l
2m+1 =
Loy2= yp .""Igf_ y])
':I:')m_l . :E_)Hlfl
12‘3111: y})+l ‘n_)m_ y])+l
(a) e2 en '. &5 es el ciclo resaltado en color (b) 3 y €1 en 4. g3 y €1 son los ciclos
azul. resaltados en color verde.
Figura 3-11:

Como en cualquier caso llegamos a una contradicciéon, podemos concluir que

(x(), .’L‘2m+1) c F(D)

Para ver que el lema se cumple para cualquier vértice z; de v/ que también estd en ~,
con 0 < ¢ < n; basta reetiquetar los vértices de 7' de manera que el ciclo empiece en

Zy.
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3.2. Resultado principal

Teorema 3.2. Sea D es una digrafica H-coloreada asimétrica 3-cuasitransitiva. Supongamos

que:
1. Todo C4 en D no tiene H-obstrucciones.
2. Todo Cj5 tiene a lo mas dos H-obstrucciones.

3.5y = (Yo,Y1,---,Y, Y11 = Yo) es un ciclo asimétrico en HC(D) tal que existe una
y;iyi+1-H-trayectoria en D de longitud par, con 0 < ¢ < [, entonces existe una

YiYi+1-trayectoria en D, digamos T, tal que {(T) < 2,

entonces D tiene H-ntcleo.

Demostracion. Demostraremos que todo ciclo en HC(D) tiene al menos una flecha simétrica.
Esto nos llevard a concluir que HC(D) tiene un ntcleo por el teorema 1.1, asi por el lema 3.1,
D tendra un H-nticleo. Supongamos entonces que HC(D) tiene al menos un ciclo asimétrico.
Sean v = (Yo,Y1,---,YY+1 = Yo) un ciclo asimétrico en HC(D) 'y
v = (xog = yo,%1,...,Tn,xo) un camino cerrado en D asociado a -y. Notemos que por el

lema 3.3, (x0, x2j4+1) € F'(D) para toda j tal que 1 < 2j+1 < n y por el lema 3.2, I(y) > 4.

Tenemos dos casos para n.

Caso 1. n es impar.

Consideremos los vértices xg, Ty, Tn_1 y Tn_2. Notemos que como n es impar, n — 2
también es impar, por lo que (zg,z,—2) € F(D). Asi, por la observacién 1 y 2 del
lema anterior, se tiene que xg, Tp, Tn_1 y Tn_2 son vértices de +' distintos entre si,
lo que implica que 51 = (zg, Tp—2, Tn—1,Tn, To) es un Cy en D que, por hipdtesis, no
tiene H-obstrucciones (figura 3-12). Por lo tanto, (zg,z,) y (2o, 2n—1) son flechas de
F(HC(D)), lo cual no es posible, pues al menos una de las flechas, (zo, ) o (zo, Zn-1),

estd en F(7) (pues x, =y, 0 Tp—1 = y;) y 7y es asimétrico.
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Figura 3-12: 81 en 7. 31 es el ciclo resaltado en color verde.

Caso 2. n es par. Demostraremos que si n es par, entonces x,, estd en vy (c(zp—1,Ty), c(n, o))

es una flecha de H. Para esto nos seran de utilidad las siguientes afirmaciones.
Afirmacién 1: (z,_2,70) € F(D).

Como n > 4 (por el lema 3.2 y porque n es par), entonces existe el vértice x,_3 en
V(') y como n — 3 es impar se tiene que (29, x,—3) € F(D) (por el lema 3.3). Asi, por
las observaciones 1 y 2 del lema anterior se tiene que xg, Ty, Tn_1 ¥ Tn—2 son vértices de
~' distintos entre si, lo que implica que (x,—2, Tp—1, Ty, T) €8 una x,_sxo-trayectoria
de longitud 3 y dado que D es 3-cuasitransitiva, se tiene que (zg,z,—2) € F(D) o
(Xp—2,20) € F(D). Si (xg,xn—2) € F(D), entonces By = (Tp—2,Tn—1,Tn,To, Tn—2) €S
un Cy en D que, por hipétesis, no tiene H-obstrucciones (figura 3-13). Por lo tanto,
(x0,2n) ¥ (20, 2n—1) son flechas de F(C(D)), lo cual no es posible, pues al menos una
de las flechas, (z¢,2n) 0 (g, Zn—1), estd en F(7y) (pues x, = y; 0 Tp—1 = Y1) y Y €s

asimétrico en HC(D). Por lo tanto, (x,—2,z¢) € F(D).

Figura 3-13: 82 en 7. 33 es el ciclo resaltado en color verde.
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Afirmacién 2. z,, = y;

Procedicendo por contradiccién, supongamos que z, # ;. Por definicién de v/ te-
nemos que r,_1 = Yy, esto implica que (z,—1 = Y,y = x0) € F(v) pero, como
(xo,xpn-1) € F(D), pues m — 1 es impar y por el lema 3.3, entonces
(0, xn—1) € F(HC(D)), lo cual no es posible pues v es asimétrico en HC(D). Por

lo tanto x,, = y;.

Consideremos C3 = (zg,Tn—1,%n,To), €l cual, por hipétesis, tiene a lo mas dos

H-obstrucciones.
Afirmacién 3. x, no es una H-obstrucciéon de Cj.

Si xp,-1 no es una H-obstruccién de C3, entonces (zg,Tp—1,%,) €s una
xoxn-H-trayectoria, lo que implica que (zg,x,) € F(C(D)), lo cual no es posible, pues

por la afirmacién 2 (x, = y;,y0 = ©o) € F(7), y v es asimétrico en C(D).

Si x9p no es una H-obstruccion de C3, entonces (xn,xo,ZTn—1) €S una
TnZn—1-H-trayectoria, por lo que (z,,z,-1) € F(HC(D)), de donde x,—1 # y_1,
pues en caso contrario (z,_1,Z,) seria una flecha simétrica de 7, lo cual no es posible.

Por lo tanto, x,—2 = y;_1.

Como D es 3-cuasitransitiva, entonces para la trayectoria 71 = (22, X0, Tn—1,Tn) (re-
cordemos que por la afirmacion 1 (x,—2,20) € F(D)) se tiene que (zy,xn—2) € F(D) o
(Xn—2,2n) € F(D). Si (xn—2,2,) € F(D), entonces z,,_1 no deberia pertenecer a V (v')
(por definicién de v'), ya que x,, = y; ¥ Tn—2 = Y11, lo cual es una contradiccién. Si
(yi = @p,Tn—2 = yi—1) € F(D), entonces (y;,y1—1) € F(C(D)), lo cual no es posible

pues (yi—1,y1) € F(v) y 7 es asimétrico (figura 3-14).

Por lo tanto, como zg y x,—1 son H-obstrucciones de Cs, podemos concluir que x, no

es una H-obstruccién de Cj.

Por lo tanto, en la afirmacién 3 hemos demostrado que si n es par, entonces x, = y; y
(c(xn-1,%n), c(zn,x0)) es una flecha de H. Reetiquetando los vértices haciendo que z,,

tome el lugar de zq y siguiendo el mismo argumento probariamos que x,_1 = y;_1 y que
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Figura 3-14: 71 en 7/. 71 es la trayectoria resaltada en color azul, (z,, z,—2) (flecha resaltada en
color rojo) es una flecha simétrica en HC(D).
(c(xn—2,Tn—1),c(Tn_1,2,)) es una flecha de H, lo que implica que (zn_2,Tn_1,Tn, o)
es una H-trayectoria en D. Siguiendo este procedimiento, como «' es finito, podemos
probar que 7' = v y que 7/ es un H-ciclo. Por lo tanto, v es simétrico en HC(D), lo

cual es una contradiccion.

Como en ambos casos llegamos a una contradiccién, podemos concluir que todo ciclo en
HC(D) tiene una flecha simétrica, lo que implica por el teorema 1.1 que HC(D) tiene un

nicleo. Por lo tanto, por el teorema 3.1 D tiene un H-ntcleo. 0

Haremos notar que para la prueba que hemos realizado del resultado principal de esta
tesis, a partir del corolario 3.1, es necesaria la hipétesis que asegura la existencia de una
Yiyi+1-trayectoria en D de longitud menor a 2 cuando la y;y;11-H-trayectoria es de longitud
par.

Sea D la digrafica H-coloreada mostrada en la figura 3-15.

Figura 3-15:

Es facil ver que D es 3-cuasitransitiva, asimétrica, que no contiene ningin C3 y que ningin
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Cy en D tiene H-obstrucciones, que (u = wq, w1, we, w3, Wy, W5, We = v) €s una uv-H-trayectoria
de longitud par y que no existe una vu-H-trayectoria en D, sin embargo, no existe ninguna

uv-trayectoria de longitud menor o igual que 2.
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Conclusion

Comenzamos nuestro estudio sobre la existencia de nicleos por trayectorias monocroma-
ticas en digraficas asimétricas 3-cuasitransitivas m-coloreadas, trabajo de Hortensia Galeana
Sénchez y Eugenia O’Reilly Regueiro [10]. Hicimos un anélisis de las condiciones que se expo-
nen en este trabajo para asegurar la existencia del niicleo por trayectorias monocromaticas en
tales digréaficas, para posteriormente dar una generalizacién de dichas condiciones en digraficas
H-coloreadas, lo cual nos condujo a obtener, como resultado original en esta tesis, el teorema
3.2, el cual afirma lo siguiente:

Si D es una digrafica H-coloreada asimétrica 3-cuasitransitiva, tal que:
1. Todo C4 en D no tiene H-obstrucciones.
2. Todo Cj tiene a lo mas dos H-obstrucciones.

3. 81y = (Yo,Y1,---, Y, Y141 = Yo) es un ciclo asimétrico en HC(D) tal que existe una
YiVi+1-H-trayectoria en D de longitud par, con 0 < 4 < [, entonces existe una

YiYi+1-trayectoria en D, digamos T, tal que {(T) < 2,

entonces D tiene H-niicleo.

Dicho teorema es una generalizacién del resultado obtenido en [10].

Cabe mencionar que existen otros resultados sobre la existencia de H-ntcleos en digraficas
3-cuasitransitivas. Tal es el caso del resultado expuesto por Marco Antonio Lépez Ortiz y Maria
del Rocio Sanchez Lépez en [11], el cual mencionaremos a continuacion no sin antes dar las

definiciones necesarias para comprenderlo.
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Dada wuna digrafica H-coloreada D, llamaremos digrafica de clases de
color de D, denotada por ¢c(D), a la digréfica tal que
V(¢c(D)) = {x € V(H) : ¢(a) = z para algin a en F(D)} y para x y y vértices de
¢c(D) se tiene que (x,y) € F(%c(D)) si y solo si existen u, v y w vértices de D tales que
{(u,0), (v,w)} S F(D) y c(u,v) =z y c(v,w) =y.

Sean H wuna digrafica, D wuna digrdfica H-coloreada, u € V(D). Definimos
£+ (u) = {c(u, ) : (u,0) € F(D)}.

Sean H una digrafica, D una digrafica H-coloreada, {C1, ..., Cp} una particién de V(%¢(D)).
Definimos B; = {a € F(D) : c¢(a) € C;}.

Sean H una digrafica y D una digrafica H-coloreada. Decimos que D tiene la propiedad

N si existe {C1,...,Cp} una particién de V(¢c(D)) que cumple:
1. 6c(D)[C;] es una subdigrafica de H[C;] para todo 7 en {1,...,p}.

2. Para cualquier vértice u en V(D) existe C; un elemento de la particién de tal forma que

£t (u) C C;.

3. Si T es una H-trayectoria, entonces existe Cj;, elemento de la particion, tal que T estd

contenido en D[B;].

Sean H una digréafica, D una digrafica H-coloreada, {C1,...,C},} una particion de V(¢ (D))
y G una subdigrafica de D. Decimos que G tiene la propiedad E si existe C; elemento de la
particion tal que los colores de todas las flechas de G, con exepcién de a lo mas una, estan en
C;.

Llamaremos T; a la  digrdfica tal que V(Ty) = {z,y,z,w} vy

F(Ty) = {(2,2), (z,y), (y,w), (z,w)} (figura 3-16).

Teorema 3.3. Sean H una digrafica, D una digrafica 3-cuasitransitiva H-coloreada con la
propiedad . Si cada Cs, Cy, y Ty contenido en D tiene la propiedad =, entonces HC(D) es una

digrafica nicleo perfecta.
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Figura 3-16:

Corolario 3.2. Sean H una digrafica, D una digrafica 3-cuasitransitiva H-coloreada con la
propiedad N. Si cada C3, C4, y Ty contenido en D tiene la propiedad =, entonces D tiene

H-nucleo.

Aun cuando este resultado tiene algunas hipdtesis en comun con el resultado principal
obtenido en esta tesis, haremos notar que no son equivalentes, ni sucede que uno implique al
otro, mediante una digrafica que cumpla las hipdétesis que requiere el resultado obtenido por
Marco Antonio Lépez y Maria del Rocio Sanchez Lopez pero no las del obtenido en este trabajo
y viceversa.

Veamos primero que el corolario 3.2 no implica el teorema 3.2.

Sea D una digréfica H coloreada como en la figura 3-17.
D: H:
X
®

@

w

Figura 3-17:

Es facil ver que D es 3-cuasitransitiva y que su digrifica de clases de color es la digréfica
representada en la figura 3-18.

Sea {Cy = {e,0},Cy = {®}} una particién de V(% (D)), entonces:
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Figura 3-18:

1. ¢c(D)[C1] = H[Ch] y ¢c(D)[Ca] = H[Cs] son las digréficas de la figura 3-19.

e .
Figura 3-19:

2. £T(x) = {e} es un subconjunto de C1, T (y) = {e} es un subconjunto de Cy, £ (z) = {o}

es un subconjunto de C; y £*(w) = {e} es un subconjunto de Cs.

3. D[Bi1] y D[B2] son las digréficas de la figura 3-20. Las tnicas H-trayectorias de D de
longitud mayor a uno son 71 = (y, z,z,w), To = (y, z,z), T3 = (z,z,w), Ty = (y,z,w),

las cuales estédn contenidas en D[Bj].

D[B,): D[B,):

T Y Y

o o I

Z w w
Figura 3-20:

Por lo tanto, D cumple la propiedad RN.
Notemos que el tnico ciclo de longitud 4 contenido en D es (y, z,x,w,y), el cual tiene 3 de

sus flechas H-coloreadas con los colores de Ci, a saber {(y, 2), (z,x), (z,w)}; el tnico ciclo de
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longitud 3 contenido en D es (y, z,w,y), el cual tiene dos de sus flechas H-coloreadas con los
colores de C1, a saber {(y,2), (z,w)}, y D no contiene ningtin T}. Por lo tanto, D cumple la
propiedad Z.

Por lo anterior, tenemos que D cumple con las hipotesis del corolario 3.2, por lo que D
tiene H-nucleo, a saber, {w}. Es ficil ver que {w} es H-nicleo de D, pues claramente es
H-independiente ya tiene un tdnico vértice y (y,z,x,w) es una H-trayectoria que pasa por
todos los vértices de D y términa en w, lo que implica que {w} es H-absorbente.

Notemos que D no cumple con las hipétesis del teorema 3.2 pues (y, z,x,w,y) es un ciclo
de longitud 4 contenido en D que tiene 2 H-obstrucciones, a saber, w y y.

Por lo tanto, el corolario 3.2, no implica el teorema 3.2.

Veamos ahora que el teorema 3.2 , no implica el corolario 3.2.

Sea D la digrafica H-coloreada de la figura 3-21.
D:

X

G

Figura 3-21:

Es facil ver que D es asimétrica y 3-cuasitransitiva, que no tiene trayectorias de longitud
par mayor que 2, que el tnico ciclo de longitud 4 contenido en D es P, = (y,z,z,w,y) y que
P, = (y, z,w, z) es el tnico ciclo de longitud 3. Como P; no tiene H-obstrucciones y P; tiene solo
dos H-obstucciones, a saber, z y w, entonces D cumple con las hipdtesis del teorema 3.2, por
lo que D tiene H-nicleo, a saber, {w}. Es facil ver que {w} es H-nticleo de D, pues claramente
es H-independiente ya tiene un tnico vértice y (y, z,z,w) es una H-trayectoria que pasa por
todos los vértices de D y términa en w, lo que implica que {w} es H-absorbente.

Veamos que D no cumple con las hipétesis del teorema 3.2. Note que V (%¢(D)) solo tiene

2 particiones, a saber, {{e}, {o}} v {{eo,0}}.
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Como £7(z) = {e, e}, entonces si consideramos a {{e},{e}} como particién de V(6= (D)),

no se cumple el segundo punto de la propiedad N.

%o(D):

7~ A

—0

Figura 3-22:

Si consideramos a {{e, }} como particion de V(¢ (D)), entonces 6¢c(D) = G (D)[{{e, *}}]
y como % (D) no estd contenida en H, entonces no se cumple el punto uno de la propiedad N
(figura 3-22).

Por lo tanto D no cumple con las hipétesis del corolario 3.2, por lo que podemos concluir
que el teorema 3.2 no implica el corolario 3.2.

Por ultimo, con base en este trabajo, podemos formularnos las siguientes preguntas: ;Qué
caracteristicas debe tener una digréfica 3-cuasitransitiva para asegurar la existencia de una
Y;yir1-trayectoria en D de longitud menor a 2 cuando la y;y;41-H-trayectoria es de longitud
par en el corolario 3.17 ;Qué condiciones son necesarias para garantizar la existencia de un
H-ntcleo en una digrafica k-transitiva? Si removemos la condicién de asimétria en la hipétesis
de nuestro resultado principal jSe seguiria cumpliendo la existencia del H-ntucleo en la digrafica?
En la figura 3-15 exhibimos una digrafica que nos muestra el por qué para la prueba que se
realizé del resultado principal de esta tesis necesitamos agregar la hipdtesis que asegura la
existencia de la y;y;11-trayectoria en D de longitud menor a 2 cuando la y;y;+1-H-trayectoria
es de longitud par, sin embargo dicha grafica tiene nicleo, a saber {v}, por lo que surge la
siguiente pregunta: ;Es removible dicha hipétesis? Y de ser asi ;Cudl seria la estrategia para

demostrar el teorema 3.27
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