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1. LEY DE CONSERVACION DE LA ENERGIA

1.1. Introduccién Histérica

A lo largo de la historia, la ciencia se ha basado en principios que consideramos se cumplen siempre, en par-
ticular y de suma importancia en Fisica, es el principio de conservacién de la Energia. Este capitulo serd muy
cercano y fuertemente basado en el trabajo de T.Maudlin, E.Okon, y D.Sudarsky [1], para analizar histéricamente
y filoséficamente este principio fundamental.

Thales de Mileto (548 a. C) consideraba que los elementos fundamentales eran: agua, tierra, aire, fuego [2]. En

particular Thales consideraba al agua como substancia fundamental, por tener formas familiares de sélido, liquido,
gas, y parecia conservarse siempre. Algunos otros filésofos se motivaron a postular otros elementos fundamentales
diferentes. Pero todos los antiguos presocraticos estuvieron de acuerdo en que las substancias fundamentales no
podian ser creadas o destruidas [3].
De la misma manera la definicién de a&tomo dada por Demdcrito como “indivisible” también guarda el requerimiento
de que la substancia fundamental no puede ser creada o destruida. Sélo existen dos posibilidades; la materia hecha
de la substancia fundamental o la nada. De la idea filoséfica “la nada s6lo puede provenir de la nada” [1], podemos
implicar que la generacion o destruccion de la substancia fundamental deberia provenir de la tnica otra cosa que
existe que es la nada.

Es importante notar que, si la substancia fundamental de la que pensamos que estan hechas todas las cosas, sufre

una violacion a su ley de conservacion, seria conceptualmente desconcertante. Si existe una substancia fundamental
que adopta diferentes formas o arreglos, la falta de conservacién pareceria dudosa por minima e insignificante que
sea. Por el contrario, esto no ocurre con las substancias derivadas, que no sean fundamentales. Podemos considerar
el ejemplo de David Albert [4]: “los pufios pueden ir y venir a voluntad, el nimero de punos en el mundo no satisface
ninguna ley de conservacion. Esto porque cuando se forma un puno, nada fundamentalmente nuevo llega a existir:
todo lo que sucede es que los dedos que ya existian se reordenan”.
Mucho después, debido a la famosa ecuacién de Einstein [5](1905) E = mc? la ley de conservacién de la energia
ya no se consideraba tanto un principio fundamental como lo era la primera ley de la termodindmica. Einstein [6]
afirmé: “Se sigue desde la Teoria Especial de la Relatividad que la masa y la energia son manifestaciones de la misma
cosa, una concepcién un tanto desconocida para el hombre promedio”. Si usamos la explicacién de la energia, como
la sustancia fundamental, sugiere fuertemente que uno deberia esperar que exista una ley de conservacion para la
energia.

A pesar de lo intuitivamente exitosa de la visién presocratica, algunos ejemplos simples prueban que no se

deberfa considerar la conservacion de energia en la clase de leyes inviolables de la naturaleza. Para ver un ejemplo
consideremos la “transformacion de energia entre sus diferentes formas”, algunas de ellas son: energia cinética,
energia potencial gravitacional, etc. Para invalidar el punto de vista presocratica, consideremos el ejemplo de
T.Maudlin et al., [1] con la energia cinética: el choque ineldstico de dos asteroides de que viajan inercialmente,
parte del hielo se derrite, y después de la colision ambos se mueven juntos. Si al inicio, los dos asteroides se mueven
con una cierta velocidad relativa V. En el marco en reposo de alguno de los asteroides, este empezaria con energia
cinética 0 y el otro tendria energfa cinética K = %sz, después de la colisién ambos se mueven juntos con velocidad
%V con energia cinética total %K , pero la energia cinética restante %K se usé para fundir el hielo, y todo se origind
en el asteroide en movimiento. Por otro lado, en el marco del centro de masa, los dos asteroides se acercan desde
direcciones opuestas, cada uno viajando con velocidad %V y cada uno con energia cinética iK , todo lo demés se
utiliza para derretir el hielo. Entonces podemos preguntarnos jde dénde vino la energia?, ;quién tiene razon y quién
esta equivocado?
Segun la vision de Newton, existe un marco en reposo absoluto, entonces cada asteroide tendria una velocidad
absoluta y tnica, y su energia cinética seria una funcién de esa velocidad. Sin embargo, las velocidades absolutas
ya no se usan desde hace mucho tiempo y, por lo tanto, las energias cinéticas absolutas fueron desechadas con ello.
La “energia que derriti6 el hielo” no vino de algin asteroide o lugar en particular. Incluso no existe tal cosa como
la velocidad absoluta, debemos decir que simplemente no existe tal cosa como la energia cinética. Toda la nocién
de energia, como sustancia, es una ficcién, un vestigio de fisica antigua. Pero si no existe tal cosa como la energia,
entonces por qué se conserva? Ahora revisaremos un nuevo punto de vista.



1.2. Teorema de Noether

Emmy Noether en 1915 demostré que para un sistema cuya dindmica es gobernada por un Lagrangiano, toda
simetria diferencial de la accién genera cantidades conservadas para ese sistema [7]. La cantidad “momento lineal”
es generada por una simetria traslacional en esa direccién; el “momento angular” con respecto a un eje, es generada
por una simetria rotacional alrededor de ese eje; y la “energia” es generada por una simetria traslacional en el
tiempo. De esta manera las cantidades conservadas son caracteristicas matematicas de las simetrias globales del
Lagrangiano.

Recuerde que en el espacio-tiempo Galileano y en el espacio-tiempo de Minkowski hay una infinidad de distintas
simetrias temporales globales: una para cada marco inercial global distinto. Entonces, segtin este punto de vista,
hay tantas “energias” diferentes, como simetrias temporales diferentes. Todas las energias son cantidades conser-
vadas obtenidas de una simetria, en este sentido decimos que son reales, e igualmente irreales, ya que ninguna de
ellas son magnitudes fisicas locales, definidas solamente en un punto del espacio-tiempo. En Relatividad General,
normalmente también se considera una infinidad de simetrias temporales, mediante campos de Killing temporales.
Por su puesto, para observador inercial, con una cierta 4-velocidad, se puede usar este campo de Killing temporal,
para calcular su energia, aunque igualmente podemos usar la cantidad conservada de cualquier otro marco inercial,
entonces cualquier pregunta como: jde dénde vino la energia?, de cualquier observador inercial, es valida igualmente,
yva que todos se refieren a diferentes “energias”.

No obstante, esta infinidad de energias conservadas, construidas a través del teorema de Noether, sufre un cambio
cuando en Relatividad General (GR), estudiamos un caso genérico. Debido a que, en un sistema real del universo,
siendo cuidadosos, en vez de tener una infinidad de campos de Killing temporales, puede que no exista ninguno.
Por consiguiente, si estamos usando la descripcién correcta de la naturaleza, por esta razén, no deberiamos esperar
que se obtenga algiin principio de conservacién para la energia, como menciona H. Bondi, E.Curiel [8, 9].

Por otra parte, a pesar de que no tengamos un campo de Killing temporal, todavia se puede tener un tensor de
energfa-momento conservado V,T% = 0, pero esto no puede usarse para definir una cantidad global conservada,
puesto que; si usamos una 4-corriente J* = V,7%, y la contraemos con la 4-velocidad de un observador wu;J?,
no obtendriamos una cantidad conservada, porque J® = 0, otra opcién es contraer dos veces el tensor de energia-
momento con la 4-velocidad Typu®u® y calcular la cantidad u.V° (T abu“ub), lo cual no es igual a cero en general.
A pesar de esto, podemos cambiar la conservacion global de la energia, por una conservacion local, puesto que en
el mundo real no existen campos de Killing, mas bien a diferentes escalas podemos aproximar campos de Killing.
Por ejemplo: en el marco de un laboratorio en la tierra, se puede aproximar por el espacio-tiempo de Minkowski, el
cual posee una infinitud de vectores de Killing y, por lo tanto, se puede definir una infinidad de energias, a la escala
del Sol o de la Tierra se puede aproximar por el espacio tiempo de Schwarschild y asi sucesivamente en distintas
escalas.

Como hemos visto, la nocién de conservacién de energia es, al menos intuitivamente esperada, en la fisica cldsica
a lo largo de la historia. Sin embargo, ya que la materia es cuantica, debemos considerar también ese punto de vista.

1.3. Contexto de Mecanica Cuédntica

En mecanica cuantica estandar, al realizar mediciones y calcular un valor esperado se interpreta como el prome-
dio de todos los posibles resultados obtenidos al medir copias idénticas del sistema. También recordemos que los
operadores Hermitianos que conmutan con el Hamiltoniano se denominan constantes de movimiento. No obstante,
todo lo que esto implica es que, durante la evolucién unitaria, los valores esperados y las probabilidades, dadas por la
regla de Born de dichos operadores, se conservan. Sin embargo, si es que dichas cantidades se conservan, solamente
es en promedio y no caso por caso en cada copia del sistema. Ademads, las mediciones generalmente cambian los
valores esperados. Para explorar el problema con més detalle, considere realizar una medicién de energia en un
sistema S en el estado

1

l¥)g = 7 (IE1)s + |E2)g)
con |Ey) gy |E2) g eigenestados de S con energias Ey # Ey. Inicialmente, el valor esperado de energfa es probabilistico
%(El + Es), pero después de la medicién es Eq o Es. Es decir, con la medicién, el valor esperado de energia salta
a F1 o Es. Entonces es dificil de decir que ocurre con la conservacién de la energia, porque el sistema evoluciona
desde un estado inicial en el que la energia no tiene un valor bien definido a uno final que si lo tiene.

Todo depende entonces de cémo se interpreta la nocién de que la energia inicial no estd bien definida. Si uno
considera al pie de la letra la interpretaciéon vector propio-valor propio, que sostiene que: “Un sistema fisico posee
el valor 8 para una propiedad representada por el operador O siy solo si el estado cudntico asignado al sistema es



un estado propio de O con valor propio 3”7, entonces la falta de definicién de la energia debe tomarse al pie de la
letra. Si es asi, no esta claro como evaluar el tema de la conservacién: la energia no parece estar conservada, pero
tampoco parece estar explicitamente no conservada, como sostiene D.Z. Albert [4].

Alternativamente, se podria tratar de sostener que el sistema siempre tiene un valor de energia bien definido,
incluso si el estado no es un estado propio de energia. Sin embargo, tal posicién implicaria algtin tipo de teoria de
variables ocultas, que va més alld del formalismo estdndar (algunas teorfas de variables ocultas bien desarrolladas
es por ejemplo la teoria de la onda piloto).

También en la descripcién anterior hemos dejado fuera los aparatos de medicién, y podria ser que al incluirlos
se restablezca la conservacién exacta. Primero hay que preguntarse si en principio es posible dar una descripcién
cuédntica de los aparatos de medicién o no. Si la respuesta es no, como sostuvo Bohr [10]: “En el sistema al que
se aplica el formalismo de mecanica cuantica, es posible incluir un intermediario en el proceso de medicién, pero
los instrumentos de medicién finales siempre deben describirse completamente en lineas clésicas y, en consecuencia,
mantenerse fuera del sistema sujeto a tratamiento mecanico cudntico”; entonces parece que la afirmacién de que
incluir los aparatos restaura la conservacién de la energia no puede evaluarse explicitamente y solo puede asumirse,
no probarse.

Von Neumann, en su tratado sobre los fundamentos matematicos de la teorfa cudntica [11], represent6 el aparato
de medicién con un solo grado de libertad, cuyo valor estaba correlacionado con el de la variable dindmica que se
estaba midiendo. Tal aparato no se deja, en general, en un estado puro definido, y no admite una descripcion clésica.
Por lo tanto, introdujo un segundo aparato que observa el primero, un tercer aparato, y asi sucesivamente, hasta
que haya una medicion final, que no estd descrita por la dindmica cudntica y tiene un resultado definido para el
cual la mecanica cuantica solo puede dar predicciones estadisticas. El punto esencial sugerido, pero no probado, es
que la introduccion de esta secuencia de aparatos es irrelevante: el resultado final es el mismo, independientemente
de la ubicacién de la transicion entre fisica cldsica y la cuantica.

Por otro lado, si, al menos en principio, es posible dar una descripcién cuantica de los aparatos de medicién,
entonces, para tener conservacién de energia, lo que se necesitaria es el estado del sistema cerrado S, los aparatos
de medicién, e incluso el medio ambiente, para tener la misma energia en todas las etapas del proceso de los pasos
descrito anteriormente. Esto, sin embargo, seria un problema porque dicho estado tendria que ser un estado propio
del hamiltoniano total y, como tal, no podria evolucionar en el tiempo, lo que contradice el hecho de que cosas,
como las mediciones, supuestamente sucedieron durante el proceso. Por el contrario, si el estado total no es un
estado propio del hamiltoniano total, entonces hay una evolucion no trivial, pero la energia total nunca esta bien
definida, por lo que no se puede decir que la energia se conserva.

Para escapar de esta conclusién, se podria permitir una pequena incertidumbre energética en el estado inicial,
suficiente para permitir una evolucién no trivial, y preguntarse si la energia del sistema alguna vez se saldra del
rango de energia permitido por tal incertidumbre. Claramente, durante la evolucién unitaria, o incluso en el curso
de una medicién de energia, esto no ocurrird. Sin embargo, ;Qué sucede durante las mediciones de cantidades que
no conmutan con el Hamiltoniano? Para responder con rigor a esta pregunta es necesario especificar exactamente
cémo funcionan los colapsos cuanticos que conducen la transicién de una superposicion de estados a un solo estado.
Una opcién es asumir, como von Neumann, que el colapso es un proceso global, en el sentido que afecta al estado,
no sélo del sistema a medir, sino también del aparato de medida. Si, por el contrario, los colapsos de alguna manera
sOlo afectan al sistema a ser medido, y no el estado global, entonces no esta claro qué es exactamente lo que sucede
durante una medicién y, nuevamente, el tema de la conservacién de energia no puede evaluarse explicitamente.

Otro sistema bastante interesante para examinar el tema de la conservaciéon es una situacion tipo FPR que
consta de dos subsistemas A y B, en el estado

1

) ap = 7 |E1) 4 | B2)p + [E2) 4 [E1)p |

con |Ej;) ¢ un estado propio de energia del sistema X con energia E; (nuevamente, con E; # Ej). Tenga en cuenta
que, en tal estado, ni A ni B tienen un valor de energia bien definido, pero que la energia de todo el sistema esta
bien definida para ser E; + E5. Ahora, imagina A y B inicialmente en el origen, con A moviéndose hacia la derecha
y B hacia la izquierda. ;Qué sucede si, después de que los sistemas se hayan separado, medimos la energia de A por
ejemplo? Antes de la medicién, A no posee un valor de energia bien definido y su valor de expectacién de energia
es %(El + E5). Posteriormente, su energia es F1 o Fs. El valor esperado de energia vuelve a saltar de %(El + Ey) a
FE4 o Es. Para explicar este salto, se podria intentar argumentar que el aparato que mide A estd de alguna manera
involucrado en el balance de energia que asegura la conservacion de energia. Tenga en cuenta, sin embargo, que la
mediciéon de A también induce un salto en la energia de B, pero sin que interactiie con un aparato de medicién.
Parece, entonces, que si los aparatos de mediciéon ayudan a resolver una aparente violacién de la energia, podrian



hacerlo solo de forma no local; esto porque a lo largo de esta tultima discusién, hemos estado hablando como si,
en este escenario, se pudiera especificar cual energia es ubicada en tal o cual regién. Sin embargo, en el contexto
cudntico, no estd claro que ese sea el caso. En el estado [¢) , 5 del caso anterior describe una situacién en la que la
energia total tiene un valor bien definido de F; + Fs, pero en el que parece imposible precisar dénde se encuentra
dicha energia.

Ahora, restringiéndonos al caso de teorias relativistas con no conservacién de energia, podriamos argumentar que
en situaciones donde no tenemos un campo vectorial de Killing, la ecuaciéon geodésica para particulas de prueba
podria no cumplirse, debido a que no tenemos una cantidad conservada llamada “energia”, la cual provenga de una
simetria temporal. Dicha ecuacién para trayectorias de particulas de prueba, con no conservacién de energia, sera
motivada desde el punto de vista de una teoria alternativa a GR llamada Gravedad Unimodular en el siguiente
capitulo.

2. GRAVEDAD UNIMODULAR

2.1. Antecedentes

La interpretacién de la energfa oscura es uno de los grandes problemas de fisica actual [12], ya que el efecto
gravitatorio del vacio cuédntico se espera que sea equivalente a una constante cosmoldgica efectiva [13]. Segun la
visién estandar, ésta provocard una expansién acelerada del universo. Sin embargo, simples estimaciones de su
valor esperado son muy grandes, superando el valor observado entre 60 y 120 érdenes de magnitud [14, 15]; una
contradiccién con las observaciones. Esto indica una profunda discrepancia entre GR y teoria cudntica de campos,
un problema importante para la fisica tedrica [16].

Para la pregunta ;Cuéles son los efectos gravitatorios de la energia del vacio? una de las propuestas para resolver
el problema, resumido por Weinberg [15], es el uso de las ecuaciones de Einstein sin traza en lugar de las ecuaciones
de campo estandar de Einstein. Si se adoptan estas ecuaciones libres de traza, la energia del vacio no tiene efecto
gravitatorio. Esto no determina un valor tnico para la constante cosmoldgica efectiva, pero resuelve la enorme
discrepancia entre la teoria y la observacion.

En esta seccién, vemos que las ecuaciones de Einstein sin traza son una alternativa viable a las ecuaciones de
campo de GR, con la mejora de que, a diferencia de ecuaciones de campo de Einstein, no sufren la discrepancia
crucial con los resultados estdndar de teoria cudntica de campos, que implican un valor muy grande para la energia
del vacio. Ahora la dinamica gravitacional clasica estéd codificada en las ecuaciones de campo de Relatividad General
con constante cosmolégica A

Gab + Agab = Tab ; (1)

donde Gy = Rap — %Rgab es el tensor de Einstein, R, es el tensor de Ricci, R es el escalar de Ricci, v gqp €s la
métrica. También, para cualquier espacio-tiempo se cumple las leyes de conservacion

VeGa =0, (2)
ademsds, de lo anterior se garantiza la conservacién del tensor de energia momento
Vel =0. (3)

En aplicaciones cosmoldgicas, suponemos que el tensor métrico toma la forma espacialmente homogénea e isotrépi-
ca

ds? = —dt* + a*(t)d%?

donde a(t) es un factor de escala universal dependiente del tiempo y d%? es la métrica de un espacio-tiempo de
dimensién 3 con curvatura constante K = —1,0,1. Consideremos la cuadrivelocidad para la materia u® = 4,
normalizada u®u, = —1 (recuerde que los indices latinos a, b, c..., son indices abstractos que denotan el tipo de
tensor y los indices griegos «, 3, 7... son indices de componentes de vectores). Debido a las simetrias de la métrica,
el tensor energia-momento de la materia necesariamente es un fluido perfecto:

Tab = (p+ P)ugtp + PYab (4)

donde la densidad de materia-energia p, y la presiéon de materia isotrépica p, con respecto al marco en reposo, estan
relacionadas a través de una ecuacién de estado p = p(p). Considerando el tensor de energia momento (4) y su



conservacién (3) obtenemos la ecuacién
) a
pt3-(p+p)=0. ()

En términos de componentes (1) obtenemos la ecuacién de Raychaduri

3% = —dr(p+3p) + A, (6)
y la ecuacién de Friedmann
.\ 2
k
3<“) =35 +8mp+A. (7)
a a

Las ecuaciones, (5), (6), (7), no son independientes ya que podemos obtener cualquiera de ellas a partir de las
restantes. La ecuacién (6) tiene informacién de la atraccién gravitacional, puesto que muestra que el término p+ 3p
es la densidad de masa gravitacional activa. Luego, la ecuacion de estado para el vacio estd dada por

Pvac = —Puac » (8)

lo cual conduce a una densidad negativa

Puac + 3pvac = *2,0vac 5 (9)

donde podemos representar los efectos del vacio como un fluido con ecuacién de estado dada por (8) o como una
constante cosmolégica efectiva

Avac = 8T Pvac - (10)

El problema es que, en teoria cudntica de campos, el vacio es como un conjunto infinito de osciladores, cada uno
con energia oscilatoria de punto cero %hw;€7 da un valor divergente para la energia de vacio E,,.. Para resolver esta
divergencia es necesario realizar una regularizacién de energia; asi, la densidad de energia de vacio es estimada por
Weinberg [15], es del orden

< Poge >R 2x 10" GeV? | (11)

mientras que el valor de la constante cosmoldgica medida, determinada a través de observaciones astronémicas, es
del orden de

Pobs = 1074 GeV* . (12)

Entonces existe una gran diferencia entre la densidad de energia del vacio y el valor observado para la constante
cosmoldgica, esto indica una discrepancia entre GR y la Teoria Cuantica de Campos. Una posibilidad es que las
ecuaciones de campo de la Relatividad General no son las ecuaciones efectivas para la descripcién de las interacciones
gravitacionales. Tomando en consideracion este 1ltimo punto, una de las propuestas hechas por la comunidad es
tomar como ecuaciones efectivas a las ecuaciones de Einstein sin traza, las cuales son

1 1
Rab - ZRgab =8m (Tab - 4Tgab) P (13)

como veremos, en esta teoria no existe discrepancia entre los valores pops y < ppac >- Al modelo cuyas ecuaciones
de campo son las ecuaciones (13) se le cono ce como Gravedad Unimodular, este modelo ha sido ampliamente
explorado e inclusive fue estudiado por Einstein [17].

Luego, la identidad de Bianchi al ser una propiedad geométrica se satisface independientemente de las ecuaciones
de campo; asi V,G = 0. Por otro lado, la conservacién del tensor de enegfa-momento en este contexto ya no es
una consecuencia de (2); debido a esto, en gran parte de los trabajos relacionados con Gravedad Unimodular se
suele considerar V,7% = 0 como una condicidn adicional, aunque se puede analizar las consecuencias de tener la
no conservacion V, 7 # 0 [18].



Por otro lado, este modelo no tiene el problema de la constante cosmoldgica puesto que el estado base no afecta
la curvatura del espacio-tiempo; en efecto, para un fluido perfecto la fuente de materia estd dada por el tensor sin
traza

1 1
Tab - ZTgab = (P +p) <uaub + 4gab> y (14)

note que la materia sélo aparece en las ecuaciones de campo en el término p + p el cual, por la ecuacién (8), es cero
en vacio.
Ahora, tomando la derivada covariante de (13)

1 1
ve (Rab - 4Rgab> =87V (Tab - 4Tgab> ) (15)

luego usamos (2) y la condicién adicional (3) para obtener
Vy(R+81T)=0.
Resolviendo lo anterior
R+81T =4A . (16)

donde A es una constante de integracién. Luego, empleamos (16), y eliminamos T de (13), se obtiene que
1 -
Rap — §Rgab 4+ Agap = 8T,y . (17)

Es decir, se obtiene una ecuacién de campo similar a (1) pero con una constante cosmoldgica efectiva A que no guarda
relacién alguna con Ay,qeq0- Dada la ecuacién (17), se suele decir que se recupera la descripcién de la Relatividad
General. Sin embargo, esta proposicién no es del todo correcta por dos razones. La primera es que considerando
la descripcién que se ha dado hasta ahora de Gravedad Unimodular, existe una indeterminacion de las soluciones
en cuanto al nimero de ecuaciones en componentes e incognitas, g,,, (nueve y diez respectivamente); lo cual serd
resuelto al imponer una constriccién sobre \/—g, por lo que esta ecuacién también deberia resolverse. Mientras que
la segunda razén es que, para la deduccién de la ecuacién (15), se impuso el hecho de que V*T,, = 0 ; es decir,
Relatividad General (GR) y Gravedad Unimodular (GU) son equivalentes bajo el supuesto de que la divergencia
del tensor de energia-momento es cero. Sin embargo, haciendo uso de la accién de materia, se mostrard que la
ley de conservaciéon que se sigue en GU no es VT,;, = 0, por lo cual dicha proposiciéon en general no es cierta.
Precisamente, en este trabajo exploraremos GU partiendo de una accién.

2.2. Ecuaciones de campo en Gravedad Unimodular

Sea (M, gqp) un espacio-tiempo de dimensién 4 en GU, con la siguiente accién
a 1 3 a
Sl é) = [ 5 (BV=G 4 NV=g - e + Sulg™. 4], (18)

con g% la métrica inversa de gqp, A un multiplicador de Lagrange, g es el determinante de las componentes de gqp,
k = 8m, f es una funcién suave no dindmica (es en realidad una densidad escalar). La accién de materia es

Surlg™, ¢ = / Lar(g™. 6)v—gd'z,

L es la densidad lagrangiana de materia y ¢ describe colectivamente a los campos de materia. Ahora, si hacemos
la variacién de S respecto a g*® y A obtenemos

1 -
8Salg™, A ] = / P (6Rabg“b\/—g + Rap0g**/=g + R6V/=g + Aov/=g + (V=g — f)(SA) d'z + 35S,
ademas se usa el hecho de que f es una funcién no dindmica y también usando el hecho de que 6/—g =

— % V/=099a509?, tenemos

1

1 1 N
5Sulg™ A, 0] = / P { <Rab — 519 — 2>\gab> 69°°/=g + 0Rapg"* V=g — +(v/—g — f)5/\} d*z + 5Swr,



luego para el segundo término usamos que
6Rab - Vc((srga) - vb(érga) ’
y también
1

Vv
v—9g

9a(V=gv") .

Asi

1 1 1
—0Rug""\/—gd'z = / e | 5=9""0T5, — 5—=g°°0Ty, | d'x. 19
/2'% abd g c 2,{9 ba 2,{9 ba ( )
Lo anterior es entonces la integral de una divergencia, si usamos el teorema de Gauss podemos expresar como una
integral de borde. En este trabajo consideraremos que el espacio-tiempo no tiene frontera por lo tanto los términos

de borde se anularan. Por otro lado

6Sn = / ——V;gTab(sgabd‘lx, (20)

con

2 6 (Lum(g™, d)vV=9) '

T =~ = 54 (21)
Susbtituyendo (21) en (20) obtenemos
8Sam[g® N, @] = /i {Rab - %Rgab - %Agab - nTab} 5g°0/—gdtz + / i(\/jg — f)ord*z .
Después imponemos 65 = 0 obtenemos
Rap — %Rgab - %Agab = KTu (22)

tomando la traza de (22) obtenemos
1
A= —i(liT +R),

donde T := ¢**T,;,. Podemos reescribir las ecuaciones como

1 1
Rab - ZRgab =K (Tab - 4Tgab) P (24)

J=g=1F, (25)

son las ecuaciones de campo en GU. Note que (24) es una ecuacién sin traza por lo que en términos de componente
son nueve ecuaciones, mientras que la ecuacién (25) es una ecuacién de constriccién, entonces esta familia de modelos
el elemento de volumen es fijo. En este trabajo consideramos que solamente los objetos dindmicos transforman bajo
difeomorfismos. Ya que f es no dinamico, no transforma bajo difeomorfismos. Como consecuencia de este hecho, la
accién (18), no serd invariante bajo todos los difeomorfismos, como en GR. En vez de ello, s6lo sera invariante bajo
un sub conjunto de ellos. Para notar este tltimo hecho, primero consideremos un espaciotiempo en vacio; es decir,
S no aparece en la ecuacién (18). Asi, la accién estd dada por

S[gavs N = / <Rv —9+ V-9 - f)) d'z. (26)
Luego consideramos la variacién de S[g?°, A] bajo difeomorfismo, entonces

59 = / <5Rabg“b\/—71 + Rap/=969"" + 6(v/=g — f) + Ao/ —9) d'z,

1 1 .
= / <(Rab = 5 R0ab = 5A00)09"" V=g + ON(V=g — f)) d*z + /3c (g“b5C§a - 9“505,’@) d'z



donde usamos de nuevo (19) y que §\/—¢g = —%./—ggabég“b. Asfi la segunda integral es un término de borde, ya que
nuestro espacio-tiempo no tiene borde dicho término es cero.
Luego, reescribimos las variaciones como

592 = £§g“b = —oviegh (27a)
OA =LA =8V (27Db)

Substituyendo las ecuaciones (27) obtenemos
o5 = [ (R~ 3Ram = Pau)=5(-27€) + € VNV - ) s (29)
— [ (-26u¥" V= 4 AV + VAT~ €VaN ) (29)
donde usamos que Ggp ¥ gap SON tensores simétricos. Ademéas debemos notar que

—2Gp V=g = =V (2Gut") V=g +y/"%€p\ﬁ = -V (2Gu€")V=9.-

También

Agab V=g + E9Vad = AVol" V=g + £°ValV/=g = Va(AE")V 9.,

De lo anterior obtenemos
68 = /—gavaxfd‘*x,
f "
V= d4x+/)\Va £ | /=gd*x,
g ( H«E g
- [, (L) vEaia,
v—9g

el primer término se anula por ser un término de borde. Luego, on-shell obtenemos

5S = / AV &%/ —gdiz .

Es decir, que 65 = 0 si y sélo si V,£% = 0, la accién S (18) sblo es invariente bajo difeomorfismos a lo largo de
vectores con divergencia igual a cero.

Para obtener una ley de conservacién de GU, debemos considerar que la accién de GU en vacié sélo es inva-
riante bajo difeomorfismos con divergencia igual a cero; entonces Sj; debe ser invariante solo bajo este tipo de
difeomorfismos. Entonces para tales variaciones

0=106Su = /5(55;;;1)_9) sg*tdtz + / 75(51\;[% —9) Spd'z .

Luego, suponemos que ¢ satisface las ecuaciones de campo para la materia. Por lo tanto 6(Lpy+/—g)/d¢ = 0.
Entonces

0= / EMV=9) 5 angi,
5gab

——'2_gTab5gabd4a: ,

donde usamos el tensor de energia-momento canénico (21). Luego usando la expresién (27), podemos expresarlo en
términos del campo vectorial sin divergencia

0= / V=9Tap Vel d . (30)
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Para poder obtener una ley de conservacién de (30), el campo debe ser completamente arbitrario; y dado que
elegimos campos sin divergencia, £* en (30) no lo es. Sin embargo, podemos expresar £ en términos de un campo
completamente arbitrario a traves de

£ = e"Vyaeg . (31)

Donde €%¢? es el simbolo de Levi-Civita y a.q es un tensor antisimétrico genérico. Veamos que el campo &% tiene
divergencia igual a cero ya que

Vaga = va(eabc‘ivbacd) y

= eabcdva vbO[cd )

1
= Eeade (VQVb — vbva) Aed

1
= §€ab6d (Rabc eacd + Rabd eace) 5

abed e
=€ R[abc] Qed
=0.

Luego con ayuda de (31) reescribimos

0= / V=9Tap V(" V carge )d |

= e“deVdVeTecaab\/—gd‘Lx , (32)

donde en multiples ocasiones se usdé que los términos de borde son cero. Dado que a4, es un tensor arbitrario,
tenemos

eabedyy ,VeT,. = 0. (33)

la ecuacién (33) es precisamente la ley de conservacién de GU, la cual puede interpretarse como el rotacional de la
divergencia de Ty, es cero. Claramente, la ley de conservacién de GR, V%Ty;, = 0 es un caso particular de la ecuacién
(33) puesto que la materia tiene mayor “libertad” en GU. En este sentido, decimos que es una teorfa mds grande
que GR. Queda claro que dada la ecuacién en general, a pesar de que la constriccién siempre puede resolverse, GU
no es equivalente a GR.

Una manera natural de estudiar la no conservacién del tensor de energia-momento, es definir la corriente

Jo = VT , (34)

en el caso de GR J, =0, y para J, # 0 estudiaremos teorias que violan la conservacién de energia. Ya vimos que
insertando la solucién general £ = €V, a4 para una 2-forma a4 arbitraria. Deducimos que el requisito de que
la accién es invariante bajo difeomorfismos que conservan el volumen (45, = 0) implica en el lenguaje de formas
diferenciales [19] dJ = 0. Para espaciotiempos simplemente conexos, esta condicién se reduce a que existe un campo
escalar ® tal que

J=dd (35)
con d, derivada exterior y por lo tanto

dJ =d*® =0, (36)
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Entonces, si la accién de la materia es solo invariante bajo difeomorfismos que conservan el volumen, entonces J
introducira desviaciones de la GR. Explicitamente en el lenguaje de formas diferenciales para un campo escalar
O = d(t,r,0,¢) la expresién (35) es

0d 0® 0d

—dt + —dr —d@ d
J= gt gyt ¢ s
= Jydt + Jpdr + Jodf + Jypdo |
es decir
0P
Jo = Er (37)

Y la expresion (36) explicitamente es

(0, o, 8y 0J; aJs 0J;
dJ—(at ar)dt/\dJr(at ao)thdG—i—(at a¢>thd¢

8Js 0, 0T,  0Jy o, 9J,
+(8r ae)dwdﬁ((% 8¢)d9Ad¢+(a¢ 8r>d¢/\dr,

dJj =0,

en el dltimo paso se usé (37) y que las parciales conmutan. Con dat A dz¥ = da# ® dat — dz¥ & dzV,

* =r,0,¢ y ® producto tensorial. Observamos que la corriente que definimos en (34), con la que estudiaremos
violaciones a la conservacién de energia, debe cumplir el requisito (37), es decir, es el gradiente de un potencial
®, en ese sentido, decimos que las violaciones de la conservacién de energia y momento estdn permitidad en GU
siempre que sean integrables resolviendo (37). A ® (37) le llamaremos potencial de GU.

2.3. Solucién en simetria esférica y en vacio a las ecuaciones de Gravedad Unimodular

En este trabajo posteriormente estudiaremos particulas de prueba en presencia de un campo gravitacional en
la regién exterior de un cuerpo muy masivo como el Sol. En vista de esto, usaremos coordenadas (¢,r,0, ¢) tipo
Schwarzschild [20], y analizaremos el resultado demostrado en [21] en este, se resuelve las ecuaciones de GU (24) en
simetria esférica y en vacio (Ty, = 0)

1
R, — ZRgab =0, (38)
partiendo del elemento de linea en simetria esférica mas general
ds®> = —A(T,r)dT? + 2B(T,r)dTdr + C(T,r)dr* + r* (d6> + r* sin >d¢?) ,

donde A, B, C, son funciones de tipo C? arbitrarias. Considerando una transformacién de coordenadas de la forma
T — —|—h(T T) con h una funcién C? que nos ayude a prescindir del término d7Tdr, después se puede simplificar a

ds® = —e™ T dT? + " T dr? + ? (d6 + r* sin® 0d¢°) (39)

con v y A se relacionan con A, B, C'y h a través de una ecuacién diferencial. Luego, empleando la métrica (39),
podemos resolver las ecuaciones de GU en vacio (38), obtenemos los siguientes resultados

donde la prima sobre las funciones denota derivada con respecto a r y el punto derivada con respecto a t. Resolviendo
(40)

n=n(r),, (42)
usando este tltimo resultado para resolver (41)

m(T,r) = a(T) —n(r), (43)
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si se usan (42), (43) para simplificar las ecuaciones de GU en vacio (38) en vacio.

n
e —1
n" —n'? -2 s— =0,
r

cuya solucién es
5 C
n(r)=—In (k‘r + -+ 1) , (44)
r
con ¢y k constantes. Entonces usando (42), (43), (44) para reescribir el elemento de linea (39) obtenemos

2M 2M -
ds? = — (™ (1 =y Aﬁ) dr? + <1 -4 Aﬁ) dr? +r? (d6” + r?sin® 0d¢?) |
r r
considerando un cambio de coordenadas, t = ¢(T), de la forma ¢(T) = [exp((T)/2)dt + cte , podemos a su vez
reescribir lo anterior como:

ds? = — f(r)dt® + h(r)dr? + r2(d6? + sin? 0d¢?) , (45)

flr) = (1 - 274—1\24 + Ar2> , (46)
1

"= 5w "

Este 1ltimo resultado significa que cualquier solucion esféricamente simétrica y en vacié a las ecuaciones de GU
(38) es un espacio-tiempo estético. Ademds, de (45) obtenemos las siguientes soluciones a las ecuaciones de GU en
simetria esférica y en vacio;

1. Métrica de Schwarszchild-De Sitter con M =0, A > 0.
2. Schwarszchild-Anti-de Sitter con M =0, A < 0.
3. Schwarszchild con M # 0, A = 0.

Esto debido a que las ecuaciones generales de GU (24) son equivalentes a las ecuaciones de GR [21] con constante
cosmoldgica siendo ahora una constante de integracién (22), obtenemos entonces el resultado consistente.

En general no se conoce la trayectoria de una particula de prueba y puntual en GU. En este trabajo deduciremos
dicha trayectoria con el método del préximo capitulo.
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3. METODO DE PAPAPETROU

3.1. Descripcion del método

Resolver las ecuaciones generales de movimiento en GR es un problema sumamente complicado, debido a que,
debemos determinar la trayectoria y simultdneamente determinar el efecto gravitacional que este cuerpo genera
[22]. Una primera aproximacién es suponer que unja de las particulas es muy pequenia a comparacién del resto,
de modo que su efecto gravitacional puede ser despreciado. A este tipo de particulas les llamaremos particulas de
prueba y el objetivo serd encontrar su ecuacién de movimiento en presencia de un campo gravitacional (generado
por el resto de los cuerpos) y violacién a la conservacién de la energia y momento.

3.2. Caso de Gravedad Unimodular: Tensor de Energia-Momento no conservado

Para resolver las ecuaciones de movimiento, con no conservacién del tensor de energia momento, al igual que
en GR, una primera aproximacién es considerar particulas de prueba cuyo efecto gravitacional es despreciable a
comparacion del resto.

El método de Papapetrou [22] consiste en suponer que la particula de prueba es pequenia y estd descrita por
un tensor de energfa momento 7% cuyo soporte espacial es mucho menor que el radio caracteristico del campo
gravitacional y la curvatura que genera puede ser despreciada respecto al espacio-tiempo de fondo. Al evolucionar
la particula formard un “tubo de mundo”, en el espacio 4-dimensional. Dentro del tubo de mundo se escoge una
curva tipo temporal arbitraria, con coordenadas X*, que representara a la particula. Para obtener resultados sin
ambiguedad se hara la aproximacion de particula puntual. Este consiste en suponer que el tensor de energia-momento
de la paricula serd distinto de cero s6lamente en una bola de radio R, centrada en X* y cuando tomamos el limite
R — 0 se obtendra la aproximacién deseada, ver Figura 1.

Después se realizard una aproximacion multipolar, que considera la estructura interna de la particula. Por simpli-
cidad se considera la expansién a orden cero, es decir el caso monopolar, que corresponde a una particula puntual,
sin momento angular intrinseco.

#(s)

Figura 1: Diagrama de espacio-tiempo del método de Papapetrou: una particula forma un “tubo de mundo”, en el espacio 4-dimensional,
dentro del tubo de mundo se escoge una curva tipo temporal arbitraria, con coordenadas X*, que representa a la particula.

Podemos escribir las hipétesis anteriormente mencionadas, de la siguiente manera

1. Se conoce la métrica de fondo ggp.

2. Se tiene la no conservacién V,7% = 5%, con la densidad j° = \/=gV,T%, 7% = /=gT* y T es el tensor
de energia momento de la particula.

3. Escogemos coordenadas z*, tales que 2° = t es la coordenada temporal. Ademas si X* = X (), denota la
posicién de la particula, entonces 7" sera diferente de cero solo en una bola de radio R centrada en X y al
tomar el limite R — 0 se obtendra la aproximacién deseada.

4. Si se define dz® = z* — X* y se consideran integrales tridimensionales (en hipersuperficies ¥; de coordenadas
de t constante), entonces, fgf TP £ 0, fgf Sxhreh = fz, dxtéxv T8 = 0, siempre que aparezca un factor 6z
0 més. 4 4 ‘
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De la hipétesis 2, se derivan las ecuaciones de movimiento de una particula monopolar. La ecuaciéon dindmica se
escribe en la forma

<l
| |

Valv/=gT*),
ValV=9)T + =gV T,
Oa(\/=g)T*F —TH /=gT*? + \/=gV T . (48)

Al usar T4 | = 0y In\/—g en (48), obtenemos 38 = /=gVaT?, por otro lado al substituir

Vo T = 9,7 + TPT + TTP

vo )

n (48) obtenemos

Var® = 0a(V=9)T*" — VZgPT™ /=90 T + /=gPET™ + V=gL T
= 0a(V=gT*") + V=gT*"T%, ,
J7 = 0aTf 4 7T, )

La ecuacién de no conservacion puede ser escrita como

.T(aa’YTV)’Y + ir(arz)ﬁTH’B _ x(ajl,) 7

donde simetrizamos lo anterior y luego sumando a ambos lados la densidad tensorial simétrica 7(®) = 7o

T(al/) + x(aaﬂ_l/)’)’ + x(al—wz)ﬁTuﬂ _ x((xju) + T(ay) 7

introduciendo una delta de Kronecker se obtiene

837(& v « v ay av amV
am’yT)v_HE( B, = @) 4 rler) _ g F#)BTMB’
simplificando
0 (a_v)y (av) av (apV) _upB
e (22 0r7) = 29 + 7 — 2O T (50)

Integrando la expresién (49), con dv el elemento de volumen de coordenadas 3-dimensional de X;

orhe ~
T —dv = —/ Fﬁuled’U —|—/ FPdv ,
z, Oz =y poM

al desarrollar la integral del lado izquierdo se obtiene
Ba 80 Bi
8T—dv = / or dv +/ aT—,dv ,
>, 8%‘0‘ oM ot bR ox?
0

d :
— % 5, Tﬁod’l} + f t i 7ld/U .

En el paso anterior se usa el teorema de la divergencia, y entonces

d -
— [ % = 7/ FfwT’“’dv Jr/ Pdv , (51)
dt Js, = =

integrando la expresién (50)

o -
Y o (a v)y dv = (a I/)d / vy / (aFV) uﬁd
/EtaxV(x 77 dv /Etx 77 dv + EtT v th LaTHdv
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desarrollando la integral del lado izquierdo se obtiene

0 0 o .
(. _v)y _ (o, )0 (o, v)i
/,, ) ,Y(CL’ T )dU—/t 9t($ T )dU—i—/ ‘9 1(33 T )dU7

3t
d ! 0
:ﬁ/th(aTv)0+W+W
entonces
& wtern = [ et [ wovao— [ sterota. (52)
dt v, bR =y 5y

Las expresiones anteriores se expanden como z% = X< + dz“, a orden 0 en Jz.
Por el momento las ecuaciones obtenidas son vélidas, a cualquier orden de expansién multipolar. La aproximacion
que toma en cuenta la estructura interna viene del desarrollo

B

ors,
e, = oI, + oﬁéx + ..., (53)

el subindice 0 significa que estd evaluando en X®. Substituyendo esta serie de potencias en (51) y usando la
aproximacién de 6rden 0 de dx®

d

— [ Pdv=— OFﬁy/ ™ dv +/ 7Pdv . (54)
dt oM oM

Zt

sustituyendo de nuevo (53) en la expresién (52), y usando de nuevo la aproximacién monopolar en los simbolos de
Christoffel

d ~ v
Z | gplag)o :/ gc(aj”)dv—i-/ TYdv — OFL[,/ 7Py | (55)
dt pon b p PP

simplificando la notacién ol =I5 También evaluamos en 2% = X *(t)+0z® y usamos el hecho que despreciamos
las expresiones con factores dz® como fEt dztTB = 0. Asi,

d -
()0 _ (aTv) av v a) B
T ZtX TV = ZtX j dv—i—/ZtT dv—T 5 ti THPdy |

usamos la regla de Liebniz

dx(® d - v
/ PO xle— [ 0= X(O‘/ j”)dv+/ dy — X(°T )ﬂ/ ™ dy
dt it dt pa P p a P

(54)

en el segunda expresién usamos (54)

dx(« Y - ~ v
/ TV)O—X(C'FN)B/ T“Bd’l}—‘y—X(a/ j”)dv:X(“/ j”)dv—i—/ Ta”dv—X(aF#)ﬂ/ v ,
dt Jy, /. boM s, M =,

=t

y restamos los términos subrayados a ambos lados de la igualdad se sigue la cantidad

dX (@ /
Tdy = 0 56
/E | i | (56)

0

_ dX“

definiendo el vector tangente u® = “5;—, con A el pardmetro affn a lo largo de X<, u” = j—; y

M z/ Tdv (57)
5y
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reescribimos el lado derecho de (56), usando (57), como

la expresién (56) toma la forma

con v =0es

despejando la componente a0

axe b0, dX*d\ 0
7 /E,,T dv = o\ dt/E,,T dv ,

MY — u(aMu)O ,

MaO _ uaMOO + UOM(XO
= 5 ,

0 u® 00
a0 __
M _2—u0M ,

donde v = dt/d\ € (0,1]. Usando (59) en (58) obtenemos

MY = muu”
MO0

M=y 0

)

Luego usamos la relacién (57) en la expresion (54)

usando (60) en lo anterior

desarrollando y dividiendo entre m

d @ «@ v e
GO0+ T 00 = [ e,
PN

d ~
— (maulu®) + o mutu” = / j%dv
dt .,

du® 1 .
(muo) + UOW + I’ﬁuu“u” = E/x 7%dv ,
t

dado que u® = dt/d\ podemos reescribir lo anterior como

UOL

Wa (muo) + U5V5ua =J¢ 3

donde usamos que u’Vu® = % + Fguu“u” y J*=(1/m) fj"dv. Multiplicando lo anterior por u,

1 d 0
i gy () = e
donde se usa el hecho de que u*u, = —1 por lo tanto u,(u”V,u®) = 0. Luego sustituyendo u"

substituyendo (63) en (62) obtenemos

1
B () g,

Tmdtda \an"
1dm o
T T e
uBVQ’UJa:Ji,

J¢ = J% (65 +uug) ,

17

(62)



con J¢ las componentes de la proyecciéon de J¢ ortogonal a u®. Este ultimo resultado serd usado posteriormente y
es un tipo de ecuacién para particulas puntuales y de prueba sin conservacién de energia.
Sin embargo es importante observar que en cualquier expresion de la forma

utVu” = JY(t,r,0,9) , (65)

donde el lado derecho de (65) es una corriente arbitraria, automaticamente JY serd ortogonal a u”, ya que del
simple requisito cinemético u*V ,(u,u”) = 0 [18] se sigue

u, (W*V,u") =0,

u,J| =0.

Posteriormente estos resultados se utilizardn como un paso intermedio del procedimiento de aproximacién a la
no conservacion del tensor de energia-momento. Por ejemplo, si consideremos un pequeno planeta giratorio que se
mueve alrededor del Sol. En la primera aproximacién, se tratard como una particula monopolar. En el siguiente paso
se tiene en cuenta el espin (su momento angular respecto al centro de masa), que trata al planeta como una particula
polo-dipolo; [22]. También hay términos multipolares superiores que se pueden considerar de manera similar. La
justificacién de este procedimiento radica en el hecho de que la importancia de los multipolos superiores disminuye
rapidamente cuando la particula es muy pequena; esto es asi porque los términos adicionales correspondientes a un
multipolo de orden n contendrén el factor (R/r)™, con r la coordenada radial, y R el radio de la bola.

En este trabajo estudiaremos particulas de prueba en presencia de un campo gravitacional debido al Sol. En
virtud de esto, usaremos coordenadas tipo Schwarszchild. Como ya vimos, cualquier solucién a las ecuaciones de
GU en simetria esférica y en vacio debe ser un espacio-tiempo estéatico. Por lo tanto, buscamos la corriente mas
general J¢ (¢, 7,60, ¢) compatible con todas las simetrias de un espacio tiempo estdtico y esféricamente simétrico, con
4 vectores de Killing £ =T, 4., 4,,¢., tal que £¢J; = 0, dicha corriente se deduce en el apéndice A y estd dada por

Ji:J%ﬁ<;>a+JWﬂ(;>a. (66)

4. ECUACIONES DE PARTICULAS DE PRUEBA Y PUNTUALES CON PERDIDA DE ENERGIA

En este capitulo se consideran el caso de particula puntual (que corresponde a una particula monopolar, sin
momento angular intrinseco) y de prueba (cuyo efecto gravitacional es despreciable a comparacién del resto de
cuerpos), con pérdidas de energia debidas a la no conservacién del tensor de energia-momento deducida en la
expresion (64). Posteriormente, usaremos la cantidad conservada asociada al momento angular ¢, la norma de la
cuadrivelocidad y una serie de pasos algebraicos para encontrar una ecuacién en términos de la energia cinética y
un potencial efectivo. De la expresién (64)

du®

ot Leucu® = Jg(r), (67)

donde recordemos que u® es perpendicular a la corriente J¢.
J(rue =0 (68)

El objetivo es desacoplar las ecuaciones de particulas puntuales con pérdidas de energia , para un espacio-tiempo
esféricamente simétrico y estético cuya métrica sea (45)

f'(r)

t+ 0 it = Jr), (69)

L flr) (r) . roo. rsin?6 . -
T T U T (i T A (70)
6+ %7"9 —sinfcosfd? =0, (71)
b 26+ 200006 = 0. ()
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Para esto recordemos que para un campo de Killing k% el cambio respecto al pardmetro afin A de la cantidad uqk®
es

i (ugk® ;) = u’Vv, (ugk®) |

dA
0
= (ubvbua)k“ +W
= J. k%,

donde el segundo término es cero por la ecuacién de Killing, y en el primero se usa (64).
De la expresién anterior se sigue que la cantidad £ = £, = u,(0y)® es conservada, debido a que j® = 0. Por lo
tanto escribimos

0 =r%sin®0¢ .
Por otro lado, como la métrica tiene simetria esférica escogemos el plano 6 = 5. Se tiene entonces que

b=t (73)

r2

Resulta que podemos hacer un andlisis de potencial efectivo pues la tangente a la curva tiene norma constante, es
decir

u'Vy (ubub) = 2upu’Vaub |
= 2’U,bJj)_ ,
=0.

Por lo tanto usamos la norma de la cuadrivelocidad
gabuaub = —Kk,

donde k = 1 con geodésicas tipo tiempo, k£ = 0 tipo nulo. Se tiene

2
—F () + h(r)i? + 1202 + 12 (:;) =—kK, (74)

usando la cantidad conservada (73) obtenemos

) 1 ) 62 1/2
Derivando la expresién (74) respecto al pardmetro afin
/ .2 Ly Vi .. D 262 .
—f(r)it* — f(r)2tt + b’ (r)i7 + h(r)2ri — = 0,
(76)
despejamos t
. f'(r)y .. R(r)7>  h(r)ri 027
t=— 7t + el + —_ — -, 77
O R ORI IOF: (7

sustituyendo la expresién de ¢ (77) en la ecuacién de particulas de prueba y puntuales con pérdidas de energia para

t (69) obtenemos

. RB(r) 7 h(r) i 2
7t + —- + o T 3

2f(r)  2f(r) ¢ f(r) & r3f(r)

Ahora usaremos la expresién (68) que nos dice que J{ es ortogonal a la cuadrivelocidad u®.

F=T (78)

—F(r) I+ h(r)JF =0,
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y despejamos J¢

h(r)
Jh=—==J". 79
70 "
Substituyendo (79) en (78) y simplificando
fl) W) o £,
on(r)’ Tom() T Ree
Usamos (75) en esta tltima expresién
LS 2 BN W),
7+ 37 (r)h(r) K+ h(r)r= + 2 + 2h(r)r s J", (80)

por otro lado de la ecuacién de particulas de prueba y puntuales con pérdidad de energia para i (70) con 6 = 7 y
usando la cantidad conservada (73) se llega a

sy J0) o W) o (0N
oyt T o) T <r2> =7,

en la cual, substituyendo la cantidad (75), se recupera la expresién obtenida en (80).
Por lo tanto, tenemos sélamente una ecuacién para r, la ecuacién (80), que se puede reescribir como

L L) W) e () e e
= — | - =J" 81
3 (T 500) 7w () s =) =y
observamos que el segundo término del lado izquierdo de (81) corresponde a una fuerza de friccién,la cual no consi-
deraremos en este trabajo, por lo tanto para resolver la ecuacién (81) consideramos espacios-tiempo, esfericamente

simétricos y estdticos, que cumplen una condicién que siempre se cumple en GU [21], la cual es (47): h(r) = 1/f(r),
y por lo tanto se satisface

Por otro lado, muliplicando (81) por h(r)f(r)r simplificamos y usando la identidad d% (%f(r) <;<;+ %)) =
31(r) ("€ + f—i) - f%f(?") obtenemos

2 [3rome? + 350 (4 )] = —s0m5 0

o

De nuevo si consideramos las hipdtesis que siempre se satisfacen en GU (46): h(r) = 1/f(r) ,y (37): j"(r) = — 5,

con ® el potencial del que se deriva j*
d 1., 1 0?2 _dd(r(N)
Y [27" +5/0) (*’"W)] =TT
entonces

A i b+ ) 2200

obtenemos las expresién

2
%7"2+%f(7“) <I€+f2>+(I)(T)E,

con F una constante, que interpretamos como la cantidad conservada en GU, pero no proveniente de un campo de
Killing temporal, como lo seria la energfa en GR. Para coincidir con la notacién estandar restamos 1/2 a ambos
lados

1

§¢2+%f(7~) (ﬁ+f2)—;+q>(r)=g, (82)
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con

1
E=FE——, (83)
2
Entonces con k = 1 podemos escribir una ecuacién que se parece al de una particula de masa m = 1, unidimensional
de la forma

1
7;2—|—Vef(7’) =&,

2
donde
1 0 1
Ver(r) = §f(7") (’14'742) —3
M 2 M2
=—— 4+ ——-—+(r). 4
r +2r2 r3 +2(r) (84)
Es importante notar que si tuviéramos un campo vectorial de Killing T = (9/9t)%, tendrfamos una cantidad

conservada e = f(r)t y por lo tanto, recuperamos la cantidad estandar usada en libros [23]. Esta expresion (84)
puede verse como una perturbacion al potencial efectivo de GR. Posteriormente esto servird para calcular posibles
desviaciones al valor predicho en mediciones de experimentos como Deflexién de la luz, Retraso temporal de shapiro
y Precesién del Perihelio.
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5. PARAMETROS PPN

5.1.  Aproximacion Post-Newtoniana

En esta seccién hablaremos del formalismo que se usard para acotar los parametros de un potencial de GU.
Usando las cotas experimentales de los pardmetros post Newtonianos. La aproximacion posnewtoniana se basa en
la suposiciéon de que los campos gravitatorios dentro y alrededor de los cuerpos son débiles y que los movimientos
de la materia son lentos en comparacién con la velocidad de la luz. Esto significa que uno puede caracterizar el
sistema en cuestiéon por un pequeno parametro €, dado por

e~ (v/c)® =~ GM/ré® ~ p/pc? (85)

donde v, M y r denotan la velocidad caracteristica, la masa, y tamano del sistema respectivamente; p y p son
la presién y densidad caracteristicas dentro de los cuerpos; G y c¢ son la constante gravitacional de Newton y
la velocidad de la luz, respectivamente. Luego se incorpora esta aproximacion a los métodos, para resolver las
ecuaciones de campo de GR. Sin embargo, esta no es la forma mas util para los calculos reales, para los cédlculos
posnewtonianos, una forma mucho mas 1til es la conjunto de las llamadas ecuaciones de Einstein relajadas:

Oh*? = —167(G /c*)ToP

Donde 0 = —8%/0(ct)? + V2, es el operador de onda de espacio-tiempo plano, h*? es un “potencial gravitacio-
nal”, dado por h*8 = n*f — (g)l/Qg“ﬁ, donde g = det(gag), y escogemos un sistema de coordenadas que cumple
Ohap/0x3 =0, xo = ct. Como asumimos que la gravedad es débil, el campo hqpg es “pequeilo”.

La aproximacién post-newtoniana ha sido eficaz como herramienta para interpretar pruebas experimentales. Esto
se debe a que, podemos estudiar una gran variedad de teorias de gravitacién, pues resulta que solo un conjunto de
coeficientes numeéricos en la expresién posnewtoniana para la métrica varian de una teoria a otra. De este modo uno
puede abarcar una amplia gama de teorias alternativas, simplemente introduciendo parametros arbitrarios en lugar
de los coeficientes numéricos. Esta idea se remonta a Eddington en 1922, pero la parametrizaciéon post-newtoniana
PPN fue completamente desarrollado por Nordtvedt y por Will en el perfodo 1968-1972 [24, 25, 26]. El marco
contiene diez parametros: -, relacionado con la cantidad de curvatura espacial generada por la masa; (3, relacionado
con el grado de no linealidad en el campo gravitacional; también existen &, a1, as v as que determinan si la teoria
predice que los experimentos gravitacionales locales podrian producir resultados que dependen de la ubicacion o la
velocidad del marco de referencia; y finalmente ¢, <2, ¢3 ¥ 51, que describen si la teoria tiene leyes apropiadas de
conservacion del tensor de energia-momento. En GR, v =1, 8 =1, y el resto de pardmetros desaparecen. Para una
exposicién completa del marco PPN ver [27].

La teoria de GR es consistente con las pruebas experimentales en el sistema solar. PPN es la forma estdndar
en que las predicciones de diferentes teorfas se parametrizan de manera sistemética [23]. Supongamos que tenemos
otra teoria que predice que las particulas de prueba se mueven sobre geodésicas en ese espacio-tiempo. La geometria
fuera del Sol seria esféricamente simétrica, pero diferiria de la métrica Schwarzschild. Las diferencias relevantes para
pruebas se pueden resumir en algunos parametros PPN. La métrica més general, estatica y esféricamente simétrica
se puede poner en la forma.

ds* = — f(r)(cdt)® + h(r)dr® + r?(d6? + sin® 0d¢?) ,

se usa la parametrizacion

2GM GM\?
=1— 283 — hadac
s =1-25 o) (1) (56)
GM
h(ir) =142y ——] . 87
=142 () (57)
Después usamos las cantidades conservadas
e=tf(r),
¢ =1r%sin0¢ ,
luego usamos el plano ecuatorial 6 = 7.
. e
t=—, 88
7 (%)
. L
b= (89)



Ahora con la cantidad.
—F(NEE2 + h(r)i? + 124 = —k |

substituimos los valores ¢, ¢37

2,2 2
e“c 14
—————+h .2 + = =—-kK,
) (r)r 2 K
entonces para trayectorias que usan particulas de prueba y puntuales de materia usamos
2 2
9 € 1 1 V4
_& _ 4+ = 90
" T @) ) < ) )

por otro lado

.9 o 1 e2ct  f(r) 72
et f(r)h(r)l I (’”ﬂ)]' oy

Para trayectorias que usan luz escogemos k = 0 y el pardmetro de impacto b = £/ec, obtenemos

1/2
. 1 1 1
TZEW lbz - ﬂf(r)] . (92)

Usamos la parametrizacién PPN (86), (87), manteniendo hasta términos lineales en € ~ G M /rc?

f(r)h(r) =1+ 2%(7 -1), (93)

Ahora realizaremos las integrales necesarias para la deflexion de la luz, retraso temporal de Shapiro y precesién del
Perihelio.

5.2. Deflexién de la Luz en PPN

Para obtener el dngulo de deflexién de la luz usamos (89), (92)

dp ¢

dx  r2’

1/2
(U S R Y
dx (o) | 2
Encontramos de la regla de la cadena
ds _ do dA
dr — d\dr’
_do Jdr
d\/ d\’

r b2 r?

—1/2
= L (F(r)h(r)? [1 . <r>] .

El angulo de delfexién es 2 veces el dngulo barrido de oo hasta r; por la simetria del problema como se ve en la
Figura 2.
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Figura 2: Deflexién de la luz debido a una estrella. El rayo de luz tiene un pardmetro de impacto b, y se acerca hasta un radio de menor
aproximacién o punto de retorno r;. Figura obtenida de la referencia [23].

—1/2
o dr 1 1
Ag = 2/761 772(f(7“)h(7“))1/2 [w - rgf(r)] :
Ahora usamos (93), (86) para obtener
—1/2
< dr GM V2o GM

GM

c2r

donde 7 es la raiz menor de la ecuacién ctibica b% — T% <1 -2 ) = 0. Entonces r; es el radio més cercano a la

estrella en la trayectoria.

Introduciendo el cambio de variable r = 57 % dw

= —%°, con wy = % obtenemos

—1/2
° dw aM VRl w2 aM

w1

factorizamos b, e invertimos el orden la integral

w1 GM /2 GM e
J— —_ J— 2 — —
Ap = 2/0 dw (1 + 27021) (v 1)w) [1 w (1 2 =R w)} ,

factorizamos en el término entre corchetes
—1/2

ws GM 1/2 GM N\ V2 GM \ !
Ad =2 14272 (v—1 11—~ 11—~ —w?
10) /0 dw( + =N (v )w) ( = w) ( 25 w) w ,

y se realiza expansién de Taylor (1 4+ )™ ~ 1 + nzx, con x = QC;M w.
GM
(1 + 2621)w> — ’UJ2‘| s

wi GM GM
1/2

GM GM |
:2/0 dw(l—i—chvw) <1+202bw>—w] ,

. . . \/ 2 2
simplificando con G = ¢ = 1 se obtiene wy = % + %

Integrando obtenemos

—1/2

es la rafz mayor del factor 1+ 2w — w? =

(y+1)4M
2 b’

reinsertando factores de G y ¢, el angulo de deflexién d¢p = A¢p — 7 es

(v +1) 4GM
2 c2b

Ap=m+

0ddefPPN = (94)
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5.3. Retraso temporal de Shapiro en PPN

Ahora calculamos el retraso temporal en la senal de un radar, que va de la Tierra a un satélite y rebota (pasando
rasante al Sol), para ello usamos (75), (92) obtenemos

a _ e
dx~ f(r)
1/2
a_ e f1_ 1)
ax ~ (fryne)e |2 2l
Encontramos de la regla de la cadena
dt _ didn
dr — d\dr’
_dt fdr
d\/ d\
e 11 e
= (R () [,ﬂ - ﬂﬂr)] ,

calculamos el tiempo trancurrido desde un radio r; de menor acercamiento hasta un radio arbitrario r

, —1/2
trim) = [ arg(FOOO)) 2 1) [;—%m] .

r1

Reflector Reflector

r

Earth

Figura 3: Experimento de retraso de Shapiro. Las ondas de radar se envian desde la Tierra de radio rgy hasta un objeto reflector de
radio rr distante. La senal pasa cerca del Sol hasta igualar el pardmetro de impacto b = r;. Se desvian debido a la deflexién y entonces
hay un exceso de retraso de tiempo entre el envio y el retorno por encima de lo que se esperaria si las sefiales se propagaran a lo largo
de lineas rectas en el espacio-tiempo plano como se muestra en la figura de la derecha. Figura tomada de la referencia [23].

Obtenemos el tiempo de viaje de la senal desde el radio r; hasta uno arbitrario r (Ver Figura 3). Ahora usamos
substituyendo f(r)h(r) de (93), y f(r) de (86)

T GM V2 oem\ 1 1 eem ]’
o) = [arg (14250 0-n) (1-750) |p a0

§ c3r r2 cr

factorizando en el término entre corchetes

_ —1/2
"1 GM /2 2G M\ %2 oGM 1 1
t(r,n):/ b(1+202r (7—1)) (1— ) 1- ) 1172_7 ,

c2r

expandimos en Taylor (1 + )" ~ 1 + nx, con v = =3

~1/2
"1 GM 3GM 2GM | 1 1
t(r,rl):/r g <1+627‘(71)) <1+ 2r > l(1+c%ﬂ)mﬁ‘| N
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expandimos el numerador hasta términos lineales en x

t(r,r1) :/T:2 <1+ GM(2+ ))

Lo anterior puede escribir en una integral de GR més una correccién debido a los pardametros PPN.

"1 3GM
t(r,r1) :/ 7 <1 + 2 )

. ~1/2

Después de integar (95), con G = ¢ = 1, usamos que r; satisface

1+ =)~ (95)

—1/2
2GM 1 1
r

(I+ c2r )b2772

—1/2
2GM | 1 1
r

sustituimos

n (96), obtenemos

trr) = \/r? —ri+ (v + )Mllog

T+ rz—r%] (r—rl)l/j
+ .
1 r+ry
Usando las coordenadas radial de Schwarszchild con centro en el Sol; de la Tierra rqy y radio de reflexién rg, el
tiempo total de viaje para una senal de radar es
Atiotar = 2t(rgy, 1) + 2t(rR,71) -

El tiempo de exceso de viaje es Atyopq; menos el efecto Newtoniano, es decir

AteaccesoPPN - Attotal - 2\/7—7“1 — \/77
reg + ﬁ
=2(v+1)M [log T—EB
1

+ log

7“R+\/W] N <7“@—7‘1>1/2+ (TR—rl)l/Q]
T1 ’

T+ TR+ T

T@—F’/ rr+ T%(l*%) 1_% 1/2 17:71 1/2
=2(y+1)M |log " =+ + 0
1

1
e 7"1 T+ 2 T+ o

Si usamos la aproximacién :1 <1, w < 1, el tiempo de exceso toma la forma

1

=9y +1)M {bg [47"?2”%] + 1} ,

1

2r 2
AlegcesoPPN = 2(’}/+ 1)M |:10g |: 69:| +1 |: :R:| + 1:| ,
1

reinsertando factores de G,c, encontramos el resultado buscado

1) 4GM 1
T e[ 4]

AteaccesoPPN = (97)

7“1
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5.4. Precesion Perihelio PPN

2

Para calcular el precesién en el perihelio de Mercurio usaremos (89) y la expresién (90) con x = ¢* e insertando

factores de ¢? calculamos

dp _ £
dr — r2’
1/2
[ P S B AN
dr f)h(r)  h(r) r2
con 7 el tiempo propio. Encontramos de la regla de la cadena
d¢ _ dgdr
dr  drdr’
_do Jdr
Cdr/ dr’
—1/2
4 GM\\1/2| 5 o 2GM | -1 , 12
:T2(1+2'y<62r>) lce(l— 02r) - c—i—r—Q .

Asi calculamos el d4ngulo barrido desde un radio menor r; hasta un radio mayor ro (ver Figura 4).

Figura 4: El planeta se mueve de un radio minimo 71 a un radio maximo r2 y vuelve al radio minimo. Sin embargo, a diferencia de la
elipse Kepleriana de Teoria gravitacional Newtoniana, la érbita no se cierra y su periodo ya no es el mismo. La posicién angular avanza
ligeramente en cada retorno por un éngulo llamado de precesién del perihelio para un planeta alrededor del Sol. Figura tomada de la
referencia [23].

T2 1/2 -1 2
Aqs:%/ dr 1+72GM e (1-2EY (L 2
o T2 c3r c3r r2

2GM
c2r

r2 M OMG  AM2G2 2 -1/2
A¢:2£/ §(1+72G> {c2e2(1+ 2G+4§>—<2+c2ﬂ ,
r T cr c°r cTr T

1

expandiendo en Taylor (1 + z)™ &~ 1+ na, con & =

donde mantenemos hasta términos hasta orden 1/c?. También hacemos el cambio de variable u = 1/r, entonces
dr — _du. Asf las raices del denominador cumplen 71 < 79, entonces u; = 1/r1 > ug = 1/ra.

,,‘2

b MGu)\ [c%e? 2MGu  AM?G*u? 5 P -1/
s [lan(infE) [ (BT ) (eE)
donde las raices son
B c2e?GM VcBe202 — 502 — 3c4erGZM? + 4cte2 G2 M2
YT 2 4e2GEMR 202 — 4e2G2M? ’
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nombramos las raices del denominador (98) w3 = uy, ug = u_, por lo tanto se puede reescribir (98) como

so=2 [ (1+7MG“) 1 — w)(— )2

2
5 C

y expandiendo hasta orden lineal en GM/? tenemos que el promedio de las raices

w1 + Us 2e2GM GM
2 202 _4G2M2 2 (99)

usamos que e &~ 1 y recordemos que en GR para una elipse que no cierra con excentricidad |e| < 1, semieje mayor
2
a, el pardmetro p = a(1l — €2) = Cf—M, podemos corregir el periodo del primer término de (98) como en [23]

2

TrpN = 5 »
1- 2p’

2GM
c2p

=27 <1+(2+7—5)<G624>2> .

donde el pardmetro p’ en PPN, K.Thorne obtuvo que [28] p’ = M%/B%’ se sigue que la integral corregida es
GM\* = _
U
=27

GM [™ _
—|—2’yc—2/ udu [(ug — u)(u — ug)] 1/2 ,

para evaluar la primera integral usamos el cambio de variable

U — Uy
rT=—",
Uz — U
entonces
e du ! dx /2
2/ :2/7:2/ 2d0 = 2w |
ws /(1 —u)(u — uz) 0o Va(l —x) 0

la cual se integré con el cambio de variable z = sin 6.
Para evaluar la segunda integral definimos

v=(u; —u)(u—us),
y diferenciamos

2udu = (w1 + ug)du — dv,
por lo tanto
0
/"1 udu ~ (ug 4 ug) /“2 du +1/“27
uwy /(w1 —u)(u — up) 2 wo V(= u)u—uy) 2L VU
7
= 5(”1 + UQ) ’
GM
T
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el dltimo término es cero ya que en uq, ug, v1 = vo = 0y usamos (99). El dngulo barrido es entonces

2 2
A¢p = 2r <1+(2+7—5) <ch;4> >+27r7(GCJZ> ,

GM\?
:27r+(2+2’y—ﬁ)27r<c€> )

y el angulo de precesién es 6¢ = A¢ — 27
1 GM\?
5¢precPPN = 5(2 + 2’}/ - 5)67T <0£> . (100)

5.5.  Mediciones de los parametros PPN

Histéricamente, la deflexiéon de la luz por el Sol, fue de las primeras pruebas de GR en 1919, realizada por
Eddington [29] y sus colaboradores, su método se basaba en observar y fotografiar al Sol con una regién del cielo,
antes y después de un Eclipse Solar, entonces la posicion angular de una estrella se desplaza del centro del disco
Solar, y con esto pueden medir el angulo de deflexiéon. Debido a las fluctuaciones en la refraccion atmosférica, estas
mediciones dependian mucho de las condiciones ambientales y tenian un 30 de precisién. A pesar de las dificultades,
las mejores observaciones de 1922 dieron resultados consistentes con v = 1 con precisién del 5% [23].

Actualmente, se pueden hacer mediciones mucho mejores con radiotelescopios colocados en la Tierra, separados
en una linea y apuntado hacia una fuente de radio como un cuasar distante, a este método se le llama: ”long-
baseline interferometry” (LBI) [28]. Debido a que la luz Solar, no interfiere tanto en la banda de ondas de radio
(a comparacién de la luz visible), se pueden hacer observaciones de fuentes de radio con mucha mayor precisién.
Ademas, la interferometria de radio proporciona una resolucién angular mucho mejor que los instrumentos 6pticos.
Las primeras mediciones se realizaron en 1995 con un grupos de ctiasares como los grupos: 3C273, 3C279, 3C48
[30], y los grupos 0111402, 0119411, 0116408 [31]. Atin mds, en 2004 [32] se analizaron casi 2 millones de VLBI,
de observaciones de 541 fuentes de radio, realizadas por 87 sitios VLBI arrojaron el siguiente resultado [33]

y—1=(-08+12)x107*. (101)

Otra cantidad importante es el retraso temporal de una senal de radar, en su viaje de ida y vuelta, enviada
desde la Tierra a un satélite (pasando rasante al Sol). Fué descubierto por Irwin Shapiro [34] en 1964. Las primeras
mediciones se realizaron en la misién Viking a Marte en 1977 [35], la sefial de radar re recibia desde un médulo de
aterrizaje Viking en Marte, dado que no se tiene acceso la una senal "newtoniana”, es necesario medir las variaciones
en los tiempos de viaje de ida y vuelta a medida que llega al satélite y buscar el comportamiento logaritmico del
tiempo como en (97). La mejor configuracién para medir el retraso temporal se da en la conjuncién superior: cuando
Marte , el Sol y la Tierra se encuentran alineados. Entonces el tiempo de maximo retraso es Ateyceso = 247us de un
tiempo de viaje total At;prq = 2.51 x 103s = 41 min [36]. Es por eso que las primeras mediciones de v requerian de
mayor precisiéon en las drbitas para ver el efecto. En 2003 se informé una mejora significativa usando el seguimiento
de la nave espacial Cassini, mientras se dirigfa a Saturno [37], se report6 el resultado

y—1=(21423)x107°. (102)

Finalmente para medir la precesién del perihelio se suele observar Mercurio, debido a que es el planeta mas
cercano al Sol y su orbita tiene la mayor precesion. Sin embargo, la comparacién de la prediccion de GR con la
observacion es complicada, debido a que hay que considerar que el eje de rotacién de la Tierra estd precesando con
respecto a un marco inercial, y que el Sol no es exactamente esférico, induce un efecto del mismo orden que efectos
relativistas [23]. Este habia sido un problema sin resolver en la mecénica clésica durante mds de medio siglo, desde
1859. El valor moderno de la precesion es de 43 segundos de arco por siglo. El desplazamiento del perihelio en PPN,
depende de la pardmetros g, v en (100), las mediciones més recientes provienen de la sonda espacial Messenger
que orbité Mercurio en 2011 [36], mejorando significativamente. Es importante mencionar que se utiliza desde un
principio la medicién de Cassini en v (obtenida del retraso de Shapiro (102)), entonces estos andlisis arrojan la
siguiente medicién

B—1=(-41+78)x107°. (103)
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6. ORBITAS CON UN POTENCIAL DE GRAVEDAD UNIMODULAR

En esta seccién usamos la expresién obtenida en (82) para el potencial efectivo de particulas de prueba y puntuales
con pérdidas de energia provenientes del potencial de GU

1., 1 2  B(r) c?
57’ +2f(7’)</€+r2> + —E—f,

2 c? 2

hasta aqui dicho potencial de GU es general. Donde dividimos ® entre ¢? para que los efectos sean del mismo orden
de GR. Asi podemos obtener para trayectorias que usan particulas de prueba y puntuales de materia

2 = 2E — f(r) (n + €2> 20 (104)

r2 o2
Para trayectorias de luz usamos x = 0 se sigue

2 _p [1 ) o)

b2 r2 22

, (105)

donde se define el pardmetro de impacto b2 = ¢?/2E. De la expresiones (90) con h = 1/f en GR se obtiene

52
=g (ne 35

comparado con (104), cuando ®(r) = 0, obtenemos que E = e?/2.

6.1. Deflexién de la Luz en Gravedad Unimodular

Ahora buscamos estudiar trayectorias de luz que pasan cerca de una estrella, entonces el efecto gravitacional del
potencial de GU debe desaparecer cuando r — oo. Nuestra propuesta es expresar ®(r) en el caso de particulas de
luz como

b b
Pua(r) = 343 (106)

con be, by constantes. Es importante notar que la expansién de ®(r) en (106) se realizé como un polinomio hasta
orden 1/r3 dado que coincide con la expansién del potencial efectivo (84) de GR, por lo tanto, los maximos y
minimos de dicho potencial no se ven afectados. Entonces con las cantidades (105) y (89)

d¢ _ £
ax 2’
1/2
dr .y 1 f(r) _2@1“(7")
d\ b2 r2 c2(?
Encontramos de la regla de la cadena
do _ do dx
dr — d\dr’
_dé jdr
d\/ d\’
—1/2
L1 f(r) @)
T2 2 e ’
asi la integral del dngulo de deflexién es
<ar[1 g0 @]
r r luz (T
Agp =2 — |- -2 107
s /“2[1,2 v 62] ’ (107)
- —1/2
B J 211 f(r) Dy (1)
= R R Y ’
To

> 2 1
To
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donde definimos el potencial

1) | 2B (r)

Viua(7) = 2 T T ap
Luego calculamos los puntos criticos 6?;” = 0, por lo tanto
3 (G’M 2 — bg)
ry = —————
0 2y + 202

Yo
1
b2

(109)

Figura 5: Potencial efectivo para trayectorias nulas, en funcién de la coordenada radial. Se supone que los pardmetros de no conservacién
son tales que la forma del potencial no se altera en comparacién con el caso de conservacién de energia. Para un b dado, existe un radio

de maxima aproximacién, rg, donde b%’ = Viuz(70).

Aqui observamos que tenemos un punto de retorno positivo rg > 0. Si se cumple

205 + 202 >0,
(GM? —b3) >0.

Porteriormente usamos que en el punto de retorno cumple (Ver Figura 5)

1
bfZ = Viuz (TO) .
Podemos escribir

clry

B VA2 (rg) + 2121, (r0)

expandiendo

clrS/2

= o (202 + @) 1 20y — 2GM P2

b

lo que substituimos en (108)

Ay / 2 dr
ro 2 f(To _ f) + %P [(I)luz (’I"()) — Dy, (T‘)}

r2

)

4c2273
d
/ 7‘\/ (rro(r —ro)(r + o) (2by + c212) + 2b3 (r3 —r3) + 2GMI? (r3

Realizamos una expansién de Taylor para 1/c¢? desde orden 0 hasta orden 1

o0 2 dr
av=|
To T 2 r2
0
U dr {2 2 ) - )]}
+ 7/
C 7o

(110)
(111)

(112)

(113)



expandiendo

M:/oodr <\/ 43 2*2\/744 2 (rroba(r + o) + b3 (r* + rro +13) — GMI? (7“2”7“0*’“3))) . (114)
)

—r2r2 212rro(r + o)

la integral se puede realizar con el cambio de variable

y con el jacobiano

dr 2rg cos ¥

dy  (siny—1)2°
observamos que cuando ¢ — —3 entonces r — 19 y cuando ¢ — 7 entonces r — oco. Después realizamos la
expansién para 1/c desde orden 0 a orden 2, obtenemos

™

El 2 cos
—z /(3 —siny)(siny + 1)
N cos [7GMl2 — Thg — 6robs + siny (2b2r0 + sin ¢ (GMl2 - bg) + 4b3 — 4GM12)]
c212ro((3 — sinp))3/2(sinyp + 1)1/2

Ap=—

dy,

entonces

wborg + 4bs — 4G M P2

Ap=m—
p=m c202rg

Definiendo el dngulo de deflexion fgerqud = A¢p — 7

4(GM€2 - bg) 7Tb2

202 e (115)

0bdefau =

6.2. Retraso temporal de Shapiro en Gravedad Unimodular

Ahora calculamos el retraso temporal en la sefial de un radar, que va de la Tierra a un satélite y rebota (pasando
rasante al Sol) en GU, para ello usamos la expresién de ¢t (75) con k = 0, y que en GU siempre se cumple

h(r) =1/f(r) tenemos

luego sustituimos (105)

b2 r2 202

ﬁ:ﬁll f(r) QQMM],

en t2 para obtener

dt 1 2®,(r)\ 2
X fw>(2_ (2 ) ’

1/2
dr _y [ 1 (r) ‘Iﬁuz(r)]

da\ 2 r2 7 22
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Encontramos de la regla de la cadena

dt  dt d\
dr — d\dr’
_dt [dr
T dx/ d\’
(3 - 22)"”

1/2
f(r) [J -8 - 2‘11;2(;)1
Calculamos el tiempo trancurrido desde un radio ry de menor acercamiento hasta un radio arbitrario r

\/Tuz(r
t(r,ro) / dr - il (116)
M/ — Vi)

De nuevo usamos nuestra propuesta (106) de ®y,,,(r) como una expansién de 1/r de orden 2 hasta orden 3. Ademds,
usamos nuevamente (109), y que el punto de retorno cumple la relacién (112) para despejar

clr3/2

~ /ro (263 + 212) 1 205 — 2GMP2

)

lo que substituimos en (116). Calculamos el integrando y hacemos una expansién de Taylor para 1/¢ desde orden
0 hasta orden 3

BT PM( = r0)(2r + 3r0) 4 g [Bu(r) = @u(ro)]
T2 = T% CBZQ (7‘2 . 7’(2))3/2 )

t(r,ro) = -

expandiendo

" r ro(b1rro — b3) + GMI?(2r + 3r¢)

dr + ’
e/ (r—ro)(r +10) A312\/1—1o(r +1r9)3/2

_ Vg [r—ro\ |2tanh™" (b17d + 2GMI?) — (bird + bs — GMI?)
B c r—+ro 312 ’

Lo anterior es el tiempo de ida de una senal luminosa, desde un radio correspondiente al punto de retorno rg
hasta un radio arbitrario r. Después de simplificar

t(r,ro) =

2 _ 1 _ _
t(r,rg) = Y0 r0+312<10g[ r+:2+1]—10g[1— : ro])(b173+2GMl2)

c r T+ 170

T—7T0 b1T0+b3—GMZ2

r+T0 312 ’
Posteriormente, calculamos el tiempo de ida y vuelta; transcurrido desde la salida de la senal en la tierra; con radio
de Schwarschild rg, luego pasa por un radio del Sol rg, y sigue su viaje hasta un satélite de radio rs4¢, entonces el

viaje de ida es rqg = rg = Tsqt, después se suma al viaje de vuelta con el orden inverso rgq = 19 = g, por lo
tanto

Atior = 2t(rg,70) + 2t(rsat, 7o) -

Si restamos las expresiones Newtonianas del tiempo de viaje total Aty y consideramos tnicamente efectos de GR
y posiblemente de Gravedad Unimodular, obtenemos el exceso de tiempo como

2
Atea:cesoGU = Attot - E <\/T€29 - 7"(2) + \/Tgat - T%) ’
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desarrollando

2 Tsat — Tl Tsat — T
Ategeesocy = -4 (log |1/ =L—2 4 1] —log [1 — /=2L—2|) (byr2 + 2GMI?
excesoGU 6312 { ( 8 |: To + Tsat + 8 To + Tsat ( ITO * )

e —To Te —To 2 2
1 — +1| -1 1—/—— b 2G M1
—|—<og{ ro+r@+ ] og{ To+r@>(1TO+ )

— (byr? + by — GMI2) /220 4 (42 by — GMI2) 20 L
(1T0 s ) Tsat+r0 (1r0 3 ) TO"’TGB

simplificando

AGM (log (L‘fér@) + 1) 4by
AtexcesoGU = 3 - @ .

Como podemos ver no existe ningin coeficiente de ®;,,.(r) ya sea bs 0 by en la parte logaritmica de la expresién
anterior, a diferencia de la expresién de (97) en que la parte de PPN sélo tiene efecto en la parte logaritmica. Por
lo tanto en este caso no podemos comparar con PPN.

6.3. Precesién del Perihelio en Gravedad Unimodular

En esta seccién buscamos estudiar trayectorias de particulas de prueba y puntuales de materia, que pasan cerca
de una estrella, entonces el efecto gravitacional del potencial de GU debe desaparecer cuando r — oo. Nuestra
propuesta también es expresar ®(r) en el caso de particulas de materia como

by by by

(pmat(r):?‘i’ﬁ‘i’ﬁa

(117)
con b}, bh, bl constantes. Es importante notar que la expansion de ®,,+(r) en (117) se realizé como un polinomio
1/r desde orden 1 hasta orden 3, dado que coincide con la expansién del potencial efectivo (84) de GR y, por lo
tanto, los maximos y minimos del potencial efectivo no se ven afectados.

Ahora calcularemos la precesién de perihelio de Mercurio, dicho planeta se mueve de un radio minimo (respecto
al Sol) o perihelio r; a un radio mdximo ry y vuelve al radio minimo. A diferencia de la elipse Newtoniana, la
orbita no se cierra y la posicién angular avanza ligeramente en cada retorno por un angulo llamado de precesién
del perihelio para un planeta alrededor del Sol (ver Figura 4). Para calcular la precesion en el perihelio de Mercurio
usaremos (89) y la expresién (104) con x = ¢?, e insertando factores de ¢? tenemos

a _ £
dr — r2’

dT:|:2E—02—f(r)<€2+02)_2q>mat(r)+cg ’

dr r2
con 7 el tiempo propio. De la regla de la cadena
d¢ _ d¢dr

dr  drdr’
do | dr

dr/ dr’

—1/2
- () st

r2

asi calculamos, el angulo barrido desde un radio r; a un radio ro y de regreso

sy % Dy (7 ol
A¢:2/r drr—Q [QE—CQ—f(’I”)<TQ+C2)—2C;()+CQ] ,

ra /9p2\ /2 1 02 Pat(r) 2 -1/2

A —
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Entonces el potencial efectivo es

Pat(r) 2
2 mat
Vmat(T) = *f(T‘) (C + ’]"2> + 02 — E 5 (118)
luego encontramos los puntos criticos W = 0, los cuales son
o —2bl, — 212 + \/(0212 +204)% — 4 (2GM — b)) (3GMI2 — 3b})
n 2(b) — 2GM) ’
Para tener soluciones en los reales se requiere
Al 4+20, >0, (119)
AGM -V, >0, (120)
GMIP* - by >0, (121)
(1% 4 204)7 > 12 (GM — V) (GMI2 — ) . (122)

Vi

materia

r r
C2 /\ Jl J|2
E-% ~t ,

Figura 6: Vinateria(r) en funcién de r. Cuando E — ¢2/2 < 0, el potencial admite érbitas que estdn contenidas entre 71 y 2.

Aqui observamos que tenemos dos radios 7 = r— y 72 = r4. Usando que en el punto de retorno cumple (Ver
Figura 6)

62

E— E - Vmat(rl)
2
C

E— 5 - Vmat(r2) 3

Y despejando para E y £ en término de los puntos de retorno r1 y ro y GM, c2.

T%f(?"g) (CQ - Qq)mat(rl)) + f('r1> <C4f(’l"2> (7"% - 7’%) - T% (02 - 2q)mat(r2)))

b= 22 (137 () — 12 £(r2)) |
—4GM (Vyry + by) + 2¢% (birire + 2GM?(ry 4+ o) + GM (r? + rira +13))
- 2ctr1ro(r1 + 7o) — 42GM (r? + riry +13)
n —4byGMry — 2b4¢? + Srira(ry + 1r2) — ct(ry +12) (2GM (ry + 12) + r172)
2c¢triro(ry + ro) — 42GM (rf + rirg +13) ’
(2 _ 2 [f(TZ) - f(""l)] + C%[(I)mat(r’é) - (I)mat(rl)]

) _ f(r2) ’

2 (7“17“2 (rlrg (b'l — CQGM) + b4 (r1 + 7“2)) + bh (7“% +rirg + r%))
crira(ry +r2) — 2GM (r? + rire + 13) ’
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Substituyendo estas tltimas expresiones de E y £2 podemos expandir en 1/c? desde orden 0 hasta orden 1

A=z [ drvrime
m A/ (r—r)(ra—1)

N /T2 2M|r(ry + o) + rirs) B VT1ira(r1 + 12) 7P at(T)
o LEr2rira(r —r) V2 (r — r)1/? M (r —r1)3/2(r —ry)3/2

L Vrira(r1 +72) 71 Prnat (1) Vrira(r1 +72) 2P mat (72) }

AM(ry —ra) (r—r1)3/2(r —ry)l/2 B AM(ry —r2) (r—r)Y2(r —ry)3/2

realizamos el cambio de variable

1
T 1 1(1 1)’
con jacobiano
dr 2r11a(re — 11) cos(1)
dy  ((ry —ro)sin(y)) +71 +1r2)?2
Notamos que cuendo ¢ — —37 entonces r — 71 y también se cumple que cuando ¢ — 7 implica r — 72. Luego

simplificamos el integrando con r; = a(l — €), ro = a(1 + €). Después del cambio de variable y substituir ®,.¢(r)

obtenemos
z
so- |
-z

integrando lo anterior

o4 2 (a (e —1) (by — 3GM?) + esin(y) (a (2 — 1) GM? + bly) — 3b})
a2c® (&2 —1)°GM

bl

2 (a (2 — 1) (3GM? — by) — 3b%)
a2c® (2 —1)°GM

Ap =2 +

)

considerando el dngulo de deflexién
6¢p’recGU = A¢ -2
27 (a (e — 1) (3GM? —bh) — 3b5)
B a2 (2 —1)°GM

)

expandiendo

6rGM Grbl B 27bl
2a(l—e€2)  c2a?2(1—e2)2GM  c2a(l — 2)GM ~

§¢precGU = (123)

notemos que cuando b} = b, = bs = 0, recuperamos el dngulo de deflexién de GR.
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6.4. Cotas a potencial de Gravedad Unimodular
6.4.1. Deflexién

En esta seccién obtendremos, restricciones a las constantes by, bs del potencial ®y,,.(r) mediante las 6rbitas de
deflexién y el valor experimental del pardmetro v de PPN en (101). Para obtener £, partimos de la relacién (105)

f:[l Jr) o)

62

2 2 c2(2

3

con la condicién que la velocidad de la luz es nula » — oo, » — 1. Entonces en esta regién
{==b.

Debido a que las cotas se obtienen con rayos de luz muy cerca de la superficie del Sol, entonces, el parametro de
impacto se escoge igual al radio del Sol

b=Rg, (124)
por lo tanto

{==xRg , (125)
con estas tultimas igualdades, la expresién (94) para el dngulo de deflexién de PPN es entonces

2G M,
02 R@ ’

dpppn = (v +1)

comparando esta expresién con la correspondiente de GU (115) con ro = b = Rg

5 _ A(GMo? —b3) by
defGU = 22 R e

Igualando el 4ngulo de deflexién de PPN y de GU
d¢ppN = 0ddefau
susbtituyendo el valor del momento angular (125), y pardmetro de impacto (124)

2GM@ . 4(GM@R(29 - bg) . 7Tb2
2Ro c*R3 c?R2’

(v+1)

podemos obtener

2GMy  A(GMuR2 —bs)  wby  AGM,

1 - _ _
(v=1) 2R c’R} ¢?R%2  ?Rg
simplificando
b3 by
(y=1)2GMg = —-4— — 71—,

© R%Z " Re

2 bg ™

GMopRsy \ Ry 4

Luego usamos las cotas experimentales de PPN (101)

(=08 -1.2)x 1077 <y —1<(-0.841.2)x 107",
—2x 107t <y—1<4x107°. (127)
Para simplificar usamos que en unidades geométricas G = ¢ = 1, por lo tanto, el factor para convertir la unidad

geometrizada de masa m a unidades de SI en kg, multiplicamos por el factor ¢2G~!. Entonces la masa solar en
unidades geométricas es

1m
Mg =1.989 x 103%kg——— = 1477.05 m .
° * 913466 x 10%7kg "
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Obtenemos la relacién entre la masa Solar y el radio Solar en unidades geométricas

M,
=6. 10%m—— 2 —
Ro = 6.957 x 10%m = o—
R = 480234 Mo, ,
Re ~ 5 x 10° M, . (128)

Usando esta relacién (126) y las desigualdades (127)

2 b3 T
—2x107% < — — 4+ b 4x107°
x 107% < M@R@(R@+42>< x 1077,

simplificando usando (128) obtenemos

_5 b3 by
250 < —1075 =2 — 42
50 < —10 R TE <50,
finalmente
S50 <1052 142 o5 (129)
Mg Mg ’

6.4.2. Precesion

En esta seccién obtendremos, restricciones a las constantes b}, by, b} del potencial ®,,4(r) mediante las érbitas
de perihelio de Mercurio y los valores experimentales de los parametros -, 8 de PPN. Obtuvimos que

6mG Mg 67bl 27l
OPprecGU = — 2 T 242 2)2 T2 2 ’
a(l —€?)  2a?(l—€e2)2GMy  a(l — e2)GMg
617G M, b b,

T ca(1-€2) |1 3G2MZ a(1 - 2)G2ME

En este caso usamos el dngulo de precesién de GR es 43 segundos de arco por siglo

67TGM®
5¢precGR = m )
— 43//

comparando el dngulo de precesién de PPN (100)

Sprecrpn = o gy g (130)
= 43" (1 220 1)3_ G 1)> . (131)
Igualando el angulo de PPN y de GU
O@precPPN = 0@precGU
obtenemos
1) —(8— / /
2(y 1)3 B-1 _ {3(;23\4% + o !;?SGQM%} . (132)

Luego usamos el valor experimental de v — 1 (102) y el de 8 — 1 llegamos a (103)

202D ==Y _ (554 41) x 10~
3 . . ,
y obtenemos las siguientes desigualdades
20—1) —(B—1
13x100 < 20=D == 699075,

3
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substituyendo (132)

A b

2 3
3G2M2  a(l — e2)G2M?
© ©

~1.3x107° < — <6.9%x107°,

En este caso usamos el dngulo de precesién de GR es 43 segundos de arco por siglo

671G M,
§¢precGR = m )

, 1° wrad
3600 180° ’

despejando el parametro a(1 — €?)

GM
a(l —€*) =9.04 x 10‘10—2 , (133)
por lo tanto
b, 1 bl c?
~1.3x107° < — 2 3 6.9 x 1077
s [3G2Mg T 90ax 100 G3Mg] DR
para simplificar usamos unidades geométricas G = ¢ = 1 y multiplicamos por 9.04 x 10*
11.7x 107" 3x 1022 4 62 x 107"
—11.7 x < —1(3x )M2+M3< X )
6] o)
finalmente llegamos a
sy by b
—62<(3x10%)—%5 + —5 <1.1. (134)
Mg Mg

Como podemos observar en estas tltimas expresiones (129), (134) los coeficientes de GU, los coeficientes b,, son
proporcionales a M con n = 1,2, 3, y reinsertando factores de G'y ¢, proporcional G" M /c", lo que significa que
el efecto del potencial de GU tiene un efecto mucho menor al del potencial efectivo de GR. El coeficiente b; se
comporta como una masa Mg.

Finalmente observamos que los requerimientos del potencial de GU que describe particulas de materia ®@,;,q:(7)
(122) y fotones @y, (r) (111) parecen sugerir que tiene las mismas propiedades y por lo tanto b} = by = 0, by = by,
b5 = bs. No obstante, esto no ayuda a restringir mas dichos coeficientes.
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7. (CONCLUSIONES

Una de las maneras de explorar teorias modificadas de la gravedad es violando algunos principios de la Fisica
que creemos que son validos. Uno de ellos es el principio de conservacién de energia. En la introduccién de dio una
vision histérica sobre la naturaleza de la energia y su posible no conservacién. Este tltimo punto proviene de que la
energia no esta bien definida durante la medicién en un sistema cuantico, y se argumenta que la conservacién de la
energia de la materia podria tener que ser abandonada en las teorias de la gravedad que son menos incompatibles
con la mecanica cuantica.

Posteriormente, en el capitulo 2 estudiamos una de las teorias de gravedad modificada, de la que se puede derivar
una posible no conservacién de energia, esta es la teorfa de GU, escrita por primera vez por Einstein [17] en 1919.
GU modifica GR al imponer una restriccién de que la métrica del espacio-tiempo, tiene determinante fijo. Esto tiene
el efecto de reducir la simetria de norma de una invariancia bajo todos los difeomorfismos del espacio-tiempo en GR,
a la invariancia solo bajo difeomorfismos que preservan este elemento de volumen fijo, cuya version infinitesimal esté
dada por campos vectoriales con divergencia igual a cero. Y en las ecuaciones de campo, la constante cosmolégica,
es un multiplicador de Lagrange en lugar de un pardmetro de lagrangiana. Una de las diferencias importantes de
GU es que el tensor de energia-momento cumple una condicién de conservacion mas general que puede interpretarse
como que, el rotacional de la divergencia del tensor de energia momento es cero. Claramente, la ley de conservacién
de GR, en que la divergencia del tensor de energia-momento es cero, es un caso particular. En espacio-tiempos
simplemente conexos, esta condicién se reduce a escribir la divergencia del tensor de energia momento, es decir,
la corriente igual al gradiente de un campo escalar arbitrario, dependiente de las coordenadas, dicho campo @ lo
llamamos el potencial de GU.

Luego, con el método de Papapetrou del Capitulo (3) se estudié particulas puntuales con la estructura interna
mas simple, es decir, particulas de prueba y puntuales. Inspirados en dicho método y en propuestas que pueden
consultarse en [18], podemos obtener una ecuacién para dichas particulas con pérdidas de energia, debidas a la
divergencia distinta de cero del tensor de energia-momento en (65), obtenemos que el vector de corriente es ortogonal
al vector tangente. Como un trabajo futuro podemos considerar el método de Papapetrou al siguiente nivel de
aproximacién con espin intrinseco de la particula.

Después usamos los resultados de la referencia [21] y debido a que buscamos comparar con experimentos de
trayectorias de particulas que pasan cerca del Sol, nos enfocamos solo en la solucién tipo Schwarzschild de GU
en vacio y con simetria esférica (las otras soluciones estdticas son las métricas de De Sitter, Anti-de Sitter). En
virtud de esto, y que el vector de corriente en GU solamente depende de la coordenada radial, entonces podemos
integrar la ecuacién para particulas puntuales con perdidas de energia, y obtenemos una expresion para el potencial
efectivo (82). La cual es simplemente el potencial efectivo de GR mds un potencial escalar de GU que solo depende
de la coordenada radial. Debido a esto podemos proponer & como una expansién en términos de un polinomio
de 1/r hasta orden 3 con coeficientes constantes dado en (109), ya que asi la estructura de méaximos y minimos
del potencial efectivo de GR no se ve afectada. En principio usamos una expansién distinta para particulas de luz
(109) y de materia (117), con distintos coeficientes, para la expansién del potencial de GU. Y podemos usar un
método analitico para calcular deflexién de luz 6.1, retraso de Shapiro , y precesion del perihelio 6.3 resultando en
pequenas desviaciones de las mismas cantidades en GR; asi podemos poner cotas a los coeficientes del potencial de
GU. Dichas cotas se pueden poner comparando el formalismo de PPN. Es importante resaltar que en retraso de
Shapiro, el potencial de GU solamente tiene efecto en la parte no logaritmica, pero en los resultados experimentales
se desprecian los términos no logaritmicos de PPN, entonces no se puede usar para acotar el coeficiente del potencial
de GU. Por otro lado debido a que en principio los coeficientes del potencial de GU deben ser pequenos podemos
suponer que el potencial para particulas de luz y materia tiene las mismas propiedades, y podemos obtener cotas
globales al potencial ® en términos de las cotas de PPN.

Como trabajo futuro serfa importante comparar con el modelo fenomenolégicos de [18] en dicho modelo la
corriente es proporcional al espin intrinseco de la particula y al escalar de curvatura de Ricci. Sin embargo, en
nuestro caso podriamos considerar la corriente proporcional a otro escalar de curvatura distinto de cero en vacio;
como la raiz cuadrada del escalar de Kretschmann [20], siendo esto proporcional a 1/r3, de nuevo esto no afecta
la estructura de maximos y minimos del potencial efectivo de GR. Y realizar también el método de Papapetrou
al siguiente orden, es decir, con espin manteniendo la no conservacién de energia, ya que parece factible encontrar
alguna otra restriccion al potencial de GU.
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A. RESTRICCION DE LA CORRIENTE NO CONSERVADA EN SIMETRIA ESFERICA Y ESTATICA

De la métrica dada por

ds* = — f(r)dt*> + h(r)dr® + r2(d6? + sin® 0dp?) (135)
cuyos simbolos de Christoffel son
1f'(r)
I, == Shop+ 8Ly
b 2 f(T)( b b)
f'r) 4 (1) T p. Tsin?0 65
= 0,9, 000y — ——0,0p — 1
ab 2h(r) a b+ 2h(’l") a’b h(’l") a’b h(?") a®b
1
rf, = T(agtsg +650%) — sin 6 cos 05067
1 (a T
Loy = (0,07 +0007) + cot O(087 +077) -

Por ser esféricamente simétrica y estdtica (135) tiene los siguientes vectores Killing
a a
== ,
(3)
l, =cos¢ ﬁ ' — cot fsin ¢ '
xr — 80 ¢ k)
£, = —sing g ' — cot B cos ¢ ’
v 00 6¢ ’
6 a
T=|—=
(@)

cuya algebra es

Por un lado anteriormente obtuvimos una ecuacién similar de la forma
b a a
wVpu = J{ (t,7,0,0) ,

ahora buscamos el vector de corriente mas general que tiene los mismos vectores de Killing que la mértica esférica-
mente simétrica.

I 0500 = A.r.0.0) (57) +Ber00) (5) +Ctroo) (55) +Droo) ()

Por hipétesis suponemos que el vector j¢ tiene las mismas simetrias de la métrica. Por lo tanto

Ea(2)or(2)-e(2) (2,
e (o))
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por lo tanto

9A 9B 9C ID

R

se sigue

120:0.0) = 40.0) (7)) +80.0.0) (5) +c0.0) () + D000 ()

Similarmente
0
0=4LpJ =[=—,J
0. L [a¢7 J—]’

0 0 0 0
2 a(2)en(2) o (L)
0

o)1

_0A (D), 9B (D), 00 [0\ D (D
= <6t> 96 (8r> 99 (ae)*'a¢ (a¢>’

04 9B _oC _ oD
dp  0p 0 0o

£

por lo tanto
= O 5

se sigue

J5(r,0) = A(r, 0) (;)a + B(r0) (;)a +C(r,6) (;)a + D(r,6) (;;) "

Ahora usamos la condicién
0= Ly, J1 = [lg,J1]
g (PA (), 0B (9 0C(aY oD (0
—P\ 0 \ar) T o0 \ar) T a9 \99) " 90 \ 9¢

0 0 9]
_ 20w s 9 o 9 9
(CCSC 0 sin ¢ Dsin¢ 0 D cot 6 cos ¢ ) ,

oC (0 oB [ 0 oC . 0
= cos qbﬁ <5’t> +COS¢)% <(9r> + (cos qﬁﬁ + D51n¢> (E)G)

+ (cosqﬁ(?; —Ccsc2esin¢+Dcotﬂcos¢) <£b> ,

obtenemos las siguientes ecuaciones

cosgb%—g =0,
B
cosq’)aa—o =0,

de los cuales obtenemos A = A(r), B = B(r).
De los otros coeficientes obtenemos la expresion

oC o
cosgb% + Dsing =0,

D:fcotqﬁg—g,
D P
00 062’

del ultimo coeficiente

D
cos¢8a—(9 —Ccsc?fsing+ Deotfcosp =0,
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substituyendo D, %—’g, en lo anterior y simplificando

2 2

— C'csc? Bsin ¢ + cot ¢ cot A cos (;56

0
cos ¢ cot ¢ 507

07 -0

usando separacién de variables C = C1(0)Cx(r)
C1(0,¢) = k1 cos O [(In(cos(6/2)) — In(sin(6/2))) tan ¢] — ko sin 0 [(In(cos(6/2)) — In(sin(6/2))) tan ¢] ,

entonces

D(6,9) = — cot(6)Ca(r) 20

= —Cg(r)% cos 0 [(In(cos(6/2)) — In(sin(6/2))) tan ¢)

- 02(7")% sin 0 [(In(cos(6/2)) — In(sin(6/2))) tan ¢] (cot 8/2 + tan 6/2) |
por lo tanto

0 0 801(9,¢) 0 ¢
o ()

J¢ = A(r) (at)a + B(r) (ar>a + C1(0, 9)Ca(r) ((;)a — cot(¢)Ca(r) 50

ya que préviamente demostramos que se debe cumplir [a%, J1] = 0 necesitamos

acl (97 d))

T =0 ,
8 801(97¢) _
% <— cot ¢80> =0 s

podemos ver que la tnica forma de cumplir las condiciones es hacer k1 = ko = 0, es decir C1(6, ¢) = 0. Finalmente

o\ o\
a __ 7t T
Ji=J (875) +J <8r> ’

con Jt = A(r), J" = B(r).
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